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П Р Е Д И С Л О В И Е

Успешная реализация достижений научно-технического прогресса в на
шей стране тесным образом связан а  с использованием математических 
методов и средств вычислительной техники при решении задач  из р а з 
личных областей человеческой деятельности. Исключительно важ ное 
значение приобретает использование указанны х методов и средств и при 
решении экономических задач. В связи с этим для студентов экономиче
ских специальностей вузов необходимо как знание возможностей приме
нения математических методов и ЭВМ, так  и понимание тех проблем, 
которые возникают при их использовании.

В данном учебном пособии изложен м атериал, позволяющий полу
чить довольно полное представление о возмож ностях практического 
использования математического программирования и ЕС ЭВМ при реш е
нии конкретных экономических задач. Это пособие предназначено прежде 
всего для тех, кто самостоятельно изучает указанны е вопросы и ж елает 
приобрести необходимые навыки в решении практических задач.

В начале каж дого параграф а пособия помещены определения, ф ор
мулы и другие краткие теоретические сведения и методические у к аза 
ния, необходимые для решения приведенных задач. Затем  дается подроб
ное решение типовых задач  с краткими пояснениями теоретических поло
жений. В каж дом параграф е приводятся задачи  для самостоятельного 
решения.

Больш инство задач  носит условный характер, а числовые п ар а 
метры подобраны так, чтобы при решении задач  можно было обойтись 
наиболее простыми вычислениями.

Дополнительные сведения из теории, а такж е задачи для сам остоя
тельного решения можно получить из книг, приведенных в списке лите
ратуры.

Автор вы раж ает искреннюю признательность сотрудникам кафедры  
исследования операций МГУ им. М. В. Л омоносова, кафедры прикладной 
математики МИУ им. С. Орджоникидзе, каф едры  экономической кибер
нетики Л Ф Э И  им. Н. А. Вознесенского, а такж е канд. физ.-мат. наук, доц. 
В. Г. Белоусову за  ценные зам ечания и пож елания, способствовавш ие 
улучшению рукописи.

Автор



В В Е Д Е Н И Е

Математическое п р о г р а м м и р о в а н и е  п р ед ст а в л я ет  со бой  м а т ем а 
тич ескую  дисци пли ну, зан и м а ю щ у ю ся  изучени ем  экстрем альн ы х  
за д а ч  и р а зр а б о т к о й  м етодов  их реш ения.

В общ ем  виде м атем ати ческ ая  постановк а экстрем ал ьн ой  з а 
д ач и  состои т  в оп р едел ен и и  н аи бол ьш его  или наи м еньш его  зн а 
чения целевой  ф ун к ции f (Х\, Х2  Хп) при усл ов и ях  gi (x i ,  х 2, ...,
х п) <  Ьі (і  =  1, от), где f  и gi  —  за д а н н ы е ф ункции, а 6 , — н ек о
торы е дей стви тел ьн ы е числа.

В зав и си м ости  от свойств ф ункций /  и gi  м атем ати ч еск ое п р о
гр ам м и р ов ан и е м о ж н о  рассм атр и в ать  как ря д  сам остоя тел ьн ы х  
дисци пли н , за н и м а ю щ и х ся  изучением  и р а зр а б о т к о й  м етодов  р е 
ш ения оп р едел ен н ы х кл ассов за д а ч .

П р е ж д е  всего  за д а ч и  м атем ати ч еск ого  пр ограм м ир ования  
д ел я т с я  на за д а ч и  л и нейного  и нел и нейного  п р ограм м ирования . 
П ри этом  есл и  все ф ункции f и gi  линейны е, то  соотв етств ую щ ая  
з а д а ч а  яв л яется  з а д а ч е й  л и н е й н о го  п р о г р а м м и р о в а н и я .  Е сли  
ж е  хотя бы од н а  из ук азан н ы х ф ункций нели нейная , то  с о о т в ет 
ств у ю щ а я  за д а ч а  является  з а д а ч е й  н е л и н е й н о го  п р о г р а м м и р о 
ва ни я .

Н а и б о л ее  изученны м  р а зд ел о м  м атем ати ч еск ого  пр ограм м и 
рован ия яв л я ется  л и нейное п р ограм м ир ование. Д л я  реш ения  
за д а ч  ли н ей н ого  програм м ир ования р а зр а б о т а н  целы й р я д  
эф ф ектив ны х м етодов , алгоритм ов и програм м .

С р еди  за д а ч  нел и нейного  пр ограм м ир ования н аи б о л ее  гл у 
б о к о  изучены  з а д а ч и  в ы п у к л о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я .  Э то  за д а ч и , 
в р езу л ь та т е  реш ен ия которы х о п р ед ел я ется  м иним ум вы пуклой  
(или м аксим ум  вогн утой ) ф ункции, за д а н н о й  на выпуклом з а м 
кнутом м н ож еств е.

В свою  о ч ер едь , ср еди  за д а ч  вы пуклого пр ограм м ир ования  
б о л е е  п од р обн о  и ссл едов ан ы  з а д а ч и  к в а др а т и ч н о го  п р о г р а м м и 
р о в а н и я .  В р езу л ь та т е  реш ен ия таких за д а ч  тр еб у ет ся  в общ ем  
с л у ч а е  найти м аксим ум  (или м иним ум ) квадрати чн ой ф ункции  
при усл овии , что ее  перем енны е удов л етв ор яю т некоторой си стем е  
линейны х н еравен ств  или линейны х урав н ен и й  л и б о  некоторой  
си стем е, с о д е р ж а щ е й  как линейны е н ер ав ен ств а , так  и ли н ей 
ные уравн ен ия.

О тдельны ми кл ассам и  за д а ч  м атем ати ч еск ого  пр ограм м и 
рован ия являю тся за д а ч и  ц ел оч и сл ен н ого , п ар ам етр и ч еск ого  и 
д р о б н о -л и н ей н о го  програм м ирования .

4



В з а д а ч а х  ц е л о ч и с л е н н о го  п р о г р а м м и р о в а н и я  неизвестны е  
могут приним ать только целочислен ны е зн ачен и я.

В з а д а ч а х  п а р а м ет р и ч еск о го  п р о г р а м м и р о в а н и я  ц ел ев ая  
ф ункция или ф ункции, о п р ед ел я ю щ и е о б л а сть  в о зм о ж н ы х  и зм е
нений перем енны х, л и б о  то  и д р у го е  за в и ся т  от некоторы х п а р а 
метров.

В з а д а ч а х  д р о б н о -л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  ц ел ев ая  
ф ункция п р ед став л я ет  со б о й  отн ош ен и е д в у х  линейны х ф ун к 
ций, а ф ункции, оп р ед ел я ю щ и е о б л а сть  в озм ож н ы х изм ен ен ий  
перем енны х, т а к ж е  являю тся  линейны ми.

В ы деляю т отдельны е классы  за д а ч  сто х а сти ч еск о го  и д и н а 
м ического програм м ирования .

Если в целевой  ф ункции или в ф унк ция х, о п р ед ел я ю щ и х  о б 
л асть  в озм ож н ы х изм енений перем енны х, с о д е р ж а т с я  сл у ч а й 
ные величины, то  так ая  за д а ч а  отн оси тся  к з а д а ч е  стохастиче
с к о го  п р о г р а м м и р о в а н и я .

З а д а ч а , п р оц есс  н а х о ж д ен и я  реш ения которой яв л я ется  м н о
гоэтапны м , отн оси тся  к з а д а ч е  д и н а м и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а 
ния.



Г Л А В А 1

З А Д А Ч И  Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

§ 1.1. П РИ М Е РЫ  ЗА Д А Ч Л И Н Е Й Н О Г О  П РО ГРА М М И РО В А Н И Я

1.1. Д л я  и зготовл ен ия тр ех  видов и здел и й  А ,  В и С  и сп ол ьзуется  
т ок ар н ое, ф р езер н о е , св ар оч н ое и ш ли ф овал ьн ое о б о р у д о в а н и е .  
З а т р а т ы  врем ени на о б р а б о т к у  о д н ого  и зд ел и я  д л я  к а ж д о г о  из  
типов о б о р у д о в а н и я  указаны  в та б л . 1.1. В ней ж е  у к а за н  общ ий  
ф о н д  р а б о ч его  врем ени к а ж д о г о  из типов и сп ол ьзуем ого  о б о р у д о 
в ани я, а та к ж е  прибы ль от р еал и зац и и  о д н ого  и здел и я  к а ж д о г о  
вида.

Т а б л и ц а  1.1

Тип
оборудования

Затраты времени (станко-ч) 
на обработку одного изделия 

вида

Общий фонд 
рабочего вре
мени оборудо

вания (ч)А В С

Фрезерное 2 4 5 120
Токарное 1 8 6 280
Сварочное 7 4 5 240
Ш лифовальное 4 6 7 360

Прибыль (руб.) 10 14 12

Т р ебуется  оп р едели ть , сколько и здел и й  и какого вида сл ед у ет  
изготовить предп ри яти ю , чтобы прибы ль от их р еал и зац и и  бы ла  
м аксим альной. С остави ть  м атем ати ческ ую  м одель  за д а ч и .

Р е ш е н и е .  П р ед п о л о ж и м , что б у д ет  и зготов л ен о Х\ еди н и ц  
и здел и й  вида А,  х 2 еди н и ц  —  вида В  и х 3 еди н и ц  —  вида С. Т огда  
дл я  п р о и зв о дств а  так ого  количества и здел и й  п о тр еб у ется  з а т р а 
тить 2х\  4 х 2 +  5 х 3 стан к о-ч асов  ф р езер н о г о  об о р у д о в а н и я .

Т ак как общ ий ф о н д  р а б о ч его  врем ени стан ков  да н н о го  типа  
не м о ж ет  превы ш ать 120 , то  д о л ж н о  вы полняться нерав ен ств о

2xi ~\~ 4x 2 -Г 5 х 3 ^  120.

А налогичны е р а с с у ж д е н и я  относител ьно в о зм о ж н о г о  и спол ь
зов ан и я  ток ар н ого , св ар оч н ого  и ш л и ф ов ал ьн ого  об о р у д о в а н и я  
пр иведут к сл едую щ и м  неравенствам :

х і 8 x 2 -\~ 6х 3 ^  280 ,

7xi +  4 x 2 5 х 3 ^  240 ,

4 х і -[- 6x 2 -\~ 7хз 'С 3 60 .
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П ри этом  так  как количество изготовляем ы х издел и й  не м ож ет  
бы ть отрицательны м , то

X, ^ 0 , * 2 ^ 0 , * з ^ 0 . ( 1)

Д а л е е , если  б у д ет  и зготов л ен о  Х\ еди н и ц  и здел и й  вида А , Хг 
еди н и ц  и здел и й  вида В и х 3 еди ни ц  издели й  вида С, то  прибы ль от 
их р еал и зац и и  состав и т F  =  10xi +  14х2 +  \ 2 х 3.

Т аким  о б р а зо м , приходим  к сл ед у ю щ ей  м атем ати ческ ой  з а 
даче: д а н а  си стем а

' 2х  і -|- 4x 2 "Ь 5 х 3 ^  120,

х\ -)- 8x 2 бхз ^  280, .gv
7xi +  4x2 ~(“ 6х 3 ^  240,

4xi + 6х 2 +  7 х 3^ 3 6 0  

четы рех линейны х неравенств  с трем я неизвестны м и X/ ( / = 1, 3) 
и л и нейная ф ункция относител ьно этих ж е  перем енны х

F = 1 0 x , +  1 4 x 2 + 1 2 x 3 ; ( 3 )

тр еб у ет ся  ср еди  в сех  неотрицательны х реш ений систем ы  н е р а 
венств (2 ) найти такое, при котором  ф ункция (3 ) приним ает м ак 
си м ал ь н ое зн ач ен и е. К ак эт о  сдел а т ь , б у д ет  п о к а за н о  в д а л ь н ей 
ш ем.

Л и н ей н а я  ф ункция ( 3 ) ,  м аксим ум  которой т р еб у ет ся  о п р е
дел и ть , вм есте с  систем ой  нерав ен ств  (2 ) и усл овием  н ео т р и ц а 
тел ьности  перем енны х ( 1) о б р а зу ю т  м атем ати ческ ую  м одел ь  и с
ходн ой  за д а ч и .

Т ак как ф ункция (3 ) л и нейная , а си стем а  (2 )  с о д ер ж и т  толь
ко линейны е нерав ен ств а, то  за д а ч а  ( 1) — (3 ) явл яется  за д а ч ей  
л и н ей н ого  п р ограм м ирования .

1.2. П р одук ц и ей  гор одск ого  м олоч ного за в о д а  являю тся м о
локо, кеф ир и см ет а н а , р асф а со в а н н ы е в буты лки. Н а п р о и зв о д 
ств о  1 т м олока, кеф ира и см етаны  тр еб у ет ся  соотв етств ен н о  
1010, 1010 и 9 4 5 0  кг м олока. П ри этом  за тр а ты  р а б о ч его  врем ени  
при р а зл и в е  1 т м олока и кеф ира состав л я ю т 0 ,1 8  и 0 ,1 9  ма- 
ш ино-ч. Н а р а сф а со в к е  1 т см етаны  зан яты  специал ьны е а в т о 
маты  в теч ен и е 3 ,2 5  ч. В с ег о  дл я  п р о и зв о дств а  цельном олочной  
продукции за в о д  м ож ет  и сп ол ьзов ать  136 0 0 0  кг м олока. О сн о в 
ное о б о р у д о в а н и е  м о ж ет  бы ть за н я т о  в теч ен ие 2 1 ,4  м аш ино-ч, 
а автом аты  по р а сф а со в к е  см етаны  —  в теч ен ие 16 ,25  ч. П рибы ль  
от р еа л и за ц и и  1 т м олока, кеф ир а и см етаны  соотв етств ен н о  р а в 
на 30 , 22 и 136 руб. З а в о д  д о л ж ен  еж е д н е в н о  пр оизводи ть  не 
м енее 100 т м олока, р а сф а со в а н н о го  в буты лки. Н а  п р ои зв одств о  
д р у го й  продукции не им еется  никаких ограничений.

Т р еб у ется  опр еделить , какую  продукц ию  и в каком количе
ств е  с л ед у ет  еж е д н е в н о  и зготовлять  за в о д у , чтобы  прибы ль от ее
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р еа л и за ц и и  бы ла м аксим альной. С остав и ть  м атем ати ческ ую  м о
д ел ь  за д а ч и .

Р е ш е н и е .  П р ед п о л о ж и м , что молочны й за в о д  б у д ет  
еж е д н е в н о  п р ои зводи ть  Xi тонн м олока, х 2 тонн кеф ира и Хз тонн  
см етаны . Т огда  ем у  дл я  изготовл ен ия этой  продукции н ео б х о д и м о  
1010x 1 +  1010x 2 +  9450x3 тонн м олока.

Т ак как з а в о д  м ож ет  и сп ол ьзов ать  е ж ед н ев н о  не б о л ее  
136 0 0 0  т м олока, т о  д о л ж н о  вы полняться н ер ав ен ств о

101 Oxi +  1010 х 2 +  9 4 50хз <  136 000 .

А налогичны е р а ссу ж д ен и я , пр оведенн ы е относител ьно в о з 
м о ж н о го  исп ол ьзов ан и я  линий р азл и в а  цельн ом олочной п р о д у к 
ции и автом атов  по р а сф а со в к е  см етаны , позволяю т за п и са ть  
с л ед у ю щ и е  н еравенства:

0 ,1 8 x i+ 0 , 1 9 х 2< 2 1 , 4,

3 ,2 5 х 2 <  16,25.

Так как е ж е д н е в н о  д о л ж н о  вы р абаты ваться  не м ен ее  100 т 
м олока, то  Х ) > 1 0 0 .  Д а л е е , по св оем у  экон ом ич еском у см ы сл у  
п ерем енн ы е х 2 и х 3 м огут приним ать только ли ш ь н ео тр и ц ател ь
ны е зн ачени я: х 2 >  0 , х 3 > 0 .  Общая прибыль от реализации Xi тонн 
м олока, Х2 тонн к еф ир а и х 3 тонн см етаны  равн а 3 0 x i +  2 2 x 2 +  
+  136х3 р у б . Таким о б р а зо м , приходим  к сл ед у ю щ ей  м ат ем а ти ч е

ской за д а ч е : д а н а  систем а

' 1010х, +  1010х2 +  9450х3<  136000,

0,18хі + 0 ,19x2  < 2 1 ,4 ,  (4)

3,25X2 < 1 6 ,2 5 ,

х, > 1 0 0

четы рех линейны х нерав ен ств  с  трем я неизвестны м и х ь х 2, х 3 
и л и нейная  ф ункция относител ьно этих ж е  перем енны х

Т  =  3 0 х , + 2 2 х 2 + 1 3 6 х 3; ( 5 )

т р еб у ет ся  среди  всех неотри цательны х реш ений систем ы  н е р а 
венств (4 )  найти так ое, при котором  ф унк ция (5 ) приним ает м ак 
си м ал ь н ое зн ач ен и е. Так как си стем а  (4 )  п р ед ст а в л я ет  со б о й  с о 
вокупность линейны х неравенств  и ф унк ция (5 )  л и нейная , то  
и сх о д н а я  за д а ч а  явл яется  за д а ч ей  л и н ей н ого  пр огр ам м и р о
вания.

1 .3. Н а ш вейной ф аб р и к е  ткань м о ж ет  бы ть р а ск р оен а  н е
скольким и сп о со б а м и  дл я  изготовл ен ия н уж н ы х д е т алей ш вейны х  
и здел и й . П усть  при / - м в ари ан те р аск р оя ( / =  1, п ) 100 м2 ткани  
и зготов л я ется  Ьц д ет а л ей  /-го  вида ( / = 1, т ) , а величина отх о д о в



при данн ом  в ари ан те раскроя  равн а с,- м2. З н а я , что д ет а л ей
1-го вида сл ед у ет  изготовл ять  В, ш тук, т р е б у ет с я  раскроить ткань  
так, чтобы  бы ло получено н ео б х о д и м о е  кол ичество д ет а л ей  к а ж 
д о г о  вида при миним альны х общ и х о т х о д а х . С остави ть  м а т ем а ти 
ческую  м одел ь  за д а ч и .

Р е ш е н и е .  П р ед п о л о ж и м , что по /-м у  вари анту ра ск р а и в а -  
< ется  Xj сотен  м2 ткани. П оскольку при раск р ое 100 м2 ткани по  

/-м у  вари анту п ол учается  Ьц д ет а л ей  1-го вида, по всем в а р и а н 
там  раскроя  из используем ы х тканей б у д е т  пол учено

д етал ей  i -го вида. Так как д о л ж н о  быть и зготов л ен о  В, д ет а л ей  
д а н н о го  вида, то

О б щ а я  величина отходов  по всем вари антам  раск р оя  ткани

Таким о б р а зо м , приходим  к сл ед у ю щ ей  м атем ати ческ ой  з а 
дач е: найти минимум ф ункции

и условию  неотри цательности ( / =  1, п).
С ф ор м ул и р ов ан н ая  за д а ч а  явл яется  за д а ч ей  ли нейного  п р о

грам м ировани я, так  как ф ункция (6 ) л и н ей н ая , а си стем а  (7 )  с о 
д ер ж и т  только лиш ь линейны е ур ав н ен и я .

Составьте математические модели задач  1.4— 1.10.
1.4. В трех пунктах отправления сосредоточен однородный груз 

н количествах, соответственно равных 420, 380 и 400 т. Этот груз необхо
димо перевезти в три пункта назначения в количествах, соответственно 
рнинмх 200, Г)20 и 420 т. Стоимости перевозок 1 т груза из каж дого пункта 
отправлении в каждый пункт назначения являю тся известными вели-

Иайтн план перевозок, обеспечивающий вывоз имеющегося в пунк
тах отправления и завоз необходимого в пунктах назначения груза при 
минимальной общей стоимости перевозок.

Ь, \Х[ Ьг2 Х !> ... - \ -binXn

b i [ X i  +  bi2X2 +  ... +  binXn =  Bi  ( / = 1 ,  т).

состави т

і F =  c ілг і —(— с 2X2 с пх п.

п

/ =  1
при условии , что ее  п ер е м е н н ее  у дов л етв ор я ю т си стем е у р а в н е
ний П

X  bijXi =  B l (1 = 1 , т) 
/ =  1

(7 )

чипами и задаю тся матрицей
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1.5. Кондитерская фабрика для производства трех видов карамели 
Л, В и С использует три вида основного сырья: сахарный песок, патоку 
и фруктовое пюре. Нормы расхода сырья каж дого вида на производ
ство 1 т карам ели данного вида приведены в таблице.

В ней ж е указан о  общ ее количество сырья каж дого вида, которое 
может быть использовано фабрикой, а такж е приведена прибыль от реа
лизации 1 т карамели данного вида.

Вид сырья
Нормы расхода сырья (т) 

на 1 т карамели Общее количест
во сырья (т)

Л в С

Сахарный песок 0,8 0,5 0,6 800
Патока 0,4 0,4 0,3 600
Фруктовое пюре — 0,1 0,1 120

Прибыль от р еали за
ции 1 т продукции (руб.) 108 112 126

Найти план производства карамели, обеспечивающ ий м аксим аль
ную прибыль от ее реализации.

1.6. При откорме животных каж дое животное ежедневно долж но 
получить не менее 60 ед. питательного вещ ества Л, не менее 50 ед. вещ е
ства В и не менее 12 ед. вещ ества С. У казанны е питательные вещ ества 
содерж ат три вида корма. Содерж ание единиц питательных вещ еств в 1 кг 
каж дого из видов корма приведено в следующей таблице:

Питательные
вещества

Количество единиц питательных веществ в I кг корма вида

I II III

А 1 3 4
В 2 4 2
С 1 4 3

С оставить дневной рацион, обеспечивающий получение необходи
мого количества питательных вещ еств при минимальных денежных з а 
тратах, если цена 1 кг корма I вида составляет 9 коп., корма II вида — 
12 коп. и корма III вида — 10 коп.

1.7. В т  пунктах могут быть размещ ены  предприятия, производя
щие некоторую однородную продукцию. Эта продукция поступает в п 
пунктов ее потребления, причем в / - м пункте потребности в продукции 
равны ау единицам. Затраты , связанны е с доставкой единицы продукции 
с 1-го пункта отправления в / -й пункт потребления, составляю т с,у руб. 
Известно, что в І-м пункте изготовления продукции максимальный объем 
ее производства не может превыш ать 6, единиц, а затраты , связанны е 
с изготовлением единицы продукции, составляю т di руб. Определить т а 
кое размещ ение предприятий, при котором обеспечиваются потребности 
в продукции в каж дом  из пунктов ее потребления при наименьших общих 
затратах , связанны х с производством и доставкой продукции.
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1.8. Д л я  производства п видов изделий предприятие использует т  
групп взаимозаменяемого оборудования. Изделий /-го вида необходимо 
изготовить В; единиц ( / = 1 ,  п ) , причем / - я группа оборудования может 
быть зан ята  изготовлением изделий не больш е чем а, часов ( у '= 1 ,т ) .  
Время изготовления одного изделия /-го вида на / -й группе оборудования 
равно а,, часам, а цена производства равна Сц руб. Определить, сколько 
изделий данного вида с использованием каж дой из групп оборудования 
следует изготовить, чтобы произвести нужное количество изделий к а ж 
дого вида при наименьш ей общей стоимости их изготовления.

1.9. При выращ ивании некоторой культуры (или группы родствен
ных культур) может быть использован /-й вид удобрений в количестве, 
не большем чем bi кг (/ =  1, от). Вся посевная площ адь содерж ит п поч- 
неино-климатических зон, причем площ адь / - й зоны равна d; га ( / =  1, п ). 
Внесение на каж ды й гектар площ ади / - й зоны 1 кг удобрений /-го вида 
увеличивает среднюю урож айность на с,-у центнеров. Требуется распреде
лит]. выделенный фонд удобрений между посевными зонами так, чтобы 
суммарный прирост урожайности культур за  счет внесения удобрений 
был максимален.

1.10. Д л я  производства чугунного литья используется п различных 
исходных шихтовых материалов (чугун различных марок, стальной лом, 
феррофосфор и д р .). Химический состав чугунного литья определяется 
содержанием в нем химических элементов (кремния, м арганца, фосфора 
и д р .). Готовый чугун долж ен иметь строго определенный химический 
состав, который задается  величинами Я/, представляю щ ими собой доли 
(н процентах) / - го химического элемента в готовом продукте. При этом 
известны величины: /г,, — содерж ание (в процентах) у-го химического 
элемента в 1-м исходном шихтовом материале; с, — цена единицы к а ж 
дого 1-го шихтового материала. Определить состав шихты, обеспечиваю 
щий получение литья заданного качества при минимальной общ ей стои
мости используемых шихтовых материалов.

$ 1.2. ОІІІЦЛЯ И ОСНОВНАЯ ЗА Д А ЧИ  
.ІІИІІІ ИНОГО П РО ГРА М М И РО ВА Н И Я

И п р е д ы д у щ ем  п а р а г р а ф е  б ы л и  р а с с м о т р е н ы  п р и м ер ы  з а д а ч  л и 
н ей н о го  п р о г р а м м и р о в а н и я . В о  всех  эти х  з а д а ч а х  т р е б о в а л о с ь  
н ай ти  м ак с и м у м  или м ини м ум  л и н е й н о й  ф у н к ц и и  при  у с л о в и и , 
что  ее  п е р ем е н н ы е  п р и н и м а л и  н е о т р и ц а т е л ь н ы е  з н а ч е н и я  и у д о 
в л е т в о р я л и  н е к о то р о й  с и ст е м е  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  ил и  л и н е й н ы х  
н е р а в е н с т в  л и б о  с и ст е м е , с о д е р ж а щ е й  к а к  л и н е й н ы е  н е р а в е н с т в а , 
ТИК и л и н е й н ы е  у р а в н е н и я . К а ж д а я  и з  э т и х  з а д а ч  я в л я е т с я  ч а с т 
ным с л у ч а е м  о б щ ей  з а д а ч и  л и н е й н о го  п р о г р а м м и р о в а н и я .

О и р е д е л е н и е і . 1 .  О б щ е й  з а д а ч е й  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и -  
р о н а н и н  н а з ы в а е т с я  з а д а ч а ,  к о т о р а я  с о с т о и т  в о п р е д е л ен и и  м а к 
с и м а л ь н о го  (м и н и м а л ь н о го )  зн а ч е н и я  ф у н к ц и и

f  =  Z  сіхі ( 8 )
/=  і
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п р и  у с л о в и я х
п

Y_, OijXj Ьі (і =  1, k ), (9 )

п

£  aiiXj =  b, (i =  k - \ - \ , m  ),
/'= I

( 10)

0 ( / = 1, I, l ^ n ) , ( 11)
где о,/, bi, с, —  за д а н н ы е постоянны е величины и k ^ m .

О п р е д е л е н и е  1.2. Ф ункция (8 ) н азы в ается  ц е л е в о й  
ф у н к ц и е й  (или л и н ей н о й  ф о р м о й )  за д а ч и  (8 ) — ( 11 ) ,  а условия  
( 9 ) — (1 1 ) — о гр а н и ч е н и я м и  дан н ой  за д а ч и .

О п р е д е л е н и е  1.3. Стандартной (или симметричной) з а д а 
чей  л и н ей н ого  пр ограм м ир ования н азы в ается  за д а ч а , котор ая  с о 
стоит в оп р едел ен и и  м ак си м альн ого зн ачен и я  ф ункции ( 8 ) при 
вы полнении условий  (9 ) и ( 1 1 ) ,  где  k =  m  и 1 =  п.

О п р е д е л е н и е  1.4. К а н о н и ч е с к о й  (или о с н о в н о й )  з а д а 
чей  ли нейного  п р ограм м ирования н азы в ается  за д а ч а , которая  
состои т  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ачен и я  ф ункции (8 ) при 
вы полнении усл овий  ( 10 ) и ( 11 ) ,  где k = 0  и 1 =  п.

О п р е д е л е н и е  1.5. С овокупность чисел Х  =  (х\,  хг,  .... х„), 
у д ов л етв ор я ю щ и х ограничениям  за д а ч и  (9 ) —  ( 11) ,  н азы в ается  
допустимым р е ш ен и ем  (или п л а н о м ) .

О п р е д е л е н и е  1.6. П лан X* = { Х \ * ,  х 2*, ..., х„*), при кото
ром цел ев ая  ф ункция за д а ч и  (8 ) приним ает св ое  м ак си м аль
ное (м и н и м ал ьн ое) зн а ч ен и е, н азы в ается  оптимальным.

З н а ч ен и е  целевой функции (8 ) при пл ане X будем  о б о зн а ч а т ь  
ч ер ез F ( X ) . С л едов ател ь н о , X*  —  оптим альны й план за д а ч и , 
если  дл я  л ю б о го  X  вы полняется н ер ав ен ств о  F (X )  F (X *)  
(соотв етств ен н о  F (X )  ~^ F  (А"*)].

У к азанн ы е вы ш е три ф ормы  за д а ч и  ли н ей н ого  п р ограм м и р о
вания эквивалентны  в том см ы сл е, что к а ж д а я  из них с пом ощ ью  
несл ож ны х п р ео б р а зо в а н и й  м о ж ет  быть п ер еп и сан а  в ф орм е д р у 
гой за д а ч и . Э то  о зн а ч а ет , что если и м еется  сп о со б  н а х о ж д ен и я  
реш ения одн ой  из ук азан н ы х за д а ч , т о  тем  сам ы м  м ож ет  быть  
о п р едел ен  оптим альны й план л ю бой  из трех  за д а ч .

Ч тобы  перейти от одной формы  за п и си  за д а ч и  л и н ей н ого  
програм м ир ования к д р у го й , н уж н о  в об щ ем  сл уч ае ум еть, во- 
первы х, св оди ть  за д а ч у  м иним изации ф ункции к за д а ч е  м ак си 
м и заци и , во-вторы х, пер еходи ть  от огр ан и ч ен и й -н ерав ен ств  к о г 
ран и ч ен и ям -рав ен ств ам  и н а о б о р о т , в-третьих, за м ен я ть  п ер е 
м енны е, которы е не подчинены  условию  неотри цател ьности .

В том  сл уч ае, когда т р еб у ет ся  найти минимум ф ункции  
F =  C \ X \  + С 2*2 + . . . - \ - с пх„, м о ж н о  перейти к н а х о ж д ен и ю  м акси-



м ум а ф ункции F \ = — F —  — С\Х\— с 2* 2— ...— с пх п, поскольку  
m in F — — m ax ( — F ) .

О гр ан и ч ен и е-н ер ав ен ств о  исходной  за д а ч и  ли нейного  про
грам м ир овани я, им ею щ ее вид « ^  », м о ж н о  п р ео б р а зо в а т ь  в о г р а 
н и чен и е-р ав ен ств о до б а в л ен и ем  к его  левой  части доп о л н и тел ь 
ной неотри ц ательн ой  п ерем енн ой , а о гр ан и ч ен и е-н ер ав ен ств о  
вида « ^ »  —  в огр ан и ч ен и е-р ав ен ств о  вы читанием из его  л ев ой  
части дополн ительной  неотри цательной  перем енн ой . Таким о б р а 
зо м , о гр ан и ч ен и е-н ер ав ен ств о

<2,1*1 -Т <2/2*2 — — —|— <2/,,*,, ^  Ь, 
п р ео б р а зу ет ся  в огр ан и ч ен и е-р ав ен ств о

Я/і*і +  а/2*2 + . . .  +о<«г« +  X/I-I- 1 =  Ьі (*„ + 1> 0 ), ( 12 )
а о гр ан и ч ен и е-н ер ав ен ств о

а, і*. +  а/2*2 + . . .  +  а,пх„ >  bi 
—  в огр ан и ч ен и е-р ав ен ств о

П<1*1 0/2*2 "Ь ... -\-CLinXn — Х „ + і = Ь і (хп+ і ^ О ) .  (1 3 )
В то ж е  врем я к а ж д о е  ур а в н ен и е  систем ы  ограничений

а, і*, +  а/г + . . .  4- а,„*„ =  bi 
м ож н о за п и са т ь  в виде неравенств:

Г a,i*i - f a /2*2 +  - ..+ a i/i* /i< 6 /,\ ( И)
( — О/1 * | — 0/2*2 • • • — 0/„*„ <  — 6/.

Ч и сло вводим ы х дополн ительны х неотри цательны х п ер ем ен 
ных при п р ео б р а зо в а н и и  огр ан и ч ен и й -н ерав ен ств  в огранич ения- 
равенства  равн о числу п р ео б р а зу ем ы х  н еравенств .

В водим ы е дополн ительны е п ерем енн ы е им ею т вполне о п р ед е 
ленны й эконом ический смы сл. Т ак, если  в огр анич ения х исходн ой  
за д а ч и  ли н ей н ого  пр ограм м ир ования о т р а ж а ет с я  р а с х о д  и н ал и 
чие п р ои зв одств ен н ы х р есур сов , то  ч исловое зн ач ен и е д о п о л н и 
тельной перем енн ой  в плане за д а ч и , за п и са н н о й  в ф ор м е о сн о в 
ной, рав н о  о б ъ е м у  н еи сп о л ь зу ем о го  со о тв ет ст в у ю щ его  р есу р са .

О тм етим , н ак онец , что если  перем енн ая  *& не подчин ен а  
условию  неотри цател ьности , то  ее  с л ед у ет  зам ен и ть  дв ум я  не
отрицательны м и перем енны м и Uk  И Vk, приняв X k =  U k — Vk.

1.11. З а п и са т ь  в ф орм е основной  за д а ч и  л и н ей н ого  п р о гр а м 
м ирования сл ед у ю щ у ю  за д а ч у : найти м аксим ум  ф ункции
/•' =  3* ,— 2* 2— 5 * 4+  *5 при услов и я х

г 2*1 - ( - * 3 —  *4 —(— *5 < 2 ,

*1 — *3 "Т 2*4 - р  * 5 ^ 3 ,

2 * 2  +  * 3  —  * 4  +  2 * 5  <  6 ,

* 1 +  * 4 ----5 * 5 ^ 8 ,

*1, *2, *3, *4, * 5 ^ 0 .
Р с ш е н и е. В данн ой  за д а ч е  тр еб у ет ся  найти м аксим ум  ф у н 

кции, а си стем а  ограничений с о д ер ж и т  четы ре н ерав ен ств а . С л е
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дов а т ел ь н о , чтобы  за п и са ть  ее  в ф орм е основной  за д а ч и , н уж н о  
перейти от огр ан и ч ен и й -н еравен ств  к огр ан и ч ен и я м -р ав ен ств ам . 
Так как число н еравенств , входя щ и х в си стем у  ограничений з а 
д ач и , равно четы рем , то  этот п ер ех о д  м о ж ет  бы ть о сущ еств л ен  
в веден и ем  четы рех дополн ительны х неотри цательны х п ер ем ен 
ных. П ри этом  к левы м частям  к а ж д о г о  из неравенств  в и да  » 
со о тв ет ст в у ю щ а я  доп ол н и тел ьн ая  п ер ем ен н ая  п р и бав л я ется , 
а из левы х частей  к а ж д о г о  из н еравен ств  вида « ^ »  вы читается. 
В р езу л ь та т е  ограничения приним аю т вид уравнений:

' 2 лг і —{— лгз— х 4 - j-  х$  - р  Хб =  2 ,

х  і — х з  - р  2x4  - р  x s  р  х? =  3 ,

2x2  - р  Хз— Х4 - р  2x5  - р  Хв —  б,

Х |-р Х 4  —  5X5— Х э = 8 ,

Х|, Х2, ..., Хд^О.

С л едов ател ь н о , д а н н а я  за д а ч а  м ож ет  бы ть за п и са н а  в ф о р 
ме основной  за д а ч и  таким о б р а зо м : м ак си м и зи ров ать  ф ункцию  
F  =  3 x i— 2х 2— 5 х 4 +  х 5 при усл овиях

’ 2 x i  - р х 3 —  х 4 р  х 5 - р х 6 =  2 ,

Х | Х з -р 2 Х 4 “р  Х 5-рХ 7  =  3 ,

2х  | - р  Хз — Х4 -р  2х& -р Х8 — 6 ,
Х | + х 4 — 5 х 5 — х 9 =  8 ,

Xi, Х2, ..., Хд^О.
1.12. З а п и са т ь  за д а ч у , со ст о я щ у ю  в м иним изации ф ункции  

F — — Х і + 2 х г — Хз +  х 4, при усл ов и ях
2 х і —  х 2 —  х 3 - р  х 4 < : б ,

Xi -р 2х 2~рХз — Х4 ^  8 ,

З х  і — Х2 р  2 х з  - р  2х4 10 ,

— х  і р  З х 2 - р  5 х з — З х 4 = 1 5 ,

X], х2, хз, х4 > 0

в ф ор м е основной  за д а ч и  л и н ей н ого  п р ограм м ирования .
Р е ш е н и е .  В дан н ой  за д а ч е  т р е б у ет с я  найти миним ум ц е л е 

вой ф ункции, а си стем а  ограничений с о д е р ж и т  три н ерав ен ств а. 
С л ед о в а тел ь н о , чтобы  за п и са ть  ее  в ф ор м е основной  за д а ч и , в м е
сто  н а х о ж д ен и я  м иним ум а функции F  н у ж н о  найти м аксим ум  
ф ункции F 1 =  — F при огр анич ениях, пол уч аю щ и хся  из о гр а н и 
чений исходн ой  за д а ч и  до б а в л ен и ем  к левы м частям  к а ж д о го  
из огр ан и ч ен и й -н ерав ен ств  вида « ^ »  допол н ител ьной  н ео т р и ц а 
тельной перем енн ой  и вы читанием дополн ительны х перем енны х  
из левы х частей  к а ж д о г о  из огр ан и ч ен и й -н ерав ен ств  вида « ^ » .
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С л ед ов ател ь н о , и сх о д н а я  з а д а ч а  м ож ет  бы ть за п и с а н а  в ф о р 
ме основной  за д а ч и  л и нейного  програм м ир ования так: найти м ак 
сим ум  функции F\ — Х\ — 2хг +  Хз — Х\ при усл о в и я х

2 X i —  Х 2  Х з  +  Х4 +  Х 5 =  б ,

Х\ +  2х2 +  хз— Х\— Хб =  8,

Зх і — Х2 +  2хз 2x 4 +  Х7  =  10,

— х \  +  3 х 2 +  5 х 3 — З х 4 —  15,

X],  х 2, . . . ,  х 7 ^ 0 .

1 .13. З а п и са т ь  в ф орм е ста н д а р тн о й  за д а ч и  ли н ей н ого  п р о
грам м ировани я сл ед у ю щ у ю  за д а ч у : найти м аксим ум  ф ункции  
/>■ =  6 ,5x 1— 7,5хз +  23 ,5х4— 5xs при усл ов и я х

х \  +  З х 2 + х з  +  4 х 4— х 5 =  12 ,

2 x i —  х 3 + 1 2 х 4— х 5 = 1 4 ,

x i  + 2 х 2 +  З х 4— х 5 =  6 ,

X i ,  Х2   Х 5 ^ 0 .

Р е ш е н и е .  М етодом  п осл ед о в а тел ь н о го  исклю чения н е и з
вестны х св ед ем  д ан н ую  за д а ч у  к сл едую щ ей : найти м аксимум  
ф ункции F  =  6 ,5 x i— 7 ,5 х 3 +  2 3 ,5 х 4— 6 x 5 при усл овиях

Г х 2 +  Х з +  Х4 = 6 ,

< З х з + 1 0 х 4 +  х 5 =  2 6 ,

V Xi +  Х3 +  11X4 =  2 0 ,

x i ,  х 2, . . . ,  х 5 ^ 0 .

П о сл ед н я я  за д а ч а  за п и са н а  в ф ор м е основной д л я  за д а ч и , 
со ст о я щ ей  в н а х о ж д ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ач ен и я  ф ункции  
F = x з  +  2 х 4 при усл ов и ях

Хз +  Х4 ^  6 ,

З х з  +  1 ОХ4 2 6 ,

х 3 +  1 1 х 4 < 2 0 ,  

х з , х 4 > 0 .

Ц ел ев а я  ф ункция за д а ч и  п р ео б р а зо в а н а  с пом ощ ью  п о д с т а 
новки в м есто X i и Хб их зн ачени й  в соответствии  с уравнениям и  
систем ы  ограничений за д а ч и .

Запиш ите задачи  1 .1 4 — 1 .1 7  в форме основной задачи линейного 
программирования:

1.14. / '  =  —2x1— х2+  хз-ч-min, 1.15. /  =  — 2xi + х 2+  5х3->-шах,

2 x i —  х 2 +  6 х 3 ^  1 2 ,

З х і  +  5 х 2—  12 х 3 =  14,

— З х і + 6 х 2 +  4 х з <  18,

X ,, х 2, х 3 > 0 .

Г 4 х ,+ 2 х 2 +  5х3<  12, 

•ч 6 х і — З х 2 +  4 х 3 = І 8 ,  

1- 3хі +  Зх2—2х3> 1 6 ,  

X i , х2, х 3 > 0 .
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1.16. F =  2Xj— 5 x 2— З х з -* -т іп , 1.17. F = —Злгі— Ьх2—6хз->-пнп,

С  — + Х 2  +  Х з > 4 ,  Г  2 * і 4 -5 jc 2— 7 x 3 <  12,

л 2 x t — Х г Т - Х з ^ І б ,  s  -—4хі + 3 х 2+  8 ^ 3 ^ 1 5 ,

V. Зхі -(- х 2 хз ^  18, v Злгі—2х2+  Ю хз^  17,

Хі, Х2, Х3 ^ 0 .  X), Х2 , Хз^О.

1 .1 8 .— 1.27. И сп о л ь зу я  м атем ати ческ ие м одели за д а ч  1.1 —
1 . 10 , зап иш ите их в ф орм е м одел ей  основной  за д а ч и .

§ 1.3. С В О Й С Т ВА  О С Н О В Н О Й  З А Д А Ч И  Л И Н Е Й Н О Г О  
П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я .  Г Е О М Е ТР И ЧЕ С КО Е  И С Т О Л К О В А Н И Е  
З А Д А Ч И  Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

Р а ссм о тр и м  основную  за д а ч у  ли нейного  пр ограм м ир ования . К ак  
бы ло отм еч ен о в § 1.2 , она состои т  в оп р едел ен и и  м ак си м альн ого

П П
зн ачен и я  ф ункции F  =  £  С\Х, при усл овиях £  а,улг, = 6,- (/' =

 / = і / = і
=  1, т ) , х ^ О  ( / =  1, п ) .

П ер еп иш ем  эту  за д а ч у  в векторной ф орм е: найти м аксим ум  
ф ункции

F = C X  (1 5 )
при  у с л о в и я х

Х , Р , + Х 2Р 2 + . . . + Х пР „ = Р о ,  (1 6 )
х > 0 ,  (17)

гд е  С — (с і;  с 2; ...; с п) , Х =  (x i; х 2; ...; х „ ) ; С Х  —  ск а л я р н о е  п р о и з
веден и е; Р і, ..., Р„ и Р 0 —  m -мерны е вектор-стол бц ы , со ст а в л е н 
ные из к оэф ф и ц и ен тов  при неизвестны х и свободн ы х член ах  с и 
стем ы  уравн ен ий  за д а ч и :

Ь\ \  I а " \ / а ' 2 \ I а
Р о =  [ Ьг ] ; Р | = [  “Г ] ;  Р 2 = 1  “Г  ] ;  ... ; р „ = 1  а2п 

&т\ і  \ CLtn2 I

О п р е д е л е н и е  1.7. П лан  Х =  (х \ \  х 2; ...; х п) н азы в ается  
о по р н ы м  пла н о м  основной  за д а ч и  ли н ей н ого  пр ограм м и р ован и я , 
есл и  си стем а  векторов Р (, в ходя щ и х в р а зл о ж ен и е  (1 6 ) с п о л о ж и 
тельны ми к оэф ф иц иентам и X/, ли нейно н езав и си м а.

Т ак как векторы  Р, явл яю тся  m -м ерны м и, т о  из оп р едел ен и я  
о п ор н ого  пл ана сл ед у ет , что число его  п ол ож и тел ьн ы х ком понент  
не м о ж ет  бы ть бол ьш е, чем т.

О п р е д е л е н и е  1.8. О порны й пл ан н азы в ается  н е в ы р о ж 
д е н н ы м ,  если  он с о д ер ж и т  ровно т  п ол ож и тел ьны х ком понент, 
в противном сл уч ае  он н азы в ается  в ы рож денн ы м .
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С в ой ств а  основной  за д а ч и  л и н ей н ого  пр ограм м ир ования  
(1 5 )  —  (1 7 ) тесны м  о б р а зо м  св я зан ы  с о  св ой ств ам и  вы пуклы х  
м н ож еств .

О п р е д е л е н и е  1.9. П усть  Л'і , Х 2, ..., Х п —  произвольны е  
точки ев к л и дов а п р остр ан ств а  Е„. В ы п у к л о й  л и н ей н о й  к о м б и н а 
цией  этих точек н азы в ается  сум м а <х\Х\ -)-а.2 Х 2 -\- .. .- \-<х„Хп, где  
а , —  произвольны е неотри цательны е ч исла, сум м а которы х рав-

О п р е д е л е н и е  1.10. М н о ж ест в о  н азы в ается  вы п у к л ы м ,  
если  вм есте с лю бы м и двум я своим и точкам и он о  с о д е р ж и т  и их 
произвольную  вы пуклую  линейную  ком бинацию .

О п р е д е л е н и е  1.11. Точка X  вы пуклого м н о ж еств а  н а 
зы в ается  у г л о в о й ,  если она не м ож ет  быть п р ед став л ен а  в виде  
вы пуклой линейной ком бинац ии  к ак и х-н и будь  д в у х  д р уги х  р а з 
личны х точек д а н н о го  м н ож еств а .

Т ео р ем а  1.1. М нож ество п л а н о в  о с н о в н о й  з а д а ч и  л и н е й н о го  
п р о г р а м м и р о в а н и я  явля ет ся  в ы п у к л ы м  ( е с л и  оно не пусто).

О п р е д е л е н и е  1.12. Н еп у сто е  м н о ж еств о  планов о сн о в 
ной за д а ч и  л и нейного  пр ограм м ир ования н азы в ается  м н о г о г р а н 
ником  р е ш ен и й ,  а всякая угл ов ая  точка м ногогранника р еш е
ний —  верш иной .

Т ео р ем а  1.2. Е с л и  о с н о в н а я  з а д а ч а  л и н е й н о го  п р о г р а м м и р о 
в а н и я  имеет оптимальный план ,  то м а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  ц е л е 
в а я  ф у н к ц и я  з а д а ч и  принимает в  о дн о й  из  в е р ш и н  м н о г о г р а н 
н и к а  реш ен и й .  Е с л и  м а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  ц е л е в а я  ф у н к ц и я  
з а д а ч и  принимает б о л е е  чем в о дн ой  в е р ш и н е ,  то о н а  принимает  
е го  в о  в с я к о й  точке, я в л я ю щ е й с я  в ы п у к л о й  л и н ей н о й  к о м б и н а 
цией этих верш ин .

Т ео р ем а  1.3. Е с л и  система векторов Р \,  Р 2, ..., Pk ( k ^ n )  
в р а з л о ж е н и и  (1 6 ) л и н ей н о  н е з а в и с и м а  и такова, что

г д е  в с е  х ^ О ,  то точка Х — (х \\  х 2\ ...; х*; 0; ...; 0 ) являет ся  в е р 
ш иной м н о го г р а н н и к а  реш ений.

Т ео р ем а  1.4. Е с л и  Х =  (хр, х%, ...; х„) —  в е р ш и н а  м н о г о г р а н 
н и ка  реш ен и й ,  то векторы P h соответствующие полож итель
ным Xj в  р а з л о ж е н и и  ( 1 6 ) ,  л и н ей н о  н еза в и си м ы .

С ф ор м улир ованн ы е теорем ы  п озв ол яю т с д ел а т ь  сл ед у ю щ и е  
выводы.

Н еп у сто е  м н о ж еств о  планов основной  за д а ч и  ли н ей н ого  про
грам м ирования о б р а зу ет  выпуклый м ногогранник. К а ж д а я  вер
ш ина это го  м ногогранника оп р ед ел я ет  опорны й план. В одной  из 
верш ин м н огогранника реш ений (т. е. дл я  од н ого  из опорны х п л а 
нов) зн ач ен и е цел евой  ф ункции я вл яется  м аксимальны м  (при

П
на 1 : £  а,- =  1, а,- >  0 (г =  1, п ) .

Х \ Р \  - \ - Х 2Р 2 - Т  . . .  - Т X l f P к —  Р о, (1 8 )

<
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усл овии , что ф ункция ограничена св ер х у  на м н о ж еств е  п л а н о в ). 
Е сли м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е ф ункция приним ает б о л ее  чем в о д 
ной верш ине, то  эт о  ж е  зн ач ен и е она прин им ает в л ю бой  точке, 
яв ля ю щ ей ся  вы пуклой линейной ком бинац ией  данн ы х верш ин.

В ерш и н у м ногогранника р еш ен ий , в которой цел ев ая  ф ун к 
ция приним ает м ак си м альн ое зн ач ен и е, найти ср ав н и тельн о про
сто, есл и  за д а ч а , за п и са н н а я  в ф ор м е стан дар тн ой , с о д е р ж и т  не 
бо л ее  д в у х  перем енны х или за д а ч а , за п и са н н а я  в ф орм е о сн о в 
ной, с о д е р ж и т  не б о л ее  д в у х  св о б о дн ы х  перем енны х, т. е. 
п — г < 2 , где п —  число перем енны х, г —  ранг м атрицы , с о с т а в 
ленн ой  из к оэф ф и ц и ен тов  в си стем е  ограничений за д а ч и .

Н а й д ем  реш ен и е за д а ч и , со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  м ак си 
м ал ьн ого  зн ач ен и я  функции

F = C \X \- \ -c 2x 2 (1 9 )
при условиях

апх\ + a i2̂ 2<6i (г =  1, k ), (20)

* , > 0 (; =  1, 2). (2 1 )

К а ж д о е  из неравенств  ( 2 0 ) ,  (2 1 ) систем ы  ограничений з а 
д ач и  геом етрически о п р ед ел я ет  п ол уп л оскость со о тв етств ен н о  
с граничны ми прямы ми йцХ\ +  0 /2*2 =  bi (г — 1 , k ) ,  * i = 0  и *2 =  0 . 
В том  сл у ч а е , если  си стем а  неравенств  (2 0 ) ,  (2 1 ) со в м ест н а , о б 
л асть  ее  реш ений есть  м н о ж еств о  точек, п р и н а д л еж а щ и х  всем  
указанны м  пол упл оскостя м . Т ак как м н о ж еств о  точек п ер есеч е 
ния данн ы х пол уп л оск остей  —  вы пуклое, т о  обл асть ю  д о п у с т и 
мых реш ений за д а ч и  (1 9 ) —  (2 1 ) я в л я ется  вы пуклое м н о ж еств о , 
к отор ое н азы в ается  многоугольником решений  (введенны й р а 
н ее  терм ин «м ногогранник реш ений» обы чно уп о т р еб л я ет ся ,
есл и  3 ) .  С тороны  эт о го  м н огоугольника л е ж а т  на прям ы х,
урав н ен и я  которы х пол учаю тся  из исходн ой  систем ы  огр ан и ч е
ний за м ен о й  зн ак ов  н еравен ств  на зн ак и  точны х равенств.

Таким образом, исходная задача  линейного программирова
ния состоит в нахождении такой точки многоугольника решений, 
в которой целевая функция F  принимает максимальное значение. 
Эта точка существует тогда, когда многоугольник решений не 
пуст и на нем целевая функция ограничена сверху. При ук азан 
ных условиях в одной из вершин многоугольника решений целе
вая функция принимает максимальное значение. Д ля  определе
ния ДанНОЙ верШИНЫ ПОСТРОИМ  ЛИНИЮ урОВНЯ C\X\-\-CiX2 =  h 
(где h — некоторая постоянная), проходящую через многоуголь
ник решений, и будем передвигать ее в направлении вектора 
С  =  (сі; Сг) до тех пор, пока она не пройдет через последнюю ее 
общую точку с многоугольником решений. Координаты ук азан 
ной точки и определяют оптимальный план данной задачи.

З ак ан ч и в ая  ра ссм о тр ен и е  геом етрич еской  ин терпретации



за д а ч и  (9 ) —  ( 2 1 ) ,  отм етим , что при н а х о ж д ен и и  ее  реш ен ия м о
гут встретиться  случ аи , и зо б р а ж ен н ы е  на рис. 1.1 — 1.4. Р и с. 1.1 
ха р а к т ер и зу ет  такой сл учай , когда  цел ев ая  ф унк ция прин им ает  
м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е  в еди н ств ен н ой  точке А .  И з  рис. 1.2 
видно, что м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е  ц ел ев а я  ф ункция приним ает  
в л ю бой  точке о т р езк а  А В .  Н а рис. 1.3 и зо б р а ж е н  случ ай , когда  
ц ел ев а я  ф ункция не огр ан и ч ен а св ер х у  на м н о ж еств е  доп усти м ы х  
реш ен ий , а на рис. 1.4 —  случ ай , когда  си стем а  ограничений  
за д а ч и  н есов м естн а.

О тм етим , что н а х о ж д ен и е  м иним ального зн ач ен и я  л и нейной  
ф ункции при дан н ой  си стем е ограничений  отли ч ается  от н а х о ж 
д ен и я  ее  м ак си м ал ьн ого  зн ачен и я  при т ех  ж е  огр ан и ч ен и я х лиш ь



тем , что линия ур ов н я  С \Х \- \ -c 2x 2 — h п ер ед в и га ет ся  не в н а п р а в 
лении вектора Т У = ( С \ \ с 2) ,  а в п р оти в оп ол ож н ом  нап равл ени и . 
Таким о б р а зо м , отм еченны е вы ш е сл уч аи , в стр еч аю щ и еся  при  
н а х о ж д ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ачени я ц ел ев ой  ф ункции, им ею т  
м есто  и при оп р едел ен и и  ее  м иним ального зн ачен и я.

И так , н а х о ж д ен и е  реш ен ия за д а ч и  ли н ей н ого  п р огр ам м и р о
вания ( 1 9 ) — (2 1 ) на осн ов е ее  геом етрич еской  ин терпретации  
в клю чает сл ед у ю щ и е этапы :

1. С троят прямы е, уравн ен ия которы х пол учаю тся  в р езу л ь 
т а те  зам ен ы  в огр анич ения х ( 2 0 ) и (2 1 ) зн аков  н еравен ств  на 
зн ак и  точны х равенств .

2. Н а х о д я т  пол упл оскости , оп р едел яем ы е каж ды м  из о гр а н и 
чений за д а ч и .

3. Н а х о д я т  м ногоугольник реш ений.
4. С троят вектор СҐ =  (Ci; с 2).
5. С троя т прям ую  С\Х\-\- c 2x 2  =  h, п р о х о д я щ у ю  ч ер ез м н ого

угольник реш ений.
6 . П ер ед в и га ю т  прям ую  С \Х \- \ - c 2x 2 =  h в нап равлени и век

то р а  (Г, в р езу л ь та т е  ч его  л и б о  н а х о д я т  точку (точ к и ), в которой  
ц ел ев а я  ф ункция приним ает м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е, л и б о  у с т а 
навл иваю т н еогр анич енность  св ер х у  ф ункции на м н о ж еств е  п л а 
нов.

7. О п р едел я ю т координаты  точки м ак си м ум а ф ункции и вы
числяю т зн ач ен и е ц ел ев ой  ф ункции в этой  точке.

1.28 . Д л я  п р о и зв о дств а  д в у х  видов и здел и й  А  и В  п р ед п р и 
ятие и сп ол ьзует  три вида сырья. Н ормы  р а сх о д а  сы рья к а ж д о г о  
вида на и зготов л ен и е единицы  продукции д а н н о го  вида  приве
дены  в та б л . 1.2. В ней ж е  ук азан ы  прибы ль от р еал и зац и и  о д н о го  
и здел и я  к а ж д о г о  вида и о б щ ее  количество сы рья д а н н о го  ви да,
которое м о ж ет  быть и сп ол ьзов ан о предп ри яти ем .

Т а б л и ц а  1.2

Вид сырья
Нормы расхода сырья (кг) 

на одно изделие Общее коли
чество сырья 

(кг)А В

1 12 4 300
11 4 4 120

III 3 12 252

Прибыль от реали
зации одного изделия 
(руб.) 30 40
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У читы вая, что и здел и я  А и В  м огут пр ои зв оди ться  в лю бы х  
соотн ош ен и я х  (сбы т о б е с п е ч е н ), т р еб у ет ся  состав и ть  такой план  
их вы пуска, при котором  прибы ль пр едприятия от р еал и зац и и  
в сех  и здел и й  яв л яется  м аксим альной.

Р е ш е н и е .  ПреДПОЛОЖИМ, ЧТО  предприятие И ЗГО ТО ВИ Т Х \

и здел и й  в и да  А  и х 2 и здели й  вида В.  П оск ольк у п р о и зв о дств о  
продукции огр анич ено им ею щ им ся в р а сп о р я ж ен и и  предп ри яти я  
сы рьем к а ж д о г о  вида  и кол ичество изготовл яем ы х и здел и й  не м о
ж ет  быть отрицательны м , до л ж н ы  вы полняться н ерав ен ств а  

Г 1 2 * | +  4*2 < 3 0 0 ,
< 4 * 1 +  4*2 < 1 2 0 ,
(_ 3*i + 1 2 * 2  < 2 5 2 ,

*1, * 2 ^ 0 .
О б щ а я  прибы ль от р еа л и за ц и и  х\  и здели й  вида А  и *2 и з д е 

лий вида В  состав и т  /7 =  30* і +  4 0 х 2.
Таким о б р а зо м , мы приходим  к сл ед у ю щ ей  м атем ати ческ ой  

за д а ч е: ср еди  в сех  неотрицательны х реш ений дан н ой  систем ы  
л инейны х н еравен ств  тр еб у ет ся  найти такое, при котором  ф ун к 
ция F приним ает м ак си м альн ое зн ач ен и е.

Н ай дем  реш ен ие сф ор м ул и ров ан н ой  за д а ч и , и сп ол ьзуя  ее  
геом етр ич ескую  и н терпретацию . С н ачал а опр едел им  м н огоугол ь
ник реш ений. Д л я  эт о го  в н ер ав ен ств ах  систем ы  ограничений и 
усл ов и я х  неотри цательности  перем енны х знаки нерав ен ств  за м е 
ним на знаки точны х равенств и н ай дем  соотв етств ую щ и е пр я
мые:

' 1 2 * 1 +  4 * 2 = 3 0 0 ,  ( I)
4 * , +  4 * 2 = 1 2 0 ,  ( II )

■ 3*1 +  12*2 =  252, ( I I I )
* і = 0 ,  ( IV)
*2 =  0. (V)

Эти прямы е и зо б р а ж ен ы  на рис. 1.5. К а ж д а я  из построенны х  
прямы х дел и т  пл оскость на дв е  пол уплоскости . К оордин аты  т о 
чек одной  пол уплоскости  у дов л етв ор я ю т и сход н ом у  нерав ен ств у, 
а д р угой  —  нет. Ч тобы  опр еделить  иском ую  пол уплоскость , н у ж 
но взять к ак ую -н и будь  точку, п р и н а д л еж а щ у ю  одной  из п о л у п л о 
ск остей , и проверить, удов л етв ор я ю т ли е е  координаты  д а н н о м у  
н еравен ству . Е сли координаты  взятой  точки удов л етв ор яю т д а н 
ном у н ерав ен ств у, то  иском ой является  та пол упл оскость , к ото
рой п р и н ад л еж и т  эт а  точка, в противном  сл у ч а е  —  д р у г а я  п ол у
плоскость.

Н а й д ем , наприм ер, пол уплоскость , оп р ед ел я ем ую  н ер а в ен 
ством  1 2 * і+ 4*2 < 3 0 0 .  Д л я  эт о го , построив прям ую  12*і +  4 * 2 =  
=  3 0 0  (н а  рис. 1.5 эт а  прям ая / ) ,  возьм ем  к ак ую -н и будь  точку, 
п р и н а д л еж а щ у ю  одной  из д в у х  полученны х пол упл оскостей , 
наприм ер точку О  (0; 0 ) .  К оордин аты  этой точки у дов л етв ор я ю т

21



Рис. 1.5

н ер ав ен ств у  1 2 - 0 - ) - 4 - 0 < 3 0 0 ;  зн ачи т, пол уплоскость , которой  
п р и н ад л еж и т  точка О (0; 0 ) ,  о п р ед ел я ется  неравенством  
1 2 x i+ 4 х 2 < Д 0 0 . Э то и п о к а за н о  стрелк ам и на рис. 1.5.

П ер есеч ен и е  полученны х пол уп л оск остей  и оп р ед ел я ет  м н о
гоугольник реш ений д ан н ой  за д а ч и .

К ак видно из рис. 1.5, м ногоугольником  реш ений является  
пятиугольник O A B C D .  К оордин аты  л ю бой  точки, п р и н а д л еж а 
щ ей эт о м у  пятиугольнику, у дов л етв ор я ю т дан н ой  си стем е н е р а 
венств и условию  неотри цател ьности  перем енны х. П о эт о м у  с ф о р 
м ул и ров ан н ая  за д а ч а  б у д ет  реш ен а, есл и  мы см о ж ем  найти точ 
ку, п р и н а д л еж а щ у ю  пятиугольнику O A B C D ,  в которой ф ункция F 
приним ает максимальное^. зн ач ен и е. Ч тобы  найти у к а за н н у ю  
точку, построим  вектор С = ( 3 0 ;  4 0 ) и прям ую  З О х і 40лгг =  Л, 
где h —  некоторая п остоя н н ая  так ая , что прям ая ЗОхі + 4 0 x 2 = =  h 
им еет о б щ и е точки с многоугольником  реш ений. П о л о ж и м , н а 
прим ер, /і =  4 8 0  и построим  прям ую  ЗО хі+ 4 0 х 2 =  4 8 0  (ри с. 1 .5 ).

Е сли теп ер ь взя ть  как ую -н ибудь  точку, п р и н а д л еж а щ у ю  п о 
стр оен н ой  прямой и м н огоугольнику реш ений, то ее  координаты  
о п р ед ел я ю т  такой план п р ои зв одств а  и здели й  А  и В,  при котором  
прибы ль от их р еал и зац и и  равна 4 8 0  р уб . Д а л е е , п ол агая  h р а в 
ным некотор ом у числу, бол ьш ем у чем 4 8 0 , мы б у д ем  получать  
р азлич ны е параллельн ы е прямы е. Е сли они им ею т об щ и е точки  
с м ногоугольником  реш ений, то  эти точки о п р ед ел я ю т планы  
п р о и зв о дств а  и здел и й  А  и В,  при которы х прибы ль от их р е а л и за 
ции п р ев зой д ет  4 8 0  руб.
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П е р ем е щ а я д о ст р о е н н у ю  прям ую  ЗОхі +  4 0 х 2 =  4 8 0  в н а п р а в 
лении вектора С, видим , что последней  о б щ ей  точкой ее  с м н ого
угольником  реш ений за д а ч и  сл у ж и т  точка В. К оордин аты  этой  
точки и оп р едел я ю т  план вы пуска и здел и й  А и В, при котором  
прибы ль от их р еал и зац и и  я вляется  м аксим альной.

Н ай дем  координаты  точки В  как точки п ересеч ен и я  прямы х  
/ /  и III.  С л едов ател ь н о , ее  координаты  удов л етв ор я ю т у р а в н е 
ниям этих прямых

4xi-j- 4x2= 120,

З х і +  12х 2 =  252.
Р еш ив эт у  си стем у  уравн ен ий , получим х * = 1 2 ,  х * = 1 8 .  С л е 

д ов ател ь н о , если  предп ри яти е изготовит 12 и здел и й  вида А  и 
18 издели й  вида В,  то  оно  получит м аксим альную  прибы ль, р а в 
ную  F max =  3 0 - 12 +  4 0 - 1 8 =  1080 руб.

1 .29. Н айти м аксим ум  и минимум ф ункции F =  x  1+ Х 2 при 
усл овиях

2хі + 4 x 2  ^  16,

— 4х, + 2 х 2 < 8 ,  

х  і +  3x2 9,

xi,  х 2> 0 .
Р е ш е н и е .  П острои м  м ногоугольник реш ений. Д л я  эт о го  

в н ер ав ен ств ах  систем ы  ограничений и усл ов и ях  н ео тр и ц а тел ь
ности перем енны х знаки н еравенств  зам ен и м  на зн аки  точны х  
равенств:

' 2 х | + 4 х 2 =  16 , (I)

4xi + 2х г =  8 , (И)

х і +  Зх 2 =  9 , (III)

х, = 0 , (IV)

і х 2 =  0. (V)
П о стр о и в  полученны е прямы е, н ай дем  соотв етств ую щ и е п ол уп л о
скости  и их п ересеч ен и е (ри с. 1 .6 ) .

К ак видно из рис. 1.6, м ногоугольником  реш ений за д а ч и  я в 
л я ется  треугольник A B C .  К оордин аты  точек этого  треугольн ик а  
у дов л етв ор я ю т условию  неотри цательности  и н ерав ен ств ам  с и 
стем ы  ограничений за д а ч и . С л едов ател ь н о , за д а ч а  б у д ет  реш ен а , 
если  ср еди  точек треугольн ик а A B C  найти таки е, в которы х ф ун к 
ция F =  x  1+ Х 2 приним ает м ак си м альн ое и м иним альное зн а ч е 
ния. Д л я  н а х о ж д ен и я  этих точек  построим  прям ую  Х | + х 2 =  4 
(ч исло  4 взя то  пр оизвол ьно) и вектор С = ( 1 ;  1) .

П ер едв и гая  д ан н ую  прям ую  п ар ал л ел ьн о  сам ой  с еб е  в н а 
правлении вектора С  , видим, что ее  последн ей  об щ ей  точкой  
с м ногоугольником  реш ений за д а ч и  яв л я ется  точка С. С л ед о в а -
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Рис. 1.6

тельно, в этой  точке ф ункция F приним ает м ак си м ал ьн ое зн а ч е 
ние. Т ак  как С  —  точка п ересеч ен и я прямы х I и / / ,  то ее  к оор д и 
наты  у д о в л етв о р я ю т уравн ен иям  этих прямых:

Г 2х\ + 4 л : 2 =  16,

(_ х , + 3 х 2 =  9.
Р еш ив эт у  си стем у  уравн ен ий , получим х * = 6 , х * = 1 .  Таким  

о б р а зо м , м ак си м альн ое зн ачен и е ф ункции F max=  7.
Д л я  н а х о ж д ен и я  м иним ального зн ач ен и я  цел евой  ф ункции  

за д а ч и  п ередв и гаем  прям ую  X i + X £ = 4  в нап равлени и , п р оти в о
п ол ож н ом  нап равл ени ю  вектора С = ( 1 ;  1 ). В этом  сл у ч а е , как  
видно из рис. 1.6 , последн ей  об щ ей  точкой прям ой с м н огоугол ь
ником реш ений за д а ч и  явл яется  точка А.  С л ед ов ател ь н о , в этой  
точке ф ункция F  приним ает м иним альное зн ач ен и е. Д л я  о п р ед е 
ления к оор ди н ат  точки А  реш аем  си стем у  уравн ен ий  

( X |+ 3 X 2 = 9 ,

I х ' = 0 '

отк уда X i = 0 ,  *2 =  3. П о д ст а в л я я  най ден ны е зн ачени я п ер ем ен 
ных в ц ел евую  ф ункцию , получим F . =  3.

1 .30 . Н айти м ак си м альн ое зн ач ен и е  ф ункции F == —  І б х і—  
— х 2 +  Хз +  5х4 +  5х5 при усл ов и ях

І 2Х і +  Х2 -{-Хз =  10 ,

— 2 х і + З х 2-|-Х4 — 6,

2 х і  +  4 х 2— х 5 —  8 ,

Х|, х 2, х 3, х 4, х 5^ 0 .
Р е ш е н и е .  В отличие от рассм отр ен ны х выш е за д а ч  в и с

ходн ой  за д а ч е  ограничения задан ы  в в иде уравн ен ий . П ри этом  
число н еизвестны х равн о пяти. П о эт о м у  д ан н ую  за д а ч у  с л ед у ет24



св ести  к за д а ч е , в которой число неизвестны х бы ло бы равно  
двум . В р а ссм атр и в аем ом  сл уч ае это  м о ж н о  сд ел а т ь  путем  п ер е 
х о д а  от и сходн ой  за д а ч и , за п и са н н о й  в ф ор м е основной , к за д а ч е ,  
за п и са н н о й  в ф орм е стан дар тн ой .

В ы ш е бы ло п о к а за н о  (см . § 1 .2 ), что и сход н ая  з а д а ч а  за п и 
са н а  в ф ор м е основной для за д а ч и , со ст о я щ ей  в н а х о ж д ен и и  
м ак си м ал ьн ого  зн ач ен и я  ф ункции F =  2х] - \ - З х 2 при усл ов и я х

{ 2 x i+  х 2< 1 0 ,

— 2*| +  3х2^  6,

2 * |  +  4 х 2 ^  8 ,

* 1, х 2, х 3, х 4, х 5> 0 .

И з цел евой  ф ункции и сходн ой  за д а ч и  перем енны е *з, * 4, х$ 
исклю чены  с пом ощ ью  подстановки  их зн ачени й  из соо тв ет ст в у ю 
щ их уравн ен ий  систем ы  ограничений .

П острои м  м ногоугольник реш ений пол ученной за д а ч и  
(ри с. 1 .7 ) . К ак видн о из рис. 1.7, м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е цел ев ая  
ф ункция за д а ч и  приним ает в точке С  п ересеч ен и я прямы х I и II.  
В д о л ь  к а ж д о й  из граничны х прям ы х зн ач ен и е одной  из п ер ем ен 
ны х, исклю ченной при п ер ех о д е  к соо тв ет ст в у ю щ ем у  н ер а в ен 
ству , р ав н о нулю . П о эт о м у  в к а ж д о й  из верш ин п ол ученн ого м н о
гоугольника реш ений п осл едн ей  за д а ч и  по крайней м ере д в е  п ер е 
менны е исходн ой  за д а ч и  приним аю т нулевы е зн ачен и я. Так, в



точке С  им еем  х 3 =  0 и х 4 =  0. П о д ст а в л я я  эти зн ачени я в первое  
и второе уравн ен ия систем ы  ограничений и сходн ой  за д а ч и , п ол у
чаем  си стем у  д в у х  уравнений

С 2X| -f- ЛГ2 =  10 ,

( —2xi -|~3х2=  6, 
р еш а я  которую  находи м  X i = 3 ,  х 2 =  4.

П о д ст а в л я я  най ден ны е зн ачени я x t и х 2 в третье урав н ен и е  
систем ы  ограничений исходн ой  за д а ч и , оп р едел я ем  зн ач ен и е пе
рем енной х 5, равн ое 14.

С л ед о в а тел ь н о , оптимальны м планом  р а ссм атр и в аем ой  з а 
дачи я вл яется  X*  =  (3; 4; 0; 0; 1 4 ). П ри этом  плане зн ач ен и е ц е л е 
вой ф ункции есть ^ тах= 1 8 .

1.31. Н айти реш ен и е за д а ч и  1.13, состоя щ ей  в опр едел ении  
м ак си м альн ого  зн ачени я ф ункции F =  6 ,5 х ,— 7 ,5 х 3+  2 3 ,5 х 4— 5xs 
при услов и я х

Х\ - \ - 3X2~\ -  Хз -{- 4X4— Х5 =  1 2,

, 2х |— Хз -Ь  1 2 х 4—  х*5 — 14,

X1 —f— 2x2 —f— Зх4— Хб =  6 , 

х 1у х2, х5> 0 .
Р е ш е н и е .  К ак бы ло п о к а за н о  при реш ении за д а ч и  1.13, 

и сх о д н а я  за д а ч а  м ож ет  быть за п и са н а  в ф орм е ста н д а р тн о й  с л е 
дую щ и м  о б р а зо м : найти м аксим ум  ф ункции /7 =  х 3 +  2х 4 при у с 
лови ях

Хз —|— х4<  6,

Зхз +  10х4 ^  26,

Хз -f- 11 х4 20,
L

Хз, х 4 > 0 .

П ол уч ен н ая  за д а ч а  с о д ер ж и т  д в е  неизвестны е. С л ед о в а т ел ь 
но, ее  реш ен ие м ож н о  найти, и сп ол ьзуя  геом етр ич ескую  ин тер
п ретац ию  за д а ч и  ли нейного  пр ограм м ир ования . И з рис. 1.8 
видно, что м ак си м альн ое зн ач ен и е ц ел ев ая  ф ункция F  =  x 3 +  2x 4 
приним ает в точке В,  в которой п ер есек аю тся  прямы е /  и II. 
С л едов ател ь н о , координаты  этой точки м ож н о  найти из систем ы  
линейны х уравнений

( х3+  х4=  6,

Зхз } 10х4 ~ 26.
Р е ш а я  эту  си стем у , пол учаем  х§!= 3 4 / 7  и x f = 8 / 7 .  П одстав л я я  
най ден ны е зн ачени я х 3 и х 4 в урав н ен и я  систем ы  ограничений  
и сходн ой  за д а ч и , им еем  x f = 1 8 / 7 ;  х | = 0 ;  х ^ = 0 .

Таким о б р а зо м , Х * = ( 1 8 / 7 ;  0; 3 4 /7 ;  8 /7 ;  0 ) я вляется  оп ти 
мальны м планом исходн ой  за д а ч и . П ри этом  плане /гтах =  5 0 /7 .
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Рис. 1.8

Используя геометрическую интерпретацию, найдите решения задач 
1.32— 1.40.

1.32. F =  x i + x 2->-max; 

х і -|- 2х2 ^  14,

— 5х, + 3 x 2 ^  15, 

4x i + 6 x 2 ^ 2 4 ,

xi, х2> 0 .

1.34. F =  —2 x i + x 2->-mi 

Зх ,— 2х 2<  12,

—Xi + 2х г ^  8,

2х і + З х 2^  6 ,

Xi, х2^ 0.

1.33. F =  xi +  2x2->-max;

4xi— 2x 2^  12,

—X i+ 3 X 2 ^  6 ,

2 x  і +  4 x 2 16,

X | ,  x 2 ^ 0 .

1.35. F =  —x i +  4 x 2 +  2 x 4—X5->-max; 

x i — 5 x 2 +  x 3 =  5,

— X i +  x 2 +  x 4 =  4,

X i +  x 2 +  x 5 =  8.

X | ,  X2, . . . ,  X 5 ^ 0 .

1.36. F — —5xi + x 2— x 3-> -m a x ;  

З х і —  x 2 —  x3 =  4,

X |— X2 +  Хз— x 4 =  1,

2 x i +  X2 +  2x 3 +  X5 =  7.

X i, x 2, . . . ,  x 5 ^ 0 .
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1.37. Д л я  производства столов и ш кафов мебельная ф абрика ис
пользует необходимые ресурсы. Нормы затрат  ресурсов на одно изделие 
данного вида, прибыль от реализации одного изделия и общ ее количе
ство имеющихся ресурсов каж дого вида приведены в следующей таблице:

Ресурсы
Нормы затрат ресурсов 

на одно изделие Общее количе
ство ресурсов

стол шкаф

Древесина (м3):
I вида 0,2 0,1 40
11 вида 0,1 0,3 60

Трудоемкость (че-
ловеко-ч) 1,2 1,5 371,4

Прибыль от реали
зации одного изделия
(руб.) 6 8

Определить, сколько столов и ш кафов ф абрике следует изготовлять, 
чтобы прибыль от их реализации была максимальной.

1.38. Д л я  производства двух видов изделий Л и й  используется 
токарное, фрезерное и ш лифовальное оборудование. Нормы затр ат  вре
мени для каж дого из типов оборудования на одно изделие данного вида 
приведены в таблице. В ней ж е указан общий фонд рабочего времени 
каж дого из типов оборудования, а такж е прибыль от реализации одного 
изделия.

Тип оборудования
Затраты времени (станко-ч) на 

обработку одного изделия
Общий фонд полез

ного рабочего време
ни оборудования (ч)А В

Фрезерное 10 8 168
Токарное 5 10 180
Ш лифовальное 6 12 144

Прибыль от реа
лизации одного и з
делия (руб.) 14 18

Найти план выпуска изделий Л и й ,  обеспечивающ ий м аксим аль
ную прибыль от их реализации.

1.39. На мебельной фабрике из стандартных листов фанеры необ
ходимо вы резать заготовки трех видов в количествах, соответственно 
равных 24, 31 и 18 шт. К аж ды й лист фанеры может быть разрезан  на за-
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,г прфркй двумя способами. Количество получаемых заготовок при данном 
'способе раскроя приведено в таблице. В ней ж е указан а величина отхо

дов, которые получаются при данном способе раскроя одного листа ф а 
неры.

Вид заготовки
Количество заготовок (шт.) при раскрое по способу

1 2

I 2 6
II 5 4
III 2 3

Величина отходов (см2) 12 16

Определить, сколько листов фанеры и по какому способу следует 
раскроить так, чтобы было получено не меньше нужного количества за го 
товок при минимальных отходах.

1.40. Н а звероферме могут вы ращ иваться черно-бурые лисицы и 
песцы. Д л я  обеспечения нормальных условий их вы ращ ивания исполь
зуется три вида кормов. Количество корма каж дого вида, которое долж ны  
ежедневно получать лисицы и песцы, приведено в таблице. В ней ж е у ка
заны общ ее количество корма каж дого вида, которое может быть исполь
зовано зверофермой, и прибыль от реализации одной шкурки лисицы 
и песца.

Вид корма
Количество единиц корма, которое 

ежедневно должны получать Общее количе
ство корма

лисица песец

I 2 3 180
II 4 1 240
III 6 7 426

Прибыль от реали
зации одной шкурки 
(руб.) 16 12

О пределить, сколько лисиц и песцов следует вы ращ ивать на зверо
ферме, чтобы прибыль от реализации их шкурок была максимальной.

§ 1.4. Н А Х О Ж Д Е Н И Е  Р Е Ш Е Н И Я  З А Д АЧ И  
Л И Н Е Й Н О Г О  П Р ОГ РА М М И Р О ВА Н И Я

Р еш ен и е л ю бой  за д а ч и  л и нейного  пр ограм м ир ования м ож н о  
найти л и б о  симплексны м м етодом , л и б о  м етодом  иск усств ен н ого  
б а зи с а . П р е ж д е  чем прим енять один из у к азан н ы х м етод ов , с л е 
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д у ет  за п и са т ь  и сходн ую  за д а ч у  в ф орм е основной  за д а ч и  л и н ей 
ного пр ограм м ир ования , если  она не им еет такой ф ормы  зап и си .

1. Сим плексны й м етод . С им плексны й м етод  реш ен ия за д а ч и  
л и н ей н ого  пр ограм м ир ования осн ов ан  на п ер ех о д е  от одного  
оп ор н ого  пл ана к др у го м у , при котором  зн ач ен и е ц ел ев ой  ф ун к 
ции в о зр а ст а ет  (при условии , что д а н н а я  за д а ч а  им еет оп ти м ал ь
ный план и к аж ды й ее опорны й план я в л я ется  н ев ы р ож ден н ы м ). 
У казанны й п ер ех о д  в о зм о ж ен , есл и  и зв естен  к ак ой -н и будь  и с
ходны й опорны й план. Р ассм отр и м  за д а ч у , дл я  которой этот план  
м о ж н о  н еп о ср ед ств ен н о  зап и сать .

П усть  т р еб у ет ся  найти м ак си м альн ое зн ач ен и е ф ункции
F =  С \Х \  +  C t X i~ \ -  . . .  +  с пх п

при усл овиях
’ X) -)- dim-)- \Хт+  | -р  ... + а і „ Х „  =  Йі,

Х2 +  <32Я1+ |Xm+ I +  ... + а 2„Х„ =  Й2,

і Хт -(- (Хт \ Х т  +  I ... ~ \ ~ & т п Х п  —  Ь  т ,

Х; > 0 ( /  =  1, п ).

З д е с ь  а,-,-, bi и с і (г '=  1, т\  / = 1 ,  п ) —  за д а н н ы е постоянны е  
ч исл а ( т < п  и 6 , - > 0 ).

В ек торн ая  ф ор м а дан н ой  за д а ч и  им еет сл едую щ и й  вид: найти  
м аксим ум  ф ункции

f = Y ,  сіх і
при усл ов и я х  / =  1

Х \ Р і  + х 2Р 2 +  ... - \ - х тР т -(- . . .- ) - х „ Р п =  Яр, 

х ^ О  (/ =  I , п ),
где

( 22 )

(2 3 )
(2 4 )

0
і і 
0

Pl = 0 г,- 1 ; ...; Pm = 0
<°) 0 і ( і

F  т-1- 1 =

'
m+ 1 Ct\n

CL2m+ \
P n =

d2n

1 &mn/
; Ро--

Так как
b \Р \ +  62Р 2 +  ... +  ЪтР т — Р 0, 

то  по оп р еделен и ю  оп ор н ого  п л ана X = ( b t ; 6 2; ...; Ьт\ 0; ...; 0) 
яв л я ется  опорны м  планом д ан н ой  за д а ч и  (п о сл ед н и е  п — т  ком 
понент вектора X  равны н у л ю ). Э тот план о п р ед ел я ется  с и с т е 
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мой единичны х векторов Р і, Р 2, • ••, Рт, которы е о б р а зу ю т  б а зи с  
m -м ерн ого  п р остр ан ств а . П о эт о м у  к аж ды й  из векторов Р \ , Р 2, ..., 

Р п, а т а к ж е  вектор Р о м огут быть п р едставлен ы  в виде л и н ей 
ной ком бинации векторов д а н н о го  б а зи са . П усть

т  ____

p i = L  х чр ‘ ( / = ° .  «)•
т 1 — 1___  _____

П ол ож и м  2/ =  Х  СіХіі ( / = 1 ,  п ) ;  А/ =  2,-— с ; ( /  =  1, п ) . Так как
І =  1 т

векторы  Р и Р 2, Рт —  единичны е, ТО Хц =  ац И С/О,,', а
m ‘=1

Aj=Z CiUii—Cj.
i =  1

Т ео р ем а  1.5 ( п р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и  о п о р 
н о г о  п л а н а ) .  О п о р н ы й  п л а н  Х * =  (*f, xf,  ...; х%; 0; 0; ...; 0 )  
з а д а ч и  (2 2) —  (2 4 ) являет ся оптимальным, е сл и  А , ^ 0  д л я  л ю 
б о г о  j  ( / = 1, п ) .

Т ео р ем а  1.6. Е с л и  А * < 0  д л я  некот орого  j  — k и с р е д и  чисел  
aik (г =  1, от) нет полож ительных  ( а , * ^ 0 ) ,  то ц е л е в а я  ф у н к ц и я  
(2 2 )  з а д а ч и  (2 2 ) —  (2 4 ) не о гр а н и ч е н а  н а  множестве ее  п лан ов .

Т ео р ем а  1.7. Е с л и  о п о р н ы й  п л а н  X  з а д а ч и  (2 2 ) —  (2 4 ) не в ы 
р о ж д е н  и Д * < 0 , но с р ед и  чисел  аи, есть полож ительные ( н е  в с е  
d i k ^ O ) ,  то существует о п о р н ы й  п л а н  X' такой, что F ( Х ' ) >  
> F ( X ) .

С ф ор м ул ир ованн ы е теорем ы  п озволяю т проверить, является  
ли найденны й опорны й план оптим альны м , и выявить ц е л е с о о б 
р а зн о сть  п ер ех о д а  к новом у оп орном у плану.

И ссл ед о в а н и е  опор ного  п л ана на оптим альность, а та к ж е  
дальн ей ш и й вы числительны й п р оц есс  у д о б н е е  вести , если у с л о 
вия за д а ч и  и первон ачал ьны е данн ы е, полученны е п осле о п р е
д ел ен и я  и сходн ого  опор ного  пл ана, за п и са ть  так, как п о к азан о  
в та б л . 1.3.

В сто л б ц е  Сб этой  таблицы  зап и сы в аю т коэф ф ициенты  при 
н еи зв естн ы х целевой ф ункции, им ею щ ие те ж е  индексы , что и 
векторы  д а н н о го  б а зи са .

В сто л б ц е  Р 0 зап и сы в аю т пол ож и тельны е ком поненты  и с х о д 
ного оп ор н ого  пл ана, в нем ж е  в р езу л ь та те  вы числений получаю т  
п ол ож и тел ьны е ком поненты  опти м ал ьн ого  пл ана. С толбцы  век
торов  Pf  пр едстав л яю т со б о й  коэф ф ициенты  р а зл о ж ен и я  этих  
векторов по векторам  д а н н о го  б а зи са .

В та б л . 1.3 первы е m  строк  оп р едел я ю тся  исходны м и д а н 
ными за д а ч и , а п ок азател и  ( т  +  1 )-й  строки вы числяю т. В этой  
стр ок е в сто л б ц е  вектора Ро зап и сы в аю т зн ач ен и е ц ел ев ой  ф ун к 
ции, которое она приним ает при дан н ом  опорном  пл ане, а в с т о л б 
це вектора Р j —  зн ач ен и е А; =  г,-— с,-.
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З н ач ен и е г,  н аходи тся  как ск ал я р н ое п р ои зв ед ен и е  вектора  
Pj ( /  =  1, т )  на вектор С6 = ( с ь  с 2; с т):

т

*1 = 1  с' ап ( /= > •  «)•
1 =  1

З н а ч ен и е  Fo р ав н о скал яр ном у п р ои зв еден и ю  вектора Р 0 на 
вектор С  б! m

F „ = £  Ci&f.
1=1

П о сл е  зап ол н ен и я  та б л . 1.3 исходны й опорны й план п р ов е
ряю т на оптим альность. Д л я  этого  п р осм атр и в аю т элем енты  
( т  +  1 )-й  строки таблиц ы . В р езу л ь та т е  м о ж ет  иметь м есто один  
и з сл ед ую щ и х тр ех  случаев: _____

1) Д / ^ 0  для j  — т - 1-1, т  +  2, ..., п (при /  =  1, т Zj =  C j) . П о 
этом у  в дан н ом  сл у ч а е  числа Д / ^ 0  дл я  всех / от 1 д о  п\

2) Д / < 0  дл я  н ек отор ого /, и все соотв етств ую щ и е эт о м у  ин
д ек су  величины а , , < 1 0  ( i = l , /и );

3) Д,- С 0 дл я  некоторы х индексов / ,  и для к а ж д о г о  так ого  j  
по крайней мере одн о из чисел а,-, п ол ож и тел ьн о.

В первом  сл у ч а е  на основании признака оптим альности  ис
ходны й опорны й план является  оптимальны м. В о  втором сл уч ае  
ц ел ев ая  ф ункция не огранич ена св ер ху  на м н о ж еств е  планов, 
а в третьем  сл уч ае м ож н о  перейти от и сход н ого  плана к новом у  
опор ном у плану, при котором  зн ач ен и е целевой ф ункции у в ел и 
чится. Этот п ер ех о д  от од н ого  оп ор н ого  плана к д р у го м у  о с у 
щ еств л я ется  исклю чением  из и сх о д н о го  б а зи с а  к ак ого-ни будь  
из векторов и введени ем  в него нового вектора. В кач естве в ек 
то р а , в водим ого в б а зи с , м ож н о  взять лю бой  из векторов Pj, 
им ею щ ий индекс /, дл я  которого Д , < 0 .  П усть, нап ри м ер , Д * < 0  
и реш ен о ввести в б а зи с  вектор Р*.

Д л я  оп р едел ен и я  вектора, п о д л е ж а щ е г о  исклю чению  из б а 
зи са , н а х о д я т  m in (b i / a ik) для всех а ,* >  0. П усть этот минимум  
д о ст и га ет ся  при i — r. Т огда  из б а зи са  исклю чаю т вектор Р г, 
а число а,к назы ваю т р а з р е ш а ю щ и м  элементом.

С то л б ец  и строку, на пересечен ии  которы х н аходи тся  р а з р е 
ш аю щ ий элем ен т, назы ваю т н а п р а в л я ю щ и м и .

П о сл е  вы деления нап равл яю щ ей строки и н ап рав л я ю щ его  
сто л б ц а  н аходя т  новый опорны й план и коэф ф ициенты  р а з л о ж е 
ния Еекторов Pj  ч ер ез векторы  нового б а зи с а , соотв ет ст в у ю щ его  
новом у опорном у плану. Э то л егко р еа л и зов ать , если в осп ол ь
зо в а т ь ся  м етодом  Ж о р д а н а — Г ау сса . П ри этом  м ож н о пок азать , 
что п ол ож и тельны е ком поненты  нового оп ор н ого  плана вы числя
ю тся по ф орм ул ам

ь , =  |  bi — (b r/ a rk)aik при і ф г ,  (25)
‘ \ b , / a rk при i =  r,
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а коэф ф ициенты  р а зл о ж ен и я  векторов Р\  ч ер ез векторы нового  
б а зи с а , со о тв ет ст в у ю щ его  новом у опор н ом у п л а н у ,—  по ф о р м у 
лам

П о с л е  вы числения Ь' и а'ц со гл асн о  ф орм ул ам  (2 5 )  и (2 6 )  их 
зн ачен и я  за н о ся т  в та б л . 1.4. Э лем енты  ( m - f  1 )-й  строки этой  
таблиц ы  м огут бы ть вычислены л и б о  по ф орм ул ам

л и б о  на основани и  их опр еделения .
Н ал ич ие д в у х  сп о со б о в  н а х о ж д ен и я  эл ем ен тов  ( m - f l ) - f t  

строки п озв ол я ет  о сущ еств л я ть  контроль правильности  п р ов о
дим ы х вы числений.

И з ф орм улы  (2 7 )  сл ед у ет , что при п ер ех о д е  от о д н о го  оп о р 
ного пл ана к д р у го м у  н аи б о л ее  ц е л е со о б р а зн о  ввести в б а зи с  
вектор Pj, им ею щ ий индекс /, при котором максимальным по аб со 
лю тной величине я вляется  число ( b r/ a , j )  Л,- ( А / С 0 , а , , >  0 ) .  
О дн ак о  с целью  упр ощ ени я вы числительного п р о ц есса  в д а л ь 
нейш ем  буд ем  вектор, вводимы й в б а зи с , оп р еделя ть , и сходя  из 
м ак си м альн ой абсол ю тн ой  величины  отри цательны х чисел Д,. 
Е сли ж е  таких чисел несколько, то  в б а зи с  б у д ем  вводить вектор, 
им ею щ ий такой ж е  индекс, как и м ак си м альн ое из чисел с,, о п р е
дел я ем ы х данны м и числам и А/ ( Д /С О ) .

И так , п ер ех о д  от о д н о го  оп ор н ого  плана к д р угом у  своди тся  
к п ер ех о д у  от одной  сим п лек с-табли цы  к д ругой . Э лем енты  но
вой сим плекс-таблицы  м ож н о вы числить как с пом ощ ью  р ек ур 
рентны х ф орм ул (2 5 ) —  ( 2 8 ) ,  так  и по п равилам , н еп оср едств ен н о  
вы текаю щ им из них. Эти правила со ст о я т  в сл ед ую щ ем .

В сто л б ц а х  векторов, в ходя щ и х в б а зи с , на пересеч ен ии  строк  
и сто л б ц о в  однои м ен ны х векторов п р остав л яю тся  единицы , а все  
остальны е элем енты  дан н ы х стол бц ов  п ол агаю т  равны ми нулю .

Э лем енты  векторов Ро и Pj  в строке новой сим п л ек с-табл и цы , 
в которой за п и са н  вектор, вводимы й в б а зи с , получаю т из э л е 
м ентов этой ж е  строки исходн ой  таблицы  дел ен и ем  их на в ел и 
чину р а зр еш а ю щ ег о  эл ем ен та . В сто л б ц е  Съ в стр оке в водим ого  
вектора п р остав л я ю т величину с*, где  k —  индекс вводи м ого  век
тор а .

О стальны е элем енты  стол бц ов  вектора Р 0 и Р, новой си м 
пл екс-таблицы  вы числяю т по п р а в и л у  т р е у г о л ь н и к а .  
Д л я  вы числения к ак ого-н и будь  из эти х  эл ем ен тов  н а х о д я т  три 
числа:

1 ) число, ст о я щ ее  в исходн ой  си м п л ек с-табл и ц е на м есте  
и ск ом ого  эл ем ен та  новой сим плекс-таблицы ;

(2 6 )

F'v =  Fo— ( b , / a rk) Aft, 
А/ =  А/ (ап/а.н) Aft,

(2 7 )
(2 8 )
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2 ) ч исло, сто я щ ее  в исходн ой  си м п л ек с-табл и ц е на п ер есеч е 
нии строки , в которой н аходи тся  искомы й эл ем ен т новой си м 
пл ек с-таблиц ы , и сто л б ц а , соотв ет ст в у ю щ его  вектору, вводим ом у  
в б а зи с;

3 ) число, сто я щ ее  в новой си м п л ек с-табл и ц е на пересеч ен ии  
с т о л б ц а , в котором  стоит искомы й эл ем ен т, и строки вновь в в о
д и м ого  в б а зи с  вектора (как  отм еч ен о вы ш е, эт а  строка п о л у ч а 
ется  из строки исходн ой  сим п л ек с-табли цы  дел ен и ем  ее  эл е м ен 
тов на р а зр еш а ю щ и й  эл е м ен т ).

Эти три числа о б р а зу ю т  св о ео б р а зн ы й  треугольник , д в е  в ер 
шины которого соотв етств ую т  ч ислам , н а х о д я щ и м ся  в исходн ой  
си м п л ек с-табл и ц е, а третья —  ч ислу, н а х о д я щ ем у ся  в новой си м 
п л ек с-табл и ц е. Д л я  о п р едел ен и я  иском ого эл ем ен та  новой си м 
пл ек с-таблиц ы  из первого числа вы читаю т п р о и зв ед ен и е  второго  
и третьего .

П о сл е  зап ол н ен и я  новой сим п л ек с-табл и цы  просм атр иваю т  
элем енты  ( о т +  1) -й строки. Е сли все z j — С/ ^  0, то  новы й опорный 
план явл яется  оптим альны м . Е сли ж е  ср еди  ук азан н ы х чисел  
им ею тся  отри цательны е, то , и сп ол ьзуя  опи сан ную  вы ш е п о с л е д о 
вател ьность  д ей ств и й , н а х о д я т  новый опорны й план. Э тот  
п р о ц есс  п р о д о л ж а ю т  д о  тех  пор, пока л и б о  не пол учаю т  
оптимальны й план за д а ч и , л и б о  не устан ав л и в аю т  ее  н е р а зр е 
ш им ость.

П ри н а х о ж д ен и и  реш ения за д а ч и  ли н ей н ого  п р о гр а м м и р о в а 
ния мы п р едп ол агал и , что эта  з а д а ч а  им еет опорны е планы  и к а ж 
ды й такой план явл яется  невы рож денн ы м . Е сли ж е  за д а ч а  им еет  
вы р ож денн ы е опорны е планы , то  на одной  из итерац ий  од н а  или 
нескольк о перем енны х оп ор н ого  плана м огут ок а за ть ся  равны ми  
нулю . Таким о б р а зо м , при п ер ех о д е  от о д н о го  оп ор н ого  п л ана  
к д р у го м у  зн ач ен и е ф ункции м о ж ет  остаться  пр еж н им . Б о л ее  
того , в о зм о ж ен  сл учай , когда ф ункция со х р а н я ет  св о е  зн ачен и е  
в теч ен и е нескольких итерац ий , а т а к ж е  в о зм о ж ен  в о зв р а т  к п ер 
в он ач альн ом у б а зи су . В п осл едн ем  сл у ч а е  обы чно говор ят, что  
п р ои зош л о з а ц и к л и в а н и е .  О дн ак о  при реш ении практических з а 
д ач  этот  случай  встр еч ается  очень редко, поэтом у мы на нем о с т а 
нав л и в аться  не б удем .

И так , н а х о ж д ен и е  опти м ал ьн ого  плана сим плексны м  м етодом  
вклю чает сл ед у ю щ и е этапы :

1. Н а х о д я т  опорны й план.
2. С остав л я ю т си м п лек с-табл и ц у.
3. В ы ясняю т, им еется  ли хотя  бы од н о  отри ц ател ь н ое числ о  

А/. Если нет, то  найденны й опорны й план опти м ален . Е сли ж е  
ср еди  чисел Л; им ею тся отрицательны е, т о  л и бо  устан ав л и в аю т  
н ер а зр еш и м о сть  за д а ч и , л и б о  п ер ех о д я т  к новом у опор ном у  
плану.
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4. Н а х о д я т  н ап рав л я ю щ и е сто л б ец  и строку. Н ап р ав л я ю щ и й  
с т о л б е ц  о п р ед ел я ется  наибольш им  по а бсол ю тн ой  величине отр и 
цательны м  числом  А,-, а н ап р ав л я ю щ ая  строка —  миним альны м  
и з отнош ений ком понент сто л б ц а  вектора Ро к пол ож ительны м  
ком понентам  н ап р ав л я ю щ его  стол бц а .

5. П о  ф орм ул ам  (2 5 ) —  (2 8 ) о п р едел я ю т  п ол ож и тел ьны е ком 
поненты  н ов ого  оп ор н ого  п л ан а, коэф ф иц иенты  р а зл о ж ен и я  век
тор ов  P j  по векторам  нового б а зи с а  и числа F Ь, А/. В се  эти числа  
зап и сы в аю тся  в новой си м п л ек с-табл и ц е.

6 . П р ов ер я ю т  найденны й опорны й план на оптим альность. 
Е сл и  план не оптим ален и н ео б х о д и м о  перейти к новом у о п о р 
н ом у п л ан у, то  в о зв р а щ а ю т ся  к этап у  4 , а в сл у ч а е  получения  
оп ти м ал ьн ого  пл ана или устан ов л ен и я  н ер азр еш и м ости  п р оц есс  
реш ен ия за д а ч и  зак анч иваю т.

1 .41 . Д л я  и зготов л ен и я  различны х и здел и й  А ,  В  и С  п р ед 
приятие и сп ол ьзует  три различ ны х вида сы рья. Н ормы  р а с х о д а  
сы рья на п р о и зв о дств о  о д н о го  и зд ел и я  к а ж д о г о  вида , цена о д 
ного и здел и я  А , В  и С, а т а к ж е  о б щ ее  кол ич ество сырья к а ж д о г о  
ви да, к отор ое м о ж ет  быть и сп ол ьзов ан о  п р едп ри яти ем , п р иве
ден ы  в та б л . 1.5.

Т а б л и ц а  1.5

Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) 

на одно изделие Общее количест
во сырья (кг)

А В С

I 18 15 12 360
II 6 4 8 192
III 5 3 3 180

Ц ена одного изделия
(р у б ) 9 10 16

И зд ел и я  А ,  В  и С  м огут пр оизводи ться  в лю бы х с о о т н о ш е
ниях (сбы т о б е сп еч ен ), но п р о и зв о дств о  огр ан и ч ен о в ы делен 
ным предп ри яти ю  сы рьем к а ж д о г о  вида.

С оставить  план п р ои зв одств а  и здел и й , при котором  о б щ а я  
стои м ость  всей п р ои зв еден н ой  предп ри яти ем  продукции я в л я ет 
ся  м аксим альной.

Р е ш е н и е .  С оставим  м атем ати ческ ую  м одель  за д а ч и . И с 
комый вы пуск издели й  А  обозн ач и м  ч ер ез  Х \ ,  издел и й  В  —  ч е 
р ез Х2, издели й  С  —  ч ер ез Хз. П оск ольк у им ею тся ограничения  
на вы деленны й предприятию  ф о н д  сы рья к а ж д о г о  в и да , п ер е 

36



менны е Х \ ,  Х 2 , Х з  дол ж н ы  удов л етв ор я ть  сл ед у ю щ ей  си стем е н е
равенств:

Г 18*1 +  15л:2+ 1 2 л:з < 3 6 0 ,
6 х ,+ 4 х 2 +  8х3< 1 9 2 ,  (2 9 )

(, 5лгі +  Зх2 +  Зх3 < : 180.

Р б щ а я  стои м ость  п р ои зв еден н ой  пр едп ри яти ем  продукции  
при условии вы пуска х\  и здели й  А ,  х 2 и здел и й  В  и Хз издел и й  С 
со став л я ет

F =  Э х ,+  Юх2+ Ібхз. - (3 0 )

П о св о ем у  экон ом ич еском у с о д ер ж а н и ю  перем енны е Xi, х 2 

и Х з  м огут принимать только лиш ь неотри цател ьны е зн ачени я:

xi,  х 2, х з ^ О .  (31)

Таким о б р а зо м , приходим  к сл ед у ю щ ей  м атем ати ческ ой  
за д а ч е: ср еди  в сех  неотри цательны х реш ений систем ы  н е р а 
венств (2 9 ) тр еб у ет ся  найти такое, при котором ф ункция (3 0 )  
приним ает м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е.

Зап и ш ем  эту  з а д а ч у  в ф орм е основной  за д а ч и  ли н ей н ого  
п рограм м ирования . Д л я  эт о го  пер ей дем  от о гр ан и ч ен и й -н ер а
венств к огр ан и ч ен и я м -р ав ен ств ам . В в едем  три дополн ительны е  
перем енны е, в р езу л ь та те  ч его  ограничения за п и ш у тся  в виде  
систем ы  уравн ен ий

Г 18xi -)- I 5х2-f -12х3 х 4 =  360, 
л бх і -j-4х2 З- 8х3-В Х5 =  192, 
v  5 х  і -j- З х 2 - |-  З х з  Хз  —  180.

Эти допол н ител ьны е перем енны е по экон ом ич еском у см ы слу  
о зн а ч а ю т  не и сп о л ьзу ем о е  при дан н ом  пл ане п р о и зв о дств а  ко
л и ч еств о  сы рья того или иного вида. Н ап р и м ер , х 4 —  эт о  н е
и сп о л ь зу ем о е  количество сы рья I вида.

П р ео б р а зо в а н н у ю  си стем у  уравн ен ий  зап и ш ем  в векторной  
ф орм е:

X l P l  -\~Х2Р 2 -\~ Х зР3 Х \ Р 4 Х$Рь -f- Х3Р3 =  Ро,

где
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П оск ольк у ср еди  векторов Р I, Р 2, Р 3, P i ,  Ръ, Ре, им ею тся три 
единичны х век тора, дл я  дан н ой  за д а ч и  м о ж н о  н еп оср едств ен н о  
за п и са т ь  опорны й план. Таковы м яв л я ется  план Х = ( 0 ;  0; 0; 
360; 192; 1 8 0 ) , определяем ы й систем ой  трехм ер ны х единичны х  
векторов P i ,  Ръ, Ръ, которы е о б р а зу ю т  б а зи с  т р ехм ер н ого  век
т ор н ого  п р остр ан ств а.

С остав л я ем  сим плексную  та б л и ц у  дл я  1 итерац ии (та б л . 
1 .6 ) ,  подсчи ты ваем  зн ачени я Fo, Zj —  с,- и пр овер яем  исходны й  
опорны й план на оптим альность:

Fo—(C, Ро) =  0; Z\ — (С, Р ,) =  0; г2= ( С ,  Р г) =  0; г 3= ( С ,  Р 3) = 0 ;  

г ,  — с, = 0  — 9 =  — 9; г 2 — с2 =  0 — 1 0 =  — 10; z 3 — c3=  — 16.

Д л я  векторов б а зи с а  Zj — Cj — 0.

Т а б л и ц а  1.6

Б а  Св Ро
9 10 16 0 0 0

зис Р і Р 2 Рз Р , Ръ Ръ

1 Р 4 0 360 18 15 12 I 0 0
2 Ръ''- 0 192 6 4 8 0 1 0
3
4

Ръ 0

\

180
0

5
- 9

3
- 1 0

3
— 16

0
0

0
0

1
0

К ак видно из та б л . 1.6, зн ачени я в сех  основны х перем енны х  
Х \ ,  х з ,  Х з  равны нулю , а дополн ительны е перем енны е приним аю т  
свои зн ач ен и я  в соответствии  с ограничениям и за д а ч и . Эти  
зн ач ен и я  перем енны х отв еч аю т так ом у «п л ан у» , при котором  
ничего не п р ои зв оди тся , сы рье не и сп о л ь зу ется  и зн ач ен и е ц е 
л ев ой  ф ункции р ав н о нулю  (т. е. стои м ость  п р ои зв еден н ой  п р о 
дукц ии  о т су т с т в у е т ). Э тот план, конечно, не явл яется  оп ти м ал ь
ным.

Э то видн о и из 4-й  строки т а б л . 1.6, так  как в ней им еется  
три отри цательны х числа; z\  — С\  =  — 9, Z 3  —  C2  —  — 10 и 2 3  — Сз =  

=  — 16. О трицательны е числа не только св и детел ьств ую т о  в о з 
м ож н ости  увеличен ия общ ей  стоим ости  п р ои зв оди м ой  п р о д у к 
ции, но и п ок азы ваю т, на сколько увелич ится  эта  сум м а при  
введени и  в план единицы  того  или д р у го г о  вида продукции.

Так, числ о — 9 о зн а ч а ет , что при вклю чении в план п р о и з
в од ств а  о д н о го  и здел и я  А  об есп еч и в а ется  увел ич ен ие вы пуска  
продукции на 9 руб . Е сли включить в план п р о и зв о дст в а  по о д 
ном у и здел и ю  В  и С,  то о б щ а я  стои м ость  и зготов л яем ой  п р о 
дукц ии  в о зр а ст ет  соотв етств ен н о  на 10 и 16 р уб . П о эт о м у  с 
экон ом ической  точки зр ен и я  н а и б о л ее  ц ел есо о б р а зн ы м  является  
вклю чение в план п р о и зв о дств а  и здел и й  С. Э то  ж е  н ео б х о д и м о
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сд ел а т ь  и на основани и  ф ор м ал ьн ого  п р изнака сим п л ек сн ого  
м ето д а , поскольку м ак си м ал ьн ое по а бсол ю тн ой  величине отр и 
цател ьн ое число А/ стоит в 4-й  стр оке сто л б ц а  вектора Рз. С л е
дов ател ь н о , в б а зи с  введем  вектор Р з. О п р ед ел я ем  вектор, п о д 
л еж а щ и й  исклю чению  из б а зи с а . Д л я  это го  находи м  0o =  m in  
(&i/a,3) д л я  а,3>  0, т. е. 60 =  m in (360/12; 192/8; 180/3) =  192/8.

Н ай д я  число 1 9 2 /8  =  24 , мы тем  самы м  с экон ом ической  
точки зр ен и я  оп р едел и л и , как ое количество и здел и й  С  п р ед 
приятие м о ж ет  и зготовл ять  с учетом норм р а с х о д а  и и м ею щ и х
ся о б ъ ем о в  сы рья к а ж д о го  вида. Так как сы рья д а н н о го  вида  
со о тв етств ен н о  им еется  360 , 192 и 180 кг, а на од н о  и зд ел и е  С  
т р еб у ет ся  затр ати ть  сы рья к а ж д о г о  вида со о тв етств ен н о  12 , 
8  и 3 кг, то  м ак си м альн ое число и здел и й  С, к отор ое м о ж ет  быть  
и зготов л ен о  п редп ри яти ем , рав н о  m in (3 6 0 /1 2 ;  1 9 2 /8 ;  1 8 0 /3 )  =  
=  1 9 2 /8  =  24, т. е. ограничиваю щ им  ф ак тором  д л я  п р ои зв одств а  
и здел и й  С  явл яется  им ею щ ийся объ ем  сы рья II вида. С уч етом  
е г о  наличия пр едп ри яти е м о ж ет  изготовить 24 и здел и я  С.  П ри  
этом  сы рье II вида б у д ет  полностью  исп ол ьзов ан о .

С л едов ател ь н о , вектор Ръ п о д л еж и т  исклю чению  из б а зи с а .  
С т о л б ец  вектора Рз  и 2-я  строка являю тся нап равля ю щ им и . 
С остав л яем  та б л и ц у  для II итерации (т а б л . 1 .7 ).

Т а б л и ц а  1.7

і Ба
зис С, Ро

9 10 16 0 0 0

Р, Р 2 Рз Р 4 Рь N Р6

1 Р 4 0 72 9 9 0 1 — 3/ 2 0
2 Рз 16 24 3/ 4 1/2 1 0 1/ 8 0
3 Ре 0 108 11/4 3 /2 0 0 - 3 / 8 1
4 384 3 - 2 0 0 2 0

^Сначала за п о л н я ем  стр ок у вектора, вновь в в еден н ого  в б а 
зи с , т. е. строку, ном ер которой со в п а д а ет  с  ном ером  н а п р а в 
л я ю щ ей  строки. З д е с ь  нап равл я ю щ ей я в л яется  2-я  стр ока. Э л е 
менты этой  строки та б л . 1.7 п ол учаю тся  из соотв етств ую щ и х  
эл ем ен тов  табл . 1.6 дел ен и ем  их на р а зр еш а ю щ и й  эл ем ен т (т. е. 
на 8 ) .  П ри этом  в сто л б ц е  С  б зап и сы в аем  к оэф ф и ц и ен т  С з = 1 6 ,  
стоя щ и й  в сто л б ц е  вводим ого в бази с- вектора Рз.  З а т ем  за п о л 
няем  элем енты  стол бц ов  для векторов, в ходя щ и х в новы й б а зи с .  
В этих с т о л б ц а х  на пересеч ен ии  строк и сто л б ц о в  о д н о и м ен 
ных векторов пр остав л я ем  единицы , а все остальны е элем ен ты  
п ол агаем  равными нулю.

Д л я  оп р едел ен и я  остальны х элем ен тов  т а б л . 1.7 прим еняем  
пр ави ло треугольн ик а. Эти элем енты  м огут бы ть вы числены  и 
н еп о ср ед ст в ен н о  по рекуррентны м  ф орм ул ам .
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В ы числим  элем енты  та б л . 1.7, стоя щ и е в с т о л б ц е  вектора  
Ро. П ервы й из них н аходи тся  в 1-й стр оке эт о го  сто л б ц а . Д л я  
е го  вы числения находи м  три числа:

1 ) число, ст о я щ ее  в т а б л . 1.6  на п ересеч ен ии  сто л б ц а  векто
ра Ро и 1-й строки (3 6 0 ) ;

2 ) число, ст о я щ ее  в т а б л . 1.6 на п ересеч ен ии  сто л б ц а  векто
ра Р з и 1-й строки ( 1 2 );

3 ) ч исло, ст о я щ ее  в т а б л . 1.7 на пересеч ен ии  стол бц а  векто
ра Ро и 2-й  строки (2 4 ) .

В ы читая из п ервого  числа п р ои зв ед ен и е д в у х  д р уги х , н а х о 
дим  искомый элем ент: 3 6 0 — 1 2 -2 4  =  72; зап и сы в аем  его  в 1-й 
стр ок е сто л б ц а  вектора Ро та б л . 1.7.

В торой  эл ем ен т  сто л б ц а  вектора Ро т а б л . 1.7 был у ж е  вы чис
лен  ран ее . Д л я  вы числения третьего  эл ем ен та  сто л б ц а  вектора  
Ро т а к ж е  находи м  три ч исла. П ер в ое из них (1 8 0 ) н аходи тся  
на п ересеч ен ии  3-й  строки и сто л б ц а  вектора Ро табл . 1.6, в то
р ое  (3 )  —  на п ересеч ен ии  3-й  строки и сто л б ц а  вектора Р з  та б л . 
1.6, третье (2 4 ) —  на пересечен ии  2-й строки и сто л б ц а  вектора  
Ро т а б л . 1.8. И так , указанн ы й эл ем ен т есть  1 8 0 - 2 4 - 3 = 1 0 8 .  
Ч и сло 108 зап и сы в аем  в 3-й строке сто л б ц а  вектора Ро 
т а б л . 1.7.

Зн ач ен и е Ро в 4-й  стр оке сто л б ц а  эт о го  ж е  вектора м ож н о  
найти д в ум я  способам и :

1) по ф ор м ул е Р о =  (С , Р о ) ,  т. е. Ро =  0 - 7 2 +  1 6 - 2 4 + 0 - 1 0 8  =  
=  384;

2 ) по п равилу треугольника; в д ан н ом  сл у ч а е  треугольник  
о б р а зо в а н  числам и 0 , — 16, 24 . Э тот с п о со б  приводит к том у ж е  
р езул ь тату: 0 — ( — 1 6 ) - 2 4  =  384 .

П ри оп р едел ен и и  по правилу треугольника эл ем ен тов  с т о л б 
ца вектора Ро третье число, сто я щ ее  в ни ж ней верш ине т р е 
угол ьник а, в се врем я о ста в а л о сь  неизм енны м  и м еняли сь лиш ь  
первы е д в а  ч исла. Учтем это  при н а х о ж д ен и и  эл ем ен тов  с т о л б 
ца  вектора Р і та б л . 1.7. Д л я  вы числения ук азан н ы х эл ем ен тов  
первы е д в а  числа берем  из стол бц ов  векторов P i и Р з  та б л . 1.6, 
а третье числ о —  из та б л . 1.7. Э то  число стоит на пересеч ен ии  
2-й  строки и сто л б ц а  вектора Р ,  последн ей  таблиц ы . В р е зу л ь т а 
те пол учаем  зн ач ен и я  иском ы х элем ен тов: 1 8 — 12• ( 3 /4 )  = 9 ;  
5 - 3 -  ( 3 /4 )  = 1 1 / 4 .

Ч и сл о 2 і — Сі в 4-й стр оке стол бц а  вектора Р \  та б л . 1.7 м ож н о  
найти д в у м я  способам и :

1) по ф орм ул е 2 i — C i = ( C ,  P i)  — Сі им еем  0 - 9 + 1 6 - 3 / 4  +  
+  0 - 1 1 / 4 - 9  =  3;

2 ) по правилу треугольн ик а получим — 9 — ( — 1 6 )-(3 /4 )  =  3.
А н алоги ч н о н аходи м  элем енты  стол бц а  вектора Р 2.
Э лем енты  сто л б ц а  вектора Р 5 вы числяем по п равилу т р е 
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угольника. О дн ак о п остроенн ы е дл я  оп р ед ел ен и я  эти х  эл ем ен тов  
треугольники вы глядят иначе.

П ри вы числении эл ем ен та  1-й строки у к а за н н о го  стол бц а  
п ол уч ается  треугольник , обр азов ан н ы й  числам и 0 ,1 2  и 1 /8 .  С л е
дов а т ел ь н о , искомый эл ем ен т  равен  0 — 12 -(1 / 8 ) =  — 3 /2 .  Э л е 
мент, стоящ ий в 3-й стр оке д а н н о го  с т о л б ц а , равен  0  — 3 - ( 1 /8 )  =  
=  - 3 / 8 .

П о  окончании р асч ета  в сех  элем ен тов  та б л . 1.7 в ней п о л у 
чены новый опорны й план и коэф ф ициенты  р а зл о ж ен и я  векторов  
Р  (/ =  1,6) ч ер ез б ази сн ы е векторы  Рц, Рз,  Рз  и зн ач ен и я  Ду и F'o. 
К ак видно из этой  таблиц ы , новым опорны м планом  за д а ч и  
явл яется  план J = ( 0 ;  0; 24; 72; 0; 1 0 8 ). П ри д а н н о м  пл ане  
п р ои зв одств а  и зготов л я ется  24 и здел и я  С  и о ст а ет ся  н еи сп ол ь
зованны м  72 кг сы рья I вида и 108 кг сырья III вида. С тоим ость  
всей п р ои зводи м ой  при этом  пл ане продукции равн а 3 8 4  руб . 
У к азанн ы е числа зап и сан ы  в сто л б ц е  вектора Р 0 т а б л . 1.7. К ак  
видно, дан н ы е этого  сто л б ц а  п о-п р еж н ем у  п р ед став л я ю т со б о й  
парам етры  р а ссм атр и в аем ой  за д а ч и , хотя они п р етерп ели  з н а 
чительны е изм ен ен ия. И зм ен и л и сь  дан н ы е и др у ги х  стол бц ов , 
а их экон ом ич еское с о д е р ж а н и е  стал о  б о л е е  сл ож н ы м . Так, н а 
прим ер, возьм ем  дан н ы е сто л б ц а  вектора Рз.  Ч и сло 1 /2  во 2-й  
стр ок е эт о го  сто л б ц а  пок азы вает, на сколько сл ед у ет  ум еньш ить  
и зготов л ен и е издел и й  С, если  зап л а н и р о в а т ь  вы пуск о д н о го  
и здел и я  В .  Ч и сла 9 и 3 / 2  в 1-й и 3-й стр ок ах вектора Р з  п ок а
зы ваю т соотв етств ен н о , сколько п о тр еб у ется  сы рья I и II вида  
при вклю чении в план п р ои зв одств а  о д н о го  и здел и я  В ,  а число  
— 2 в 4-й  стр оке пок азы вает , что если  б у д ет  за п л а н и р о в а н  вы
пуск о д н о го  и здел и я  В ,  то  эт о  обесп еч и т  увел ич ен ие вы пуска  
продукции в стои м остн ом  вы раж ении на 2 руб . И ны ми сл о в а 
ми, если включить в план п р о и зв о дств а  продукции од н о  и з д е 
л ие В ,  то  эт о  п отр ебует  ум еньш ения вы пуска и здел и я  С на 1 / 2  ед . 
и потр ебует  дополн ительны х за т р а т  9  кг сы рья I вида и 3 / 2  кг 
сы рья III ви да , а о б щ а я  стои м ость изготов ля ем ой  продукц ии  в 
соотв етств и и  с  новым оптимальны м планом  в о зр а ст ет  на 2 руб . 
Т аким  о б р а зо м , числа 9  и 3 / 2  вы ступаю т как бы новыми « н о р м а 
ми» за т р а т  сы рья I и III вида на и зготов л ен и е о д н о го  и здел и я  
В  (как видно из та б л . 1.6, р а н ее  они были равны  15 и 3 ) ,  что 
о б ъ я сн я ет ся  ум еньш ением  вы пуска и здел и й  С.

Такой ж е  эконом ический смы сл имею т и дан н ы е ст о л б ц а  век
то р а  Р , та б л . 1.7. Н есколько иное эк он ом и ч еск ое с о д е р ж а н и е  
им ею т числа, зап и сан н ы е в сто л б ц е  вектора Р 5. Ч и сло 1 /8  во
2 -й стр оке это го  сто л б ц а , п ок азы вает, что увел ич ен ие объ ем о в  
сы рья II вида  на 1 кг п озв ол и л о  бы увеличить вы пуск издел и й  
С  на 1 /8  ед . О дн ов рем ен н о п о т р еб о в а л о сь  бы дополн ител ьно  
3 / 2  кг сы рья I вида  и 3 / 8  кг сы рья III вида. У величение вы пуска
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и зд ел и й  С  на 1/8  ед . приведет к р о сту  вы пуска продукции на  
2  руб.

И з  и зл о ж ен н о го  вы ш е эк он ом и ч еск ого  с о д е р ж а н и я  дан н ы х  
та б л . 1.7 сл ед у ет , что найденны й на II итерац ии  план за д а ч и  
не яв л я ется  оптим альны м . Э то видн о и из 4-й  строки т а б л . 1 .7, 
поскол ьку в сто л б ц е  вектора P i  этой  строки стои т о т р и ц ател ь
н ое  ч исло — 2. Зн ачи т, в б а зи с  сл ед у ет  ввести вектор P i,  т. е. в 
новом  пл ане с л ед у ет  пр едусм отреть  вы пуск издел и й  В.  При  
о п р ед ел ен и и  в о зм о ж н о го  ч и сл а  и зготовл ен ия и здел и й  В  сл ед у ет  
учиты вать и м ею щ ееся  кол ичество сы рья к а ж д о г о  ви да, а и м ен
но: в озм ож н ы й вы пуск и здел и й  В  о п р ед ел я ется  m in (Ьї/a fa ) для  
a ! i >  0 , т. е. находи м

О, =  m in (
72

Т "

2 4 - 2

Г
1 0 8 -2 72

;1 Г

С л едов ател ь н о , исклю чению  из б а зи с а  п о д л еж и т  вектор Рц, 
иными слов ам и , вы пуск и здел и й  В  огр анич ен  им ею щ и м ся в 
р а сп о р я ж ен и и  предп ри яти я сы рьем I ви да . С учетом  и м ею щ и х
ся о б ъ ем о в  эт о го  сы рья предп ри яти ю  сл ед у ет  изготовить 8 и з д е 
лий В .  Ч и сло 9  явл яется  р а зр еш а ю щ и м  эл ем ен том , а сто л б ец  
вектора P i  и 1-я стр ок а та б л . 1.7 явл яю тся  нап равляю щ им и . 
С о ст а в л я ем  та б л и ц у  дл я  III итерации (т а б л . 1 .8 ).

Т а б л и ц а  1.8

і Б а 
зис Сб Ро

9 10 16 0 0 0

Р, Pi Рз Рз Р 5 Р 6

1 Pi 10 8 1 1 0 1/9 - 1 / 6 0
2 Рз 16 20 1/4 0 1 -  1/18 5 / 2 4 0
3 Рб 0 96 5 /4 0 0 - 1 / 6 - 1 / 8 1
4 400 5 0 0 2 / 9 5 / 3 0

В та б л . 1.8 сн а ч а л а  зап ол н я ем  элем ен ты  1-й строки , которая  
п р ед ста в л я ет  со б о й  строку вновь вводи м ого  в б а зи с  вектора P i.  
Э лем енты  этой  строки пол учаем  из эл ем ен тов  1-й строки та б л . 
1.7 д ел ен и ем  п осл едн и х  на р а зр еш а ю щ и й  эл ем ен т  (т. е. на 9 ) .  
П ри этом  в сто л б ц е  Сб дан н ой  строки зап и сы в аем  С2= 1 0 .

З а т ем  за п о л н я ем  элем ен ты  стол бц ов  векторов  б а зи с а  и по  
п р ави л у треугольн ик а вы числяем элем енты  остальны х с т о л б 
цов. В р езу л ь та т е  в та б л . 1.8 пол учаем  новы й опорны й план  
Х = ( 0 ;  8 ; 20; 0; 0; 9 6 ) и коэф ф ициенты  р а зл о ж ен и я  векторов  
Pj (j —  1,6 ) ч ер ез б ази сн ы е векторы  P i,  Рз,  Рз  и соотв етств ую щ и е  
зн ач ен и я  А /  и F".

П р ов ер яем , яв л я ется  ли данны й опорны й план оптим альны м  
или нет. Д л я  это го  рассм отр и м  4-ю  стр ок у та б л . 1.8. В этой  с т р о 
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ке ср еди  чисел Д" нет отрицательны х. Э то  о зн а ч а ет , что н а й д ен 
ный опорны й план явл яется  оптим альны м и Рт а х = 4 0 0 .

С л ед ов ател ь н о , .план вы пуска п родукц ии , вклю чаю щ ий и з 
готовл ение 8 и здел и й  В  и 20  и здел и й  С, яв л я ется  оптим альны м. 
П ри дан н ом  пл ане вы пуска и здел и й  пол ностью  и сп ол ьзуется  
сы рье I и II видов и о ста ет ся  неиспол ьзован ны м  9 6  кг сы рья  
III ви да , а стои м ость  п р ои зводи м ой  продукции р ав н а 4 0 0  руб .

О птимальны м планом  п р о и зв о дств а  продукции не п р ед у см а т 
р и в ается  и зготов л ен и е и здел и й  А .  В в ед ен и е  в план вы пуска п р о
дук ц и и  и здел и й  вида А  привело бы к ум еньш ени ю  у к азан н ой  
о бщ ей  стои м ости . Э то  видно из 4-й  строки с т о л б ц а  вектора Р і, 
г д е  число 5 п ок азы в ает , что при дан н ом  плане вклю чение в него  
вы пуска единицы  и здел и я  А  приводит лиш ь к ум еньш ению  о б 
щ ей величины стои м ости  на 5 руб .

Р еш ен и е  д а н н о го  прим ера симплексны м м етодом  м о ж н о  бы ло  
бы проводить, и сп ол ьзуя  лиш ь о д н у  та б л и ц у  (т а б л . 1 .9 ) . В этой  
т а б л и ц е  п осл ед о в а тел ьн о  зап и сан ы  о д н а  за  д р у го й  в се три ите
рации вы числительного п р оц есса .

Т а б л и ц а  1.9

і Базис С„ Ро
9 10 16 0 0 0

Р і Р 2 Рз Рз Ръ Рб

1 Л 0 360 18 15 12 1 0 0
2 Рз 0 192 6 4 8 0 1 0
3 Рз 0 180 5 3 3 0 0 1
4 0 - 9 - 1 0 - 1 6 0 0 0
1 Рз 0 72 9 9 0 1 — 3 /2 0
2 Рз 16 24 3 /4 1/2 1 0 1/8 0
3 Рб 0 108 11/4 3 /2 0 0 - 3 / 8 1
4 384 3 - 2 0 0 2 0
1 р 2 10 8 1 1 0 1/9 - 1 / 6 0
2 Рз 16 20 1/4 0 1 — 1/18 5 /2 4 0
3 Рб 0 96 5 /4 0 0 - 1 / 6 - 1 / 8 1
4 400 5 0 0 2 /9 5 /3 0

1.42. Н ай ти  м аксим ум  ф ункции F — 2x i — 6х 2 - | - 5х 5 при у с л о 
виях

С — 2х  і +  Х2 +  Хз +  Х5 =  2 0 ,

л — х  і — 2x 2 "Р ̂ 4 3x 5 — 24,

І  Зхі — х 2— 12х 5 +  х 6 =  18, 

х , - > 0  ( /  =  Щ .

Р е ш е н и е .  С и стем у  уравн ен ий  за д а ч и  зап и ш ем  в вектор
ной ф орм е:

Х \ Р \  - р  Х 2Р 2 “р  Х $ Р 3 ~ р  Х 4Р 4 - ( -  Х 5 Р 5 - j -  X q P б =  Р о,
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Так как ср еди  векторов Р и Р 2, Р 3, Р 4, Ръ, Рв  им еется  три е д и 
ничны х вектора, то  дл я  да н н о й  за д а ч и  м о ж н о  н еп о ср ед ств ен н о  
найти опорны й план. Таковы м яв л я ется  план X  =(()■,  0; 20; 24; 
0; 1 8 ) . С остав л яем  сим плексную  т а б л и ц у  (т а б л . 1 .10) и п р о в е
ря ем , яв л я ется  ли данны й опорны й план оптим альны м .

Т а б л и ц а  1.10

I Базис Сб Ро
2 - 6 0 0 5 0

Р, Ръ Рз Pi Ps Ре

1 Ръ 0 20 — 2 1 1 0 1 0
2 P i 0 24 - 1 — 2 0 і 3 0
3 Ръ 0 18 3 - 1 0 0 -  12 I
4 0 - 2 6 0 0 - 5 0

К ак видно из та б л . 1.10, исходны й опорны й план не я в л я ет 
ся  оптимальны м . П о эт о м у  переходим  к новом у опор н ом у плану. 
Э то м о ж н о  сдел ать , так  как в сто л б ц а х  векторов Р\  и Ръ, 4-я  
стр ок а которы х с о д ер ж и т  отрицательны е ч исла, им ею тся п ол о
ж ител ьны е элем енты . Д л я  п ер ех о д а  к новом у оп ор н ом у плану  
введем  в б а зи с  вектор Ръ и исключим из б а зи с а  вектор P i.  С о с 
тав л я ем  т а б л и ц у  II итерац ии .

Т а б л и ц а  1.11

і Базис Сб Ро
2 - 6 0 0 5 0

Pi Ръ Рз Pi Ръ Рб

1 Ръ 0 12 - 5 / 3 5 /3 1 - 1 / 3 0 0
2 Ръ 5 8 - 1 / 3 - 2 / 3 0 1/3 1 0
3 Ре 0 114 — 1 — 9 0 4 0 1

40 - 1 1 / 3 8 /3 0 5 /3 0 0

К ак видно из та б л . 1.11, новый опорны й план за д а ч и  не я в л я 
ется  оптимальны м , так  как в 4-й стр оке сто л б ц а  вектора Р і 
стои т  отри ц ател ь н ое число — 1 1 /3 . П оск ол ьк у в сто л б ц е  это го  
в ектора нет п ол ож и тел ьны х эл ем ен тов , д а н н а я  за д а ч а  не им еет  
опти м ал ьн ого  пл ана.
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1 .43. Н айти реш ен ие за д а ч и , со ст о я щ ей  в о п р ед ел ен и и  м ак си
м ал ьн ого  зн ач ен и я  ф ункции F  =  2 x i + х 2 — x 3 -t-X4 — Х5 при у с л о 
виях .

Х \  ~Ь %2 -f -  Х з  —  5 ,

2 х і -Ь Х г  х \  =  9, 

х\  -(-2x2 +  х$ —  7,

Х \ ,  х 2, ..., х 5 > 0

и д а т ь  геом етр ич ескую  ин терпретацию  п р о ц есса  реш ен ия.
Р е ш е н и е .  С и стем у уравн ен ий  за д а ч и  зап и ш ем  в векторной  

ф орм е:

Х \ Р [  Х 2 Р 2  - j r X ^ P z  - ( - Х 4 Р 4 - ( - Х 5 Р 5  =  Р о ,

гд е

Т ак как ср еди  векторов Р \,  Р 2, Р 3, Р 4 и Рь им еется  три е д и 
ничны х вектора Рз, P i  и Р$, то  дл я  да н н о й  за д а ч и  м о ж н о  не
п оср ед ст в ен н о  нап исать опорны й план и, сл ед о в а т ел ь н о , найти  
ее  реш ен и е сим плексны м  м етодом  (та б л . 1. 12 ) .

Т а б л и ц а  1.12

1 Базис Сб Ро
2 1 - 1 1 - 1

Р, р 2 Рз Pi Ръ

1 Рэ — 1 5 1 1 1 0 0
2 Pi 1 9 2 1 0 1 0
3 Ръ - 1 7 1 2 0 0 1
4 - 3 - 2 - 3 0 0 0

1 Рз - 1 3 /2 1 /2 0 1 0 - 1 / 2
2 Pi 1 11/2 3 /2 0 0 1 - 1 / 2
3 Pi 1 7 /2 1 /2 1 0 0 1/2
4 15/2 - 1 / 2 0 0 0 3 /2

1 Р і 2 3 1 0 2 0 — 1
2 Pi 1 1 0 0 — 3 1 1
3 Pi 1 2 0 1 - 1 0 1
4 9 0 0 1 0 1
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И з та б л . 1.12 видн о, что Х * = ( 3 ;  2; 0; 1; 0 )  яв л я ется  оп ти 
мальны м пл аном  исходн ой  за д а ч и . П ри этом  плане зн ач ен и е  
линейной ф орм ы  равн о F max =  9.

Д а д и м  геом етр ич ескую  ин тер претацию  п р о ц есса  н а х о ж д ен и я  
реш ен ия за д а ч и . Д л я  эт о го  п р еж д е  в сего  пер ей дем  от исходн ой  
за д а ч и , си стем а  ограничений которой с о д е р ж и т  ур ав н ен и я , к 
за д а ч е , си стем а  ограничений  которой вкл ю чает лиш ь н ер а в ен 
с тв а . Э то  сд ел а т ь  н етрудн о, так  как и сх о д н а я  з а д а ч а  за п и са н а  
в ф ор м е основной  дл я  за д а ч и , со ст о я щ ей  в н а х о ж д ен и и  м ак си 
м ал ьн ого  зн ач ен и я  ф ункции / ' = — 3 4 - 2x 1+ 3x 2 при усл ов и я х

{ х і +  х2< 5 ,

2х, +  х2^ 9 ,

х, +  2х2 ̂  7,

xi, х 2^ 0 .

Ц ел ев а я  ф ункция и сходн ой  за д а ч и  п р ео б р а зо в а н а  с пом ощ ью  
подстан ов к и  в м есто  Хз, х4 и Xs их зн ачени й  в соответствии  с 
урав н ен и ям и  систем ы  ограничений.

Р еш ен и е  п осл ед н ей  за д а ч и  м ож н о  найти, и сп ол ьзуя  геом етр и 
ч ескую  и н тер п ретац и ю  за д а ч и  ли н ей н ого  пр ограм м ир ования  
(р и с. 1 .9 ) . И сходн ы й опорны й план за д а ч и  Я = ( 0 ;  0; 5; 9; 7) 
соо тв ет ст в у ет  на рис. 1.9 точке О.  П о сл е  II итерации был п о л у 
чен новый опорны й план Х = ( 0 ;  5 /2 ;  3 /2 ;  1 1 /2 ;  0 ) ,  к отором у  
со о тв ет ст в у ет  точка А.  Н а рисунке п ер ех о д  от о д н ого  оп ор н ого  
п л ана к д р у го м у  п ок азан  стрелк ой , ук азы в аю щ ей  нап равл ени е

46



п ер ех о д а . П осл е  III итерац ии  получен опорны й план X  * =  (3; 2; 0; 
1; 0 ) ,  соотв етств ую щ и й  точке В,  т. е. осущ ест в л ен  п ер ех о д  от  
точки А  к точке В.  П олученны й на да н н о й  итерац ии  опорны й  
план я вляется  оптимальны м .

2. М ет о д  и ск усствен н ого  б а зи с а . К ак п о к а за н о  вы ш е, для  
за д а ч и , зап и са н н о й  в ф орм е основной  за д а ч и  л и нейного  п р о гр а м 
м и ровани я, м ож н о  н еп о ср ед ств ен н о  у к а за ть  ее  опорны й план, 
есл и  ср еди  векторов Pj,  ком понентам и которы х с л у ж а т  к о эф ф и 
циенты при неизвестны х в си стем е уравн ен ий  дан н ой  за д а ч и , и м е
ется  т  единичны х. О дн ак о дл я  м ногих за д а ч  л и нейного  п р о гр а м 
м и ровани я, зап и сан н ы х в ф орм е основной  за д а ч и  и им ею щ и х  
опорны е планы, ср еди  векторов Р, не в сегд а  есть  т  единичны х. 
Р а ссм о тр и м  такую  за д а ч у :

П усть  тр еб у ет ся  найти м аксим ум  ф ункции

F = c lx [ + С 2Х 2 +  ... +  с„*„ (3 2 )

О] 1X1 +  012X2 + . . .  } tl\nXn =  Ь 1,

021*1 +  022*2 +  ... +  02«*« =  ̂ 2,

.....................................................  (3 3 )

при усл ов и ях

О т  1 * 1  +  О т 2 * 2  " К  ■■■ +  d m n X n  =  Ь т ,

х , ^ 0  ( / =  i 7 + ) , (3 4 )

г д е  b i ^  0 ( г = 1, т ) ,  т < п  и ср еди  векторов

'О н '

Р , =  I 021 Р2 =

Oml >

Рп =

нет т  единичны х.
О п р е д е л е н и е  1.13. З а д а ч а , с о ст о я щ а я  в оп р едел ен и и  

м ак си м ал ьн ого  зн ач ен и я  функции

/ ;' =  С|*1 +  С2*2 +  . . . +  Спх п — М х п J ... Мхп _|_ п

при усл ов и я х

011*1 +  СЙ2* 2+  ••• +  Ціл*л+  *л_|_ | = 6 |, 

021*1 + 022*2 +  ... + 02п*л + * л  _|_ 2 — ^2,

Oml*l +Om2*2 +  ... +  0/лл*л+  *n + m =  Ь т,

* / ^ 0  ( ) = 1 ,  п +  т  ),

(3 5 )

(3 6 )

(3 7 )

где М  —  н екоторое д о ст а т о ч н о  бол ьш ое пол ож и тел ь н ое число, 
конкретное зн ач ен и е которого обы чно не за д а е т с я , н азы в ается  
р а с ш и р е н н о й  з а д а ч е й  по отнош ен ию  к за д а ч е  (3 2 ) —- (3 4 ) .
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Р а сш и р ен н а я  за д а ч а  им еет опорны й план  

Я = ( 0 ; 0 ; 0 ; 62; Ы .

п нулей

о п р ед ел я ется  си стем ой  единичны х векторов Р п+  1, Р п +  2, Рп+т,  
о б р а зу ю щ и х  б а зи с  т -го векторного п р остр ан ств а , которы й назы - 1
в ается  искусст венн ы м.  С ам и векторы , так  ж е  как и перем енны е  
Хп+і {і —  1, m ),  назы ваются искусственными.  Так как расш иренная  
з а д а ч а  им еет опорны й план, то  ее  реш ен ие м ож ет  бы ть н ай ден о  
сим плексны м  м етодом .

Т ео р ем а  1.8. Е с л и  в  оптимальном п л а н е  X * = ( x f ,  x f ,  ...; х$, 
x * + i; ...; x* +m) р а с ш и р е н н о й  з а д а ч и  (3 5 )  — (3 7 ) з н а ч е н и я  и с 
кусст вен н ы х п е р е м е н н ы х  х*+-, =  0  ( і —  1, я г ), то Х * = ( х * ;  х*\ ...;
Хп) являет ся  оптимальным пла н о м  з а д а ч и  (3 2 ) —  (3 4 ) .

Таким о б р а зо м , есл и  в най ден ном  оптим альном  пл ане р а сш и 
ренн ой  за д а ч и , зн ач ен и я  искусственны х перем енны х равны  н у 
л ю , т о  тем сам ы м  получен оптимальны й план исходн ой  за д а ч и .
П о эт о м у  остан ов и м ся  б о л ее  п од р обн о  на н а х о ж д ен и и  реш ения  
р асш и рен н ой  за д а ч и .

П ри опорном  пл ане ^ = ( 0 ;  0; ...; 0; Ь\\ Ь2, ...; b m) р а сш и р ен 

ной за д а ч и  зн ач ен и е линейной формы  есть  F0 — — Л4^ bi, а зн а -
m і -  I

чения Д i =  Zj — Cj равны — М}^ а,, — с (. Таким о б р а зо м , Fо и р а з-
!= I

ности Zj — Cj со стоя т  из д в у х  незави си м ы х ч астей , од н а  из кото
рых за в и си т  от М ,  а д р у га я  —  нет.

П о сл е  вы числения Fо и Д/ их зн ач ен и я , а т а к ж е  исходны е  
дан н ы е расш иренн ой  за д а ч и  за н о ся т  в та б л и ц у , которая с о д е р 
ж и т  на од н у  стр ок у б ол ьш е, чем обы чная сим п лек сн ая  т а б л и 
ца. П ри этом  в ( т  +  2 ) -ю  строку пом ещ аю т коэф ф иц иенты  при 
М ,  а в ( я г + 1 ) - ю  —  сл агаем ы е, не с о д е р ж а щ и е  М.

П ри п ер ех о д е  от од н ого  оп ор н ого  пл ана к д р у го м у  в б а зи с  
в в одя т  вектор, соотв етств ую щ и й  наи бол ьш ем у по абсол ю тн ой  
величине отри ц ател ь н ом у числу (яг +  2 ) -й  строки. И ск у сст в ен 
ный вектор, исклю ченны й из б а зи с а  в р езу л ь та те  некоторой  
итерац ии , в д ал ьн ей ш ем  не им еет см ы сл а вводить ни в один из 
п о сл ед у ю щ и х  б а зи со в  и, сл ед о в а тел ь н о , п р ео б р а зо в а н и е  с т о л б 
цов это го  вектора излиш не. О дн ак о есл и  н уж н о  найти реш ен ие  
дв ой ств ен н ой  за д а ч и  дл я  дан н ой  (о  чем б у д ет  с к а за н о  в § 1.6 ) ,  
т о  та к о е  п р ео б р а зо в а н и е  н еобходи м о. М о ж е т  случиться так , что  
в р езу л ь та т е  некоторой итерации ни один  из искусственн ы х в ек 
то р о в  из б а зи са  не б у д ет  исклю чен.

П ер есч ет  си м п л ек с-табл и ц  при п ер ех о д е  от о д н о го  опор ного  
п л ана к д р у го м у  п р ои зв одя т  по общ им  правилам  си м п лек сн ого  
м ето д а .
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И терац ион ны й п р о ц есс  по ( m - р 2 )-й  стр оке в едут  д о  тех  пор, 
пока:

1) л и б о  в се искусственны е векторы  не б у д у т  исклю чены  из 
б а зи са ;

2 ) либо не все искусственные векторы исключены, но ( т - \ -  2 ) -я 
стр ок а не с о д ер ж и т  больш е отрицательны х эл ем ен тов  в с т о л б 
ц а х  векторов Р 1, Рг, Рп+т-

В первом  сл у ч а е  б а зи с  отвеч ает  н екотором у опор ном у п л а 
ну исходн ой  за д а ч и  и оп р ед ел ен и е  ее  опти м ал ьн ого  плана п р о
д о л ж а ю т  по ( т + 1) -й  строке.

В о  втором  сл у ч а е , если  эл ем ен т, стоящ ий в ( т - р 2 ) - й  строке  
с т о л б ц а  вектора Ро  отри ц ател ен , и сходн ая  за д а ч а  не им еет  
реш ения; есл и  ж е  он равен нулю , то  найденны й опорны й план  
исходн ой  за д а ч и  я в л я ется  вы рож денны м  и б а зи с  с о д е р ж и т  по 
крайней м ере один из векторов иск усств ен н ого  б а зи са .

Е сли и сх о д н а я  за д а ч а  с о д е р ж и т  несколько единичны х векто
ров, то  их сл ед у ет  включить в искусственны й б а зи с .

С л едов ател ь н о , п р оц есс  н а х о ж д ен и я  реш ения за д а ч и  (3 2 ) —  
(3 4 )  м етодом  иск усств ен н ого  б а зи са  вклю чает с л ед у ю щ и е  о с 
новны е этапы :

1. С остав л я ю т р асш и рен н ую  за д а ч у  (3 5 ) —  (3 7 ) .
2. Н а х о д я т  опорны й план расш иренн ой  за д а ч и .
3. С пом ощ ью  обы чны х вы числений си м п л ек с-м ето д а  исклю 

чаю т искусственны е векторы  из б а зи с а . В р езу л ь та т е  л и б о  н а 
х одя т  опорны й план исходн ой  за д а ч и  (3 2 ) —  ( 3 4 ) ,  л и б о  у с т а 
навливаю т ее  нер азр еш и м ость .

4 . И сп о л ь зу я  найденны й опорны й план за д а ч и  (3 2 ) —  ( 3 4 ) ,  
л и б о  н а х о д я т  сим п л ек с-м етодом  оптим альны й план исходн ой  
за д а ч и , л и бо  у стан ав л и в аю т  ее  нер азр еш и м ость .

1.44. Н айти минимум ф ункции F =  — 2х\  +  3^2 — 6 х 3 — х 4 при 
усл ов и ях

2 х \  - р  Х ч  —  2 х з  - р  Х \  “  2 4 ,

Х \  - р  2 х г  Ф  4 х з  ^  2 2 ,

Xl — Х2 +  2х3 ^  10, 

Х\, Х2, Хз, х , > 0 .

Р е ш е н и е .  Зап и ш ем  да н н у ю  за д а ч у  в ф ор м е основной  
за д а ч и : найти м аксим ум  ф ункции Fi — 2x\ —  З х 2 +  6x 3 +  х 4 при 
услов и я х

2 х і -|- Х2 — 2*3 Х\ =  24,

Xi - р  2 х г  - р  4 х 3 - р  Х з  —  2 2 ,

Х \  — х 2 - р 2 х з  — х 6 =  10 ,

х , > 0  (у =  Р 6 ).
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В си стем е  уравн ен ий  п осл едн ей  за д а ч и  рассм отрим  векторы  
из коэф ф и ц и ен тов  при неизвестны х:

Р , = Р 2 =

Рь =

1
2

- 1

0
1
О

Яз =

О
О

- 1

С р еди  векторов Р \ , Р 2, Рз,  P.t, Р 5 и Р 6 только д в а  единичны х  
( Р 4 и Р 5) .  П о эт о м у  в л ев ую  ч асть тр еть его  ур ав н ен и я  систем ы  
ограничений за д а ч и  д о б а в и м  доп ол н и тел ьн ую  н еотри цател ьную  
перем енн ую  х 7  и рассм отр и м  расш и рен н ую  за д а ч у , со ст о я щ у ю  
в м ак си м изац ии  функции

F = 2 x \ — 3.^2 -f- 6x3 х і — М х7
при  усл ов и ях

2*1 + х 2 — 2х3+ х 4—24,

Xi —J— 2-̂ 2 —1“ 4л"з — -̂ 5 22 ,

Х\ —Х2~\~ 2х3 — Xq -\-х7 — 10,

х , > о  (/ = Т 7)•

Р а сш и р ен н а я  за д а ч а  им еет опорны й план _АГ =  (0; 0; 0; 24; 
2 2 ; 0 ; 10 ) ,  опр едел яем ы й систем ой т р ех  единичны х векторов: 
Р а, Р 5, P i .

Т а б л и ц а  1.13

Базис Сб Ро
2 - 3 6 1 0 0 - м

Р  і Рг Рг Р 4 Рь Ро P i

1 Я 4 1 24 2 1 - 2 1 0 0 0
2 Рь 0 22 1 2 4 0 1 0 0
3 P i - м 10 1 - 1 2 0 0 - 1 1
4 24 0 4 - 8 0 0 0 0
5 - 1 0 — 1 1 - 2 0 0 1 0

С остав л я ем  та б л и ц у  I итерац ии  (т а б л . 1 .1 3 ), со д е р ж а щ у ю  
пять строк. Д л я  за п о л н е ния 4-й  и 5-й  стр ок  н аходи м  Fq и зн а ч е 
ния р а зн о стей  Zj — C j ( j =  1,7 ):

fo  =  24 — ЮМ; zi — Сі =  0 — M\ z2 — с2 =  4 +  М; z3 — c3= — 8 — 2Af; 
z4 — c4 =  0; z5 — C5 =  0; z6 — Сб==0 +  М; z 7 — c7 =  0.

Зн ач ен и я  F0  и Zj — Cj со сто я т  из д в у х  сл агаем ы х, од н о  
из которы х с о д ер ж и т  М,  а д р у г о е  —  нет. Д л я  у д о б ст в а  и тер а 
ц и онн ого  п р о ц есса  число, со ст о я щ ее  при М,  за п и сы в а ем  в 5-й  
стр оке, а с л а га ем о е, к отор ое не со д ер ж и т  М ,—  в 4-й  строке.
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В 5-й строке та б л . 1 .13 в с т о л б ц а х  векторов Р , ( / =  1,7) и м еет 
ся  д в а  отри цател ьны х числ а ( — 1 и — 2 ) .  Н али ч и е эт и х  чисел  
говорит о том , что данны й опорны й план расш и рен н ой  за д а ч и  
не я в л я ется  оптим альны м. П ер ех о д и м  к новом у оп ор н ом у п л а 
ну  расш и рен н ой  за д а ч и . В б а зи с  вводим  вектор Р 3. Ч тобы  о п р е
д ел и ть  вектор, исклю чаем ы й и з б а зи с а , находи м  0 =  m in (2 2 /4 ;  
1 0 /2 )  = 1 0 / 2 .  С л едов ател ь н о , вектор Р  ̂ исклю чаем  из б а зи с а . 
Э тот  вектор не им еет см ы сл а вводить ни в один  из п о сл ед у ю 
щ их б а зи со в , п оэтом у  в д ал ьн ей ш ем  ст о л б ец  д а н н о го  вектора  
не за п о л н я ет ся  (т а б л . 1.14 и 1 .1 5 ).

С остав л я ем  та б л и ц у  II итерац ии (т а б л . 1 .1 4 ). О на с о д е р ж и т  
тольк о четы ре строки , так  как искусственны й вектор из б а зи са  
исклю чен.

Т а б л и ц а  1.14

1 Базис С„ Ро
2 - 3 6 1 0 0

р . Рг Рз Рз Ръ Рб

1 Р а 1 34 3 0 0 1 0 — 1
2 Ръ 0 2 — 1 4 0 0 1 2
3 Ръ 6 5 1 /2 - 1 /2 1 0 0 - 1 /2
4 64 4 0 0 0 0 - 4

К ак видно из та б л . 1 .14, дл я  и сходн ой  за д а ч и  опорны м  я в 
л я ет ся  план Х = ( 0 ;  0; 5; 34; 2 ) .  П ровери м  е г о  на оп ти м ал ь
ность. Д л я  эт о го  рассм отр и м  элем ен ты  4-й  строки. В этой  стр оке  
в сто л б ц е  вектора Ръ им еется  отр и ц ател ь н ое числ о (— 4 ) .  С л е
д о в а т ел ь н о , данны й опорны й план не я в л я ется  оптимальны м  
и м о ж ет  бы ть улучш ен б л а г о д а р я  введению  в б а зи с  вектора Ръ.  
И з б а зи с а  исклю чается вектор Ръ- С остав л я ем  т а б л и ц у  III ите
рации.

Т а б л и ц а  1.15

і Б ази с Съ Ро
2 - 3 6 1 0 0

Р, Рг Рз Рз Рз Рз

1 Р а 1 35 5 /2 2 0 1 1/2 0
2 Ръ 0 1 - 1 / 2 2 0 0 1/2 1
3 Ръ 6 11/2 1/4 1 /2 1 0 1/4 0
4 68 2 8 0 0 2 0

В 4-й  стр оке т а б л . 1.15 ср еди  чисел Д,- нет отрицательны х. 
Э то  о зн а ч а ет , что найденны й новый опорны й план исходн ой  з а 
дач и  Х * = ( 0 ; 0; 1 1 /2 ;  35; 0; 1) я в л я ется  оптим альны м. П ри  
этом  плане зн ач ен и е л и нейной ф орм ы  7'тах= 6 8 .  Р еш ен и е  д а н -
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ной за д а ч и  м о ж н о  бы ло бы проводить, и сп ол ьзуя  о д н у  т а б л и 
ц у  (т а б л . 1 .1 6 ), в которой п осл ед о в а тел ьн о  зап и сан ы  в се три 
итерации.

Т а б л и ц а  1.16

і Б а 
зис С 6 Ро

2 - 3 6 1 0 0 - М

Р , Р 2 Рз Р а Р ъ Ре P i

1 Р а 1 24 2 1 - 2 1 0 0 0
2 Р з 0 22 1 2 4 0 1 0 0
3 P i - М 10 1 - 1 2 0 0 — 1 1

4 2 4 0 4 - 8 0 0 0 0

5 - 1 0 - 1 1 - 2 0 0 1 0

1 Р а 1 34 3 0 0 1 0 — 1
2 Р з 0 2 - 1 4 0 0 1 2
3 Р з 6 5 1 /2 - 1 / 2 1 0 0 - 1 / 2
4 64 4 0 0 0 0 —  4

1 Р а 1 35 5 / 2 2 0 1 1 /2 0

2 Рб 0 1 - 1 / 2 2 0 0 1 /2 1

3 Р з 6 1 1 /2 1 /4 1 /2 1 0 1 /4 0
4 68 2 8 0 0 2 0

1.45. Н айти миним ум  ф ункции F — 2х\ — х 2 — х 4 при усл ов и ях
г

х  і — 2 х 2 -{- х з — 10,

, —  2x i —  х 2 —  2х 4^  18,

Зх і -j- 2хг Ч " Х \  ^  36,

X I, х 2, х 3, х 4 ^ 0 .

Р е ш е н и е .  Зап и ш ем  да н н у ю  за д а ч у  в ф ор м е основной  з а 
д а ч и  ли нейного  програм м ирования: найти м аксим ум  ф ункции  
F = — 2 x i-j -X 2 +  x 4 при усл ов и ях

х, — 2х 2 + х 3=  10,

—  2х, —  х 2 — 2 х4 — х 5— 18,

3xi -f- 2x2 “Ь  х 4 -— Хб =  36,

* , > о ( / = Т б ) .

Так как среди  векторов



им еется  только один единичны й ( Р з ) ,  т о  находи м  реш ен и е р а с 
ш иренной за д а ч и , со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ьн ого  
зн ачени я функции

F =  —  2 x i  Х2 + х 4 —  М х 7 —  М х з

при услов и я х
) Х\ — 2*2 +  х з = 1 0 ,

/ — 2*1 — х г — 2*4 — * 5 +  * 7 =  18,

Зх і -р 2x2 -j- х 4 —- Хб -р Xs== 36,

х , > 0  ( / = Т 8 ) .

Р а сш и р ен н а я  за д а ч а  им еет опорны й план Х = ( 0 ;  0; 10; 0; 
0; 0; 18; 3 6 ) ,  определяем ы й систем ой  трех  единичны х векторов: 
Рз, P i  и Ре-

С остав л яем  та б л и ц у  I итерации.

Т а б л и ц а  1.17

і Б а
зис С0 Ро

- 2 1 0 1 0 0 - м - м

Pi Рз Рз р< Ро Ро Pi Рз

1 Рз 0 10 1 - 2 1 0 0 0 0 0
2 Рт - Л І 18 —  2 - 1 0 - 2 - 1 0 1 0
3 Рз - м 36 3 2 0 1 0 - 1 0 1
4 0 2 - 1 0 — 1 0 0 0 0
5 - 5 4 — 1 - 1 0 1 1 1 0 0

В 5-й стр оке та б л . 1.17 в сто л б ц а х  векторов Р і и Рг им ею тся  
отри цательны е ч исла. П о эт о м у  переходим  к новом у опор ном у  
пл ану расш иренн ой  за д а ч и . В б а зи с  вводим  вектор Рг, а из б а 
зи са  исклю чаем  вектор Рз.

С остав л я ем  та б л и ц у  II итерации (т а б л . 1 .1 8 ). Т ак как и с
ключенны й из б а зи с а  искусственны й вектор Р 8 не им еет см ы сла  
вводить ни в один из п осл ед у ю щ и х  б а зи со в , то  в т а б л и ц е  этот  
вектор не ук азы в ается .

Т а б л и ц а  1.18

і Базис С» Ро
- 2 1 0 1 0 0 - М

Pi Рз Рз р . Ро Рб Pi

1 Р з 0 46 4 0 1 1 0 - 1 0
2 Рт - М 36 - 1 / 2 0 0 — 3 /2 — 1 - 1 / 2 1

3 Р 2 1 18 3 /2 1 0 1 /2 0 - 1 / 2 0
4 18 7 /2 0 0 - 1 / 2 0 - 1 / 2 0

5 - 3 6 1 /2 0 0 3 /2 1 1 /2 0
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В 5-й  стр оке та б л . 1 .18 в сто л б ц а х  векторов P i,  Р 2, ..., P i  
не с о д е р ж и т с я  отри цательны х эл ем ен тов . В с т о л б ц е  ж е  вектора  
Ро этой  строки н а х о д и тся  отри ц ател ьн ое ч исло ( — 3 6 ) .  С л е д о 
в ател ьн о, и сх о д н а я  з а д а ч а  не им еет оп ор н ого  пл ана.

1 .46. Н айти м аксим ум  ф ункции F — 2х\ — Злг2 +  блгз -|-Х 4 при 
у сл ов и я х

xi -f- 2x2— 4хз 20, 

xi — х2 +  2х3^  10,

2 x i  -f- х 2  —  2 х з  -f- Х4 —  2 4 ,

X l, х 2, Хз, х 4 > 0 .

Р е ш е н и е .  Зап и ш ем  д ан н ую  з а д а ч у  в ф орм е основной  з а 
д а ч и  л и нейного  програм м ирования: найти м аксим ум  ф ункции  
F =  2х \  — З х г +  6x 3 — х 4 при усл ов и ях

х ,  +  2 х 2  —  4 х 3  +  х 5 —  2 0 ,

x i  —  х 2 +  2 х з —• х 6 =  1 0 ,

2 х ,  -{- х 2  —  2 х 3 - |-  х 4 =  2 4 ,

х, > 0  (j =  T J ) .

С р еди  векторов

р 2=  - 1

Рь =

и м еется  лиш ь д в а  единичны х ( Р 4 и Р 5) .  П о эт о м у  находи м  р еш е
ние расш и рен н ой  за д а ч и , со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ь
ного зн ачен и я  функции

F =  2.x і — Зх2 +  6x3, + х4 — Мх7

при усл ов и я х
Xi - |-  2 х 2 —14 х з  —|— Х5 =  2 0 , 

xi —x2- f  2х3 — х6 +  х7=  10,

2xi +  х2 — 2х3 -)- х 4 =  24, 

х , > 0  </ =  Т7Г).
Р асш и р ен н а я  за д а ч а  им еет опорны й план Х = ( 0 \  0; 0; 24; 

2 0 ; 0 ; 10 ) ,  определ яем ы й си стем ой  т р ех  единичны х векторов  
Р 4, Р 5 и Р 7.

С остав л яем  т а б л и ц у  I итерации.
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Т а б л и ц а  1.19

і Б а 
зис Со Ро

2 - 3 6 1 0 0 - м

Р, Ро Рз Р> Рь Рб Pi

1 Рь 0 20 1 2 — 4 0 1 0 0
2 Pi - М 10 1 - 1 2 0 0 - 1 1
3 Р а 1 24 2 1 - 2 1 0 0 0
4 24 0 4 - 8 0 0 0 0
5 - 1 0 - 1 1 — 2 0 0 1 0

И з та б л . 1.19 видно, что исходны й опорны й план не явл яется  
оптим альны м. П ер ех о д и м  к новом у оп ор н ом у плану. В б а зи с  
вводим  вектор Р з, а из б а зи с а  исклю чаем  вектор P i.

С остав л яем  т а б л и ц у  II итерац ии (т а б л . 1 .2 0 ). Э та  та б л и ц а  
с о д е р ж и т  только четы ре строки, так  как искусственны й вектор  
P i  из б а зи с а  исклю чен.

Т а б л и ц а  1.20

і Б а 
зис Со Ро

2 - 3 6 1 0 0

P i Ро Рз Р а Рь Ро

1 Р ь 0 40 3 0 0 0 1 - 2
2 Р ь 6 5 1 / 2 - 1 / 2 1 0 0 - 1 / 2

3 Р а 1 34 3 0 0 1 0 — 1
4 64 4 0 0 0 0 - 4

И з п осл едн ей  таблицы  видно, что найденны й опорны й план  
и сходн ой  за д а ч и  Х — (0\  0; 5; 34; 40; 0 ) не яв л я ется  опти м ал ь
ным, поскольку в 4-й  строке сто л б ц а  вектора Ре этой  таблицы  
н а х о д и тся  отр и ц ател ь н ое число ( — 4 ) .  Так как в у к азан н ом  
с т о л б ц е  нет п ол ож и тельны х эл ем ен тов , то  д а н н а я  за д а ч а  не 
им еет опти м ал ьн ого  плана.

3. М оди ф иц ирован ны й си м п л ек с-м етод . П ри реш ении за д а ч  
ли н ей н ого  програм м ир ования симплексны м м етодом  о с у щ е ст 
вл ялся  упорядоченн ы й п ер ех о д  от о д н ого  оп ор н ого  плана к д р у 
гом у д о  тех  пор, пока л и б о  не бы ла у ста н о в л ен а  н е р а зр еш и 
м ость за д а ч и , л и б о  не был н ай ден  ее  оптим альны й план. П ри  
этом  для о п р едел ен и я  того , я вляется  ли найденны й опорны й  
план оптимальны м или нет, на к а ж д о й  из итерац ий н у ж н о  бы ло  
находи ть  числа

Д j - 1 Zj Cj —  Ci\X(\j Т* СЛ Х;21 I ... “Г  CimXijnj Cj,

где i \,  І2 , і m —  ном ера ба зи сн ы х  векторов, а Хщ, Х;2/, ..., x;m; —
коэф ф иц иенты  р а зл о ж ен и я  векторов Р; по векторам  д а н н о го  б а 
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зи са . В се  ук азан н ы е коэф ф ициенты  с л ед о в а л о  оп р едел я ть  на 
к а ж д о й  из итерац ий  вы числительного п р о ц есса . Э та  н ео б х о д и 
м ость о т п а д а ет  при реш ении за д а ч  ли н ей н ого  п р огр ам м и р ов а
ния м одиф ицированны м  сим плексны м  м етодом . В этом  сл уч ае  
на к а ж д о й  из и терац ий  вы числяю т вектор

Q =  С6В ~ ' ,  (38)

где В ~ '  —  м атри ца, о б р а т н а я  м атрице В,  состав л ен н ой  из ком 
понент векторов д а н н о го  б а зи с а , а затем  н а х о д я т  числа Д, по  
ф орм ул е

Д,. =  £2 Р , - С ; .  (39)

О пределим  ком поненты  вектора й  и чисел Д,- в сл у ч а е  р еш е
ния основной  за д а ч и  л и нейного  пр ограм м ир ования м оди ф и ц и 
рованны м  си м п лек с-м етодом .

И так, пусть д а н а  за д а ч а  ли н ей н ого  пр ограм м ир ования , 
за п и са н н а я  в ф орм е основной  за д а ч и , и пусть д л я  нее найден  
опорны й план, которы й оп р ед ел я ется  б а зи со м , образов ан н ы м  
векторам и P iv  Р і2, ..., P im. С л едов ател ь н о , и зв естн а  м атри ца В,  
дл я  которой м о ж н о  найти обр атн ую  м атри ц у В ~ ' .  Д а л ь н ей ш ее
вы числение у д о б н е е  вести, есл и  их результаты , как и при р еш е
нии за д а ч и  симплексны м  м етодом , оф орм л я ть  в виде табл и ц .
В этом  сл у ч а е  при п ер ех о д е  от одной  так  н азы в аем ой  основной  
табли ц ы  к д р угой  и сп ол ьзуется  в сп ом огател ьн ая  т а бл и ц а .

В сп ом огател ьн ая  та б л и ц а  (та б л . 1 .21) отл и ч ается  от обы ч
ной сим п л ек с-табл и цы  тем , что в ней с о д е р ж а т с я  д о п ол н и тел ь
ные столбц ы  и строки, в которы х со отв етств ен н о  зап исы ваю т  
координаты  векторов Qw и зн ач ен и я  А \' \  пол учаем ы е в п р оц ессе  
н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и .

О сн овная  та б л и ц а  (та б л . 1.22) отл и ч ается  от обы чной си м п 
л ек с-табл и ц ы , во-первы х, тем , что в м есто  стол бц ов  векторов  
Pj  с  соотв етств ую щ и м и  числами с, зап и сы в аю т столбц ы  векто
ров At, коор дин атам и которы х являю тся соотв ет ст в у ю щ и е с т о л б 
цы матрицы  В - 1 ; во-вторы х, в ( т + 1 ) - й  стр оке зап и сы в аю т  
ком поненты  векторов Й, а не числа А,-; в -третьих, табл . 1.22  
им еет один дополнительны й сто л б ец , в первы х т  стр ок ах  кото
рого зап и сы в аю т координаты  вектора P s в б а зи с е  Р ,,, Р,-2, ..., 
Pim и который бы ло бы ц е л е со о б р а зн о  включить в б а зи с  на с л е 
д у ю щ ей  итерации.

Ч тобы  оп р едел и ть  вектор P s, сн ач ал а  н а х о д я т  вектор й (|). 
Е го  ком поненты  оп р едел я ю т  как ск ал яр н ое п р о и зв ед ен и е  векто
ра С  б на соотв етств ую щ и е векторы  Л,, т. е. по ф орм ул е ( 3 8 ) .  
Н ай ден н ы е ком поненты  вектора й (1) зап и сы в аю т в последней  
стр ок е та б л . 1.22 и в сто л б ц е  й (1) та б л . 1 .21. П о сл е  эт о го  по ф ор-
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Т а б л и ц а  1.21

і Б а 
зис Р о

Cl C2 c„
0<‘> fi<2> Q<‘>

P i P2 P„

1 Р п С/| Х ц о *>Ц *i,2 Л

2 Р .2 С(2 Х і20 *i2l X i2 2 %І2Ч xi'> ^ 2>

т P im Сіт Х іт 0 *iml X i m 2 X im n
1(0t*m *S> xtt>

т +  1 A Y ? д і ‘> №

т  +  2 д<2> ДР> д(>2> №

m +  fe д « д?> №

Т а б л и ц а  1.22

І Б ази с С« Р о л , p s

1 Л , с,ю Х ц о a w а \ 2 ^  1 m X i [ s

2 Яі2 С4*20 Х і20 СІ2\ СІ22 СІ2т X i2 s

r Р і г Сіг Х іг 0 а г \ С1г2 Ctrm X irs

m
Р ‘т Сіт Х іт 0 Сіт 1 СІ m2 Clmm X i mS

vn-f- 1 Q (l) Ро м ° ДО xtt> Д »
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м уле (3 9 ) н а х о д я т  элем енты  ( m - f - l ) - f i  строки вспом огательной  
табл иц ы . Е сли ср еди  найденны х чисел ( о т + 1 ) - й  строки в сп о м о 
гательной  таблиц ы  нет отрицательны х, то  исходны й опорны й  
пл ан яв л я ется  оптимальны м . Е сли ж е  таковы е есть, то  л и б о  з а д а 
ча не им еет реш ен ия, л и б о  м о ж н о  перейти к новом у оп ор н ом у  
п л ан у, при котором зн ач ен и е целевой  ф ункции не ум еньш и тся. 
Д л я  вы яснения эт о г о  вы бираю т среди  отри цательны х чисел  
( т + 1 ) - й  строки табл . 1.21 н аи бол ьш ее по абсол ю тн ой  вели
чине. В том  сл уч ае , когда таких чисел несколько, б ер ут  какое- 
ни будь  одно. П усть  этим числом является  ДУУ Т огда  последний  
ст о л б ец  та б л . 1.22 отводят  дл я  вектора P s. В первы х т  стр оках  
эт о го  сто л б ц а  зап и сы в аю т ком поненты  вектора P s в б а зи с е  
P i |, Р ід, ..., Pin . Они пол учаю тся  в р езу л ь та те  ум н ож ен и я  м ат
рицы В ~ 1, за п и са н н о й  в табл . 1.22, н а -в ек т о р  P s, ком поненты  
котор ого  ук азан ы  в та б л . 1.21. П о сл е  оп р ед ел ен и я  чисел х ,ь , 
x ,2s, ..., XimS вы ясняю т, им ею тся ли ср еди  них пол ож и тельны е  
или нет. Если таких чисел нет, то  за д а ч а  не им еет реш ения. Е сли  
ж е  п ол ож и тельны е числа им ею тся, то п ер ех о д я т  к новом у о п о р 
ном у пл ану за д а ч и . Д л я  это го  н а х о д я т  m in (х і ь о / х іь 3 ) .

XikS>  0 k k
П усть m in (Xiko/Xiks) =  Xiro / x irS. Т огда новый опорны й план о п р ед е-

Xiks >  О
л я ется  б а зи со м , получаем ы м  из и сх о д н о го  исклю чением  из него  
вектора Pir и введени ем  в м есто  него вектора P s. С читая эл ем ен т  
XirS р а зр еш а ю щ и м , а г -  ю стр оку и сто л б ец  вектора P s н а п р а в 
л яю щ им и , п ер ех о д я т  к новой основной  т а б л и ц е. П ервы е т  строк  
сто л б ц о в  векторов Ро, А і, Л 2, ..., А ш новой табл иц ы  н а х о д я т  по  
известны м  правилам  п ер ех о д а  от одной сим п л ек с-табл и цы  к 
д р у го й , рассм отрен ны м  выш е. П осл е то го  как эти элем енты  
оп р еделен ы , н а х о д я т  вектор й (2). К ом поненты  это го  вектора  
зап и сы в аю т как в новой основной т а б л и ц е, так и в в сп о м о га 
тельной т а б л и ц е  (та б л . 1 .2 1 ). З а т ем  вы числяю т числа Д(2);И п р о
веряю т новы й опорны й план на оптим альность. Е сли план не 
оп ти м ал ен , то  л и б о  устан ав л и в аю т  н ер а зр еш и м о сть  исходн ой  
за д а ч и , л и б о  п ер ех о д я т  к новом у оп ор н ом у пл ану. П р о д о л ж а я  
итерационны й п р оц есс , п осле конечного числа ш агов л и бо  н а 
х о д я т  оптимальны й план за д а ч и , л и бо  у стан ав л и в аю т ее н е р а зр е 
ш им ость.

Таким о б р а зо м , п р оц есс н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и  м о д и 
ф ицированны м  си м п л ек с-м етодом  вклю чает сл ед у ю щ и е этапы :

1. Н а х о д я т  опорны й план за д а ч и .
2. Вы числяю т м атрицу В ~  \  обр атн ую  м атри це В,  с о ст а в л ен 

ной из ком понентов векторов и сходн ого  б а зи са .
3. Н а х о д я т  вектор й  — С б В ~ ' .
4. В ы числяю т числа Д; =  Й Р, — с,-. Если все Д н е  отр и ц а т ел ь 

ны, то и ссл едуем ы й опорны й план я вляется  оптимальны м . Е сли  
ж е  ср еди  чисел Д/ им ею тся отри цательны е, то вы бираю т ср еди  
них н аи бол ьш ее по абсол ю тн ой  величине. П усть  эт о  Д*.
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5. В ы числяю т ком поненты  вектора P s в и сходном  б а зи се . 
Е сл и  ср еди  ком понент вектора P s нет пол ож и тел ьны х, то  ц е л е 
в ая  ф ункция за д а ч и  не огр анич ена на м н о ж еств е  планов. Е сли  
ж е  ср еди  ком понент вектора P s им ею тся пол ож и тельны е, то  
п ер ех о д я т  к новом у опор ном у плану.

6. П о  известны м  правилам  си м п л ек с-м етода  н а х о д я т  р а з р е 
ш аю щ ую  строку и вы числяю т п ол ож и тел ьны е ком поненты  н ово
го оп ор н ого  п л ан а, а т а к ж е  м атрицу В ~ ‘, обратн ую  м атри це В , 
со ста в л ен н о й  из ком понент векторов н ов ого  б а зи са .

7. П ров еряю т новый опорны й план на опти м альн ость и в с л у 
ч а е  н ео б х о д и м о сти  пр оводят  вы числение начиная с эт а п а  3.

1 .47 . Р еш ить м одиф и ци рованн ы м  сим плексны м  м етодом  
з а д а ч у  1.41, со ст о я щ у ю  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ачени я  
функции F =  9x\  +  10*2 +  16*з при усл ов и я х

18*i +  1 5 *2 +  1 2 * з + * 4 =  360,

6 * i + 4 * 2 +  8 * з + * 5 =  192,

5 *  і +  3*2 +  3*з +  * 6 = 1 8 0 ,

* ,  >  о  ( у = Г б ) .

Р е ш е н и е .  Д а н н а я  за д а ч а  им еет опорны й план Х = ( 0 ;  0; 
0; 360; 192; 1 8 0 ), который оп р ед ел я ется  б а зи со м , о б р а з о в а н 
ным векторам и Р а, Р 5 и Ръ. К ом поненты  эти х  векторов о п р ед е 
л яю т единичную  м атри ц у В,  о б р а т н а я  к которой В ” 1 та к ж е  
я в л я ется  единичной.

Т а б л и ц а  1.23

1 Б а
зис С б Р о

9 10 1 6 0 0 0
QO й ‘ 2> Я<3>

Р  і Р о Р о Р а Р ъ Р о

I Р а 0 360 18 15 12 1 0 0 0 0 2 /9
2 Ръ 0 192 6 4 8 0 1 0 0 2 5 /3
3 Ръ 0 180 5 3 3 0 0 1 0 0 0
4 д { ‘ > - 9 - 1 0 - 1 6 0 0 0
5 д < 2> 3 - 2 0 0 2 0
6 д < 3> 5 0 0 2 /9 5 /3 0

Т а б л и ц а  1.24

і Базис С о Ро А  і А% А з Р о

1 Р а 0 360 1 0 0 12
2 Ръ 0 192 0 1 0 8
3 Ръ 0 180 0 0 1 3
4 0 0 0 0 — 16
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С остав л яем  вспом огател ьную  и осн ов н ую  таблицы  (т а б л .  
1.23 и 1 .2 4 ). С н ач ал а  в та б л . 1.23 на о сн ов е  исходны х данн ы х  
за п о л н я ем  первы е три строки стол бц ов  векторов Р 0, P i,  ..., Рб, 
а в та б л . 1.24 —  первы е три строки стол бц ов  векторов Ро, А и 
Аг,  Аз  (эл ем ен ты  стол бц ов  векторов А  і, А 2 , А з  п р едстав л я ю т  
со б о й  соотв етств ую щ и е столбцы  матрицы  В ~ [) .  П о сл е  этого  
н аходи м  вектор Q(l\  ком поненты  которого зап и ш ем  в 4-й строке  
та б л . 1.23. Э ти числа о п р едел я ем  по ф ор м ул е ( 3 8 ) ,  т. е. п ол у
чаем  в р езу л ь та т е  скалярны х п р ои зв еден и й  вектора С  б на с о о т 
ветств ую щ и е векторы  Д :

В 4-й  стр оке т а б л . 1.24 в сто л б ц е  вектора Ро за п и са н о  т а к ж е  
зн ач ен и е целевой ф ункции за д а ч и  при исходн ом  опорном  п л а 
не, к оторое п ол учен о как резул ь тат  ск ал я р н ого  п р ои зв еден и я  
вектора Сб на вектор Р 0:

П о сл е  зап ол н ен и я  4-й  строки та б л . 1.24 най ден ны е компоненты  
вектора й (1) зап и сы в аем  в та б л . 1.23. Н а осн ов е данны х этой  
таблицы  по ф ор м ул е (3 9 ) находи м  числа Д ^ :

Т а к  как среди  чисел Д)1* им ею тся отри цательны е, то  исходны й  
опорны й план не явл яется  оптим альны м . П ер ей д ем  к новом у  
оп ор н ом у плану. В ектор , который при этом  с л ед у ет  ввести в б а 
зи с , оп р едел я ю т по н аи больш ей  а бсол ю тн ой  величине о т р и ц а 
тельны х чисел Д )0. В дан н ом  сл у ч а е  это  ч и с л о — 16, которое  
н а х о д и тся  в с т о л б ц е  вектора Рз табл . 1.23. П о эт о м у  последний  
ст о л б ец  та б л . 1.24 отводим  для вектора Рз. В этом  сто л б ц е  за п и 
сы ваем  ком поненты  р а зл о ж ен и я  вектора Р 3 по векторам  д а н 
ного б а зи с а . О ни о п р ед ел я ю тся  в р езу л ь та т е  у м н ож ен и я  м атри 
цы В ~ '  (за п и са н н о й  в та б л . 1.24) на м а т р и ц у -сто л б ец , э л е м ен 
там и которой являю тся  ком поненты  вектора Р з (за п и са н н ы е в 
та б л . 1 .2 3 ):

М1> =  СвЛ, = = 0 - 1 + 0 - 0 +  0 -0  =  0, 

^ 1> =  СбЛ2 =  0 - 0 + 0 - 1  + 0 - 0  =  0, 

4 ') =  СвДз =  0 -0  +  0 - 0 + 0 - 1 = 0 .

Р0 =  СбРо =  0 ■ 360 +  0 • 192 +  0 • 180 =  0.

Д),) =  £2(|)Р | — С, = 0 - 1 8  +  0 -6  +  0 -5  — 9 =  - 9 ,  
ду) =  О<|)р2_ С 2 =  0 -1 5  +  0 - 4 + 0 - 3 -  1 0 =  - 1 0 ,
ДУ) =  0 (|)Р з - С 3 =  0 -1 2  +  0 - 8  + 0 - 3 - 1 6 =  - 1 6 ,

д У > = д ^ = д ^ = о .
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Е сли бы ср еди  най ден ны х чисел  не бы ло пол ож и тел ьны х, 
т о  за д а ч а  не им ела бы опти м альн ого пл ана. П оск ол ьк у п о л о 
ж ител ьны е ч исла им ею тся , переходи м  к новом у опор н ом у п л а 
ну. Д л я  это го  в в едем  в б а зи с  вектор Рз,  а исклю чим из него  
вектор Ps.  В ы вод из б а зи с а  вектора Ps  о б у сл о в л ен  тем , что  
m in {хі0/Хіз) =  m in  (3 6 0 /1 2 ;  1 9 2 /8 ;  1 8 0 / 3 ) =  1 9 2 /8  д о ст и га ет ся  
при / =  5.

С читая теп ер ь число 8 р азр еш аю щ и м  эл ем ен том , а 2-ю  ст р о 
ку и ст о л б ец  вектора Р з т а б л . 1.24 —  нап равл яю щ им и , п ер ех о 
ди м  к т а б л . 1.25, в которой элем енты  первы х трех  строк стол б-

Т а б л и ц а  1.25

і Бази с Со Ро Л  і Л 2 -4з Ро

1 P i 0 7 2 1 — 3 / 2 0 9
2 Р з 16 2 4 0 1 / 8 0 2

3 Яб 0 1 0 8 0 — 3 / 8 1 3 / 2

4 3 8 4 0 2 0 —  2

цов векторов Ро, Л і , А 2 и Л,3 найдены  с пом ощ ью  известны х п р а
вил п ер ех о д а  от одной  сим п лек с-табли цы  к д р угой . П о сл е  этого  
н аходи м  ком поненты  вектора £2(2). И х зн ач ен и я  пол учаю тся  
в р езу л ь та т е  ск ал я р н ого  п р ои зв еден и я  вектора Со и со о тв ет 
ств ую щ и х векторов А  і, Аз,  Л 3, ком поненты  которы х зап и сан ы  
в та б л . 1.25:

М2)= С б Л і = ( М - Н 6 - 0 + 0 - 0 = 0 ,

^ 2, =  СбЛ2 =  0 - ( - 3 / 2 ) + 1 6 - 1 / 8  +  0 - ( - 3 / 8 )  =  2,

Х ф = С ь А 3 =  0- 0 + 1 6 - 0  +  0 - 1 = 0 .

П олученн ы е ком поненты  вектора Q<2) зап и сы в аем  в 4-й  ст р о 
ке та б л . 1.25 и в соотв етств ую щ ем  с т о л б ц е  та б л . 1.23. П о сл е  
эт о г о  находи м  числа Д<2> и зап и сы в аем  их в 5-й  стр оке таблиц ы . 
Т ак как ср еди  чисел Д)2) есть  отр и ц ател ь н ое (— 2 ) ,  то  н а й д ен 
ный опорны й план Х = ( 0 ;  0; 24; 72; 0; 108) не является  оп ти 
м альны м. П о эт о м у  в табл . 1 .25 отводим  п оследний  сто л б ец  дл я  
вектора Рз.  Е го ком поненты  в новом б а зи с е  о п р ед ел я ю тся  в 
р езу л ь та т е  ум н о ж ен и я  м атрицы  В ~ '  (эл ем ен та м и  которой я в 
л я ю тся  числ а та б л . 1.25, стоя щ и е в с т о л б ц а х  векторов А \ ,  Аз ,  
Л з) на м атр и ц у -сто л б ец , эл ем ен там и  которой являю тся  ком по
ненты вектора Рз  (зап и сан н ы е в т а б л . 1 .2 3 ):

/  1 - 3 / 2  0 \  ( \ Ь
I 0 1/8 0 I
\ 0  - 3 / 8  l / \ 3
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Н ай ден н ы е числа зап и сы в аем  в сто л б ц е  вектора Р 2 т а б л . 1.25. 
Т ак как ср еди  эти х  чисел им ею тся  п ол ож и тел ьны е, то  п е р е х о 
ди м  к новом у оп ор н ом у п л ан у (т а б л . 1 .2 6 ) . Э то  д о ст и га ет ся  
в веден и ем  в б а зи с  вектора Р 2 и исклю чением  из него вектора Р 4.

Т а б л и ц а  1.26

і Базис Се Ро А\ Лг Л з

1 Р 2 10 8 1 /9 - i / e 0
2 Ръ 16 20 — 1/1 8 5 /2 4 0
3 Рб 0 96 — 3 /2 - 1 /8 1

400 2 /9 5 /3 0

П о сл е  зап ол н ен и я  первы х трех строк та б л . 1.26 вы числяем, 
как и выш е, ком поненты  вектора й (3), зап и сы в аем  их в 4-й  ст р о 
ке та б л . 1 .26 и в со о тв етств ую щ ем  сто л б ц е  та б л . 1.23. З а т ем  
вы числяем  числа Д)3). Эти числа зап и сан ы  в 6 -й стр оке та б л . 1.23. 
Т ак как ср еди  них нет о т р и ц а т ел ь н ы х ,то  найденны й опорны й  
план Х * = ( 0 ;  8 ; 20; 0; 0; 9 6 ) яв л я ется  оптим альны м. П ри этом  
п л ан е ц ел ев а я  ф ункция за д а ч и  прин им ает св ое  м ак си м ал ьн ое  
зн а ч ен и е  Р шах =  400 .

1.48 . Н айти м одиф ицированны м  сим п л ек с-м етодом  реш ен ие  
за д а ч и  1.46, со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ач ен и я  
ф ункции F =  2x\  — З х 2 +  6х 3 — х 4 при усл о в и я х

2*i + * 2  — 2*з+  *4 =  24,

*i -J- 2*2 Н-  4*3 -f- *5 =  22,

*1 —*2 +  2*3 — *6= 10,

* , > 0  0 = й б ) .

Р е ш е н и е .  Д л я  сф ор м ул и р ов ан н ой  за д а ч и  нельзя  н еп о ср ед 
ств ен н о  н ап и сать  опорны й план. П о эт о м у  рассм отр и м  р а сш и 
ренн ую  за д а ч у : найти м аксим ум  ф ункции f  =  2 x t — З х 2 - | - 6x 3 +  
- j - x 4 — M x j  при усл о в и я х

( 2 х і -j- Х2 — 2хз  -j- Х \ === 24, 

х  і -Г 2 x 2 -Г 4*з ~{-Х5 =  2 2 ,

X [ —  X2~ir 2Хз  —  Хб - р  Х 7 —  10 ,

х ,5?0  ( / =  Т 7 ) .

Р асш и р ен н а я  з а д а ч а  им еет опорны й план Х = ( 0 ;  0; 0; 24; 
2 2 ; 0 ; 10 ) ,  которы й о п р ед ел я ется  б а зи со м , образов ан н ы м  в ек то
рам и Р 4, Р 5, Ру. Т ак как эти векторы  единичны е, то  м атри ца,
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со ст а в л ен н а я  из ком понент эти х векторов В ,  и о б р а т н а я  к ней 
В -1  являю тся единичны ми.

Т а б л и ц а  1.27

і Базис Со Ро
2 — 3 6 1 0 0 - м

й"> а <*>э<3>
Pi Рг Рз Рз Рь Ро Pi

1 Р  4 1 24 2 1 — 2 1 0 0 0 1 і 1
2 Р з 0 22 1 2 4 0 1 0 0 0 0 2
3 Pi - м 10 1 —  1 2 0 0 1 - м 4 0
4 д ( '> — М М  +  4 — 2Л1— 8 0 0 м 0
5 д * > 4 0 0 0 0 - 4 4 +  Л4
6 д ( 3> 2 8 0 0 2 0 М

Т а б л и ц а  1.28

і Базис С„ Ро А  і А г Аз Рз

1 Рз 1 24 1 0 0 — 2
2 Рь 0 22 0 1 0 4
3 P i — Л4 10 0 0 1 2
4 - 1 0 4 4  +  24 1 0 — м

С остав л яем  в спом огател ьную  и осн ов н ую  таблиц ы  (т а б л . 
1.27 и 1 .2 8 ). З а т ем  находи м  ком поненты  вектора й (1), за п и сы 
ваем  их в 4-й  стр оке та б л . 1.28 и в соотв етств ую щ ем  сто л б ц е  
т а б л . 1.27. П о сл е  это го  находи м  числа Д)!) зап и сы в аем  их в 4-й  
стр ок е т а б л . 1.27. Т ак как под М  пон им ается  нек отор ое  сколь  
у го д н о  б о л ьш ое п ол ож и тел ь н ое число, т о  ср еди  чисел есть  
д в а  отрицательны х: — М и  — 2А4— 8. Н а и б о л ь ш ее  по а б со л ю т 
ной величине отри ц ател ь н ое число н а х о д и тся  в сто л б ц е  век то
ра Р з. П о эт о м у  в п осл едн ем  сто л б ц е  та б л . 1.28 зап и сы в аем  ком 
поненты  р а зл о ж ен и я  вектора Рз  п о  векторам  д а н н о го  б а зи с а . 
В в о д я  в б а зи с  вектор Рз  и исклю чая из н его  вектор P i,  п ер е
ходим  к новом у опор ном у пл ану (та б л . 1 .2 9 ).

Т а б л и ц а  1.29

і Базис Со Ро л , А  2 Аз Ро

1 Рз 1 34 1 0 1 — 1
2 Рь 0 2 0 1 - 2 2
3 Р з 6 5 0 0 1 /2 - 1 / 2
4 54 1 0 4
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Н айденны й опорны й план Х = ( 0 ;  0; 5; 2; 34; 0 ) проверяем  
на опти м альн ость. Д л я  эт о го  находи м  вектор и оп р едел яем  
числа Aj2). Так как ср еди  эт и х  чисел есть  отри цател ьны е ( — 4 ) ,  
т о  в та б л . 1.29 за п о л н я ем  сто л б ец  вектора Рв  и переходи м  
к новом у опор н ом у п л ан у  (та б л . 1 .3 0 ).

Т а б л и ц а  1.30

і Базис Со Ро А , А  2 Лз

1 P  4 1 35 1 1/2 0
2 Яб 0 1 0 1/2 - 1
3 Яз 6 11/2 0 1/4 0
4 68 1 2 0

Н а х о д и м  вектор Q(3), зап и сы в аем  его  ком поненты  в 4-й  с т р о 
ке та б л . 1.30 и в соотв етств ую щ ем  сто л б ц е  т а б л . 1.27. П о сл е  
эт о го  н аходи м  числа Д}3). Эти числа за п и са н ы  в 6-й  стр оке  
та б л . 1 .27. Так как ср еди  у к азан н ы х чисел нет отри цательны х, 
т о  найденны й опорны й план ^ * = ( 0 ;  0; 1 1 /2 ;  35; 0; 1) явл яется  
оптим альны м  планом  исходной  за д а ч и . П ри этом  плане цел ев ая  
ф унк ция приним ает св ое  м ак си м альн ое зн ач ен и е F max =  68.

С р ав н и в ая  п р оц ессы  н а х о ж д ен и я  реш ен ия приведен ны х  
вы ш е за д а ч  сим плексны м  м етодом  и м одиф и ци рованн ы м  си м п 
лексны м м етодом , зак л ю ч аем , что при исп ол ьзов ан и и  п осл ед н его  
м ето д а  п о н а д о б и л о сь  проводить м еньш е вы числений. Э то  х а р а к 
тер н о  и дл я  н а х о ж д ен и я  реш ен ия д р у ги х  за д а ч  ли н ей н ого  п р о 
гр ам м ир овани я, п р еж д е  всего  таки х, дл я  которы х число т  с у 
щ еств ен н о  м еньш е, н еж ел и  п. П о эт о м у  во м ногих сл у ч а я х  при  
вы бор е м ето д а  реш ен ия конкретны х за д а ч  п р едп очтен и е о т д а е т 
ся  м оди ф и ц и р ов ан н ом у си м п лек сн ом у м ето д у . П ри этом  дл я  
различ ны х ф орм  эт о го  м етода  р а зр а б о т а н ы  стан дар тн ы е п р о
грам м ы  его  и сп ол ьзов ан и я  при реш ении конкретны х за д а ч  на  
Э В М .

Используя рассмотренные методы, найдите решение задач 1.49—
1.64.

1.49. F =  3xi 4 - 2x3 — 6Хб-»-шах;

{2xi +  х 2 — Зх3 +  6х6 =  18,
— Зх і -(- 2хз -(- Х4 — 2х6 =  24,

Xi -j- Зхз — Х5 —— 4х6 = 3 6 ,

х,> о У=Тб).
1.50. F =  2xi + 3 х 2 — x4->-max;

t
2xi — x2 — 2x4-f-x5 =  16,

Эх, + 2X2 +  X3 — 3x4= 1 8 ,

— Xi -f- 3x2 -f- 4x4 4-Хб =  24, 

x ^ O  ( / = I X ) .64



1.51. F  =  8x2 +  7x 4 +  X 6 ~ > m a x ;

x , >  о  ( /= T 6 “ ).
1.52. /-■ =  леї Злгг — 5x4->-max;

{{2x i  -f- 4^ 2  *4“ Л-3 -j-  2 x 4 == 2 8 ,

—  Зх і -j- 5x 2 — ЗХ4 -j-  X5 =  30,  
4xi — 2x2 Ч-  8x 4 -j-  Хб=  32,

1.53. F =  Зхі - f 2 x s — 5x6-»-max;

x , > 0  ( ,= T ? T ) .
1.54. F =  x, -\-2x2 — Jc3- 4-m ax; 

f  —  x i +  4 x 2 —  2 x 3 < : 6 ,

< x\  x2 - |- 2хз ̂  6,

(. 2xi — x2 +  2x3 =  4,
Xi, x2, х з ^ О .

1.55. F =  8xi — Зх2 +  х3 +  6х 4 — 5x5->m ax;

Г 2xi -|-4х2 4-хз-|-Х 4— 2^5 =  28,

л X i — 2х2 +  х4 +  Х5 =  31,

(. ■—x i -)-Зх2 ~|~ 5хз-|-4х4— 8x5= 118 ,

1.5S. F =  2xi — З х 2 +  4 х з  +  5 х 4 —xs +  8x6-»-max;
Г х і —(~ 5х2 — Зхз — 4х4 2x5 -(- Хб =  120,

2xi + 9 х 2 — 5хз — 7х4 -j- 4x5 -j- 2x6 =  320, 
Ху> 0  ( /= Т Д Г ) .

1.57. F =  — Зхі + 5 х 2 — Зхз +  Х4 +  х5 +  8х6-»-шах;

{Х| —  З х 2 -j-  4 х з  - j-  5 х 4 —  6 x 5 Хз  =  6 0 ,

7xi — 17 х 2 +  2 6 х з  +  ЗІХ4 — 3 5 х 5 +  6х6 =  4 2 0 , 

Х ;>  0 (У = 1 ,6  ).

1.58. F =  5xi — Х2 +  8Х3+  10х4 — 5х5-|-Хб->-тах;

! 2 Х і —  Х 2  - J -  3 X 4  - j -  Х 5  —  Х б  =  3 6 ,

— х і — 2хг Хз ~Ь 2x4 -f- 2хб =  20,

3 X 2  —  Х 2 ~ \ ~  2 х з  —  Х 4  - j -  З Х 5  - f -  X q  =  ЗО,

*1, Х2, Хз, Х4, Х б ^ О .

* і > 0 ( / = 1.6 )•
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1.59. Определить оптимальный план производства изделий по усло
виям задачи 1.1.

1.60. О пределить оптимальный план перевозок груза по условиям 
задачи  1.4.

1.61. Определить оптимальный план производства продукции кон
дитерской фабрикой по условиям задачи 1.5.

1.62. На швейной фабрике для изготовления четырех видов изделий 
может быть использована ткань трех артикулов. Нормы расхода тка 
ней всех артикулов на пошив одного изделия приведены в таблице. 
В ней ж е указаны  имеющееся в распоряж ении фабрики общее коли
чество тканей каж дого  артикула и цена одного изделия данного вида. 
Определить, сколько изделий каж дого вида долж на произвести ф абри
ка, чтобы стоимость изготовленной продукции бы ла максимальной.

Артикул
ткани

Норма расхода ткани (м) на одно 
изделие вида Общее количе

ство ткани (м)
1 2 3 4

I 1 _ 2 1 180
II — 1 3 2 210

III 4 2 — 4 800

Цена одного
изделия (руб.) 9 6 4 7

1.63. Предприятие выпускает четыре вида продукции и использует 
три типа основного оборудования: токарное, фрезерное и ш лиф оваль
ное. З атр аты  времени на изготовление единицы продукции для к аж до 
го из типов оборудования приведены в таблице. В ней ж е указаны  общий 
фонд рабочего времени каж дого из типов оборудования, а такж е при
быль от реализации одного изделия данного вида. Определить такой 
объем выпуска каж дого из изделий, при котором общ ая прибыль от их 
реализации является максимальной.

Тип
оборудования

Затраты времени (станко-ч) 
на единицу продукции вида

Общий фонд ра
бочего времени 

(станко-ч)1 2 3 4

Токарное 2 1 1 3 300
Фрезерное 1 — 2 1 70
Ш л и ф о вал ь

ное 1 2 1 — 340

Прибыль от
реализации
единицы про
дукции (руб.) 8 3 2 1
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1.64. Д л я  перевозок груза на трех линиях могут быть использова
ны суда трех типов. П роизводительность судов при использовании их 
на различных линиях характеризуется данными, приведенными в табл и 
це. В ней ж е указаны  общ ее время, в течении которого суда каж дого 
типа находятся в эксплуатации, и минимально необходимые объемы 
перевозок на каж дой из линии. Определите, какие суда, на какой линии 
и в течение какого времени следует использовать, чтобы обеспечить 
максимальную  загрузку судов с учетом возмож ного времени их эксплуа
тации.

Тип
судна

Производительность судов (млн. тонно- 
миль в сутки) на линии

Общее время 
эксплуатации 
судов (сут.)

1 2 3

I 8 14 11 300
II 6 15 13 300
III 12 12 4 300

Заданны й 
объем перево
зок (млн. тон
но-миль) 3000 5400 3300

§ 1.5. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПАКЕТОВ ПРИКЛАДНЫХ  
ПРОГРАММ ДЛ Я  РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ  
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В п р еды дущ и х п а р а гр а ф а х  мы ра ссм о тр ел и  м етоды  н а х о ж д е 
ния реш ен ия различны х за д а ч  ли н ей н ого  пр ограм м ир ования . 
Э ти м етоды  оп р едел я ю т алгоритм ы  реш ен ия конкретны х за д а ч .  
П о д  алгоритм ом  им еется  в виду о п р ед ел ен н о е  пр авил о, со гл а сн о  
к отор ом у уста н о в л ен  соотв етств ую щ и й  п ор ядок  вы полнения  
дей ств и й  н а д  исходны м и данны м и в ц ел я х  пол учения иском ы х  
р езу л ь та то в .

З н а я  алгоритм  реш ен ия дан н ой  конкретной за д а ч и , м ож н о  
состав и ть  п р ограм м у ее  реш ен ия на Э В М . О дн ак о во многих  
сл у ч а я х  сост а в л ен и е  такой програм м ы  о к а зы в а ется  излиш ним , 
поскольку м о ж н о  в осп ол ьзов ать ся  сущ еств ую щ и м и  пак етам и  
прикладны х програм м .

П акет  прикладны х програм м  (П П П ) п р ед став л я ет  со б о й  
н абор  п рограм м , позвол яю щ и й реш ать опр едел енны й к л асс  
за д а ч  и ориентированны й на опр еделенны й тип маш ин. Р а с с м о т 
рим б о л ее  п о д р о б н о  н а и б о л ее  ч а ст о  и спол ьзуем ы е д л я  н а х о ж д е 
ния реш ен ия за д а ч  ли нейного  п р ограм м и р ован и я пакеты  при
кл адны х програм м : П П П  «Л и н ей н о е  пр ограм м и р ов ан и е-2»
(П П П  Л П 2 ) и П П П  « Л и н ей н ое п р ограм м и р ов ан и е в А С У »  
(П П П  Л П  А С У ).
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1. Использование ППП ЛП2 для нахождения решения задач 
линейного программирования. П П П  Л П 2  п р ед н а зн а ч а ет ся  д л я  
реш ен ия за д а ч  п од  упр авл ением  ди ск ов ой  оп ерац и он н ой  с и с т е 
мы Д О С  ЕС; при этом  и сп ол ьзуется  алгоритм  м о д и ф и ц и р ов ан 
н ого  си м п л ек с-м етода . П ри м ен ен ие П П П  Л П 2  п озв ол я ет  н а х о 
д и ть  реш ен ия за д а ч  ли нейного пр ограм м ир ования с 2 0 0  огр ан и 
чениям и на м аш и н ах с операти вной  пам ятью  32  К байт и с 
1500 ограничениям и на м аш ин ах с пам ятью  64  К бай т . П ри этом  
в м аш ин у в в одятся  с п ерф ок арт  лиш ь отличны е от нуля и с х о д 
ны е дан н ы е за д а ч и .

В у сл ов и я х  исп ол ь зов ан и я  д а н н о го  пак ета  прикладны х п р о 
грам м  поя в ля ется  в о зм о ж н о ст ь  одн ов р ем ен н о  хранить в пам яти  
маш ины  и сходны е дан н ы е нескольких за д а ч , реш ен ие к а ж д о й  
из которы х м о ж ет  н а х о д и ть ся  н еодн ок ратн о с учетом  р а зл и ч 
ных изм ен ен ий в цел евой  ф ункции и си стем е  ограничений . К р о 
м е того , пол ьзов ател ь  П П П  Л П 2  м ож ет  на б а з е  хр а н я щ и х ся  
в пам яти маш ины  различны х за д а ч  ф орм и ров ать  новы е за д а ч и .

Н а р я д у  с в о зм о ж н о стя м и  н а х о ж д ен и я  реш ен ия различны х  
з а д а ч  и сп ол ьзов ан и е П П П  Л П 2  п озв ол я ет  проводить ан ал и з  
пол учен н ого  реш ения. Э тот ан ал и з м о ж ет  бы ть сам ы м ш и ро
ким, что о п р ед ел я ется  п ол ьзов ател ем . Н ап р и м ер , м о ж н о  о п р ед е 
лить , в каких и н тер в ал ах  м огут изм ен яться  коэф ф иц иенты  ц е 
л ев ой  ф ункции за д а ч и , так  чтобы  д а н н а я  за д а ч а  им ела один  
и тот ж е  оптим альны й план. Д а л е е , м о ж н о  вы явить у стой ч и 
вость опти м альн ого п л ана за д а ч и  относител ьно изм ен ен ия св о 
бодн ы х членов систем ы  ограничений , а т а к ж е  д р уги х  п ар ам етр ов  
за д а ч и .

Ч тобы  найти реш ен ие конкретной за д а ч и  ли нейного  п р о гр а м 
м ирования с и сп ол ьзован и ем  П П П  Л П 2 , н у ж н о  определенны м  
о б р а зо м  подготови ть исходны е данн ы е за д а ч и , ввести их в Э В М  
и осущ еств и ть  уп р ав л ен и е пр оц ессом  реш ен ия за д а ч и , о б е с п е 
чив в ы дачу необходи м ы х резул ь татов .

Таким о б р а зо м , п р о ц есс  н а х о ж д ен и я  реш ен ия конкретной  
за д а ч и  ли нейного  пр ограм м ир ования с исп ол ьзован и ем  
П П П  Л П 2  вклю чает сл ед у ю щ и е этапы:

1. С остав л я ю т м атем ати ческ ую  м одел ь  за д а ч и .
2. В соответствии  с требов ан и я м и  П П П  Л П 2  элем ен там  

м атем ати ческ ой  м одел и  присваиваю т оп р едел ен н ы е им ена.
3. П ер еп и сы в аю т м атем ати ческ ую  м одель  за д а ч и  с учетом  

введенн ы х имен.
4. С остав л я ю т м атри ц у исходны х данн ы х.
5. Зап и сы в аю т и сходн ы е данн ы е на сп ец и ал ьн ом  бланке.
6. О п р едел яю т  уп р ав л яю щ ую  п р ограм м у реш ен ия за д а ч и .
7. Н а х о д я т  реш ен ие за д а ч и  на Э В М .
8. П р ов од я т  ан ал и з полученного реш ения.
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1.65. И сп о л ь зу я  П П П  Л П 2 , найти реш ен ие за д а ч и  1.41, 
со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  п л ана и зготов л ен и я  и здел и й  А , В  и С, 
о б есп еч и в а ю щ его  максим альны й их вы пуск в стои м остн ом  вы ра
ж ен и и  с учетом  ограничений на в о зм о ж н о е  и сп ол ьзов ан и е сы рья  
т р е х  видов. Н орм ы  р а сх о д а  сы рья к а ж д о г о  в и да  на о д н о  и з д е 
л и е, цена  о д н о го  и здел и я  со о тв ет ст в у ю щ его  в и да , а та к ж е  
им ею щ егося  сы рья, приведены  в та б л . 1.31.

Т а б л и ц а  1.31

Вид сырья
Нормы затрат (кг) на одно изделие Общее количе- 

:тво сырья (кг)А В С

I 18 15 12 360
II 6 4 8 192
III 5 3 3 180

Цена одного из
делия (руб.) 9 10 16

Р е ш е н и е .  С остави м  м атем ати ческ ую  м одель  за д а ч и . И с 
комый вы пуск и здели й  А  обозн а ч и м  ч ер ез  Х |,  и здел и й  В  —  ч ер ез  
* 2, и здел и й  С  —  ч ер ез х 3. Т огда  м атем ати ч еск ая  постановк а  
за д а ч и  состои т  в оп р едел ен и и  м ак си м альн ого  зн ачен и я  ф ункции  
F —  9*1 +  10х2 +  16х3 при услов и я х

18xi +  1 5 х г + 1 2 х 3^ 3 6 0 ,

6 х і + 4 х2 +  8х з ^ 1 9 2 ,

5х  і +  3x2 +  Зхз ^  180,

Х\,  х 2, х 3^ 0 .

П ер еп и ш ем  теп ер ь ц елевую  ф ункцию  и си стем у  ограничений  
за д а ч и  в соотв етств и и  с тр ебов ан и ям и  П П П  Л П 2 . Д л я  эт о го  
п р еж д е  в сего  перем енны м , ограничениям  и целевой ф ункции  
присвоим  со о тв етств ую щ и е им ена. Эти им ена не до л ж н ы  с о д е р 
ж а т ь  б о л е е  восьм и сим волов  и бы ть инф орм ативны м и. П ер е 
менны м Хь х 2 и х 3 присвоим  со о тв етств ен н о  им ена И З Д А , И З Д В  
и И З Д С , ограничениям  —  им ена С Ы Р Ь Е  1, С Ы Р Ь Е 2 , С Ы Р Ь Е З , 
а цел евой  ф ункции —  имя С Т О И М . С учетом  вв еден и я  имен  
ц ел ев ая  ф ункция и си стем а  ограничений за д а ч и , с о гл а сн о  т р е 
бовани ям  П П П  Л П 2 , зап и сы в аю тся  в в иде уравнений:

С Т О И М  =  9 И З Д А  +  1ОИЗ Д В  +  16 И З  Д С  
С Ы Р Ь Е  1 =  1 8 И З Д А +  1 5 И З Д В  +  1 2 И З Д С  
С Ы Р Ь Е 2  =  6 И З Д А  +  4 И З Д В  + 8 И З Д С  
С Ы Р Ь Е З  =  5 И З Д А  +  З И З Д В  +  З И З Д С
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И з приведен ной  зап и си  видно, что в л ев ую  часть пол ученной  
систем ы  уравн ен ий  о д н а  и та ж е  п ер ем ен н ая  в ход и т  только один  
р а з . Т акие перем енн ы е, а им енно п ерем енн ы е С Т О И М , С Ы Р Ь Е ! , 
С Ы Р Ь Е 2  и С Ы Р Ь Е З , н азы в аю тся  строчными.  П ер ем ен н ы е  
И З Д А , И З Д В  и И З Д С  являю тся  столбцовыми.  Э ти перем енны е  
ни когда не м огут н аходи ть ся  в левой  части  уравн ен ий .

С л едую щ и м  ш агом  я в л я ется  за п и сь  исходн ы х д ан н ы х на 
сп ец и ал ьн ом  бл ан к е. П р е ж д е  чем это  сдел а т ь , состав и м  м атри цу  
и сходн ы х дан н ы х за д а ч и  (т а б л . 1 .3 2 ).

Т а б л и ц а  1.32

Строчные переменные
Столбцовые переменные Нижняя

граница
Верхняя
границаИЗДА И ЗД В И ЗД С

с т о и м 9 10 16
С Ы РЬ Е  1 18 15 12 0 360
С Ы РЬ Е 2 6 4 8 0 192
С Ы РЬ Е З 5 3 3 0 180
Н иж няя граница — — — — —
Верхняя граница . -

В  этой  та б л и ц е  соотв етств ую щ и м  о б р а зо м  за п и с а н а  п р и в е
д ен н а я  выш е си стем а  уравн ен ий , а т а к ж е  по всем  строчны м и 
столбц овы м  перем енны м  у к а за н а  о б л а ст ь  их в о зм о ж н ы х  и зм е 
нений.

И сп ол ьзуя  т а б л . 1.32, зап и ш ем  исходн ы е дан н ы е на бл ан ке  
д л я  их п о сл ед у ю щ ей  перф ор ац и и . П ри этом  бл ан к  р а зо б ь ем  на 
ш есть  вспом огательны х пол ей  (т а б л . 1 .3 3 ) . П о л е  L вклю чает  
позиц ии  с о  2-й  по 3-ю , п ол е 2  —  с 5-й  по  12-ю , пол е 3  —  с 15-й  
по 22-ю , поле 4 —  с 25-й  по 36-ю , п ол е 5  —  с 40 -й  по  47-ю , п о 
л е  6 —  с 50-й  по 61-ю .

Т а б л и ц а  1.33

Поле 1 2 3 4 5 6

Пози
ции

2—3 5—12 15—22 25—36 40—47 50—61

С т о л б ц о 
вая  пере
менная

С трочная
перемен
ная

К о э ф 
фици
ент

С трочная
перемен
ная

К о э ф 
фици
ент

В  поле 4  зап и ш ем  к оэф ф и ц и ен т, с  которы м сто л б ц о в а я  
п ер ем ен н ая , у к а за н н а я  в поле 2 , входи т  в ур ав н ен и е строчной
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п ерем ен н ой , пр и веден н ой  в п ол е 3. Т очно так  ж е  в п ол е 6  за п и 
ш ем  к оэф ф и ц и ен т , с  которы м сто л б ц о в а я  п ер ем ен н ая , у к а з а н 
н ая  в пол е 2, входи т  в у р ав н ен и е строчн ой  п ерем енн ой , п р и в е
д ен н о й  в поле 5.

З а п и си  исходн ы х дан н ы х на бл ан к е п р ед ш еств у ет  у к а за н и е  
к ом м ен тария, н ач и н аю щ егося  с си м в ол а >|< в позиц ии  1 и т р ех  
оп ер а т о р о в , которы е зап и сы в аю тся  с  позиц ии  1:
IN P U T  —  (н а ч а л о  в в ода  д а н н ы х );
N A M E  —  им я за д а ч и ;
L IS T O N  —  вы вод на печать и сходн ы х данн ы х.

Р а зм е щ е н и е  и величина ком м ен тар ия не ограничены . З д е с ь  
в к ач еств е ком м ентария взято: «исходн ы е данн ы е».

П о сл е  у к а за н и я  к ом м ен тария и т р ех  у к азан н ы х вы ш е о п е р а 
тор ов  зап и ш ем  исходны е дан н ы е в соотв етств и и  с описанны м и  
вы ш е п равилам и (ри с. 1 .1 0 ).

П ри записи исходны х данны х укаж ем  ограничения на столбцо
вые и строчны е перем енны е. Э ти ограничения зап и ш ем  с по
м ощ ью  сл ед у ю щ и х  обозн ач ен и й : FR  —  перем ен н ая  м о ж ет  при
ним ать лю бы е зн ачен и я  от — оо д о  оо; U B  — зн а ч ен и я  п ер ем ен 
ной ограничены  свер ху; LB —  зн а ч ен и я  перем енн ой  ограничены

1 10 20 30 40 50 6
INPUT
NAME ПЛАН і .. і .... і ,
/LISTON
«•ИСХОДНЫЕ ДА ИНЫЕ

И ЗДА t СТОИМ 9. 0 С Ы Р Ь Е 1 18. 0
ИЗДА СЫРЬЕ2 6. 0 СЫРЬЕЗ 5. 0
издв t СТОИМ 10. 0 С Ы Р Ь Е 1 15.0
издв СЫРЬЕ2 4. 0 СЫРЬЕЗ 3. 0
издс СТОИМ 16. 0 С Ы Р Ь Е 1 12.0
издс СЫРЬЕ2 8. 0 СЫРЬЕЗ 3. 0

«•ОГРАНИЧЕНИЯ
FR ОГР СТОИМ
UB ОГР С Ы Р Ь Е 1 360. 0
UB ОГР СЫРЬЕ2 192. 0
UB ОГР СЫРЬЕЗ 180. 0

jeNDATA*
.MOVE
1 DATA ПЛАН
! MAXIMIZE СТОИМ

BOUNDS ОГР
■ENDATA
1LPSOLUTI ON
END
/*

. . і .... і . . . . . -І.-І_L-i—V J_1

Рис. 1.10
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сн и зу; FX  —  п ер ем ен н ая  приним ает ф и к си ров ан н ое зн ач ен и е. 
П р и  этом  в сем у  н а б о р у  ограничений п р и св аи в аем  од н о  и т о  ж е  
им я, к оторое зап и ш ем  в к а ж д о й  строке.

В дан н ом  сл у ч а е  н а б о р у  ограничений присвоим  имя О Г Р . 
Д л я  н агл я дн ости  п ер ед  зап и сью  граничны х усл овий  д а д и м  к а 
кой -н и будь  ком м ентарий , наприм ер О Г Р А Н И Ч Е Н И Я . П о сл е  
эт о г о  в к а ж д о й  п о сл ед у ю щ ей  стр оке в пол е 1 ук азы в аем  о б о зн а 
ч ения, границы , в п ол е 2 —  имя н а б о р а  граничны х условий , 
в пол е 3 —  им я перем енн ой  и в поле 4 —  ч и сл ов ое зн ач ен и е г р а 
ничного усл ов и я  (ри с. 1 .1 0 ). П ри этом  по перем енны м , на к о т о 
ры е н а л о ж ен о  только тр еб о в а н и е  н еотри ц ател ь н ости , на б л а н 
к ах  ничего не зап и сы в аем . Е сли ж е  по перем ен н ой  за д а н ы  н и ж 
ний и верхний пределы , то  в одной  стр оке зап и ш ем  ниж ний п р е
д ел , а в д р у го й  —  верхний.

П о сл е  за в ер ш ен и я  за п и си  граничны х условий  ук азы в аем  
оп ер атор  окончания в в ода  E N D A T A , которы й зап и сы в аем  с 
позиц ии  1 (ри с. 1 .1 0 ) . З а т ем  зап и сы в аем  операторы , о б есп еч и 
в аю щ и е у п р ав л ен и е реш ением  и пол учени е нуж н ы х отчетов. 
У п равлени е реш ен ием  вклю чает в себ я  M O V E  —  о п ер атор  н а 
ч ала уп р ав л ен и я  реш ен ием , которы й за п и сы в а ем  с позиции 1. 
З а т ем  с позиц ии  5 ук азы в аем  оп ератор  D A T A , которы й откры 
в ает  д о ст у п  к и м ен уем ом у ф ай л у  исходн ы х данн ы х. О ператор  
M A X IM IZ E  ук азы в ает  на то, что о п р ед ел я ется  м ак си м ал ьн ое  
зн а ч ен и е  ц елев ой  ф ункции, а оп ер атор  B O U N D S  —  имя н а б о р а  
граничны х условий . У п равлени е реш ен ием  за в е р ш а ет с я  о п е р а 
т ором  окончания в в ода  E N D A T A , которы й за п и сы в ается  с п о зи 
ции 1.

О ператор  L P S O L U T IO N  обесп еч и в а ет  реш ен ие за д а ч и  и 
вы дает  отчет о реш ении за д а ч и . Э тот о п ер атор  зап иш ем  с п о зи 
ции 1. З а п и сь  на блан ке за в ер ш а ем  оп ератор ом  окончания  
E N D .

О тчет по реш ен ию  за д а ч и  вы дается  в виде д в у х  табл и ц . Д л я  
д а н н о й  за д а ч и  отчеты  приведены  в т а б л . 1.34 и 1.35.

Т а б л и ц а  1.34

Номер
итерации

Значение
стоимости

Число неудовлетворен
ных ограничений

О бщ ая сумма неудовле
творенных ограничений

0 0.0 0 0.0
2 400.000 0 0.0

О П ТИ М А Л ЬН О Е Р Е 
Ш ЕН И Е

о ш и б к а  н и ж е  ТО 
Л Е РА Н С А  НА 0.000
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В табл . 1.34 1-я строка х а р а к т ер и зу ет  н ач ал о реш ен ия з а д а 
чи, 2 -я  стр ок а —  окон чан ие реш ен ия. В д ан н ом  сл у ч а е  опти м аль
ный пл ан был пол учен  на II итерации.

Е сли бы за д а ч а  не им ела опти м альн ого  п л ан а, то  в м есто  слов  
О П Т И М А Л Ь Н О Е  Р Е Ш Е Н И Е  в отчете бы л бы тек ст Ц Е Л Е В А Я  
Ф У Н К Ц И Я  Н Е  О Г Р А Н И Ч Е Н А  или З А Д А Ч А  Н Е С О В М Е С Т Н А .

С трок а О Ш И Б К А  Н И Ж Е  Т О Л Е Р А Н С А  Н А  0 .0 0 0  у к азы в ает , 
на сколько н ак опленн ая  в п р о ц ессе  вы числений погреш н ость  
(о б у сл о в л ен н а я  конечны м числом  р а зр я д о в  м аш ин ного  сл о в а )  
вы ходит за  устан ов л ен н ы е П П П  Л П 2  пределы  (Т О Л Е Р А Н С ).

Т а б л и ц а  1.35

П еремен
ная

Тип
В х о 
дит

Значение в 
решении

В ерхн яя
граница

Н иж 
няя

граница

К оэф ф и
циент в 
целевой  
функции

Д вой ст
венная
оценка

И ЗД А LL 4 0.0 * * * 0.0 9.000 — 5.000
С Ы Р Ь Е  1 U L 0 360.000 360.000 0.0 0.0 —0.223
И ЗД В В * 4 8.000 * * * 0.0 10.000 0.0
И ЗД С В * 4 20.000 * Не * 0.0 16.000 0.0
С Ы РЬ Е 2 UL 0 192.000 192.000 0.0 0.0 — 1.667
С Ы РЬ Е З В * 0 84.000 180.000 0.0 0.0 0.0
СТОИМ В * 0 400.000 *  * * 0.0 — 1.000 — 1.000

И з отчета по реш ению  дан н ой  за д а ч и , пр и в еден н ого  
в та б л . 1 .35, видно, что оптимальны м  пл аном  п р о и зв о дст в а  
продукц ии  яв л я ется  план, со гл а сн о  котор ом у с л ед у ет  изготовить  
8 и здели й  В  и 20  издел и й  С. П ри таком  п л ан е о б щ а я  стои м ость  
и зготов л я ем ой  продукции р ав н а 4 0 0  руб . и и сп ол ьзуется  3 6 0  кг 
сы рья I в и да , 192 кг сы рья II вида и 84 кг сы рья III в и да  (ч то  
м еньш е и м ею щ егося  на 96  к г ). Э тот р езу л ь та т  за п и са н  в сто л б ц е  
З Н А Ч Е Н И Е  В Р Е Ш Е Н И И , где ук азан ы  зн ач ен и я  в сех  п ер ем ен 
ных, как строчны х, так  и стол бц ов ы х при оптим альном  плане  
за д а ч и . Тот ф акт, что при оптим альном  плане п р о и зв о дст в а  
продукц ии  сы рье I и II видов и сп ол ьзуется  полностью , о п р ед е 
л я ется  вторым стол бц ом  та б л . 1 .35, гд е  у к а за н  «тип» п ерем ен н ой . 
В этом  сто л б ц е  против перем енны х С Ы Р Ь Е  1 и С Ы Р Ь Е 2  стоя т  
о б о зн а ч ен и я  U L , ук азы в аю щ и е на то, что дан н ы е перем енны е  
приняли свои верхни е граничны е зн ач ен и я . И з это го  ж е  сто л б ц а  
в идн о, что п ерем ен н ая  И З Д А  приняла н и ж н ее  гранич ное зн а ч е 
ние (о б о зн а ч ен и е  L L ), а перем енны е И З Д В , И З Д С , С Ы Р Ь Е  и 
С Т О И М  приняли зн ач ен и я  из со о тв етств у ю щ и х  ин тер вал ов  их 
в озм ож н ы х изм енений (о б о зн а ч ен и е  В * ) .
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П ом и м о ук азан н ы х данн ы х, хар а к т ер и зу ю щ и х  реш ен и е з а д а 
чи, в т а б л . 1.35 стол бц ам и  «В ер хн я я  гр ан и ц а» , « Н и ж н я я  г р а 
н и ц а» и «К о эф ф и ц и ен т  в целевой  ф ункции» воспрои зведен ы  
усл ов и я  за д а ч и . В с т о л б ц е  « В х о д и т »  у к а за н о  число уравн ен ий , 
в которы е д а н н а я  сто л б ц о в а я  п ерем ен н ая  входи т , а в сто л б ц е  
« Д в о й ст в ен н а я  оц ен к а» —  со о тв етств ую щ и е числа А/, взяты е  
с пр отивопол ож н ы м  зн ак ом  (см . за д а ч у  1 .4 1 ). З а м ет и м , что зн аки  
п е р е д  ч ислам и А,- соотв етств ую т  сл уч аю  м и ним изац ии да н н о й  
ц ел ев ой  ф ункции.

1 .66 . Н а ткацкой ф аб р и к е  д л я  и зготов л ен и я  т р ех  артикулов  
ткани исп ол ьзую тся  ткац кие станки д в у х  типов, п р я ж а и к р а си 
тели . В та б л . 1 .36 указаны  пр ои зв оди тел ь н ость  станков к а ж д о го  
тип а, нормы р а с х о д а  пряж и и кр аси тел ей , цена 1 м ткани д а н н о го  
арти к ула, а т а к ж е  общ ий ф о н д  р а б о ч его  врем ени стан ков  к а ж 
д о г о  тип а, и м ею щ и еся  в р а сп о р я ж ен и и  ф абри ки  ф онды  пряж и  
и кр аси тел ей  и ограничения на возм ож н ы й  вы пуск ткан ей  д а н 
ного  арти кула.

Т а б л и ц а  1.36

Ресурсы
Нормы затрат на 1 м ткани артикула Общее коли

чество ресурсов1 2 3

П рои зводи тель
ность станков
(стан ко-ч):

I типа 0,02 — 0,04 200
11 типа 0,04 0,03 0,01 500

П р яж а  (кг) 1,0 1,5 2,0 15000
Красители (кг) 0,03 0,02 0,025 450
Ц ена 1 м ткани

(руб.) 5 8 8 —
Выпуск ткани (м ):

минимальный 1000 2000 2500 —
максимальный 2000 9000 4000 -

С остави ть  такой план изготовлен ия ткан ей , с о гл а сн о  кото
ром у б у д ет  п р о и зв ед ен о  в о зм о ж н о е  кол ич ество тканей д а н н о го  
арти кул а, а о б щ а я  стои м ость  в сех  ткан ей  м ак си м альн а.

Р е ш е н и е .  С оставим  м атем ати ческ ую  м одель  за д а ч и .  
П р ед п о л о ж и м , что предп ри яти е п р о и зв ед ет  Х\ м етров ткани  
1-го арти кула, х% м етров ткани 2 -го  артикула и Хз м етров ткани  
3 -го  арти кула. Т огд а  з а д а ч а  состоит  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ь
ного в стои м остн ом  вы раж ени и вы пуска ткани

F =  Ъх\ + 8 х 2 +  8хз (4 0 )

при вы полнении сл ед у ю щ и х  ограничений:
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на им ею щ и йся  ф он д  р а б о ч его  врем ени к а ж д о г о  из типов  
станков:

|  0 , 0 2 * ,+  0 ,0 4 * 3 < 2 0 0 ,  (4 1 )

1  0,04*1 +  0 ,0 3 * 2 +  0 ,0 1 х 3 < 5 0 0 ;  
на вы деленны е п редп ри яти ю  ф онды  п р яж и и краси телей:

( * i +  l ,5*2 +  2*3 <  1500,

І  0 ,0 3 * 1 +  0 ,0 2 * 2 +  0 ,0 2 5 * 3 < 4 5 0 ;  (4 2 )
на в озм ож н ы й вы пуск ткани к а ж д о г о  из артикулов:

1000 < * , < 2 0 0 0 ,

, 2 0 0 0  < * 2 < 9 0 0 0 ,  (4 3 )

2 5 0 0  < * 3<  4000 .

П ер еп и ш ем  теперь целевую  ф ункцию  и си стем у  ограничений  
в соотв етств и и  с требов ан и я м и  П П П  Л П 2 . Д л я  эт о г о  п р еж д е  
в сего  к а ж д о й  перем ен н ой , ограничения м  (4 1 ) ,  (4 2 )  и целевой  
ф ункции (4 0 )  присвоим  со о тв етств у ю щ и е им ен а. П ерем енн ы м  
* ь  * 2, *з присвоим  со отв етств ен н о  им ена Т К А Н Ы , Т К А Н Ь 2  
и Т К А Н Ь З, ограничениям  ( 4 1 ) — име на  С Т А Н І и С Т А Н 2, 
ограничениям  (4 2 )  —  им ена П Р Я Ж А  и К Р А С , а целевой  ф ун к 
ции (4 0 ) —  имя С Т О И М .

С учетом  введенн ы х им ен ц ел евую  ф ункцию  за д а ч и  и о гр а н и 
чения ( 41 ) ,  (4 2 ) зап и ш ем  в в и де сл ед у ю щ ей  систем ы  уравнений: 

СТ О И М  =  5 Т К А Н Ь 1 + 8 Т К А Н Ь 2  +  8 Т К А Н Ь З  
С Т А Н І = 0 ,0 2 Т К А Н Ы  + 0 ,0 4 Т К А Н Ь З
СТ А Н 2 = 0 ,0 4 Т К А Н Ы  + 0 ,0 3 Т К А Н Ь 2  +  0 ,0 1 Т К А Н Ь З  
П Р Я Ж А  =  Т К А Н Ь  1 + 1 ,5 Т К А Н Ь 2  +  2Т К А Н Ь З  
К Р А С  =  0 ,0 3 Т К А Н Ы  + 0 ,0 2 Т К А Н Ь 2  +  0 ,0 2 Т К А Н Ь З  

И сп о л ь зу я  полученны е урав н ен и я  и учиты вая зн ач ен и я  п р а 
вых ч астей  ограничений и граничны х усл овий , сост а в л я ем  
м атри ц у исходны х данн ы х за д а ч и  (та б л . 1 .3 7 ).

Т а б л и ц а  1.37

Строчные Столбцовые переменные Нижняя Верхняя
переменные ТКАНЫ ТКАНЬ2 ТКАНЬЗ граница граница

с т о и м 5 8 8
СТАНІ 0,02 — 0,04 0 200
СТАН2 0,04 0,03 0,01 0 500
ПРЯЖА 1 1,5 2 0 15000
КРАС
Н иж няя

0,03 0,02 0,025 0 450

граница
Верхняя

1,000 2000 2500 — ---

граница 2000 9000 4000 — ---
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1 10 20 30 40 5 0  62
INPUT
NAME ПЛАН
/LISTON
♦ИСХОДНЫЕ ДА ННЫЕ

Т К А Н Ь 1 СТОИМ 5. 0 СТАНІ 0. 02
Т К А Н Ь 1 CTAH2 0. 04 ПРЯЖА 1.0
Т К А Н Ы КРАС 0. 03
ТКАНЬ2 СТОИМ S. 0 СТАН2 0. 03
ТКАНЬ2 ПРЯЖА 1.5 КРАС 0. 02
ТКАНЬЗ СТОИМ 8. 0 СТАНІ 0. 04
ТКАНЬЗ СТАН2 0. 01 ПРЯЖА 2. 0
ТКАНЬЗ КРАС 0. 025

♦ОГРАНИЧЕНИЯ
FR ОГР СТОИМ
LB ОГР Т К А Н Ы 1000.0
LB ОГР ТКАНЬ2 2000.0
LB ОГР ТКАНЬЗ 2500. 0
UB ОГР Т К А Н Ь 1 2000.0
UB ОГР ТКАНЬ2 9000. 0
UB ОГР ТКАНЬЗ 4000. 0
ив ОГР СТАНІ 200. 0
ив ОГР СТАН2 500. 0
ив ОГР ПРЯЖА 1500. 0
ив ОГР КРАС 450. 0

ENDATA
MOVE

DATA ПЛАН
MAXIMIZE СТОИМ
BOUNDS ОГР

ENDATA . . .. . ..L
LPSOLUTION
END
/♦

Рис. 1.11

Н а о сн ов е та б л . 1.37 исходны е дан н ы е за д а ч и , операторы  
уп р ав л ен и я  и операторы  опи сан ия зап и ш ем  на бл ан ке (ри с. 1. 11) .

П о сл е  это го  проводим  реш ен и е за д а ч и  на Э В М . Р езу л ь т а т  
реш ен ия приведен  в табл . 1.38.

И з та б л . 1.38 сл ед у ет , что оптимальны м планом  изготовл ен ия  
ткани явл яется  план, со гл а сн о  котор ом у вы пускается 1000 м 
ткани 1-го арти кула, 6 0 0 0  м ткани 2 -го  арти кула и 2 5 0 0  м ткани  
3 -го  арти кула. О б щ а я  стои м ость  изготов лен н ы х тканей равн а  
7 3  0 0 0  руб . П ри дан н ом  плане вы пуска тканей полностью  испол ь
зу е т с я  п р я ж а , оста ю т ся  неиспол ьзован ны м и краси тели и не п ол 
ностью  за гр у ж ен ы  станки I и II типов.
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Т а б л и ц а  1.38

Перемен
ная

Тип Вхо
дит

Значение 
в реше

нии

Верхняя
граница

Нижняя
граница

Коэффи
циент в 
целевой 
функции

Д войст
венная
оценка

Т К А Н Ы LL 5 1000.000 2000.000 1000.000 5.000 — 33.334
С Т О И М В* 0 73000.000 X X X X X X —  1.000 — 1.000
С Т А Н І В* 0 120.000 200.000 0.0 0.0 0.0
С Т А Н 2 В* 0 245.000 500.000 0.0 0.0 0.0
П Р Я Ж А U L 0 15000.000 15000.000 0.0 0.0 — 53.334
К Р А С В* 0 212.500 450.000 0.0 0.0 0 .0
Т К А Н Ь 2 В* 4 6000.000 9000.000 2000.000 8 .000 0.0
Т К А Н Ь З В* 5 2500.000 4000.000 2500.000 8.000 0.0

2. И сп ол ьзов ан и е П П П Л П  А С У  дл я  н а х о ж д ен и я  реш ен ия  
за д а ч и  л и нейного  п р ограм м ирования . П П П  Л П  А С У  п р е д н а зн а 
ч ается  д л я  реш ения за д а ч  п од  уп р авл ением  оп ерац и он н ой  
систем ы  ОС ЕС. С пом ощ ью  эт о го  пак ета  м ож н о  найти реш ен и е  
как за д а ч и  ли нейного  пр ограм м ир ования , так  и за д а ч и  частично  
ц ел оч и сл ен н ого  и некоторы х за д а ч  нели нейного п р огр ам м и р ов а
ния.

П ри операти вной  пам яти , равной 1024 К бай т , м о ж н о  найти  
реш ен и е за д а ч  ли нейного и нел и нейного  пр ограм м и р ован и я , 
с о д е р ж а щ и х  д о  16 ООО ограничений при лю бом  числе перем енн ы х  
и за д а ч  ч асти ч н о-ц ел оч и сл ен н ого  пр ограм м и р ован и я , им ею щ их  
д о  4 0 9 5  целочислен ны х перем енны х.

И сп о л ь зо в а н и е  П П П  Л П  А С У  п озв ол я ет  п осл ед о в а тел ь н о  
находи ть  реш ен ие за д а ч , п ол учаю щ и хся  из исходн ой  с  пом ощ ью  
внесен ия изм ен ен ий  в исходны е данн ы е, а т а к ж е  построени я  
р азлич ны х целевы х функций. Н а р я д у  с этим  и сп ол ьзов ан и е  
ук а за н н ы х  програм м  д а ет  в о зм о ж н о ст ь  п ол учать отчеты , н е о б х о 
дим ы е дл я  п р оведен и я ш ирок ого п о сл еоп ти м и зац и он н ого  а н а 
л и за  реш ен ия за д а ч  ли н ей н ого  и нели нейного пр огр ам м и р о
вания, а т а к ж е  проводить д р у ги е  различны е и ссл ед о в а н и я , 
обусл ов л ен н ы е рациональны м  п о д х о д о м  к реш ен ию  за д а ч  
м атем ати ч еск ого  програм м ирования .

Н а х о ж д е н и е  реш ен ия за д а ч и  л и н ей н ого  пр ограм м ир ования  
с  исп ол ьзован и ем  П П П  Л П  А С У  вклю чает те ж е  основны е  
этапы , что и при ее  реш ении с и сп ол ьзов ан и ем  П П П  Л П 2 .

1 .67. М аш и н остр ои тел ьн ое пр едп ри яти е д л я  изготовл ен ия  
четы рех видов продукции и сп ол ьзует  ток ар н ое, ф р езер н о е , с в ер 
ли л ьное, р а сточ н ое и ш л и ф ов ал ьн ое о б о р у д о в а н и е , а т а к ж е  
к ом плектую щ и е и здел и я . К ром е то го , сб о р к а  и здел и й  т р еб у ет
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вы полнения оп р едел ен н ы х сб о р о ч н о -н а л а до ч н ы х  р а б о т . Н орм ы  
за т р а т  в сех  видов р есу р со в  на и зготов л ен и е к а ж д о г о  из и здели й  
приведены  в т а б л . 1.39. В этой ж е  т а б л и ц е  ук азан ы  наличны й  
ф о н д  к а ж д о г о  из р есу р со в , прибы ль от р еа л и за ц и и  единицы  
продукц ии  д а н н о го  вида, а т а к ж е  огр анич ения на в озм ож н ы й  
вы пуск продукции 2 -г о  и 3 -в и д а .

Т а б л и ц а  1.39

Ресурсы
Нормы затрат на изготовление 

одного изделия
Общий 

объем ре
сурсов

1 2 3 4

Производительность обо
рудования (человеко-ч):

токарного 550 — 620 — 64 270
фрезерного 40 30 20 20 4 800
сверлильного 86 110 150 52 22 360
расточного 160 92 158 128 26 240
ш лифовального — 158 30 50 7 900

Комплектую щ ие изде
лия (шт) 3 4 3 3 520

Сборочно-наладочные р а 
боты (человеко-ч) 4,5 4,5 4,5 4,5 720

П рибыль от реализации
одного изделия (руб.) 315 278 573 370 —

Выпуск (ш т.):
40минимальный — —- — —

максимальный — — 120 — —

Н айти  план вы пуска продукции, при котором  прибы ль от ее  
р еа л и за ц и и  я в л я ется  м аксим альной.

Р е ш е н и е .  С остав и м  м атем ати ч еск ую  м одел ь  за д а ч и . 
П р ед п о л о ж и м , что пр едп ри яти е изготов и т  Х[ и здел и й  1-го ви да, 
х 2 и здел и й  2 -го  в и да , х 3 и здел и й  3 -го  в и да  и х 4 и здел и й  4 -г о  ви да . 
Т о гд а  з а д а ч а  со стои т  в оп р едел ен и и  м ак си м альн ого  зн ач ен и я  
прибы ли

F  =  3 1 5 x i + 2 7 8 x 2  +  573^3 +  370x4 (4 4 )

при ограничениях:
на им ею щ и йся ф о н д  р а б о ч его  врем ени к а ж д о й  из групп  

обо р у д о в а н и я :
’ 5 5 0 x i  +  6 2 0 х 3 < 6 4  270 ,

4 0 x i  +  3 0 x 2 +  2 0 х 3 +  2 0 х 4 <  4 8 0 0 ,

' 8 6 х і  +  1 1 0 х 2 + 1 5 0 х з  +  5 2 х 4 < 2 2  3 6 0 ,  ( 4 5 )

1 6 0 x 1 +  9 2 х 2+ 1 5 8 х 3+ 1 2 8 х4 < 2 6  240 ,
158х2+  З 0 х 3 +  5 0 х 4 < 7 9 0 0 ;
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на в о зм о ж н о е  и сп ол ьзов ан и е ком плектую щ их изделий:
З х і 4 х г З х з - } ~  Зх 4 520; (46)

на в озм ож н ы й  о б ъ ем  вы полнения сб о р о ч н о -н а л а до ч н ы х  работ: 
4 ,5x1 +  4,5x2 +  4 ,5 х 3 +  4 ,5 х 4 <  720; (47)

на возм ож н ы й вы пуск и здел и й  к а ж д о г о  вида:
х 2 ^ 4 0 ,  (4 8 )

х 3 <  120,

x i ,  х 3, х 4 > 0 .  (49)

П ер еп и ш ем  теперь ц ел евую  ф ункцию  и си стем у  ограничений  
наш ей за д а ч и  в соответствии  с тр ебов ан и я м и  П П П  Л П  А С У . Эти  
тр еб о в а н и я  аналогичны  тр ебов ан и я м , предъ являем ы м  к зап и си  
за д а ч и  П П П  Л П 2 .

П ри свои м  переменны м  Xi, х 2, х 3 и х 4 соотв етств ен н о  им ена  
П Р 1 , П Р 2 , П Р З  и П Р 4 , ограничениям  (4 5 ) —  им ена Т О К А Р , 
Ф Р Е З Е Р , С В Е Р Л И Л , Р А С Т О Ч  и Ш Л И Ф О В А Л , ограничениям  
(4 6 ) и (4 7 )  —  им ена К О М П Л Е К Т  и С Б О Р К А , а  цел евой  ф ун к 
ции (4 4 )  —  имя П Р И Б .

С учетом  введенн ы х имен цел ев ую  ф ункцию  за д а ч и  и огр а н и 
чения (4 5 ) —  (4 7 )  зап иш ем  в виде сл ед у ю щ ей  систем ы  у р а в 
нений:

П Р И Б  = 3 1 5 П Р 1  +  2 7 8 П Р 2  +  5 7 3 П Р З  +  3 7 0 П Р 4

Т О К А Р  = 5 5 0 П Р 1  + 6 2 0 П Р З

Ф Р Е З Е Р  =  4 0 П Р 1 +  3 0 П Р 2 +  2 0 П Р З  +  2 0 П Р 4

С В Е Р Л И Л  =  8 6П Р 1 +  1 1 0 П Р 2 +  1 5 0 П Р З  +  5 2 П Р 4
РА С Т О Ч  = 1 6 0 П Р 1 +  9 2 П Р 2 +  1 5 8 П Р З +  1 2 8 П Р 4
Ш Л И Ф О В А Л  =  1 5 8 П Р 2  +  З О П Р З +  5 0 П Р 4

К О М П Л Е К Т  =  З П Р І - f  4 П Р 2 +  З П Р З +  З П Р 4

С Б О Р К А  =  4 , 5 П Р 1 + 4 , 5 П Р 2 +  4 ,5 П Р З +  4 ,5 П Р 4
И сп о л ь зу я  полученны е урав н ен и я  и учиты вая зн а ч ен и я  п р а 

вых ч астей  ограничений (строчны е перем енн ы е) и граничны е  
усл ов и я  на стол бц ов ы е перем енны е, состав и м  м атри цу и сходн ы х  
дан н ы х за д а ч и  (та б л . 1 .4 0 ).

Н а о сн о в е  т а б л . 1.40 исходны е дан н ы е зап и ш ем  на бл ан к е  
д л я  п о сл ед у ю щ ей  перф ор ац и и . П ри этом  исп ол ьзуем  р а зб и ен и е  
бл ан к а  на вспом огательны е поля ан ал оги ч н о тр еб о в а н и я м , 
предъ являем ы м  П П П  Л П 2 . О дн ак о  и сходн ы е дан н ы е из  
та б л . 1.40 переносим  на бл ан к  в «сек цион ном » ф орм ате.

З а п и сь  исходны х данны х на бл а н к е  н ач и н ается  словом  
N A M E  и зак ан ч и в ается  словом  E N D A T A  (ри с. 1 .1 2 ).

С л ов о  N A M E  зап и сы в аем  с позиц ии  1, а с  позиции 15 за п и сы 
в аем  имя, п р и св аи в аем ое за д а ч е , котор ое д о л ж н о  с о д е р ж а т ь  не 
б о л е е  восьми буквенн о-ци ф р овы х сим волов.



Т а б л и ц а  1.40

Строчные пере
менные

Столбцовые переменные Травня часть уравнений

ПР1 ПР2 ПРЗ ПР4 нижняя
граница

верхняя
граница

П Р И Б 315 278 573 370 _ __
Т О К А Р 550 — 620 — 0 64 270
Ф Р Е З Е Р 40 30 20 20 0 4 800
С В Е Р Л И Л 86 110 150 52 0 22 360
Р А С Т О Ч 160 92 158 128 0 26 240
Ш Л И Ф О В А Л — 158 30 50 0 7 900
К О М П Л Е К Т 3 4 3 3 0 520
с б о р к а 4,5 4,5 4,5 4,5 0 720
Н и ж н я я  гр а н и ц а — 40 — — — —
В ер х н яя  граница 120

С л ов о  E N D A T A  зап и сы в аем  с позиции 1 п осл е  окончания  
за п и си  исходн ы х данн ы х. М еж д у  сл ов ам и  E N D A T A  и N A M E  
за п и сы в а ем  в виде пяти секций усл ов и я  за д а ч и :

1) сек ц и я строк (им ен огр анич ений ) — R O W S;
2 ) сек ция стол бц ов  (эл ем ен то в  м атрицы ) —  C O L U M N S ;
3 ) сек ц и я св об о дн ы х  членов ограничений —  R H S;
4 ) сек ция ин тер вал ов  —  R A N G E S ;
5 ) сек ция границ  перем енны х —  B O U N D S .
В сек ц и я х R O W S ук азы в аем  строчны е перем енны е: поле 1 —  

тип огр анич ения , пол е 2 —  имя перем енн ой (см . рис. 1 .1 4 ). Д л я  
об о зн а ч ен и я  тип а перем енн ой  и спол ьзую тся:

L —  п ер ем ен н ая , огр анич енная  св ер х у  ( О ;
G  —  п ер ем ен н ая , огр ан и ч ен н ая  сн и зу  О ) ;
Е —  ф и к си ров ан н ая  п ерем ен н ая  ( =  );
N  —  н еогр ан и ч ен н ая  п ерем ен н ая  ( о т —  ос д о  + о с ) .
В секции C O L U M N S  зап и сы в аем  элем енты  та б л . 1 .40 а н а 

л оги чн о том у, как эт о  бы ло сд е л а н о  при за п и си  исходн ы х дан н ы х  
за д а ч и  с исп ол ьзован и ем  П П П  Л П 2  (р и с. 1 .1 2 ).  
j С екция R H S со д ер ж и т  ненул евы е зн ач ен и я  св ободн ы х членов  

систем ы  ограничений за д а ч и . К аж ды й  св ободн ы й  член за п и сы 
ваем  в м есте с им енем с т о л б ц а  св об о дн ы х  членов и им енем  той  
строки , которой он соотв етств ует .

С екция R A N G E S  не я вл яется  о б я за т ел ь н о й . О на исп ол ь
зу е т ся  ли ш ь т о гд а , когда  д л я  строчны х перем енн ы х им ею тся  
д в у ст о р о н н и е  огранич ения . В этом  сл у ч а е  в секции R A N G E S  
ук азы в аю тся  р а зн о сти  м е ж д у  верхним и и ниж ним и п р едел ам и  
и зм ен ен и я  перем енны х, т. е. интервалы  их изм ен ен ий . П ри  этом  
в пол е 2 ук а зы в а ется  имя н а б о р а  ин тер валов , в п ол я х 3 и 5
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1 10 20 30 40 50 6
NAME ПЛАН
ROWS
N ПРИБ
L ТОКАР
L ФРЕЗЕР
L СВЕРЛИЛ
L РАСТОЧ
L ШЛИФОВАЛ

гЛш J
L КОМПЛЕКТ
L СБОРКА

COLUMNS
ПР1 ПРИБ 315. 0 ТОКАР 550. 0
ПР1 ФРЕЗЕР 40. 0 СВЕРЛИЛ 86. 0
ПР1 РАСТОЧ 160. 0 КОМПЛЕКТ 3.0
ПР1 СБОРКА 4.5
ПР2 ПРИБ 278. 0 ФРЕЗЕР 30. 0
ПР2 СВЕРЛИЛ 110. 0 РАСТОЧ 92. 0
rip 2 ШЛИФОВАЛ 158. 0 КОМПЛЕКТ 4.0
ПР2 СБОРКА 4.5
ПРЗ ПРИБ 573. 0 ТОКАР 620. 0
ПРЗ ФРЕЗЕР 20. 0 СВЕРЛИЛ 150. 0
ПРЗ РАСТОЧ 158. 0 ШЛИФОВАЛ 30. 0
ПРЗ КОМПЛЕКТ 3. 0 СБОРКА 4.5
ПР4 ПРИБ 370. 0 ФРЕЗЕР 20. 0
ПР4 СВЕРЛИЛ 52. 0 РАСТОЧ 128. 0
ПР4 ШЛИФОВАЛ 50. 0 КОМПЛЕКТ 3. 0
ПР4 СБОРКА 4.5

RHS
ССЧ ТОКАР 64270.0 ФРЕЗЕР 4800. 0
ссч СВЕРЛИЛ 22360.0 РАСТОЧ 26240. 0
ССЧ ШЛИФОВАЛ 7900. 0 КОМПЛЕКТ 520. 0
ссч сбЪ р к а 720. 0

BOUNDS
LO OGR ПР2 40. 0
UP OGR ПРЗ 120. 0

ENDATA
/*

Р ис. 1.12

за п и сы в а ет ся  имя перем енны х, в пол ях 4 и 6 п ом ещ аю тся  в ел и 
чины и н тервалов . В р ассм а тр и в а ем о й  за д а ч е  д а н н а я  сек ция не 
исп о л ь зу ется .

В секции B O U N D S , которая т а к ж е  не яв л яется  обя за т ел ь н о й , 
ук азы в аю тся  в ерхн и е и н и ж н и е границы  дл я  стол бц ов ы х п ер е 
менны х. Э ти границы  зап и сы в аю тся  анал огич но том у, как это  
бы ло сд ел а н о  дл я  граничны х услов и й  при и спол ьзован ии  
П П П  Л П 2 . Д л я  того  чтобы  у к а за ть  тип огранич ения , и спол ь
зу ю т ся  с л ед у ю щ и е  обозн ач ен и я:
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20 30
P ROGRAM

60

INITIALZ
M O V E ( X D A T A , 'ПЛАН')
MOVE (XPBNAME , 'OPTIM
C O N V E R T ('S U M M A R Y ')
BCDOUT
S E T U P < 'MAX ' , 'BOUND OGR'
M O V E (X O B J ,'П Р И Б ')
M O V E ( X R H S , 'ССЧ')
XGUERDPF=1

EXIT
PEND

Рис. 1.13

U P  —  п ерем ен н ая , ограниченная св ер х у  ( < ! ) ;
LO  —  п ерем ен н ая , огранич енная  сн и зу  ( ^ ) ;
F X  —  ф и к си ров ан н ая  п ерем ен н ая  ( =  );
FR —  н еогр анич енная  п ерем ен н ая  (от  — ос д о  +  о с ) ;
M I —  п ерем ен н ая  с  беск онечн ой  н и ж н ей  границ ей  (—  о с ) .
Тип ограничения ук азы в ается  в поле 1. В  пол е 2 зап и сы в ается  

имя н а б о р а  граничны х условий , в пол е 3 —  имя перем енн ой , а в 
поле 4 —  зн а ч ен и е  границ (см . рис. 1 .1 4 ).

И м ен а  п ерем енн ы х в секции B O U N D S  зап и сы в аю тся  в такой  
ж е  п осл едов ател ьн ости , в какой они зап и сан ы  в секции  
C O L U M N S .

С екция B O U N D S  не яв л яется  о б я за т ел ь н о й . Е сли границы  
перем енн ы х не опр едел ены , то  они автом атич ески  у ст а н а в л и 
ваю тся  как 0  и ос.

Ч тобы  теп ер ь получить п р ограм м у реш ен ия за д а ч и , о п р ед е 
л яем  операторы  упр авл ения за д а н и я м и  О С Е С , уп р ав л яю щ и е  
операторы  П П П  Л П  А С У  и исходны е д ан н ы е. У п равляю щ ую  
пр ограм м у реш ен ия за д а ч и  зап и сы в аем  на ста н д а р тн о м  бл ан к е  
нач ин ая  с позиции 10 (ри с. 1 .1 3 ).

Н а ч а л о  у п р ав л я ю щ ей  програм м ы  оп р ед ел я ет  оп ератор  
P R O G R A M . М и к р ооп ератор  IN IT IA L Z  о су щ ест в л я ет  ин иц иали
за ц и ю  пак ета  (о п р ед ел я ет  начальны е зн ач ен и я  д л я  р я да  п а р а 
м етров , зн ач ен и й , доп уск ов  и т . п .) .

У п рав л я ю щ и е операторы  M O V E  уста н а в л и в а ю т  о б я за т е л ь 
ны е парам етры  за д а ч и :

M O V E  (X D A T A , 'П Л А Н ')  —  имя входны х данны х;
M O V E  (X P B N A M E , 'O P T IM ') —  имя, п р и св аи в аем ое р еш а 

ем ой  за д а ч е .
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П ер в о е  имя с о в п а д а ет  с  им енем , указанн ы м  при за п и си  
и сходн ы х дан н ы х за д а ч и  на бл ан к е, а п од  вторы м б у д ет  с о зд а н а  
з а д а ч а  на  п р облем н ом  ф ай л е.

Б л а го д а р я  ук а за н и ю  процедуры  C O N V E R T  б у д у т  считаны  
в ходн ы е дан н ы е п о д  им енем  П Л А Н , п р ео б р а зо в а н ы  в двоичны й  
ф о р м а т  и зап и сан ы  на п р обл ем н ом  ф а й л е  под им енем  O P T IM . 
Н ал и ч и е п ар ам етр а  S U M M A R Y  в п р о ц ед у р е  C O N V E R T  п осл е  
о б р а б о тк и  входны х дан н ы х обесп еч и т  р асп еч атк у  краткой ста т и 
сти ческ ой ин ф орм ац ии  о стр ок ах  и с т о л б ц а х  исходн ой  м атрицы .

Н аличие п о сл ед у ю щ ей  п р оц едуры  B C D O U T  о б есп еч и в а ет  
р а сп еч а тк у  на А Ц П У  входны х дан н ы х за д а ч и  в том  ж е  п ор ядк е  
и ф ор м а т е , в каком бы ли введены  секции входны х данн ы х.

П ар ам етр ы  процедуры  S E T U P  ук азы в аю т на то, что за д а ч а  
д о л ж н а  бы ть реш ен а на м аксим ум  (есл и  на миним ум, то  вм есто  
М А Х  у к а зы в а ется  M I N ) , д а л е е , что су щ ест в у ет  сек ция B O U N D S  
с им енем  строки ограничений на п ерем енн ы е O G R  (есл и  бы  
в за д а ч е  бы ла секция R A N G E S , то  бы ли бы ук азан ы  имя этой  
секции и им я сто л б ц а  и н тер в а л о в ).

С л ед у ю щ и е д в а  о п ер атор а  M O V E  у стан ав л и в аю т имя ц е л е 
вой ф ункции (П Р И Б ) и имя с т о л б ц а  св ободн ы х членов (С С Ч ),  
а б л а г о д а р я  ук а за н и ю  X G U A R D P F -1  о б есп еч и в а ется  за щ и т а  
п р о б л ем н о го  ф ай л а .

М икр оком ан да O P T IM IZ E  и сп о л ь зу ется  дл я  пол учения оп ти 
м ального  р еш ен ия, а п р о ц ед у р а  S O L U T IO N  вы водит его  на 
печать. В м есто  м икроком анды  O P T IM IZ E  м о ж ет  бы ть исп ол ь
зо в а н а  п р о ц ед у р а  P R IM A L .

В конце у п р ав л я ю щ ей  програм м ы  ук азы в аю тся  д в а  о п е р а 
тор а: E X IT  и P E N D . И х наличие я в л я ется  обязател ьн ы м . П ервы й  
о п ер атор  в о зв р а щ а ет  уп р ав л ен и е оп ерац и он н ой  си стем е  О С Е С , 
а оп ер а т о р  P E N D  ук азы в ает  на конец у п р ав л я ю щ ей  програм м ы .

П о  итогам  реш ен ия за д а ч и  вы водится стан дартны й отчет об  
оп ти м альн ом  реш ении (т а б л . 1 .4 1 ). Э тот отчет состои т  из д в у х  
ч астей : С Е К Ц И И  1 —  С Т Р О К И , в которой приводи тся  с о о т в ет 
с тв у ю щ а я  ин ф орм ац ия о  строчны х перем енны х, и С Е К Ц И И  2 —  
С Т О Л Б Ц Ы , в которой с о д е р ж и т с я  и н ф орм ац и я  о стол бц ов ы х  
перем енны х.

В С Е К Ц И И  1 в сто л б ц е  «Т ип» у к а зы в а ется , какое зн ач ен и е  
приняла д а н н а я  стр очн ая  п ерем ен н ая  в оптим альном  плане  
за д а ч и . П ри этом  уп о т р еб л я ю т ся  с л ед у ю щ и е  о бозн ач ен и я:

** —  зн а ч ен и е  перем енн ой яв л я ется  недопустим ы м ;
B S  —  перем ен н ая  яв л я ется  б а зи сн о й  и приняла св ое  зн ач ен и е  

и з интер вала в о зм о ж н о г о  и зм ен ен ия;
F Q  —  п ерем ен н ая  им еет ф ик си р ов ан н ое зн ач ен и е;
U L  —  п ерем ен н ая  приняла св ое  в ер хн ее  зн ачени е;
LL —  п ер ем ен н ая  приняла св ое  н и ж н ее зн ач ен и е;
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FR  —  п ерем ен н ая  я в л я ется  н еб а зи сн о й  и приняла н екоторое  
п р ои зв ол ьн ое зн ачени е.

В сто л б ц е  « Р еш ен и е»  ук а зы в а ется  зн ач ен и е  строчной п ер е 
м енной, которое она приним ает при оптим альном  пл ане за д а ч и ,  
т. е. величина и сп ол ьзуем ого  р есу р са , а в сто л б ц е  « Д о п о л н и тел ь 
ная п ер ем ен н ая »  —  объем ы  н еи сп ол ьзуем ы х р есу р со в . Так, из  
т а б л . 1.41 видно, что оста н у тся  неиспол ьзован ны м и 150 ком плек
тую щ и х и здел и й , свер лил ьное и р аст о ч н о е  о б о р у д о в а н и е  б у д ет  
свободн ы м  соотв етств ен н о  52 6 2  и 4 3 8 0  ч еловеко-ч , а на сб о р о ч н о 
н ал адоч н ы х р а б о т а х  пр остои  со ст а в я т  2 2 ,5  человеко-ч .

С л ед у ю щ и е д в а  сто л б ц а  С Е К Ц И И  1 «Н и ж н я я  гр ан и ц а»  
и « В ер хн я я  гр ан и ц а» х а р а к тер и зу ю т  интервалы  в о зм о ж н ы х  
изм ен ен и й  строчны х перем енны х, а ст о л б ец  «О ценк а строки»  
оп р ед ел я ет  двойствен ны е оценки со о тв етств у ю щ и х  перем енны х. 
З а м ет и м , что зн аки  оценок  строки соотв етств ую т  том у  сл уч аю , 
к огда  н а х о д и тся  миним ум цел евой  функции. Е сл и  н аходи тся  
м аксим ум  ф ункции, как в д ан н ом  сл у ч а е , то  н ео б х о д и м о  за м е 
нить эти знаки на п р отивополож н ы е.

Т а б л и ц а  1.41

С Е К Ц И Я  1 —  С Т Р О К И

Н о
мер Строка Гип Решение

Дополни
тельная

переменная

Н иж 
няя
гра
ница

Верхняя
граница

Оценка
строки

1 П Р И Б BS 59433.00000 59433.00000 Н ет Н ет 1.00000
2 Т О К А Р UL 64270.00000 Н ет 64270.00000 0,56471 —
3 Ф Р Е З Е Р UL 4800.00000 © Н ет 4800.00000 0.11029—
4 КОМПЛЕКТ BS 505.00000 15.00000 Н ет 520.00000 •
5 С В Е Р Л И Л BS 17098.00000 5262.00000 Н ет 22360.00000 •
6 Р А С Т О Ч BS 21860.00000 4380.00000 Н ет 26240.00000 •
7 ШЛИФОВАЛ UL 7900.00000 ® Н ет 7900.00000 7.35588—
8 С Б О Р К А BL 697.50000 22.50000 Н ет 720.00000 9

С Е К Ц И Я  2 —  С Т О Л Б Ц Ы

Номер Стол
бец Тип Решение

Коэффициен
ты целевой 

функции

Нижняя
граница

Верхняя
граница

Оценка
столбца

9 П Р1 B S 65.00000 315.00000 @ Н ет в
10 ГІР2 LL 40.00000 278.00000 40.00000 Н ет 8 8 7 .5 3 8 2 -
11 П Р З B S 46.00000 573.00000 е 120.00000 9
12 П Р 4 B S 4.00000 370.00000 в Н ет 9
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С Е К Ц И Я  2 —  С Т О Л Б Ц Ы  с о д ер ж и т  ин ф орм ац ию  о  с т о л б ц о 
вы х перем енны х. И з  сто л б ц а  « Р еш ен и е»  видим , что оптим альны м  
пл аном  п р о и зв о дств а  продукции яв л я ется  план, со гл а сн о  кото
р ом у и зго то в л я ется  65 и здел и й  1-го вида, 40  и здели й  2-го  вида, 
6 3  и здел и я  3-го  вида и 4 и здел и я  4-го  вида . В соотв етств и и  с  этим  
пл аном  прибы ль от р еа л и за ц и и  п р ои зв оди м ой  продукции равн а  
5 9  433  руб.

Используя пакеты прикладных программ, найдите решение задач  
1.68— 1.76.

1.68. F =  4 x ,+ З х 2 +  6х3 +  7х4-> -тах;

1.72. Д ля обогрева помещений используют четыре агрегата, каж ды й 
из которых может работать на любом из пяти сортов топлива, имеющемся 
в количествах 90, 110, 70, 80 и 150 т. Потребность в топливе каж дого 
из агрегатов соответственно равна 80, 120, 140 и 160 т. Теплотворная 
способность i-го сорта топлива при использовании его на / -м агрегате 
задается  матрицей

Найти такое распределение топлива меж ду агрегатам и, при котором 
получается максимальное количество теплоты от использования всего

2xi -j- х2 -Б Хз -f- Х4 ^  280, 

лгі -4— Х з~| -Х 4^  80,

xi -f- 2х2 -f- хз <  250,

xi, х2, Хз, х4> 0.

1.69. F =  3xi +  2х2 +  4х3 +  5х4 +  3x5 +  2x6->-min;

х , > 0  (/ =  1,6).
1.70. F =  6х і -f- Зх2 — 4хз -}- 5х4 -|- 6x5 — 2x6 *- ш ах;

Хі +  2Хо — Зх3 + х 4 — х5 +  2х6 <  36,

— Xi -|- Зх2\к  4хз -)- 2х4 -)- Зх6 — 24, 
2xi— 4x2-j-5x3+  З х 5— х6> 2 0 ,

Xi + 2 х 2 +  Хз - f -  Х4 - 4- 4 Х5 >  1 2 ,

х, > 0  ( / = 1 ,6 ).
1.71. F — 7х\ —4х2 +  Зхз—4х4 +  6х5 +  5x6-<-min;

х , - > 0  ( / = 1 ,6 ),

8 7 9
6 5 8
7 11 5
9 8 7

7 6
8 7
9 11

8

топлива.
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1.73. И зготовляемый на пяти кирпичных заводах  кирпич поступает 
на шесть строящ ихся объектов. Ежедневное производство кирпича 
и потребность в нем указаны  в таблице. В ней ж е указан а  цена перевозки 
1000 шт. кирпича с каж дого из заводов к каж дому из объектов.

Кирпич
ный за во д

Ц ена перевозки 1 тыс. шт. кирпича к 
строящ ем уся объекту

П роизвод
ство кир

1 2 3 4 5 6
пича (тыс. 

ш т.)

I 8 7 5 10 12 8 2 4 0
11 13 8 10 7 6 13 36 0

III 12 4 11 9 10 11 180
IV 14 6 12 13 7 14 120
V 9 12 14 15 8 13 150

П от
ребность 
в кирпи
че (тыс. 
шт.) 2 3 0 22 0 130 170 190 110

С оставить план перевозок, согласно которому обеспечиваются 
потребности в кирпиче на каж дом  из строящ ихся объектов при мини
мальной общ ей стоимости перевозок.

1.74. Д л я  поддерж ания нормальной ж изнедеятельности человеку 
еж едневно необходимо потреблять не менее 118 г белков, 56 г жиров, 
500 г углеводов, 8 г минеральных солей. Количество питательных 
вещ еств, содерж ащ ихся в 1 кг каж дого вида потребляемых продуктов, 
а такж е цена 1 кг каж дого  из этих продуктов приведены в следующ ей 
таблице:

Питательные
Содержание (г) питательных веществ в 1 кг продуктов

вещества мясо рыба моло
ко

масло сыр крупа карто
фель

Белки 180 190 30 10 260 130 21
Ж иры 20 3 40 865 310 30 2
Углеводы — — 50 6 20 650 200
М инеральные соли 9 10 7 12 60 20 10

Цена 1 кг продук
тов (руб.) 1,8 1,0 0,28 3,4 2,9 0,5 0,1

С оставить дневной рацион, содерж ащ ий не менее минимальной 
суточной нормы потребности человека в необходимых питательных 
вещ ествах при минимальной общей стоимости потребляемых продуктов.
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1.75. Д л я  производства трех видов продукции предприятие исполь
зует два  типа технологического оборудования и два  вида сырья. Нормы 
затр ат  сырья и времени на изготовление одного изделия каж дого вида 
приведены в таблице. В ней ж е указаны  общий фонд рабочего времени 
каж дой из групп технологического оборудования, объемы имеющегося 
сырья каж дого вида, а такж е  цена одного изделия данного вида и 
ограничения на возможный выпуск каж дого из изделий.

Ресурсы
Нормы затрат на одно изделие вида Общее количе

ство ресурсов1 2 3

Производительность обо
рудования (нормо-ч):

I типа 2 — 4 200
II типа 4 3 1 500

Сырье (к г ) :
1-го вида 10 15 20 1495
2-го вида 30 20 25 4500

Ц ена одного изделия
(руб.) 10 15 20 —

Выпуск (ш т.):
минимальный 10 20 25 —
максимальный 20 40 100 —

С оставить такой план производства продукции, согласно которому 
будет изготовлено необходимое количество изделий каж дого  вида, а 
общ ая стоимость всей изготовляемой продукции максимальна.

1.76. При производстве (четырех видов кабеля выполняется пять групп 
технологических операций.1 Нормы затр ат  на 1 км кабеля данного вида 
на каж дой из групп операций, прибыль от реализации 1 км каж дого вида 
кабеля, а такж е общий фонд рабочего времени, в течение которого могут 
выполняться эти операции, указаны  в таблице.

Технологическая
операция

Нормы з а т р а т  времени  
1 км кабеля

(ч) на 
вида

обработку Общий  
фонд р а 

бочего вре
мени (ч)1 2 3 4

Волочение 1,2 1,8 1,6 2,4 7 200
Н аложение изоля

ций 1,0 0,4 0,8 0 ,7 5 (600
Скручивание эле

ментов в кабель 6,4 5,6 6,0 8,0 11 176
Освинцование 3,0 — 1,8 2,4 3 600
Испытание и конт

роль 2,1 1,5 0,8 3,0 4 200
Прибыль от реали

зации 1 км кабеля 
(руб.) 1,2 0,8 1,0 1,3

Определить такой план выпуска кабеля, при котором общ ая при
быль от реализации изготовляемой продукции является максимальной.
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Ш Ш Ш т т

§ 1.6. ДВОЙСТВЕННЫ Е ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО  
П РО ГР АММИ РО В А Н И Я

1. Прямая и двойственная задачи. К а ж д о й  за д а ч е  ли нейного  
п р ограм м и р ован и я м о ж н о  определенны м  о б р а зо м  соп остав и ть  
некоторую  др у гу ю  за д а ч у  (л и н ей н ого  п р огр а м м и р о в а н и я ), н а зы 
в аем ую  дв ой ств ен н ой  или со п р я ж ен н ой  по отнош ению  к исходн ой  
или прям ой. Д а д и м  оп р едел ен и е дв ой ств ен н ой  за д а ч и  по о т н о ш е
нию к общ ей  за д а ч е  л и нейного  пр ограм м ир ования , сост о я щ ей  
в н а х о ж д ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ач ен и я  ф ункции

F =  C i X i + c 2X2  +  ... +  с пх п (5 0 )
при усл ов и ях

ап Х і +  аі2Х2 +  ... +  а і„ л :„ < & 1,

0-2\Х\ +  Й22Х2 +  ... +  CllnXn ^  ^2,

< 1 к \Х \ - \ -  Я к 2 X 2  - ) - • • •  ~Ь Qkn-Xn^s; Ьк,

dk +  llX'l +  0-к+ 12X2+ ... +  йк+ \пХц =  Ьк+ 1,

(5 1 )

^  О т \ Х \ - \ - С 1 тг Х 2 - \ -  . . .  + О-тп̂ п — Ь ту

х , - > 0  ( / = 1 , / , / < « ) .  (5 2 )

О п р е д е л е н и е  1.14. З а д а ч а , с о ст о я щ а я  в н а х о ж д ен и и
м и ним альн ого зн ач ен и я  ф ункции

F *  —  Ь\у\-\- Ьгу2 +  +  Ьту т

при усл ов и я х

'  а\ \у \  +  а г і і / 2 +  +  а .т \ у т  ^  С\,

СІ\2У\ + Й 22Ї/2 +  ...  +  а т2Ут ^  С2,

й \ іУ \  +  Й2/У2 +  +  С Іт іУ їТ ^С і,

a U +  іУ \  +  0 2 1 +  іУ2  +  ••• +  Clm l+ \Ут  =  С/+  1,

^ а.\пУ\ + й 2л(/2 +  . . . +  а  тпУ т —  С ту 

У і > 0  ( / =  1 , /e ,  k ^  т),

(5 3 )

(5 4 )

(5 5 )

н азы в ается  двой ст венной  по отнош ен ию  к за д а ч е  (5 0 ) —  (5 2 ) .
З а д а ч и  (5 0 ) —  (5 2 ) и (5 3 ) —  (5 5 ) о б р а зу ю т  п ар у за д а ч ,  

н азы в аем ую  в линейном  пр ограм м ир овании  двой ст венной парой .
С р ав н и в ая  д в е  сф ор м ул и ров ан н ы е за д а ч и , видим , что д в о й 

ств ен н ая  за д а ч а  по отнош ению  к исходн ой  со ст а в л я ется  
со гл а сн о  сл едую щ и м  правилам :
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1. Ц ел ев а я  ф ункция исходн ой  за д а ч и  ( 5 0 ) — (5 2 ) за д а е т с я  
на м аксим ум , а цел ев ая  ф ункция дв ой ств ен н ой  (5 3 ) —  (5 5 )  
на миним ум.

2. М атр и ц а

со ст а в л ен н а я  из коэф ф и ц и ен тов  при н еи зв естн ы х в си стем е о г р а 
ничений (5 1 ) исходн ой  за д а ч и  ( 5 0 ) — (5 2 ) ,  и ан ал оги ч н ая  
м атри ца

в дв ой ств ен н ой  за д а ч е  (5 3 ) —  (5 5 ) п ол учаю тся  д р у г  из д р у га  
тран сп он и р ов ан и ем  (т. е. за м ен о й  строк сто л б ц а м и , а сто л б ц о в  —• 
с т р о к а м и ).

3. Ч и сло перем енны х в дв ой ств ен н ой  за д а ч е  (5 3 ) —  (5 5 ) равно  
ч и сл у  соотн ош ени й  в си стем е (5 1 ) и сходн ой  за д а ч и  (5 0 ) —  ( 5 2 ) ,  
а число ограничений в си стем е (5 4 ) дв ой ств ен н ой  за д а ч и  —  
ч исл у перем енны х в и сходн ой  за д а ч е .

4. К оэф ф и ц и ен там и  при н еи зв естн ы х в ц ел ев ой  ф ункции (5 3 )  
дв ой ств ен н ой  за д а ч и  (5 3 ) —  (5 5 ) явл яю тся  св ободн ы е члены в 
си стем е (5 1 ) и сходн ой  за д а ч и  (5 0 ) — ( 5 2 ) ,  а правы м и частям и  
в соотн ош ен и я х  систем ы  (5 4 ) дв ой ств ен н ой  за д а ч и  —  к о эф ф и 
циенты  при н еизвестны х в ц ел ев ой  ф ункции (5 0 ) исходной  
за д а ч и .

5. Е сли п ерем ен н ая  х,- и сходн ой  за д а ч и  ( 5 0 ) — (5 2 ) м ож ет  
приним ать только лиш ь п ол ож и тельн ы е зн ач ен и я , то  /-е  
усл о в и е  в си стем е (5 4 ) двойствен ной  за д а ч и  (5 3 ) —  (5 5 )  явл яется  
н ерав ен ств ом  в и да  « ^ » .  Е сли ж е  п ерем ен н ая  х,- м о ж ет  прини
м ать как пол ож и тел ьны е, так  и отрицательны е зн ач ен и я , то  
/ -е  соотн ош ен и е в систем е (5 4 ) п р едстав л я ет  со б о й  ур ав н ен и е. 
А налогичны е св я зи  им ею т м есто  м е ж д у  ограничениям и (5 1 )  
и сходн ой  за д а ч и  (5 0 ) —  (5 2 ) и перем енны м и двойствен ной  за д а ч и  
(5 3 ) — (5 5 ) .  Е сли i-e  соотн ош ен и е в си стем е (5 1 )  исходн ой  
за д а ч и  я в л я ется  нерав ен ств ом , т о  г-я п ерем ен н ая  дв ой ств ен н ой  
за д а ч и  у,4 ^  0. В  противном  сл у ч а е  п ерем ен н ая  у,- м о ж ет  прини
м ать как пол ож и тельны е, так  и отри цательны е зн ачени я.

Д в ой ств ен н ы е пары за д а ч  обы чно п о д р а зд ел я ю т  на си м м ет
ричны е и несим м етричны е. В сим м етричной п ар е двойствен ны х  
з а д а ч  ограничения (5 1 ) прям ой за д а ч и  и соотн ош ен и я  (5 4 )

(56)

(57)
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дв ой ств ен н ой  за д а ч и  являю тся нер ав ен ств ам и  вида « О .  
Таким  о б р а зо м , перем енны е о беи х  за д а ч  м огут приним ать  
тольк о лиш ь неотри цательны е зн ачен и я.

1 .77 . С оставить  д в ой ств ен н ую  за д а ч у  по отнош ен ию  к за д а ч е ,  
с о ст о я щ ей  в м ак си м изац ии  функции

F — 2 * | + * г  +  3*з (5 8 )
при усл ов и я х

— Х[ +  3x2— 5 * 3 =  12,

2 х , —  *2 +  4*3 =  24, (59)

3 * i +  * 2+  * з = 1 8 ,

Х \, *2 , *3, >0.  (6 0 )

Р е ш е н и е .  Д л я  да н н о й  за д а ч и

/ - .  3 - 5 N

А =  I 2 — 1 4 I и А т=

\  3 1 1 /

Ч и сло перем енны х в дв ой ств ен н ой  за д а ч е  рав н о  числу у р а в 
нений в си стем е  ( 5 9 ) ,  т. е. р ав н о трем . К оэф ф и ц и ен там и  в цел евой  
функции дв ой ств ен н ой  за д а ч и  явл яю тся  св о б о дн ы е члены  
систем ы  уравн ен ий  ( 5 9 ) ,  т. е. числа 12, 24 , 18.

Ц ел ев а я  ф ункция исходн ой  за д а ч и  ( 5 8 ) — (6 0 ) и ссл ед у ется  
на м аксим ум , а си стем а  усл овий  (5 9 ) с о д е р ж и т  только у р а в н е 
ния. П о эт о м у  в дв ой ств ен н ой  за д а ч е  ц ел ев а я  ф ункция и с с л е 
д у ет с я  на миним ум, а ее  п ерем енн ы е м огут приним ать л ю бы е  
зн а ч ен и я  (в том числе и о тр и ц ател ь н ы е). Т ак как все три п е р е 
менны е исходн ой  за д а ч и  ( 5 8 ) — (6 0 ) приним аю т только лиш ь  
неотри цательны е зн ач ен и я , то  в си стем е условий  дв ой ств ен н ой  
за д а ч и  д о л ж н ы  бы ть три н ер ав ен ств а  вида  « ^ » .  С л е д о в а 
тел ьно, д л я  за д а ч и  ( 5 8 ) — (6 0 ) д в о й ств ен н а я  з а д а ч а  такова: 
найти миним ум ф ункции F * =  \ 2 y t + 2 4 ( / г +  18</3 при у сл о в и я х

Г —  У  i +  2 i /2  +  3 ( / з ^  2,

■ч 3{Л—  (/2+  </з += 1,

L — 5(/i + 4 ( /2 +  < /з ^ З .
1.78 . Д л я  за д а ч и , со ст о я щ ей  в м ак си м и зац и и  ф ункции

К =  4* | + * 2— 4*з
при усл ов и я х

Г 2* i— *2 +  4 * з <  12,
\  * 1 + 3 * 2 — 2 * з = 1 3 ,

2 * | + 5 * 2 — 6 * 3<  11,

*1 , *2, * 3 > 0 ,

сф ор м ул и р ов ать  д в ой ств ен н ую  за д а ч у .
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Р е ш е н и е .  Д л я  д а н н о й  за д а ч и

А =

В соотв етств и и  с общ им и п р авил ам и з а д а ч а , д в о й ств ен н а я  
по отнош ен ию  к дан н ой , ф о р м ул и р уется  сл едую щ и м  о б р а зо м :  
найти миним ум ф ункции F * =  12t/i +  13(/г +  П у з  при усл о в и я х

2( / i +  у  2 + 2у з^=4,

■—У  і +  Зі/2 +  5(/з >  1,

4«/i— 2у2— & у з >  —  1,

У  і, У з > 0 .

Сформулируйте двойственные задачи по отношению к задачам  
1 .79— 1.83.  .

1 .80 .  F  —  Э х , + 3 х 2— 4 * 3->-max;

{
2* i  +  Х2— З * 3>  18,

4 x i —  5*з  < 1 2 ,

3 * i — 2* 2+  х з > 1 4 ,

X I ,  *2, * 3 > 0 .

1.82 . F  =  —  2 *  і +  5*2— 4*з- 

С  4 * i + 2* 2— 3*з > 9 ,

< 3 * i — 2 * 2 +  5 * з > 8 , 

с *і +  3*2 +  4 * з ^ 1 2  

Xl, *2, * 3 > 0 .

шш;

1 .79 .  F  =  * i — 2*г +  5 * з - > -т а х ;

{
2* i  +  2*2  +  4*з  <  18,

2* i  +  * 2— 3*з «5  20 ,

5 * , — 3* 2+  6 *з > 1 9 ,

* 1, *2, *3 > 0 .
1.81 ,  / г =  6* | — * 2-І73* з - > - т а х ;

{
3 * і — 7* 2+  5*з <  15,

2*  і +  3* 2— 4*з =  16,

6* і  +  5*2— 8* з ^  12,

*1, *2, * з > 0 .

1.83 .  F  =  —  3 * i + 4* 2— 6* 3- > m in ;

{
2 * i +  3*2—  * з > 8 ,

-—3*i + 2 * 2 —2 * з =  10,

5 * i — 4* 2+  * з > 7 ,

*1, *2, * 3 > 0 .

1.84 — 1.86.  И спользуя математические модели задач  1.1 — 1.3,  
постройте математические модели двойственных задач.

2. Связь между решениями прямой и двойственной задач.
Р а ссм о т р и м  п ар у дв ой ств ен н ы х за д а ч , о б р а зо в а н н у ю  основной  
за д а ч ей  ли н ей н ого  пр ограм м ир ования и дв ой ств ен н ой  к ней. 

И сх о д н а я  за д а ч а : найти м ак си м ум  ф ункции

F =  I  C jX j 
/ =  і

(6 1 )
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п ри  у с л о в и я х
п

I  aijXj =  bi ( i =  1 , m ) ; 

і =  і
(6 2 )

JC,SsO ( / =  l,n ). (6 3 )

Д в о й ст в ен н а я  за д а ч а : найти минимум ф ункции

т

f * =  Е (6 4 )

т

^ а ф ^ с ,  ( / =  1,я). (6 5 )

К а ж д а я  из за д а ч  дв ой ств ен н ой  пары  (6 1 ) —  (6 3 ) и ( 6 4 ) ,  
(6 5 ) ф актически яв л я ется  сам остоя тел ьн ой  за д а ч ей  ли н ей н ого  
п р ограм м и р ов ан и я  и м о ж ет  бы ть реш ен а  н еза в и си м о  о д н а  от  
д р угой . О дн ак о при оп р едел ен и и  симплексны м м етодом  оп ти 
м ал ьн ого  пл ана одн ой  из за д а ч  тем  самы м н аходи тся  реш ен и е  
и д р у го й  за д а ч и .

С ущ еств ую щ и е за в и си м о сти  м е ж д у  реш ениям и прям ой и 
дв ой ств ен н ой  за д а ч  ха р а к т ер и зу ю т ся  сф ор м ул и рованн ы м и н и ж е  
лем м ам и  и теор ем ам и  двой ствен н ости .

Л ем м а  1 .1 . Е с л и  X  —  некоторый п л а н  и с х о д н о й  з а д а ч и  
(6 1 ) —  (6 3 ) ,  a  Y —  п р о и з в о л ь н ы й  п л а н  двой ст вен ной  з а д а ч и  ( 6 4 ) ,  
( 6 5 ) ,  то з н а ч е н и е  ц е л е в о й  ф у н к ц и и  и с х о д н о й  з а д а ч и  п р и  п л а н е  
X  в с е г д а  не превосходит  з н а ч е н и я  ц е л е в о й  ф у н к ц и и  дво й ст вен
ной  з а д а ч и  при  п л а н е  Y, т. е. F (X )^ .F * (Y ) .

Л ем м а  1.2. Е с л и  F(X*) =  F*(Y*) д л я  некоторых п л а н о в  Л-* и Y* 
з а д а ч  (6 1 ) —  (6 3 ) и ( 6 4 ) ,  ( 6 5 ) ,  то X *  —  оптимальный п л а н  
и с х о д н о й  з а д а ч и ,  a  Y* —  оптимальный п л а н  двой ст венной  
з а д а ч и .

Т ео р ем а  1.9 ( п е р в а я  т е о р е м а  д в о й с т в е н н о с т и ) .  
Е с л и  о д н а  из  п а р ы  двой ст вен ны х з а д а ч  (6 1 ) —  (6 3 ) или  ( 6 4 ) ,  
(6 5 ) имеет оптимальный план ,  то и д р у г а я  имеет оптимальный  
п л а н  и з н а ч е н и я  ц е л е в ы х  ф у н к ц и й  з а д а ч  п ри  их опт имальны х  
п л а н а х  р а в н ы  м еж д у  со бо й ,  т. е. F max=  /•■*. .

Е с л и  же ц е л е в а я  ф у н к ц и я  о д н о й  из  п а р ы  двой ст венн ы х  
з а д а ч  не о гр а н и ч е н а  [ д л я  и с х о д н о й  (6 1 ) —  (6 3 ) — с в е р х у ,  д л я  
двой ст венной  ( 6 4 ) ,  (6 5 ) —  с н и з у ] ,  то д р у г а я  з а д а ч а  в о о б щ е  не  
имеет п л а н о в .

Т ео р ем а  1 .10  ( в т о р а я  т е о р е м а  д в о й с т в е н н о с т и ) .  
П л а н  X * = ( x f ,  x t ,  ..., х * ) з а д а ч и  (6 1 ) —  (6 3 ) и п л а н  Т* =  
— (г/Т, у% ..., yfn) з а д а ч и  ( 6 4 ) ,  (6 5 ) я вля ю т ся опт имальными  
п л а н а м и  этих з а д а ч  тогда и только тогда, к о г д а  д л я  л ю б о г о
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j  (j =  1, n ) вы полняет ся равенст во

I  ацуТ— Cj ^  x f —  0.

Г е о м е т р и ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я  д в о й с т в е н 
н ы х  з а д а ч .  Е сли число перем енны х в прям ой и дв ой ств ен н ой  
з а д а ч а х , о б р а зу ю щ и х  д ан н ую  пар у, р ав н о двум , то , и сп ол ьзуя  
геом етр и ч еск ую  и н тер претацию  за д а ч и  л и н ей н ого  п р огр ам м и р о
вания, м о ж н о  л егк о  найти реш ен ие дан н ой  пары  за д а ч . П ри этом  
им еет м есто  один  из сл ед у ю щ и х  тр ех  в заи м н о  искл ю ч аю щ их  
д р у г  д р у г а  сл учаев: 1) о б е  за д а ч и  им ею т планы; 2 ) планы  им еет  
тольк о о д н а  за д а ч а ; 3 ) дл я  к а ж д о й  за д а ч и  дв ой ств ен н ой  пары  
м н о ж еств о  пл анов пусто.

1 .87 . Д л я  за д а ч и , со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  м ак си м альн ого  
зн ач ен и я  ф ункции F =  2 x i + 7 x 2 при усл ов и я х

(   2 Х  1 -f“ 3X2 'С 1 4,

с х  і -j-  Х2 8,

Х\, х 2> 0 ,

со ста в и ть  дв ой ств ен н ую  за д а ч у  и найти реш ен и е о б еи х  за д а ч .
Р е ш е н и е .  Д в о й ст в ен н о й  за д а ч ей  по отнош ен ию  к и сходн ой  

я в л я ется  за д а ч а , со ст о я щ а я  в оп р едел ен и и  м иним ального з н а 
чения ф ункции Г * =  14t/i + 8 г/2 при усл о в и я х

| — 2 t/i + 1/ 2^ 2 ,

1 3y i + y 2> 7 ,

Уи У 2 > 0 .

К ак в и сходн ой , так и в дв ой ств ен н ой  за д а ч е  число н еи зв ест 
ных р ав н о  д в ум . С л ед ов ател ь н о , их реш ен ие м о ж н о  найти, 
и сп ол ьзуя  геом етр ич ескую  ин тер претацию  за д а ч и  ли н ей н ого  
пр ограм м и р ов ан и я  (ри с. 1.14 и 1 .1 5 ).

К ак  видн о из рис. 1.14, м ак си м альн ое зн а ч ен и е  ц ел ев ая  ф ун к 
ция и сходн ой  за д а ч и  приним ает в точке В.  С л ед о в а тел ь н о , 
Х* =  (2 ; 6 ) я в л яется  оптимальны м п л аном , при котором  ^ тах= 4 6 .

М и н и м альн ое зн ач ен и е ц ел ев ая  ф ункция дв ой ств ен н ой  
за д а ч и  прин им ает в точке Е  (ри с. 1 .1 7 ). Зн ачи т, У * = ( 1 ;  4) 
я в л я ется  оптимальны м  планом  дв ой ств ен н ой  за д а ч и , при к ото
ром K *jn= 4 6 .  Таким о б р а зо м , зн ач ен и я  целевы х ф ункций  
и сходн ой  и дв ой ств ен н ой  за д а ч  при их оптим альны х пл ан ах  
равны  м е ж д у  собой .
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• 9 ,

Рис. 1.15

И з рис. 1.14 видно, что при всяком  плане исходн ой  за д а ч и  
зн а ч ен и е  цел евой  ф ункции не бол ьш е 46 . О дн ов р ем ен н о , как  
в и дн о  из рис. 1 .15, зн а ч ен и е  цел евой  ф ункции дв ой ств ен н ой  
за д а ч и  при лю бом  ее  п л ан е не м еньш е 46 . Таким о б р а зо м , при  
л ю бом  п л ан е и сходн ой  за д а ч и  зн ач ен и е  ц ел ев ой  ф ункции не  
п р ев о сх о д и т  зн ач ен и я  цел евой  ф ункции дв ой ств ен н ой  за д а ч и  при 
е е  произвольном  пл ане.

1.88 . Н айти реш ен ие двойствен ной  пары  за д а ч .
И сх о д н а я  за д а ч а :

F =  — 2Х[ — Злгг-^тіп;

- 4 x i + 2 x 2 ^ 4 ,

X l ~ \ -  X 2 ^ S 6 ,

*1, * 2 > 0 .

Д в о й ст в ен н а я  за д а ч а :

F * =  4t/i + 6 t/2-^ -m ax,

- 4 ( / i + ( / 2 <  — 2,

2t/i + 1/ 2^  — 3,

У и  У 2 > 0 .

Р е ш е н и е .  К ак и сх о д н а я , так  и д в о й ст в ен н а я  з а д а ч а  с о д е р 
ж а т  по д в е  перем енны е. П о эт о м у  их реш ен ие находи м , и сп ол ьзуя  
геом етр и ч еск ую  ин терпретацию  за д а ч и  ли н ей н ого  пр ограм м и р о
вания (ри с. 1.16 и 1. 17) .  И з рис. 1 .16 видн о, что и сх о д н а я  за д а ч а  
не им еет опти м альн ого п л ан а  и з -за  н еогр анич енности  сн и зу  ее  
целевой  ф ункции на м н о ж ест в е  допустим ы х реш ений.
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Рис. 1.16 Рис. 1.17

И з рис. 1 .17 сл ед у ет , что дв ой ств ен н ая  за д а ч а  не им еет  
п л анов, поскольку м ногоугольник реш ений ее  пуст. Э то  о з н а 
ч ает, что если  и сход н ая  з а д а ч а  дв ой ств ен н ой  пары  не им еет  
опти м ал ьн ого  пл ана и з -за  неогр анич енности  на м н о ж еств е  
доп усти м ы х реш ений е е  ц ел ев ой  ф ункции, то  дв ой ств ен н ая  
з а д а ч а  т а к ж е  не им еет планов.

Н а х о ж д е н и е  р е ш е н и я  д в о й с т в е н н ы х  з а д а ч .  
Р ассм о т р и м  п ар у  двойственны х^задач  —  осн ов н ую  з а д а ч у  л и н ей 
ного пр ограм м ир ования (6 1 ) —  (6 3 )  и д в ой ств ен н ую  к ней за д а ч у
( 6 4 ) ,  ( 6 5 ) .

П р ед п о л о ж и м , что с пом ощ ью  си м п л ек сн ого  м ето д а  най ден  
оптим альны й план X *  за д а ч и  (6 1 ) —  (6 3 ) и этот план о п р ед е 
л я ет ся  б а зи со м , обр азов ан н ы м  векторам и Р ,,, P ,2,.. . ,P im.

О бозн ач и м  ч ер ез Св =  (с,-|, с,-2,...,с;т ) в ектор-стр оку, со ст а в л е н 
ную  из коэф ф и ц и ен тов  при н еизвестны х в целевой  ф ункции (6 1 )  
за д а ч и  (6 1 ) — ( 6 3 ) ,  а ч ер ез Р ~ '—  м атри цу, о б р атн ую  м атри ц е Р , 
со став л ен н ой  из ком понент векторов Р ,,,  Р /2,...,Р,-т  б а зи са .  
Т огда  им еет м есто  сл ед у ю щ ее  у т в ер ж д ен и е.

Т ео р ем а  1 .11 . Е с л и  о с н о в н а я  з а д а ч а  л и н е й н о го  п р о г р а м м и р о 
в а н и я  имеет оптимальный п л а н  X*, то Y* =  C 6P ~ l являет ся  
оптимальным пла н о м  двой ст венной за д а ч и .

Таким о б р а зо м , есл и  найти симплексны м  м етодом  оп ти м ал ь
ный план за д а ч и  (6 1 ) —  (6 3 ) ,  то , и спол ьзуя  посл едн ю ю  сим плекс- 
та б л и ц у , м о ж н о  опр едел ить  Сб и Р _ |  и с пом ощ ью  соотн ош ен и я  
Y* — C 6P ~ l найти оптимальны й план дв ой ств ен н ой  за д а ч и  (6 4 ) ,
(6 5 ) .

В том сл у ч а е , когда ср еди  векторов P i,  Р 2, . . . ,Р П, состав л ен н ы х  
из коэф ф и ц и ен тов  при неизвестны х в си стем е  уравн ен ий  (6 2 ) ,
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и м еется  m  единичны х, у к а за н н у ю  м атри цу Р ~ 1 о б р а зу ю т  числа  
первы х т  строк п осл ед н ей  сим п л ек с-табл и цы , сто я щ и е в с т о л б 
ц а х  дан н ы х векторов. Т о гд а  нет н ео б х о д и м о сти  о п р ед ел я ть  
оптим альны й план дв ой ств ен н ой  за д а ч и  у м н ож ен и ем  Св на Р ~ \  
поскол ьку ком поненты  эт о го  п л ан а со в п а д а ю т  с  со о тв ет ст в у ю 
щ ими эл ем ен там и  ( т  +  1 )-й  строки стол бц ов  единичны х векто
ров, если  данны й к оэф ф и ц и ен т  С; =  0, и равны сум м е с о о т в ет 
с тв у ю щ его  эл ем ен та  этой  строки и С/, есл и  С ] ф 0.

С к а за н н о е  вы ш е им еет м есто  и дл я  сим м етричной пары  д в о й 
ственн ы х за д а ч . П ри этом  так  как си стем а  ограничений исходн ой  
за д а ч и  с о д е р ж и т  н ер ав ен ств а  вида  « ^ » ,  то  ком поненты  оп ти 
м альн ого  пл ана дв ой ств ен н ой  за д а ч и  со в п а д а ю т  с с о о т в ет ст в у 
ю щ им и числам и ( т  +  1) - й строки п осл едн ей  сим п л ек с-табл и цы  
реш ен ия исходн ой  за д а ч и . У к азанн ы е числа стоя т  в сто л б ц а х  
векторов, со о тв етств ую щ и х дополнительны м  перем енны м .

1.89. Д л я  за д а ч и , со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ьн ого  
зн ач ен и я  ф ункции F — X\ + 2 х 2 — х 3 при усл ов и ях

— Х[ +  4х 2 — 2*3 12,

х і - \ -  Xi 2хз s j  17,

2 х \ — * 2+  2*3 =  4, 

x i ,  х% Х з > 0 ,

со ста в и ть  дв ой ств ен н ую  за д а ч у  и найти ее  реш ение.
Р е ш е н и е .  Д в о й ст в ен н а я  за д а ч а  по отнош ению  к исходн ой  

со ст о и т  в н а х о ж д ен и и  м иним ум а ф ункции F * =  I 2 y t -|- 17г/2 +  4г/з 
при усл ов и ях

— У 1 +  1/г +  2 ( / з ^ 1 ,

4 і / і +  г/г— г / з ^ 2 ,

2г/і + 2 / /2  +  2 г /з ^  — 1,

У і, г/2> 0 .

Ч тобы  найти реш ен ие двойствен ной  за д а ч и , сн ач ал а  н а х о 
дим  реш ен и е исходн ой  за д а ч и  м етодом  и ск усствен н ого  б а зи с а .  
О но п р и в еден о в та б л . 1.42.

И з п осл едн ей  сим п лек с-табли цы  видно, что дв ой ств ен н ая  
з а д а ч а  им еет реш ен ие t/f =  5 /7 ;  у% =  0; t/f  =  6 /7 .

О птим альны е двойствен ны е оценки удов л етв ор я ю т всем  у с л о 
виям дв ой ств ен н ой  за д а ч и . П ри этом  м иним альное зн ач ен и е  
ц елев ой  ф ункции дв ой ств ен н ой  за д а ч и , р ав н ое /*'тіп =  
=  12 • ( 5 /7 )  -J- 1 7 - 0  +  4 - ( 6 / 7 ) =  12, с о в п а д а ет  с  максим альны м  
зн ачен и ем  целевой  ф ункции /•'max и сх о д н о й  за д а ч и .
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і
Ба
зис Сб D

1 2 -  1 0 0 -  AI
Г О

Р . P i Р ь Р 4 Р б Р б

1 Р 4 0 12 —  1 4 - 2 1 0 0

2 Рь 0 17 1 1 2 0 і 0

3 Рб - М 4 2 —  1 2 0 0 1
4 0 -  1 — 2 1 0 0 0

5 — 4 - 2 1 — 2 0 0 0

1 Р 4 0 14 0 7 /2 -  1 1 0
1/2

2 . Рь 0 15 0 3 /2 1 0 1 — 1/2

3 Р, 1 2 1 - 1 / 2 1 0 0
1/2

4 2 0 - 5 / 2 2 0 0
1/2

1 Р 2 2 4 0 1 - 2 / 7 2 /7
0 1/7

2 Рь 0 9 0 0 13/7 - 3 / 7 1 - 5 / 7
3 р . 1 4 ! 0 6 /7 1/7 0 4 /7
4 12 0 0 9 /7 5 /7 0 6 /7

3. Э коном ическая интерпретация двойствен ны х за д а ч .
Э кон ом ич ескую  ин терпретацию  двойствен ны х за д а ч  и д в о й ст 
венны х оц ен ок  рассм отр им  на прим ере.

1.90. Д л я  п р ои зв одств а  трех  видов издел и й  Л, б  и С испол ь
зу е т ся  три различны х вида сырья. К аж ды й  из видов сы рья  
м о ж ет  быть испол ьзован  в количестве, соотв етств ен н о  не б о л ь 
ш ем 180, 210 и 244 кг. Н ормы  за т р а т  к а ж д о г о  из видов сы рья  
на еди н и ц у  продукции да н н о го  вида и цена единицы  продукции  
к а ж д о г о  вида приведены  в табл . 1.43.

О пр еделить  план вы пуска продукции, при котором  о б есп еч и 
вается  ее  м ак си м альн ая стои м ость, и оцени ть к аж ды й из видов  
сы рья, испол ьзуем ы х для п р о и зв о дств а  продукции. О ценки, 
приписы ваем ы е к а ж д о м у  из видов сы рья, дол ж н ы  быть таким и, 
чтобы  оценка всего  и сп ол ьзуем ого  сы рья бы ла м иним альной, 
а су м м ар н ая  оценка сы рья, и сп ол ьзуем ого  на п р о и зв о дств о  
единицы  продукции к а ж д о го  в и д а ,—  не м еньш е цены единицы  
продукции д а н н о го  вида.

Т а б л и ц а  1.43

Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) на единицу продукции

А в С

1 4 2 1
II 3 1 3
III 1 2 5

Ц ена единицы про
дукции (руб.) 10 14 12
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Р е ш е н и е .  П р ед п о л о ж и м , ЧТО п р ои зв оди тся  Х\ издел и й  А,  
х 2 издели й  В и Хз и здели й  С.  Д л я  оп р ед ел ен и я  опти м ал ьн ого  
пл ана п р о и зв о дств а  н у ж н о  реш ить за д а ч у , со ст о я щ у ю  в м ак си 
м и заци и  цел евой  функции

(66)

(67)

(68)

П рипиш ем  к а ж д о м у  из видов сы рья, испол ьзуем ы х для  
п р о и зв о дст в а  продукции, двой ствен н ую  оценк у, соотв етств ен н о  
равн ую  у  і, tj2 и уз.  Т огда  о б щ а я  оценк а сы рья, и сп ол ьзуем ого  
на п р о и зв о дст в о  продукции, состави т

F* =  180(/, + 2 1 0 ( /2  +  244t/3->-m in. (6 9 )

С огл асн о  условию , двойствен ны е оценки дол ж н ы  быть т а 
кими, чтобы о б щ а я  оценка сы рья, и сп о л ь зу ем о го  на п р о и зв о д 
ств о  единицы  продукции к а ж д о г о  ви да , бы ла не м еньш е цены
единицы  продукции д а н н о го  ви да, т. е. у ,, у 2 и у 3 дол ж н ы  у д о в л е 
тв оря ть  сл ед у ю щ ей  си стем е неравенств:

4</t +  3 ( /2 +  1 /з^ Ю ,

, 2 « / ,+  у г +  2 у 3> 1 4 ,  (70)

i/i Н-  Зг/2-{- 5 і/з 12,

УI, У2, У з > 0 .  (71)

К ак видно, за д а ч и  (6 6 ) —  (6 8 ) и (6 9 )  —  (7 1 ) о б р а зу ю т  си м 
м етричную  п ар у двойствен ны х за д а ч . Р еш ен и е  прям ой за д а ч и  
д а е т  оптим альны й план п р ои зв одств а  и здел и й  Л, В  и С, а р еш е
ние дв ой ств ен н ой  —  оптим альную  си стем у  оценок  сы рья, испол ь
зу е м о г о  дл я  п р о и зв о дств а  этих и здел и й . Ч тобы  найти реш ен ие  
эти х за д а ч , сл ед у ет  сн ач ал а  оты скать реш ен ие как ой-л и бо  
одн ой  из них. Так как си стем а ограничений за д а ч и  (6 6 ) —  (6 8 )  
со д е р ж и т  лиш ь н ер ав ен ств а  вида « О ,  то  лучш е сн а ч а л а  найти  
реш ен и е этой  за д а ч и . Е е  реш ен ие п р и в еден о  в та б л . 1.44.

И з этой табл иц ы  видно, что оптим альны м планом п р о и зв о д 
ств а  издели й  явл яется  такой , при котором  и зготов л я ется  82 и з д е 
лия В и 16 издел и й  С. П ри данн ом  пл ане п р ои зв одств а  о ста ет ся

F — 1 Ох і +  14 х 2 +  12 х 3 
при сл ед у ю щ и х  условиях:

4 х | + 2 х г +  Х з < Л 8 0 ,  

3xi +  Х2 +  З х з < (2 1 0 ,  

Х\ + 2 х г + 5 х з ^ 2 4 4 ,
і

Х | ,  Х 2 ,  Х з ^ о .
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Т а б л и ц а  1.44

і Базис С . Ро ' 10 14 12 0 0 0

Р\ Рз Рз Р  4 Рь Рь

1 Рз 14 82 1 9 /8 1 0 5 / 8 0 - 1 / 8
2 Рь 0 80 2 3 / 8 0 0 1 /8 1 — 5 / 8
3 Рз 12 16 - 3 / 4 0 1 - 1 / 4 0 1 /4

1340 5 7 /4 0 0 2 3 /4 0 5 /4

неиспол ьзованны м  8 0  кг сырья II ви да , а о б щ а я  стои м ость  
издел и й  равн а 1340 руб. И з т а б л . 1.44 т а к ж е  видно, что опти м ал ь
ным реш ением  двойствен ной  за д а ч и  яв л я ется  у f  =  2 3 /4 ;  у $ = 0 ;  
t/.f— 5 /4 .

П ерем енн ы е уТ и y f  о б о зн а ч а ю т  условны е двойствен ны е  
оценки единицы  сырья, соотв етств ен н о  I и III видов. Эти оценки  
отличны  от нуля, а сы рье I и III видов полностью  и сп ол ьзуется  
при оптим альном  плане п р о и зв о дств а  продукции. Д в о й ст в ен н а я  
оценк а единицы  сы рья II вида  равн а нулю . Э тот вид сы рья не 
полностью  и сп ол ьзуется  при оптим альном  плане п р ои зв одств а  
продукции.

Таким о б р а зо м , п ол ож и тел ьную  двой ствен н ую  оценк у им ею т  
ли ш ь те виды сы рья, которы е полностью  и сп ол ьзую тся  при 
оптим альном  плане п р ои зв одств а  и здел и й . П оэтом у  д в о й ст в ен 
ные оценки оп р едел я ю т деф и ц и тн ость  и сп ол ьзуем ого  п р едп р и я 
тием  сы рья. Б ол ее  того , величина да н н о й  двойствен ной  оценки  
п ок азы в ает , на сколько в о зр а ст а ет  м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е  
цел евой  ф ункции прямой за д а ч и  при увеличении количества  
сы рья со о тв етств ую щ его  вида на 1 кг. Так, увелич ен ие коли
ч ества  сы рья I вида на 1 кг пр иведет к том у, что появится в о зм о ж 
ность найти новый оптимальны й план п р ои зв одств а  и здел и й , при 
котором  о б щ а я  стои м ость  изготов ля ем ой  продукции в о зр а ст ет  
на 5 ,7 5  руб . и стан ет  равной 1340 +  5 ,7 5  =  1345 ,75  р уб . П ри  
этом  числа, стоя щ и е в сто л б ц е  вектора Р 4 табл . 1 .44, п ок азы 
ваю т, что у к а за н н о е  увел ич ен ие общ ей  стои м ости  и зго т о в л я е
мой продукции м о ж ет  быть д ости гн уто  з а  счет увеличения  
вы пуска издели й  В  на 5 / 8  ед . и сок ращ ен и я  вы пуска и здел и й  
С  на 1 /4  ед . В сл ед ств и е этого  исп ол ьзован и е сы рья II вида  
ум еньш ится на 1 /8  кг. Точно так  ж е  увелич ен ие на 1 кг сы рья  
III вида п озволит найти новы й оптим альны й план п р о и зв о д 
ства и здел и й , при котором  о б щ а я  стои м ость  изготов ля ем ой  
продукции в о зр а ст ет  на 1,25 руб. и состав и т 1 3 4 0 + 1 ,2 5  =  
=  1341 ,25  руб . Э то б у д ет  дост и гн у т о  в р езу л ь та те  увеличен ия  
вы пуска издели й  С  на 1 /4  ед . и ум еньш ения и зготовл ен ия
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издели й  В  на 1 /8  е д ., причем о б ъ ем  и сп ол ьзуем ого  сы рья II вида  
в о зр а ст ет  на 5 / 8  кг.

П р о д о л ж и м  р ассм отр ен и е оптим альны х двойствен ны х о ц е 
нок. В ы числяя м иним альное зн ачен и е целевой ф ункции д в о й 
ственной за д а ч и

F m i n =  180- (2 3 /4 )  +  2 1 0  • 0  +  244 ■ ( 5 /4 )  =  1340,

видим , что он о  со в п а д а ет  с максим альны м зн ачен и ем  целевой  
ф ункции исходн ой  за д а ч и .

П ри подстан ов к е оптим альны х двойствен ны х оценок в с и с 
тем у ограничений двойствен ной  за д а ч и  получаем

23 +  5 / 4 >  10,

, 2 3 /2  +  5 / 2 = 1 4 ,

2 3 /4  +  2 5 / 4 = 1 2 .

П ер в о е  огр аничение дв ой ств ен н ой  за д а ч и  вы полняется как 
стр о го е  н еравен ство. Э то  о зн а ч а ет , что дв ой ств ен н ая  оценка  
сы рья, и сп ол ьзуем ого  на п р ои зв одств о  о д н о го  и здел и я  вида А ,  
вы ш е цены  эт о го  издели я  и, сл ед о в а тел ь н о , вы пускать издели я  
вида А невы годно. Е го  п р ои зв одств о  и не п р ед у см о т р ен о  оп ти 
м альным планом  прям ой за д а ч и . В то р о е  и третье ограничения  
д войствен ной  за д а ч и  вы полняю тся как стр оги е рав ен ств а . Э то  
о зн а ч а е т , что двойствен ны е оценки сы рья, и сп ол ьзуем ого  для  
п р ои зв одств а  единицы  соотв етств ен н о  издел и й  В и С, равны  
в точн ости  их ценам . П оэтом у  вы пускать эти два вида продукции  
по двойственны м  оценкам  эконом ически ц ел есо о б р а зн о . И х  
п р о и зв о дств о  и п р едусм отр ен о  оптимальны м планом прямой  
за д а ч и .

Таким о б р а зо м , двойствен ны е оценки тесны м о б р а зо м  св я 
заны  с оптимальны м планом  прям ой за д а ч и . В ся к ое  и зм ен ен и е  
исходн ы х данн ы х прямой за д а ч и  м ож ет  о к а за ть  влияние как на ее  
оптим альны й план, так  и на си стем у  оптим альны х двойствен ны х  
оценок . П о это м у , чтобы  проводить эконом ический ан ал и з с 
и сп ол ьзов ан и ем  двойствен ны х оценок , н у ж н о  зн ать  их интервал  
устой чи вости . К р ассм отр ен и ю  эт о го  мы сей час и перейдем .

4. Анализ устойчивости двойственных оценок. П р одол ж и м  
р а ссм о тр ен и е  основной  за д а ч и  ли нейного  програм м ирования  
( 6 1 ) — (6 3 ) и дв ой ств ен н ой  к ней (6 4 ) ,  (6 5 ) .

П р ед п о л о ж и м , что за д а ч а  ( 61)  —  (6 3 )  им еет невы рож денн ы е  
опорны е планы  и хотя бы один  из них является  оптимальны м.

М ак си м ал ь н ое зн ач ен и е цел евой  ф ункции (6 1 ) за д а ч и  
(6 1 )  —  (6 3 )  б у д ем  р ассм атр и в ать  как ф ункцию  св ободн ы х членов  
систем ы  линейны х уравн ен ий  (6 2 ):  F (Ь\,  Ь2,.. .,Ьт).
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Т ео р ем а  1.12. В оптимальном п л а н е  двой ст венной з а д а ч и  
(6 4 ) ,  (6 5 )  з н а ч е н и е  п ер ем ен н о й  уf  ч исл ен но  р а в н о  частной п р о и з 
в о д н о й  ф у н к ц и и  F mJ b u  b 2; . . . ,b m) по  д а н н о м у  аргум ент у, т. е.

dFm7b: =У* (72)
П о сл ед н ее  рав ен ств о  о зн а ч а ет , что изм ен ен и е зн ачени й  в ел и 

чин bi приводит к увел ич ен ию  или ум еньш ению  F ma£ b \ ,  b 2 , . . . ,bm). 
Э то изм ен ен и е Fmax{b |, Ьг,..., b m) о п р ед ел я ется  величиной I y t \  
й м о ж ет  быть о х а р а к т ер и зо в а н о  лиш ь т о г д а , когда при изм енении  
величин bi зн ач ен и я  перем енны х у ?  в оптим альном  п л ан е со о тв ет 
ств ую щ ей  двойствен ной  за д а ч и  (6 4 ) ,  (6 5 ) остаю тся  н еи зм ен 
ными. П о эт о м у  П редставляет ин терес о п р ед ел и т ь 'т а к и е  ин тер
валы  изм ен ен ия к а ж д о г о  из св ободн ы х членов систем ы  линейны х  
уравн ен ий  ( 6 2 ) ,  в которы х, оптимальны й план дв ой ств ен н ой  
за д а ч и  (6 4 ) ,  (6 5 ) не м еняется . Э то им еет м есто  д л я  в сех  тех  
зн ачени й  6; +  Л6;, при которы х ст о л б ец  вектора Р о последн ей  
сим п л ек с-табл и цы  реш ения за д а ч и  (6 1 ) —  (6 3 ) не с о д ер ж и т  от р и 
цательны х чисел, т! е. т о гд а , когда  ср еди  ком понент вектора

Ь\ +  Д&|

&2 +  Л&2

bn~\~ bkb п

нет отрицательны х: З д е сь  В 1 —  м атри ца, о б р а т н а я  м атри це В,  
со став л ен н ой  из ком понент векторов б а зи с а , который о п р ед е 
л я ет  оптим альны й план за д а ч и  (6 1 ) —  (6 3 ) .

Таким о б р а зо м , если  н ай ден о  реш ен ие за д а ч и  (6 1 ) —  (6 3 ) ,  то  
н ет р у д н о  провести  а н а л и з устой чи вости  двойствен ны х оц ен ок  
относител ьно изм енений bi. Э то, в свою  оч ер едь , п озв ол я ет  
п р оан ал и зи р ов ать  устой чи вость  опти м ал ьн ого  пл ана за д а ч и  
(6 4 ) ,  (6 5 ) относител ьно изм ен ен ий св ободн ы х членов систем ы  

линейны х уравн ен ий  (6 2 ) ,  оцени ть степень  влияния изм ен ен ия  
bi на м аксим альное зн ач ен и е целевой ф ункции за д а ч и  (6 1 ) —  (6 3 )  
и д а ет  в озм о ж н о ст ь  опр едел ить  н аи б о л ее  ц ел есо о б р а зн ы й  
вари ант возм ож н ы х изм ен ен ий bi.

1.91. Д л я  изготовл ен ия четы рех видов продукции п р едп р и я 
тие исп ол ьзует  три типа р есур сов . Н орм ы  р а с х о д а  р есур сов  
к а ж д о г о  типа на еди н и ц у продукции, их наличие в р а сп о р я ж ен и и  
пр едп ри яти я, а т а к ж е  цена единицы  продукции приведены  
в та б л . 1.45.

Т ребуется : а) сф ор м ул и р ов ать  дв ой ств ен н ую  за д а ч у  и найти  
оптим альны е планы прям ой и дв ой ств ен н ой  за д а ч ; б )  найти
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Т а б л и ц а  1 . 4 5

Тип ресурса
Норма расхода ресурсов 

на единицу продукции
Наличие
ресурса

А В С D

I 1 0 2 1 180
II 0 I 3 2 210
III 4 2 0 4 800

Цена единицы продукции 9 6 4 7

интервалы  устойчивости двойствен ны х оценок  по отнош ению  
к изм енениям  ресур сов  к а ж д о г о  типа; в) вы явить изм ен ен ие  
об щ ей  стои м ости  и зготовляем ой  продукции, оп р едел я ем ой  оп ти 
мальны м планом ее  п р ои зв одств а  при ум еньш ении количества  
р есу р са  I типа на 60  ед . и увеличении кол ичества р есу р со в  II и 
III типов соотв етств ен н о  на 120 и 160 ед . П ровести  а н а л и з в о з 
м о ж н о го  изм ен ен ия общ ей  стои м ости  продукции как при и зм е
нении объ ем о в  к а ж д о г о  из ресур сов  по отдельности , так  и при их 
одн ов р ем ен н ом  изм енении в ук азан н ы х р а зм ер а х .

Р е ш е н и е ,  а)  П р ед п о л о ж и м , что и здел и я  видов А, В, С  и D  
б у д у т  произведены  соотв етств ен н о  в колич ествах  Х\, Х 2, Хз и х 4. 
Д л я  о п р едел ен и я  оптим ального плана п р ои зв одств а  продукции  
сл ед у е т  найти реш ен ие за д а ч и , со стоя щ ей  в опр едел ении  м ак си 
м ал ь н ого  зн ачени я функции

F =  9x i -f-6 x 2 - j-4 х з -(- 7x4 (7 3 )

при усл ов и ях

ґ  X] +  2x 3 +  х 4 ^  180,

л х 2 Зхз 2x4 ^  2 1 0 , (7 4 )

4х  і +  2^2 +  4 х 4 ^  800 , 

х , ,  х 2, х 3, х 4 > 0 .  (7 5 )

П рипиш ем  еди ни це к а ж д о г о  из испол ьзуем ы х р есур сов  д в о й 
ственн ую  оценк у, соотв етств ен н о  равную  у  і, у 2, у 3. Т огда  д в о й 
ств ен н ая  за д а ч а  по отнош ению  к за д а ч е  (7 3 ) —  (7 5 ) состоит
в оп р едел ен и и  м иним ального зн ачени я функции

F * = 1 8 0 i/ 1+ 2 1 0 « /2 +  800(/3 (7 6 )
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У і  +  4.УЗ ^ 9 ,

і/2 +  2(/з ^ 6 ,  (7 7 )
2і/і + 3 ^ 2 ^  4,

, i/i +  2(/2 +  4 у з ^  7,

«/і. </2- < /з > 0 .  (7 8 )

К ак видно, за д а ч и  (7 3 ) —  (7 5 ) и (7 6 ) —  (7 8 ) о б р а зу ю т  си м м ет
ричную  п ар у двойствен ны х за д а ч . Р еш ен и е исходн ой  за д а ч и  д а ет  
оптимальны й план п р о и зв о дств а  и здел и й  видов А , В, С  и D,  
а реш ен ие двойствен ной  —  оптим альную  си стем у  двойствен ны х  
оц ен ок  ресур сов , испол ьзуем ы х дл я  п р о и зв о дств а  эти х  издел и й . 
Ч тобы  найти реш ение эти х за д а ч , с л ед у ет  сн а ч а л а  оты скать
р еш ен ие к ак ой-н ибудь одной  из них. Так как си стем а  о гр ан и ч е
ний за д а ч и  (7 3 )  —  (7 5 ) с о д е р ж и т  лиш ь нерав ен ств а вида  « О ,  
т о  сн а ч а л а  л уч ш е найти реш ений этой  за д а ч и . Е е  реш ен ие  
сим плексны м  м етодом  п р и веден о в т а б л . 1.46.

Т а б л и ц а  1.46

п ри  у сло в и ях .

і Базис Се Р 0 9 6 4 7 0 0 0

Р, Рг Рз Р, Рь Ре Рг

1 Ръ 0 180 1 0 2 1 1 0 0

2 Ре 0 210 0 1 3 2 0 1 0

3 Рг 0 800 4 2 0 4 0 0 1

4 0 - 9 — 6 — 4 —7 0 0 0

1 Я, 9 180 1 0 2 1 1 0 0

2 Ре 0 210 0 1 3 2 0 1 0

3 Рг 0 80 0 2 —8 0 —4 0 1
04 1620 0 —6 14 2 9 0

1 я , 9 180 1 0 2 1 1 0 0
2 Ре 0 170 0 0 7 2 2 1 - 1 / 2
3 Рг 6 40 0 1 —4 0 — 2 0 1/2
4 1860 0 0 — 10 2 — 3 0 3

1 Я, 9 95 1 0 - 3 / 2 0 0 - 1 / 2 1/4
2 Ръ 0 85 0 0 7 /2 1 1 1/2 - 1 / 4

3 Рг 6 210 0 1 3 2 0 1 0
4 2115 0 0 1/2 5 0 3 /2 9 /4

И з этой таблицы  видно, что оптимальны м  планом  п р о и зв о д 
ств а  и здел и й  является  такой план, при котором  и зготов л я ется  
95  издел и й  вида А  и 210  издели й  вида В. П ри дан н ом  пл ане  
пр о и зв о дств а  о б щ а я  стои м ость  и здел и й  равна 2 1 1 5  руб .
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И з та б л . 1.46 т а к ж е  видно, что оптимальны м планом  д в о й ст в ен 
ной за д а ч и  является  У * = ( 0 ;  3 /2 ;  9 / 4 ) .

б ) О пределим  теп ер ь интервалы  устой чи вости двойствен ны х  
оценок  по отнош ению  к изм енениям  ресур сов  к а ж д о г о  вида. 
Д л я  этого  н ай дем  ком поненты  вектора

180 +  Д6,

2104 - Д62 '

8004-Д*з

/  95 — (1/2)ЛЙ24-(1/4)Л Й з \

=  ( 85 4 - А * і  4 -(1/2)Д *2  — (1/4)Дй3 )

\2 1 0 4 -A ft2  /

и оп р едел и м , при каких зн ач ен и я х  Л6 1, Д 6 2 и А Ь3 они не о т р и ц а 
тельны . П р е ж д е  чем это  сдел ать , отм етим , что м атри ца В ~ ' ,  
о б р а т н а я  м атрице В , состав л ен н ой  из ком понент векторов Р \,  
Рь  и Р 2 б а зи с а , которы й оп р едел я ет  оптим альны й план за д а ч и  
( 7 3 ) — (7 5 ) ,  за п и с а н а  н еп оср едств ен н о  на основани и  данны х  
т а б л . 1 .46, а именно: элем енты  матрицы  В ~ '  взяты  из стол бц ов  
векторов Рь, Рб и Р 7, о б р а зу ю щ и х  первоначальны й единичны й  
б а зи с .

У словие неотри цательности  ком понент у к а за н н о го  выше век
то р а  приводит к сл ед у ю щ ей  си стем е неравенств:

9 5 - ( 1 / 2 ) Л 6 2 +  ( 1 / 4 ) Д 6 з >  0 ,

8 5 Д£»і -(-(1 / 2 ) Д&2 — (I >  0, (79)

2104-  Д&2> 0.

О чевидн о, есл и  Д 6 2 =  0  и Дйз =  0, то Д & |>  — 85. Э то о зн а ч а ет , 
что если количество ресур сов  1 типа б у д ет  увеличен о или у м ен ь 
ш ено в п р ед ел ах  85 е д .,  то, несм отря на это, оптимальны м  
планом  дв ой ств ен н ой  за д а ч и  (7 6 ) —  (7 8 ) о ста ет ся  Т * = ( 0 ;  3 /2 ;  
9 / 4 ) .

Д а л е е , если  Д 6 | = 0  и Дйз =  0, то  — 170 <  Дй2 <  — 190, а если  
Д & 1 = 0  и Д 6 2 =  0, то — 380  <  Д & з < 3 4 0 . Таким о б р а зо м , если  
количество о д н о го  из типов р есур сов  II или III п р и н адл еж и т  
со о тв етств ен н о  пр ом еж утк у  4 0 < & 2 < 4 0 0  или 4 2 0 < 6 3<  1140, 
а количество остальны х р есур сов  о ста ет ся  первоначал ьны м , то  
дв ой ств ен н ая  за д а ч а  (7 6 ) —  (7 8 ) им еет один и тот ж е  оп ти м ал ь
ный план Т* =  (0; 3 /2 ;  9 / 4 ) .

Если b і, ft2 и Ь3 и зм ен яю тся  одн ов р ем ен н о, то и ссл ед ов ан и е  
устой чи вости  двойствен ны х оценок  несколько у сл о ж н я ется , 
поскол ьку в данн ом  сл уч ае  н уж н о  найти м н огогранник реш ений  
систем ы  линейны х неравенств  ( 7 9 ) .  Точки это го  м ногогранника
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оп р едел я ю т  количество р есур сов  к а ж д о г о  типа, при которы х  
двойствен ны е оценки остаю тся  преж ним и.

в) В дан н ой  за д а ч е  одн ов р ем ен н о  и зм ен яется  количество  
р есур сов  в сех  трех  типов. П ри этом  кол ичество р есу р са  I типа  
у м ен ьш ается  на 60 ед . ( A 5 i =  — 60), а кол ичество р есу р со в  II 
и III типов соотв етств ен н о  увелич иваю тся  на 120 и 160 ед . 
(Д 6 2= 1 2 0  и Л 6 з = 1 6 0 ) .  С л едов ател ь н о , чтобы  вы яснить, 
оста ет ся  ли ^* =  (0; 3 /2 ;  9 /4 )  оптим альны м  планом  двойствен ной  
за д а ч и  ( 7 6 ) — (7 8 ) при у к азан н ом  изм енении кол ичества р е с у р 
сов  или нет, н уж н о  проверить, удов л етв ор я ю т дан н ы е зн ачени я  
А 6і, Л 62 и ДЬз си стем е неравенств  (7 9 ) или нет. Д л я  эт о го  п о д с т а 
вим в нерав ен ств а (7 9 ) вм есто Afei, А 6 2 и Л&з цх зн ачен и я  — 60, 
120 и 160:

С л едов ател ь н о , несм отря на и: нение о б ъ ем о в  р есур сов  в
ук азан н ы х р а зм ер а х , оптимальны м планом двойствен ной  за д а ч и  
оста н ется  К* =  (0; 3 /2 ;  9 /4 ) .  Д а н н о е  зак лю ч ен и е позв ол яет  
восп ол ьзов ать ся  равенством  (7 2 )  для оп р едел ен и я  пр иращ ени я  
м ак си м альн ого  зн ачени я ф ункции (7 3 ) при указанн ы х и зм ен е
ниях кол ичества ресур сов . В этом  сл уч ае

Э то о зн а ч а ет , что ум еньш ени е количества ресур сов  I типа на 
60 ед . и увеличение количества р есурсов  II и III типов с о о т в ет 
ств ен н о  на 120 и 160 ед . пр иведет  к в о зм ож н ости  построения  
так ого  плана п р ои зв одств а  продукции, р еа л и за ц и я  которого  
о б есп еч и т  вы пуск изделий на 5 4 0  руб. бол ьш е, чем при плане  
п р о и зв о дств а  продукции, обусл ов л ен н ом  первоначальны м  коли
чеством  ресур сов . У м еньш ение количества р есу р со в  I типа на 
60  ед . не повлияет на изм ен ен ие м ак си м альн ого зн ач ен и я  ф ун к 
ции, в то  врем я как увеличение количества ресур сов  II и III типов  
на 120 и 160 ед . приведет к увеличению  м ак си м ал ьн ого  зн ачени я  
функции соотв етств ен н о  на i/fA 52 =  ( 3 / 2 ) - 120 =  60 и у$АЬз — 
=  ( 9 /4 )  • 160 =  360.

Сформулируйте двойственные задачи по отношению к задачам  
1.92— 1,97 и найдите их решения,

1.92. F  =  6х |  +  8х 2 +  Х з-* -тах;

9 5 - ( 1 / 2 ) - 1 2 0  +  ( 1 / 4 ) - 160 =  7 5 >  0, 

8 5 — 60 +  (1 / 2 )  • 120—  ( 1 /4 )  -1 6 0  =  4 5 >  0, 

2 1 0  +  1 2 0 >  0.

A/*"max ~  У * А 6  і + { / * А 6 г + ! / з  А 6 3 —

=  0  • (— 6 0) +  ( 3 /2 )  • 120 +  ( 9 /4 )  • 160 =  540.

Xi +  х 2 +  х,з ^  3,

Х\ +  2 х 2 +  4 ,

Xi, х 2, х 3^ 0 .
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1.93. /^ - 2 7 * ,+ .1 0 * 2 + 1 5 * 3  +  28*4- 

3 * i + 2 * 2 +  * з  +  2*4  <  2 , 

3 * 1 +  *2 +  3*3 +  4 *4  5 ,

* | ,  *2, *3, *4 5 = 0 .

1.94. +  =  3*і + 2 * 2 — 6*з-*-тах;

2 * i— 3 * 2 +  х з <  18,

— 3*i +  2*2— 2*з <  24,

*i + 3 * 2 — 4*з < 3 6 ,

* i ,  * 2, * з 5 = 0 .

1.96. /•' =  * 1 + 3 * 2 — 5*4->-глах;

С  2*1 +  4*2 +  *3 +  2*4 =  28 , 

л  — 3 * 1 + 5 * 2 —  3*4 < 3 0 ,

I  4 * i — 2*2 8*4 < 3 2 ,

*1, *2, *3, * „ > 0 .

max;

1.95. F== 3 * i— 7*2— 4*з->-тіп; 

— 2 * i— 3*2— 2 * з <  12,

— 4 * i— 4*2— 3*з < 2 4 .  

5*i +  5*2 +  3*з <  15, 

*1, *2, * з5= 0 .

1.97. F  =  3 * i + 2 * b— 5*6-»-max;

2*i + * 2— 3*5 +  5*6 =  ЗО, 

4* і +  *з +  2*5— 4*6 =  28, 

— З*  і +  * 4— 3*5 +  6 * 6  =  24,

*(> 0  (/= Гб ).

1.98. Сформулируйте двойственную задачу  по отношению к задаче  1.1 
и найдите ее решение.

1.99. Найдите решение двойственной задачи по отношению к з а д а 
че 1.5.

1.100. Сформулируйте двойственную задачу  по отношению к задаче 
1.6 и найдите ее решение.

1.101. Найдите решение двойственной задачи  по отношению к задаче
1.63.

1.102. Сформулируйте двойственную задачу  по отношению к задаче 
1.62 и найдите ее решение.

1.103. Сформулируйте для задачи 1.41 двойственную задачу. 
Кроме того:

а) найдите оптимальный план двойственной задачи;
б) найдите интервалы устойчивости двойственных оценок по отно

шению к изменениям количества сырья каж дого типа;
в) определите увеличение максимального значения общей стоимости 

изготовляемой продукции при увеличении количества сырья всех трех 
типов соответственно на 30, 40 и 50 кг. Оцените раздельное и суммарное 
влияние этих изменений.

1.104. Д л я  производства продукции трех видов А , В  ч С  исполь
зуется три различных вида сырья. Каждый из видов сырья может быть 
использован в объеме, соответственно не большем, чем 180, 210 и 236 кг. 
Нормы затр ат  каж дого из видов сырья на единицу продукции данного 
вида и цена единицы продукции каж дого вида приведены в таблице.
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Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) на единицу продукции

изделие А изделие В изделие С

I 4 2 1
II 3 1 3
III 1 2 5

Цена единицы про
дукции (руб.) 10 14 12

Требуется определить план выпуска продукции, обеспечивающий 
максимальный ее выпуск в стоимостном выражении.

Сформулируйте для данной задачи двойственную. Кроме того:
а) найдите оптимальный план двойственной задачи;
б) найдите интервалы устойчивости двойственных оценок;
в) найдите увеличение максимального значения общей стоимости 

изготовляемой продукции при увеличении количества сырья II и III вида 
соответственно на 80 и 160 ед. и при уменьшении количества сырья I вида 
на 40 ед. Оцените раздельное и суммарное влияние этих изме
нений;

г) определите целесообразность в плане производства 4-го вида 
изделий, нормы затрат  сырья на единицу которого равны 2, 4 и 3 кг, 
а цена единицы изделия равна 18 руб;

д) найдите оптимальные планы прямой и двойственной задачи, 
если количество сырья I, II и III видов равно 140, 250 и 240 кг.

5. Двойственный симплекс-метод. Д вой ствен н ы й  сим плекс- 
м етод , как и сим п лек с-м етод , исп ол ьзуется  при н а х о ж д ен и и  
реш ения за д а ч и  ли нейного п р ограм м ирования , за п и са н н о й  в 
ф ор м е основной за д а ч и , дл я  которой ср еди  векторов Р/, 
составл ен н ы х из к оэф ф иц иентов  при неизвестны х в си стем е  
уравн ен ий , им еется  т  единичны х. В м есте  с тем  двойственны й  
си м п л ек с-м етод  м ож н о  прим енять при реш ении за д а ч и  л и н ей 
ного п р ограм м ирования , свободн ы е члены систем ы  уравнений  
которой могут быть лю бы ми числам и (при реш ении за д а ч и  
сим плексны м  м етодом  эти числа п р ед п ол агал и сь  н еотр и ц ател ь
ны м и). Т акую  за д а ч у  и рассм отр им  теп ерь, п р едвар и тел ьн о
п р едп ол ож и в , что единичны ми являю тся векторы Р |, Рг,..-, Рт, 
т. е. рассм отр им  за д а ч у , со стоя щ ую  в оп р едел ен и и  м ак си м аль
ного зн ачен и я  функции

F = C\X\ + c2x2-\- ... +  спхп (80)

при услов и я х

Xl Pl  -f- Х2Р 2 +  ... +  ХтРщ -Т Х«!+ 1 Рт+  1 "Т ... +  ХпР п =  Р о, (81 )

( / =  1 ,п ) , (8 2 )
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где

/ ' \  / °
О 1

р , =  О ; Р 2 =  О Р,„ = О

W °/ ;/

р т + , =

и ср еди  чисел Ь, (( = l , m ) им ею тся отрицательны е.
В дан н ом  сл уч ае  X =  (6 i; by, Ь,п\ 0 ; ...;0 ) есть  реш ен ие  

систем ы  линейны х уравнений (8 1 ) .  О дн ак о эт о  реш ен и е не 
я в л яется  планом  за д а ч и  (8 0 ) —  (8 2 ) ,  так  как с р ед и  его  ком понент  
им ею тся отрицательны е числа.

П оск ольк у векторы  Р і, P i , . . . ,P m —  единичны е, к аж ды й из 
векторов P j ( j — \ ,n )  м ож н о  п р ед став и ть  в виде линейной к ом би 
нации данны х векторов, причем коэф ф и ц и ен там и  р а зл о ж ен и я  
вект о р о в Pi по векторам  Р \,  Рг, Р т с л у ж а т  числа Ъ(*=Оц  
( t = ! , m ;  /  =  1 ,-я ). Таким о б р а зо м , м ож н о  найти

О п р е д е л е н и е  1.15. Р еш ен и е Х =  (Ь\\ 6 2;...; Ьт\ 0 ;...; 0) 
систем ы  линейны х уравнений (8 1 ) ,  о п р ед ел я ем о е  б а зи со м  
Р  і, Р 2,...,Р „ і, н азы в ается  пс е в д о п л а н о м  за д а ч и  (8 0 ) —  (8 2 ) ,
если  А;СЗ=0 дл я  л ю б о го  /  ( / =  1 ,я).

Теорема 1.13. £ с л «  в п с е в д о п л а н е  Х — (Ь і; 6 2; ...; 6 т , 0 ;...;0 ), 
о п р е д е л я е м о м  б а зи с о м  Р \ ,  Рг Р,„, есть  хотя  б ы _ о д н о  от рица
тельное ч исл о  Ь і < 0 такое, что в с е  0 ( /  =  I , и ) , го  з а д а ч а  
(8 0 ) —  (8 2 )  в о о б щ е  не  имеет пл а н о в .

Теорема 1.14. Е с л и  в п с е в д о п л а н е  X —  (6 ,;  6 2; ...; 6 т ; 0; ...; 0 ) ,  
о п р е д е л я е м о м  б а зи с о м  P i ,  Рг, ..., Р т , имеются отрицательные  
ч и с л а  6 , <  0  такие, что д л я  л ю б о г о  из  ни х  существуют ч исл а  
а,, <  0, то м ож но перейти к н о в о м у  п с е в д о п л а н у ,  при  котором з н а 
ч ен ие  ц е л е в о й  ф у н к ц и и  з а д а ч и  (8 0 ) —  (8 2 ) н е  уменьшится.

С ф ор м улир ованн ы е теорем ы  д аю т  осн ов ан и е дл я  построени я  
ал гор и тм а дв ой ств ен н ого  си м п л ек с-м етода .

m

108



И так , пр одол ж и м  р ассм отр ен и е за д а ч и  (8 0 )  —  ( 8 2 ) .  П усть  
Х =  ( b i; b 2; Ьт; 0; 0 ) —  п сев доп л ан  этой за д а ч и . Н а осн ов е
исходн ы х дан н ы х состав л я ю т си м п л ек с-табл и ц у  (т а б л . 1 .4 7 ),  
в которой некоторы е элем енты  сто л б ц а  вектора Р 0 являю тся отр и 
цательны м и числам и. Если таких чисел нет, то  в си м п л ек с-т а б 
л и ц е за п и са н  оптим альны й план за д а ч и  (8 0 ) —  (8 2 ) ,  поскольку, 
по п р ед п о л о ж ен и ю , все Д / ^ 0 .  П о эт о м у  для о п р едел ен и я  оп ти 
м ального  плана за д а ч и  при условии , что он су щ ест в у ет , сл ед у ет  
пр оизвести  упорядоченны й п ер ех о д  от одной  сим п л ек с-табл и цы  
к д ругой  д о  тех  пор, пока из сто л б ц а  вектора Р 0 не б у д у т  исклю 
чены отрицательны е элем енты . П ри этом  все время дол ж н ы  о с т а 
ваться неотрицательны м и все элем енты  ( ш + 1 ) - й  строки , т. е. 
Zj — Cj ^  0 для л ю б о го  /  (у =  1, п ) .

Таким о б р а зо м , п осле состав л ен и я  сим п л ек с-табл и цы  про
веряю т, им ею тся ли в сто л б ц е  вектора Ро отри цательны е числа. 
Е сли их нет, то найден  оптимальны й план исходн ой  за д а ч и . Если  
ж е  они им ею тся (ч то мы и п р ед п о л а г а е м ), то  вы бираю т н аи бол ь
ш ее по абсолю тн ой  величине отри ц ател ь н ое число. В том  сл уч ае , 
когда таких чисел несколько, б ер ут  как ое-н и будь  о д н о  из них: 
пусть эт о  число bi. В ы бор этого  числа оп р ед ел я ет  вектор, исклю 
чаемы й из б а зи с а , т. е. в данн ом  сл уч ае из б а зи са  вы водится век
тор  Р /. Ч тобы  опр едел ить , какой вектор сл ед у ет  ввести в б а зи с ,  
находи м  m in ( — А у /а //) , где ац  <  0.

П усть  это  м иним альное зн ач ен и е приним ается при j  — r\ т о гд а  
в б а зи с  вводят вектор Р,.  Ч и сло а /г является  р азр еш аю щ и м  э л е 
м ентом . П ер ех о д  к новой си м п л ек с-табл и ц е п р ои зв одя т  по обы ч
ным правилам  сим п лек сн ого м етода . И терационны й п р оц есс  
п р о д о л ж а ю т  д о  тех  пор, пока в сто л б ц е  вектора Ро не б у д ет  б о л ь 
ш е отри цательны х чисел. При этом  н аходят  оптимальны й план  
исходной  за д а ч и , а сл ед ов ател ьн о , и дв ой ств ен н ой . Е сли на неко
тором  ш аге о к а ж ется , что в <-й стр оке сим п лек с-табли цы  
(т а б л . 1.47) в сто л б ц е  вектора Ро стоит отри ц ател ь н ое число  
а среди  остальны х элем ен тов  этой строки нет отрицательны х, то  
и сходн ая  за д а ч а  не им еет реш ения.

Таким о б р а зо м , оты скание реш ения за д а ч и  (8 0 ) —  (8 2 ) д в о й 
ственны м сим п л ек с-м етодом  вклю чает сл ед у ю щ и е этапы :

1. Н а х о д я т  п севдоп л ан  за д а ч и .
2. П роверяю т этот п севдоп лан  на оптим альность. Е сли п сев 

д оп л ан  опти м ален , то н ай ден о  реш ен ие за д а ч и . В противном с л у 
чае л и б о  устан ав л и в аю т н ер азр еш и м ость  за д а ч и , л и б о  переходя т  
к новом у п севдоп лану.

3. В ы би раю т р а зр еш а ю щ у ю  строку с пом ощ ью  оп р едел ен и я  
н аи бол ьш его  по абсолю тн ой  величине отр и ц ател ь н ого  числа  
сто л б ц а  вектора Ро и р азр еш аю щ и й  сто л б ец  с пом ощ ью  н а х о ж д е 
ния наи м еньш его по абсол ю тн ой  величине отнош ен ия элем ен тов
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Т а б л и ц а  1.47

І Б ази с с» Р о
C1 С 2 Ce Cm С in + 1 ......  Cr Cn

P i Pa P . Pm Pm+I Pr Pn

1 Р\ С| Ь\ 1 0 0 0 O l m +  I a [r a\n
2 Р2 С2 Ь і 0 1 0 0 02m + 1 a2r atn

е Ре Се be 0 0 1 0 Пе/и + 1 aer aen

і P i Сі bi 0 0 0 0 ПіяіЧ-1 a ir ain

т Рп, Cm Ь m 0 0 • 0- 1 Cl mm -f- 1 amr amn
И Fo 0 0 0 0 A m +  1 A r Л л

(ш  +  1 )-й  строки к соответствую щ им  отрицательны м  эл ем ен там  
р а зр еш а ю щ ей  строки.

4. Н а х о д я т  новый п сев доп л ан  и повторяю т в се дей стви я  н ач и 
ная с эт а п а  2.

1.105. Найти максимальное значение функции F =  x i + x 2 +  2x3 
при услов и я х

{х\  +  Х2 +  Х3 — 8 ,

*1 *2 > 4 ,

Х \  +  Х2 ^ 6 ,

* 1, х 2, х 3 > 0 .
Р е ш е н и е .  З ап и ш ем  и сходн ую  за д а ч у  ли н ей н ого  п р огр ам 

м ирования в ф ор м е основной  за д а ч и : найти м аксим ум  ф ункции  
F =  x | + х 2 +  2 х 3 при усл овиях

{ Х \  +  Х2 +  Х з = 8 ,

Х \ —  х 2 —  *4 =  4,

XI +  2x2 — Хб =  6,

XI, Х2, ..., Х 5 > 0 .
У м нож им  второе и треть е  уравн ен ия систем ы  ограничений  

п осл едн ей  за д а ч и  на — 1 и переходи м  к сл ед у ю щ ей  за д а ч е: найти  
м аксим ум  функциипри усл ов и я х

F = x  1 + х 2 +  2х3

Xi +  Х2 +  х 3 =  8,

- Х | +  х 2 +  х 4 =  — 4, 

-X,— 2х2 + х 5 =  —6,

(8 3 )

(8 4 )
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x i ,  Х 2 , х $ ^ 0 .  (8 5 )
С остав и м  д л я  п осл едн ей  за д а ч и  дв ой ств ен н ую . Такой яв л я 

ется  за д а ч а , в р езу л ь та т е  реш ения которой т р еб у ет ся  найти ми
ни м альное зн ач ен и е функции

F* =  8yt—\у г—6(/3, (86)
при усл ов и ях

г  У і У 2 — У з >  1,

< < /i+ i/2 — 2 ( / з ^ 1 ,  (8 7 )

І  У і > 2 ,

</2, { / з ^ О -  ( 8 8 )

В ы бр ав  в качестве б а зи са  векторы  Р 3, Р 4 и Р 5, состави м  си м 
пл ексную  т абл и ц у  (т а б л . 1.48) дл я  исходн ой  за д а ч и  (8 3 )  —  (8 5 ) .

Т а б л и ц а  1.48

і Базис Сь Ро 1 1 2 0 0

р/ Ро Рз Р а Рь

1 Рз 2 8 1 1 1 0 0
2 Р а 0 — 4 — 1 1 0 1 0
3 Рь 0 — 6 — 1 — 2 0 0 1
4 16 1 1 0 0 0

И з этой таблицы  видим, что планом  дв ой ств ен н ой  за д а ч и  
(8 6 )  —  (8 8 ) явл яется  Y — (2;  0; 0 ; ) .  П ри этом  плане Р * = 1 6 .  Так  
как в сто л б ц е  вектора Ро т а б л . 1.48 им ею тся два отрицательны х  
числа ( — 4 и — 6 ) ,  а в 4-й стр ок е отри цательны х чисел нет, то  
в соответствии  с алгоритм ом  дв ой ств ен н ого  сим п л ек с-м етода  
п ер еходи м  к новой си м п л ек с-табл и ц е. (В  данн ом  сл у ч а е  эт о  м о ж 
но сд ел а т ь , так  как в стр ок ах  векторов Р 4 и Р$ им ею тся о т р и ц а 
тельны е ч исла. Е сли бы они отсутств ов ал и , то  за д а ч а  бы ла бы  
н е р а зр еш и м а .) В ектор, исклю чаем ы й из б а зи с а , о п р ед ел я ется  
наибольш им  по абсолю тн ой  величине отрицательны м  числом , 
стоящ им  в сто л б ц е  вектора Р 0. В дан н ом  сл у ч а е  эт о  число — 6. 
С л ед ов ател ь н о , из б а зи са  исклю чаем  вектор Р 5. Ч тобы  о п р ед е 
лить, какой вектор н ео б х о д и м о  ввести в б а зи с , н аходи м  
m in ( — A j/а з і ) ,  где  а 3, < 0. И м еем  

і

m in ( — Д , /а 3/) =  т іп  ( — 1 / ( — 1); — 1 /(  — 2 ) ) =  1 /2 .  
і

Зн ачи т, в б а зи с  вводим вектор Рг. П ер ех о д и м  к новой сим п лек с- 
та б л и ц е  (т а б л . 1 .4 9 ).
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Т а б л и ц а  1.49

1 Базис Со Ро 1 1 2 0 0

Р, Pi Рз Р 4 Ра

1 Рз 2 5 1/2 0 1 0 1/2
2 Р 4 0 — 7 — 3 / 2 0 0 1 1/2
3 Р 2 1 3 1/2 1 0 0 - 1 / 2

13 1/2 0 0 0 1/2

И з этой таблицы  видно, что получен новый план д в о й ст в ен 
ной за д а ч и  Y =  (2; 0; 1 /2 ) .  П ри этом  пл ане зн ач ен и е ее  линейной  
ф орм ы  равн о F* =  13. Таким о б р а зо м , с пом ощ ью  алгоритм а  
дв о й ств ен н о го  сим п л ек с-м етода  п р ои зв еден  упорядоченн ы й п е
р ех о д  от одн ого  плана двойствен ной  за д а ч и  к др угом у .

Т ак как в стол бц е вектора Ро табл . 1.49 стои т отри ц ател ь н ое  
числ о — 7, то  рассм отрим  элем енты  2-й строки. С р еди  эти х  чисел  
есть  одн о отри ц ател ьн ое — 3 /2 .  Если бы так ое число о т су т ств о 
вал о, то  и сх о д н а я  за д а ч а  бы ла бы н ер азр еш и м а. В дан н ом  сл уч ае  
п ер еходи м  к новой сим п л ек с-табл и ц е (та б л . 1 .5 0 ).

Т а б л и ц а  1.50

і Базис Со Ро 1 1 2 0 0

Р і P i Р з р . Ра

1 Рз 2 8 / 3 0 0 1 1/3 2 /3
2 Р, 1 14/3 1 0 0 — 2 / 3 - 1 / 3
3 Р 2 1 2 / 3 0 1 0 1/3 - 1 / 3
4 3 2 /3 0 0 0 1/3 2 / 3

К ак видно из та б л . 1.50, найдены  оптим альны е планы и с х о д 
ной и дв ой ств ен н ой  за д а ч . И ми являю тся X* =  ( 1 4 /3 ;  2 /3 ;  8 /3 ;  0 )  
и У * = ( 2; 1 /3 ; 2 / 3 ) .  П ри эти х  пл ан ах  зн ач ен и я  линейны х ф орм  
и сходн ой  и дв ой ств ен н ой  за д а ч  равны: P max =  ^*j„ =  3 2 /3 .

1 .106 . Н айти м аксим альное зн ач ен и е ф ункции Р  =  2 х | +  
+  3X2 +  5 х 4 при усл ов и я х

— 2 х і +  х 2 — х 3 = 1 2 ,

Xi +  2x 2 + Х 4 =  10 ,

Зхі — 2хг— Х б = 1 8 ,

Х|, х 2, ..., Х б ^ О .
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Р е ш е н и е .  У м н ож ая  первое и третье урав н ен и я  систем ы  
ограничений за д а ч и  на — 1, в р езу л ь та те  приходим  к за д а ч е  н а 
х о ж д ен и я  м ак си м альн ого зн ачен и я  ф ункции F =  2xi + З х 2 +  5лг4 
при усл ов и ях

{ 2 x i—  х 2 +  х 3 =  — 12,

Х \ - \ - 2 X 2 ~ \ - Х 4 =  10,

 Зх  | 2*2 ~t~ -̂ 5 — —  1 8,

Х | ,  Х 2 , X s ^ O .

В зя в  в кач естве б а зи са  векторы  Рз, Р 4 и Рз,  состав л я ем  
си м п л ек с-табл и ц у  (та б л . 1 .5 1 ). Т а б л и ц а  1.51

і Базис Си Ро 2 3 0 5 0

Pi Рз Рз Р а Рь

1 Рз 0 —  12 2 —  1 1 0 0
2 Р а 5 10 1 2 0 1 0
3 Рз 0 —  18 — 3 2 0 0 1
4 50 3 7 0 0 0

В 4-й стр оке табл . 1.51 нет отрицательны х чисел. С л е д о в а 
тельно, если бы в сто л б ц е  вектора Р 0 не бы ло отри цательны х  
чисел, то  в та б л . 1.51 был бы за п и са н  оптимальны й план. П о 
скольку в ук азан н ом  сто л б ц е  отрицательны е числа им ею тся и 
такие ж е  числа с о д е р ж а т ся  в соотв етств ую щ и х стр ок ах, п ер е 
ходим  к новой сим п л ек с-табл и ц е (т а б л . 1 .5 2 ). Д л я  эт о го  искл ю 
чим из б а зи с а  вектор Рз  и введем  в б а зи с  вектор Pi.  В р езул ь тате  
получим п сев доп л ан  X — (6; 0; — 24; 4).

Т а б л и ц а  1.52

і Базис С» Ро 2 3 0 5 0

Р, Р г Рз Р а Р ь

1 Р з 0 — 24 0 1/3 1 0 2 /3
2 Р а 5 4 0 8 /3 0 1 1/3
3 P i 2 6 1 —2 /3 0 0 - 1 / 3
4 32 0 9 0 0 1

Так как в стр ок е вектора Р з нет отри цательны х чисел, то  
и сход н ая  за д а ч а  не им еет реш ения.
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Н айдите реш ение задач  1 .107— 1.117, используя двойственный
СИМПЛЄКС-МЄТОД. ’ .'у

1.107. F — — 4 * i— ІХ2— 8 *з— 5 * 4-> -тах;

Г X l+ X 2 +  2 x 4> 4 ,
1 2 *  і - |-  *2 +  2*3  >  б ,

*1 , *2, *3 . Х 4 > 0 .

1.108. f  =  5*i + 6*2 +  *з +  * 4-* -т іп ;

і 1,5*1 - (-3 *2 —  *з  +  *4 > 1 8 ,
{ 3 * і  + 2 * з  —  4 * 4  > 2 4 ,

*1, *2 , *3 , * 4 > 0 .

1.109. F = x і + 3 * 2  +  4 * 3 +  2*4->ш іп;

f * і —  * 2 +  4 * з +  5*4 > 2 7 ,

| 2 * і + 3 * 2 —  * з  +  4 * 4 > 2 4 ,

*1. *2, *3 , * 4 > 0 .

1 .1 1 0 . F =  — * і — 7 * 2  +  4 * з — 9 * 4 — 8 * 5  +  3 * 6 - > - т а х ;

І  3 * і + 2 * 2 +  3 * з — 2 * 4 +  *5 +  * 6 —  18,

2 * і +  * 2 —  * з — 3 * 4 +  2*5  > 2 4 ,

* / > 0  * / = Т б ) .

1.111. F =  xi— 2* 2— 4*3 +  2*4 +  3 * 5-vm ax;

{
2*1 + 3 * 2 —  * 3 + * 4  +  * 5 —  18,

— 2 * 2 +  3 * з +  *4 > 2 4 ,

— * 1 + 4 * 2 —  *4 > 1 2 ,
*1, *2, *3, *4, *5 > 0 .

1.112. F =  5 * 1— 2 * 2— 6*3 +  4*4 +  2* 5-*-max;

{ 2*і— *2+  *3 +  2*4 > 12,
3 * і  +  2 * 2— 2*з  +  5*4 +  *5 =  30,

——* 1 + 3 * 2 +  5 * 3 +  *4 ^ 1 6 ,

*/ >  0  (;' = 1 , 5 ) .

1.113. F - — 2 * i — 8 * 2  — *з — 5* 4->-max;

 2 * 1 +  * 2— - 3 * 3 +  *4  >  18,

*  і +  2*2  +  4 *3  +  2*4  >  2 4 ,

3*i +  4*2  +  2 * з — 3*4 >  30,

* | ,  *2 , *3 , * 4 > 0 .
1.114. Определить оптимальный рацион для животных по условиям  

задачи  1 .6 .
1.115. И з трех видов сырья необходим о составить смесь, в состав  

которой долж н о входить не менее 2 6  ед. химического вещ ества А,  30 е д .—  
вещ ества В и 2 4  ед .—  вещ ества С. Количество единиц химического вещ е
ства, содер ж ащ егося  в 1 кг сырья каж дого вида, указано в таблице. 
В  ней ж е приведена цена 1 кг сырья каж дого вида.



Вещество
Количество единиц вещества, содержа

щегося в 1 кг сырья вида

1 2 3 4

А 1 1 4
В 2 — 3 5
С 1 2 4 6

Ц е н а  1 кг сырья (руб.) 5 6 7 4

С о с тави ть  смесь, сод е р ж ащ ую  не менее н уж н ого  количества вещ еств 
д ан но го  вида и им ею щ ую  м иним альную  стоимость.

1.116. С тал ьн ы е  прутья  длиной 110 см необходимо разр езать  на з а 
готовки  длиной 45, 35 и 50 см. Требуемое количество за готовок  данного  
вида составляет соответственно 40, 30  и 20  шт. В о зм о ж н ы е  вари анты  
разреза  и величина отходов при каж дом  из них приведены в следую щ ей 

таблице:

Длина заготовки, (см) Вариант разреза

1 2 3 4 5 6

45 2 1 1 _ _ _
35 — 1 — 3 1 —

50 — — 1 — 1 2

Величина  отходов (см) 20 30 15 5 25 10

Определить, сколько прутьев по каж д о м у  из возм ож ны х вари антов  
следует разрезать, чтобы  получить  не менее н уж н ого  количества за го 

товок  каж д ого  вида при м иним альны х отходах.
1.117. И з  отходов производства  предприятие м ож ет ор ган и зовать  

вы пуск  четырех видов продукции. Д л я  этого  оно планирует использовать  
два  типа  взаим озам еняем ого  оборудования. К оличество  изделий каж д ого  
вида, которое м ож ет бы ть  изготовлено на соответствую щ ем  оборудовании  
в течение 1 ч, а та к ж е  затраты , связанны е  с производством  одного  изде

лия, приведены в следую щ ей таблице:

Тип оборудования
Количество производимых 

в течение 1 ч изделий вида

Затраты  (руб.), связанные 
с производством в течение 

1 ч изделий вида

1 2 3 4 1 2 3 4

I 8 7 4 5 2,7 2,6 2,7 2,4

I I 6 8 6 4 2,6 2,7 2,6 2,5
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О боруд ование  I типа  предприятие м ож ет использовать  не более 80  ч, 
а оборудование  I I  типа  —  не более 60 ч.

У чи ты вая , что предприятию  следует изготовить  изделий каж д ого  
вида соответственно не меньше 240, 160, 150 и 220 ед., определить, в тече
ние какого  времени и на каком  оборудовании  следует и зготовл ять  каж дое 
из изделий так, чтобы  получить  не менее н уж н ого  количества изделий 
при м иним альны х за тр а та х  на их производство.

§ 1.7. И С П О Л Ь З О В А Н И Е  ПАКЕТОВ П Р И К Л А Д Н Ы Х  
П Р О Г Р А М М  Д Л Я  П О С Л Е О П Т И М И З А Ц И О Н Н О Г О  
А Н А Л И З А  Р Е Ш Е Н И Я  З АД АЧ И

Р ассм отрен н ы й  выше послеоптим и зац ионн ы й ан ал и з реш ения з а 
д ач и  л и нейного  програм м ирования имеет больш ое зн ач ен и е для  
эф ф ек ти в н ого  и спол ьзован ия экон ом ик о-м атем атич еск их м ето
д о в  в реальны х условиях. П ри этом  и сп ол ьзов ан и е ЕС Э В М  и 
П П П  п озв ол яет  за  короткое врем я и при незначительны х з а т р а 
т а х  находи ть  оптимальны й план дан н ой  конкретной за д а ч и  и п р о
водить послеоптим и зац ионн ы й ан ал и з н ай ден н ого  реш ения. Э то  
очен ь в а ж н о  при принятии упр авл енч ески х реш ений, поскольку  
п о зв о л я ет  дл я  дан н ой  конкретной ситуаци и  вы брать н аи б о л ее  
п о д х о д я щ и й  вари ант реш ения да н н о й  за д а ч и .

I. Использование ППП ЛП2 для послеоптимизационного 
анализа решения задачи. П осл еоп ти м и зац и он н ы й  ан ал и з р еш е
ния за д а ч и  в усл ов и ях и спол ьзован ия П П П  Л П 2  р еа л и зу ет ся  
п р оц едур ой  L P A N A L Y S IS . О тчет о п ослеоп ти м и зац и он н ом  а н а 
л и зе  в ы дается  в виде таблиц ы , со стоя щ ей  из д в у х  частей . В о д 
ной из них приводятся  данн ы е а н а л и за  дл я  перем енны х, приняв
ш их свои зн ачени я на границ е обл асти  допустим ы х зн ачени й , 
а в д р угой  —  дл я  перем енны х, принявш их зн ач ен и я  внутри о б л а 
сти  их доп усти м ы х значений.

В отчете о послеоп ти м и зац и он н ом  а н а л и зе  с о д ер ж и т ся  вся  
и н ф орм ац и я , и м ею щ ая ся  в отчетах L P S O L U T IO N  (см . § 1 .5 ),  
а т а к ж е  приводятся:

верхн ее  и н и ж нее критические зн ачени я перем енной. Э то п р е
дел ьны е зн ачени я перем енн ой , д о  которы х она м ож ет  изм ен яться , 
так  что б а зи с , опр еделяю щ и й данны й оптимальны й план, с о д е р 
ж и т  одни и те ж е  векторы;

оценки изм ен ен ия зн ачени я целевой ф ункции при единичном  
увеличен ии или ум еньш ении дан н ой  перем енн ой . Эти оценки  
п озв ол я ю т определить, как изм ен ится  зн а ч ен и е  целевой функции  
при принудительном  изм енении зн ачени я перем енн ой . И х д е й 
стви е им еет м есто  в ин тервале от вер хн его  д о  н и ж н его  критиче
ск ого  зн ачен и я  перем енной;

м иним альное и м ак си м альн ое зн ач ен и я  к о эф ф и ц и ен та  ц ел е 
вой ф ункции. Эти числа оп р едел я ю т интервал в озм ож н ы х и зм е 
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нений к оэф ф и ц и ен та целевой ф ункции, для которого опти м ал ь
ный план оста ет ся  п реж н им .

П ол учени е отчета о посл еоп ти м и зац и он н ом  а н а л и зе  реш ения  
за д а ч и  с испол ьзован ием  П П П  Л П 2  вклю чает те ж е  основны е  
этапы , что и п р оц есс  н а х о ж д ён и я  реш ения за д а ч и  с и сп о л ь зо в а 
нием д а н н о го  пакета.

1.118.  Н а м ебельной ф абр и к е и зготов л я ется  пять видов п р о 
дукции: столы , ш кафы , диван ы -кровати , кр есл а-к ровати  и тахты . 
Н ормы  за т р а т  т р у д а , а т а к ж е  древесины  и ткани на п р о и зв о д 
ств о  единицы  продукции д а н н о го  вида приведены  в табл . 1.53.

Т а б л и ц а  1.53

Ресурсы

Нор ма расхода ресурса 
продукции

на единицу
Общее коли

стол шкаф диван-
кровать

кресло- 
кровать

тахта
чество ресур

сов

Т р у д о з а т р а 
ты (человеко-ч) 4 8 12 9 10 3456

Д р е ве си н а

(М3) 0,4 0,6 0,3 0,2 0,3 7 432

Т кань  (м) 
П р и б ы л ь  от

— 6 4 5 2400

реализации од
ного изделия

(руб.)
Вы пуск (шт.):

8 10 16 14 12

м и н и м ал ь 
ный

м аксим аль
120 90 20 40 30 . —  ' ■*

ный 480 560 180 160 120 --‘

В этой ж е  т а б л и ц е  у к а за н а  прибы ль от р еал и зац и и  одн ого  
и здел и я  к а ж д о г о  вида, п р и в еден о  о б щ ее  кол ичество ресур сов  
д а н н о го  вида, и м ею щ ееся  в р а сп о р я ж ен и и  ф абри к и , а т а к ж е  у к а 
за н о  (н а  основе изучения с п р о с а ) , в п р ед ел а х  каких объ ем ов  
м о ж ет  изготовляться  каж ды й вид продукции.

О п р едел и ть  план п р ои зв одств а  продукции м ебельной  ф а б р и 
кой, с о гл а сн о  котором у прибы ль от ее  р еал и зац и и  я в л яется  м ак
сим альной . И сп ол ьзуя  П П П  Л П 2 , найти реш ен ие за д а ч и , а та к ж е  
провести  послеоптим и зац ионн ы й а н а л и з пол ученн ого  реш ения.

Р е ш е н и е .  С оставим  м атем ати ческ ую  м одель за д а ч и . Д л я  
это го  п р ед п ол ож и м , что м ебел ьн ая  ф абр и к а  изготовит к аж ды й из 
пяти видов продукции (стол , ш каф , диван -кр овать , кресло- 
кровать и т а х т у ) в количестве, соотв етств ен н о  равном  Х \ ,  х %  Х з ,
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Х\ и хь ед . Т огда  м атем ати ческ ая  постановк а за д а ч и  состои т  
в оп р едел ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ач ен и я  функции

F  — 8xi 10x 2Ч-  16x 3 14x 4 -f- 12х$ (6 9 )
при усл ов и ях

4xi  -(- 8x 2 -{- 12 х 3 -(- 9x 4 Ч-  10x 5 ^  34 5 6 ,

0 ,4 x i +  0 ,6x 2 +  0 ,3 х з +  0 ,2 х 4 +  0 ,3 х 5 <  4 32 , (9 0 )

6 x 3 +  4 х 4 +  5 х 5 2400 ,

1 2 0 < х ,  < 4 8 0 ,

9 0 < х 2 < 5 6 0 ,

2 0 < х 3 < 1 8 0 ,  { '

4 0 < х 4 <  160,

3 0 < х 5 <  120 .
З н а ч ен и е  целевой ф ункции за д а ч и  (8 9 )  оп р ед ел я ет  величину  

прибы ли, пол учаем ую  м ебельной  ф абри кой  при данн ом  плане  
п р о и зв о дств а  продукции, а вы полнение н еравен ств  (9 0 ) систем ы  
ограничений об есп еч и в а ет  непревы ш ение им ею щ ихся в р а с п о 
р я ж ен и и  ф абри ки  р есурсов .

В соответствии  с требов ан и ям и  П П П  Л П 2  к аж дой  п ер ем ен 
ной, к а ж д о м у  н ерав ен ств у  систем ы  ограничений (9 0 ) и целевой  
ф ункции (8 9 ) присваиваем  им ена. П ерем енны м  x i ,  х 2, х 3, х 4 и Х5 
присвоим  соотв етств ен н о  им ена С Т О Л , Ш К А Ф , Д И В А Н ,  
К Р Е С Л О  и ТАХТА. П ер в ом у  нерав ен ств у систем ы  ограничений  
(9 0 ) да д и м  имя Т Р У Д , втором у —  Д Р Е В , третьем у —  Т К А Н Ь , 
а целевой ф ункции —  П Р И Б . С учетом  введенны х обозн ач ен и й  
целевую  ф ункцию  и си стем у  ограничений за д а ч и  зап и сы в аем  
в виде систем ы  уравнений:
П Р И Б  =  8СТОЛ +  10Ш К А Ф +  1 6 Д И В А Н +  1 4 К Р Е С Л О +  12ТАХТА 

Т РУ Д  =  4СТОЛ +  8Ш КАФ +  1 2 Д И В А Н +  9 К Р Е С Л О +  10ТАХТА 

Д Р Е В  =  0.4СТО Л +  0,6Ш КАФ +  О.ЗДИВАН +  0 ,2К РЕ С Л О  +  О.ЗТАХТА

ТКАНЬ =  6ДИ В А Н  +  4 К Р Е С Л О  +  5ТАХТА
И сп о л ь зу я  п осл едн ю ю  си стем у  уравнений , состав л я ем  м атри 

цу исходны х дан н ы х за д а ч и  (табл . 1 .5 4 ).
И сходн ы е дан н ы е за д а ч и , операторы  упр ав л ен и я  и операторы  

о п и сан и я  зап и сы в аем  на специал ьном  бл ан к е (ри с. 1 .1 8 ), так  ж е  
как мы эт о  дел а л и  при н ах о ж д ен и и  реш ен ия за д а ч и  ли нейного  
пр ограм м ир ования в § 1.5. В м ест е  с тем , чтобы  получить отчет  
о п ослеоп ти м и зац и он н ом  а н а л и зе  реш ения за д а ч и , п осл е о п е р а 
то р а  L P S O L U T IO N  указы ваем  оп ератор  L P A N A L Y S IS  (ср . 
рис. 1.10  и 1 .1 8 ).

П о сл е  этого  п роизводи м  реш ен ие за д а ч и  на Э В М . Р езул ьтаты  
реш ения вы даю тся в виде д в у х  табл и ц  (см . та б л . 1 .55 и 1 .5 6 ).
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Т а б л и ц а  1.54

Строчные Столбцовые переменные Нижняя Верхняя
переменные СТОЛ ШКАФ ДИВАН КРЕСЛО ТАХТА граница граница

П Р И Б 8 -10 16 14 12 _
ТРУ Д 4 8 12 9 10 0 3456
Д РЕ В 0,4 0,6 0,3 0,2 0,3 0 432
ТКАНЬ — — 6 4 5 0 2400
Н и ж 

няя гра
ница 120 90 20 40 30

В е р х 
няя гра
ница 480 560 180 160 120 — —

В та б л . 1.55 со д ер ж и т ся  отчет о  реш ении за д а ч и  (о  чем бы ло  
п од р о б н о  с к а за н о  в § 1 .5 ), а в т а б л . 1.56 —  отчет о п о сл ео п т и м и за 
ционном  а н а л и зе  реш ен ия за д а ч и .

И з та б л . 1.55 видн о, что оптимальны м  планом п р ои зв одств а  
продукции м ебельной  ф абри к ой  является  план, с о гл а сн о  кото
ром у и зготов л я ется  459  стол ов , 90  ш каф ов, 20  д и в ан ов -к р ов атей , 
40  к р есел -кр оватей  и тахты  в количестве, равном  30. В с о о т в ет 
ствии с этим  планом  п р о и зв о дств а  продукции прибы ль ф абри ки  
от ее  р еал и зац и и  явл яется  м ак си м альн ой и равн а 5 8 1 2  руб ., 
причем полностью  исп ол ьзую тся  трудовы е ресурсы  и остаю тся  
не использованны м и др ев еси н а  и ткань.

Т а б л и ц а  1.55

Перемен
ная

Тип Вхо
дит

Значение 
в решении

Верхняя
граница

Нижняя
граница

Коэффи
циент в 
целевой 
функции

Двойст
венная
оценка

СТОЛ В * 3 459.000 480.000 120.000 8.000 0.0
П Р И Б В * 0 5812.00 * * * * * * — 1.000 — 1.000
ТРУ Д LL 0 3456.000 3456.000 0.0 0.0 — 2.000
Д Р Е В В * 0 260.6 432.000 0.0 0.0 0.0
ШКАФ LL 3 90.000 560.00 90.000 10.000 — 6.000
Д И В А Н LL 4 2 0 .0 0 0 180.000 20.000 16.000 — 8.000
ТКАНЬ В * 0 430.000 2400.000 0.0 0.0 0.0
К РЕ С Л О LL 4 40.000 160.000 40.000 14.000 —4.000
ТАХТА LL 4 30.000 120.000 30.000 12.000 —8.000
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Рис. 1.18

П р ов едем  теп ер ь  ан ал и з пол ученн ого реш ения за д а ч и . Д л я  
эт о го  в осп ол ьзуем ся  данны м и та б л . 1.56. К ак видно, эта  т абл и ц а  
состои т  из д в у х  ч астей . В первой части п р иводятся  данн ы е для  
а н а л и за  перем енны х, принявш их свои зн ач ен и я  на гр аниц е о б 
л а сти  их допустим ы х зн ачени й  (перем енн ы е типа LL, U L  и F Q ),  
а во второй части —  для перем енны х, принявш их свои зн ачени я  
внутри обл асти  доп усти м ы х зн ачени й  (п ерем ен н ы е типа В * ) .
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Т а б л и ц а  1.56

ТРУД
UL

3456.000
0.0

3454.000
0.0

— 2.000
2.000

3540.000
2100.000

* * * 

— 2.000

ШКАФ
LL

90.000
10.000

560.000
90.000

6.000
— 6.000

259.500
79.500

16.001
* * *

Д И ВА Н
LL

20.000
16.000

180.000
20.000

8.000
— 8.000

133.000
13.000

24.001
* * *

К РЕ С Л О
LL

40.000
14.000

160.000
40.000

4.000
—4.000

190.667
30.666

18.001
* * *

ТАХТА
LL

30.000
12.000

120.000
30.000

8.000
—8.000

165.600
21.600

20.001
* * *

Переменные внутри допустимой области

СТОЛ
В*

459.000

8.000

480.000

120.000

* * * 

1.778

459.000

189.000

* * * 

6.222

П Р И Б
В*

5812.000 
— 1.000

* * * 
* * *

* * *
* * *

5812.000
5812.000

* * * 
* * *

Д Р Е В
В*

260.600
0.0

432.000
0.0

* * * 
5.715

260.600
155.133

* * * 
— 5.715

ТКАНЬ
В*

430.000
0.0

2400.000
0.0

1.000 
* * *

1032.668
430.000

1.000
* * *
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П ервы е четы ре граф ы  т а б л . 1.56 повторяю т исходны е данн ы е  
и в осп р ои зв одя т  р езул ь тат  реш ения за д а ч и .

В пятой гр а ф е  ук азы в аю тся  оценки, х а р а к т ер и зу ю щ и е  с т е 
пень изм ен ен ия целевой ф ункции при единичном  изм ен ен ии  з н а 
чения дан н ой  перем енн ой (за м ет и м , что зн аки  оценок  со о тв ет 
ствую т том у сл уч аю , когда н аходи тся  минимум целевой  ф ункции; 
в сл у ч а е  м ак си м изац ии  цел евой  ф ункции, как в р а ссм а т р и в а е 
мой за д а ч е , знаки оценок  сл ед у ет  изм енить на п р о т и в о п о л о ж 
н ы е). Д ей ст в и е  оценок сп р ав ед л и в о  в ин тервале от н и ж н его  д о  
вер хн его  п р едел ьн ого  зн ач ен и я  перем енной. Т ак, наприм ер, если  
прин удительно увеличить вы пуск ди в ан ов -к р ов атей  на один и д о 
вести д о  21 (оптим альны м  пл аном  п р ои зв одств а  продукции п р е
ду см о т р ен о  и зготов л ен и е 20 д и в ан ов -к р ов атей ) , то  это  приведет  
к ум еньш ению  прибы ли м ебельной ф абри ки  на 8  руб.

Т ак ое изм ен ен и е прибы ли б у д ет  иметь м есто  при к а ж д о м  у в е 
личении вы пуска на один д и в ан -к р ов ать  д о  тех  пор, пока вы пуск  
д а н н о й  продукции не п р ев зой дет  133 шт.

Д а л е е , если теп ер ь рассм отр им  один из видов ресур сов , н а 
пример д р ев еси н у , то видим , что этот вид р есур сов  при опти м аль
ном пл ане п р о и зв о дств а  продукции и сп ол ьзуется  не полностью . 
В м ест е  с тем  если считать, что его  объем ы  заклю чены  м еж д у  
2 6 0 ,6  и 155 ,133  м3, то к а ж д о е  прин удительное ум еньш ени е о б ъ ем а  
и сп ол ьзов ан и я  д а н н о го  р есу р са  на 1 м3 пр иведет  к ум еньш ению  
прибы ли на 5 ,7 1 5  руб.

Р а ссм отр и м  теперь ш естую  гр аф у  та б л . 1.56. В ней ук а зы в а 
ю тся пределы , в которы х принудительно м ож н о  изм ен ять  зн а ч е 
ния перем енны х, так  что б а зи с , оп р едел яю щ и й  данны й опти м ал ь
ный план, оста ет ся  неизм енны м . Так, наприм ер, есл и  и зготов л е-. 
ние столов , вы пуск которы х в соответствии  с оптим альны м п л а 
ном равен  459 , изм ен ять от 189 д о  459 , то б а зи с , оп р еделя ю щ и й  
исходны й оптимальны й план, не м еняется . Э тот б а зи с  с о х р а н я 
ется и в том случае, если объем  трудозатрат изменяется в пределах  
от 2 1 0 0  д о  3 5 4 0  человеко-ч.

Р а ссм о тр и м , наконец , седьм ую  гр аф у  т а б л . 1.56. В ней у к а зы 
в ается , в каких п р ед ел а х  м огут изм ен яться  зн ач ен и я  к о эф ф и ц и 
ентов цел евой  ф ункции за д а ч и , так  что найденны й оптимальны й  
план о ста ет ся  неизм енны м . П ри этом  в ук а за н н о й  гр аф е  
т а б л . 1.56 приведены  данны е дл я  того  сл уч ая , когда  н аходи тся  
м инимум ф ункции. В том сл у ч а е , когда  н аходи тся  м аксим ум  
ф ункции (как в р а ссм атр и в аем ой  з а д а ч е ) ,  в ш естой  гр а ф е  в ер х 
ние и н и ж ние строки сл ед у ет  пом енять м естам и . Так, наприм ер, 
д л я  д и в ан ов -к р ов атей , прибы ль от р еа л и за ц и и  которы х равна  
2 0  р уб ., м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е к о эф ф и ц и ен та  при перем енной  
Д И В А Н  в цел евой  ф ункции равн о 24, а м иним альное не огр ан и 
чено. Э то  о зн а ч а ет , что если прибы ль от р еа л и за ц и и  о д н о го  д и 
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в ан а-к ров атй  не превы ш ает 24 р уб ., то  вы пускать ди ван ы -к р о
вати св ер х  уста н о в л ен н о го  за д а н и я  (2 0  ш т.) невы годно. Е сли  
прибы ль о к а ж ется  больш е чем 24  р уб ., то  выпуск ди в а н о в -к р о 
ватей  при оптим альном  плане п р о и зв о дств а  продукции превы сит  
2 0  шт.

И з р а ссм отр ен н ого  прим ера видно, что и сп ол ьзован и е П П П  
Л П 2  п озвол яет  не только найти реш ен ие за д а ч и , но и провести  
д ов ол ьн о  полный послеоптим и зац ионн ы й ан ал и з пол ученн ого  
реш ен ия. Е щ е б о л ее  полный посл еоптим и зац ионн ы й ан ал и з п о з 
воляет провести  и сп ол ьзов ан и е П П П  Л П  АСУ.

2. Использование ППП ЛП АСУ для послеоптимизационного 
анализа решения задачи. В усл о в и я х  исп ол ьзов ан и я  П П П  Л П  
А С У  н а и б о л ее  подробны й послеоптим и зац ионн ы й а н а л и з о б е с 
печ ивается  пр оц едурой  R A N G E . О тчет о п ослеоп ти м и зац и он н ом  
а н а л и зе  вы дается в виде таблицы , вклю чаю щ ей четы ре секции. 
П ер в ая  сек ция —  С Т Р О К И  Н А  Г Р А Н И Ц Е , вторая  сек ция —  
С Т О Л Б Ц Ы  Н А  Г Р А Н И Ц Е , третья секция —  С Т Р О К И  Н А  
П Р О М Е Ж У Т О Ч Н О М  У Р О В Н Е  и четвер тая  сек ция —  С Т О Л Б 
Ц Ы  Н А  П Р О М Е Ж У Т О Ч Н О М  У Р О В Н Е . В сек циях со д ер ж и т ся  
вся ин ф орм ац ия, вы дача которой о б есп еч и в а ется  пр оц едурой  
S O L U T IO N  (см . § 1 .5 ). К ром е того, указы ваю тся:

н и ж няя и верхняя границы  перем енн ой , т. е. ч исла, х а р а к 
т ер и зу ю щ и е интервал , в котором  м о ж ет  изм ен яться  п ерем ен н ая , 
так  что б а зи с , оп р едел яю щ и й  данны й оптим альны й план, о с т а 
ется  неизменны м ;

оценка при единичном  увеличении (ум еньш ени и) перем енн ой , 
о п р ед ел я ю щ а я  в о зм о ж н о е  изм ен ен и е зн ач ен и я  цел евой  функции  
при принудительном  изм енении зн ач ен и я  п ерем енн ой , принятого  
в оптим альном  пл ане. С п р ав едл и в ость  этого  им еет м есто  в ин тер
в ал е, о п р ед ел я ем ом  ниж ней и верхней границам и п ер ем ен 
ной;

верхн ее  и н и ж н ее  зн ачени я к оэф ф и ц и ен та целевой ф ункции, 
о п р ед ел я ю щ и е интервал в озм ож н ы х зн ачени й  п ерем енн ой , для  
к а ж д о г о  из которы х найденны й оптимальны й план не и зм ен я 
ется;

им ена векторов, вводим ого  в б а зи с  и вы водим ого из б а зи са ,  
в том сл у ч а е , если п ерем ен н ая  прим ет зн ач ен и е, не п р и н а д л еж а 
щ ее интер валу от ниж ней д о  верхней границы  перем енной; 

тип п ерем енн ой , т. е. новое п о л ож ен и е перем енной. 
П ол уч ен и е отчета о послеоп ти м и зац и он н ом  а н а л и зе  реш ения  

за д а ч и  вклю чает те ж е  основны е этапы , что и п р о ц есс  н а х о ж д е 
ния реш ения за д а ч и  с исп ол ьзован и ем  д а н н о го  пакета.

1.119. Н а молочном ком бинате дл я  п р о и зв о дств а  д в у х  видов  
сл и воч н ого  м о р о ж ен о го  и д в у х  видов п л ом би р а т р еб у ет ся  м о
л ок о натур ал ьн ое, м олоко с у х о е , м олоко с у х о е  о б е зж и р е н н о е ,
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м асл о  сливоч ное, са х а р , м олоко сгущ ен н ое, м олок о сгущ ен н ое  
о б е зж и р е н н о е , а т а к ж е  и сп ол ьзуется  соо тв ет ст в у ю щ ее  о б о р у 
д о в а н и е  д л я  р асф асов к и  и упаковки м о р о ж ен о го . Н ормы  Затрат  
ук азан н ы х р есур сов  на п р ои зв одств о  1 т м о р о ж ен о го  приведены  
в табл . 1.57.

Т а б л и ц а  1.57

Норма расхода ресурса на 1 т мороженого

Ресурсы (кг) сливоч
ное I 

' вида

сливоч- 
ное II 
вида

пломбир
1

вида

пломбир
11

вида

Эбщее коли
чество ре

сурсов

Молоко нату
ральное 550 620 64 100

Молоко сухое 40 30 20 20 4 800
Молоко сухое

обезжиренное 30 40 30 30 55 200
М асло сливоч

ное 86 110 150 52 22 360
С ахар 160 92 158 128 26 240
М олоко сгущ ен

ное V і- 1 " :  ' ' ■ ■ ■—и- 50 800
М олоко сгущ ен

ное обезжиренное - 158 30 50 7910
П р ои зводи тель

ность оборудова
ния (машино-ч) 4,5 .4,5 4,5 4,5 720

Прибыль от реа
лизации 1 т моро
женого (руб.) 315 278 573 370 —

Выпуск ( т ) :
м инимальны й ■— 40 — —

максимальный •— 120 -* —

В этой ж е  т а б л и ц е  у к а за н а  прибы ль от р еа л и за ц и и  1 т м ор о
ж ен о го  к а ж д о г о  вида, п р и веден о о б щ ее  кол ич ество р есу р со в  д а н 
ного вида, им ею щ ееся  в р асп ор я ж ен и и  м олоч ного ком би н ата , 
а т а к ж е  ук азан ы  м иним ально возм ож н ы й вы пуск сли воч н ого  м о
р о ж ен о го  II вида и м ак си м альн о в озм ож н ы й  —  пл ом бир а I вида  
(эти  границы  опр еделены  на основе у стан ов и в ш егося  сп р о са  на 
м о р о ж е н о е ) .

О пр еделить  план п р ои зв одств а  м о р о ж ен о го  молочны м к ом би 
натом , обесп еч и в аю щ и й  м аксим альную  прибы ль от его  р е а л и за 
ции. И сп о л ь зу я  П П П  Л П  А С У , найти реш ен ие за д а ч и  и п р ов е
сти посл еоптим и зац ионн ы й а н а л и з н а й д ен н о го  реш ения.

Р е ш е н и е .  С оставим  м атем ати ческ ую  м одель за д а ч и . Д л я  
эт о го  б у д ем  считать, что сливоч ного  м о р о ж ен о го  I и II видов
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б у д ет  и зготов л ен о  соотв етств ен н о  Х\ и *2 тонн, а пл ом бир а I и II 
видов — х 3 и х 4 тонн. Т огда  м атем ати ческ ая  постановк а за д а ч и  
со стои т  в оп р еделен и и  м ак си м альн ого зн ачен и я  ф ункции

F =  3 1 5 * ,+ 2 7 8 * 2  +  573*3 +  370*4
при условиях

/  550л:, +  620л:з < 6 4 1 0 0 ,

40л: і +  30хг +  20хз +  20х4<  4800,

30л" і +  40x2-1" ЗОХ3+  30х4 <  5200,

86х, +  110х2+ 1 5 0 х з +  52х4 < 2 2 3 6 0 ,

1 6 0 х ,+  92х2+ 1 5 8 х з + 1 2 8 х4 < 2 6 2 4 0 ,

50х4 <  800,
158x2+ ЗОхз +  50х4 <  7910,

, 4 ,5 x i+ 4,5х 2 +  4,5хз +  4,5х4<  720,
х2>  40,
Хз <  120,

х і, Хз, х 4> 0 .

З н а ч ен и е  целевой функции за д а ч и  оп р ед ел я ет  величину при
бы ли, пол учаем ую  молочным ком бинатом  при дан н ом  пл ане п р о
и зв од ств а  м о р о ж ен о го , а вы полнение н еравенств  систем ы  о г р а 
ничений обесп еч и в а ет  непревы ш ение им ею щ и хся  р есур сов  к а ж 
д о г о  вида  и вы полнение условий относител ьно в о зм о ж н о го  вы
пуска м о р о ж ен о го  да н н о го  вида.

В соответствии  с требов ан и ям и  П П П  Л П  А С У  перем енны м  
за д а ч и , н еравенствам  (9 3 ) и целевой ф ункции (9 2 ) п р и св аи 
ваем  им ена: С Л И В І , С Л И В 2 , П Л О М 1 и П Л О М 2  —  стол бц ов ы е  
перем енн ы е, о б о зн а ч а ю щ и е  имя м о р о ж ен о го  д а н н о г о  вида; 
М О Л Н , М О Л С , М О Л С О , М А С Л О , С А Х А Р , М О Л С Г , М О Л С Г О  
и О Б О Р  —  строчны е перем енны е, о б о зн а ч а ю щ и е  имя р есурсов ; 
П Р И Б  —  стр очн ая  п ерем ен н ая , о б о зн а ч а ю щ а я  имя целевой  
ф ункции. Т огда  имеем

П Р И Б  =  315СЛИВ 1 + 2 7 8 С Л И В 2  +  573ПЛОМ 1 + 3 7 0 П Л О М 2

М О ЛН  = 5 5 0 С Л И В 1  + 620П Л О М 1

М О ЛС =  4 0 С Л И В 1 +  3 0 С Л И В 2 +  20ПЛОМ 1 +  20ПЛОМ 2

М О Л С О =  3 0 С Л И В 1 +  4 0 С Л И В 2 +  30ПЛОМ 1 +  30ПЛОМ 2

М А СЛО =  86СЛИВ1 +  11 0 С Л И В 2 +  150ПЛОМ1 +  52П Л О М 2

САХАР = 1 6 0 С Л И В 1 +  9 2 С Л И В 2 +  158ПЛОМ1 +  128ПЛОМ 2

М О ЛС Г =  50П Л О М 2

М О Л С Г О =  1 5 8 С Л И В 2 +  ЗОПЛОМ1 +  50ПЛОМ 2

О Б О Р = 4 ,5 С Л И В 1  + 4 ,5 С Л И В 2  +  4,5ПЛОМ 1 + 4 .5 П Л О М 2
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И сп о л ь зу я  посл едн ю ю  си стем у  уравн ен ий , со ста в л я ем  м атр и 
цу  исходны х данн ы х за д а ч и  (та б л . 1 .5 8 ).

Т а б л и ц а  1.58

Строчные Столбцовы е переменные Нижняя
граница

Верхняя
границапеременные С Л И В І С Л И В 2 П ЛОМ 1 П Л О М 2

П Р И Б 31 5 278 57 3 370 _
М О ЛН 5 5 0 6 2 0 ' —: к *  0 64 100
м о л е 40 30 20 20 0 4 80 0
М О ЛСО 30 40 30 30 0 5 20 0
М АСЛО 86 110 150 52 0 22 3 6 0
САХАР 160 92 158 128 0 2 6  2 4 0
М ОЛСГ — — — 50 0 8 0 0
М О ЛСГО — 158 30 50 0 7 9 1 0
О БО Р 4 ,5 4 ,5 4 ,5 4 ,5 0 720
Н и ж н я я

граница — 4 0 — — — —
В е р х н я я

граница — 120

И сп о л ь зу я  та б л . 1.58, исходны е данн ы е за д а ч и  зап и сы в аем  на 
бл ан к е д л я  их п о сл ед у ю щ ей  перф ор ации  (ри с. 1 .1 9 ).

С л едую щ и м  ш агом я вляется  построени е упр ав л я ю щ ей  п р о
граммы  реш ения дан н ой  за д а ч и . Э та програм м а п р и веден а на 
рис. 1.20 и, как видно из это го  ри сун ка, отл и ч ается  от програм м ы  
реш ен ия за д а ч и  ли нейного  програм м ир ования (см . рис. 1 .13) тем , 
что посл едн я я  с о д ер ж и т  оп ератор  R A N G E , вклю чение которого  
н ео б х о д и м о  дл я  получения отчета о посл еоп ти м и зац и он н ом  а н а 
л и зе  реш ен ия за д а ч и .

П о сл е  это го  производи м  реш ен ие за д а ч и  на Э В М . Р е зу л ь 
таты  реш ения приведены  в та б л . 1.59 и 1.60.

П риведенны й в та б л . 1.59 отчет о реш ении за д а ч и  состоит  
из д в у х  частей: С Е К Ц И И  1 —  С Т Р О К И , в которой с о д ер ж и т ся  
и н ф орм ац ия о строчны х перем енны х, а С Е К Ц И И  2 —  С Т О Л Б 
Ц Ы , с о д е р ж а щ ей  ин ф орм ац ию  о стол бц ов ы х перем енны х. С трук 
т у р а  этих отчетов п о д р о б н о  р ассм о тр ен а  в § 1.5.

И з  т а б л . 1.59 сл ед у ет , что оптим альны м планом  п р о и зв о д 
ства м о р о ж ен о го  молочны м ком бинатом  яв л я ется  такой план, 
с о гл а сн о  котором у б у д ет  и зготов л ен о  сливоч ного  м о р о ж ен о го  I и 
II видов соотв етств ен н о  6 4 ,9 4 5  и 4 0 ,0  т, а плом бир а I и II видов —  
4 5 ,7 7 4  и 4 ,3 3 5  т. П ри этом  о б щ а я  прибы ль м олоч ного ком бината  
от р еал и зац и и  у к а за н н о го  количества м о р о ж ен о го  состав л я ет  
5 9 4 1 0 ,1 2 7  руб . О тм етим , что н есо в п а д ен и е  величины прибы ли, 
п риведен ной  в табл . 1.59, о п р ед ел я ется  округлени ем  полученны х  
зн ачени й  перем енны х. Э то округлени е с точн остью  д о  ты сячны х
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С Е К Ц И Я  11— С ТРО К И
Т а б л и ц а  1.59

Но
мер

Строка Гип Решение
Дополнитель
ная перемен

ная

Ниж
няя
гра
ница

Верхняя
граница

Оценка
строки

1 П Р И Б BS 59410.55882 59410.55882 Нет Нет 1.00000
2 М О ЛН UL 64100.00000 Нет 64100.00000 0.56471
3 М О ЛС UL 4800.00000 Нет 4800.00000 0.11029
4 М ОЛСО BS 5051.64706 148.35294 Нет 5200.00000
5 М АСЛО BS 17076.89020 5283.10980 Нет 22360.00000
6 САХАР BS 21858.50588 4381.49412 Нет 26240.00000
7 М О ЛСГ BS 216.76471 583.23529 Нет 800.00000
8 М ОЛСГО UL 7910.00000 Нет 7910.00000 7.3 5 5 8 8 -
9 О БО Р BS 697.74706 22.25294 Нет 720.00000

С Е К Ц И Я  2 — С Т О Л Б Ц Ы

Но
мер Столбец Т ип Решение

Коэффи
циенты целе
вой функ

ции
Нижняя
граница

Верхняя
граница

Оценка
столбца

10 С Л И В  1 BS 64.94510 315.00000 Нет
11 С Л И В  2 LL 40.00000 278.00000 40.00000 Нет 887.538—
12 П Л О М  1 BS 45.77451 573.00000 120.00000
13 П Л О М  2 BS 4.33529 370.00000 Нет

мы б у д ем  и сп ол ьзов ать  и при проведени и  посл еоп ти м и зац и он -  
ного а н а л и за  реш ен ия за д а ч и .

О тчет о п ослеоп ти м и зац и он н ом  а н а л и зе  реш ен ия за д а ч и  х а 
ра к т ер и зу ется  ин ф орм ац ией , с о д е р ж а щ ей ся  в т а б л . 1.60, кото
рая  вклю чает четы ре части: С Е К Ц И Я  1 —  С Т Р О К И  Н А  Г Р А 
Н И Ц Е , С Е К Ц И Я  2 —  С Т О Л Б Ц Ы  Н А  Г Р А Н И Ц Е , С Е К Ц И Я  3 —  
С Т Р О К И  Н А П Р О М Е Ж У Т О Ч Н О М  У Р О В Н Е  и С Е К Ц И Я  4 —  
С Т О Л Б Ц Ы  Н А  П Р О М Е Ж У Т О Ч Н О М  У Р О В Н Е . С труктура  
эт о го  отчета анал огич на стр уктуре отчета о п осл ео п ти м и за ц и о н 
ном а н а л и зе  реш ен ия за д а ч и , п ол учаем ом  с исп ол ьзован и ем  
П П П  Л П 2 . В м ест е  с тем  в отчете о  посл еоп ти м и зац и он н ом  а н а 
л и зе  реш ения за д а ч и , пол учаем ом  с и сп ол ьзован и ем  П П П  Л П  
АС У , им еется  дополнительны й сто л б ец  « В в о д — вы вод из б а зи с а » ,  
со д е р ж а щ и й  имя п ерем енн ой , к отор ая  о п р ед ел я ет  вектор, м е 
няю щ ий свое состоя н и е  (вы йдет из б а зи с а  или войдет в б а з и с ) ,  
если  зн ач ен и е ан ал и зи р уем ой  перем енной вы йдет за  допустим ы е

127



1 10 20 30 40 50 62

NAME ПЛАН
ROWS
N ПРИБ
L МОЛН
L МОЛС
L МОЛСО
L МАСЛО .
L САХАР
L МОЛСГ
L МОЛСГО
L ОБОР

COLUMNS
СЛИВІ ПРИБ 315. 0 МОЛН 550. 0
СЛИВІ МОЛС 40. 0 МОЛСО 30. 0
СЛИВІ МАСЛО 86. 0 САХАР 160. 0
СЛИВІ ОБОР 4.5
СЛИВ2 ПРИБ 278. 0
СЛИВ2 МОЛС 30. 0 МОЛСО 40. 0
СЛИВ2 МАСЛО 110. 0 САХАР 92. 0
СЛИВ2 МОЛСГ0 158. 0 ОБОР 4.5
ПЛОМ1 ПРИБ 573. 0 МОЛН 620. 0
ПЛОМ1 МОЛС 20. 0 МОЛСО 30. 0
ПЛОМ1 МАСЛО 150. 0 САХАР 158. 0
ПЛОМ1 МОЛСГО 30. 0 ОБОР 4.5
ПЛ0М2 ПРИБ 370. 0 МОЛС 20. 0
ПЛ0М2 МОЛСО 30. 0 МАСЛО 52. 0
ПЛ0М2 САХАР 128. 0 МОЛСГ 50. 0
ПЛ0М2 МОЛСГО 50. 0 ОБОР 4.5

RHS
ССЧ МОЛН 64100.0 МОЛС 4800. 0
ССЧ МОЛСО - 5200. 0 МАСЛО 22360.0
ССЧ САХАР 26240.0 МОЛСГ 800. 0
ССЧ МОЛСГО 7910. 0 ОБОР 720. 0

BOUNDS
UP GR ПЛОМ1 120. 0
LO OR СЛИВ2 40. 0

ENDATA
/* 1._l~J-_l_J._i._l_J„_,. ■ - ■ , і ■ ■ і . і . . . .

Рис. 1.19

пределы . П ри этом  в п осл едн ей  гр аф е та б л . 1.60 у к азы в ается , 
на какой уровень  п ер ей дет  п ерем ен н ая , есл и  определяем ы й ею  
вектор б у д е т  введен  или вы веден из б а зи са .

С учетом  ск а за н н о го  выш е п р ов еден  послеоптим и зац ионн ы й  
ан ал и з пол ученн ого  реш ения наш ей за д а ч и . Р а ссм о тр и м , н ап ри 
м ер, вторую  стр ок у секции 1. Д а н н ы е этой  строки хар а к т ер и зу ю т  
и сп ол ьзов ан и е с у х о го  м олока. В третьей  гр а ф е  этой  строки ука-
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1 10 20 30 40 30 60
PROGRAM
INITIALZ
MOVE(X D A T A П Л А Н')
MOVE(XPBNAME,'PR IM')

... -1. J..*.. --1--t.-l -l.-l_.l_J.......■_ 1 1 . ......... . . l . J  ... . 1 J..1 .....
CONVERT('SUMMARY') 
BCDOUT
SETUP (/MAX /, BOUND' ,'GR')
MOVE(XOBJ ,/ П Р ИБ')
MOVE(XRHS ' С С Ч ')

....... XGUARDPF-
PRIMAL
SOLUTION
RANGE
EXIT
PEND

Рис. 1.20

за н  тип перем енн ой  U L , т. e. огов ор ен о , что она приняла св ое  
в ер хн ее  пр едел ьн ое зн ач ен и е. В п осл едую щ ей  четвертой гр а ф е  
у к а за н о  эт о  зн а ч ен и е, а из пятой графы  видно, что кол ичество  
н еи сп ол ьзов ан н ого  су х о го  м олока при опти м альн ом  плане п р о и з
водств а  м о р о ж ен о го  равн о нулю . И з сл ед у ю щ ей  граф ы  видно, 
что н и ж няя границ а исп ол ьзов ан и я  с у х о го  м олока не оп р ед ел ен а  
(в та б л . 1.60 эт о  отм еч ен о словом  «Н ет» , а верхняя гр аниц а равна  

4 7 9 9 ,9 9 9  т ) .  Д а н н о е  число с о в п а д а ет  со  зн ачен и ем  перем енной  
М О Л С  в реш ении за д а ч и , поскольку эта  п ерем ен н ая  приняла  
зн а ч ен и е  на св оей  верхней границе. Если верхняя границ а б у д ет  
увелич иваться , то  б а зи с , оп р едел яю щ и й  исходны й оптимальны й  
план, б у д ет  остав аться  б е з  изм ен ен ия д о  тех пор, пока зн ач ен и е  
перем енн ой  не дости гн ет  в ерхн его  зн ач ен и я , равн ого  5 0 5 2 ,1 9 9  т. 
А н ал огич но, ум еньш ение ни ж ней границы  перем енн ой М О Л С  
б е з  изм ен ен ия б а зи с а , о п р ед ел я ю щ его  оптимальны й план, в о з 
м о ж н о  д о  н и ж н его  зн ачен и я, рав н ого  4 5 3 1 ,9 9 9  т. П ри д ал ьн ей ш ем  
и зм ен ен ии ни ж ней или верхней  границы  перем енн ой  М О Л С  п р о
и зо й д ет  и зм ен ен и е б а зи с а  за  счет « В в о д а — вы вода из б а зи с а »  
в ектора, о п р ед ел я ем о го  перем енн ой , стоя щ ей  в п р едп осл едн ей  
гр а ф е  т а б л . 1.60, а им енно перем енн ой П Л О М 2  или М О Л С О . 
П ри этом  перем енн ая  П Л О М 2  п ер ей дет  на уровень  LL, а п ер ем ен 
ная М О Л С О  —  на уровень  U L .

Д а л е е , увелич ен ие количества с у х о го  м олока на 1 кг, т. е. 
увелич ен ие зн ачени я перем енной М О Л С  на еди н и ц у, пр иведет  
к увеличению  зн ач ен и я  целевой ф ункции, т. е. прибы ли от р еа л и 
зац и и  м о р о ж ен о го , на 0,11 руб . Т очно так  ж е  ум еньш ени е зн а ч е 
ния перем енной М О Л С  на еди н и ц у п р и в едет  к ум еньш ению  з н а 
чения целевой ф ункции на 0,11 ед . Э то с п р а в ед л и в о  при и зм ен е
нии перем енной М О Л С  от 4 5 3 1 ,9 9 9  д о  5 0 5 2 ,1 9 9 .
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А н алогично м ож н о  провести  ан ал и з исп ол ьзов ан и я  и д р у ги х  
р есур сов , которы е полностью  или частично н еобходим ы  для р е а 
л и за ц и и  опти м альн ого плана и зготовлен ия м о р о ж ен о го , т. е. 
ан ал оги ч н о м ож н о  провести ан ал и з строк С Е К Ц И И  3 та б л . 1.60.

О стан ови м ся  теперь на посл еоптим и зац ионн ом  а н а л и зе  п р о 
и зв о д ст в а  продукции. Р ассм отр и м , наприм ер, ан ал и з перем енн ой  
П Л О М 1 , т. е. рассм отр им  12-й сто л б ец , н а х о д я щ и й ся  в С Е К 
Ц И И  4 та б л . 1.60. И з это го  сто л б ц а  видно, что перем енн ая  
П Л О М 1 приняла св ое  п р ом еж уточ н ое зн ач ен и е (тип B S )  в и н тер
вал е ее  изм енения от 0  д о  119 ,999 . Э то  зн ач ен и е равн о 4 5 ,7 7 4 ,  
т. е. оптимальны м я вл яется  вы пуск 4 5 ,7 7 4  т пл ом бира 1 вида, 
ц ена 1 т которого р ав н а 5 7 3 ,0 0 0  р уб . Если в принудительном  по
ря дк е увеличить п р о и зв о дств о  пл ом бир а I вида на 1 т, то  эт о  
п р иведет к ум еньш ению  о б щ ей  прибыли м олочного ком би н ата  
от р еал и зац и и  м о р о ж ен о го  на 4 ,0 9 0  руб. К а ж д о е  ум еньш ени е  
в принудительном  порядке п р ои зв одств а  пл ом бир а 1 вида на 1 т 
приводит к ум еньш ению  прибы ли м олочного ком би н ата на
2 8 8 .0  руб . Таким о б р а зо м , всякое прин удительное и зм ен ен и е зн а 
чения перем енн ой  П Л О М 1 отн оси тел ьн о зн ач ен и я , принятого  
в оптим альном  плане п р ои зв одств а  продукции, приводит к ум ен ь
ш ению  зн ачен и я  целевой ф ункции. Э то  и зм ен ен и е зн ач ен и я  ц ел е 
вой ф ункции является  б о л ее  сущ ественны м  при ум еньш ении про
и зв о д ст в а  пл ом бир а I вида  на 1 т, чем при увеличении его  п р о и з
в од ств а  на 1 т. П ри этом  ук азан н ы е изм ен ен ия целевой ф ункции  
за д а ч и  им ею т м есто  д о  тех  пор, пока вы пуск пл ом бира 1 вида не 
б у д ет  увеличен д о  5 2 ,9 9 9  т или ум еньш ен д о  2 6 ,3 3 3  т. Е сли п р о
и зв о д ст в о  п л ом би р а 1 вида не б у д ет  зак л ю ч ен о в ук азан н ы х гр а 
н и цах, то  н ар уш атся  как ук азан н ы е оценки изм ен ен ия зн ачени я  
ц ел ев ой  ф ункции, так  и стр уктура опти м ал ьн ого  плана.

Д а л е е , оптимальны й план п р о и зв о дств а  м о р о ж ен о го  не и зм е
нится д о  тех  пор, пока цена  1 т плом бир а I вида не ста н ет  м еньш е
2 8 5 .0  р уб . и не бол ьш е 577 ,091  руб . И ны ми сл овам и, есл и  цена  
1 т п л ом би р а I вида б у д ет  выш е 577 ,091  р уб ., то  оптим альны м с т а 
нет его и зготов л ен и е в количестве 5 2 ,9 9 9  т. Если ж е  ц ен а  1 т п л ом 
би р а стан ет  м еньш е чем 2 8 5 ,0  р уб ., т о  оп ти м альн ая  величина его  
п р о и зв о дств а  б у д ет  равна 2 6 ,3 3 3  т.

И з и зл о ж ен н о го  выше видно, что и сп ол ьзов ан и е П П П  Л П  
А С У  п о зв о л я ет  дов ол ьн о  полно проводить п осл ео п ти м и за ц и о н 
ный ан ал и з пол ученн ого реш ения за д а ч и  ли нейного пр ограм м и 
р ован ия. Э то  очень в а ж н о  дл я  практики принятия у п р ав л ен ч е
ских реш ений, поскольку дл я  к а ж д о й  конкретной ситуаци и  п о зв о 
л я ет  принять н аи б о л ее  прием лем ое упр ав л ен ч еск ое реш ен ие.

1.120— 1.123. И спользуя пакеты прикладных программ, прове
дите послеоптимизационный анализ решения задач  1,74— 1,76.



Г Л  А В А 2

С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Е  ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГ О 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

§ 2.1. Т РА Н СП ОР Т НА Я ЗАДАЧА

1. М а т е м а т и ч е с к а я  п о с т а н о в к а  з а д а ч и .  О б щ а я  п остан ов к а т р а н 
сп ортн ой  за д а ч и  состои т  в оп р еделен и и  опти м ал ьн ого  пл ана п е 
р ев о зо к  нек отор ого  о д н о р о д н о го  гр у за  из т  пунктов отпр авл ен ия  
А  і, А 2, А т в п пунктов назнач ен ия В \ , В 2, ..., В„. П ри этом  в к а 
ч еств е  критерия оптим альности  обы чно б ер ется  л и б о  м и ним аль
н ая  стои м ость  п ер ев о зо к  в сего  гр у за , л и б о  м иним альное врем я  
е г о  д остав к и . Р а ссм отр и м  тран сп ортн ую  за д а ч у , в кач естве кри
тер и я  оптим альности которой в зя та  миним альная стои м ость  п ер е
в озок  всего  гр у за . О бозн ач и м  ч ер ез с,,-тарифы  перевозк и  единицы  
гр у за  из і - го  пункта отправлен ия в / - й пункт н азн ач ен и я , ч ер ез  
а, —  за п а сы  гр у за  в г'-м пункте отправлен ия, ч ер ез 6, —  п о т р еб н о 
сти в гр у зе  в / - м пункте н азн ач ен и я , а ч ер ез  Хц —  кол ичество е д и 
ниц гр у за , п ер ев о зи м о го  из / -го  пункта отпр авлен ия в / - й пункт 
н азн ач ен и я . Т огд а  м атем ати ческ ая  постановк а за д а ч и  состоит  
в оп р едел ен и и  м иним ального зн ачени я ф ункции

т п

В = Y  Yj с чх ‘і (1 )
При УСЛОВИЯХ 1 = 1 /—і

т ____

I  Xij =  b, ( / = 1 ,  п),  (2 )
І =  1 

п

Y  xij =  ai (г =  1, т ), (3)
і -  і

X i j ^ O  ( г =  1, т ; / = 1 , я ) .  (4)

П оск ольк у перем енны е Х ц  ( i — \ , m ; /  =  1, п) удов л етв ор я ю т  
си стем ам  линейны х уравн ен ий  (2 ) и (3 ) и условию  н ео тр и ц ател ь
ности ( 4 ) ,  о б есп еч и в а ю тся  д о ст а в к а  н ео б х о д и м о г о  количества  
гр у за  в каж ды й из пунктов н азн ач ен и я , вы воз и м ею щ егося  гр уза  
и з в сех  пунктов отправлен ия, а т а к ж е  искл ю ч аю тся  обратн ы е  
п ерев озк и .

О п р е д е л е н и е  2.1 . В ся к о е  неотр и ц ател ь н ое реш ен ие си 
стем  линейны х уравн ен ий  (2 ) и ( 3 ) ,  о п р ед ел я ем о е  м атрицей  
X  — ( X i j ) ( i = \ , m \  /  =  1 ,п), н азы в ается  п л а н о м  тран сп ортной  з а 
д ач и .
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О п р е д е л е н и е  2-2. П л ан  X * = ( x f j )  ( t =  1, m; / =  1, и), при 
котором  ф ункция (1 ) приним ает св о е  м иним альное зн а ч ен и е, н а 
зы в ается  опт имальним  п л а н о м  тр ан сп ортн ой  за д а ч и .

О бы чно и сходн ы е данн ы е тр ан сп ортн ой  за д а ч и  зап и сы в аю т  
в виде та б л . 2 .1 .

Т а б л и ц а  2.1

Пункты отправ
ления

Пункты назначения
Запасы

В/ Bn

Л і С\ \

Х \ \
с\\

х ц

C\n

X \ n

ay

А і С и

Х п

Cij

Xi]
С in

Xin
a,

A m с m l

Xml
Cmj

Xmj Cmn

Xmn

dm

Потребности Ь\ bi bn

ТП
О чевидн о, о б щ ее  наличие гр уза  у поставщ и ков рав н о  щ у

і=  і 
п

а о б щ а я  п отр ебн ость  в гр у зе  в пунктах н азн ач ен и я  равн а Y, &І
/=  і

еди ни ц. Е сли о б щ а я  п отр ебн ость  в гр у зе  в пун ктах н азн ач ен и я  
р ав н а  за п а с у  гр у за  в пунктах отпр авл ен ия, т. е.

m  п

X  а‘=  L bb (5 )
1=1 /•=1

то  м одел ь  такой тран сп ортной  за д а ч и  н азы в ается  закрытой.  Е сли  
ж е  у к а за н н о е  усл ов и е не вы полняется, то  м одел ь  тран сп ортной  
за д а ч и  н азы в ается  открытой.

Т ео р ем а  2 .1 . Д л я  р а зреш им ост и транспортной з а д а ч и  н е о б х о 
д и м о  и достаточно, чтобы з а п а с ы  г р у з а  в  пунктах от правления  
б ы л и  р а в н ы  потребностям в  г р у з е  в  пунктах н а з н а ч е н и я ,  т. е. 
чтобы в ы п о л н я л о с ь  равенст во  ( 5 ) .



В сл уч ае превы ш ения за п а са  н а д  п отр ебн остью , т. е.
т п

X  а ‘ >  Z  вводится фиктивны й ( п + 1 ) - й  пункт назн ач ен и я
/ = 1  ,=|

т п

с п отр ебн остью  6„ + |= ] Г  а, —  £  и соотв етств ую щ и е тариф ы
< = 1  / = 1

счи таю тся  равными нулю: c ,„ + i = 0  ( » = 1 ,  т ) .  П ол уч ен н ая  з а д а 
ча явл яется  тран сп ортной  за д а ч ей , дл я  которой вы полняется  
ра в ен ств о  (5 ) .

т п

А н алогич но, при £  а, <  £  6, вводится фиктивны й ( т + 1 ) - й
1 =  1 І =  1 /г ш

пункт отпр авлен ия с за п а со м  гр уза  a m+ i =  £  6, —■ X  а ‘ и тариф ы
1=1 Т=1

п ол агаю тся  равны ми нулю: cm+ i ; =  0  ( / =  1, и ) .  Этим за д а ч а  с в о 
ди тся  к обы чной тран сп ортной  за д а ч е , из опти м ал ьн ого  плана  
которой п ол учается  оптимальны й план исходн ой  за д а ч и . В д а л ь 
нейш ем  б у д ем  рассм атр и в ать  закры тую  м одель тран сп ортн ой  з а 
дач и . Е сли ж е  м одель  конкретной за д а ч и  яв л я ется  откры той, то, 
и сходя  из ск а за н н о го  выш е, перепиш ем  та б л и ц у  условий за д а ч и  
так, чтобы вы полнялось рав ен ств о  (5 ) .

Ч и сл о перем енны х хц в тран сп ортной  за д а ч е  с т  пунктами  
отпр авл ен ия и п пунктам и н азн ач ен и я  равн о пт ,  а число у р а в н е
ний в си стем ах  (2 ) и (3 ) равн о п - \ - т .  Т ак как мы п р ед п ол агаем , 
что вы полняется усл ов и е ( 5 ) ,  то  число ли нейно незави си м ы х  
урав н ен и й  равн о п - \ - т — 1. С л ед ов ател ь н о , опорны й план т р а н с 
портной за д а ч и  м о ж ет  им еть не б о л е е  п +  т — 1 отличны х от нуля  
н еизвестны х.

Е сли в опорном  плане число отличны х от нуля ком понент  
рав н о в точности п - \ - т — 1, т о  план яв л я ется  невы рож денн ы м , 
а если м еньш е —  то  вы рож денны м .

Д л я  оп р едел ен и я  оп ор н ого  плана су щ ест в у ет  несколько м е
то д о в . Три из них —  м етод  с е в е р о -за п а д н о г о  у гл а , м етод  м ини
м альн ого  эл ем ен та  и м етод  аппроксим ации Ф огел я  —  р а ссм а т р и 
в аю тся  н и ж е.

К ак и дл я  всякой за д а ч и  ли нейного  пр ограм м и р ован и я , опти
мальны й план тран сп ортной  за д а ч и  яв л я ется  и опорны м  планом .

Д л я  оп р едел ен и я  опти м альн ого п л ана тр ан сп ортн ой  за д а ч и  
м о ж н о  и сп ол ьзов ать  и зл ож ен н ы е выш е м етоды . О дн ак о  ввиду  
исклю чительной практической в а ж н о сти  этой  за д а ч и  и сп ец и 
фики е е  ограничений [к а ж д а я  н еи зв естн а я  входит ли ш ь в два  
урав н ен и я  систем  (2 ) и (3 )  и коэф ф ициенты  при неизвестны х  
равны  еди н и ц е] д л я  о п р едел ен и я  опти м ал ьн ого  пл ана т р а н сп о р т 
ной за д а ч и  р а зр а б о т а н ы  специальны е м етоды . Д в а  из них —  м е
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т о д  потенц иал ов  и м ето д  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х рент —  р а с с м о 
трены  ни ж е.

2 .1 . Ч еты ре предприятия д а н н о го  эк он ом и ч еск ого  р ай о н а  для  
п р ои зв одств а  продукции испол ьзую т три вида сы рья. П о т р еб н о 
сти в сы рье к а ж д о г о  из предприятий соотв етств ен н о  равны  120, 
50, 190 и 110 ед . Сы рье со ср ед о т о ч ен о  в тр ех  м естах  его  п ол уч е
ния, а зап асы  соотв етств ен н о  равны 160, 140, 170 ед . Н а к а ж д о е  
из предприятий сы рье м о ж ет  за в о зи т ь ся  из л ю б о го  пункта его  
получени я. Т ариф ы  пер ев озок  являю тся  известны м и величинам и  
и за д а ю т с я  м атрицей / 7  8 1 2 \

С = (  4 5 9 8 J

\ 9  2 3 6 /

С о ст а в и т ь  такой план пер ев озок , при котором о б щ а я  сто и 
м ость п ер ев озок  является  миним альной.

Р е ш е н и е .  О бозн ач и м  ч ер ез Х ц  кол ичество еди ни ц  сы рья, 
п ер ев о зи м о го  из г-го пункта его  получения на ;-е  п редп ри яти е. 
Т о гд а  усл овия достав к и  и вы воза н ео б х о д и м о г о  и им ею щ егося  
сы рья о б есп еч и в а ю тся  з а  счет вы полнения сл ед ую щ и х равенств:

Хц  +  Х і 2  +  Х і з  +  Х і 4  =  1 60,

Х 2\ +  Х 22 + Х 2З +  Х 24 =  140,

->Гзі —(—л:з2 —f- -*Гзз — л:з4 =  170,

дг 11 —(— Хг і —t- ->Гз і =  120, (6 )

Хі2 +  Х22 +  Хз2 =  50,

X1 з +  Х23 +  *33 — 1 90,

 ̂ Х і4+Х 24 +  Хз4 =  1 10.

П ри дан н ом  пл ане Х =  (хц)  (і =  1,3; /  =  1,4) п ер ев о зо к  о б щ а я  
стои м ость  п ер ев озок  составит
/ ^ = 7 X 1 1  + 8 Х і 2 +  Х і з + 2 Х і 4  +  4 X2 1  + 5 X 2 2  +  9 X 2 3  +  8 X 2 4  +  9 х з  1 +

“Ь 2X32 -}- Зхзз -р 6x 34. ( 7 )
Таким о б р а зо м , м атем ати ческ ая  постановк а дан н ой  т р а н с 

портной за д а ч и  состои т  в н а х о ж д ен и и  так ого  н еотри ц ател ьн ого  
реш ен ия систем ы  линейны х уравн ен ий  ( 6 ) ,  при котором  цел ев ая  
ф ункция (7 ) приним ает м иним альное зн ач ен и е.

С оставьте м атем ати ческ ие м одели тран сп ортны х за д а ч  2 .2 —
2.7 .

2.2

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, В 2 В  з В ,

л , 2 4 7 9 200
Лг 5 1 8 12 270
Лз 11 6 4 3 130

П отреб ности 120 80 240 160 600
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2.3

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, В2 В3 В,

л , 18 2 3 12 180
Л 2 3 4 8 7 160
Лз 4 5 6 12 140
л 4 7 1 5 6 220

Потребности 150 250 120 180 700

2.4

Пункты отправления Пункты назначения
Запасы

В , в 2 Вг В4

л , С и С12 С13 £14 а\
Л2 С2\ с 22 £23 £24 а 2
Лз С 31 С 32 £зз £34 аз
л 4 £41 £42 £43 £44 а\
Л$ Сы £52 £53 £54 а ь

Потребности 01 02 вз 04

2 .5 . Н а трех  ск л а д а х  оптовой ба зы  со ср ед о т о ч ен  однородны й  
груз в колич ествах  180, 60  и 80  ед . Этот гр уз н ео б х о д и м о  п ер ев е
зти в четы ре м а га зи н а . К аж ды й  из м агази н ов  д о л ж ен  получить  
с о отв етств ен н о  120, 40 , 60  и 80  ед . гр у за . Т ариф ы  п ер ев озок  е д и 
ницы гр у за  из к а ж д о г о  из скл адов  во в се м агазины  за д а ю т с я  
м атрицей

/  2 3 4 3 \
С =  I 5 З 1 2 J •

\  2 1 4 2 /

С оставить такой план п еревозок , при котором  о б щ а я  сто и 
м ость п ер ев озок  явл яется  м иним альной.

2 .6 . П р о и зв о д ст в ен н о е  объ ед и н ен и е  им еет в своем  со ст а в е  
три ф и л и ал а , которы е п р ои зв одя т  одн о р о д н у ю  продукцию  с о о т 
в етств ен н о в к оличествах, равны х 50, 30  и 10 ед . Э ту  продукцию  
п ол учаю т четы ре п отр еби тел я , р асп о л о ж ен н ы е в разны х м естах . 
И х  п отр ебн ости  соотв етств ен н о  равны  30 , 30 , 10 и 20  ед . Тариф ы  
п ер ев озок  единицы  продукции от к а ж д о г о  из ф или ал ов  соотв ет-
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ствую щ им  потр еби тел ям  за д а ю т ся  м атрицей
1 2 4 1 \

2 З 1 5 }

3 2 4 4 /
С оставить  такой план прикрепления п ол учател ей  продукции  

к ее  поставщ и кам , при котором  о б щ а я  стои м ость  п ер ев о зо к  я в 
л я ется  миним альной.

2 .7 . Три пр едприятия д а н н о г о  экон ом ич еского  рай он а  могут  
п р ои зв оди ть  некоторую  од н о р о д н у ю  продукцию  в кол ич ествах , 
соотв етств ен н о  равны х 180, 3 5 0  и 2 0  ед . Э та продукц ия д о л ж н а  
бы ть постав л ен а  пяти п отр еби тел я м  в кол ич ествах , с о о тв ет ст в ен 
но равны х 110, 90, 120, 80  и 150 ед . З атр аты , св язан н ы е с  п р о и з
в одством  и д остав к ой  единицы  продукц ии, за д а ю т с я  м атрицей

/ 7  12 4 6 5

С = [  1 8 6 5 3

\  6 13 8 7 4
С остави ть  такой план прикрепления потр еби тел ей  к п о ст а в 

щ икам , при котором  об щ и е затр аты  явл яю тся  минимальны ми.
2. Определение опорного плана транспортной задачи. К ак и 

при реш ении за д а ч и  ли нейного п р ограм м ирования симплексны м  
м етодом , о п р ед ел ен и е опти м альн ого п л ана тран сп ортной  за д а ч и  
начинаю т с н а х о ж д ен и я  к ак ого-н и будь  ее  оп ор н ого  п л ан а. Этот  
план, как у ж е  отм еч ал ось  выш е, н а х о д я т  м етодом  с е в е р о -за п а д 
ного у гл а , м етодом  м иним ального эл ем ен та  или м етодом  ап п рок 
сим ац ии  Ф огел я . С ущ н ость  эти х  м етодов  состои т  в том , что о п о р 
ный план н а х о д я т  п осл ед о в а тел ьн о  за  п - \ - т — 1 ш агов, на к а ж 
дом  из которы х в т а б л и ц е  усл овий  за д а ч и  зап ол н я ю т од н у  клетку, 
которую  назы ваю т занятой.  З ап о л н ен и е  одной  из клеток о б е с п е 
чивает пол ностью  л и бо  у д ов л етв ор ен и е п отр ебн ости  в гр у зе  о д 
ного из пунктов н азн ач ен и я  (того , в сто л б ц е  котор ого  н аходи тся  
за п о л н ен н а я  к л ет к а ), л и б о  вы воз гр у за  из о д н о го  из пунктов  
отпр авл ен ия (и з того , в строке котор ого  н аходи тся  за п о л н я ем а я  
к л ет к а ).

В первом  сл у ч а е  врем енно исклю чаю т из р ассм отр ен и я  с т о л 
б ец , со д е р ж а щ и й  зап олн ен н ую  на дан н ом  ш аге клетку, и р а с с м а 
три ваю т за д а ч у , та б л и ц а  условий которой с о д е р ж и т  на один  ст о л 
б е ц  м еньш е, чем бы ло п ер ед  этим ш агом , но то  ж е  количество  
стр ок  и соотв етств ен н о  изм ененны е за п а сы  гр у за  в одном  из пунк
тов отправлен ия (в том , за  счет за п а с а  которого бы ла у д о в л ет 
ворена п отр ебн ость  в гр узе  пункта назн ач ен и я  на дан н ом  ш а г е ) .  
В о  втором  сл у ч а е  врем енн о исклю чаю т из р ассм отр ен и я  строку, 
со д е р ж а щ у ю  зап ол н ен н ую  клетку, и счи таю т, что та б л и ц а  у с л о 
вий им еет на одн у строку м еньш е при неизм ен ном  количестве  
стол бц ов  и при соотв етств ую щ ем  изм енении потр ебн ости  в гр у зе
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в пункте н азн ач ен и я , в сто л б ц е  которого н аходи тся  за п о л н я ем а я  
клетка.

П о сл е  то го  как проделаны  т - \ - п — 2 описанны х выш е ш агов, 
пол учаю т за д а ч у  с одним  пунктом отправления и одним  пунк
том н азн ач ен и я . П ри этом  остан ется  св о б о дн о й  только одн а  
клетка, а за п а сы  оста в ш его ся  пункта отпр авлен ия б у д у т  равны  
потр ебн остя м  о став ш егося  пункта н азн ач ен и я . Зап ол ни в эту  
клетку, тем  самы м  д ел а ю т  (я -ф о т — 1 )-й  ш аг и пол учаю т искомый  
опорны й план. С л ед ует  зам етить , что на некотором  ш аге (н о  не  
на п о сл ед н ем ) м о ж ет  ок а за ть ся , что п отр ебн ости  оч ер едн ого  
пункта н азн ач ен и я  равны за п а са м  о ч ер едн ого  пункта о тп р а в л е
ния. В этом  сл у ч а е  та к ж е врем енн о исклю чаю т из р ассм отр ен и я  
л и б о  сто л б ец , л и б о  строку (ч то-н и будь  о д н о ). Таким о б р а зо м ,  
л и б о  зап асы  со о тв етств ую щ его  пункта отпр авл ен ия, л и б о  п о т р еб 
ности д а н н о го  пункта н азн ач ен и я  счи таю т равны ми нулю . Э тот  
нуль зап и сы в аю т в о ч ер ед н ую  зап ол н я ем ую  клетку. У казанны е  
выш е усл овия гар антирую т получение я +  от— 1 зан я ты х клеток, 
в которы х стоя т  ком поненты  оп ор н ого  пл ана, что яв л яется  и с х о д 
ным усл овием  д л я  проверки п осл ед н его  на оптим альность и н а 
х о ж д ен и я  опти м альн ого плана.

М е т о д  с е в е р о - з а п а д н о г о  у г л а .  П ри н а х о ж д ен и и  
оп ор н ого  пл ана тран сп ортной  за д а ч и  м етодом  с ев е р о -за п а д н о г о  
угл а  на к а ж д о м  ш аге рассм атр и в аю т первы й из остав ш и хся  
пунктов отправлен ия и первы й из остав ш и хся  пунктов н а зн а ч е
ния. З а п о л н ен и е  клеток таблицы  условий н ач и н ается  с левой  
верхней  клетки д л я  н еи зв естн ого  Хц (« сев ер о -за п а д н ы й  угол »)  
и за к а н ч и в а ется  клеткой дл я  н еи зв естн о го  х тп, т. е. идет  как бы по 
ди а го н а л и  таблицы .

2.8 . Н а три базы  А \ ,  А 2, А 3 поступил однор одны й груз в ко
л и ч еств ах , соотв етств ен н о  равны х 140, 180 и 160 ед . Э тот гр уз  
тр еб у ет ся  п ерев езти  в пять пунктов н азн ач ен и я  В и В 2, В 3, £ 4, В 5 
со отв етств ен н о  в колич ествах  60, 70 , 120, 130 и 100 ед. Т ариф ы  
п ер ев о зо к  единицы  гр уза  с к а ж д о г о  из пунктов отправлен ия в с о 
отв етств ую щ и е пункты н азн ач ен и я  ук азан ы  в сл ед у ю щ ей  т а б 
лице:

Т а б л и ц а  2.2

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В , В 2 В 3 В , В 5

л , 2 3 4 2 4 140
А г 8 4 1 4 1 180
А з 9 7 3 7 2 160

Потребности 60 70 120 130 100 480
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Н ай ти  план п ер ев озок  дан н ой  тран сп ортной  за д а ч и  м етодом  
сев е р о -за п а д н о г о  угла.

Р е ш е н и е .  З д е сь  число пунктов отпр авлен ия т  —  3 , а число  
пунктов н азн ач ен и я  п =  5. С л ед ов ател ь н о , опорны й план за д а ч и  
о п р ед ел я ется  числам и, стоящ им и в 5 +  3 — 1 = 7  зап олн ен н ы х  
клетках.

Зап ол н ен и е таблицы  начнем  с клетки д л я  н еи зв естн ого  х ц , т. е. 
поп ы таем ся удовл етвор ить  п отр ебн ости  первого  пункта н а зн а ч е 
ния за  счет за п а со в  п ервого  пункта отпр авл ен ия. Т ак как за п а сы  
пункта А \  бол ьш е, чем п отр ебн ости  пункта В (, то п ол агаем  х ц  =  
=  60 , зап и сы в аем  эт о  зн а ч ен и е  в со о тв етств ую щ ей  клетке  
та б л . 2 .3  и врем енн о исклю чаем  из р ассм отр ен и я  сто л б ец  В \ ,  
счи тая при этом  зап асы  пункта At  равны ми 80.

Т а б л и ц а  2.3

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, Й2 В3 В4 В5

А , 2
60

3
70

4
10

2 4
140

А  2 8 4 1
110

4
70

1
180

Аз 9 7 3 7
60

2
100 160

П о т р е б 
ности 60 70 120 130 100 480

Р ассм о т р и м  первы е из о став ш и хся  пунктов отправлен ия А  і 
и н азн ач ен и я  Вч. З а п а сы  пункта А \  бол ьш е п отр ебн остей  пункта  
В і . П о л о ж и м  Х ц  —  70, зап и ш ем  это  зн ач ен и е в соотв етств ую щ ей  
клетке та б л . 2 .3  и врем енн о исклю чим из р ассм отр ен и я  ст о л 
б ец  В і . В пункте А  і за п а сы  считаем  равны ми 10 ед . С нова р а с с м о 
трим первы е из оста в ш и х ся  пунктов отпр авл ен ия А \  и н а зн а ч е
ния В з. П о тр еб н о сти  пункта В 3 бол ьш е о став ш и хся  за п а со в  
пункта А \ .  П о л о ж и м  х і з = 1 0  и исключим из р ассм отр ен и я  ст р о 
ку А \ .  З н а ч ен и е  х і3 = 1 0  зап и ш ем  в со о тв етств у ю щ у ю  клетку  
та б л . 2 .3  и сч и таем  п отр ебн ости  пункта В э равны ми 110 ед .

Т еперь п ерей дем  к зап ол н ен и ю  клетки д л я  н еи зв естн ого  Хгз 
и т. д . Ч ер ез  ш есть ш агов о ста ет ся  один  пункт отправлен ия А 3 
с  за п а со м  гр у за  100 ед . и один  пункт н азн ач ен и я  В 3 с  п о т р еб 
ностью  100 ед . С оотв етств ен н о  им еется  од н а  св о б о д н а я  клетка,
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которую  и зап ол н я ем , п ол агая  * 35=  100 (та б л . 2 .3 ) .  В р е зу л ь 
та те  пол учаем  опорны й план

60 70 10 0 0 \

С о гл а сн о  д а н н о м у  плану пер ев озок , о б щ а я  стои м ость  п ер ев о 
зо к  в сего  гр уза  состав л я ет  

S  =  2 - 6 0  +  3 - 7 0  +  4 - 1 0 + 1  • 110 +  4 - 7 0  +  7 - 6 0  +  2 - 1 0 0 = 1 3 8 0 .
М е т о д  м и н и м а л ь н о г о  э л е м е н т а .  В м етод е  с е 

в ер о -за п а д н о г о  угла  на к а ж д о м  ш аге п отр ебн ости  первого  из 
оста в ш и х ся  пунктов н азн ач ен и я  удов л етв ор я л и сь  за  счет  з а п а 
сов  первого из остав ш и хся  пунктов отпр авл ен ия. О чевидн о, 
вы бор пунктов н азн ач ен и я  и отправлен ия ц ел есо о б р а зн о  п р о и з
водить, ори ен ти руя сь  на тариф ы  п ерев озок , а именно: на к а ж д о м  
ш аге сл ед у ет  вы бирать к ак ую -н и будь  клетку, о тв еч аю щ ую  м ини
м альном у т а р и ф у (если  таких клеток несколько, то  сл ед у ет  вы
б р а т ь  л ю бую  из н и х ) , и рассм отр еть  пункты н азн ач ен и я  и о т п р а в 
лени я, со о тв етств ую щ и е вы бранной клетке. С ущ н ость  м етода  
м иним ального эл ем ен та  и состои т  в вы боре клетки с  м иним аль
ным тари ф ом . С л ед у ет  отм етить, что этот  м етод , как правило, 
п озв ол я ет  найти опорны й план тр ан сп ортн ой  за д а ч и , при котором  
о б щ а я  стои м ость  п ер ев озок  гр у за  м еньш е, чем о б щ а я  стои м ость  
п ер ев о зо к  при пл ане, най ден ном  дл я  да н н о й  за д а ч и  с пом ощ ью  
м ето д а  с ев е р о -за п а д н о г о  угла. П о эт о м у  н а и б о л ее  ц е л е со о б р а зн о  
опорны й план тран сп ортн ой  за д а ч и  находи ть  м етодом  м иним аль
ного  эл ем ен та .

2 .9 . Н айти опорны й план тран сп ортной  за д а ч и  2.1 м етодом  
м иним ального эл ем ен та .

Р е ш е н и е .  И сходн ы е дан н ы е за д а ч и  зап и ш ем  в виде  
т а б л . 2 .4 . М инимальны й тар и ф , равный 1, н а х о д и тся  в клетке дл я  
перем енн ой  Хіз. П ол ож и м  Х із—  160, зап и ш ем  эт о  зн а ч ен и е  в с о о т 
ветств ую щ ую  клетку та б л . 2 .4  и исключим врем енн о из р а с с м о 
трения стр ок у Л |. П отр ебн ости  пункта н азн ач ен и я  В 3 считаем  
равны ми 30  ед .

В о став ш ей ся  ч асти  таблицы  с д в ум я  стр окам и А 2 и А 3 и ч е 
ты рьмя стол бц ам и  В  і, В 2, Вз и В  4 клетка с наим еньш им  зн ачен и ем  
т а р и ф а  Сц н аходи тся  на п ересеч ен ии  строки А  з и сто л б ц а  В 2, 
гд е  Сзг =  2. П о л о ж и м  *32 =  5 0  и внесем  эт о  зн ач ен и е в с о о т в ет 
ств ую щ ую  клетку табл . 2 .4 .

В р ем ен н о  исключим из р ассм отр ен и я  ст о л б ец  Вг и буд ем  сч и 
тать  за п а сы  пункта Л 3 равны ми 120 ед . П о сл е  эт о го  рассм отр им  
оста в ш у ю ся  ч асть  таблицы  с двум я стр окам и А 2 и А з  и трем я  
сто л б ц а м и  B i, В з и В 4. В ней минимальны й тар и ф  Сц находи тся  
в клетке на п ересеч ен ии  строки А 3 и сто л б ц а  Вз и равен  3. З а п о л -

0 0 110 70 0
0 0 0  60 100
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Т а б л и ц а  2.4

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, В 2 В з В4

л , 7 8 1 2
160 160

Лг 4 5 9 8
120 20 140

Лз 9 2 3 6
50 30 90 170

Потребности 120 50 190 110 470

ним описанны м  выш е сп о со б о м  эт у  клетку и анал огич но за п о л 
ним (в оп р едел ен н ой  п осл ед о в а тел ь н о сти ) клетки, н а х о д я щ и еся  
на п ересеч ен ии  строки Лг и сто л б ц а  В \,  строки Л 3 и сто л б ц а  В 4 , 
строки Лг и сто л б ц а  В\.  В р езу л ь та т е  получим опорны й план

/  0 0 160 о \
X  =  [ 120 0 0 20 I .

\  0 50 30 90 /
П ри дан н ом  плане п ер ев озок  о б щ а я  стои м ость  п ер ев о зо к  с о 

ставля ет
S =  1 -1 6 0  +  4 - 1 2 0  +  8 - 2 0  +  2 - 5 0  +  3 - 3 0  + 6 - 9 0 =  1530. 

М е т о д  а п п р о к с и м а ц и и  Ф о г е л я .  П ри о п р ед е л е 
нии опти м ал ьн ого  пл ана тран сп ор тн ой  за д а ч и  м етодом  ап п рок 
сим ац ии  Ф огел я  на к а ж д о й  итерац ии по всем  сто л б ц а м  и по всем  
стр окам  н а х о д я т  р а зн о сть  м е ж д у  д в у м я  зап исанн ы м и в них м ини
мальны ми тари ф ам и . Эти р азн ости  зап исы вю т в сп ец и ал ьн о  о т 
веденн ы х д л я  эт о го  строке и сто л б ц е  в т а б л и ц е  условий за д а ч и . 
С р еди  у к азан н ы х р а зн о стей  вы бираю т м иним альную . В  стр ок е  
(или в с т о л б ц е ) , которой д а н н а я  р а зн о сть  соотв етств ует , о п р ед е 
л яю т минимальны й тари ф . К летку, в которой он за п и са н , за п о л 
няю т на да н н о й  итерации.

Е сли минимальны й тари ф  оди н ак ов  дл я  нескольких клеток  
да н н о й  строки (с т о л б ц а ) , то  дл я  зап ол н ен и я  вы бираю т ту  клетку, 
котор ая  р а с п о л о ж е н а  в сто л б ц е  (с т р о к е ) , соотв етств ую щ ем  н аи 
бол ьш ей  р а зн о сти  м е ж д у  д в ум я  м иним альны ми т а р и ф ам и , н а х о 
д я щ и м и ся  в д ан н ом  сто л б ц е  (с т р о к е ) .

2 .1 0 . И сп о л ь зу я  м етод  аппроксим ации Ф огеля , найти оп о р 
ный план тр ан сп ортн ой  за д а ч и  2 .1 , исходны е дан н ы е которой
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Т а б л и ц а  2.5

Пункты Пункты назначения
Запасыотправления В, В2 В3 В 4

А і 7 8 1 2 160
А  2 4 5 9 8 140
Аз 9 2 3 6 170

Потребности 120 50 190 110 470

приведены  в та б л . 2 .5  (опорны й план этой  за д а ч и  р а н ее  был 
н ай ден  м етодом  м иним ального э л е м ен т а ).

Р е ш е н и е .  Д л я  к а ж д о й  строки и сто л б ц а  таблиц ы  условий  
н ай дем  р азн ости  м е ж д у  двум я миним альны ми тар и ф ам и , за п и 
санны м и в дан н ой  строке или сто л б ц е, и пом естим  их в со о тв ет 
ств ую щ ем  дополн ительном  сто л б ц е  или допол н ител ьной  стр оке  
т а б л . 2 .6 . Так, в стр оке А г  миним альны й тари ф  равен  4, а с л ед у ю 
щ ий за  ним равен 5, р а зн о сть  м е ж д у  ними 5  — 4 = 1 .  Т очно так  
ж е  р а зн о сть  м е ж д у  миним альны ми эл ем ен там и  в стол бц е Ва р а в 
на 6  — 2 =  4. Вы числив все эти р азн ости , видим , что н аи бол ьш ая  
из них со отв етств ует  сто л б ц у  В  а. В э т о м  с т о л б ц е  минимальный  
тари ф  за п и са н  в клетке, н а х о д я щ ей ся  на пересеч ен ии  строки А  і 
и сто л б ц а  Ва-  Таким о б р а зо м , эту  клетку сл ед у ет  зап олни ть . З а 
полнив е е , тем  самы м мы удов л етв ор и м  п отр ебн ости  пункта Ва-  
П о эт о м у  исклю чим из рассм отр ен и я  сто л б ец  В а  и б у д ем  считать  
за п а сы  пункта A t  равны ми 160— 110 =  50  ед . П о сл е  эт о го  о п р е 
дел им  сл ед у ю щ у ю  клетку дл я  зап ол н ен и я . С нова н ай дем  р а з 
ности м е ж д у  остав ш и м и ся  двум я миним альны ми тари ф ам и  в 
к а ж д о й  из строк и стол бц ов  и зап и ш ем  их во втором д о п о л н и 
тельном  сто л б ц е  и во второй дополн ител ьной  строке т а б л . 2 .6 . К ак  
видно из этой  табл иц ы , наи бол ьш ая  у к а за н н а я  р а зн о сть  со о т в ет 
ств ует  стр оке А і .  М инимальны й тари ф  в этой  строке за п и са н  в 
клетке, которая н аходи тся  на пересечен ии  е е  с стол бц ом  В з. С л е 
д ов ател ь н о , зап ол н я ем  эту  клетку. П ом естив  в нее число 50 , тем  
сам ы м п р ед п о л а га ем , что за п а сы  в пункте A t  полностью  и сч ер 
паны, а п отр ебн ости  в пункте Вз  стали равны ми 190— 5 0 =  140 ед . 
И склю чим  из р ассм отр ен и я  строку А  і и оп р едел и м  новую  клетку  
для за п о л н ен и я . П р о д о л ж а я  итерационны й п р оц есс , п о с л е д о в а 
тельно за п о л н я ем  клетки, н а х о д я щ и еся  на пересеч ен ии  строки А  з 
и сто л б ц а  В і,  строки А з  и сто л б ц а  Вг, строки А г  и сто л б ц а  В  и
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Т а б л и ц а  2.6

Пункты
отправления

Пункты назначения З а 
па
сы

Разности по строкам
В, В2 Вз В,

л ,
7 8 1

50

2

110
160 1 6 — — — —

Аг
4

120

5

20

9 8
140 1 1 1 1 1 0

Аз
9 2

30

3

140

6
170 1 1 1 7 — —

Потребности 120 50 190 110 470

Разности по 
столбцам 3 3 2 4

3 3 2 —

5 3 6 —

5 3 — —

— 0 — —

— 0 — —

строки Лг и сто л б ц а  В ъ  В р езу л ь та те  получим опорны й план  
/ О  0 50 110 \

Х =  ( 120 20 0 0 1
V 0 30 140 0 /

П ри  этом  плане о б щ а я  стои м ость  п ер ев озок  такова:
S = 1  -5 0  +  2 - 1 1 0  +  4 • 120 +  5 - 2 0  +  2 - 30  +  3 - 1 4 0 =  1330.

К ак правило, прим енение м ето д а  апр оксим ац ии  Ф огел я  п о з 
воляет получить л и б о  опорны й план, близкий к оп ти м ал ь
ном у, л и б о  сам  оптимальны й план. К стати , найденны й вы ш е 
опорны й план тран сп ортн ой  за д а ч и  явл яется  и оптим альны м .
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И сп о л ь зу я  м етоды  с е в е р о -за п а д н о г о  у гл а , п отен ц и ал ов  и 
апп рок си м аци и  Ф огеля , най дите опорны е планы тран сп ортны х  
за д а ч  2 .1 1 — 2.13 .

2.11

Пункты Пункты назначения
Запасыотправления

В , В 2 В з В з В з

А . 4 5 2 8 6 115
А  2 3 1 9 7 3 175
А з 9 6 7 2 1 130

П о т р е б -
ности 70 220 40 30 60 420

2.12

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, В 2 Вз Вз

Ai 4 5 3 7 280
А  2 7 6 2 9 175
А з 1 3 9 8 125
А з 2 4 5 6 130

Потребности 90 180 310 130 710

2.13

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, Вз Вз Вз

А \ 1 4 7 3 510
А  2 5 6 8 9 90
А з 7 2 4 8 120

Потребности 270 140 200 110 720

2 .1 4 — 2 .1 6 . Н а й д и те  опорны е планы тран сп ортн ы х за д а ч  2 .5 —  
2 .7  м етодам и  сев е р о -за п а д н о г о  угл а , м иним ального эл ем ен та  и 
ап п рок си м аци и  Ф огеля  и сравни те их м е ж д у  собой .
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3. Определение оптимального плана транспортной задачи.
Д л я  о п р ед ел ен и я  опти м ал ьн ого  п л ана тр ан сп ортн ой  за д а ч и  
р а зр а б о т а н о  несколько м етодов . О дн ак о н а и б о л ее  ч асто  исп ол ь
зу ю т ся  м етод  п отен ц и ал ов  и м етод  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы х рент.

М е т о д  п о т е н ц и а л о в .  О бщ ий принцип оп р едел ен и я  о п 
ти м ал ьн ого  плана тран сп ортной  за д а ч и  м етодом  потенц иалов  
анал огич ен  принципу реш ения за д а ч и  ли нейного п р о гр а м м и р о в а 
ния симплексны м м етодом , а именно: сн а ч а л а  н а х о д я т  опорны й  
план тран сп ортн ой  за д а ч и , а за т ем  его  п осл ед о в а тел ьн о  у л у ч ш а 
ют д о  получения опти м альн ого пл ана.

Д л я  о п р едел ен и я  оп ор н ого  п л ана тр ан сп ортн ой  за д а ч и  буд ем  
пол ьзов аться  одним  из м етодов , рассм отр ен ны х в п р еды дущ ем  
п а р а гр а ф е . Эти м етоды  гар антирую т пол учени е зан я ты х в и с х о д 
ном п л ан е п - \ - т — 1 клеток, причем в некоторы х из них м огут  
стоять  нули. П олученны й план с л ед у ет  проверить на оп ти 
м альность.

Теорема 2.2. Е с л и  д л я  некот орого о п о р н о го  п л а н а  Х * — (хц) 
/  =  1 ,п) транспортной з а д а ч и  существуют такие числа

a t ,  а 2, ..., a m, P i, р2, ..., Р„, что ■
Р, — а , =  Сц при  Х ц >  0 (8)

и
Р, — а ( < С //  п р и  Xij — 0  (9)

д л я  в с е х  i = \ , m  и j  =  \ ,п ,  то X * — (х*) —  опт имальны й п л а н  
транспортной за д а ч и .

О п р е д е л е н и е  2 .3 . Ч и сл а а , и р, / =  1 ,п ) н а зы в а 
ю тся пот енциалам и  соотв етств ен н о  пунктов н азн ач ен и я  и 
пунктов потр ебл ен и я.

С ф ор м ул и р ов ан н ая  т ео р ем а  п озв ол я ет  построить алгоритм  
н а х о ж д ен и я  реш ен ия тран сп ортной  за д а ч и . Он состоит  в с л ед у ю 
щ ем . П усть  одним  из рассм отр ен ны х выш е м етодов  най ден  о п о р 
ный план тр ан сп ортн ой  за д а ч и . Д л я  к а ж д о г о  из пунктов отпр а в 
л е н ия и назн ач ен и я  оп р едел я ю т потенциалы  а , и Р;
/ = 1 , п ) .  Эти числа н а х о д я т  из систем ы  уравнений

Pi — а  і  —  сц, (10)
гд е  Сц —  тариф ы , сто я щ и е в зап ол н ен н ы х кл етках таблицы  у с л о 
вий тран сп ортн ой  за д а ч и .

Т ак как число зап олн ен н ы х клеток равн о n +  m — 1, то  
си стем а  (1 0 ) с п - \ -п г  неизвестны м и с о д е р ж и т  n +  m — 1 у р а в н е
ний. П оск ольк у число неизвестны х превы ш ает на еди н и ц у  число  
уравн ен ий , од н о  из неизвестны х м о ж н о  п ол ож и ть равны м п р о
извольн ом у ч ислу, наприм ер a i  =  0, и найти п осл ед о в а тел ь н о  из 
уравн ен ий  (1 0 ) зн ач ен и я  остальны х н еизвестны х. П о сл е  того  
как в се потенциалы  найдены , д л я  к а ж д о й  из св об о дн ы х  клеток  
о п р ед ел я ю т числ а ос,,-/ =  р;- —- а, — Сц.
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Рис. 2.1

Е сли ср еди  чисел а , , нет пол ож и тельны х, то  найденны й о п о р 
ный план яв л я ется  оптимальны м. Е сли ж е  для некоторой с в о б о д 
ной клетки « / / >  0, то  исходны й опорны й план не яв л я ется  оп ти 
м альны м и н ео б х о д и м о  перейти к новом у оп орном у плану. Д л я  
эт о го  р ассм атр и в аю т все св о б о дн ы е клетки, д л я  которы х а О ,  
и ср еди  данн ы х чисел вы бираю т м ак си м альн ое. К летку, которой  
эт о  число соотв етств ует , с л ед у ет  заполнить .

За п о л н я я  вы бранную  клетку, н ео б х о д и м о  изм ен ить объем ы  
поставок , зап и сан н ы х в ря де д р у ги х  зан я ты х клеток и св язан н ы х  
с зап ол н ен н ой  так  назы ваем ы м  циклом.

О п р е д е л е н и е  2 .4 . Ц и к л о м  в т а б л и ц е  усл овий  т р а н сп о р т 
ной за д а ч и  н азы в ается  л ом ан ая  линия, верш ины  которой р а с п о 
л о ж ен ы  в зан яты х клетках таблиц ы , а зв е н ь я — вдоль стр ок  и 
сто л б ц о в , причем в к а ж д о й  верш ине цикла встр еч ается  ровно д в а  
зв ен а , од н о  из которы х н аходи тся  в стр оке, а д р у г о е  —  в сто л б ц е.

Е сли л о м а н а я  линия, о б р а зу ю щ а я  цикл, п ер есек а ет ся , то  т о ч 
ки сам оп ер есеч ен и я  не являю тся верш инам и. П рим еры  некоторы х  
циклов п ок азан ы  на рис. 2 .1 .

П ри правильном  построени и  оп ор н ого  плана д л я  лю бой  св о 
б о д н о й  клетки м о ж н о  построи ть лиш ь один цикл. П о сл е  того  
как дл я  вы бранной св об о дн о й  клетки он построен , сл ед у ет  п ер ей 
ти к новом у опор ном у пл ану. Д л я  эт о го  н ео б х о д и м о  перем естить  
грузы  в п р ед ел а х  клеток, св я зан н ы х с д ан н ой  св о б о д н о й  клеткой. 
Э то  пер ем ещ ен и е п р ои зв одя т  по сл едую щ и м  правилам :

1) к а ж д о й  из клеток, св я зан н ы х циклом с да н н о й  св о б о дн о й  
клеткой, приписы ваю т определенны й зн а к , причем св о б о дн о й  
клетке —  зн ак  плю с, а всем  остальны м  клеткам —  п о оч ер едн о  
зн ак и  минус и плю с (б у д ем  назы вать эти клетки минусовы м и и 
п л ю со в ы м и );

2 ) в д а н н у ю  св о б о дн у ю  клетку п ер ен осят  м еньш ее из чисел  
Хц, стоя щ и х в м инусовы х клетках. О дн ов р ем ен н о  эт о  число при
бав л я ю т к соотв етств ую щ и м  ч ислам , стоящ им  в плю совы х кл ет
ках, и вы читаю т из чисел, стоя щ и х в м инусовы х клетках. К летк а, 
котор ая  р ан ее  бы ла св о б о дн о й , стан ов и тся  зан я той , а м и ну
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сов ая  клетка, в которой стоя л о  м иним альное из чисел Х ц ,  сч и та ет
ся св ободн ой .

В р езу л ь та те  указанн ы х выш е перем ещ ени й  гр узов  в п р ед ел а х  
клеток, св я зан н ы х циклом с да н н о й  св о б о дн о й  клеткой, о п р ед е 
ляю т новый опорны й план тран сп ортной  за д а ч и .

О писанны й выш е п ер ех о д  от од н ого  оп ор н ого  плана т р а н с 
портной за д а ч и  к д р угом у  ее  оп ор н ом у плану н азы в ается  с д в и 
го м  по ц и к л у  пересчета.

С л ед у ет  отм етить, что при сдв и ге  по циклу п ер есч ета  число  
зан я ты х клеток о ста ет ся  неизм енны м , а им енно о ста ет ся  равным  
n - \ - m — 1. П ри этом  если в м инусовы х кл етках им еется  д в а  (или  
б о л е е ) один аковы х числа Хц, то  о с в о б о ж д а ю т  лиш ь од н у  из таких  
клеток, а остальны е оставл я ю т заняты м и (с  нулевы ми п о ст а в 
кам и) .

П олученны й новый опорны й план тран сп ортной  за д а ч и  п р ов е
ряю т на оптим альность. Д л я  эт о го  о п р едел я ю т потенциалы  пунк
тов отправлен ия и н азн ач ен и я  и н аходя т  числа а ,, =  (3/ —  а , —  Сц  

дл я  в сех  св об о дн ы х  клеток. Е сли среди  этих чисел не о к а ж ется  
п ол ож и тельны х, то  это  св и детел ьств ует  о  получении опти м ал ьн о
го плана. Е сли ж е  пол ож и тельны е числа им ею тся, то  сл ед у ет  
перейти к новом у опорном у пл ану. В р езу л ь та т е  итерац и он н ого  
п р о ц есса  п осле конечного числа ш агов получаю т оптимальны й  
план за д а ч и .

И з и зл о ж ен н о го  выш е сл ед у ет , что п р оц есс  н а х о ж д ен и я  р еш е
ния тран сп ортной  за д а ч и  м етодом  потенц иал ов  вклю чает сл ед у ю 
щ ие этапы :

1. Н а х о д я т  опорны й план. П ри этом  число зап ол ненн ы х  
клеток д о л ж н о  бы ть равным п - \ - т —  1.

2. Н а х о д я т  потенциалы  р, и а , соотв етств ен н о  пунктов н а зн а 
чения и отправлен ия.

3. Д л я  к а ж д о й  св об о дн о й  клетки оп р едел я ю т  число а ц. Е сли  
ср еди  чисел а ,7 нет п олож и тельны х, то  получен оптимальны й  
план тран сп ортной  за д а ч и ; если  ж е  они им ею тся , т о  п ер еходя т  
к новом у опор ном у плану.

4. С р еди  пол ож и тельны х чисел а ,7 вы бираю т м ак си м альн ое, 
стр оят  дл я  св об о дн о й  клетки, которой оно со отв етств ует , цикл 
пересч ета  и п р ои зв одя т  сдви г по циклу п ересчета .

5. П олученны й опорный план п роверяю т на оптим альность, 
т. е. снова повторят все дей стви я  начиная с этап а  2 .

В зак л ю ч ен и е отм етим , что при оп р едел ен и и  опор ного  плана  
или в п р о ц ессе  реш ения за д а ч и  м о ж ет  быть получен в ы р о ж д ен 
ный опорны й план. Ч тобы  и зб еж а т ь  в этом  сл у ч а е  за ц и к л и в а 
ния, с л ед у ет  соотв етств ую щ и е нулевы е элем енты  оп ор н ого  плана  
зам ен и ть  сколь угодн о малым пол ож ительны м  числом  є и рё-
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ш ать за д а ч у  как невы р ож ден н ую . В оптим альном  плане такой  
за д а ч и  н ео б х о д и м о  считать е равны м нулю.

2 .1 7 . Д л я  тран сп ортной  за д а ч и , исходны е дан н ы е которой  
приведены  в та б л . 2 .7 , найти оптимальны й план.

Т а б л и ц а  2.7

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, В2 Вз В 4

А, 1
30

2
20

4 1
50

Аг 2 3
10

1
10

5
10 30

Аз 3 2 4 4
10

10

Потребности 30 30 10 20 90

Р е ш е н и е .  С н ач ал а , и спол ьзуя  м ето д  с ев е р о -за п а д н о г о  
у гл а , находи м  опорны й план за д а ч и . Э тот план за п и са н  в 
т а б л . 2 .7 .

Н айденны й опорны й план проверяем  на опти м альн ость. В с в я 
зи  с этим находи м  потенциалы  пунктов отправлен ия и н а зн а ч е
ния. Д л я  о п р едел ен и я  потенц иал ов  п ол учаем  си стем у  

Р і — сх і =  1, Рг — «1 — 2, Рг — аг =  3,
Рз — а 2 = 1 ,  р4 — И2 =  5, р4 — а 3 =  4,

с о д е р ж а щ у ю  ш есть уравн ен ий  с сем ью  неизвестны м и. П о л а га я  
а і = 0 ,  н аходи м  р і =  1, Рг =  2, а г =  — 1, Рз =  0, р4 == 4, а з  =  0. 
Д л я  к а ж д о й  св о б о дн о й  клетки вы числяем число a,y =  Р; — а , — с,-,-: 

а і з = — 4, а і 4 =  3, а.2і =  а з 2 =  0, а з і = — 2, а з з = — 4.
Зак л ю ч аем  найденны е числа в рам ки и зап и сы в аем  их в к а ж 

д у ю  из св об о дн ы х  клеток та б л . 2 .8 .
Т ак как ср еди  чисел а ,; им ею тся пол ож и тел ьны е, то  п о 

строенны й план пер ев озок  не я вл яется  оптим альны м и н а д о  п е
рейти к новом у оп ор н ом у плану. Н аибол ьш и м  ср еди  п о л о ж и тел ь 
ных чисел ац  являю тся а н  =  3, поэтом у д л я  дан н ой  св ободн ой  
клетки строим  цикл пересч ета  (та б л . 2 .8 ) и п р ои зв оди м  сдви г  
по этом у  циклу. Н аи м ен ь ш ее из чисел в м инусовы х клетках р а в 
но 10. К летка, в которой н аходи тся  эт о  число, стан ов и тся  с в о б о д 
ной в новой та б л . 2 .9 . Д р у г и е  числа в та б л . 2 .9  пол учаю тся  так: к
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Т а б л и ц а  2.8

Пункты Пункты назначения
Запасыотправления В, в 2 Вз в 4

л , 1 2 — 4 | —4| 1 + 50
30 20 0

Аг 2 3 + 1 5 -

ш 10 10 10 30

Аз 3 2 4 4

а 0 Е З 10 10

Потребности 30 30 10 20 90

числу 10, ст о я щ ем у  в пл ю совой клетке та б л . 2 .8 , до б а в и м  10 и 
вычтем 10 из числа 2 0 , н а х о д я щ его ся  в м инусовой клетке  
т а б л . 2 .8 . К летка на пересечении строки Лг и сто л б ц а  В 4 с т а н о 
вится св о б о дн о й .

П о сл е  эти х  п р ео б р а зо в а н и й  пол учаем  новый опорны й план  
(т а б л . 2 .9 ) .

Т а б л и ц а  2.9

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В , й2 йз й 4

л, I
30

2 — 
10

2

R I
1 +  

10 50

Аг 2

0
3

20
і

10
5

|-з| 30

Лз 3

І + Ч
2 +  

| + 3 |
4

E li

4 — 
10

10

Потребности 30 30 10 20 90

Э тот план проверяем  на оптим альность. С нова находи м  п о 
тенциалы  пунктов отправлен ия и н азн ач ен и я . Д л я  это го  со ст а в 
ляем  сл ед у ю щ у ю  си стем у  уравнений:
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P i— « і  =  1, p2 — a i = 2 ,  p4 — a i  =  l,
p2 — a 2 =  3,  p3 — a 2= l ,  p4 — a 3 =  4.

П о л а га ем  a i = 0 ,  пол учаем  Pi =  p4= l ,  p2 =  2, Рз =  0, a 3=  — 3, 
a 2 =  — 1. Д л я  к а ж д о й  св о б о дн о й  клетки вы числяем  число а,,; 
им еем , а і з =  — 2, а 2і = 0 ,  а 24= — 3, a 3j =  l ,  а 32 =  3, а 33=  — 1.

Таким о б р а зо м , видим, что данны й план п ер ев о зо к  не я в л я ет 
ся оптимальны м . П оэтом у  п ереходим  к новом у оп орном у плану  
(т а б л . 2 .1 0 ) .

Т а б л и ц а  2.10

Пункты Пункты назначения
Запасы

отправления В\ в 2 йз В 4

А і 1
30

2
0

4

H I

1
20 50

А 2 2

0

3
20

1
10

5

E U 3 0

Аз 3

R 1

2
10

4

Е И

4

H I 10

Потребности 30 3 0 10 20 90

С равни вая  р азн ости  р,- — а,- новы х потен ц и ал ов , отв еч аю щ и х  
свободн ы м  клеткам т а б л . 2 .1 0 , с соотв етств ую щ и м и  числами  
С ц ,  видим , что ук азан н ы е р а зн о сти  потенц иал ов  дл я  в сех  с в о б о д 
ных клеток не п р ев осход я т  соотв етств ую щ и х чисел С ц .  С л е д о в а 
тельно, полученны й план

/ 3 0  0  0  20

* * = (  0 20  10 0

V  0  10 0  0 ,
явл яется  оптим альны м . П ри дан н ом  пл ане стои м ость  п ер ев о
зок

5  =  1 . 3 0  +  2 - 0 + 1  - 20 +  3 - 2 0 + 1  • 10 +  2 - 1 0 = 1 4 0 .
2 .18 . Д л я  стр ои тел ьств а тр ех  д о р о г  и сп ол ьзуется  гравий из 

четы рех карьеров. З а п а сы  гравия в к а ж д о м  из карьеров с о о т в ет 
ственн о равны  120, 2 8 0  и 160 уел . ед . П отр ебн ости  в гравии дл я  
стр ои тел ьств а  к а ж д о й  из д о р о г  со о тв етств ен н о  равны 130, 220 , 
60  и 70 уел . ед . И звестны  т а к ж е  тариф ы  п ер ев озок  1 уел . ед . 
гравия из к а ж д о г о  из карьеров к к а ж д о й  из стр о я щ и х ся  до р о г ,
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которы е за д а ю т с я  м атрицей
/ 1  7 9 5 \

L= I 4 2 6 8  I
V 3 8 1 2 /

С остави ть  такой план п ер ев о зо к  гравия, при котором п о т р еб 
ности в нем к а ж д о й  из стр оя щ и хся  д о р о г  бы ли бы удовл етвор ен ы  
при наим еньш ей о б щ ей  стои м ости  п еревозок .

Р е ш е н и е .  И сходн ы е данн ы е за д а ч и  св едем  в та б л и ц у  
(табл . 2. 11) .

Т а б л и ц а  2.11

Пункты Пункты назначения
Запасыотправления В , В2 Вз В4

+ 1 7 9 5 120
712 4 2 6 8 280
Аз 3 8 1 2 160

Потребности 130 220 60 70

К ак видно из табл . 2 .1 1 , за п а сы  гравия в к ар ьер ах  (1 2 0  +  
+  2 8 0 +  160 =  560) бол ьш е, чем потр ебн ости  в нем (1 3 0  +  220  +  
+  6 0  +  7 0  =  480) на стр оя щ и хся  д о р о г а х . С л едов ател ь н о , м одель  
и сходн ой  тран сп ортной  за д а ч и  явл яется  откры той. Ч тобы  п ол у
чить закры тую  м одель, введем  дополнительны й пункт н азн ач ен и я  
Въ с п отр ебн остя м и , равны ми 5 6 0  — 4 8 0  =  80 уел . ед . Тариф ы  
перевозк и единицы  гравия из в сех  карьеров в пункт Въ пол агаем  
равны ми нулю . В р езу л ь та те  пол учаем  закры тую  м одел ь  т р а н с
портной за д а ч и , план пер ев озок  которой о п р едел я ем  м етодом  м и
ни м ального эл ем ен та  (т а б л . 2 .1 2 ) .

О птим альны й план н аходи м  м етодом  потен ц и алов  (та б л . 
2 .1 3 ) .

К ак видно из табл . 2 .1 3 , и сх о д н а я  за д а ч а  им еет оптимальны й  
план

/ 1 2 0  0 0 0  \

* * = (  0 2 2 0  0  0  |

\  10 0  6 0  70 /
П ри этом  пл ане о ста ет ся  неиспользован ны м  60  уел. ед . гравия  
во втором  кар ьере и 2 0  уел . ед . в третьем  карьере, а о б щ а я  ст о и 
м ость п ер ев о зо к  со став л я ет

. S =  1 • 120 +  3 - 1 0  +  2 - 2 2 0 + 1 - 6 0  +  2 - 7 0  =  790 .
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Т а б л и ц а  2.12

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В , Вг Вз В, Вь

Ау 1
40

7 9 5 0
80 120

Аз 4
60

2
220

6 8 0
280

Аз 3
30

8 1
60

2
70

0
160

П о т р е б 
ности 130 220 60 70 80 560

Т а б л и ц а  2.13

Пункты Пункты назначения
Запасыотправления В, В2 В, В, В5

А  і 1
120

7 9 5 0
120

А 2 4 2
220

6 8 0
60 280

А  з 3
10

8 1
60

2
70

0
20 160

П о т р е б 
ности 130 220 60 70 80 560

М е т о д  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  р е н т .  Е сли при о п р е
дел ен ии  опти м альн ого плана тр ан сп ортн ой  за д а ч и  м етодом  п о 
тен ц и ал ов  сн а ч а л а  н аходи л ся  к ак ой -н и будь  ее  опорны й план, а 
за т ем  он п осл ед о в а тел ьн о  у л уч ш ал ся , то  при н а х о ж д ен и и  р еш е
ния тр ан сп ортн ой  за д а ч и  м етодом  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х рент с н а 
ч ала наилучш им  о б р а зо м  р а сп р ед ел я ю т  м е ж д у  пунктам и н а зн а 
чения часть гр у за  (так  н а зы в аем ое у с л о в н о  опт имальное р а с 
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п р е д е л е н и е )  и на п о сл ед у ю щ и х  итер ац и я х  п остеп ен н о ум еньш аю т  
о б щ у ю  величину нерасп р едел ен н ы х поставок . П ервоначальны й  
в ари ан т  р а сп р ед ел ен и я  гр у за  оп р едел я ю т сл едую щ и м  о б р а зо м . 
В к а ж д о м  из сто л б ц о в  таблицы  дан н ы х тр ан сп ортн ой  за д а ч и  
н а х о д я т  миним альны й тари ф . Н ай ден н ы е числа зак л ю ч аю т в 
круж ки, а клетки, в которы х стоя т  ук азан н ы е ч исла, за п о л н я 
ют. В них зап и сы в аю т м ак си м альн о в озм ож н ы е ч исла. В р езу л ь 
т ате  п ол учаю т н екоторое р а сп р ед ел ен и е  поставок  гр у за  в пункты  
н азн ач ен и я . Э то  р асп р ед ел ен и е  в общ ем  сл у ч а е  не у д о в л е т в о 
ряет ограничениям  исходн ой  тран сп ортн ой  за д а ч и . П о эт о м у  в р е 
зу л ь та т е  п осл ед у ю щ и х  ш агов сл ед у ет  п остеп ен н о сок р ащ ать  
н ер асп р ед ел ен н ы е поставки гр у за  так , чтобы  при этом  о б щ а я  
стои м ость  п ер ев озок  о ста в а л а сь  м иним альной. Д л я  эт о го  сн ач ал а  
оп р ед ел я ю т избы точны е и недостаточ н ы е строки.

С троки, соотв етств ую щ и е поставщ и кам , за п а сы  которы х  
полностью  расп р едел ен ы , а п отр ебн ости  пунктов н азн ач ен и я , 
св язан н ы х с  данны м и п отреби телям и зап лани рован ны м и п о ст а в 
кам и, не удовл етвор ен ы , счи таю тся  н едостаточн ы м и . Эти строки  
ин огда  назы ваю т т а к ж е  отрицательны м и. С троки, за п а сы  кото
рых исчерпаны  не полностью , счи таю тся  избы точны м и. И н огда  
их н азы в аю т т а к ж е  полож ительны м и.

П о сл е  то го  как определены  избы точны е и н едостаточн ы е  
строки, д л я  к а ж д о г о  из стол бц ов  н а х о д я т  р азн ости  м е ж д у  числом  
в к р уж к е и бли ж ай ш и м  к нем у т ар и ф ом , зап исанн ы м  в и збы точ 
ной строке. Е сли число в кр уж ке н а х о д и тся  в п ол ож и тельн ой  
стр оке, то  р а зн о сть  не о п р едел яю т. С р еди  полученны х чисел  
н а х о д я т  наи м еньш ее. Э то число н а зы в а ет ся  промеж ут очной р е н 
той. П о сл е  оп р едел ен и я  пр ом еж уточ н ой  ренты п ер еходя т  к новой  
та б л и ц е. Э та та б л и ц а  п ол учается  из пр еды дущ ей  таблиц ы  при
бав л ен и ем  к соотв етств ую щ и м  тар и ф а м , стоящ им  в о т р и ц ател ь
ных стр ок ах , пр ом еж уточ н ой  ренты . О стальны е элем енты  о ста ю т 
ся  пр еж н им и . П ри этом  в се клетки новой таблиц ы  считаю т  
св ободн ы м и . П о сл е  построени я новой таблицы  начинаю т за п о л 
нение ее  клеток. Т еперь у ж е  число зап ол н я ем ы х клеток на од н у  
бол ьш е, чем на преды дущ ем  эт а п е . Э та  доп ол н и тел ьн ая  клетка  
н а х о д и тся  в ст о л б ц е , в котором  бы ла за п и са н а  п р ом еж уточ н ая  
рента. В се  остальны е клетки н а х о д я т ся  по одной  в к а ж д о м  из 
стол бц ов  и в них зап исаны  наим еньш ие дл я  д а н н о го  стол бц а  
ч исла, зак лю ч енн ы е в круж ки. Заклю чены  в круж ки и д в а  о д и н а 
ковы х ч исл а, стоя щ и х в стол бц е, в котором  в пр еды дущ ей  т а б 
ли це бы ла за п и са н а  п р ом еж уточ н ая  рента.

П оск ол ьк у в новой та б л и ц е  число зап ол н я ем ы х клеток б о л ь 
ш е, чем число стол бц ов , то  при зап ол н ен и и  клеток с л ед у ет  пол ь
зо в а т ь ся  специальны м  правилом , к оторое состоит  в сл ед у ю щ ем . 
В ы би раю т некоторы й сто л б ец  (с т р о к у ), в котором  им еется  одн а
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клетка с пом ещ енны м  в ней круж ком . Э ту клетку зап ол н я ю т и 
исклю чаю т из р ассм отр ен и я  данны й сто л б ец  (с т р о к у ). П о сл е  
это го  б ер у т  некоторую  строку (с т о л б е ц ) , в которой им еется  одн а  
клетка с пом ещ енны м  в ней круж ком . Э ту  клетку зап ол н я ю т и 
исклю чаю т из рассм отр ен и я  дан н ую  стр оку (с т о л б е ц ) . П р о д о л 
ж а я  так , п осле конечного числа ш агов зап ол н я ю т в се клетки, 
в которы х пом ещ ены  круж ки с заклю ченны м и в них числам и. 
Е сли к том у ж е  у д а ет ся  расп р едел и ть  весь  гр уз, им ею щ ийся в 
пунктах отпр авл ен ия, м е ж д у  пунктами н азн ач ен и я , то  пол учаю т  
оптимальны й план тран сп ортной  за д а ч и . Е сли ж е  оптимальны й  
план не пол учен, то  п ер ех о д я т  к новой та б л и ц е. Д л я  это го  н а х о 
дят  избы точны е и недостаточн ы е строки, п р ом еж уточ н ую  ренту  
и на о сн ов е этого  строят новую  т абл и ц у . П ри этом  могут в озн и к 
нуть некоторы е за т р у д н ен и я  при оп р едел ен и и  зн а к а  строки, когда  
ее  н ерасп р едел ен н ы й  остаток  равен  нулю . В этом  сл у ч а е  строку  
счи таю т п ол ож и тельной  при условии , что в торая  за п ол н ен н ая  
клетка, сто я щ а я  в стол бц е, св я зан н ом  с дан н ой  строкой ещ е  
одн ой  зап ол н ен н ой  клеткой, р а сп о л о ж ен а  в пол ож и тельной  
строке.

П о сл е  конечного числа описанны х выш е итераций н е р а с п р ед е 
ленны й остаток  стан овится  равны м нулю . В р езу л ь та т е  п о л у ч а 
ют оптим альны й план да н н о й  тран сп ортной  за д а ч и .

О писанны й выш е м етод реш ения тран сп ортной  за д а ч и  им еет  
б о л е е  простую  л оги ческ ую  сх ем у  расч етов , чем рассм отрен ны й  
выш е м етод  потенц иалов . П оэтом у  в бол ьш и нстве сл уч аев  дл я  
н а х о ж д ен и я  реш ен ия конкретны х тран сп ортны х за д а ч  с  и спол ь
зов ан и ем  Э В М  пр им еня ется  м етод  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы х рент.

2 .1 9 . Д л я  тран сп ортной  за д а ч и , исходны е данны е которой  
приведены  в т а б л . 2 .14 , найти оптимальны й план м етодом  
ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы х рент.

Т а б л и ц а  2.14

Пункты Пункты назначения
Запасыотправления Bi Вг Вз В, Въ

A t 7 12 4 8 5 180
А  2 1 8 6 5 3 350
Аз 6 13 8 7 4 20

П о т р е б 
ности 110 90 120 80 150 550

Р е ш е н и е .  П ер ей д ем  от та б л . 2 .1 4  к та б л . 2 .1 5 , д о б а в и в  
один дополнительны й сто л б ец  д л я  у к а за н и я  избы тка и н едостатк а  
по строкам  и од н у  строку д л я  зап и си  со отв етств ую щ и х р а зн о стей .
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Т а б л и ц а  2.15

Пункты Пункты назначения Запа Недостаток ( —),
отправления В  і Вг Вз В4 В5 сы избыток ( +  )

Л і 7 12 ©
120

8 5
180 +  60

Л 2 Ф
110

®
90

6 ©
80

©
70 350 - 8 0

Л г 6 13 8 7 4 20 +  20

П о т р е б 
ности 110 90 120 80 150 550

Разность 5 4 — 2 1

В к аж дом  из стол бц ов  табл . 2 .1 5  н аходи м  м иним альны е т а р и 
фы и обв оди м  их круж кам и. З а п ол н я ем  клетки, в которы х стоят  
ук азан н ы е ч исла. Д л я  эт о го  в к а ж д у ю  из клеток зап и сы в аем  
м ак си м альн о д оп усти м ое число. Н априм ер, в клетку, н а х о д я щ у ю 
ся на пересеч ен ии  строки А  і и стол бц а  В з, зап и сы в аем  число 120. 
В эту  клетку нельзя  пом естить бол ь ш ее  число, поскольку в 
таком  сл у ч а е  были бы превы ш ены  п отребн ости  пункта н а зн а ч е 
ния В 3.

В р езу л ь та т е  зап ол н ен и я  отм еченны х выш е клеток получен  
так  назы ваем ы й усл ов н о  оптим альны й план, со гл а сн о  котором у  
полностью  удов л етв ор я ю тся  потр ебн ости  пунктов н азн ач ен и я  
В  і, В 2, В 3 и В* и частично —  пункта н азн ач ен и я  В 3. П ри этом  
полностью  расп р едел ен ы  за п а сы  пункта отправлен ия Лг, ч а с 
т и ч н о — пункта отправлен ия А \  и остал и сь  сов сем  н е р а с п р ед е 
ленны м и за п а сы  пункта отправлен ия А 3.

П о сл е  пол учения усл овн о опти м ал ьн ого  пл ана о п р ед ел я ем  и з
бы точны е и недостаточн ы е строки. З д е с ь  недостаточ н ой  я в л я ет 
ся стр ок а Аг,  та к  как зап асы  пункта отпр авлен ия А 3 полностью  
и спол ьзован ы , а потр ебн ости  пункта назн ач ен и я  Въ у д о в л ет в о р е
ны частично. В елич ин а н ед о ста тк а  равн а 8 0  ед .

С троки А \  и А  з являю тся избы точны ми, поскольку зап асы  
пунктов отпр авл ен ия Л | и Л з р асп р едел ен ы  не пол ностью . При  
этом  величина избы тка строки А \  р ав н а 60  е д ., а строки А 3 —

157



20  ед . О б щ а я  величина избы тка 60 +  20  =  80 с о в п а д а ет  с общ ей  
величиной н едостатк а , равной 80.

П о сл е  оп р едел ен и я  избы точны х и н едостаточн ы х строк по 
к а ж д о м у  из стол бц ов  находи м  р азн ости  м е ж д у  миним альны ми  
т а р и ф ам и , зап исанн ы м и в избы точны х стр ок ах, и тари ф ам и , с т о я 
щ ими в зап ол н ен н ы х клетках. В дан н ом  сл у ч а е  эти разн ости  
соо тв ет ст в ен н о  равны  5, 4 , 2, 1 (та б л . 2 .1 5 ) .  Д л я  сто л б ц а  В  з р а з 
ность не о п р ед ел ен а , так  как число, за п и са н н о е  в кр уж ке в д а н 
ном сто л б ц е , н аходи тся  в п ол ож и тел ьн ой  строке. В сто л б ц е  В\  
число, сто я щ ее  в кр уж ке, равн о 1, а в избы точны х стр о к а х  в к л ет
ках д а н н о го  сто л б ц а  наим еньш им  является  число 6 . С л ед о в а т ел ь 
но, р азн ость  дл я  д а н н о го  сто л б ц а  равна 6 — 1 = 5 .  А н ал огич но  
находи м  р азн ости  для д р уги х  стол бц ов: для В 2 12 — 8 =  4; для  
B t  7 — 5 =  2; дл я  Въ 4 — 3 = 1 .

В ы би раем  наим еньш ую  из найденны х р а зн о стей , которая я в 
л я ет ся  п р ом еж уточ н ой  рентой. В дан н ом  сл у ч а е  п р о м еж у т о ч 
ная рента  равн а 1 и н аходи тся  в сто л б ц е  В 5. Н ай д я  п р о м еж у т о ч 
ную  рен ту , п ереходим  к та б л . 2 .16 .

Т а б л и ц а  2.16

Пункты
отправления

Пункты назначения З а 
па
сы

Недостаток ( — ), 
избыток ( +  )В, В2 Вз Вз Въ

А, 7 12 ©
120

8 5 180 +  60

Аг ©
110

9
90

7 ©
80

©
70 350 - 6 0

Аз 6 13 8 7 ®
to

4-
'

0 20 - 0

Потребности 110 90 120 80 150 550

Разность 5 3 — 2 1

В этой  та б л и ц е  в стр ок ах  А  \ и А 3 (я в л я ю щ и х ся  избы точны м и) 
перепи сы ваем  соотв етств ую щ и е тариф ы  из стр ок  А \  и А 3 та б л .
2 .1 5 . Э лем енты  строки А г  (к отор ая  бы ла недостаточ н ой ) п о л у 
ч аю тся  в р езу л ь та т е  прибавления к соотв етств ую щ и м  т ар и ф ам , 
н а х о д я щ и м ся  в стр оке А г  та б л . 2 .1 5 , п р ом еж уточ н ой  ренты , т. е. 1.

В та б л . 2 .1 6  число зап ол н я ем ы х клеток в о зр о сл о  на о д н у . 
Э то о б у сл о в л ен н о  тем , что число м иним альны х тар и ф ов , с т о я 
щ их в к а ж д о м  из стол бц ов  да н н о й  табл иц ы , в о зр о сл о  на еди н и ц у ,
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а им енно в сто л б ц е  В 5 теп ер ь  им ею тся д в а  м иним альны х эл е м ен 
та 4. Эти числа зак л ю ч аем  в круж ки; клетки, в которы х они стоя т , 
с л ед у ет  зап олни ть . Н ео б х о д и м о  зап ол н и ть  и клетки, в которы х  
стоят наим еньш ие дл я  д р уги х  стол бц ов  тариф ы . Э то  клетки та б л .
2 .1 6 , в которы х со о тв етств ую щ и е тариф ы  заклю чены  в круж ки. 
П осл е того как ук азан н ы е клетки опр едел ены , уста н а в л и в а ем  
п осл ед о в а тел ь н о сть  их зап ол н ен и я . Д л я  это го  н аходи м  столбцы  
(с т р о к и ), в которы х им еется  лиш ь од н а  клетка дл я  зап ол н ен и я . 
О п р едел и в  и зап ол ни в некоторую  клетку, исклю чаем  из р а с с м о т 
рения соотв етств ую щ и й  сто л б ец  (стр ок у) и переходи м  к за п о л н е 
нию сл ед у ю щ ей  клетки. В данн ом  сл уч ае за п о л н ен и е  клеток п р о
водим  в такой п осл едов ател ьн ости . С н ач ал а  за п о л н я ем  клетки  
А \ В з ,  Д 2В 1, А 2 В 2 , Л 2В 4, так  как они явл яю тся  единственны м и  
клеткам и д л я  зап ол н ен и я  в сто л б ц а х  В\ ,  В 2 , Вз  и В 4. П о сл е  за п о л 
нения у к азан н ы х клеток зап ол н я ем  клетку Л 3В 5, поскол ьку она  
явл яется  еди нствен ной  дл я  за п о л н ен и я  в стр оке Аз.  Зап о л н и в  
эту  клетку (т а б л . 2 .1 6 ) ,  исклю чаем  из р ассм отр ен и я  стр ок у Аз.  
Т огд а  в сто л б ц е  В 5 оста ет ся  лиш ь од н а  клетка дл я  зап ол н ен и я . 
Э то клетка А 2В 3 , которую  зап ол н я ем . П о сл е  зап ол н ен и я  клеток  
уста н а в л и в а ем  избы точны е и н едостаточн ы е строки (т а б л . 2 .1 6 ) .  
К ак видно из т а б л . 2 .16 , ещ е им еется нерасп р едел ен н ы й  остаток . 
С л ед о в а тел ь н о , получен у сл о в н о  оптимальны й план за д а ч и  и 
н у ж н о  перейти к новой та б л и ц е. Д л я  эт о го  по к а ж д о м у  из с т о л б 
цов находи м  р а зн о сти  м е ж д у  числом , зап исанн ы м  в кр уж ке  
д а н н о го  сто л б ц а , и наим еньш им  по отнош ен ию  к нем у числом , 
н а х о д я щ и м ся  в избы точны х стр ок ах  (та б л . 2 .1 6 ) .  С р еди  этих  
р а зн о стей  наи м еньш ая равн а 1. Э то  и есть  п р ом еж уточ н ая  рента. 
П ер еход и м  к новой т а б л и ц е  (та б л . 2 .1 7 ) .

Т а б л и ц а  2.17

Пункты Пункты назначения За
па
сы

Недостаток ( —),
отправления 5. В2 Вз В4 Въ избыток ( +  )

л, 7 12 ®
120

8 ©
60 180 0

Аг ©
110

8 ©
80

©
70 350 0

Аз 7 14 9 8 ©
20 20 0

Потребности 110 90 120 80 150 550
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В новой та б л и ц е  элем енты  строк Л 2 и А 3  получены  в р е 
зу л ь та т е  прибавлени я к соотв етств ую щ и м  числам  строк А 2 и А 3  

(я в л яю щ и хся  недостаточн ы м и ) табл . 2 .1 6  п р ом еж уточ н ой  ренты , 
т. е. 1. В р езу л ь та те  в та б л . 2 .1 7  число клеток дл я  зап ол н ен и я  
в о зр о сл о  ещ е на одн у и с т а л о  равным 6 . О п р еделяем  указанн ы е  
клетки и зап ол н я ем  их. С н ач ал а  зап ол н я ем  клетки А \ В 3, А 2В\ ,  
А 2 В 2, А 2 В 4, а за т ем  А 3 В 3, А 2В 3, А \ В 3. В р езу л ь та т е  все и м ею щ и е
ся за п а сы  поставщ и ков  р а сп р ед ел я ю тся  в соответствии  с ф ак ти 
ческим и п отр ебн остя м и  пунктов н азнач ен ия. Ч и сло зап олненн ы х  
клеток равн о 7, и все они им ею т наим еньш ий п о к а за т ел ь  Сц. С л е 
д о в а т ел ь н о , получен оптим альны й план исходн ой  тран сп ортной  
за д а ч и :

( О 0  120 0  60  \

110 90  0  80  70 j

0  0  0  0  2 0  /
П ри этом  пл ане п ер ев озок  об щ и е затраты  таковы:

S  = 4 - 1 2 0  +  5 - 6 0 + 1  • 110 +  8 - 9 0  +  5 - 8 0 +  3 - 7 0  + 4 - 2 0  =  2300 .
2 .2 0 — 2.22 .  М етодом  потен ц и ал ов  и м етодом  д и ф ф ер ен ц и а л ь 

ных рент н ай ди те оптим альны е планы тран сп ортны х за д а ч  2 .5 —
2 .7 .

И сп ол ьзуя  рассм отр ен н ы е м етоды , н ай ди те  оптим альны е п л а 
ны тран сп ортны х за д а ч  2 .2 3 — 2.28 .

2.23

Пункты Пункты назначения
Запасыотправления Bi В2 В з В ,

л, 5 4 3 4 160
Лг 3 2 5 5 140
Лз 1 6 3 2 60

Потребности 80 80 60 80

2.24

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, В2 В3 В4

л, 4 2 3 1 80
Лг 6 3 5 6 140
Лз 3 2 6 3 70

Потребности 80 50 50 70
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2.25

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В , В2 В 3 В»

л, 6 7 3 2 180
л2 5 1 4 3 90
л 3 3 2 6 2 170

Потребности 45 45 100 160

2 .2 6 . Д л я  стр ои тел ьств а трех  объ ек тов  и сп ол ьзуется  кирпич, 
и зготовляем ы й на трех  за в о д а х . Е ж ед н ев н о  каж ды й и з за в о д о в  
м о ж ет  и зготов л ять  100, 150 и 50  уел. ед . кирпича. Е ж едн ев н ы е  
п отр ебн ости  в кирпиче на к а ж д о м  из стр о я щ и х ся  объ ек тов  с о о т 
в етств ен н о равны  75 , 80, 6 0  и 85 уел . ед . И зв естн ы  т а к ж е  тариф ы  
п ер ев о зо к  1 уел . ед . кирпича с  к а ж д о г о  с за в о д о в  к к а ж д о м у  из 
стр о я щ и х ся  объектов:

'6  7 3 5^

С = 5 6

^8 10 20 1,

С остави ть  такой план п ер ев озок  кирпича к стр оя щ и м ся  о б ъ е к 
там , при котором  о б щ а я  стои м ость  п ер ев озок  явл яется  м иним аль
ной.

2 .2 7 . Н а  тр ех  хл еб о к о м б и н а т а х  е ж е д н е в н о  п р ои зв оди тся  110, 
190 и 9 0  т муки. Э та  м ука п отр ебл я ется  четы рьмя х л е б о за в о д а м и , 
еж ед н ев н ы е п отр ебн ости  которы х равны  со о тв етств ен н о  80, 60, 
170 и 8 0  т. Т ариф ы  пер ев озок  1 т муки с хл ебок ом би н атов  к к а ж 
д о м у  из х л е б о за в о д о в  за д а ю т с я  м атрицей

(
8 1 9  7 '

4 6 2 12

3 5 8 9 ,

С остави ть  такой план достав к и  муки, при котором  о б щ а я  
стои м ость  п ер ев озок  является  м иним альной.

2 .2 8 . В тр ех  х р ан и л и щ ах гор ю ч его  е ж е д н е в н о  хран и тся  175, 
125 и 140 т б ен зи н а . Э тот б ен зи н  еж е д н е в н о  получаю т четы ре  
зап рав оч н ы е стан ц и и  в к оличествах, равны х соотв етств ен н о  180, 

110, 60  и 40  т. С тоим ости  п ер ев о зо к  1 т б ен зи н а  с хран или щ  к 
зап равоч ны м  стан ци ям  за д а ю т с я  м атрицей

'9  7 5 3 'С = 1 2  4 6

10 12 1
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С оставить  такой план п ер ев озок  б ен зи н а , при котором  о б щ а я  
стои м ость  п ер ев озок  является миним альной.

4. Определение оптимального плана транспортных задач, 
имеющих некоторые усложения в их постановке. П ри н а х о ж д ен и и  
реш ения р я да  конкретны х тран сп ортны х за д а ч  ч асто  бы вает н е
о б х о д и м о  учиты вать дополн ительны е огранич ения , которы е не 
в стр еч али сь  выш е при р ассм отр ен и и  просты х в ари антов  данны х  
за д а ч . О стан ови м ся  п од р о б н ее  на некоторы х возм ож н ы х у с л о ж 
нениях в постан ов к ах  тран сп ортны х за д а ч .

1. П ри некоторы х реальны х усл ов и я х  перевозки гр уза  из о п р е
д ел ен н о го  пункта отправлен ия Л/ в пункт назнач ен ия В, не могут  
бы ть осущ еств л ен ы . Д л я  оп р едел ен и я  оптим альны х пл анов  
таки х за д а ч  п р ед п ол агаю т, что тари ф  перевозк и единицы  гр уза  
из пункта Л,- в пункт В , я в л яется  сколь у го д н о  больш ой в ел и 
чиной М ,  и при этом  условии известны м и м етодам и  н а х о д я т  р еш е
ние новой тран сп ортн ой  за д а ч и . П ри таком п р едп ол ож ен и и  
искл ю ч ается  в о зм о ж н о ст ь  при оптим альном  плане тран сп ортной  
за д а ч и  п ерев ози ть  груз из пункта Л, в пункт В,.  Такой п о д х о д  к 
н а х о ж д ен и ю  реш ения тран сп ортной  за д а ч и  назы ваю т з а п р е щ е 
нием п е р е в о з о к  или б л о к и р о в а н и е м  соотв етств ую щ ей  клетки т а б 
лицы  дан н ы х за д а ч и .

2. В отдельны х тран сп ортны х за д а ч а х  дополнительны м  у с л о 
вием яв л я ется  об есп еч ен и е  перевозк и  по соотв етств ую щ и м  м а р 
ш рутам  о п р ед ел ен н о го  кол ичества гр у за . П усть , нап ри м ер , из  
пункта отправлен ия Л, в пункт назн ач ен и я  В\  тр еб у ет ся  о б я з а 
тел ь н о  п еревести  dp  еди н и ц  гр у за . Т огда  в клетку таблицы  д а н 
ных тр ан сп ортн ой  за д а ч и , н а х о д я щ у ю ся  на пересеч ен ии  строки  
Л, и сто л б ц а  Bj,  зап и сы в ает  у к а за н н о е  число а и  в д ал ьн ей ш ем  
эт у  клетку счи таю т св о б о дн о й  со  сколь у го д н о  больш им  тари ф ом  
п ер ев о зо к  М.  Д л я  полученной таким о б р а зо м  новой т р а н сп о р т 
ной за д а ч и  н а х о д я т  оптимальны й план, который о п р ед ел я ет  оп ти 
мальны й план исходн ой  за д а ч и .

3. И н о гд а  тр еб у ет ся  найти реш ен ие тран сп ортной  за д а ч и , при 
котором  из пункта отправлен ия Л, в пункт н азн ач ен и я  Bj  д о л ж н о  
бы ть за в е зе н о  не м енее за д а н н о г о  кол ичества гр уза  ац.  Д л я  о п р е
д ел ен и я  опти м ал ьн ого  плана такой за д а ч и  считаю т, что зап асы  
пункта Л, и потр ебн ости  пункта В,  м еньш е ф актических на а ,;- 
еди ни ц. П о сл е  это го  н а х о д я т  оптим альны й план новой т р а н сп о р т 
ной за д а ч и , на основани и  котор ого  и оп р едел я ю т  реш ен и е и с х о д 
ной за д а ч и .

4. В некоторы х тран сп ортны х з а д а ч а х  т р еб у ет ся  найти опти
мальный план пер ев озок  при условии , что из пункта о тп р ав л е
ния Л, в пункт н азн ач ен и я  Д  п ер ев ози тся  не б о л ее  чем а,-, единиц  
гр у за , т. е.

%ij &ij' ( 11)
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С ф ор м ул и р ов ан н ую  за д а ч у  м о ж н о  реш ить так. В т а б л и ц е  и с х о д 
ных данн ы х за д а ч и  дл я  к а ж д о го  /-г о  ограничения ( 11) п р ед у 
см атр и в аю т дополнительны й сто л б ец , т. е. вводят до п о л н и тел ь 
ный пункт назнач ен ия. В данн ом  сто л б ц е  зап и сы в аю т те ж е  т а р и 
фы , что и в сто л б ц е  б , ,  за  исклю чением  т а р и ф а , н а х о д я щ его ся  в 
і -й строке. В дополн ительном  сто л б ц е  в этой  стр оке тар и ф  сч и т а 
ют равны м некотором у сколь у го д н о  бол ьш ом у числу М .  При  
этом  п отр ебн ости  пункта б ,  считаю т равны ми а ,,, а потр ебн ости  
вновь в веден н ого  пункта н азн ач ен и я  пол агаю т равны ми b ,• — aq.  
Р еш ен и е  полученной тран сп ортной  за д а ч и  м ож ет  бы ть н ай ден о  
м етодом  п отенц иалов , и тем  самы м  б у д ет  оп р ед ел ен  оптимальны й  
план или устан ов л ен а  н ер азр еш и м ость  исходн ой  за д а ч и . З а м е 
тим, что и сх о д н а я  тр ан сп ортн ая  за д а ч а  р а зр еш и м а лиш ь в том  
сл у ч а е , когда  для нее су щ ест в у ет  хотя бы один опорны й  
план.

П ри в еден н ую  выш е за д а ч у  м о ж н о  реш ить и таким сп осо б о м . 
С учетом  ограничения ( 11)  по п р ави лу м иним ального эл ем ен та  
стр оят  опорны й план. П ри этом  если  величина за п и сы в а ем о го  на 
д ан н ом  ш аге в соотв етств ую щ ую  клетку числа оп р ед ел я ется  
только ограничением  ( 11 ) ,  то  в п осл едую щ ем  из рассм отр ен и я  
исклю чаю т только зап ол н ен н ую  клетку. В д р у ги х  сл у ч а я х  из 
рассм отр ен и я  искл ю чаю т л и бо  стр оку, л и б о  сто л б ец  (ч то-н и будь  
о д н о ) .

Е сли в р езу л ь та те  состав л ен и я  плана п оставок  все им ею щ и еся  
за п а сы  пунктов отправлен ия расп р едел ен ы  и п отр ебн ости  в пунк
тах  н азн ач ен и я  удовлетворен ы , т о  получен опорны й план т р а н с 
портной за д а ч и .

Е сли в какой-то строке (а  сл ед о в а т ел ь н о , и в ст о л б ц е) о с т а л 
ся  н ераспр еделенны й остаток , равный d,  то  вводят до п о л н и тел ь 
ный пункт назн ач ен и я  и дополнительны й пункт отправлен ия с 
потр ебн остям и и за п а са м и , равны ми й.  В клетке, н а х о д я щ ей ся  
на пересечен ии стол бц а  допол н ител ьного  пункта назнач ен ия и 
строки д оп ол н и тел ьн ого  пункта отпр авлен ия, тар и ф  считаю т  
равным нулю. В о всех остальны х клетках да н н о й  с т р о 
ки и сто л б ц а  тариф ы  п ол агаю т равны ми некотором у сколь  
у год н о  бол ьш ом у числу М . П олученн ую  в р езул ь тате  эт о г о  т р а н с 
портную  за д а ч у  реш аю т м етодом  п отенц иалов . П осл е конечного  
числа ш агов л и б о  устан ав л и в аю т, что и сход н ая  за д а ч а  не им еет  
оп ор н ого  пл ана, л и бо  н аходя т  ее  оптимальны й план. П ри этом  
( x f j )  —  оптим альны й план исходн ой  за д а ч и , если

(12)
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2 .2 9 . Н айти реш ен ие тран сп ортн ой  за д а ч и , исходны е данны е  
которой приведены  в та б л . 2 .1 8 , при дополн ительны х условиях:  
из А у  в  В 2 И из А 2 в Вь  перевозк и  не могут бы ть осущ еств л ен ы , 
а из А 2 в В\  б у д ет  за в е зе н о  6 0  ед . гр у за .

Т а б л и ц а 2.18

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В, В2 В з В , Вь

л , 1 2 3 1 4 180
а 2 6 3 4 5 2 220
А  з 8 2 1 9 3 100

Потребности 120 80 160 90 50 500

Р е ш е н и е .  Так как из А , в В 2 и из А 2 в  В 5 перевозк и  не м огут  
быть осущ еств лен ы , то  в клетках А іВ 2 и А 2В 5 т а б л . 2 .1 9  тариф ы  
считаем  равны ми н екотором у сколь у го д н о  бол ьш ом у числ у М.  
П о л а га ем  равны м этом у  ж е  числу и тари ф  дл я  клетки А 2В\ .  О д н о 
врем енн о в эт у  клетку п ом ещ аем  число 60 , поскольку, по усл овию , 
из Л 2 в В | н у ж н о  за в ест и  6 0  ед . гр у за . В дал ьн ей ш ем  клетку  
А 2В\  считаем  св о б о дн о й  с о  сколь у го д н о  больш им  тар и ф ом  М.

Т а б л и ц а  2.19

Пункты
отправ
ления

Пункты назначения З а 
па
сыВ , В2 В з в . В ь

А ,

1

60

М 3

30

1 - -

90

4

1802 - М М - 5

А 2
м 3

80

4

30

СЛ ш М

50 22060 2 - М

Аз
8 2 1

100

9 3

100ЕЕ Eli - 1 0 М — 6

П от
ребности 120 80 160 90 50 500
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Д л я  тран сп ортн ой  за д а ч и , исходны е дан н ы е которой з а п и с а 
ны в табл . 2 .19 , м етодом  м иним ального эл ем ен та  н аходи м  о п о р 
ный план. Э тот план проверяем  на оптим альность. Д л я  к а ж д о г о  
из пунктов отправлен ия и н азн ач ен и я  н аходи м  потенциалы , а для  
к аж дой  из свободн ы х клеток —  числа а</ =  Р /— а , — с,-/. Эти числа  
зап и сы в аем  в к в а д р а та х  в соотв етств ую щ и х кл етках та б л . 2 .19 . 
Е сли ср еди  данн ы х чисел нет пол ож и тельны х, то  найденны й  
опорны й план я вл яется  оптим альны м. В данн ом  сл у ч а е  им еется  
дв а  пол ож и тельны х ч исла, р асп ол ож ен н ы х в клетках А \ В ь  и 
АзВъ.  П оэтом у  переходи м  к новом у оп ор н ом у пл ану. С троим  для  
клетки А \ В $  цикл п ересчета  и производи м  сдв и г по циклу п ер есч е 
та  (т а б л . 2 .2 0 ) .

Т а б л и ц а  2.20

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В  і В2 Вз В , Вз

А  і 1
60

М 3 1
90

4
30 180І - 2 М  +  7І | - М  +  5|

А  2 М 3
80

4
60

5 м
20 220'30 М - 3 |М  — 8 1

А з 8 2

ED
1

100
9 3

100М - 8 | |М — 1 5 1 | М - б |

П о т р е б 
ности 120 80 160 90 50 500

П олученны й опорны й план проверяем  на оптим альность; так  
как он не опти м ален , то  п ереходим  к новом у оп ор н ом у плану  
(та б л . 2 .2 1 ) .

К ак видн о из табл . 2 .21 , и сх о д н а я  тр ан сп ортн ая  за д а ч а  им еет  
оптимальны й план

(
60 0 0 90 30

60 80 80 0  0

0 0 80 0 20

П ри этом  о б щ а я  стои м ость  пер ев озок  
5 =  1 - 6 0 + 1  -9 0  +  4 - 3 0  + 6 - 6 0 + ' 3 - 8 Q - H - 8 0 + - 1 -8 0  +  3 .2 0  =

=  1330
я вляется  миним альной. 165



Т а б л и ц а  2.21

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

В] В 2 Вз В , Въ

л, 1
60

М 3

Е Г І
1

90
4

30 180|1 м \

А г м 3
80

4
80

5 М
2205013 — М | ЕЮ Е М

А з 8

M l
2

ЕИ
1

80
9

M l
3

20 100

П о т р е б 
ности 120 80 160 90 50 500

2 .3 0 . Н айти реш ен ие тран сп ортной  за д а ч и , и сходн ы е данн ы е  
которой приведены  в т а л б . 2 .2 2 , при дополн ительны х условиях: 
из А\  в В 2 д о л ж н о  бы ть п ер ев езен о  не м ен ее  50  ед . г р у за , из А  з 
в  Be  —  не м енее 60 ед . гр у за , а из Лг в В 4 —  не б о л е е  4 0  ед . гр уза .

Т а б л и ц а  2.22

Пункты Пункты назначения
Запасы

отправления В, В2 Вз В4 Въ

А і 5 3 2 4 8 160
Аг 7 6 5 3 1 90
Аз 8 9 4 5 2 140

П о т р е б 
ности 90 60 80 70 90 390

Р е ш е н и е .  Т ак как из Л і и Л з со о тв етств ен н о  в В 2 и В ъ н е 
о б х о д и м о  за в е зт и  не м ен ее  5 0  и 60  ед . г р у за , то  зап асы  этих пунк
тов отпр авл ен ия и п отр ебн ости  пунктов н азн ач ен и я  считаем  
меньш ими соотв етств ен н о  на 50  и 60 ед . (т а б л . 2 .2 3 ) .  К ром е  
того , поскольку из Л г в B t  н ео б х о д и м о  за в езт и  не б о л ее  40  ед . гр у 
з а ,  то  рассм отр им  дополнительны й пункт н азн ач ен и я  В \  с п о т р еб 
н остям и, равными 70  — 4 0  =  30  ед ., а п отр ебн ости  пункта В 4 сч и 
таем  равны ми 4 0  ед . В сто л б ц е  В \  зап и сы в аем  тари ф ы , п о м ещ ен 
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ные в кл етках стол бц а  б 4, за  исклю чением  клетки А гВ 4. В этой  
клетке тар и ф  п ол агаем  равны м н ек отор ом у сколь у го д н о  б о л ь ш о 
му числу М.  В р езул ь тате  получаем  тран сп ортн ую  за д а ч у , и с х о д 
ные дан н ы е которой зап и сан ы  в т а б л . 2 .23 .

Т а б л и ц а  2.23

Пункты
о т п р а в 
ления

Пункты назначения
З а п а с ы

в, Вг Вз В 4 В 5 В',

А і 5 3
30

2
80

4 8 4
110

Аг 7
20

6 5 3
40

1
30

М
90

Аз 8
20

9
30

4 5 2 5
30 80

П о т 
р е б н о -
сти 40 60 80 40 30 30 280

Т а б л и ц а  2.24

Пункты
о т п р а в 

ления

Пункты назначен ия З а п а 
сыВ, Вг Вз В 4 Вь в \

А і 5
20

3
60

2
30

4

E i l
8

E i l
4

Е Л 110

Аг 7
20

6

Е Л
5

Е Ї І

3
40

і
30

м
90| 5 - М |

. Лз 8

Е Л
9

Е Л
4

50
5

| - 2 |

2

Е Л
5

30 80

П о т 
р е б н о 
сти 40 60 80 40 30 30 280



Д а н н у ю  за д а ч у  р еш аем  м етодам  потенц иал ов . Н а й д ен н о е  р е 
ш ение п р и в еден о в та б л . 2 .2 4 . К ак с л ед у ет  из этой  табл иц ы , оп ти 
м альное реш ен ие исходн ой  за д а ч и

/ 7 0  6 0  3 0  0

/ *  =  [  2 0  0  0  40

\  0  0  5 0  30

П ри таком  плане п ер ев о зо к  о б щ а я  стои м ость пер ев озок  
S  =  5 - 7 0  +  3 - 6 0  +  2 - 3 0  +  7 - 2 0  +  3 - 4 0  +  1 - 3 0  + 4 - 5 0  +  5 - 3 0  +  

+  2 - 6 0 = 1 3 5 0
я в л яется  м иним альной.

2.31. Найдите решение транспортной задачи, исходные данные кото
рой определяю тся таблицей

Пункты
отправления

Пункты назначения
Запасы

By В 2 Вз В, Въ

+ 5 8 7 2 1 22 0
6 3 5 4 6 140
7 4 2 3 2 160

П о тр еб н о сти 80 140 90 130 80 5 2 0  V

и матрицей
/  оо х  6 0  оо оо

D = |  оо 70  оо 7 0  оо

\  оо оо оо оо оо /
Числа в матрице D  определяю т предельное количество груза, ко

торое можно перевезти из данного пункта отправления в соответствую
щий пункт назначения. Символ оо означает, что на перевозки из данного 
пункта отправления в соответствующий пункт назначения нет ограни
чений.

2.32. Найдите решение транспортной задачи, исходные данные кото
рой определяю тся таблицей

Пункты
отправления

Пункты назначения
Зап асы

By В 2 Вз В , Въ

А у 1 2 3 1 4 180
А  2 6 3 4 5 2 22 0
Аз 8 2 1 9 3 100

П о тр е б н о сти 120 80 160 9 0 5 0 5 0 0
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и матрицей

(

D
оо 70 40 60 оо

оо оо 80 оо оо

оо оо 40 оо оо

2 .33 .  Н а трех складах оптовой базы  сосредоточена мука в количест
вах, равных соответственно 140, 360 и 180 т. Эту муку необходимо за в ез
ти в пять магазинов, каж дый из которых долж ен получить соответствен
но 90, 120, 230, 180 и 60 т. С 1-го склада муку не представляется возм ож 
ным перевозить во 2-й и 5-й магазины, а из 2-го склада в 3-й магазин 
долж но быть завезено 100 т муки. З н ая  тарифы перевозки 1 т муки с к а ж 
дого из складов в соответствующие магазины, которые определяю тся 
матрицей

составьте план перевозок, обеспечивающий минимальную общую стои
мость перевозок.

2 .34 .  Н а трех железнодорожных станциях At,  Аз -и Аз  скопилось 120, 
110 и 130 незагруженных вагонов. Эти вагоны необходимо перегнать 
на железнодорож ные станции В  і, Вз, Вз,  В 4 и Вз.  Н а каж дой из этих 
станций потребность в вагонах соответственно равна 80, 60, 70, 100 и 50. 
Учитывая, что с ж елезнодорожной станции Аз  не представляется воз
можным перегнать вагоны на станцию Вз и В 4, и зная , что тариф ы  пере
гонки одного вагона определяю тся матрицей

составьте такой план перегонок вагонов, чтобы общ ая стоимость была 
минимальной.

5 . Н а х о ж д е н и е  р е ш е н и я  н ек о то р ы х  эк о н о м и ч е ск и х  з а д а ч ,  
с в о д я щ и х с я  к т р а н с п о р т н о й . В ы ш е были п о д р о б н о  рассм отрены  
м етоды  н а х о ж д ен и я  реш ения тр ан сп ортн ой  за д а ч и . Э тим и ж е  м е
то д а м и  м ож ет  бы ть т а к ж е  н а й д ен о  реш ен ие многих д р у ги х  за д а ч ,  
которы е по св оей  эконом ической сущ н ости  не св я зан ы  с т р а н с 
портными п ерев озк ам и . Р ассм отр и м  некоторы е из них.

2 .35 . Н а текстильном  предприятии им еется  три типа ткацких  
станков. Н а ста н к а х  к а ж д о г о  из типов м огут вы рабаты ваться  
четы ре вида  тканей: миткаль, б я зь , си тец  и сатин. П р о и зв о д и 
тельность к а ж д о г о  стан ка и себ ест о и м о ст ь  ткан ей  приведены  в 
та б л . 2 .2 5 . У читы вая, что ф он д  р а б о ч его  врем ени  к а ж д о й  из групп  
ткацких стан ков  соотв етств ен н о  равен  90 , 2 2 0  и 180 стан ко-ч , с о 
ставить такой план их Загр узки , при котором  о б щ а я  себ ест о и -
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Т а б л и ц а  2.25

Тип
стан 

П роизводительность станка, 
(м /ч )  при вы работке

Себестоим ость (ру б .) ткани 
при вы работке 1 м /ч

ка миткаля бязи ситца сатина миткаля бязи ситца сатина

I 2 4 30 18 42 2 1 3 1
II 12 15 9 21 3 2 4 1

III 8 10 6 14 6 3 5 2

м ость вы пускаем ы х тканей  в кол ичестве 1200 м миткаля, 9 0 0  м 
б я зи , 1800 м ситца и 8 4 0  м сати н а  явл яется  м иним альной.

Р е ш е н и е .  С оставим  м атем ати ческ ую  м одель за д а ч и . Б у 
дем  считать, что t-й тип стан ков  за н я т  изготовл ен ием  /-г о  вида  
тканей Xij стан к о-ч асов . Т огда  перем енны е хц дол ж н ы  у д о в л ет в о 
рять сл едую щ и м  уравнениям :

{■*11+-*12 +  Xl3 +  Xi4 =  90,
*21 + * 2 2 +  .£23+ -£24 =  220 , (13)

Хз  \ +  * з г  +  Х зз  +  Хз4 =  1 8 0 ;  

2 4 х і  і +  12 * 21 +  8 х з 1 =  1 2 0 0 ,

ЗОх 1 2 + 1  5x22 +  10 х 32 =  900 ,
(1 4 )

18 х  і з — 9 x 2 3 - ] -  6 x 3 3 =  1 8 0 0 ,  

4 2 x 1 4  +  2 1 x 2 4 +  1 4 х з 4 =  8 4 0 .

П ер ем енн ы е х,; дол ж н ы  удов л етв ор ять  т а к ж е  условию  н ео т 
рицательности:

х,7 > 0  (» =  1,3 ; / = 1 , 4 ) .  ( 1 5 )

С р ед и  в сех  в озм ож н ы х зн ачен и й  н еи зв естн ы х х ,(, у д о в л ет 
воря ю щ и х уравн ен иям  (1 3 ) и ( 14 )  и усл ови ю  неотри цательности  
перем енны х ( 1 5 ) ,  тр еб у ет ся  найти так ое, при котором  ли нейная  
ф ункция

F =  2 х ц  +  Х12 +  ЗХіз +  X14 +  3X21 + 2 x 2 2  +
+  4 Х 2 3 + Х 2 4  +  6 Хз| + 3 х з 2 +

+  5 х з з  +  2 х з 4 ( 1 6 )

приним ает наи м еньш ее зн ач ен и е.
П р е о б р а зу е м  м атем ати ческ ую  м одель за д а ч и  таким о б р а зо м , 

чтобы  св ести  ее  к м одели тран сп ортной  за д а ч и . Д л я  эт о го  при
ведем  и сходн ы е дан н ы е и н еизвестны е величины исходн ой  за д а ч и  
к одн ой  еди н и ц е, в качестве которой возьм ем  1 стан ко-ч  работы  
стан ков  I тип а. Т огд а , поскольку пр ои зв оди тел ь н ость  станков  
II и III типов соотв етств ен н о  со ста в л я ю т 1 /2  и 1 /3  п р о и зв о ди 
т ел ьн ости  стан ков  I типа (т а б л . 2 .2 5 ) ,  ф актический ф о н д  р а б о 
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ч его  врем ени в приведенны х ста н к о -ч а са х  дл я  II типа стан ков  
равен  105, а дл я  III типа —  60. О бщ и й ф о н д  р а б о ч его  врем ени  
в приведенны х ста н к о -ч а са х  со ст а в л я ет  9 0 + 1 0 5  +  6 0  =  255.

О пределим  теп ерь, какое врем я т р еб у ет ся  для вы работки  
н у ж н о го  кол ичества к а ж д о г о  из видов тканей . Так как н у ж н о  
изготовить 1200 м миткаля и за  один приведенны й стан к о-ч ас  
м о ж н о  в ы работать 24 м, то  для вы пуска н ео б х о д и м о г о  количества  
миткаля п о тр еб у ется  1 2 0 0 /2 4  =  50  станко-ч . А н ал оги ч н о о п р ед е 
ляем  п отр ебн ости  для вы работки б я зи , ситца и сати н а . Эти пот
ребн ости  соотв етств ен н о  состав л я ю т 30 , 100 и 20 стан ко-ч . 
О бозн ач и м  теп ер ь  ч ер ез *'; кол ичество приведенны х стан ко- 
ч асов  1-го типа стан ков, испол ьзуем ы х при вы работк е /-г о  вида  
ткани. Т огд а  системы  уравн ен ий  (1 3 ) и (1 4 ) исходн ой  за д а ч и  
м о ж н о  п ереп и сать  так:

{х 11 +  х'\ 2 +  х  \ з + х'\ 4 —  90 ,
*21+ * 2 2 + Х 2 3  +  * 2 4 =  105, (17)

Х з  і +  *32 +  *зз +  * 3 4  =  60;

х\ \  +  + 1 + + 5 1  — 50,

х'\ 2 +  *22 +  .*32 =  30 , (18)

*13 + * 2 3  +  *33 =  100,

*14 +  *24 + * 3 4  =  20,
где

* п = * п ;  x (2 =  Xi2; * ( з = * і з ;  Л + = Х 14; 

х ' ї \ = — Х2 й Х22  =  -^~Х2 2 > х 23 =  -^-Х23, Х и — — Х24\ (19)

1 1 , 1 , 1
JC31 =  —  *ЗЬ х' з2= —  Хз2\ *33 — —  *331 *34— ~з"Хз4'

Ц ел ев а я  ф ункция (1 6 ) исходн ой  за д а ч и  за п и сы в ается  в виде  

F 1 =  2x'l | +  *( 2 +  3*1 з +  Х \ 4  +  6*21 +  4*22 +
+  8 * 2 3 + 2 * 2 4  +  1 8*31 +  9*32 +  15*33 +  6*34. (2 0 )

В р езу л ь та т е  приходим  к сл ед у ю щ ей  м атем ати ческ ой  за д а ч е:  
т р еб у ет ся  ср еди  в сех  неотри цательны х реш ений систем  линейны х  
уравн ен ий  ( 17)  и (1 8 ) найти так о е , при котором  ф ункция (2 0 )  
приним ает м иним альное зн ач ен и е.

Таким о б р а зо м , и сход н ая  за д а ч а  св ел а сь  к за д а ч е , м а т ем а ти 
ч еская  м одель  которой ничем не отл ич ается  от м атем ати ческ ой  
м одели  тр ан сп ортн ой  за д а ч и . П оск ольк у 9 0 + 105 +  6 0  =  2 2 5 >  
>  50  +  3 0 + 1 0 0  +  2 0  =  200 , полученн ая  за д а ч а  им еет откры тую  
м одель. П о эт о м у , чтобы  найти ее  реш ен ие, счи таем , что им еется  
ф иктивная п о тр ебн ость  в тк ан ях, на вы работку которы х н е о б х о 
д и м о  за т р а т и т ь  255  — 200  =  55 стан ко-ч . П ол учен н ую  в р езу л ь та -
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те п осл ед н его  п р едп ол ож ен и я  за д а ч у  реш аем  м етодом  п о тен ц и а
лов  (т а б л . 2 .2 6 ) .

Т а б л и ц а  2.26

Тип
станков

Ткань
Производ
ственная
мощность

миткаль бязь ситец сатин некоторая
ткань

I 2 1 3
90

1 0
90

II 6
50

4
30

8
10

2
15

0
105

III 18 9 15 6
5

0
55 60

П о т р е б 
ность в тка 
ни 50 30 100 20 55 255

К ак видно из та б л . 2 .26 , оптимальны й план за д а ч и  ( 17)  —  
(2 0 )  о п р ед ел я ется  матрицей( 0 0 90 0 0

50 30 10 15 0

0 0 0 5 55

И сп о л ь зу я  соотн ош ени я ( 1 9 ) ,  для о п р едел ен и я  оптим ального  
плана исходн ой  за д а ч и  (1 3 ) —  (1 6 ) получим м атрицу  

/  0 0 90 0 0

Л* =  1 100 60 20 30 О

\  О О О 15 165
Таким о б р а зо м , со гл а сн о  пл ану вы работки тканей , п р ед у см а т 

р и вается  и сп ол ьзов ать  9 0  станко-ч  станков I типа для п р о и зв о д 
ств а  си тц а , соотв етств ен н о 100, 60 , 20  и 30  станко-ч  станков II ти 
па дл я  вы работки миткаля, б я зи , си тц а и са ти н а , 15 станко-ч  
стан ков  III типа для изготовлен ия сати н а . П ри этом  155 станко-ч  
станки III типа остаю тся  свободн ы м и .

В соответствии  с данны м  планом на ста н к а х  I типа в ы р а б а 
ты вается  1620 м си тц а, на стан к ах II т и п а — 1200 м миткаля, 
9 0 0  м б я зи , 180 м ситца и 6 3 0  м сати н а , на стан к ах  III типа —172



2 1 0  м са ти н а . П ри этом  165 стан ко-ч  станки III типа м огут бы ть  
испол ьзован ы  д л я  вы работки св ер хп л ан ов ой  продукции. П ри  
дан н ом  п л ане вы работки т к а н ей ,и х  себ ест о и м о ст ь  я в л яется  м и
ним альной и со ст а в л я ет  

S  =  3 - 1620 +  3 -1 2 0 0  +  2 - 9 0 0  +  4 - 1 8 0 + 1 - 6 3 0  +  2 - 2 1 0 =  1 2 030 .
2 .3 6 . Н а пяти токарны х ст а н к а х  различны х типов м о ж н о  вы

полнять пять операц ий  по о б р а б о т к е  детал и . П ри этом  за  каж ды м  
из станков м ож ет  быть за к р еп л ен а  лиш ь од н а  оп ер ац и я  и одн а и 
та ж е  оп ер ац и я  м о ж ет  вы полняться только одним  стан ком . З н а я  
врем я вы полнения к а ж д о й  из оп ерац и й  на к а ж д о м  из стан ков, 
к оторое за д а е т с я  м атрицей

С--

/2
1

7

9

3

3 \
6

8

6

ч
состав и ть  такое р а сп р ед ел ен и е  вы полняем ы х оп ерац и и  м еж д у  
стан кам и , при котором  сум м арн ы е затр аты  врем ени на о б р а б о т к у  
д ет а л и  являю тся  миним альны ми.

Р е ш е н и е .  С о ст а вим м атем ати ческую  м одел ь  за д а ч и . О б о з 
начим  ч ер ез Xij (і = 1 , 5 ;  / = 1 , 5 )  перем ен н ую , зн а ч ен и е  которой рав
но 1, есл и  на і -м стан ке /-я  оп ер ац и я  вы п олняется, и р ав н о 0  в п р о
тивном  сл уч ае . Т о гд а  за к р еп л ен и е з а  каж ды м  стан ком  только о д 
ной оп ер ац и и  в ы р а ж а ет ся  равенствам и

' Х ц + X |2 +  X |3 +  X u + X i 5 =  1,

Х2І + Х 22 +  Хгз +  Х24 +  Х 25=  1,

Х зі+ Х з2  +  Хзз +  Х з 4 + Х з 5 =  1, (21)

Х41 + Х 4 2 + Х 4 3  +  Х 4 4 + Х 4 5 =  1,

L Х51 +  Х52 +  Х53 +  Х54 +  Х55 =  1 ,

а за к р еп л ен и е  к а ж д о й  из операц ий  только на одном  стан к е —  
равенствам и

’ Х \  і +  Х21 +  Х31 +  Х41 +  Х51 =  1 ,

Х і 2  +  Х22 +  Х з 2  +  Х 42 +  Х 5 2 =  1 ,

Х13 +  Х 2З  +  Х 3 3 + Х 4 3 +  Х б З =  1 , (22)

Х | 4 +  Х24 +  Х 3 4 +  Х 4 4 +  Х54 =  1 , 

k Х15 +  Х 2 5 +  Х35  +  Х45 +  Х 5 5 =  1 .

Т р еб у ется  найти такие зн ачени я н еи зв естн ы х х ц ( і =  1,5; / = 1 , 5 ) ,  
удо в л етв о р я ю щ и е систем ам  линейны х уравн ен ий  ( 2 1 ) и ( 2 2 ) 
и равны е 0  или 1, при которы х ф ункция
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F — 2x\  1 +  4JCІ2 -f- 6x 3̂ 8x 14 +  3X |5 +  X21 +  8x 22 +  2x23 +  7X24 +
+  6X25 +  7 Х зі + 2 х з 2  +  4 х з з  +  5 хз4  +  8x35 +  9X41 + Х 42 +  ЗХ43 +  4X44 +  

+  6x45 +  3 X 51 +  2 X 52 +  Х53 +  4X54 +  5x55

(2 3 )
прин им ает м иним альное зн ач ен и е.

О птим альны й план сф ор м ул и р ов ан н ой  за д а ч и  м о ж ет  быть  
н ай д ен  м етодам и  реш ения тран сп ортны х за д а ч . Н ай дем  его  м е
т о д о м  потен ц и алов  (та б л . 2 .2 7 ) .

Т а б л и ц а  2.27

Станки
Операции За каждым 

станком закреп
ляется одна 

операция1 2 3 4 5

I 2
0

4 6 8 3
1 1

И 1
1

3 2
0

7 6
1

III 7 2
1

4 5 8
1

IV 9 I
0

3 4
1

6
1

V 3 2 I
1

4
0

5
1

К аж д ая  опера
ция выполняется 
только на одном 
станке 1 1 1 1 1 5

К ак видно, оптимальны м планом  за д а ч и  яв л я ется  план, с о г 
л а с н о  к отором у на I стан ке вы полняется 5-я  оп ер ац и я , на II ст а н 
ке —  1-я о п ер ац и я , на III стан к е —  2-я  оп ер ац и я , на IV  стан к е —  
4 -я  о п ер ац и я  и на V стан ке —  3-я  оп ер ац и я . В соответствии  с 
этим пл аном  врем я о б р аботк и  д ета л и  явл яется  миним альны м  
и со ст а в л я ет  S  =  3 + l + 2 + l + 4 = l l .

Сведите задачи 2.37—2.40 к транспортной задаче и найдите их 
решение.

2.37. Имеется три участка земли, на которых могут быть засеяны 
кукуруза, пшеница, ячмень и просо. П лощ адь каж дого из участков
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соответственно равна 600, 180 и 220 га. С учетом наличия семян кукуру
зой, пшеницей, ячменем и просом следует соответственно засеять 290, 
180, 110 и 420 га. Урож айность каж дой из культур для каж дого  из тчает- 
ков различна и задается  матрицей

40 45 50

30 28 22

18 22 14

24 18 16
Определить, сколько гектаров каж дой культуры на каж дом  из участков 
следует засеять так, чтобы общий сбор зерна был максимальным.

2.38. Н а каж дом из четырех филиалов производственного объедине
ния могут изготовляться изделия четырех видов. Учитывая необходи
мость углубления специализации, на ф илиалах решено сосредоточить 
выпуск только по одному виду изделий. Себестоимость каж дого  из изде
лий на каж дом из филиалов различна и определяется матрицей

9 8 9 7

4 6 3 2

7 2 1 4

8 3 5 6
Найти такое распределение выпуска продукции между ф илиалами, чтобы 
общ ая себестоимость продукции была минимальной.

2.39. М ясокомбинат имеет в своем составе четыре завода, на к а ж 
дом из которых может изготовляться три вида колбасных изделий. М ощ 
ности каж дого  из заводов соответственно равны 320, 280, 270 и 350 т /сут. 
Ежедневные потребности в колбасных изделиях каж дого вида такж е из
вестны и соответственно равны 450, 370 и 400 т. З н ая  себестоимость 1 т 
каж дого вида колбасных изделий на каж дом заводе, которые определя
ются матрицей

- ( : : ;
\ 7  8 5 /

найти такое распределение выпуска колбасных изделий меж ду зав о 
дами, при котором себестоимость изготовляемой продукции является 
минимальной.

§ 2.2. Ц Е Л О Ч И С Л Е Н Н Ы Е  ЗА Д А Ч И  Л И Н Е Й Н О Г О  
П РО ГРА М М И РО В А Н И Я

I. Э к о н о м и ч е с к а я  и г е о м е т р и ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я  з а д а ч и  ц е л о 
ч и с л е н н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я . Э кстр ем ал ьная  з а д а ч а , п ер ем ен 
ные которой приним аю т лиш ь целочисленны е зн ач ен и я , н а зы в а 
ется  за д а ч е й  ц ел оч и сл ен н ого  п р ограм м ирования .
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В м атем ати ческ ой  м одели за д а ч и  ц ел оч и сл ен н ого  п р ограм м и 
ров ан и я  как ц ел ев ая  ф ункция, так и ф ункции в си стем е  о гр а н и 
чений м огут бы ть линейны м и, нелинейны ми и см еш анны м и. 
О гран ичим ся сл уч аем , когда ц ел ев ая  функция и си стем а  о гр а н и 
чений за д а ч и  являю тся линейны ми.

2 .4 0 . В ц ех е  пр едприятия реш ен о устан овить  доп о л н и тел ь 
ное о б о р у д о в а н и е , дл я  р а зм ещ ен и я  котор ого  вы дел ен о 1 9 /3  м 2 
п л ощ ади . Н а п р и обр етен и е о б о р у д о в а н и я  п р едп ри я ти е м ож ет  
и зр а с х о д о в а т ь  10 тыс. р уб ., при этом  оно  м ож ет  купить о б о р у д о 
в ание д в у х  видов. К ом плект о б о р у д о в а н и я  I вида стои т 1000 р уб ., 
а 11 вида  —  3 0 0 0  р уб . П р и о бр етен и е о д н ого  ком плекта о б о р у 
д о в а н и я  1 вида п озв ол я ет  увеличить вы пуск продукции в см ен у  на 
2  е д ., а о д н о го  ком плекта о б о р у д о в а н и я  II вида —  на 4  ед . З н а я , 
что дл я  устан овки  од н ого  ком плекта об о р у д о в а н и я  I вида  т р е б у 
ется  2 м2 пл ощ ади , а об о р у д о в а н и я  II вида —  1 м2 п л ощ ади , 
о п р едел и ть  такой н абор  доп ол н и тел ьн ого  о б о р у д о в а н и я , которы й  
д а ет  в о зм о ж н о ст ь  м аксим ально увеличить выпуск продукции.

Р е ш е н и е .  С оставим  м атем ати ческ ую  м одель  за д а ч и . 
П р ед п о л о ж и м , что пр едп ри яти е пр и обр етет  х , ком плектов о б о р у 
д ов ан и я  I вида  и Хг ком плектов об о р у д о в а н и я  II ви да . Т огда  
перем енн ы е Х\ и х 2 дол ж н ы  удов л етв ор я ть  сл едую щ и м  н е р а 
венствам :

( 2 * , +  х2< 1 9 / 3 ,
( х , + 3 х 2< 1 0 .  (2 4 )

Е сли предп ри яти е п р и обр етет  у к а за н н о е  количество о б о р у д о 
вания, т о  о б щ ее  увелич ен ие вы пуска продукции состав и т

F — 2x ,  + 4 х2. (2 5 )
П о св о ем у  экон ом ич еском у со д ер ж а н и ю  перем енны е Х\ и х 2 м огут  
приним ать лиш ь целы е неотри цательны е зн ач ен и я , т. е.

х и  х 2< 0 ,  (2 6 )
xi ,  Хг —  целы е. (2 7 )

Таким о б р а зо м , приходим  к сл ед у ю щ ей  м атем ати ческ ой  з а д а 
че: найти м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е  линейной ф ункции (2 5 ) при вы 
полнении усл овий  ( 2 4 ) ,  (2 6 ) и (2 7 ) .  Так как н еи зв естн ы е могут  
принимать только целы е зн ач ен и я , то  з а д а ч а  (2 4 ) —  (2 7 )  я в л я ет
ся за д а ч ей  ц ел оч и сл ен н ого  пр ограм м ир ования . П оск ольк у число  
н еизвестны х за д а ч и  равн о двум , реш ен ие да н н о й  за д а ч и  м ож н о  
найти, и спол ьзуя  ее  геом етрич ескую  ин терпретацию . Д л я  это го  
п р еж д е  в сего  построим  м н огоугольник реш ений за д а ч и , с о ст о я 
щ ей в оп р едел ен и и  м ак си м альн ого  зн ач ен и я  ли нейной ф ун к 
ции (2 5 )  при вы полнении условий (2 4 )  и (2 6 ) (ри с. 2 .2 ) .  К о о р д и 
наты всех точек построен н ого  м ногоугольника реш ений О А Е В С  
у дов л етв ор я ю т си стем е линейны х н еравен ств  (2 4 ) и усл ови ю  н е
отрицательности переменных (26). Вместе с тем условию (27), т. е. 
у сл овию  ц ел оч исл ен ности  перем енны х, уд ов л етв ор я ю т координ а-
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ты лиш ь 12 точек, отм еченны х на рис. 2 .2 . Ч тобы  найти точку, 
координаты  которой оп р едел я ю т реш ен ие и сходн ой  за д а ч и ,  
зам ен и м  м ногоугольник О А В С  м ногоугольником  O K E M N F ,  
со д ер ж а щ и м  все допустим ы е точки с целочисленны м и к о о р д и н а 
там и и таким , что координаты каж дой из вершин являются целыми 
числам и. Зн ачи т, есл и  найти точку м аксим ум а ф ункции (2 5 ) на  
м н огоугольн ик е O K E M N F ,  то  координаты  этой  точки и о п р ед е 
лят оптим альны й план задачи._^

Д л я  эт о го  построим  вектор С =  (2; 4) и прям ую  2 x , + 4 x 2=  12, 
пр о х о д я щ у ю  ч ер ез м н огоугольник реш ений O K E M N F  (ч исл о 12 
взя то  п р о и з в о л ь н о ). П остр оен н ую  прям ую  п ер едв и гаем  в н а п р а в 
лении вектора С  д о  тех  пор, пока она не пройдет ч ер ез п осл едн ю ю  
о бщ ую  точку е е  с данны м  м ногоугольником . К оордин аты  этой  
точки и о п р ед ел я ю т оптимальны й план, а зн а ч ен и е  цел евой  ф ун к 
ции в ней я вл яется  максим альны м .

В дан н ом  сл у ч а е  иском ой является  точка £ ( 1 ; 3 ) ,  в которой  
ц ел ев а я  ф ункция приним ает м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е  / 7т ах= 1 4 .  
С л ед о в а тел ь н о , координаты  точки Е  о п р ед ел я ю т  оптим альны й  
план за д а ч и  (2 4 ) —  (2 7 ) .  В соотв етств и и  с этим  планом  п р ед 
приятию  с л ед у ет  п р иобрести  один ком плект о б о р у д о в а н и я  I вида  
и три ком плекта обо р у д о в а н и я  II вида. Э то  обесп еч и т п р ед п р и я 
тию  при им ею щ и хся  у него огр анич ениях на п р ои зв одств ен н ы е
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п л ощ ади  и д ен еж н ы е ср едст в а  м ак си м альн ое увелич ен ие вы пуска  
п родукц ии , равн ое 14 ед . в см ен у.

2 .4 1 . Д л я  вы полнения р а б о т  м огут бы ть испол ьзован ы  п м е х а 
низм ов. П р о и зв о д и т ел ьн ость г'-го м ехан и зм а  (г '=  1,«) при вы пол
нении у-й работы  ( /  =  1 ,/г ) равна Сц. П р ед п о л а га я , что каж ды й  
м ехан и зм  м о ж ет  бы ть и сп ол ьзов ан  только на одной  р а б о т е  и к а ж 
д а я  р а б о т а  м о ж ет  вы полняться только одним  м ехан и зм ом , о п р е 
дел и ть  зак р еп л ен и е м ехан и зм ов  за  р а б о та м и , о б есп еч и в а ю щ ее  
м ак си м альн ую  пр оизводи тел ьность . П острои ть  м атем ати ческ ую  
м одел ь  за д а ч и .

Р е ш е н и е .  В в едем  перем енн ую  Xjj, зн ач ен и е  которой равн о  
1, если при вы полнении г'-й работы  и сп ол ьзуется  у'-й м ехан и зм , 
и равн о 0  в противном сл уч ае . Т огд а  условия и спол ьзован ия  
к а ж д о г о  м ехан и зм а  только на одной  р а б о т е  в ы р аж аю тся  р а в ен 
ствам и

П
Y ,  х ц  —  1 (/ =  1, т ) ,  (28)
/ =  і

а условия вы полнения работы  только одним  м ехан и зм ом  —  р а 
венствам и /

П
X  * ,7=1 (У =  ІТ7Г), (29)

i= l

v _  f 1- если г_ю р а б о т у  вы полняет у'-й м ехани зм ;  
л ‘і — •! (3 0 )

I 0  в противном  сл учае.

Таким о б р а зо м , з а д ач а с о с т о ит в оп р едел ен и и  таких зн ачени й  
неизвестны х хц (у '= 1 ,/г ;  j — \ , n ) ,  удо в л етв о р я ю щ и х  систем ам  
уравн ен ий  (2 8 ) и (2 9 ) и усл ов и ю  (3 0 ) ,  при которы х д о ст и га ет ся  
м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е ф ункции

п п

F =  Z X счхЧ- (31)
у = 1 1=1

С ф ор м ул и р ов ан н ая  за д а ч а  яв л яется  за д а ч ей  ц ел оч и сл ен н ого  
програм м ир ования .

Найдите решение задач  целочисленного программирования 2.42—
2.44. 

2.42. 3xi + X 2->-min;

{— 4*i-f- х2 < 2 9 ,
З х , -  * 2  < 1 5 ,  
5*1 +  2x2 >  38,

Xi, ХгОО, Xi, Х2 — целые.
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2.43. 5*i +  7*2->-min;

Г — 3*i +  14*2< 78,
< 5*1— 6 * 2 ^ 2 6 ,

* 1 + 4 * 2 ^ 2 5 ,
* i ,  * 2^ 0 , * i ,  *2 —  ц ел ы е .

2.44. F =  2*i + * 2->-max;

{
6*i -j- 4*2 +  *3 =  24,

3 * i — 3*2  4 ~ *4  — 9 ,

— *1 "j- 3*2 "b *5 = 3,

*1, *2, *3, *4, * 5 ^ = 0 ,
*1, *2, *3, *4, *5 ----  ц ел ы е .

С оставьте математические модели задач  2.45—2.48.
2.45. М инистерству необходимо составить план развития каж дого 

из т  предприятий, выпускающих однородную продукцию. Число воз
можных вариантов развития і-го предприятия различно и р авно щ. Р е а 
лизаци я /'-го варианта развития і-го предприятия ( j = l , t h )  требует к а 
питальных затрат , равных Кц, и обеспечивает выпуск продукции в объеме 
6„ единиц. При этом экономический эф фект от капитальных вложений на 
развитие і-го предприятия по / -му варианту равен сц. Учитывая, что не
обходимо выпустить продукции в количестве В  единиц и что общ ая вели
чина капиталовложений ограничена и равна К,  составить такой план 
развития предприятий, при котором экономический эф фект от р еализа
ции выбранных вариантов развития предприятий является максим аль
ным.

2.46. В аэропорту для перевозки пассаж иров по п м арш рутам  может 
быть использовано т  типов самолетов. Вместимость самолета 1-го типа 
равна а, человек, а количество пассаж иров, перевозимых по /-м у м арш 
руту за сезон, составляет 6, человек. Затраты , связанные с использова
нием сам олета і-го типа на / -м марш руте, составляю т сц руб.

Определить, сколько самолетов данного типа и на каком из м арш 
рутов следует использовать, чтобы удовлетворить потребности в пере
возках при наименьших общих затратах.

2.47. В обувном производственном объединении производится 
раскрой т  различных партий материалов, причем к аж д ая  из партий 
состоит из bi единиц м атериала, имеющего одинаковую форму (напри
мер, пластины) и размер. Из м атериалов всех партий требуется выкроить 
максимальное количество комплектов деталей обуви, в каж ды й из кото
рых входит dj ( j = \ , n )  деталей /-го вида, если при раскрое единицы 
материала i-й партии по 6-му варианту ( 6 =  1, К)  получается а,*( деталей 
/'-го вида.

2.48. Имеется п городов, расстояние между любыми двумя из кото
рых равно Сц.  Найти марш рут, имеющий минимальную длину, начинаю 
щийся и кончаю щ ийся в одном и том ж е городе и включающий по одному 
разу все остальные города.

2. О п р е д е л е н и е  о п т и м а л ь н о г о  п л а н а  з а д а ч и  ц е л о ч и с л ен н о го  
п р о г р а м м и р о в а н и я . Р ассм отр и м  за д а ч и  ц елоч и сл ен н ого  про-179
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гр ам м ир овани я, в которы х как целевая  ф ункция, так  и ф ункции  
в си стем е  ограничений являю тся  линейны ми. В св я зи  с этим  
сф ор м ул и р уем  осн ов н ую  за д а ч у  ли н ей н ого  п р ограм м ирования , 
в которой перем енны е м огут приним ать только целы е зн ач ен и я .
В об щ ем  виде эт у  за д а ч у  м ож н о  за п и са ть  так: найти максим ум
ф ункции

П
F =  Y_, CjXj (3 2 )

. ; = і
при усл ов и ях

п
£  а пх,  =  Ь, ( £ =  1, т ) ,  (3 3 )
/'=>

д с /> 0  ( / = Л 7 п ) ,  (3 4 )

Xj —  целы е ( / = 1 ,  /г). (3 5 )

Если найти реш ен ие за д а ч и  (3 2 ) —  (3 5 )  симплексны м м ето
до м , то  оно  м о ж ет  ок а за ть ся  как целочисленны м , так  и нет (п р и 
м ером  за д а ч и  ли нейного  пр ограм м ир ования , реш ен ие которой  
в сегд а  я вл яется  целочисленны м , сл у ж и т  тран сп ор тн ая  з а д а ч а ) .  
В общ ем  ж е  сл уч ае д л я  оп р едел ен и я  опти м ал ьн ого  п л ана за д а ч и  
(3 2 )  — (3 5 )  т р ебую тся  специал ьны е м етоды . В н а ст о я щ ее  врем я  
су щ ест в у ет  несколько таких м етодов , из которы х н а и б о л ее  и з 
вестны м я в л я ется  м етод  Гом ори, в о сн ов е  котор ого  л еж и т  
описанны й выш е симплексны й м етод.

М е т о д  Г о м о р и .  Н а х о ж д е н и е  реш ения за д а ч и  ц ел оч и с
л ен н о го  п р ограм м ирования м етодом  Гом ори начинаю т с о п р ед е 
лени я сим плексны м  м етодом  опти м альн ого пл ана за д а ч и  (3 2 )  —
(3 4 )  б е з  уч ета  ц елоч ислен ности  перем енны х. П о сл е  то го  как этот  
план н ай ден , п р осм атр иваю т его  ком поненты . Е сли ср еди  ком по
нент нет д р обн ы х чисел, то  найденны й план яв л я ется  оп ти м ал ь
ным пл аном  за д а ч и  цел оч и сл ен н ого  п р ограм м и р ован и я (3 2 )  —
(3 5 ) .  Е сли ж е  в оптим альном  плане за д а ч и  (3 2 ) —  (3 4 ) п ер ем ен 
ная Xj приним ает д р о б н о е  зн а ч ен и е, то  к си стем е  уравн ен ий  (3 3 )  
д о б а в л я ю т  н ер ав ен ств о

I f  ( o j )  * , > / ( « * )  (3 6 )
і

и н а х о д я т  реш ение за д а ч и  (3 2 ) — (3 4 ) ,  ( 3 6 ) .
В н ер ав ен ств е  (3 6 ) afj и Ь? —  п р ео б р а зо в а н н ы е исходны е в е

личины а,•/ и bi, зн ач ен и я  которы х взяты  из п осл едн ей  сим плекс- 
таблиц ы , a f (aff) и f (b *) —  др о б н ы е части  ч исел  (п о д  д р обн ой  
частью  н ек о то р о го  числа а  пон им ается  наи м еньш ее н ео т р и ц а 
тел ьн ое числ о b так ое , что р а зн о сть  м е ж д у  а  и Ь есть  ц е л о е ) .  
Е сли в оптим альном  п л ане за д а ч и  (3 2 ) —  (3 4 )  д р обн ы е зн ачени я
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принимаю т несколько перем енны х, то  доп ол н и тел ьн ое н ер а в ен 
ство (3 6 ) о п р ед ел я ется  наи больш ей  д р о б н о й  частью .

Е сли в н ай ден ном  п л ане за д а ч и  ( 3 2 ) — (3 4 ) ,  (3 6 )  п ер ем ен 
ные приним аю т д робн ы е зн ач ен и я , то  сн ов а  д о б а в л я ю т  о д н о  д о 
полнительное огр анич ение и п р о ц есс  вы числений повторяю т. 
П ров одя  конечное число итераций, л и б о  получаю т оптимальны й  
план за д а ч и  ц елоч и сл ен н ого  програм м ир ования (3 2 ) —  (3 5 ) ,  л и бо  
устан ав л и в аю т  ее  неразреш и м ость .

Е сли тр еб о в а н и е  цел оч исл ен ности  (3 5 ) отн оси тся  лиш ь к н е
которы м перем енны м , то  таки е за д а ч и  назы ваю тся  частично  
ц ел оч ис л ен н ым и.  И х  реш ен ие т а к ж е  н а х о д я т  п оследовательн ы м  
реш ением  за д а ч , к а ж д а я  из которы х п ол учается  из пр еды дущ ей  
с пом ощ ью  введени я дополн ител ьного  ограничения . В этом  с л у 
чае такое огр анич ение им еет вид

I  (Ы),  (3 7 )
і

где у;, оп р едел я ю тся  из сл ед ую щ и х соотн ош ени й:
1) дл я  хц  которы е м огут приним ать нецелочислен ны е з н а 

чения,

! afj при af; >  О,

— — | а*|  при a t j <  0;

1 - /  (W )
2 ) дл я  Xj, которы е м огут принимать только целочисленны е  

зн ачени я,

С f{a*j) при f { a * ) < f { b t ) ,

Y"'=  {  [ 1 -  ' Ш  при Ц а * ) >  W )  ■
I  1 - f { b ? )

И з и зл о ж ен н о го  выш е сл ед у ет , что п р оц есс  о п р едел ен и я  опти
м ального плана за д а ч и  целоч ислен ного  програм м ир ования м ето
дом  Гом ори вклю чает сл ед у ю щ и е основны е этапы :

1. И сп о л ь зу я  симплексны й м етод, н аходя т  реш ен ие за д а ч и  
(3 2 ) —  (3 4 ) б е з  уч ета  тр ебов ан и я  целочислен ности  перем енны х.

2. С остав л я ю т доп олн и тельн ое огр анич ение дл я  перем енной, 
которая в оптим альном  плане за д а ч и  ( 3 2 ) — (3 4 ) им еет м ак си 
м альное д р о б н о е  зн ач ен и е, а в оптим альном  плане за д а ч и  (3 2 ) —
(3 5 ) д о л ж н а  бы ть целочисленной .

3. И сп о л ь зу я  двойственны й си м п л ек с-м етод , н аходят  р еш е
ние за д а ч и , п ол учаю щ ей ся  из за д а ч и  (3 2 ) —  (3 4 ) в р езул ь тате  
присоеди нени я допол н ительного  ограничения.

4. В сл у ч а е  н еобходи м ости  со ста в л я ю т ещ е од н о  до п о л н и 
тельное огр анич ение и п р о д о л ж а ю т  итерационны й п р оц есс  д о  
получения опти м альн ого плана за д а ч и  (3 2 )  —  (3 5 ) или у ст а н о в 
ления ее нер азр еш и м ости .
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2 .4 9 . М етод ом  Гом ори найти м ак си м альн ое зн ач ен и е ф ун к 
ции

F =  Зх і + 2 х 2 (4 0 )
при уел ОБ ИЯХ

( Х\ ~bXT2-f-X3 =  13,
х \ — х 2+ * 4 =  6, (4 1 )

— ЗХ[ - \гХ2-)гХ5=  9,
( j = T T 5 ) ,  (4 2 )

х,  —  целы е ( / =  1, 5 ) .  (4 3 )

Д а т ь  геом етрич ескую  ин тер претацию  реш ен ия за д а ч и . 
Р е ш е н и е .  Д л я  оп р едел ен и я  опти м ал ьн ого  пл ана за д а ч и

( 4 0 ) — (4 3 )  сн ач ал а  находи м  оптимальны й план за д а ч и  (4 0 )  —  
(4 2 ) (т а б л . 2 .2 8 ) .

Т а б л и ц а  2.28
і Базис Сб Ро

3 2 0 0 0

Р\ P i Ръ Р а Р,

1 Ръ 0 13 1 1 1 0 0
2 Р а 0 6 1 - 1 0 1 0
3 Ръ 0 9 - 3 1 0 0 1
4 0 - 3 — 2 0 0 0
1 Ръ 0 7 0 2 1 - 1 0
2 Я] 3 6 1 — 1 0 1 0
3 Ръ 0 27 0 - 2 0 3 1
4 18 0 - 5 0 3 0
1 Р 2 2 7 / 2 0 1 : 1 / 2 - 1 / 2 0
2 P i 3 19/2 1 0 1 / 2 1 / 2  * 0
3 Ръ 0 34 0 0 1 2 1
4 71 /2 0 0 5 /2 1 / 2 0

К ак видно из табл . 2 .2 8 , найденны й оптим альны й план X — 
=  (1 9 /2 ;  7 /2 ;  0; 0; 10) за д а ч и  (4 0 ) —  (4 2 ) не явл яется  опти м ал ь
ным пл аном  за д а ч и  (4 0 ) —  ( 4 3 ) ,  поскольку д в е  ком поненты  Х\ 

и Х2  им ею т нецел оч исл ен ны е зн ач ен и я . П ри этом  д р обн ы е части  
эти х  чисел равны  м е ж д у  со б о й . П о эт о м у  дл я  одн ой  из этих п ер е
менны х со ст а в л я ется  доп ол н и тел ьн ое огр анич ение. С оставим , 
нап ри м ер , такое огр анич ение д л я  перем енн ой  х 2. И з  п оследн ей  
си м п лек с-табли ц ы  (т а б л . 2 .2 8 )  им еем

* ї + ( 1 / 2 ) д с 3—  ( 1 /2 )  х 4 = 7 / 2 .
Таким о б р а зо м , к си стем е ограничений за д а ч и  (4 0 )  —  (4 2 )  

д о б а в л я ем  н ер ав ен ств о
/  (1 )  лг2 +  )  ( 1 /2 ) * з  +  /  ( - 1 / 2 ) х4 ( 7 / 2 ) ,  или 

( 1 / 2 ) * з + ( 1 / 2 ) х 4> 1 / 2 ,
т.  е.

х 3 +  х 4 > 1 .  (4 4 )

182



Т а б л и ц а  2.29

і Базис Се Ро
3 2 0 0 0 0

Pi Р 2 Рз Р а Рз Рб

1 Р 2 2 7 /2 0 1 1/2 - 1 / 2 0 0
2 Р 1 3 19/2 1 0 1/2 1 /2 0 0
3 Рь 0 34 0 0 1 2 1 0
4 Рь 0 — 1 0 0 — 1 —  1 0 1
5 71 /2 0 0 5 /2 1/2 0 0
1 Р 2 2 4 0 1 1 0 0 - 1 / 2
2 Pi 3 9 1 0 0 0 0 1/2
3 Рь 0 32 0 0 - 1 0 1 2
4 Р а 0 1 0 0 1 1 0 - 1
5 35 0 0 2 0 0 1/2

Н аходи м  теп ер ь м ак си м альн ое зн ач ен и е ф ункции (4 0 ) при вы
полнении условий ( 4 1 ) ,  (4 2 ) и (4 4 )  (т а б л . 2 .2 9 ) .

И з  та б л . 2 .2 9  видно, что и сх о д н а я  за д а ч а  ц ел оч и слен н ого  
пр ограм м ир ования им еет оптим альны й план Л '* =  (9; 4; 0; 1; 3 2 ) .  
П ри этом  плане зн ач ен и е цел евой  функции равно F  max —  3 5 .  Д а 
дим  геом етр ич ескую  ин терпретацию  реш ен ия за д а ч и . О бл астью  
доп усти м ы х реш ений за д а ч и  (4 0 ) —  (4 2 ) я в л я ется  м ногоугольник  
O A B C D  (ри с. 2 .3 ) .  И з рис. 2 .3  видн о, что м ак си м ал ьн ое зн ачен и е  
цел ев ая  ф ункция принимает в точке С  ( 1 9 /2 ;  7 / 2 ) ,  т. е. что Х  =  
=  (1 9 /2 ;  7 /2 ;  0; 0; 3 4 ) является  оптим альны м пл аном . Э то  н еп о 
ср едст в ен н о  видно и из та б л . 2 .2 8 . Так как Х =  (1 9 /2 ;  7 /2 ;  0; 0; 34)
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не я в л яется  оптим альны м планом  за д а ч и  (4 0 ) —  (4 3 ) (ч исл а 1 9 /2  
и 7 / 2 — д р о б н ы е), то  вводится доп ол н и тел ьн ое огр анич ение  
Хз +  *4 ^  Ь- И ск лю ч ая из него х 3 и х 4 подстановкой  в м есто  них 
со о тв етств у ю щ и х  зн ачени й  из уравнений систем ы  ограничений
( 4 1 ) ,  получим Х |< ! 9 .  Э том у н ер ав ен ств у  со отв етств ует  п ол уп л о
скость, огр анич енная  прям ой X i = 9 ,  отсек аю щ ей  от м н огоуголь
ника O A B C D  треугольник EF C.

К ак видно из рис. 2 .3 , областью , доп усти м ы х реш ений п ол у
ченной за д а ч и  является  м ногоугольник O A B E F D .  В точке  
Е  (9; 4 )  эт о го  многоугольника цел ев ая  ф ункция дан н ой  задач и  
приним ает м ак си м альн ое зн ач ен и е. Т ак как координаты  точ 
ки £  —  целы е числа и неизвестны е х 3, х 4 и х 3 приним аю т ц ел о ч и с
ленны е зн ач ен и я  при п одстан овк е в урав н ен и я  (41)  зн ачени й  
Х \ = 9  и х 2 =  4, то  X * —  (9; 4; 0; 0; 32 ) я вл яется  оптим альны м п л а 
ном за д а ч и  (4 0 ) —  (4 3 ) .  Э то  сл ед у ет  и из табл . 2 .29 .

2 .5 0 . М етодом  Гом ори найти реш ен ие за д а ч и , со ст о я щ ей  в 
оп р едел ен и и  м ак си м альн ого  зн ач ен и я  ф ункции

£  =  * , + 4 * 2  (4 5 )
при услов и я х

Г 2 * і + * 2 < 6 ‘/ з,
1 * , + 3 * 2< 4 ,  <4 6 >

Х\ , * 2 > 0 ,  (4 7 )

* 1, *2 —  целы е. (4 8 )

Д а т ь  геом етрическую  интерпретацию  реш ения за д а ч и .
Р е ш е н и е .  С ф ор м ул и р ован н ую  за д а ч у  перепиш ем  так: най

ти м ак си м альн ое зн ач ен и е функции

£  =  * , + 4 * 2  (4 9 )
при усл ов и я х  - **№*••

( 2 * ,+ "  *2 +  *з = 1 9 / 3 ,

I * , + 3 * 2  + * 4  =  4, (5 0 )

* ; > 0 ( / = Т 7 Т ) ,  (5 1 )

* 1, *2 —  целы е. (5 2 )

З а д а ч а  (4 9 ) —  (5 2 ) является  частично цел оч исл ен ной , так  
как перем енны е *з и * 4 м огут принимать нецелочислен ны е з н а 
чения.

Н а х о д и м  сим плексны м  м етодом  реш ен и е за д а ч и  (4 9 ) —  ( 51)  
(т а б л . 2 .3 0 ) .

П осл е II итерац ии  получаем  оптим альны й план дан н ой  з а 
дачи  Х = ( 0 ;  4 /3 ;  5; 0 ) .  П ри этом  п л ан е п ерем ен н ая  * 2 приняла
нец ел оч и сл ен н ое зн ач ен и е. П о эт о м у  н ео б х о д и м о  перейти к новой
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Т а б л и ц а  2.30

і Базис С, Ро
1 4 0 0

Р. Рт Ръ Р а

1 Р ъ 0 19/3 2 1 1 0

2 Р а 0 4 1 3 0 1

3 0 - 1 — 4 0 0

1 Р ъ 0 5 5 /3 0 1 - 1 / 3
2 Р ъ 4 4 /3 1 /3 1 0 1/3
3 16/3 1 /3 0 0 4 /3

за д а ч е , д о б а в и в  к си стем е ограничений ( 4 9 ) — ( 51)  ещ е од н о  
ограничение: ( l / 3 ) * i  +  ( 1 / 3 ) х ^  1 /3 , или

Х1 + Х 4 — X5 — I ( х 5 > 0 ) .  (5 3 )

Н а х о д и м  теп ер ь реш ен ие за д а ч и , со ст о я щ ей  в оп р еделен и и  
м ак си м альн ого  зн ач ен и я  ф ункции (4 9 ) при усл ов и ях  (5 0 ) ,  (51)  
и (5 3 ) .  Д а н н у ю  за д а ч у  реш аем  двойственны м  си м п л ек с-м етодом  
(т а б л . 2 . 3 1 ) .

Т а б л и ц а  2.31

і Б азис С» Ро
1 4 0 0 0

Р. Ръ Рз Ра Рз

1 Ръ 0 5 5 /3 0 1 - 1 / 3 0
2 Ръ 4 4 /3 1 /3 1 0 1 /3 0
3 Рь 0 — 1 - 1 0 0 —  1 1
4 16/3 1 /3 0 0 4 /3 0
1 Ръ 0 10/3 0 0 1 —  2 5 /3
2 Ръ 4 1 0 1 0 0 1/3
3 Р \ 1 1 1 0 0 1 — 1
4 5 0 0 0 1 1/3

И з та б л . 2.31 видно, что Х* =  (1; 1; 1 0 /3 ; 0; 0 ) я вл яется  оп ти 
мальным пл аном  построенн ой  за д а ч и . Т ак как при этом  п л ане п е
рем ен н ы е Х\ и х 2 принимаю т целы е зн ач ен и я , то  он т а к ж е  я в л я 
ется оптим альны м планом  исходн ой  за д а ч и  ( 4 9 ) — (5 2 ) .

Д а д и м  геом етр ич ескую  ин терпретацию  реш ен ия за д а ч и . Н а  
рис. 2 .4  п о к а за н а  о бл асть  доп усти м ы х реш ений за д а ч и  (4 9 ) —
( 51) .  И з  ри сун ка видно, что м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е цел ев ая  
ф ункция прин им ает в точке А  (0; 4 / 3 ) ,  т. е. что X —  (0; 4 /3 ;  5; 0 ) 
я вляется  оптим альны м планом за д а ч и  (4 9 )  —  ( 5 1 ) .  В т о  ж е  врем я  
Х = ( 0 ;  4 /3 ;  5; 0 ) не я вляется  пл аном  за д а ч и  (4 9 )  — ( 5 2 ) ,  так  
как п ерем ен н ая  х 2 приним ает д р о б н о е 'зн а ч ен и е . П о эт о м у  вводим
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доп ол н и тел ьн ое огр аничение * i + Х 4 ^  1, отк уда , п одстав л я я  в м е
сто  х 4 е г о  зн а ч ен и е  из второго урав н ен и я  систем ы  уравн ен ий  (5 0 ) ,  
пол учаем  *2 < 11 . Э том у  н ер ав ен ств у  на рис. 2 .4  со о тв етств ует  
пол упл оскость , огр ан и ч ен н ая  прямой Х2 = 1, о т сек аю щ ей  от м н о
гоугольника О А В С  треугольник A D E .  В об л а сти  O D E B C  н аходи м  
точку Е  (1; 1 ), в которой ф ункция (4 9 ) прин им ает м ак си м ал ь
ное зн а ч ен и е. Так как координаты  точки Е  —  целы е числа, то  
X* — (1 ; 1; 1 0 /3 ;  0 ) является  оптим альны м планом  за д а ч и  (4 9 ) —
( 5 2 ) .  Э то  видно и из та б л . 2 .31 .

3. Использование ППП ЛП АСУ для решения задач цело
численного программирования. К ак у ж е  отм еч ал ось  выш е, р еш е
ние за д а ч и  ц ел оч и слен н ого  пр ограм м ир ования м ож ет  бы ть н ай 
д ен о  с исп ол ьзован и ем  П П П  Л П  А С У . П ри этом  число п ер ем ен 
ных реш аем ой  за д а ч и  при операти вной  пам яти , равн ой 1024  
К бай т , не д о л ж н о  превы ш ать 4095 . Д л я  реш ен ия за д а ч  ц ел о ч и с
л ен н ого  п р ограм м ирования и сп ол ьзуется  м ето д  ветвей и границ.

П р о ц ес с  н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и  цел оч и сл ен н ого  п р о 
гр ам м и р ован и я с  исп ол ьзован и ем  П П П  Л П  А С У  вклю чает те ж е  
основны е этапы , что и при н а х о ж д ен и и  реш ен ия за д а ч и  л и н ей 
ного пр ограм м ир ования с  и сп ол ьзов ан и ем  д а н н о го  п ак ета. О д 
нако зд е с ь  им еется  некоторая сп ец и ф и к а в за п и си  исходны х д а н 
ных и в упр ав л яю щ ей  п р ограм м е. О сновной о собен н ость ю  зап и си  
целоч ислен ны х перем енны х я в л я ется  то, что в секции C O L U M N S  
за п и сь  к а ж д о г о  н абор а  целочисленны х перем енны х нач ин ается



и за к а н ч и в а ется  специальны м и м ар керам и , а в секции B O U N D S  
обязател ьн ы м  является  за д а н и е  верхних границ целочисленны х  
перем енны х. Э ти границы  о п р ед ел я ю тся  и сходя  из условий  к а ж 
д ой  конкретной за д а ч и .

В н ач але к а ж д о г о  н аб о р а  целочисленны х перем енны х в поле 2 
за п и сы в а ет ся  пр исвоен ное имя н ач ала н а б о р а  перем енны х (он о  
м ож ет  бы ть лю бы м  и д о л ж н о  отл ич аться  от др у ги х  исп ол ьзуем ы х  
м аркеров и и м ен ), в поле 3 ук а зы в а ет ся  клю чевое сл о в о  '^MAR
K E R 7, а в поле 5 зап и сы в ается  м аркер н ач ал а  н аб о р а  перем енны х  
/ !N T O R G / . В се  остальны е поля о ста ю тся  пустыми.

П о сл е  зап и си  д а н н о го  н а б о р а  целочислен ны х перем енны х  
в поле 2 ук азы в ается  им я конца н а б о р а  перем енны х, в пол е 3 
за п и сы в ается  кл ю чевое сл ов о  7M A R K E R 7, а в пол е 5 ук а зы в а ется  
м аркер конца н а б о р а  7IN T E N D 7.

2 .5 1 . И сп о л ь зу я  П П  Л П  А С У , найти реш ен ие за д а ч и  2 .49 , 
ц ел оч и сл ен н ого  пр ограм м ир ования , со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  
м ак си м альн ого  зн ач ен и я  ф ункции

F =  Зх ] - \ - 2 х 2 (5 4 )

при условиях

{ Х\ +  *2 +  -Хз =  13,

X i — Х2 +  Х4 =  6 , (5 5 )

—  Зх\-\~Х2 “ЕХ5 =  9,

X j ^ O ,  Xj —  целы е ( ) = 1 ,  5 ) .  (5 6 )

Р е ш е н и е .  В соответствии  с тр ебов ан и ем  П П П  Л П  АС У  
к а ж д о й  перем енн ой , целевой ф ункции и уравнениям  систем ы  
ограничений за д а ч и  присваиваем  им ен а. П ерем енны м  Х\, Х2 , Хз, 
х 4, Хь присвоим  соотв етств ен н о  им ена П Е Р Х 1 , П Е Р Х 2 , П Е Р Х З , 
П Е Р Х 4 , П Е Р Х 5 , целевой ф ункции —  имя Ф У Н К Ц И Я  и к а ж д о м у  
из урав н ен и й  (5 5 ) соотв етств ен н о  им ена О Г Р 1, О Г Р 2  и О Г Р З.

В соответствии  с введенны м и обозн ач ен и я м и  ц елевую  ф унк
цию  и си стем у  уравн ен ий  (5 5 ) перепи ш ем  сл едую щ и м  об р а зо м :

Ф У Н К Ц И Я  =  ЗП Е Р Х 1 + 2 П Е Р Х 2

О ГР1 =  П Е Р Х 1 +  П Е Р Х 2 -Г  П Е Р Х З

О Г Р 2 =  П Е Р Х 1 —  П Е Р Х 2  +  П Е Р Х 4

О Г Р З = — З П Е Р Х 1 +  П Е Р Х 2  + П Е Р Х 5

И сп ол ьзуя  п осл едн ю ю  си стем у  уравн ен ий , состав л я ем  м ат
рицу исходны х дан н ы х за д а ч и  (та б л . 2 .3 2 ) . 187



Т а б л и ц а  2.32

Строчные Столбцовые переменные Нижняя Верхняя
границапеременные ПЕРХ1 ПЕРХ2 ПЕРХЗ ПЕРХ4 ПЕРХ5 граница

Ф У Н К 
ЦИ Я 3 2

ОГР1 1 1 1 — — 13 13
ОГР2 1 - 1 — 1 — 6 6
ОГРЗ - 3 1 — — 1 9 9
Н иж няя

граница _ _ __ _ _ _ _
Верхняя

граница — — — — — — —

С пом ощ ью  та б л . 2 .3 2  зап и сы в аем  исходны е данн ы е на б л а н 
ке дл я  п о сл ед у ю щ ей  перф ор ации  (ри с. 2 .6 ) .  К ак видн о из рис. 2 .6 , 
за п и сь  исходн ы х данн ы х р ассм атр и в аем ой  за д а ч и  отл и ч ается  от  
зап и си  исходны х данн ы х такой ж е  за д а ч и  ли н ей н ого  пр ограм м и 
рования тем , что в секции C O L U M N S  н абор  целочисленны х п е
рем енн ы х н ач и н ается  и зак ан ч и в ается  специальны м и м аркерам и  
(н а ч а л у  н а б о р а  перем енны х пр исвоен о имя 1 МУІ ,  а концу н аб о р а  
перем енны х —  имя 1М У 2) и в секции B O U N D S  у к а за н а  в ер х 
няя гр аниц а дл я  к а ж д о й  из целочисленны х перем енны х исходн ой  
за д а ч и . В кач естве такой границы  в зя то  число 40 . В ы бор его  в о п 
р едел ен н ой  степени произволен . А  именно: из условий за д а ч и  
видно, что в ее  целочисленном  реш ении к а ж д а я  из перем енны х  
не м ож ет  принять зн ач ен и е, бол ьш ее 40. О тм етим , что за д а в а т ь

PROGRAM
..j.. .1— _j._L .А_ь. j u-J. "*■

INITIALZ
M O VE (XDATA , 'ПРИМЕР'>
MOVE(XPBNAME,'PRIM' )
CONVERT('SUMMARY')
BCDOUT
SETUP</BOUN D', 'R ', 'MIN* , 'NODES 't,40>
M O VE (XOBJ , 'ФУНКЦИЯ')
M O VE (XRHS , _'РЕСУРС'>
XGUARDPF=1
OPTIMIZE
SOLUTION
OPTIMIX<'COST',0,0, 0,0)
EXIT
PEND ,

Рис. 2.5
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1 10 20 30 40 50 6C
NAME ПРИМЕР ..г. 1
ROWS , , ,
N ФУНКЦИЯ
Е ОГР1
Е ОГР2
Е 0ГРЗ
COLUMNS

IMY1 'MARKER ' INTORB'
ПЕРХ1 ФУНКЦИЯ 3. 0 ОГР1 1.0
ПЕР XI 0ГР2 1.0 ОГРЗ -3.0
ПЕРХ2 ФУНКЦИЯ 2. 0 ОГР1 1.0
ПЕРХ2 0ГР2 -1.0 ОГРЗ 1.0
ПЕРХЗ ОГР1 1.0
ПЕРХ4 0ГР2 1.0
ПЕРХ5 ОГРЗ 1.0
ЇМУ2̂ “ 'MARKER ' INTEND'

RHS ........ .
РЕСУРС 0ГР1 13. 0 0ГР2 6. 0
РЕСУРС ОГРЗ 9. 0

BOUNDS
UP R ПЕРХ1 40. 0
UP R ПЕРХ2 40. 0
UP R ПЕРХЗ 40. 0 • t
UP R ПЕРХ4 40. 0
UP R ПЕРХ5 40. 0...........1.4. .і_л-ENDATA
/* • ... і

Рис. 2.6

слиш ком  больш и е верхни е границы  не сл ед у ет , так  как это  у в е 
личивает врем я реш ения за д а ч и .

П о сл е  зап и си  исходны х за д а ч и  на бл ан ке о п р ед ел я ем  у п р а в 
л яю щ ую  програм м у (рис. 2 .5 )  и проводим  реш ен ие за д а ч и . О но  
вы дается  в виде р я д а  отчетов о  п р о ц ессе  н а х о ж д ен и я  реш ения  
за д а ч и . О сновной из них пр иведен  в та б л . 2 .33 . С о д ер ж а щ и й ся

Т а б л и ц а  2.33
С ЕК Ц И Я  1 -  С ТРО К И

Н о 
мер Строка Тип Решение

Д ополн и 
тель н ая  пе

ременная
Н и ж н я я
граница

Верхняя
граница

Оценка
строки

1 Ф УНК
ЦИЯ BS 35.00000 35.00000— Нет Нет 1.00000

2 ОГР1 EQ 13.00000 13.00000 13.00000 2.00000—
3 ОГР2 EQ 6.00000 6.00000 6.00000
4 О ГРЗ EQ 9.00000 9.00000 9.00000
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Продолжение табл. 2.33 
С Е К Ц И Я  2 — С Т О Л Б Ц Ы

Но
мер

Строка Тип Решение
Коэффи

циент
целевой
функции

Нижняя
граница

Верхняя
граница

Оценка
столбца

5 ПЕРХ1 IV 9.00000 3.00000 40.00000 1.00000
6 ПЕРХ 2 IV 4.00000 2.00000 40.00000
7 ПЕРХ З IV 40.00000 2.00000—
8 ПЕРХ4 IV 1.00000 . 40.00000
9 ПЕРХ5 IV 32.00000 • 40.00000

в этой та б л и ц е  отчет о  реш ении исходной  за д а ч и  ц ел оч и слен н ого  
пр ограм м ир ования ничем не отл и ч ается  от отчета  реш ен ия з а 
дач и  ли н ей н ого  програм м ирования , за  исклю чением  лиш ь того, 
что в гр а ф е  «Тип» С Е К Ц И И 2 — С Т О Л Б Ц Ы  целочисленны е п ер е 
менны е им ею т об о зн а ч ен и я  IV.

И спользуя рассмотренные методы, найдите решение задач  2.52—2.58.

2.52. F =  7xi + * 2->-гпах;

{
9*1 +  4х2 +  хз = 1 1 0 ,

И х ,—Зх2 —х 4 =  24,

2x i—7х2 —х5 =  15,

к, ^  0, х; — целые ( / = 1 , 5 ) .

2.53. F =  —  5xi + 8x2— Зхз +  4х4 +  7х5 +  6 Х б - * - г п а х ;

{ — 2xi — Зх2 — 4хз +  2х4+  х5 +  х6< 2 4 ,

Зхі + 2хг +  3 х з +  Х4 +  2x5 +  х6< 3 0 ,

•— 4xi—  Х ч  —  5хз +  3x4 +  Х5 +  2хб <  60,

0 < х , < 10 , X; — целые (у =  1 , 6 ).

2.54. F =  60xi +  70 х 2 + 1 2 0 , 4хз+130х4-*-ш ах;

Х| +  Х2 +  Х з +  Х4=16,

Х | +  1,85x2+ Х з +  Х4 <1 6,

Х \  +  Х2 +  Хз +  Х 4 ^1 0,

4xi +  5 ,9x2  +  1 Охз +  13x4 100,

.6 ,3 x i +  5х2+  4х3+  3X4 < 1 0 0 .

X/ >  0, X, —  целые ( /= 1 ,4 ) .
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2.55. F —  5x і 4- 2хг— Зх3 +  2 x4 +  3xs—3*6-* m ax; 

5*1 -}- 6x 2 4x3 -)- 2x4—ЗХ5 -(- 5x6 — П ,

5 x i-f-5x2 “Ь 7хз-|- ЗХ5 -j- 5x6 — 10,

2x, - f  2x2 +  2x3 +  Зхз =  4,
x ; ^ 0 ,  х; — целые ( / = 1 , 6 ) .

2.56. Д л я  выполнения четырех видов землеройных работ могут быть 
использованы экскаваторы  четырех типов. П роизводительность экска
ватора г'-го типа при выполнении / - й работы задается  матрицей

0,9 0,6 0,7 0,9
0,7 0,8 0,9 0,8
0,8 0,6 0,8 0,9
0,8 0,7 0,9 0,7

Учитывая, что на каж дой из работ может быть занят только лиш ь один 
экскаватор и что все экскаваторы  долж ны  быть задействованы , найти 
такое распределение экскаваторов между работами, которое обеспечивает 
м аксимальную  производительность.

2.57. П ароход может быть использован для перевозки 11 наименова
ний груза, масса, объем и цена единицы каж дого из которых приведены 
в следующ ей таблице:

Параметры 
единицы груза

Номер груза

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

М асса (т) 80 62 92 82 90 60 81 83 86 65 83
Объем (м3) 100 90 96 110 120 80 114 60 106 114 86
Цена (тыс. руб) 4,4 2,7 3,2 2,8 2,7 2,8 3,3 3,5 4,7 3,9 4,0

На пароход может быть погружено не более 800 т груза общим объе
мом, не превыш аю щим 600 м3. Определить, сколько единиц каж дого 
груза следует поместить на пароход так, чтобы общ ая стоимость р а з
мещенного груза была максимальной.

2.58. И з листового проката нужно выкроить заготовки четырех 
видов. Один лист длиной 184 см можно р азрезать  на заготовки длиной 
45, 50, 65 и 85 см. Всего заготовок каж дого вида необходимо соответ
ственно 90, 96, 88 и 56 шт. Способы разр еза  одного листа на заготовки 
и величина отходов при каж дом способе приведены в следующей таблице:

Длина заготовки (см)
Количество заготовок, выкраиваемых из 

одного листа при разрезе способом

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

45 4 2 2 2 1 1 1 1 ___ _ — — —

50 — 1 — — 2 — 1 1 3 2 1 — 2

65 — — 1 — — 2 1 — — 1 2 1
85

4 44 29
1
9 39 9 24

1
4 34 19 4 34 14

Величина отходов (см)
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Определить, какое количество листов по каждому из способов сле
дует разрезать, чтобы получить нужное количество заготовок данного 
вида при минимальных общих отходах.

{ 2.3. ЗАДАЧИ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

1. Экономическая и геометрическая интерпретации задачи па
раметрического программирования. В о  м ногих за д а ч а х  м а т ем а 
ти ч еск ого  пр ограм м ир ования исходны е дан н ы е за в и ся т  от неко
т о р о го  п а р а м етр а . Т акие за д а ч и  н азы в аю тся  за д а ч а м и  п а р а м е
три ч еск ого  програм м ирования .

Р а ссм о т р и м  за в и си м ость  исходны х данны х от некоторого  
п а р а м етр а  прим енительно к основной  за д а ч е  ли н ей н ого  п р о гр а м 
м ирования.

З а д а ч а , в которой коэф ф ициенты  целевой  ф ункции линейно  
за в и ся т  от  п а р а м етр а  t, за к л ю ч а ется  в н а х о ж д ен и и  д л я  к а ж д о го  
зн ач ен и я  п ар ам етр а  t из пр ом еж утк а  его  изм ен ен ия [а , Р] м ак си 
м ал ьн ого  зн ач ен и я  ф ункции

( c l + c ' M x ,
/ =  І

при усл ов и я х
п

X  aijXj =  bi {і =  1, т ) ,
і -  1

х і >  0  ( / = ! .  « ) .

гд е  cj, с", chi и bi —  за д а н н ы е  постоянны е числа.
Е сли от п а р а м етр а  t  л и нейно зав и ся т  св о б о дн ы е члены с и с т е 

мы ограничений , то за д а ч а  состои т  в н а х о ж д ен и и  д л я  к а ж д о г о  
зн ач ен и я  п ар ам етр а  t из п р ом еж утк а  его  изм ен ен ия [а , р] м ак си
м ал ьн ого  зн ач ен и я  линейной ф ункции

П
F = l  CjXj (6 0 )

/ =  і

при усл ов и ях

п
X  aijXj =  b{-\-  bi t  ( і —  1, m ) ,  (6 1 )
/ =  і

x ; > 0  ( /  =  1, n) ,  (6 2 )

гд е  Cj, аі,, bi и b f —  за д а н н ы е  постоянны е ч исла.
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В том сл уч ае, когда от п ар ам етр а  / л и нейно за в и ся т  как к о эф 
ф ициенты  целевой ф ункции, так  и св ободн ы е члены систем ы  о г р а 
ничений, за д а ч а  состои т  в н а х о ж д ен и и  д л я  к а ж д о г о  зн ачени я  
п ар ам етр а  / из п р ом еж утк а  его  изм ен ен ия [а , р] м ак си м альн ого  
зн ач ен и я  функции

F = t  (с; +  Ф ) х /  (6 3 )
У - 1

при усл овиях
п

£  aijXi =  b'  +  b " t ( i =  1, т) ,  (6 4 )
i = i

Xj ^ 0  (у'=Т Г п). (6 5 )

О б о б щ ен и ем  этих за д а ч  является  о б щ а я  за д а ч а  п а р а м етр и 
ческого пр ограм м ир ования , в которой от п ар ам етр а  / линейно  
за в и ся т  коэф ф ициенты  при н еизвестны х в целевой ф ункции, 
коэф ф иц иенты  при неизвестны х в си стем е уравн ен ий  и св ободн ы е  
члены систем ы  уравнений . О на зак л ю ч ается  в сл ед ую щ ем . Д л я  
к а ж д о г о  зн ач ен и я  п ар ам етр а  /  из некоторого п р ом еж утк а  его  
и зм ен ен и я  [а , р] т р еб у ет ся  найти м ак си м альн ое зн ач ен и е ф унк
ции

F =  i  {cj  +  ф ) х і  (6 6 )
/ — 1

при услов и я х
п

£  (a!i +  a[}f)xi  — bf +  b r t  (і =  1, m ), (6 7 )
/=  і

Xj>0 (J =  T n ). (68)
Р еш ен и е  сф ор м ул и рован н ы х за д а ч  м ож н о  найти м етодам и  

ли н ей н ого  пр ограм м ир ования , о  чем б о л е е  п од р обн о  б у д ет  с к а 
за н о  в дал ьн ей ш ем . Р ассм отр и м  геом етр ич ескую  ин терпретацию  
за д а ч  п ар ам етр и ч еск ого  пр ограм м ир ования , остан ови вш и сь б о 
л ее  п о д р о б н о  на за д а ч е  (5 7 ) —  (5 9 ) .  П р ед п о л о ж и м , что м н о ж е 
ство неотри цательны х реш ений систем ы  линейны х уравнений  
(5 8 ) (м н огогран н и к  реш ен ий) не п усто  и вклю чает б о л е е  чем  
од н у  точку. Т огд а  и сход н ая  за д а ч а  состои т  в оп р едел ен и и  при 
к аж дом  зн ачени и  п ар ам етр а  / е  [а , р] такой точки м н огогр ан 
ника реш ений, в которой ф ункция (5 7 ) приним ает м ак си м альн ое  
зн ач ен и е. Ч тобы  найти ук а за н н у ю  точку, б у д ем  считать / =  /0 и, 
и спол ьзуя  геом етр ич ескую  и н терпретацию , находи м  реш ен ие п о 
лученной за д а ч и  ли н ей н ого  пр ограм м ир ования (5 7 ) —  (5 9 ) ,  т. е.
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л и б о  о п р ед ел я ем  верш ину м ногогранника реш ен ий, в которой  
ф унк ция (5 7 )  им еет м ак си м альн ое зн ач ен и е, л и б о  у ста н а в л и 
ваем , что при данн ом  зн ачени и  t0 за д а ч а  н ер а зр еш и м а . П осл е  
то го  как н ай ден а  точка, в которой при t =  t0 ф ункция (5 7 ) прини
м ает  м ак си м альн ое зн ач ен и е, и щ ется  м н о ж еств о  зн ачени й  t, 
дл я  которы х координаты  у к азан н ой  точки оп р едел я ю т опти м ал ь
ный план за д а ч и  (5 7 )  —  (5 9 ) .  Н ай ден н ы е зн ач ен и я  п а р а м етр а  t 
искл ю чаю тся из р ассм отр ен и я  и б ер ется  некотор ое н овое зн а ч е 
ние і, п р и н а д л еж а щ ее  п р ом еж утк у  [а , р]. Д л я  вы бр анного  зн а ч е 
ния п ар ам етр а  t\  о п р ед ел я ется  оптимальны й план полученной  
за д а ч и  или у ста н а в л и в а ет ся  е е  н ер азр еш и м ость . П о сл е  эт о го  
н а х о д и тся  о т р езо к  изм ен ен ия п ар ам етр а  /, п р и н а д л еж а щ и й  п р о
м еж у тк у  [а , Р ] , дл я  котор ого  н ай ден н ая  точка оп р ед ел я ет  опти
мальны й план или для которого за д а ч а  н ер а зр еш и м а . В р езу л ь 
та те  п осл е  конечного числа ш агов дл я  к а ж д о г о  зн ачен и я  п а р а 
м етра t  из п р ом еж утк а  [а , р] л и бо  н аходи тся  оптимальны й план, 
л и б о  у ста н а в л и в а ет ся  н ер азр еш и м ость  за д а ч и .

2 .5 9 . П редп ри я ти е д о л ж н о  вы пустить дв а  вида продукции А  
и В,  дл я  изготовлен ия которы х исп ол ьзуется  три вида сырья. 
Н ормы  р а с х о д а  сы рья к а ж д о г о  вида на п р о и зв о дст в о  единицы  
продукции д а н н о го  вида приведены  в та б л . 2 .34 . В ней ж е  у к а 
заны  за п а сы  сы рья к а ж д о г о  вида, которое м о ж ет  бы ть и сп о л ь зо 
вано на п р о и зв о дст в о  единицы  продукции д а н н о г о  вида.

И зв ест н о , что цена единицы  продукции м о ж ет  изм ен яться  
дл я  и здел и я  А от 2  д о  12 р уб ., а дл я  и здел и я  В  —  от 13 д о  3 руб ., 
причем эти изм ен ен ия оп р едел я ю тся  соотн ош ен и ям и  Сі = 2  +  1, 
Гг =  13— t, где

Д л я  к а ж д о г о  из в озм ож н ы х зн ачени й  цены единицы  пр одук
ции к а ж д о г о  из видов найти такой план их п р о и зв о дст в а , при ко
тором  о б щ а я  стои м ость  продукции я в л я ется  м аксим альной.

Т а б л и ц а  2.34

Вид
сырья

Нормы расхода сырья на произ
водство единицы продукции Запасы

сырья
А В

I 4 1 16
II 2 2 22

III 6 3 36

Р е ш е н и е .  П р ед п о л о ж и м , что пр едп ри яти е изготовит X | 
еди ни ц  продукции А  и Хг еди ни ц  продукции В.  Т огда  м а тем а ти 
ч еская  постановк а за д а ч и  состои т  в оп р едел ен и и  дл я  к а ж д о г о  
зн ач ен и я  п ар ам етр а  / ( 0 ^ / ^ 1 0 )  м ак си м ал ьн ого  зн ачени я
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ф ункции \ ■

f = ( 2 + / ) x i + ( 1 3 — t )x2 (6 9 )

при усл ов и ях

Г 4х1 +  Х2 <  1 6,

і  2 х , + 2 х 2< 2 2 ,  (7 0 )

С 6хі +  3 х 2< 3 6 ,

Х | ,  Х г ^ О .  ( 71)

Ч тобы  найти реш ен ие за д а ч и  (6 9 ) —  ( 7 1 ) ,  строим  м н огоугол ь
ник реш ений, оп р едел яем ы й систем ой  линейны х н еравен ств  (7 0 )  
и усл овием  неотри цател ьности  перем енны х ( 71)  (ри с. 2 .7 ) .  П о 
сл е этого , п ол агая  t  =  0, строим  прям ую  2 х і +  13х2 =  26
(ч исл о 26 взято  п р ои звол ьн о) и вектор ( Ґ  =  (2; 13) .  П ер ед в и га я  
построенн ую  прям ую  в направлении вектора С  , видим , что п о 
сл едн ей  об щ ей  точкой ее  с м ногоугольником  реш ений O A B C D  
является  точка Л (0; 11) .  С л едов ател ь н о , за д а ч а , п олученн ая из 
за д а ч и  (6 9 ) —  ( 71)  при  ̂=  0 , им еет оптим альны й план А ^ = ( 0 ;
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11) .  Э то  о зн а ч а ет , что есл и  ц ен а  единицы  продукц ии  А  равна  
2 +  0  =  2 р у б ., а цена единицы  продукции В  р ав н а 13— 0 =  13 р уб ., 
то  оптим альны м пл аном  п р о и зв о дств а  яв л я ется  план, со гл а сн о  
к отор ом у п р ои зв оди тся  11 и здел и й  В  и не п р о и зв о дя тся  и з д е 
лия А.  П ри таком  пл ане п р о и зв о дств а  продукции ее  стои м ость  
м ак си м альн а и равн а F m3X— 143.

П ол ож и м  теп ер ь /  =  2 и построим  прям ую  (2  +  2 )* i  +  
+  ( 1 3 — 2 ) х 2 =  4 х ] +  1 1^2 =  44  (ч исло 44 в зя то  п р ои зв ол ьн о) и 

вектор Сі = ( 4 + 1 1 ) .  П ер ед в и га я  построенн ую  прям ую  в н а п р а в л е
нии вектора С і, видим , что п осл едн ей  ее  о б щ ей  точкой с м н ого
угольником  реш ений я вл яется  точка А  (0; 11). С л едов ател ь н о , з а 
д а ч а , п ол ученн ая из за д а ч и  (6 9 ) —  (71)  при /  =  2, им еет оп ти м ал ь
ный план Х * = ( 0 ;  11). Э то о зн а ч а ет , что если цена единицы продук
ции А  равн а 2 +  2 =  4 р у б ., а цена единицы  продукции В  равна  
13— 2 = 1 1  р у б ., то  предприятию  т а к ж е  н а и б о л ее  ц е л е со о б р а зн о  
п р ои зв оди ть  11 ед . продукции вида В  и сов сем  не п р ои зв оди ть  
продукц ию  вида А.  П ри таком  пл ане п р о и зв о дст в а  продукции ее  
о б щ а я  стои м ость  яв л я ется  м аксим альной и со ст а в л я ет  F max =  
=  (2  +  2 ) -0  +  ( 13— 2) - 11 =  121 руб.

К ак видно из рис. 2 .7 , данн ы й план п р о и зв о дст в а  продукции  
б у д ет  о став аться  оптимальны м д л я  всякого зн ач ен и я  /, пока пр я
м ая (2  +  7)агі +  (1 3 — /) ЛГ2 =  Л не стан ет  п ар алл ельн ой  прямой  
2* і + 2 * о  =  22. Э то  п р ои зой дет  т о гд а , когда  (2  +  /)  / 2 =  ( 1 3 — /)  / 2 ,  
т. е. при г" =  5 ,5 . П ри этом  зн ачени и  / координаты  л ю бой  точки  
о т р езк а  А В  д а ю т  оптимальны й план за д а ч и  (6 9 ) —  ( 71) .

Таким о б р а зо м , дл я  в сякого  0 = ^ /< ; 5 ,5  з а д а ч а  ( 6 9 ) — (71)  
им еет оптимальны й план X J =  ( 0 ; 11 ) ,  при котором  зн ач ен и е ц е л е 
вой ф ункции (6 9 ) есть

^шах =  (2 +  0 - 0  + ( 1 3 - 0  - 1 1 = 1 4 3 - 1 1 / .

В озьм ем  теп ер ь  к ак ое-н и будь  зн ач ен и е п ар ам етр а  /, бол ьш ее  
5 ,5 , наприм ер 6 . П о л а га я  / =  6 , н ай дем  реш ен и е соотв етств ую щ ей  
за д а ч и  (6 9 ) —  ( 7 1 ) .  Д л я  это го  построим  прям ую  (2  +  6 ) * i +  
+  (1 3 — 6)*2 =  8* i +  7*2 =  56  (ч исл о 56  в зя т о  п р ои зв ол ьн о) и век

тор С 2 =  (8 ; 7). П ер ед в и га я  построенн ую  прям ую  в направлении  
вектора бГ2, видим , что п осл ед н ей  ее  об щ ей  точкой с м н огоугол ь
ником реш ений яв л я ется  точка В  (1; 10) .  С л ед о в а т ел ь н о , за д а ч а ,  
п ол учен н ая  из за д а ч и  (6 9 ) —  ( 71)  при / =  6 , им еет оптимальны й  
план X f  =  (1; 10) .  Э то  о зн а ч а ет , что если  цена единицы  пр одук 
ции А  р ав н а  2 +  6  =  8 р у б ., а цена единицы  продукции В  равна  
13— 6 =  7 р у б ., то  оптимальны м планом  е е  и зготов лен и я  явл яется  
план, с о гл а сн о  котором у п р ои зв оди тся  о д н о  и зд ел и е  вида А  и 
10 и здел и й  вида  В.  П ри этом  плане о б щ а я  стои м ость  п р о и зв о ди 
м ой продукции м ак си м альн а: F max — 8 - 1 + 7 *  10 =  78 руб .
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К ак видно из рис. 2 .7 , план K f = ( l ;  10) яв л я ется  оп ти м ал ь
ным планом  за д а ч и  (6 9 ) —  ( 71)  д л я  всякого / > 5 , 5  д о  т ех  пор, 
пока прям ая ( 2 +  t )x\  + ( 1 3  — t ) x 2 =  h не ста н ет  парал лел ьн ой  
прямой 6 x 1 + 3 x 2  =  36. Э то  п р о и зо й д ет  т о гд а , когда (2  +  / ) / 6  =  
=  (1 3 — 0 / 3 ,  т. е. при /  =  8. П ри этом  зн ачен и и  / координаты  л ю 
бой точки о т р езк а  В С  д а ю т  оптим альны й план за д а ч и  (6 9 ) —  
( 71 ) .

Таким о б р а зо м , д л я  всяк ого  5 , 5 ^ / < 8  за д а ч а  (6 9 )  —  (71)  
им еет оптимальны й план Л ? = ( 1 ;  10) ,  при котором  зн ач ен и е л и 
нейной ф ункции (6 9 ) со став л я ет

f max =  (2 +  0 - 1 + ( 1 3 - 0 - 10=  1 3 2 - 9 / .

И сп о л ь зу я  рис. 2 .7  и пр оводя  анал огичны е р а с с у ж д е н и я , п о 
лучим , что дл я  всякого 8 ^ / ^ 1 0  оптим альны м пл аном  за д а ч и  
(69) — (71) явл яется  X f = ( 2 ;  8). Э то  о зн а ч а ет , что есл и  цена  
единицы  продукции вида А  зак л ю ч ен а  м е ж д у  (или р а в н а ) 10 и 
12 р уб ., а единицы  продукции В  —  м е ж д у  (или р ав н а) 3 и 5 руб ., 
то  оптимальны м  планом  е е  п р о и зв о дств а  явл яется  такой план, 
со гл а сн о  к отором у и зготов л я ется  2 ед . продукции вида А  и 12 ед . 
продукции вида В.  П ри этом  плане п р о и зв о дст в а  продукции ее  
о б щ а я  стои м ость  дл я  к а ж д о г о  зн ач ен и я  п ар ам етр а  8 ^ / ^  10
С О С Т Я В Л Я 0Т  F m a x  1 0 8 - 6 / .

Таким о б р а зо м , пол учаем  с л ед у ю щ ее  реш ен ие за д а ч и  (6 9 ) — 
( 71 ) :  есл и  0 ^ / 5, 5,  то оптимальны м  планом  я в л яется  X*  =  
= ( 0 ;  11) ,  причем / гт а х =  1 4 3 — 11/; есл и  5 , 5 ^ / ^ 8 ,  то оп ти м ал ь
ным пл аном  яв л я ется  X f  = ( 1 ;  10), причем F max =  132 — 9/; н а к о 
нец, если  8 ^ / ^  10, то оптим альны й план X f  =  (2; 8), причем  
F  max =  108 —  6 /.

Используя геометрическую интерпретацию задачи параметриче
ского программирования и считая, что — о о < / < о о ,  найдите решение 
задач 2.60 и 2.61.

2.60. F '=  6х і +  (4  + / )  хз +  ( 1 2  — / ) x4->-max;

І
х і— х2 +  хз = 2 8 ,

— Xi +  ЗХ2+  х4 = 2 0 ,  

— l/2 x i + 2 х 2+  х5 =  24, 

хц х2, ..., х5> 0 .  

2.61. F — 5x i—(3 +  / )х 2+ ( 4  +  / )x 4->-max;

{хі — 2х2 +  хз = 1 2 ;

2xi +  х2 -р х4 —— 10,

З х і  + 2 х 2 +  Х5 =  2 4 ,

Xi, х2, ..., х5> 0 . 197



Составьте математические модели задач  2.62 и 2.63.
2.62. Д л я  производства п видов продукции, сбыт которой обеспе

чен, предприятие использует т  видов сырья. Нормы расхода сырья г-го 
вида  на производство единицы продукции /-го вида равны a,,-
/ = 1 ,  п ) .  И звестна так ж е и прибыль от реализации единицы продукции 
/'-го вида, равн ая с, (/ =  1, от). П редприятие может использовать не бо
лее чем Ы  +  b"t  ( /= 1 ,  от) единиц сырья г-го вида, где t — некоторый п ар а 
метр, значения которого принадлеж ат промежутку изменения (а, р). Д л я  
каж дого значения t определить план производства продукции, при кото
ром прибыль от ее реализации является максимальной.

2.63. В производственном объединении п видов продукции могут 
производиться от технологическими способами. П отребность в продукции 
каж дого  вида определяется числами ( / =  1, от). Количество г-й продук
ции, изготовляемой / -м технологическим способом в единицу времени, 
равно a'j +  а,"/, где t — некоторый парам етр Д л я  каж дого
значения парам етра t определить план производства продукции, согласно 
которому необходимое количество продукции каж дого вида будет изго
товлено за  минимальное время.

2. Н а х о ж д ен и е  решения за д а ч и  п ар ам етр и ч еск ого  п р огр ам 
м и ровани я. Р е ш е н и е  з а д а ч и ,  ц е л е в а я  ф у н к ц и я  
к о т о р о й  с о д е р ж и т  п а р а м е т р .  П р о д о л ж и м  р а ссм о т р е
ние за д а ч и  (5 7 ) —  (5 9 ) .  С читая зн ач ен и е п ар ам етр а  t равны м н е
к отор ом у числу /0 е [ а ,  р], находи м  сим плексны м  м етодом  или 
м етодом  иск усств ен н ого  б а зи с а  реш ен ие пол ученн ой таким о б р а 
зом  за д а ч и  ли нейного  програм м ирования .

В р езу л ь та те  при дан н ом  зн ачени и  to л и б о  н ай дем  опти м ал ь
ный план за д а ч и  (5 7 ) —  (5 9 ) ,  л и б о  устан овим  ее н ер азр еш и м ость . 
В первом  сл уч ае, и сп ол ьзуя  элем енты  ( т - \ -  1 ) -й строки последней  
сим п л ек с-табли цы  реш ения за д а ч и , в которой зап и сан ы  числа  
Д і (to) =  Д/ + 10 А," н а х о д и м :

Д л я  в сех  L ^ / ^ Г з а д а ч а  (5 7 ) —  (5 9 ) им еет один и тот ж е  
оптим альны й пл ан, что и при to.

В том сл уч ае , если  за д а ч а  (5 7 ) — (59)  при / 0 н ер а зр еш и м а , 
в ( т +  1 ) - й строке п осл едн ей  сим п л ек с-табл и цы  ее  реш ения и м е
ется  число A/t =  A* +  /0A s < 0 ,  гд е  х ,4< 0  (г =  1, от). Т огда:

1) если A ’k =  0, т о  за д а ч а  (5 7 ) —  (5 9 ) н ер а зр еш и м а  дл я  л ю 
б о го  /;

2 ) если  Д * < 0 ,  т о  за д а ч а  (5 7 )  —  (5 9 ) н ер а зр еш и м а  для всех  
t < t i  =  — Д*/Д"*;

L =
ш ах ( — A'j/Aj),  если  су щ еств у ет  Д /(>  0; 

— оо , если Д " ^ 0 ;
(7 2 )

m in ( — A'j/A'j'), если сущ ест в у ет  Д "< с0; 

оо , если  в се Д " ^ 0 .
(7 3 )
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3 ) если  S.'k> 0, то  за д а ч а  (5 7 ) —  (5 9 ) н ер а зр еш и м а  дл я  всех  
t >  11.

О п р едел и в  все зн ачен и я  п ар ам етр а  ( є [ а ,  р ] , д л я  которы х  
з а д а ч а  (5 7 ) —  (5 9 ) им еет один и тот ж е  оптим альны й план или 
дл я  которы х за д а ч а  н ер а зр еш и м а , пол учаем  п р о м еж у т о к  и зм ен е
ния п ар ам етр а  t, которы й исклю чаем  из р а ссм отр ен и я . С нова  
п ол агаем  зн ач ен и е п ар ам етр а  і равны м н екотором у числу, при
н а д л е ж а щ е м у  п р ом еж утк у  [а , р], и находи м  реш ен ие полученной  
за д а ч и .

П о сл е  конечного числа итераций оп р ед ел я ется  л и б о  п р о м е ж у 
ток, в котором  дл я  в сех  зн ачен и й  п ар ам етр а  з а д а ч а  им еет один  
и тот ж е  оптим альны й план, л и б о  пр ом еж уток , в котором  д л я  в сех  
зн ачен и й  п ар ам етр а  за д а ч а  не им еет реш ения.

И так , п р о ц есс  н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и  (5 7 )  —  (5 9 ) вклю 
ч ает с л ед у ю щ и е  этапы:

1. С ч итая  зн ач ен и е п ар ам етр а  t равны м некотор ом у числу  
( о є ( а ,  Р ] , н а х о д я т  оптимальны й план X*  или устан ав л и в аю т  
н ер азр еш и м ость  полученной за д а ч и  ли нейного  п р огр ам м и р о
вания.

2. О п р едел яю т м н о ж еств о  зн ачени й  п ар ам етр а  /  є  [а , р], дл я  
которы х найденны й оптим альны й план явл яется  оптимальны м  
или з а д а ч а  н ер а зр еш и м а . Эти зн ачени я п ар ам етр а  исклю чаю т  
из рассм отр ен и я .

3. П о л а га ю т  зн ач ен и е п ар ам етр а  t равны м некотор ом у чи
сл у , п р и н а д л еж а щ ем у  о став ш ей ся  ч асти  п р ом еж утк а  [а , р ] , и 
сим плексны м  м етодом  н а х о д я т  реш ен ие полученной за д а ч и  л и 
н ейн ого п р ограм м ирования .

4. О п р едел я ю т м н ож еств о  зн ачени й  п ар ам етр а  t, д л я  кото
ры х новый оптимальны й план о ст а ет ся  оптим альны м  или за д а ч а  
н ер а зр еш и м а . В ы числения повторяю т д о  тех  пор, пока не б у д у т  
и ссл едов ан ы  все зн ачени я п ар ам етр а  / є [ а , р ] .

2 .6 4 . Д л я  в сех  зн ачени й  п а р а м етр а  t ( — о о < / < о о )  найти  
м ак си м альн ое зн ач ен и е ф ункции

F =  2 x t +  (3 +  40*2 (7 4 )

при усл овиях

Хі~{-Х2-^-Хз = 12,

, Х\ Л" 2 + * 4  : = 1 0 ,  (7 5 )

—  Х\ Х2 - \ - Х ь =  6,

Л'!, Л'2, ..., Л'г, ^  0. (7 6 )

Р  е  ш е н и е . С читая в цел евой  ф ункции исходн ой  за д а ч и  з н а 
чение п ар ам етр а  t  равным 0 (ч исло 0  в зя т о  п р о и зв о л ь н о ), нахо-
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дим  сим плексны м  м етодом  ее оптим альны й план X f t  = ( 3 ;  9; 0; 
16; 0 )  (т а б л . 2 .3 5 ) .  П о сл е  эт о го  о п р ед ел я ем  зн ач ен и я  п ар ам етр а  /, 
д л я  которы х X(f =  (3; 9; 0; 16; 0) о ста ет ся  оптимальны м  планом . 
О чевидн о, эт о  б у д ет  т о гд а , к огда  ср еди  эл ем ен тов  4-й  строки  
п осл ед н ей  сим п лек с-табл и цы  (кром е эл ем ен та , сто я щ его  в с т о л б 
ц е вектора Ро) не б у д ет  отрицательны х, т. е. при 2 ,5  + 2 1 ^ 0  и 
0 , 5 +  2 / ^ 0 ,  отк уда  / ^ — 0 ,2 5 . И так , если  / е  [— 0 ,2 5 , о о ) ,  то  
з а д а ч а  (7 4 ) —  (7 6 ) им еет оптимальны й план (3; 9; 0; 16; 0 ) ,  
при котором  Р тах= 3 3  +  36 /.

Т а б л и ц а  2.35

і Базис С6 Ро
2 3 +  4/ 0 0 0

Pi P i Рз P i Рь

1 Р з 0 12 1 1 1 0 0
2 P i 0 10 1 — 1 0 1 0
3 Рь 0 6 —  1 1 0 0 1
4 0 —2 1СО1 0 0 0
1 Р з 0 6 2 0 1 0 — 1
2 P i 0 16 0 0 0 1 1
3 P i 3  +  4 / 6 — 1 1 0 0 1

18 +  2 4 / — 5 — 4 / 0 0 0 3  +  4 /

1 р , 2 3 1 0 1/2 0 - 1 / 2
2 P i 0 16 0 0 0 1 1
3 P i 3  +  4 / 9 0 1 1/2 0 1/2
4 3 3  +  3 6 / 0 0 2,5 +  2/ 0 0,5 +  2/

В о зь м ем  т еп ер ь  н екоторое зн ач ен и е  п а р а м етр а  /, м еньш ее  
чем — 0 ,2 5 . Т о гд а  эл ем ен т, стоящ ий в 4-й  стр оке сто л б ц а  век
тора  Р 5 п осл ед н ей  сим п лек с-табл и цы  (т а б л . 2 .3 5 ) ,  ста н ет  отр и ц а 
тельны м. С л едов ател ь н о , при д ан н ом  зн ач ен и и  п а р а м етр а  /  план  
X =  (3; 9; 0; 16; 0 ) не яв л я ется  оптимальны м . П о эт о м у  переходи м  
к новом у оп ор н ом у пл ану, д л я  ч его  исклю чим  из б а зи с а  век
тор  Р а и в в едем  в него вектор Р 5 (та б л . 2 .3 6 ) .

Т а б л и ц а  2.36

і Базис Сб Ро
2 3 +  4/ 0 0 0

Pi Pi Рз Pi Ръ

1 P i 2 11 1 0 0,5 0,5 0
2 Ps 0 16 0 0 0 1 1
3 Р 2 3 +  4/ 1 0 1 0,5 - 0 , 5 0
4 25 +  4/ 0 0 2,5 +  2/ - 0 , 5 - 2 / 0



П олученны й новый план Х * = ( 1 1 '  1; 0; 0; 16) яв л яется  оп ти 
мальны м при 2 ,5  +  2 ^ ^ 0  и — 0 ,5 — 2 t ^ Q ,  т. е. при — 1 , 2 5 ^ / ^  
^ 0 , 2 5 .  Таким о б р а зо м , если  ( є  [— 1,25; — 0 ,2 5 ] ,  то  за д а ч а  
(7 4 )  —  (7 6 ) им еет оптим альны й план X f = ( l l ;  1; 0; 0; 16) ,  при 
котором  / ?тах =  2 5 + 4 / .

Н ай дем  теперь реш ен и е за д а ч и  при — 1,25. В этом  сл уч ае  
эл ем ен т, стоя щ и й  в 4-й стр оке сто л б ц а  вектора Р 3 та б л . 2 .3 6 , о т 
ри цател ен . С л ед ов ател ь н о , зап исанн ы й в т а б л и ц е  опорны й план  
не я в л я ется  оптим альны м . П ер еход и м  к новом у опор ном у пл ану, 
дл я  ч его  исклю чим из б а зи с а  вектор P i  и введем  в него вектор Р 3 
(т а б л . 2 .3 7 ) .

Т а б л и ц а  2.37

і Базис С6 Ро
2 3 +  4/ 0 0 0

Pi Рг Рз Рз Рь

1 Р\ 2 10 1 - 1 0 1 0
2 Рз 0 16 0 0 0 1 1
3 Рз 0 2 0 2 1 — 1 0
4 20 0 1Ю1 0 2 0

П олученны й опорный план явл яется  оптимальны м дл я  л ю 
б о го  t  такого , что — 5 — 4 ^ ^ 0 ,  т. е. д л я  — 1,25.

С л едов ател ь н о , д л я  t е  (— оо;  — 1,25] и сх о д н а я  за д а ч а  им еет  
оптимальны й план A 'f = ( 1 0 ;  0; 2; 0; 16) ,  при котором  F max —  20.

И так , если / є  (— оо,  — 1 ,2 5 ], то  з а д а ч а  (7 4 ) —  (7 6 ) им еет  
оптим альны й план X f = ( 1 0 ;  0; 2; 0; 16) ,  а / ='тах =  20; есл и  
/<= [— 1,25; — 0 ,2 5 ] ,  то  X f =  (11; 1; 0; 0; 16) —  оптимальны й план, 
a f max =  25 +  4 /; если l e a  [— 0 ,25 , о о ) ,  т о  Х $ =  (3; 9; 0; 16; 0 ) —  
оптим альны й план, а / гтах= 3 3  +  36<.

2 .65 . П р едп р и яти е дл я  и зготовлен ия различны х и здел и й  А , В  
и С  исп ол ьзует  три в и да  сырья. Н ормы  р а с х о д а  сы рья к а ж д о г о  
вида на п р о и зв о дст в о  единицы  продукции д а н н о го  в и да  п р иве
дены  в та б л . 2 .38 . В ней ж е  у к а за н а  ц ен а  и здел и я  к а ж д о г о  вида.

Т а б л и ц а  2.38

Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) на единицу продукции

А В с

1 18 15 12
II 6 4 8
III 5 3 3

Ц ена единицы про
дукции (руб) 9 10 16



И зд ел и я  А ,  В  и С  м огут пр оизводи ться  в лю бы х соотн ош ен и ях  
(сбы т о б е сп еч ен ). О дн ак о  п р ои зв одств о  огранич ено им ею щ им ся  
в р а сп о р я ж ен и и  предп ри яти я сы рьем I вида в кол ичестве 3 6 0  кг, 
II вида —  в кол ичестве 192 кг и III вида  —  в кол ичестве 180 кг.

Н айти  план п р о и зв о дств а  издел и й , р еа л и за ц и я  которого о б е с 
печ ивает м аксим альны й вы пуск продукции в стои м остн ом  вы ра
ж ен и и . О дн ов рем ен н о с этим  провести ан ал и з утойч ивости  оп ти 
м ал ьн ого  плана за д а ч и  при усл ов и я х  в о зм о ж н о г о  изм енения  
цены  единицы  к а ж д о г о  из издел и й .

Р е ш е н и е .  С оставим  м атем ати ческ ую  м одель  за д а ч и . О б о 
зн ачи м  пл анируем ы й вы пуск и здел и й  вида А  ч ер ез Х\ ,  издел и й  
вида В  —  ч ер ез х 2 и изделий вида С  —  ч ер ез х 3. Т огда  м а т ем а 
ти ч еск ая  п остан ов к а за д а ч и  состоит  в оп р едел ен и и  м ак си 
м альн ого  зн ач ен и я  ф ункции

F  =  9 x , +  10x2+ 1 6 x 3 (7 7 )

при усл ов и ях
г  18х( 15 х 2 +  12 х 3 ^  360 ,

< 6 х , +  4 х 2+  8 х 3< 1 9 2 ,  (7 8 )

4. Бхі +  Зх 2 +  Зх 3 ^  180,

Xi, х 2, х 3^ 0  (7 9 )

Н ай дем  реш ен ие за д а ч и  (7 7 ) —  (7 9 ) сим плексны м  м етодом .
О но п р и в еден о в табл . 2 .39  (п о д р о б н о е  реш ен ие за д а ч и  приведен о  
в § 1.4, см . за д а ч у  1. 41) .

Т а б л и ц а  2.39

' I Б ази с Сб Ро
9 10 16 0 0 0

Р. Р-2 Ръ Р а Ръ Ръ

1 Р 2 10 8 1 1 0 1 /9 - 1 / 6 0
2 Рз 16 20 1 /4 0 1 — 1 /1 8 5 /2 4 0
3 Рб 0 96 5 /4 0 0 - 1 / 6 - 1 / 8 1
4 400 5 0 0 2 /9 5 /3 0

И з этой  таблицы  видно, что оптимальны м планом  п р о и зв о д 
ств а  и здел и й  А ,  В  и С  является  план, с о гл а сн о  к отором у п р о и з
води тся  8 и здел и й  в и да  В , 20  издел и й  в и да  С и не п р ои зв одя тся  
и здел и я  в и да  А.  П ри этом  плане о б щ а я  стои м ость  изготовляем ой  
продукции м ак си м альн а и равн а 4 0 0  руб .

У становим  теп ер ь в озм ож н ы е границы  изм ен ен ия цен к а ж 
д о г о  из и здел и й , внутри которы х найденны й оптимальны й план
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пр о и зв о дств а  продукции не м ен яется . Н ачн ем  с и здел и я  вида А.  
П р ед п о л о ж и м , что его  цена  С\ равн а не 9  р уб ., a 9  +  4  р у б ., 
где t\ —  некоторы й п ар ам етр  (оч ев и дн о , м о ж н о  счи тать  — 9 <  
< / , <  о о ) .  Т о гд а  тр еб у ет ся  найти таки е зн ачен и я  п а р а м етр а  4 ,  
при которы х найденны й план 2 Г * = (0 ;  8; 20 ) р еа л и зу ёт  м ак си 
м альное зн ач ен и е функции

F —  (9  +  4 ) x i  -) 10x2 +  16х3

при усл ов и ях  (7 8 ) и ( 7 9 ) .  Ч тобы  с д ел а т ь  это , б у д ем  считать  
Сі =  9  +  4  и с учетом  это го  состави м  т а б л . 2 .4 0 , в которой первы е  
три строки возьм ем  из та б л . 2 .3 9 , а 4 -ю  строку вы числим по п р а 
вилам , рассм отрен ны м  в § 1.4.

Т а б л и ц а  2.40

і Базис С б Ро
9 -J- і\ 10 16 0 0 0

Р\ P i Яз Р а Ps Я6

1 P i 10 8 1 1 0 1/9 - 1 / 6 0
2 Яз 16 20 1/4 0 1 — 1/18 5 /24 0
3 Я6 0 96 5/4 0 0 - 1 / 6 - 1 / 8 1
4 400 5 — 4 0 0 2 /9 5 /3 0

К ак видно из та б л . 2 .4 0 , план Х * =  (0; 8; 20 ) яв л я ется  оп ти 
мальны м дл я  построенн ой  за д а ч и  п ар ам етр и ч еск ого  п р ограм м и 
рован ия при 5 — 4 1 + 0 ,  т. е. при 11 ^ 5 .  Э то  о зн а ч а ет , что если  
цена Сі о д н о го  и здел и я  вида  А  м еньш е или р ав н а 14 р уб ., то  з а 
д а ч а  (7 7 ) —  (7 9 ) им еет оптим альны й план Х * = ( 0 ;  8; 2 0 ) ,  т. е. 
предп ри яти ю  н е ц е л е со о б р а зн о  вклю чать в план п р о и зв о дств а  
продукции вы пуск издел и й  вида А  при условии , что цена о д н ого  
так ого  и зд ел и я  не превы ш ает 14 р уб . П ри этом  за м ети м , что, 
п р ед п о л а га я  возм ож н ы м  и зм ен ен и е цены  о д н о го  и зд ел и я  А,  мы 
счи таем , что в се остальны е и сходн ы е дан н ы е за д а ч и  остаю тся  
неизм енны м и.

А н ал оги ч н о м о ж н о  пок азать , что если цена Сг о д н о го  и з д е 
лия вида В  и зм ен яется  от 8  д о  20  р у б ., т. е. если 8  < + 2  < 1 2 0 , то  
оптимальны м планом  п р о и зв о дств а  продукции я в л я ется  план, 
со гл а сн о  к отором у и зготов л яется  8 и здел и й  вида В  и 20  и здел и й  
вида С.  О тм етим , что при изм ен ен ии цены  о д н о го  и зд ел и я  вида  
В  мы считаем  постоянны ми в се остальны е и сходн ы е дан н ы е з а 
дачи . О дн ов р ем ен н о  с этим зам ети м , что хотя  указанн ы й план и 
о ста ет ся  оптим альны м , зн ачен и я  целевой  ф ункции при разн ы х  
зн ач ен и я х  Сг неодинаковы . Н ак он ец , анал огич но пок азы в ается , 
что если цена с з о д н ого  издел и я  вида С  и зм ен я ется  от 8  д о  20  руб .,



т. е. 8 Сз < 1 2 0 , т о  оптимальны м планом п р ои зв одств а  продукции  
т а к ж е  является  план, со гл а сн о  котором у п р ои зв оди тся  8  издели й  
вида В  и 20  издел и й  вида С.

Мы провели ан ал и з чувствительности  опти м ал ьн ого  плана  
за д а ч и  (7 7 ) — (7 9 ) при в озм ож н ом  изм енении цены к а ж д о г о  из 
и здел и й . А н ал оги ч н о м ож н о  провести ан ал и з чувствительности  
опти м ал ьн ого  плана этой за д а ч и  при одновр ем енн ом  изм енении  
зн ачени й  нескольких коэф ф иц иентов  целевой функции.

Р е ш е н и е  з а д а ч и ,  п р а в ы е  ч а с т и  о г р а н и ч е 
н и й  к о т о р о й  с о д е р ж а т  п а р а м е т р .  А лгоритм  р еш е
ния за д а ч и  (6 0 ) —  (6 2 ) п о д о б ен  р ассм отр ен н ом у вы ш е алгоритм у  
реш ен ия за д а ч и  (5 7 ) —  (5 9 ) .

П о л а га я  зн ач ен и е п ар ам етр а  t  равным некотор ом у числу to, 
находи м  реш ен ие полученной за д а ч и  л и нейного  п р огр ам м и р ов а
ния (6 0 ) —  (6 2 ) .  П ри дан н ом  зн ачени и  п ар ам етр а  t0 л и б о  о п р ед е 
ляем  оптимальны й план, л и б о  устан ав л и в аем  нер азр еш и м ость  
за д а ч и . В первом  сл у ч а е  найденны й план явл яется  оптимальны м  
д л я  л ю б о го  7 ^  где

L=

7 =

m ax  ( — q i / p i ), если  сущ еств ую т р , >  0; 

— оо, если  все 0;

m in ( — qi/pi), если сущ еств ую т р ; < 0 ;  

оо , если все 0,

и числа q, и р, определены  ком понентам и опти м альн ого плана  
и за в и ся т  от to:

** =  <р-И ор,

Е сли при t =  to за д а ч а  (6 0 ) —  (6 2 ) н ер а зр еш и м а , то  л и бо  
ц ел ев ая  ф ункция за д а ч и  (6 0 ) не огранич ена на м н о ж еств е  п л а 
нов, л и б о  си стем а  уравнений ( 61)  не им еет неотрицательны х  
реш ений. В первом сл уч ае за д а ч а  н ер а зр еш и м а  дл я  всех  
t є  [а , р], а во втором  сл у ч а е  оп р едел яем  все зн ачени я п а р а 
м е т р а / є  [а , р], дл я  которы х си стем а  уравн ен ий  ( 61)  н есов м естн а, 
и искл ю чаем  их из р ассм отр ен и я .

П о сл е  оп р едел ен и я  п р ом еж утк а , в котором  за д а ч а  (6 0 ) —  (6 2 )  
им еет один и тот ж е  оптимальны й план или н ер а зр еш и м а , вы би
раем  новое зн ач ен и е  п ар ам етр а  t, не п р и н а д л еж а щ ее  н ай ден н ом у  
п р ом еж утк у , и находи м  реш ен ие полученной за д а ч и  л и нейного  
пр ограм м ир ования . П ри этом  реш ение новой за д а ч и  ищ ем с по
м ощ ью  дв ой ств ен н ого  си м п л ек с-м етода . П р о д о л ж а я  и тер ац и он 
ный п р оц есс , п осле конечного числа ш агов  получаем  реш ение  
за д а ч и  (6 0 )  —  ( 62) .
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И так , п р о ц есс  н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и  (6 0 )  —  (6 2 ) вклю 
чает сл ед у ю щ и е основны е этапы :

1. С читая зн ач ен и е п ар ам етр а  / равны м н ек отор ом у числу  
/о є  [а , р], н а х о д я т  оптим альны й план или уста н а в л и в а ю т  н е р а з
реш им ость  полученной за д а ч и  л и нейного  пр ограм м ир ования .

2. Н а х о д я т  зн ач ен и я  п ар ам етр а  / є  [а , р ] ,  для которы х з а 
д а ч а  (6 0 ) —  (6 2 ) им еет один и тот ж е  план или н ер а зр еш и м а . 
Э ти зн ачен и я  п ар ам етр а  t  искл ю чаю т из р ассм отр ен и я .

3. В ы би раю т зн ач ен и е п ар ам етр а  t  из оста в ш ей ся  ч асти  п р о 
м еж утк а  [а ,  Р] и устан ав л и в аю т в о зм о ж н о ст ь  о п р едел ен и я  н о 
вого  опти м альн ого  пл ана. В сл у ч а е  су щ еств ов ан и я  опти м альн ого  
плана н а х о д я т  его  двойственны м  си м п л ек с-м етодом .

4. О п р ед ел я ю т м н ож еств о  зн ачени й  п ар ам етр а  /, д л я  которы х  
за д а ч а  им еет один  и тот ж е  новы й оптим альны й план или н е р а з
реш им а. В ы числения пр оводят  д о  т ех  пор, пока не б у д у т  и ссл е 
дованы  в се зн ач ен и я  п а р а м етр а  t є  [а ,  р ] .

2 .6 6 . Д л я  к а ж д о г о  зн ач ен и я  п ар ам етр а  t ( — о о < / < о о )  
найти м ак си м альн ое зн ач ен и е ф ункции

F =2>Х\— 2 х 2 +  5 х 3— 4хб (8 0 )

при усл ов и я х

{ Xi х 2 +  хз = 1 2  +  /,

2х)\— х 2 + х 4 = 8  +  4 /,  ( 81)

—  2 x i  +  2 x 2 + х 5 = 1 0 — 6 / ,

Xi, х 2, ..., х 5 ^ 0 .  (8 2 )

Р е ш е н и е .  С читая зн ач ен и е п ар ам етр а  / в си стем е  у р а в н е
ний (81)  равным нулю , находи м  реш ен ие за д а ч и  (8 0 )  —  (8 2 )  
(т а б л . 2 . 41 ) .

Т а б л и ц а 2.41

і Базис Сь Ро
3 - 2 5 0 — 4

Я, Ро Яз я , я 5

1 Яз 5 12 +  / 1 1 1 0 0

2 P^ 0 8 +  4 / 2 - 1 0 1 0

3 Я 5 - 4 1 0 - 6 / — 2 2 0 0 1

4 20  +  2 9 / 10 — 1 0 0 0

1 Яз 5 7 +  4 / 2 0 1 0 - 1 / 2

2 Я, 0 13 +  / 1 0 0 1 1 / 2

3 Я2 - 2 5 - 3 / - 1 1 0 0 1 / 2

4 2 5  +  2 6 / 9 0 0 0 1 / 2



К ак видно из та б л . 2 .4 1 , Х * =  [0; 5 — 3/; 7 +  4 /; 13 +  /; 0 )  при 
/ =  0  есть  оптимальны й план за д а ч и . О чевидн о, я в л я ется  оп ти 
мальны м планом  и т о гд а , когда  ср еди  его  ком понент не о к а ж ется  
отри цател ьны х чисел, т. е. при 5 — 3 / ^ 0 ;  7 +  4 / ^ 0 ;  13 +  / ^ 0  или 
при — 7 / 4 ^ / ^ 5 / 3 .  Таким о б р а зо м , есл и  / є  [— 7 /4 ,  5 / 3 ] ,  то  
X * — (0; 5 — 31; 7 +  4 /; 13 +  /; 0) —  оптимальны й план за д а ч и  
(8 0 )  —  ( 8 2 ) ,  при котором Р тах =  25  +  2 6 /.

И с с л е д у е м  теп ерь, им еет ли за д а ч а  оптим альны е планы при 
/ >  5 /3 .  Е сл и  / >  5 /3 ,  т о  5 —-3/ <  0  и, сл ед о в а тел ь н о , X  =  (0; 5 — 3/; 
7  +  4 /; 13 +  /; 0 )  не явл яется  планом  за д а ч и . П о эт о м у  при / >  5 /3  
н уж н о перейти к новом у плану, который был бы в то  ж е  время и 
оптим альны м . Э то  м ож н о  с д ел а т ь  в том  сл уч ае , когда  в строке  
вектора Р 2 им ею тся отри цательны е числа x'2j. В дан н ом  сл учае  
эт о  у сл о в и е  вы полняется. П о эт о м у  переходим  к новом у о п о р 
н ом у пл ану, дл я  чего введем  в б а зи с  вектор Р\  и исключим из него  
вектор Р 2 (т а б л . 2 .4 2 ) .

Т а б л и ц а  2.42

і Базис С, Ро
3 - 2 5 0 — 4

Р, Рз Рз Рз Рь

1 Р з 5 1 7 - 2 / 0 2 1 0 1 / 2
2 Р 4 0 1 8 - 2 / 0 1 0 1 1
3 Р 1 3 - 5  +  3/ 1 — 1 0 0 - 1 / 2
4 7 0 - / 0 9 0 0 5

К ак видно из та б л . 2 .42 , X* — ( — 5 +  3/; 0; 17 — 2 /; 18 — 2 /; 0) —  
оптим альны й план за д а ч и  д л я  в сех  /, при которы х 17— 2 / ^ 0 ;  
18— 2 / ^ 0 ;  — 5 +  3 / ^ 0 ,  т. е. при 5 / 3 ^ / ^  1 7 /2 . С л едов ател ь н о , 
есл и  /е=[5/3, 1 7 /2 ], то Х * = (  — 5 +  3/; 0; 1 7 - 2 / ;  1 8 - 2 / ;  0) я в л я 
ется  оптимальны м  планом исходн ой  за д а ч и , причем F = 7 0 — /.

Е сли / >  1 7 /2 ,  т о  Xi =  ( — 5  +  3 /; 0; 17— 2/; 18— 2 /; 0 )  не яв л я 
ется  пл аном  за д а ч и , так  как третья ком понента 17— 2 / есть отр и 
ц а тел ьн ое число. П оск ольк у ср еди  эл ем ен тов  1 -й строки та б л . 2 .42  
нет отри цательны х, при / >  1 7 /2  и сход н ая  за д а ч а  н ер азр еш и м а.

И ссл ед у ем  теп ер ь  р а зр еш и м ость  за д а ч и  при / <  — 7 /4 .  В этом  
сл у ч а е  Х = ( 0 ;  5 — 3/; 7  +  4/; 13 +  /; 0 ) (см . т а б л . 2 .4 1 ) не является  
пл аном  за д а ч и , так  как третья ком понента 7 +  4 / есть  о т р и ц ател ь
н ое число. Ч тобы  при дан н ом  зн ачени и  п а р а м етр а  найти оп ти 
мальны й план (э т о  м ож но' сдел а т ь , так  как в стр оке вектора Р 3 
стои т  отри ц ател ь н ое число — 1 / 2 ) ,  н у ж н о  исклю чить из б а зи са  
вектор Рз  и ввести в б а зи с  вектор Рь (т а б л . 2 .4 3 ) .

206



Т а б л и ц а  2.43

і Базис С0 Ро
3 —2 5 0 —4

Ps я 2 Ръ Ра Ро

1 Ps — 4 - 1 4 - 8 / - 4 0 - 2 0 1
2 Р а 0 20 +  5/ 3 0 1 1 0
3 я 2 - 2 12 +  / 1 1 1 0 0
4 32 +  30/ 11 0 1 0 0

Как видно из табл . 2 .43 , Л * = ( 0 ;  12 +  /; 0; 20  +  5 /; — 14 — 8/) 
яв л я ется  оптим альны м  планом  за д а ч и  д л я  в сех  зн ачени й  п а р а 
м етра /, при которы х — 14— 8 / ^ 0 ;  20  +  5 /1 + 0 ;  12 +  / ) + 0 ,  т. е. 
при — 4 + ] / + — 7 / 4 .  Таким о б р а зо м , есл и  — 4 +  / ^ — 7 / 4 ,  то  з а 
д а ч а  (8 0 ) —  (8 2 ) им еет оптим альны й план 2/* =  (0; 12 +  /; 0; 
2 0  +  5 /; — 14 — 8 /), при котором  / 7тах =  32 +  30 /.

И з  т а б л . 2 .4 3  т а к ж е  видно, что при / < — 4 за д а ч а  н е р а з р е 
ш им а, поскольку в стр оке вектора Р а нет отрицательны х эл е м ен 
тов.

И так , если / є ( —  оо,  — 4 ) ,  то  за д а ч а  не им еет опти м ал ьн ого  
пл ана; если  / є [  — 4, — 7 /4 ] , то  А * = ( 0 ;  1 2 + / ;  0; 20  +  5/; 
— 14— 8 /) — оптимальный план, а / гп|ах =  32 +  30/; если / е ( — 7/ 4 ,  
5 / 3 ] ,  т о  = ( 0 ;  5 — 3/; 7 +  4 /; 13 +  /; 0) —  оптим альны й план, 
a Frnax =  25  +  2 6 /; если  /«=  [5 /3 ,  1 7 /2 ], то  * f = ( - 5  +  3/ ;  0; 1 7 - 2 / ;  
18— 2/; 0 ) — оптимальны й пл ан, а Р тах =  7 0 — /; есл и  / є  [ 1 7 /2 ,  
о о ) ,  т о  за д а ч а  н ер азр еш и м а.

2 .6 7 . Д л я  п р о и зв о дств а  продукции тр ех  видов А,  В  и С  н е о б 
ходим ы  три различны х вида сырья. К аж ды й  из видов сы рья м о 
ж ет  бы ть и сп ол ьзов ан  в о б ъ ем е , соотв етств ен н о  не больш ем  чем  
180, 2 1 0  и 2 4 4  кг. Н ормы  за т р а т  к а ж д о г о  из видов сы рья на е д и 
ницу продукции д а н н о го  вида и ц ен а  единицы  продукции д а н н о го  
в ида приведены  в та б л . 2 .44 .

Т а б л и ц а  2.44

Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) на единицу продукции

изделие А изделие В изделие С

1 4 2 1
и 3 1 3

111 1 2 5

Ц ена единицы про 10 14 12
дукции (руб.)
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О п р едел и ть  план п р о и зв о дств а  продукции, обесп еч и в аю щ и й  
м аксим альны й вы пуск ее  в стои м остн ом  вы р аж ени и , и провести  
а н а л и з устой чи вости  опти м ал ьн ого  пл ана относител ьно в о зм о ж 
ных изм ен ен ий  о б ъ ем о в  к а ж д о г о  из испол ьзуем ы х видов сырья.

Р е ш е н и е .  П р ед п о л о ж и м , что и здели й  вида  А  п р о и зв о 
ди тся  Х\ еди ни ц , и здел и й  вида  В —  х 2 еди н и ц  и и здел и й  вида
С  —  х з еди ни ц . Т огд а  дл я  о п р едел ен и я  опти м ал ьн ого  плана п р о
и зв од ств а  н у ж н о  реш ить за д а ч у , со ст о я щ у ю  в м ак си м изац ии  
ц ел ев ой  ф ункции

F =  1 Oxi -f- і 4x2~Ь 12хз (S3)

при усл овиях

С 4лГ| -(-2x2-)- 180,

\  3*1 +  х 2 -)- Зхз ^  210 , (8 4 )

 ̂ Х\ -f- 2хг -|- 5хз s j  244 ,

х\ ,  Х 2, х 3 > 0 .  (8 5 )

Р еш ен и е  за д а ч и  ( 8 3 ) — ( 85)  симплексны м м етодом  п р иве
д ен о  в т а б л . 2 .45 .

Т а б л и ц а  2.45

і Базис Со Ро
10 14 12 0 0 0

Р . P i Рз Р а Р 5 Рб

1 Р а 0 180 4 2 1 1 0 0
2 Рь 0 210 3 1 3 0 1 0
3 Рь 0 244 1 2 5 0 0 1
4 0 — 10 — 14 — 12 0 0 0
1 P i 14 90 2 1 1/2 1/2 0 0
2 Рь 0 120 1 0 5 /2 - 1 / 2 1 0
3 Рь 0 64 — 3 0 4 — 1 0 1
4 1260 18 0 — 5 7 0 0
1 P i 14 82 19/8 1 0 5 /8 0 - 1 / 8
2 Рь 0 80 2 3 /8 0 0 1/8 1 — 5/8
3 Рь 12 16 - 3 / 4 0 1 - 1 / 4 0 1/4
4 1340 57/4 0 0 23/4 0 5 /4

И з этой  таблицы  видно, что при оптим альном  плане п р о и зв о д 
ства и здел и й  д о л ж н о  быть и зготов л ен о  82  и здел и я  вида В  и 16 и з 
д ел и й  вида С.  П ри д ан н ом  плане о б щ а я  стои м ость  и здел и й  равна  
1340 руб .

П р о в ед ем  теп ер ь ан ал и з устой чи вости  н а й д ен н о го  плана о т 
носительн о в о зм о ж н ы х  изм ен ен ий  сы рья к а ж д о г о  вида. Н ачнем
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с сы рья I вида. П р ед п о л о ж и м , что п р о и зв о дств о  и здел и й  о гр а н и 
чено не 180 кг сы рья I ви да , а 180 + 1\ кг, гд е  t\ —  некоторы й п а р а 
метр, которы й в общ ем  сл у ч а е  м о ж ет  приним ать как п о л о ж и тел ь 
ные, так  и отрицательны е зн ачен и я. Таким о б р а зо м , с л ед у ет  н а й 
ти таки е зн ач ен и я  п ар ам етр а  — оо < / | < о о ,  при которы х з а 
д а ч а , со ст о я щ а я  в оп р едел ен и и  м ак си м альн ого  зн ач ен и я  ф ункции

при усл ов и я х

F =  1 Ох і +  14хг +  12хз

|^ 4 x i + 2 x 2 +  Хз 180 +  / і , 

s Зхі +  Х2 +  Зхз<! 210, 

v Х |+ 2 х г  +  5 х з ^ 2 4 4 ,  

xi, х2, Х з> 0 ,

имеет оптим альны й план Х * = ( 0 ;  82;  16) .

(86)

(8 7 )

(88)

Т а б л и ц а  2.46

і Базис Се Ро
10 14 12 0 0 0

Р| Ро Ро Р  4 Ро Ро

1 Р 2 14 ы 19/8 1 0 5 /8 0 - 1 / 8
2 Рб 0 Ь'ь 23 /8 0 0 1/8 1 — 5/8
3 Рз 12 Ь'з - 3 / 4 0 1 - 1 / 4 0 1/4
4 F'o 57 /4 0 0 23 /4 0 5/4

Н ай дем  реш ен ие за д а ч и  пар ам етр и ч еск ого  п р о гр а м м и р о в а 
ния (8 6 )  —  (8 8 ) .  П ри к а ж д о м  зн ачени и  п ар ам етр а  t\  оп ти м ал ь
ный план за д а ч и  (8 6 ) —  (8 8 ) о п р ед ел я ется  из та б л . 2 .4 6 , отл и ч аю 
щ ей ся  от п осл ед н ей  сим п л ек с-табл и цы  (т а б л . 2 .4 5 ) лиш ь э л е 
м ентам и сто л б ц а  вектора Р 0, которы е обозн а ч и м  ч ер ез  №, Ь'ъ 
и Ьз. У к азанн ы е числа п р едстав л яю т со б о й  ком поненты  р а зл о 
ж ен и я  вектора Ро по векторам , о б р а зу ю щ и м  п оследний  б а зи с ,  
т. е. по векторам  Рг, Рь, Рз- С л едов ател ь н о ,

=  В " 'Р о ,

где В ~ 1 —  м атри ц а, о б р а т н а я  м атри це В,  состав л ен н ой  из п ер в о 
начальны х ком понент векторов Р 2, Р 5 и Рз. У к азан н ая  м атри ца  
В ~ '  за п и са н а  в си м п л ек с-табл и ц е (т а б л . 2 .4 6 ) в с т о л б ц а х  векто-
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ров, о б р а зу ю щ и х  первоначальны й единичны й б а зи с , т. е. в с т о л б 
ц ах  векторов Р 4, Я5 и Р 6. Таким о б р а зо м ,

Н айденны й вектор Р о оп р ед ел я ет  оптимальны й план Х  =  
=  (0; 8 2 + ( 5 / 8 ) / г ;  16— (1 / 4 )  і і ) за д а ч и  (8 6 ) —  (8 8 )  д л я  л ю б о го  
зн ач ен и я  п ар ам етр а  1і, при котором зн ач ен и я  8 2 + ( 5 / 8 ) / i ,  
8 0  +  (1 /8 )Л  и 16 — (1 /4)^і п олож и тельны . В м есте  с тем  X  б у д ет  
со в п а д а т ь  с оптимальны м планом  Х* =  (0; 82; 16) за д а ч и  (8 3 ) —  
(8 5 ) лиш ь при зн ачени и  t \ =  0 . Э то  о зн а ч а ет , что всякое, хотя бы 
са м о е  н езн ачи тел ьн ое, изм ен ен и е о б ъ ем о в  сы рья I вида приведет  
к и зм ен ен ию  опти м ал ьн ого  пл ана за д а ч и  (8 3 ) —  ( 8 5 ) .  Н апр им ер, 
есл и  им ею щ и еся  в р асп ор я ж ен и и  пр едприятия объем ы  сырья
I вида увеличить на 8  е д .,  то  оптимальны м пл аном  п р ои зв одств а  
продукции является  план Х* =  (0; 82  +  ( 5 /8 ) - 8 ;  16 — (1 / 4 ) - 8 )  =  
=  (0; 87;  14) ,  со гл а сн о  к отором у и зготов л я ется  87  и здел и й  ви
д а  В  и 14 издел и й  вида С.  П ри дан н ом  пл ане п р о и зв о дств а  п р о
дукц ии  о б щ а я  стои м ость  и зготов л я ем ы х и здел и й  состав и т  
1386 р уб . т. е. в о зр а ст ет  на 4 6  руб.

П р о в ед я  аналогичны е р а с с у ж д е н и я , м о ж н о  пок азать , что 
есл и  объем ы  сы рья II ви да , вы деленны е п р едп ри яти ю , ум ен ь
ш ить не б о л е е  чем на 80  кг, то  оптимальны м  планом  п р о и зв о д 
ств а  продукции оста н ется  план, со гл а сн о  котором у с л ед у ет  и зг о 
товить 82  и здел и я  вида В  и 16 и здел и й  вида С.  Таким о б р а зо м , 
оптимальны й план за д а ч и  (8 3 ) —  (8 5 ) ок азы в ается  устойчивы м  
относител ьно изм ен ен ий в ук азан н ы х вы ш е о б ъ е м а х  сырья
II вида.

Н ак он ец , ан ал оги ч н о м о ж н о  пок азать , что оптим альны й план  
А * = ( 0 ;  82; 16) за д а ч и  (8 3 ) —  (8 5 ) не устойчив по отнош ен ию  
к изм ен ен иям  о б ъ ем о в  сы рья III вида.

М ы провели ан ал и з ч увствительности  опти м ал ьн ого  плана  
за д а ч и  (8 3 )  —  (8 5 ) к изм ен ен ию  объ ем о в  к а ж д о г о  из видов сы рья  
по отдельности . А н алоги ч н о м о ж н о  провести  а н а л и з чувствител ь
ности опти м альн ого  плана этой  за д а ч и  при одн ов р ем ен н ом  и зм е
нении о б ъ ем ов  сы рья нескольких видов.

Р е ш е н и е  з а д а ч и ,  ц е л е в а я  ф у н к ц и я  и п р а 
в ы е  ч а с т и  о г р а н и ч е н и й  к о т о р о й  с о д е р ж а т  
п а р а м е т р .  И сп ол ьзуя  описанны е выш е алгоритм ы  реш ения  
за д а ч  п ар ам етр и ч еск ого  пр ограм м и р ован и я , м о ж н о  найти р еш е
ние за д а ч и , в которой от п ар ам етр а  t ли нейно за в и ся т  как  
коэф ф ициенты  целевой ф ункции, так  и св об о дн ы е члены системы  
уравнений .
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2 .68 . Н айти м ак си м альн ое зн ач ен и е  ф ункции

F =  (8—5 / ) х ( +  (9—3/)х2+ ( —3 +  5/)ха—(2 +  4/)х4 

при услов и я х

{ х \—  х г + х 3 =  2 4 — 12/,

—Xi + 2хг +  Х4 =  — 18+10/,

Xi,  х 2 ^ 0 ,  / є ( — о о ,  + о о ) .

Р е ш е н и е .  С читая зн ач ен и е  п ар ам етр а  / равным числу 2 
(ч и сл о  2 в зя то  п р о и зв о л ь н о ), находи м  сим плексны м  м етодом  
реш ен ие пол ученной за д а ч и  ли н ей н ого  програм м ир ования  
(т а б л . 2 .4 7 ) . Т а б л и ц а  2.47

( Ба.ин Сб Рз
8 - 5 / 9 - 3 / - 3  +  5/ - 2 - 4 /

Р, Рз Рз Р,

1 Рз - 3  +  5/ 2 4 - 1 2 / 1 — 1 1 0
2 Р< — 2 - 4 / - 1 8 + 1 0 / — 1 2 0 1
3 — 36 +  208/ — 100 /2 14/ — 9 — 10/ - 0 0

— 10
1 Рз — 3 +  5/ СЛ 1 1 /2 0 1 1/2
2 Рз 9 — 3/ - 9  +  5/ - 1 / 2 1 0 1/2
3 -  1 2 6 + 1 6 8 /- 5 0 / 2 9 / - 1 4 0 0 5 / +  5

И з т а б л . 2 .4 7  видно, что если / =  2, то  Х $ =  (0; — 9 +  5 /; 15— 7/; 
0 ) — оптимальны й план за д а ч и . Таким он я вляется  и дл я  тех  
зн ачени й  п ар ам етр а  /, при которы х 9 / — 1 4 ^ 0  и 5 / +  5 ^ 0 ,  а с р е 
д и  ком понент вектора нет отри цательны х чисел. Эти н ер а в ен 
ств а  вы полняю тся при / ^  1 4 /9 . С н ач ал а  такие зн ач ен и я  п а р а 
м етр а / и р ассм отр и м .

Н айденны й вектор я вляется  оптимальны м планом  за д а ч и  
при 15— 7 / ^ 0  и — 9 +  5 /^ sO , т. е. 9 / 5 < 1 / < !  1 5 /7 . И так , если  
9 / 5 < С / ^ 1 5 / 7 ,  то  Х $ =  (0; 15— 7/; — 9 +  5 /; 0 ) — оптимальны й  
план за д а ч и , при котором  F max=  1 2 6 + 1 6 8 / — 5 0 /2.

Е сли / с 9 / 5 ,  т о  — 9 +  5 / < 0  и вектор Х =  (0; 15— 7/; — 9 +  5/; 
0 ) не яв л я ется  планом  за д а ч и . П о эт о м у  при / < 9 / 5  сл ед у ет  п е
рейти к новой си м п л ек с-табл и ц е, что м ож н о  сдел а т ь , так  как 
в стр ок е вектора Рз  (та б л . 2 .4 7 ) им еется  отри ц ател ьн ое число  
—  1/ 2 .  Р а ссм а т р и в а я  эт о  число как р а зр еш а ю щ и й  эл ем ен т, п ер е 
ходим  к новой сим п л ек с-табл и ц е, дл я  ч его  исключим из б а зи са  
вектор Р 2 и введем  в м есто н его  вектор Р і (та б л . 2 .4 8 ) .
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Т а б л и ц а  2.48

1 Базис Ро
8 - 5 * э - з * - 3  +  5* - 2 - 4 *

Р \ Ро Р з P i

1 Р з - 3  +  5/ 6 - 2 / 0 1 1 1
2 я , 00 1 сл 1 8 - 1 0 / 1 — 2 0 — 1
3 1 2 6 - 1 3 4 /  +  4 0 /2 0 - 2 8  + 0 14/ — 9

+  18/

И з табл .  2 .4 8  видно, что вектор Л"* =  (18 — 10#; 0; 6  — 2/; 0) 
есть оптимальный план за д а ч и  д л я  всех  зн ачени й  п а р а м етр а  / 
(как отм ечено выше, мы р а ссм а тр и в а ем  зн ачен и я  / ^  1 4 / 9 ) ,  при  
которых 6 — 2 / ^ 0  и 18— 1 0 / ^ 0 ,  т. е. / < 9 / 5 .  С л едов ател ь но ,  
если / е  ( 1 4 / 9 ,  9 / 5 ] ,  т о  X f =  ( 1 8 — КМ; 0; 6 — 2/; 0)  явл яется  опти
мальным планом  за д а ч и ,  при котором F max—  1 2 6 — 134/ +  4 0 / 2.

Р а ссм о т р и м  теперь зн ачени я пар а м етр а  / >  1 5 /7 .  При этих  
зн а ч ен и я х  вектор ^ = ( 0 ;  — 9 +  5/; 15— 7/; 0) у ж е  не является  
оптимальны м планом за д а ч и ,  поскольку 15— 7 / < 0 .  Так как  
в строке вектора Р 3 (т а б л .  2 .48 )  нет отрицательны х чисел, то  при  
/ >  1 5 /7  з а д а ч а  н еразреш и м а.

Мы наш ли р еш ен ие  з а д а ч и  при изм енении п а р а м етр а  / от  
1 4 / 9  д о  +  оо . Р ассм о т р и м  теп ерь  зн ачени я  п а р а м етр а  от — оо 
д о  1 4 /9 .  Если / <  1 4 /9 ,  то  в последней  строке табл .  2 .48  им еется  
о т р и цател ь ное  число 18 /— 28. П о эт о м у  с л ед у е т  перейти к новом у  
о п о р н о м у  плану, введя в б а зи с  вектор Р г  и исключив из него век
тор Рз  (табл .  2 .4 9 ) .

Т а б л и ц а  2.49

Б азис С о Ро
8 - 5 * 9 - 3 * — 3 +  5* - 2 - 4  *

Pi Ро Рз P i

1 Р о 9 - 3 / 6 - 2 / 0 1 1 1
2 Р \ 8 - 5 / 3 0 — 14/ 1 0 2 1
3 294 — 2 9 8 / +  7 6 /2 0 0 2 8 - 1 8 / 1 9 - 4 /

И з  табл .  2 .4 9  видно, что если — о о < / < 1 4 / 9 ,  то  Х $ =  
=  (3 0 — 14/; 6 — 2/; 0; 0 )  является  оптимальным планом  за д а ч и ,  
причем E max =  294  — 298Z +  7 6 / 2.

Итак, при / є ( — оо, 1 4 / 9 ]  з а д а ч а  им еет  оптимальный план  
X*  = ( 3 0 — 14/; 6 - 2 / ;  0; 0); при / є е [ 1 4 / 9 ,  9 / 5 ]  — X f  =  ( 1 8 -  10/; 
0; 6 - 2 / ;  0); при /  є  [ 9 /5 ,  1 5 / 7 ] - * ?  =  (0; - 9  +  5 /;  1 5 - 7 / ;  0); 
при / >  1 5 / 7  она н ер а зр еш и м а .
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Считая, что — оо <  / <  о о , найдите решение задач  параметрического 
программирования 2.69—2.74.

2.69. F  =  — (1— / ) * , +  (4— /)х2— (2— /)*з+ (2— /) х 4—
— (3— 2 / )x 5->-max;

Хі + Х 2 +  ЛГ3 +  Х4 = 2 ,

-2xi-\-x?—Хз~\- Хб — 1,

JCi, x 2  х ь ^ О .

2.70. F — 6x \ — (4 4 -/)х з4 -(1 2 — /)х4->-m ax;

{ x \ —  X2 +  X3 = 2 8 ,

— x  1 4~ 3x 2 4~ Хз — 20,

— 1 / 2х і -}■ 2хг 4" *5 =  24,

X ) ,  X2  * 5 ^ 0 .

2.71. F =  2x, + 5 x 2->-max;

Г x i — 2x2 +  X3 = 4  4" 2/,

л — 2 xi +  X2 4~ X4 = 6 +  /,

3x i— X2 4 ~ X5 =  8— 3/,

Xi, X2, .... x5^ 0.

2.72. F = —2 х і4 -Х г4 -^з—x4-»-max;

С  х і - \ - Х 2~ \ - х з  і = 1 — 2 t ,

\  2x i—x 24“ X\ — 24~ /,

(. 3xi 4- X5 =  3— t ,

X\, X2, ..., X 5^0.

2.73. F =  (2— 3 /)x ,— 4/x2-)- (2 4 -6 /)х 4-и т іах ;

Іх 1 — X24-X3 = 1 2 ,

2xi 4- x24~ x4 — 64~8/>

— X ,— 2x24- x5=  — 104- 12/,

X|, X2, ..., X 5^ 0.

2.74. F  — ( 2 4 - / ) x i— (3— /)x 24-3  (24-4 /)x5-<-max;

Г Х і4”2х24“ Хз =4-}-6/»

J  —Х і4-3хг4- x4 =  9— 12/,

(. X|— x2 4~ Хб =  8-(-9/,

Xi, x2, ..., x5> 0 .

2.75. Д л я  производства трех видов изделий предприятие использует 
три вида сырья. Нормы расхода каж дого вида сырья определяются



матрицей

A = f  2 О 1 

1 О

Предприятие может использовать сырья I вида не бсшее 20 ед., II ви
да — не более 42 ед., III вида — не более 36 ед. Цена единицы продукции 
каж дого вида линейно зависит от некоторого парам етра /, и эта зависи
мость соответственно имеет вид 2 +  1, 12— t , 6 +  < ( 0 < n < [ 1 0 ) .  Д л я  к а ж 
дого значения парам етра t (0 = 0  10 ) найдите такой план выпуска про
дукции, реализация которого обеспечивает максимальный выпуск изде
лий в стоимостном выражении.

2.76. Д л я  производства трех видов изделий А,  В и С предприятие 
использует четыре вида сырья. Нормы затрат  сырья каж дого  вида на 
производство единицы продукции данного вида приведены в таблице. 
В ней ж е указана прибыль от реализации одного изделия каж дого вида.

1 2 '

Вид сырья
Нормы затрат сырья (кг) на единицу продукции

А В С

I 2 3
II — 4 6
III 5 5 2
IV 4 —■ 7

Прибыль от реали
зации одного изделия 
(руб.) 25 28 27

Изделия А,  В и С могут производиться в любых соотношениях (сбыт 
обеспечен), но для их производства предприятие может использовать 
сырья I вида не более 200 кг, II вида — не более 120 кг, III вида — не 
более 180 кг, IV вида — не более 138 кг.

Определите: а) план производства продукции, при котором общ ая 
прибыль предприятия от реализации всей продукции была бы наиболь
шей; б) устойчивость оптимального плана задачи  относительно измене
ний прибыли от реализации единицы изделия данного вида; в) устой
чивость оптимального плана задачи относительно изменения количества 
сырья каж дого вида.

§ 2.4. З А Д АЧ И  Д Р О Б Н О - Л И Н Е Й Н О Г О  
ПР О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

I. Экономическая и геометрическая интерпретации задачи 
дробно-линейного программирования. О б щ а я  з а д а ч а  д р о б н о 
ли нейного  пр ограм м ир ования состоит  в опр ед ел ен и и  максималь-
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ного зн а чен и я  функции

I  CjXl F I

при условиях

F = j f +  = —  (8 9 )

Z djXj 
/'= 1

£  aijXi =  bi ( /  =  1, m ) , (90 )
/ =  і

Xj~ ^ 0 ( / =  1, n ) ,  (91 )
П

где  с,, dj, bi и a,, —  некоторые постоянны е числа, ]T d j X , ^  О
/ = і

 ___ П
( / = 1 ,  я) и £  d / Х і Ф 0 в обл а сти  неотрицательны х реш ений си-  

/ = !
стемы линейны х уравнений ( 9 0 ) .  При этом б у д ем  предполагать ,

П
что Y, d j X j >  0 (такое усл ов ие  не н а р у ш а е т  об щ н о сти  за д а ч и ,  

/ = |
поскольку в том случае ,  когда эта  величина отрицательна,  зн ак  
минус м о ж н о  отнести к ч и сл ител ю ).

К ак и в сл учае  основной за д а ч и  л и нейног о  п р о г р а м м и р о в а 
ния, свое  м аксим альное  зн ачени е  цел евая  ф ункция за д а ч и  (8 9 )  —
(9 1 )  принимает в одной  из верш ин многогранника реш ений, о п р е 
д ел я ем о й  систем ой  ограничений (9 0 )  и (9 1 )  (естеств ен но ,  при 
условии , что эт а  за д а ч а  имеет оптимальный п л а н ) .  Если м ак си
мальное зн а чен и е  ц ел евая  функция за д а ч и  (8 9 )  принимает б о 
л ее  чем в одной  верш ине м ногогранника реш ений, т о  она  д о с т и 
гает  его  т а к ж е  во всякой точке, яв л я ю щ ей ся  выпуклой ком би
нацией д а н н ы х  вершин.

Р а ссм о т р и м  за д а ч у ,  с о ст о я щ у ю  в определении  м ак си м ал ь
ного зн ачени я функции

F = P + J J *1  (92)
d \ X \  - j -  U 2X 2

при у сл о в и я х

a ,iX i+ a ,2X2^ 6i ( i =  1, я г ) ,  (93 )
Х\, х 2^ 0 .  (94 )

Б у д ем  считать, что d \ X \ + d 2x 2=/=0.
Ч тобы  найти реш ен ие  за д а ч и  (9 2 )  —  ( 9 4 ) ,  как и в § 1.3 при  

рассм отрен ии  з а д а ч и  (19 )  —  ( 2 1 ) ,  сн а ч а л а  находи м  м н огоугол ь
ник реш ений, определяем ы й ограничениям и (9 3 )  и ( 9 4 ) .  П р ед -
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пол агая ,  что этот  многоугольник не пуст, п ол агаем  зн ачени е  
функции равным некотором у числу /г, так что прям ая

C l X  1 + с 2х 2

d i X l + d 2X  2 ’ ( У Ь )

п р о х о д я щ а я  ч ер ез  нач ал о  координат,  имеет о б щ и е  точки с м н о
гоугольником реш ений. В р а щ а я  построенную  прям ую  (95)  вокруг  
нач а л а  координат,  л и б о  о пр едел я ем  верш ину (в ер ш и н ы ),  в кото
рой ф ункция (9 2 )  принимает м ак си м альн ое  зн ачени е,  л и б о  у с т а 
навл иваем  неогранич енность  ф ункции на м н о ж е с тв е  планов з а 
дачи.

Итак, пр о ц есс  н а х о ж д е н и я  реш ения за д а ч и  (9 2 )  —  (9 4 )  вклю 
чает с л е д у ю щ и е  этапы:

1. В систем е  ограничений з а д а ч и  за м е н я ю т  зн аки  неравенств  
на знаки точных равенств и строят  оп р ед ел я ем ы е  этими р а в ен 
ствам и прямые.

2. Н а х о д я т  полуплоскости ,  опр ед ел я ем ы е  к а ж д ы м  из н е р а 
венств системы  ограничений за д а ч и .

3. Н а х о д я т  многоугольник реш ений за д а ч и .
4. Строят  прям ую  (9 5 ) ,  уравн ен ие  которой пол учается ,  если  

пол ож и ть  зн а ч ен и е  целевой ф ункции (9 2 )  равным некотором у  
постоянн ом у числу.

5. О п р ед ел я ю т  точку м аксим ум а или у ста н а в л и в а ю т  н е р а з р е 
ш имость за д а ч и .

6 . Н а х о д я т  зн ачени е  целевой ф ункции в точке м аксимума.
2 .77 .  Д л я  пр оизводства  д в у х  видов издел и й  А и В  п р едп ри я 

тие и спол ьзует  три типа техн ологич еск ого  о б о р у д о в а н и я .  К а ж д о е  
из издел и й  д о л ж н о  пройти о б р а б о т к у  на к а ж д о м  из типов о б о р у 
довани я. В рем я о б р а б о т к и  к а ж д о г о  из изд ел и й  на о б о р у д о в а н и и  
д а н н о г о  типа п р ив еден о  в табл .  2 .50 .  В ней ж е  указаны  затраты ,  
св я занн ы е с п р оизв одств ом  о д н о го  изд ел и я  к а ж д о г о  вида.

Т а б л и ц а  2.50

Тип оборудования
Затраты времени (ч) на обработку одного изделия

А В

I 2 8
I I 1 1
I I I 12 3

З а тр а ты  на производ 
ство одного изделия (руб) 2 3
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Оборудование I и III типов предприятие может использовать 
не б о л е е  2 6  и 39  ч. П ри этом  о б о р у д о в а н и е  II типа ц е л е с о о б р а з 
но исп о л ьзо в а ть  не м енее  4  ч.

Т р еб у ется  определить,  сколько изд ел и й  к а ж д о г о  в ида  сл ед у ет  
изготовить предприятию , чтобы себ е ст о и м о ст ь  о д н о го  издел и я  
бы ла минимальной.

Р е ш е н и е .  П р е д п о л о ж и м ,  ЧТО предп ри яти е  ИЗГОТОВИТ Х\ и з 
дел ий  в ида  А и Х2 изделий вида В. Т о гд а  о б щ и е  за тра ты  на их 
п р о и зв о дст в о  равны 2 x i + 3 x 2 руб.,  а себ е ст о и м о ст ь  о д н о г о  и з д е 
лия в р у б л я х  составит

2xi  +  З х 2
В =

х  і +  X;
(9 6 )

З а т р а т ы  времени на о б р а б о т к у  у к а за н н о г о  количества и з д е 
лий на к а ж д о м  из типов о б о р у д о в а н и я  соотв етств ен н о  составят  
2 x i + 8x 2 часов ,  x i + x 2 часов  и 12xi +  3 x 2 часов. Так как о б о р у д о 
вание I и III типов может быть занято обработкой изделий вида А 
и В  не б о л е е  26  и 39  ч, а о б о р у д о в а н и е  II типа —  не м енее  4 ч, 
то  д о л ж н ы  выполняться с л е д у ю щ и е  неравенства:

2xi + 8 х 2^Г26,  

х ,  +  х 2 ^  4,  

12xi +  3 х 2^ 3 9 .

(97)

П о  св о ем у  эконом ическом у см ы сл у перем енны е Xi и х 2 могут  
принимать только л иш ь неотрицательны е значения:

x i ,  х 2^ 0 . (98)

Таким о б р а з о м ,  м атем ати ческ ая  постановка з а д а ч и  состоит  
в о п р едел ении  неотри цательного  реш ения системы линейны х не
равенств ( 9 7 ) ,  р е а л и зу ю щ е г о  минимум ф ункции ( 9 6 ) .  Ч тобы  
найти р еш ен ие  за д а ч и ,  п р е ж д е  всего  построим многоугольник  
реш ений. Как видно из рис. 2 .8 ,  им является  треугольник B C D .  
Зн ачи т,  функция (96)  принимает миним альное зн а ч е н и е  в одной  
из точек: В ,  С  или D.  Чтобы определить ,  в какой именно, п ол ож и м  
з н а ч ен и е  ф ункции F  равным некотор ом у числу, наприм ер 1 1 /4 .  
Т огда

2 x i + 3 x2 11

или
Х| + х 2 4  ’

— Зх і +  х 2 =  0 . (99 )

У равнение  (99 )  оп р ед ел я ет  прям ую , п р о х о д я щ у ю  ч ер ез  н а 
ч ал о  координат.  К оордин аты  точек, п р и н а д л е ж а щ и х  этой  прямой
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и м ногоугольнику реш ений, являю тся  пл анам и за д а ч и ,  при кото
рых зн а ч ен и е  функции (96 )  равно 1 1 /4 .  В да н н о м  сл у ч а е  к у к а 
занны м  точкам  относится л иш ь о д н а  точка В (1; 3 ) .  Е е  к оор д и 
наты о п р ед е л я ю т  план за д а ч и ,  при котором зн а чен и е  функции  
равно 1 1 /4 .

В о зь м ем  теперь /г =  5 / 2 ,  т. е. пол ож и м

2 х  і 3^2 5

— x i + x 2 =  0. (1 0 0 )

У равнение ( 1 0 0 ) ,  так ж е  как и ( 9 9 ) ,  оп р ед ел я ет  прямую,  
п р о х о д я щ у ю  через  начало координат.  Е е  м о ж н о  р а ссм атр ив ать  
как прям ую , полученную  в р езул ь тате  в ращ ения  по часовой  
стрелке вокруг начала координ ат  прямой ( 9 9 ) .  При этом к о ор ди
наты точек, п р и н а д л еж а щ и х  прямой (100)  и многоугольнику  
реш ений, я в л я ю тся  пл анами за д а ч и ,  при которых зн ачени е  
ф ункции ( 9 6 ) ,  равн ое  5 / 2 ,  меньше, чем в точках прямой ( 9 9 ) .  
С лед о в а тел ь н о ,  если п о л о ж и ть  зн а чен и е  ф ункции (9 6 )  равным  
некотором у  числу ho:

/7==2х1+Зх! =
X l + X 2 '  '

а прям ую  ( 1 0 1 ) ,  п р о х о д я щ у ю  ч ерез  нач а л о  координат,  вращ ать  
в направлении д в и ж е н и я  ч асовой стрелки вокруг нач ал а  к о ор ди
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нат, то  получим прямые

2* і -|- За'2
= /г, где  h c h 0.

*1 +  *2

Н а й д е м  по сл ед н ю ю  о б щ у ю  точку в р а щ а е м о й  прямой с м ного
угольником реш ений. Это  точка D  (3; 1) (рис. 2 .8 ) ,  в которой  
д о ст и г а ет с я  минимум функции ( 9 6 ) .

Таким о б р а з о м ,  оптимальным планом п р о и зв о дст в а  п р одук
ции явл яется  план, со гл а сн о  котором у и зготов л я ется  три изд ел и я  
в ида А  и о д н о  изд ел и е  вида В.  П ри таком пл ане себ ест о и м о ст ь  
о д н ого  изд ел и я  является миним альной и равна =

2 - 3  +  3 - 1  9
— 1 + 3  — 4"

П ри н а х о ж д е н и и  угловой точки м ногоугольника реш ений,  
в которой цел евая  ф ункция за д а ч и  приним ает  н аи м еньш ее  з н а ч е 
ние, мы п ол агал и  зн ачени е  ф ункции равным некоторым двум  по
стоянным числам и установили нап равл ени е  вращ ения прямой,  
о п р ед е л я ю щ е е  ум еньш ени е  значения функции. Э то  м о ж н о  бы ло  
с де л а т ь  и по-др угом у . А именно: пол агая  зн а чен и е  функции F 
равным некотором у числу Л, т. е.

2 * i + 3 * 2
х ,  + х 2 - h ,  ( 102 )

и получив некоторую  прям ую , п р о х о д я щ у ю  ч ер ез  нач ал о  к о о р д и 
нат и и м ею щ у ю  угловой коэф ф иц иент ,  за в и ся щ и й  от h, м о ж н о ,  
испол ьзуя  пр оизв одн ую , установить  нап равлени е  в ращ ения  пр я
мой (1 0 2 )  при возрастанй'р h.

П рактически ж е  д ел о  о бстои т  г о р а зд о  прощ е. Н а й д я  точки  
В  (1;  3 )  и D  (3; 1) (рис. 2 .8 ) ,  в которых ф ункция (9 6 )  м о ж е т  пр и
нимать м иним альное зн ачени е,  вычислим ее значения в этих т о ч 
ках: F  ( B ) = l l / 4 ,  F (£>) =  9 / 4 .  Так как F ( В ) >  F (D ), то  м о ж н о  
у т в ер ж д а т ь ,  что в точке D  цел евая  ф ункция приним ает  мини
м альное зн ачени е.  О д н ов рем ен н о  с этим за м ет и м ,  что в точке В  
ф ункция F  приним ает  м ак си м альн ое  значение.

З а к а н ч и в а я  рассм о тр ен и е  н а х о ж д е н и я  реш ения за д а ч и  д р о б 
но-л инейного  програм м ирования графическим  м етодом , отметим,  
что при реш ении конкретных за д а ч  могут быть различны е с л у 
чаи.

1. М ногогранн ик  реш ений ограничен, максимум и минимум  
д о ст и г а ю т с я  в его  угловы х точках (рис. 2 .9 ) .

2. М ногогранн ик реш ений не ограничен, о д н а к о  с у щ ест в у ю т  
угловы е точки, в которых ц ел ев ая  ф ункция з а д а ч и  принимает  
соответственно максимальное и минимальное значения (рис. 2.10)

3. М ногогранн ик реш ений не ограничен, и один из эк с т р е м у 
мов д о ст и га ет ся .  Н априм ер, минимум д о ст и г а ет с я  в одной из
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З а д а ч а  ( 1 0 5 ) — (1 0 8 )  я вл яется  з а д а ч е й  л инейного  п р о гр а м 
мирования, а сл едов ател ьно ,  ее  реш ение м о ж н о  найти и зв ес т 
ными м етодам и .  З н а я  оптимальный план этой за д а ч и ,  на основе  
соотн ош ени й  (1 0 4 )  пол учаем  оптимальный план исходной за д а ч и
( 9 2 ) - ( 9 4 ) .

Таким о б р а з о м ,  п р оцесс  н а х о ж д е н и я  реш ения з а д а ч и  д р о б н о 
ли нейного  програм м ирования включает с л е д у ю щ и е  этапы:

1. С в одя т  за д а ч у  ( 9 2 ) — (9 4 )  к за д а ч е  линейного  пр о гр а м 
мирования ( 1 0 5 ) — ( 1 0 8 ) .

2. Н а х о д я т  реш ен ие  за д а ч и  (1 0 5 )  —  ( 1 0 8 ) .
3. И сп о л ь зу я  соотн ош ени я  ( 1 0 4 ) ,  оп р ед ел я ю т оптимальный  

план з а д а ч и  (9 2 )  —  (94)  и н а ходя т  м аксим альное  зн а чен и е  ф унк
ции ( 9 2 ) .

2 .84 .  Н айти м аксим альное  зн а ч ен и е  функции

2xi + * 2

Х\ +  *2
(1 0 9 )

при у сл ов ия х

{ Х | + 2 х 2— Хз = 1 1 ,

х , —  х 2 +  х 4 = 8 ,  (110)

-—Xi~\~3x2 -J-X5 =  9,

X i , х 2, . . . .  х 5 > 0 .  ( I l l )

Р е ш е н и е .  С в едем  д а н н у ю  за д а ч у  к з а д а ч е  линейного  пр о 
грам м ировани я. Д л я  этого  о б о зн а ч и м  ( x t - { -x2) ~ '  ч ер ез  уо и в ве
д ем  новые перем енны е у /  — yoXj ( / = 1 , 5 ) .  В резу л ь та те  приходим  
к с л ед у ю щ е й  за д а ч е:  найти максимум ф ункции

при усл овиях

F =  2 y i + y 2 (1 1 2 )

{ Уі +  2і/2— у з  — l l t /o  =  0,

У \—  Уї  +</4  —  8(/о =  0, ( И З )

— У і + 3 у 2 + 1 /5 —  9уо =  0,

у  і +  г/2 = і ,

уо, Уи ••", У 5 > 0 .  (114)

З а д а ч а  ( 1 1 2 ) — (1 1 4 )  является  з а д а ч е й  линейного  пр о гр а м 
мирования. Е е  реш ение  находи м  м етодом  искусственного  б а зи с а  
(табл .  2 .5 1 ) .
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Т а б л и ц а  2.51

і Базис Сб Ро
2 1 0 0 0 - м - М 0

Р і Рг Ро Р4 Рь Рь Рі Ро

1 />2 1 1 / 1 0 0 1 — 8 /3 0 — 11/30 0 0
2 Pi 2 9 /1 0 1 0 8 /3 0  і 11/30 0 0
3 Рь 0 15/10 0 0 5 /3 7 /6 1 0
4 Ро 0 1 /1 0 0 0 2 /30 — 1/30 0 і
5 19/10 0 0 8 /3 0 11/30 0 0

И з  табл .  2.51 видно, что оптимальным планом з а д а ч и  (1 1 2 )  —  
(1 1 4 )  является  y f = 9 / 1 0 ;  у $ =  1 /1 0 ;  y $ = y f =  0; y t =  1 5 /1 0 ;  
# = 1/ 10.

Учитывая, что У\ — уоХу  н аход и м  оптимальный пл ан за д а ч и  
(1 0 9 )  —  (1 1 1 ) :  Х * = ( 9 \  1; 0; 1 5 ) .  П ри  этом пл ане F mах =  1 9 /1 0 .

Н айдите реш ение задач  2 . 8 5 — 2 . 8 9 .

2.85. F = -
-5*i +  2*2
З *  і +  4*2 

* | + 4 * 2 + * Э  = 1 6 ,

2*1+  3*2  — *4 = 1 2 ,

3*1— 2 *2  + * 5 = 1 8 ,

*1, *2, ..., * 5 ^ 0 .

3*1—*2
2.86. /' = --------   >-max;

*1 +  *2

Г * 1 +  *2— *3 = 5 ,

< —* 1 + 3 * 2 +  *4 = 7 ,

(. 3*1  * 2 +  * 5 = 1 1 ,

*1, *2, ..., * 5 ^ 0 .

2.87. F =
8*1 +  3 * 2  +  2 * 3  +  * 4

*| + * 2  +  *з +  *4

2*1 +  *2 +  *3 +  3*4 +  300, 

* 1 +  2 * 3 +  *4 ^ 7 0 ,

*і  +  2*2  +  * з  ^ 3 4 0 ,

*1, *2, *3, * 4 ^ 0 .

max;

5 * ]  *2 +  8 * 3 +  10*4 5 * 5 + * 6
2.88. F —  Х і _ ^ Х 2 _ ^ Х з ^ _ Х а _^_Х 5 ^ _ Хі, -*-max,

{ 2*1—  * 2 +  3 * 4 + * 5 — *6 =  40,

— *  і -j- 2*2 “Ь * 3  ~h 2*4 H~ 2*6 —  20,

3 * |— *2 -І- 2*3—*4-j-3*5~f- *6 =  30, 

X j > o  о = 1 7 б ) . 223



г 1—Зх2 -f- 4*3 -f- 5х4—х» +  8х6
2.89. /• =  j ;       <-шах;

Х \  + ^ 2  +  Хз-|-Х4 +  л:5 +  л:б

х 1+ 5 х 2— 3хз— 4 х 4 +  2 х в +  х в= 1 2 0 ,

2.Vі -}- 9л'2— 5х,і—- 7 x 4  ~Ь 4x5 ~Ь 2*6 =  320,

X ;>0 (/-Тб).

§ 2.5. З А Д А Ч И  БЛО Ч НО ГО  
П РО Г Р А М М И Р О В А Н И Я

В практике реш ения конкретных эконом ических з а д а ч  встр е
ч аю тся  за д а ч и ,  системы ограничений которых включают о гр а н и 
чения, с о д е р ж а щ и е  все переменны е (эти ограничения о б р а з у ю т  
так на зы в а ем у ю  б л о к -св я зк у ) ,  и ограничения, с о д е р ж а щ и е  часть

их (эти ограничения о б р а з у ю т  б л о 
ки).  Схем атически систем а  о г р а 
ничений таких за д а ч  с двум я  
блокам и и з о б р а ж е н а  на рис. 2 .13.  
В о б щ ем  случае  число блоков м о
ж е т  быть значительны м, а за д а ч и ,  
им ею щ и е  блочную  структуру,  могут  
быть за д а ч а м и  как линейного,  так  
и нелинейного програм м ирования .

Д л я  реш ения з а д а ч  л и н ей н о 
го пр ограм м ир ов ания  с блочной  

стр уктурой м о ж е т  быть испол ьзован  так  назы ваем ы й м е т о д  
д е к о м п о з и ц и и  Д а н ц и г  а — В у л ф а**, позвол яю щ и й  
свести  реш ен и е  конкретной за д а ч и ,  с о д е р ж а щ е й  несколько б л о 
ков, к р еш ен ию  отдельны х п о д з а д а ч ,  о п р ед е л я е м ы х  ими и с о о т 
ветств ую щ им  о б р а з о м  св я занн ы х м е ж д у  с обой .  П ри  этом число  
блоков о п р ед е л я е т  количество п о д з а д а ч ,  р еш а ем ы х  на к а ж д о й  из 
итераций при реш ении так назы в аем ой  г л а в н о й  з а д а ч и .  П острои м  
п о сл ед н ю ю  дл я  за д а ч и ,  с о д е р ж а щ е й  д в а  бл ока и с о ст о я щ ей  в о б 
щем виде в определении  м аксим ального  зн ачени я ф ункции

F  с\ Х\ -ф ... СщХщ - | - Спі +  \X(ij-|_ і -(- ... СцХп (1 1 5 )  

при усл овиях

а ц Х і- { -  ••• - \ - а \ щх п, - ) -a i ,„1 + |Х„, + j . . .  - \ - а { Пх п =  Ь\,

ak\X\-{-  . . .  + щ „ ІХяі-Ьа*,пі + іхп, + і4" . . .  + aknx n =  bk,

a k + \ , \X \ - ( - . . . +  a * + 1,Я1х Л| = b k + i ,
(1 1 6 )

*' Подробнее см.: Линейное и нелинейное программирование.— 
Киев: В ищ а ш кола, 1975.

блок- связкаі
 1---------

і
і

блок 1
=  □

блок г =  | j

Рис. 2.13
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4 п Х \ - \ -  . . .  + £ ( / „ , Х „ |  — b f ,

{о/-н.лі + і* л і -и  +  . . .  - f -a i + \ , nx n — b i + 1,

4 m ,  П і + і Х щ  +  I I . . .  ~ \ ~ C L m n X n  Ь  m>

X( > 0  ( / = T " n ) .  (1 1 7 )

П р е ж д е  чем за п и с а ть  главную  за д а ч у ,  введем  о бозн ачени я :

С2І —I Сп\)С^  ̂=  (СпіЧ~[, Сл(4_2. •••! Сп)\

л (|)=
/  а „ . . . а и ,  \  _ л(2)=  /  а , „ 1 + , . . .а и  \  р  =  /  *• \

\  ak, . . .a kni /  V а4,„, + | . . .а 4„ /  \  Ьк /

(а*+і.і. ..а4+і,„ , \  /  6ft+l \
) ;  Р $ = [  : ) ;

а/і...а,„, /  \  Ь, /

/  а/+ілі + і...о/+і<і \  /  1>/+і \
л '2> = (  . . .  j ; р (о2,=  ( : j

\  0-тп\-4* 1 • • .4тп /  \  /

,18)

О б о зн а ч и м  ч ер ез  D \ и D 2 со отв етств ен но  м н о ж е с т в а  д о п у 
стимы х реш ений систем линейны х уравнений:

І 4к +  I, іЛГ 1 —)— ••• 4 k + [. ti[Xn, =  bk + {,

0-пХ\-{- . . .  -\-аіПіх Пі =  bt,

X\ ,  x 2, . . . ,  x „ , ^ 0 ;

4 i+  i,Bi + \xni + 1Ц- . . .  - f -a /4- 1, nx„ =  6 / + 1,

л t +  \ Xn і -f- і . . .  4,nnXn Ь rn-

Хщ+ I) Xn.2̂ ~ 1 , r n ^ 0 .
П усть A^'1 ( / = 1 ,  N {[>) и Xf> ( / = 1 ,  N ? \  ( j  =  N \ l)+ l ,  Лг(|))

и /?$2) ( /  =  M 2)+  1, 1V(2)) — вершины и н а п р а в л я ю щ и е  векторы  
неограниченны х ребер  соответственно многогранников D \ и D 2. 
О бознач им

  ( аЩ » \
/ = 1 ,  М ° ;  Р ^ = 1  О

  / л<2>/?)2>
/ =  1, М 2>; ^ 2)= (  О

^ ° = !

/* 2)=

7 4 0 )^0 )'

V 0 ,
/̂4(2)А)21 ^

/  =  М ° +  1, Л/(|);

/  =  М 2)+ 1 ,  М 2).

(1 1 9 )
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Д а л е е ,

Р о =  ^  1° о Р = ( & ' \  *)'>), / =  1 .М 0 ; о і І) =  (С<І), Р ) ‘>), /  =

=  М ° + 1 ,  iV(l); (1 2 0 )

сг)2) =  (С<2), Л1)2)), / =  1 , М 2); а)2) =  (С<2), Р)2>), / =  М 2)+  1,ЛА2\

С учетом введенны х о б о зн ачени й  главная з а д а ч а  состоит  
в определ ении  м ак си м ал ьн ого  значения  ф ункции

F — a  W V J +  • • • +  O/v’Wa/*'1+ a(,2V? +  • • • +  °  >v<2>f/yv̂ 2> (121)

при усл овиях

yV>£*V>+ +  y(/v(i)/3/J<)'i +  l/li2)/3li2) +  +  (/«<>! Д  Уг) =  ̂  о (122)

# 5 * 0 ,  /  =  1, Л/<11; «/)2)> 0 ,  /'=1, Л/<2). (123)

Е сли y * = ( y f (l), j/f(2), </|(2), i/J(2)) — опти

мальный план главной за д а ч и ,  P V \  Р У \  . . . ,  Pj*'!—  со о тв е т ст в у ю 
щ и е  вершины м ногогранника D i, a Р*|2), Р(>21, ..., Р (,2)— с о о т в е т 
с тв у ю щ и е  на п ра в л я ю щ и е  векторы неограниченны х р ебер  м ного
гранника Ог, т о  оптим альное реш ен ие  и сходной  за д а ч и  есть  
* * = ( Л Т ,  Х Ї ) ,  где

X f  =  y f l)X \ " + y \ Г(|Э Д )+  . . .  + у кХ ^ = ( х  f, х £  . . . ;  х * )  ; (124)

X t = y l ^  +  y t ^ + . . . + y * W R ? = ( x * + l ; х * +2; *!). (125)

В том случае ,  когда целевая  функция главной з а д а ч и  не о г р а 
ничена на доп у ст и м о м  м н о ж еств е  ее  реш ений, эт о  ж е  относится  
и к целевой функции исходной за д а ч и .

2 .90 .  П о ст ро и ть  главную  за д а ч у  д л я  за д а ч и ,  со ст о я щ ей  в 
опр ед ел ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ачени я  ф ункции
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при у с л о в и я х

Х\ + * 2-—2аГз — ЛГ4 17, 

Зхі -|- Хч ^  9,

— 4*1— * 2 ^ 8 , (1 2 7 )

Хз Н-  Х\  ^  22,
— 2лгз —|—ЛГ4 13,

*1, *2, Хз, х 4 ^ 0 . (1 2 8 )

Р е ш е н и е .  С и стем а  ограничений сф о р м у л и р о в а н н о й  з а 
дачи  имеет б л ок -св я зку ,  о п р ед ел я ем у ю  первым неравенством ,  
и д в а  блока,  первый из которых о п р ед е л я е тс я  вторым и третьим  
н ерав енств ам и системы ( 1 2 7 ) ,  а второй —  четвертым и пятым  
неравенствам и. С л едовател ьно ,

С(г)= ( 2 ;  3), С(2) =  ( — 1; — 2), Л( ,)= ( 1 ;  1), Л (2) =  ( — 2; 1),

/>о = ( 1 7 ) . д (" =  (  і  , ' ) . « ’ = ( * ) .

Н а й д е м  верш ины многоугольников реш ений D \  и D 2, о п р е д е 
л яем ы х систем ам и неравенств:

В да н н о м  сл у ч а е  это легко  с д е л а т ь  геометрически. И з
рис. 2 .1 4  с л ед у е т ,  что XV5= ( 0 ;  0 ) ;  (0; 9 ) ;  ХУ’= ( 1 7 ;  6 0 ) ;

Х [ = { 2 -  0); Х 2)= ( 0 ;  0); 4 2) = ( 0 ;  13); Х(32) =  (3; 19); Х42) =  
=  (22; 0).

П о  ф о р м у л а м  (1 1 9 )  и (1 2 0 )  получаем:

aV)= ( C < l), AS0 ) —  ( ( 2 ;  3 ) ,  (0; 0 ) )  =  0; 

a y ) = ( C (l), АГУ>) =  ( (2 ;  3 ) ,  (0; 9 ) )  = 2 7 ;

СТ̂ ) = ( С < 1), Â '>) =  ( ( 2 ;  3 ) ,  (17;  6 0 ) )  = 2 1 4 ;

аУ> =  (С(|), Х } ) = ( ( 2 ;  3), (2; 0)) =  4;
СТ(12) =  ((Ч2), х \ 2)) =  ( ( - 1 ;  - 2 ) ,  (0; 0)) =  0;

{
Хз Х\ ^  22,

2x3-j“ ^4^^ 13,

Х\,  * 2 ^ 0 ,
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Рис. 2.14

ст!>2> =  (С (2>, *£>) =  ( ( _  1; — 2 ) ,  (0;  1 3 ) ) = — 26; 

с42)=  (С (2), *£>) =  ( ( _ 1 ;  — 2 ) ,  (3;  1 9 ) )  = - 4 1 ;

а ^  =  (С(2), Д 2>) =  ( ( - 1 ; - 2 ) ,  (22; 0 ) ) =  — 22;



Таким о б р а з о м ,  главная з а д а ч а  состоит  в о пр едел ении  м ак си
м ального  зн ачени я функции

F =  2 7 #  +  214 #  +  4 # -  2 6 #  -  4 1 #  -  22  #  (129)

при условиях

9 #  +  7 7 #  +  2гД'1 +  1 3 #  +  1 3 #  -  4 4 #  <  17,

#  +  #  +  #  +  # = ! ,

# + # + # + # = Е

у ) ' ) >  0 ,  # > 0  ( / =  1 , 4  )

З а п и ш ем  главную  за д а ч у  (1 2 9 )  —  (1 3 1 )  в ф орм е  основной з а 
дачи  ли нейного  програм м ирования : найти м ак си м альн ое  з н а ч е 
ние ф ункции

2 7 #  +  2 1 4 # - М # - 2 6 # - 4 1 # - 2 2 ( Д  (1 3 2 )

при условиях

’ 9 #  )Ч -77уУ ) +  2yV> +  1 3 #  +  1 3 #

# r f + # + # = ' .

# + # + # + # =  і .

у \ 1)> 0, # > 0  ( ) = Т 4 ) ,  У 5 > 0 .

Е сли теперь сопостави ть  м е ж д у  с о б о й  з а д а ч и  ( 1 2 6 ) — (1 2 8 )  
и (1 2 9 )  — ( 1 3 1 ) ,  то видим, что число огр аничений-неравенств  
в первой з а д а ч е  равно 5 и число переменны х равно 4, а во второй  
эти числа соответствен но  равны 3 и 8. Таким о б р а з о м ,  при п е р е 
х о д е  от з а д а ч и  (1 2 6 )  — (1 2 8 )  к з а д а ч е  (1 2 9 )  —  (1 3 1 )  у м ен ь ш и 
л о сь  число ограничений, о д н а к о  в о зр о сл о  число переменны х.  
К то м у  ж е  нам  п о н а д о б и л о с ь  о пр едел ить  все  верш ины м н о го гр а н 
ников реш ений D ,  и D 2, что не всегд а  в о з м о ж н о  сде л а т ь  так  п р о 
сто. П о эт о м у  ест еств ен но  возн ик ает  вопрос: стоит ли при н а х о ж 
д ен ии  реш ен ия  з а д а ч и  ( 1 2 6 ) — (1 2 8 )  п ереходить  к о п р едел ению  
оптим ального  пл ана за д а ч и  (1 2 9 )  —  (1 3 1 )?  П ол ож ител ьны й

- 4 4 #  +  {/5 = 1 7 ,

(133)

(1 3 4 )

(1 3 0 )

(131)
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ответ на этот вопрос д а ет  м етод  Д а н ц и г а — В у л ф а ,  п о зв о л я ю 
щ ий находи ть  реш ение  главной за д а ч и  ( 1 2 9 ) — ( 1 3 1 ) ,  не зн ая  
при этом  ни всех  вершин многоугольников реш ений D I и D 2, н и  их 
числа,  а зн а я  л и ш ь как ой-нибудь  б а зи с ,  оп р ед ел я ю щ и й  план з а 
д а ч и  (129)  —  ( 1 3 1 ) .  Н а  этом м етоде  и остан ов им ся  б о л е е  п о д р о б 
но. А именно: используя его, рассм отрим  н а х о ж д е н и е  реш ения  
главной за д а ч и  ( 1 2 1 ) — ( 1 2 3 ) ,  построенной д л я  за д а ч и  ( 1 1 5 ) —
( 1 1 7 ) .  В связи  с этим отметим, что для нач ал а  итерац ионн ого  
п р о ц е сс а  реш ения за д а ч и  (1 2 1 )  —  (1 2 3 )  д о ст а т о ч н о  зн ать  какой-  
н и будь  б а зи с ,  оп р ед ел я ю щ и й  опорный план дан н о й  за д а ч и .  Этот  
б а з и с  м о ж н о  л и б о  неп о сред ст в ен н о  зап исать ,  л и б о  определить  
его, наприм ер , испол ьзуя  м етод  искусственного  б а зи с а .

И так , пусть известны б а зи с ,  оп р ед ел я ю щ и й  один из опорных  
планов главной за д а ч и ,  и В ~ '  —  м атрица,  о б р а т н а я  м атрице,  с о 
ставленн ой  из ком понент б а зи сн ы х  векторов. Д л я  проверки д а н 
ного о п ор ного  плана на оптим альность найдем  вектор

Q =(X |,  h2, ..., \т+ 1, Хт + 2) =  ОбВ~ 1

и об о зн а ч и м  ч ер ез  Q вектор, составленны й из первы х т  ком по
нент вектора Q, т. е. Q =  (Л-і, A,2, ..., A.m). П о сл е  э т о го  найдем  р е ш е 
ние за д а ч и ,  с о ст о я щ ей  в определ ении  м ак си м ал ьн ого  значения  
ф ункции

Л ° =  (С (1>— £ М (|), А(|)) при усл овиях  А (|)А(|) =  Р^1), Х (1)^ 0

и о п р ед ел я ем о й  первым блоком и сходной  за д а ч и  ( 1 1 5 ) — (1 1 7 )  
(п о д з а д а ч а  1). Если она им еет  оптимальный план A(s1) и 

=  Хт + \; то  находи м  р еш ен ие  п о д з а д а ч и  2:

F\2)=  (С (2)— Q A <2), А(2)) при усл овиях  А (2)А (2> =  Я 2), А (2)> 0 ,

оп р ед ел я ем о й  вторым блоком за д а ч и  (1 1 5 )  —  ( 1 1 7 ) .  В том случае ,  
если и эта  за д а ч а  имеет оптимальный план и В\2) (Х(£ )) =  
=  Хт+ г, то  исходный б а зи с  оп р ед ел я ет  оптимальны й план г л а в 
ной за д а ч и  (1 2 1 )  —  (1 2 3 )  и, таким о б р а з о м ,  н а й д ен о  ее  реш ен ие ,  
а с л едов ател ьно ,  по ф орм ул ам  (1 2 5 )  и (1 2 6 )  м о ж н о  определить  
оптимальный план исходной з а д а ч и  ( 1 1 5 ) — ( 1 1 7 ) .

В тех  сл у ча я х ,  когда  Л 0 (ХІ0 ) Л,т + 1 или F\2) (A (s2)) ф Х т+2, 
исходны й опорный план не является  оптимальны м и н е о б х о д и м о  
перейти к новом у б а зи су ,  о п р ед е л я ю щ е м у  некоторый с л ед у ю щ и й  
опорный план главной за д а ч и .  Если при этом  о казы в ается ,  что  
F\l) (At0 ) ¥ = h m + \, то  находи ть  реш ен ие  второй п о д з а д а ч и  не имеет  
смы сла.

И так , пусть, например, FV* (ХІ1)) Ф к т + ,. Т о гд а  с л ед у е т  п е 
рейти к новом у  б а зи с у ,  о п р ед е л я ю щ е м у  некоторый п о с л е д у ю 
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щий опорный план главной за д а ч и .  Д л я  э т о го  н у ж н о  какой-  
нибудь  вектор исключить из б а з и с а  и ввести вм есто  него  новый  
вектор. В ектор,  вводимый в б а зи с ,  о п р ед е л я е тс я  наименьш им  
отрицательны м числом из чисел A,m + i — (С(1)Й Л (|), ЛУ*), Яі, Х2 , ..., 
..., Хт. Если таким числом я вл яется  Хт+ \  
то в б а зи с  вводим вектор P {S'K Если ж е  эт о  есть  некоторое  
число Xj, то в б а зи с  вводим вектор Р )1\  о п р едел я ем ы й данны м  
числом.

П о с л е  н а х о ж д е н и я  вектора, вводим ого  в б а з и с ,  о п р ед ел я ем  
вектор, исключаем ый из него. Д л я  этого  находим  р а з л о ж е н и я  
векторов Р {[) (или Р 5')) и Ро (вектор, о п р ед ел я ю щ и й  опорный план  
главной за д а ч и )  по векторам д а н н о г о  б а з и с а  и о п р ед ел я ем  мини
мум отнош ения ком понент вектора Р 0 к со о тв етств у ю щ и м  п о л о 
жител ьны м  ком понентам вектора РУ* в да н н о м  б а зи се .  Н а и м е н ь 
ш ее из этих отнош ений и оп р ед ел я ет  вектор, исключаем ый из  
б а з и с а .  В р езу л ь та т е  пол учается  новый б а зи с ,  о п р ед ел я ю щ и й  
п о сл ед у ю щ и й  опорный план главной за д а ч и .  Этот план п р о в е 
ряем на оптимальность, дл я  чего строим с о о тв ет ст в у ю щ у ю  п о д з а 
д а ч у  (п о д з а д а ч и )  и находим  реш ение.  Д а н н о е  реш ение  позвол яет  
сде л а т ь  вывод, является ли соотв етств ую щ ий опорный план  
оптимальны м или нет. Если он не оптим ален,  то  по описанным  
выше правилам  переходим  к новом у б а зи су ,  о п р ед е л я ю щ е м у  
некоторый по сл ед у ю щ и й  опорный план. При этом за м ет и м ,  что  
в х оде  и терац ионн ого  пр оц есса  в о зм о ж е н  случай, когда  среди  
ком понент р а з л о ж е н и я  вектора Р{'] по векторам д а н н о г о  б а з и с а  
не им еется пол ож ительны х. Э то  о зн а ч а ет ,  что цел евая  ф ункция  
главной за д а ч и  на м н о ж еств е  ее  допустим ы х реш ений не о гр а н и 
чена, а сл ед о в а т ел ьн о ,  не ограничена и целевая  ф ункция и с х о д 
ной за д а ч и .

В р езу л ь та т е  после конечного числа ш агов л и б о  у с т а н а в л и 
ваем  неразреш и м ость ,  л и б о  находим  оптимальный план главной  
за д а ч и ,  а сл ед о в а т ел ьн о ,  и р еш ен ие  исходной  за д а ч и .

В ы ш е р а с с м о т р ен о  н а х о ж д е н и е  реш ен ия  з а д а ч и  линейного  
пр ограм м ир ов ания  с блочной структурой д л я  сл у ч а я  д в у х  блоков.  
Если число блоков бол ьш е д в у х  и равно, наприм ер, k, то  а л го 
ритм реш ения такой за д а ч и ,  по су щ е ст в у ,  отлич ается  лиш ь тем,  
что теперь в о б щ ем  случае  на к а ж д о й  итерации приходится  
реш ать  не д в е  п о д за д а ч и ,  a k  п о д з а д а ч .  О днако  есл и  реш ение  
одной из п о д з а д а ч  пок а за л о ,  что данны й б а зи с  не оп р ед ел я ет  
оптимальный план главной за д а ч и ,  то  н аходи ть  реш ение  д р у ги х  
п о д з а д а ч  не им еет смысла.

2.91. Н айти р еш ен ие  за д а ч и  2 .90 ,  с о ст о я щ ей  в определ ении  
м аксим ального  значения ф ункции

/7 =  2 х і + З х 2— х 3— 2л:4 (135)
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при условиях

х і -|- Хч— 2 х 3 -)- Х4 ^  17,

— Зх  і -(- Хч (1 3 6 )

4 x i — х 2 < 8 ,

хз +  Х 4 ^  22, 

2Хз -f“ X4 ^  13,

XI, Хч, Х з, х 4 ^ 0 . (1 3 7 )

Р е ш е н и е .  За п и ш ем  исходны е данн ы е в матричном и век
торн ом  виде:

С( |)== (2; 3 ) ;  С(2)=  (—  1; — 2 ) ;  Л (1)= ( 1 ;  1); Л (2)=  ( — 2; 1);
Р о = ( 1 7 ) ;

О пр едел им  теперь б а зи с  главной за д а ч и  (эта  за д а ч а  была з а п и 
с а н а  в ы ш е ) .

Так как бл ок -связка в си стем е  ограничений (1 3 6 )  за д а ч и
(1 3 5 )  — (1 3 7 )  представл яет  с обой  нерав енств о  вида « ^ » ,  то  т а 
кой ж е  вид примет и первое ограничение в главной за д а ч е .  С л е 
дов а тел ь н о ,  приводя главную  за д а ч у  к за д а ч е ,  за п и са н н о й  в ф о р 
ме основной за д а ч и  линейного  програм м ирования , д о б а в л я е м  
к правой части первого  ограничения д опол н ител ьную  п е р ем ен 
ную, которую  об о зн а ч и м  через  у*,. Этой перем енной соответствует

единичный вектор Ръ — . Д а л е е ,  из системы  неравенств

(1 3 6 )  з а д а ч и  (135)  —  (1 3 7 )  видно, что многоугольники реш ений,  
оп р ед ел я ем ы е  соответствен но  первым и вторым блок ам и, имеют  
вершины (0; 0) и Х\2̂ =  (0; 0 ) .  Этим верш инам  со о тв е т 
ствую т векторы

П оск ол ьк у  вектор св о б о дн ы х  членов главной за д а ч и
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не имеет отрицательны х компонент, векторы Рб, PY;, Р\~’ о б р а 
зу ю т  б а зи с ,  оп р ед ел я ю щ и й  опорный план главной з а д а ч и ,  в кото
ром отличные от нуля компоненты таковы: 1 /5 = 1 7 ,  //V) =  1 и
у\2)=  1 .

Чтобы проверить, оп р ед ел я ет  ли найденны й б а зи с  о п ти м ал ь
ный план главной за д а ч и ,  найдем  м ак си м альн ое  зн ачени е  ф у н к 
ции Р </ ) = ( С (|)— Й Л (|,,Л1')) при у сл ов ия х  Х (П^ 0 .

В д а н н о м  сл учае  В ~ ' = Е , поскольку матрица В  со стоит  из  
ком понент единичных векторов Р 5, Р (\ ] и Р \2\  Д а л е е ,  Об =  0, oV, =  
=  (С10, Х \])) =  ( (2 ;  3 ) ,  (0; 0 ) ) = 0 ,  а \2) =  (С (2), Х\2)) =  ( ( — \,  3 ) ,

/ 1  о ОД
(О, 0 ) )  = 0 ;  Q =  (0, 0, 0) 0 1 0 = ( 0 ,  0,  0 ) ;  й = ( 0 ) ;  Х2 =

\ 0  0 1 /

=  кт+  1 = 0 ;  Х з =  Х,„4-2 =  0.
С о ст а в л я ем  и реш аем  п о д з а д а ч у  1:

PV}=  ( С(,)— Л-(1)) = ( ( 2 ;  3 ) — 0 ( 1 ;  1) ,  (х ,;  х 2) ) =  2х, +  3 х 2̂
-> -т а х ;

-З х і  4 - х2 ^ 9 ,

4 х \ — х 2^ 8 ,

Х \, х 2 ^ 0 .

Оптимальны м планом посл едней  за д а ч и  является  Х У 1 = ( 1 7 ;  
6 0 ) .  П ри  этом F\{) (ЯУ}) = 2 1 4 >  Хт + і = Я 2 =  0. З начит,  исходный  
б а зи с ,  о б р а зо в а н н ы й  векторами Р 5, P <il) и P*i2), оп р ед ел я ет  опорный  
план главной за д а ч и ,  который не является оптимальным.

П е р в а я  б о л ь ш а я  и т е р а ц и я .  И з чисел —  (С (|)—  
— £2Л(|), Х ^ ) ,  X], Я2, ..., Х,п, т. е. в д а н н о м  сл учае  из чисел — 214  
и 0, наименьш им отрицательны м является  — 214.  С л едов ател ь но ,  
в б а зи с  вводим вектор

Р<0 =

Д л я  него а (3|) =  (С(|), Л^1)) = ( ( 2 ;  3), (17; 6 0 ) ) = 2 1 4 .  Р а з л о ж е н и е

-  / 1 7 \
вектора Р (з \  как и вектора Р 0=  I 1 I, по векторам исходного

б а з и с а  с о в п а д а ет  с этими векторами. П о эт о м у  д л я  опр едел ения  
вектора, искл ю чаем ого  из б а з и с а ,  находим  наи м еньш ее  из о т н о 
шений ком понент вектора Ро к пол ож ительны м  ком понентам век
т о р а  Р [ ' \ т. е. m in  ( 1 7 /7 7 ;  1 / 1)  = 1 7 / 7 7 .  Таким о б р а з о м ,  из б а з и с а
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искл ю чаем  первый вектор, т. е. вектор Рь, и, сл ед о в а т ел ьн о ,  н о 
вый б а з и с  о б р а з у ю т  векторы Р # \  Р \ {) и Р \2\  М атр иц а ,  с о ст а в л е н 
ная из ком понент этих  векторов, такова:

и о п р ед ел я ем  векторы й ,  й  и С(1)— Й Л (1):

Q = a 6B ~ '  =  (ст/'; стУ); о \2)) В - |  =

/  1/77 0 0 \
=  (214; 0; 0 )  • - 1 / 7 7  1 О ) =  ( 2 1 4 /7 7 ;  0; 0 ) ;

\  0 0 1 /

S2 =  (2 1 4 /7 7 ) ;  A,2 =  W i  =  0; Я,3 =  Хт + 2  =  0; С ^ - Й Л ^
=  ((2; 3) — ( 2 1 4 / 7 7 ) -(1; 1)) =  ( — 6 0 / 7 7 ;  1 7 /7 7 ) .

П о д з а д а ч а  1 имеет вид

О птимальны м планом посл едней  за д а ч и  явл яется  ХУ> =  (0; 9 ) .  
Т ак как И 0 (ХУ>) =  1 5 3 / 7 7 >  Х2 =  0, то  рассм атр ив аем ы й б а зи с  
о п р ед е л я е т  опорный план главной за д а ч и ,  не явл яю щ ий ся  опти
мальным.

В т о р а я  б о л ь ш а я  и т е р а ц и я .  И з  чисел Х2— (С (|)—  
— ЙЛ(|), X /  }) ,  Я.2, т. е. в да н н о м  с л у ч а е  из чисел — 1 5 3 /7 7  и 0, н а 
им еньш им отрицательны м является  — 1 5 3 /7 7  =  Л.2— (С {|)—  
— Й Л (|), Х У / . Значит,  в б а зи с  вводим вектор

Т еперь н аход и м  м атрицу

/ ГУ> =  —  ( 6 0 / 7 7 )  х,  +  ( 1 7 / 7 7 )  х 2- ^ т а х ;

(   ЗХ( —J— ЛГ2 9,

і 4 x i — х 2^ 8 ,
Х \ ,  Х 2 ^ 0

С оотв етств ен но  а / ) = ( С (|), ХУ)) =  ( ( 2 ;  3 ) ,  (0; 9 ) ) = =  27.  
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Ч тобы  о пр едел ить  вектор, исключаем ы й из б а зи с а ,  р а з л о ж и м  
векторы РУ} и  Р о п о  векторам р а с с м а т р и в а е м о г о  б а з и с а ,  т. е.

/  1 / 7 7  0  0 \  /  9  \  /  9 / 7 7  \

І л ;г і °Лиг 7>
/  1 / 7 7  0  0  17 \  /  1 7 / 7 7 \

В _ 1 Р о  =  ^  — 1 / 7 7  1 0  1 J  =  ^ 6 0 / 7 7  J ;

и найдем  гпіп ( 1 7 / 7 7 : 9 / 7 7 ;  6 0 / 7 7 : 6 8 / 7 7 )  =  m in (1 7 /9 ;  1 5 /1 7 )  =  
=  1 5 /1 7 .  С л едов ател ь но ,  из б а з и с а  исклю чаем  второй вектор,  
т. е. вектор Р \ ' \  Новый б а зи с  о б р а з у ю т  векторы

77

М а тр и ц а ,  со ст а в л ен н а я  из ком понент этих векторов, такова:

0

/  1 / 6 8  — 9 / 6 8  0  \
= ( — 1 / 6 8  7 7 / 6 8  0  I .V 0 0 1 /

Н а х о д и м  векторы Я, Я и С(|)— Я Л (|):

й  =  (а (3,); <#>; в ™ ) В ~ '  = ( 2 1 4 ;  27; 0 ) Х

(
1 / 6 8  — 9 / 6 8  0 \

— 1 / 6 8  7 7 / 6 8  0  1 =  ( 1 1 / 4 ;  9 / 4 ;  0 ) ;

0  0  1 /

Я = ( 9 / 4 ) ;  Z.2 =  ’к т + 1 =  9 / 4 ;  /,з =  /,т + 2 =  0;

С(1)— Й Л (|)= ( ( 2 ;  3) — ( 1 1 / 4 )  (1; 1 ) )  =  ( — 3 /4 ;  1 / 4 ) .

С о ст а в л я ем  и реш аем  п о д з а д а ч у  1:

Р10 =  —  ( 3 / 4 )  х , +  ( 1 / 4 ) х 2-э-шах;



П о д з а д а ч а  1 имеет оптимальный план Х ^ =  (0; 9 ) .  П ри этом  
Л,') д а  = 9 / 4  =  >.2.

С оставл яем  и реш аем  п о д з а д а ч у  2:

Л 2,=  (С (2)—  Й Л (2), Л 2)) = ( ( — 1; — 2)  — ( 9 / 4 )  ( — 2; 1),  ( х 3; х 4) ) =  
=  ( 9 / 2 ) x 3— ( 1 3 / 4 ) x 4->-max;

Хз Н- -"̂4 ^  22,

- 2 х3 +  л: 4 ^  13,

Хз, х 4^ 0 .

П о д з а д а ч а  2 имеет оптимальный план Д 2) =  (22; 0). Так как 
Л ,2) (Лг(42)) =  9 9 >  / ,3 =  0, т о  рассм атр иваем ы й б а з и с  опр ед ел я ет  
опорный план главной за д а ч и ,  не являю щ ийся  оптимальным.

Т р е т ь я  б о л ь ш а я  и т е р а ц и я .  И з  чисел 13—  ( С(2)—  
— Й Л (2), Х 4) = — 99, Я-і =  1 1 /4  наи м еньш ее  отри цател ьное  есть  
— 99. П о эт о м у  в б а зи с  вводим вектор

Р'і> =  ( 0

С оответственно «ті»̂2, =  (Ск-2), Д 2;) =  ( (— 1; — 2), (22; 0 ) ) = — 22.  
Чтобы определить  вектор, выводимый из б а з и с а ,  р а зл о ж и м  

векторы Р!,2) и Ро по векторам ра ссм а тр и в а е м о г о  б а зи с а ,  т. е.

_  /  1/68 - 9 / 6 8  0 \ /  17 \ /  2/17 \
В ~ ' Р о  =  | - 1 / 6 8  77/68 0 W 1 1 =  ( 15/17 1;

Я - . р ( 2 ,  (  ^  9 / 6 8  ° \ (  - 4 Л  / - U / 1 7 V
8  =^  — 1/68 77/68 ° J y  0 J  =  I u / 1 7 J

и най дем  min ( 1 5 / 1 7 : 1 1  / 1 7 ;  1 / 1 ) =  1. Таким о б р а з о м ,  из б а з и с а  
исключаем вектор Р 2. Новый б а зи с  о б р а з у ю т  векторы

р ^ = (  Г \  № = (  ' ] и Р ) 2)=

М атр и ц а ,  о б р а т н а я  м атрице,  со став л енной  из компонент векто
ров Р з \  РУ; и Р\?\ такова:

( 1/68 — 9/68  11/17 \
- 1  /68 77/68 - 1 1 / 1 7  ) .

0 0 1 )

Н а й д е м  векторы й ,  Q, С(|)—  ЙЛ(|) и CS2) П Л (2);

й  = ( а У ); аУ>; а )2)) 6 “ ' =
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( 1/68 — 9 / 6 8  11/17 \
- 1 / 6 8  77/68  - 1 1 / 1 7  1 =  ( 1 1 / 4 ;  9 / 4 ;  9 9 ) ;

О 0 1 /
й = ( 1 1 / 4 ) ;  Хш + 1= А ,2 =  9 / 4 ;  А,от + 2 =  ,̂3 =  99;

G<»—  ЙЛ(,)= ( ( 2 ;  3 )  — ( 1 1 / 4 )  (1; 1) )  =  ( — 3 / 4 ;  1 / 4 ) ;

С(2)—  0 4 (2)= ( ( —  1; — 2)  — ( 1 1 / 4 )  (— 2; 1) )  =  ( 9 / 2 ;  — 1 9 / 4 ) .  

С о ст а в л я ем  и р е ш а ем  п о д з а д а ч у  1:

=  — ( 3 / 4 ) x i  +  ( l / 4 ) x * - * m aX;

( — Зх\ Х2 9,

( 4 x i — х 2^ 8 ,

Х\ ,  Х 2 ~ ^ 0 .

Оптимальный план ЛГУ}=  (0; 9 ) ;  при этом / 7У) (XVі) = 9 / 4  =  К2. 
С остав л я ем  и реш аем  п о д з а д а ч у  2:

f t 2)=  ( 9 / 2 )  Хз—  ( 1 9 / 4 )  jf<—*■ max;

j  Хз +  Х 4 ^ 2 2 ,

1 — 2 / з +  х 4< 1 3 ,

Хз, Х 4 ^ : 0 .

П о д з а д а ч а  2 им еет оптимальный план Л'(/ ) =  (22; 0); при этом  
f t »  ( Д 2)) =  99 =  Л3.

Таким о б р а з о м ,  определяем ы й р ассм атр ив аем ы м  б а зи со м  
опорный план является оптимальным. Д л я  его  н а х о ж д е н и я  р а з 
л о ж и м  вектор Ро по векторам д а н н о г о  б а зи са :

/  1 / 6 8  - 9 / 6 8  11/17 \  /  17 \  /  13/17 \
В Р ° = ( - 1 / 6 8  77/68  — 11/17 J I  1 1 = 1  4/17  1-

З начит,  в оптимальном плане главной за д а ч и  отличные от нуля

компоненты таковы: </У) =  1 3 /1 7 ,  t/У) =  4 / 1 7  и (Д2)=  1.
И сп о л ь зу я  ф орм ул ы  (1 2 4 )  и ( 1 2 5 ) ,  находи м  оптимальный  

план исх о д н о й  за д а ч и  ( 1 3 5 ) — (1 3 7 ) :

* £ = ( * * ;  х г н д а у ч * / ! О Т ;  у д а ) =

=  ( ( 4 / 1 7 )  • (0; 9 )  +  ( 1 3 / 1 7 )  • (17; 6 0 ) ;  1 • (22; 0 )  =  (13; 48; 22; 0 ) .
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М а к с и м а л ь н о е  зн ачени е  целевой функции  

Р тах =  2 - 1 3  +  3-  4 8 — 22 =  148.

В зак л ю ч ени е  отметим, что пом имо м етода  Д а н ц и г а — В у л ф а  
су щ е ст в у ю т  и д р у ги е  методы, п о зв о л я ю щ и е  своди ть  р еш ен ие  з а 
д а ч и  бо л ьш о й  ра зм ер н о ст и  к реш ен ию  р я да  п о д з а д а ч  меньшей  
разм ер ности .

И спользуя метод Д ан ц и га— В улфа, найдите решение задач  2.92—
2.98.

2.92. Зх і—2хг +  Зхз +  х4-> -тах;

2х  і +  3x2 +  Хз +  Хі < 1 18, 

xi +  х2 < 9 ,

3 x i+ 3 x 2 < 1 2 ,

2х3— Зх4<  12 , 

х3 +  Зх4<  15,

X l ,  Х2 , х 3, х 4 > 0 .

2.94. 5 х ,+  4х2-> -тах;

xi +  х2 18,

2x i +  х2< 20 ,

— x i +  х2< 9 ,  

х 2<  10 ,

—Эх, +  4х2>  12 , 

х2> 5 ,  

x i ,  х 2 ^ 0 .

2.96. P  =  Xi + 2^ 2— Зх3 +  5х4—t-max; 

Xi + 2х2— Зхз— 4х4 +  24,

2х, + 3 х 2 < 10 2 ,

Х|— 2х2 < 1 6 ,

х3 +  2х4< ; 14,
Хз— 2 х 4 <  18,

X i ,  х 2, х 3, х 4 ^ 0 .

2.97. P  =  2 x i  +  5 x 2—4х3 +  2х4-> -тах; 

Зх і +  2хг +  2хз— 5х4 +  50,

2x i +  х 2 < 20 ,

x i— Зх2 < 2 7 ,

2х3 +  Зх4 <  28,

-—х3 +  2х 4 < 12 , 

xi, х 2, х3, х4> 0 .

2.93. 2xi +  3х2— 2х3—х4-> -тах;

Xi +  Зх2— Хз— 2х 4 <  20 , 
х і +  х 2 < 5 ,

< 3 ,

2 х з  +  х 4 4 ,

— х 3 + х 4 < 2 ,

X l ,  х 2, Хз, х4^ 0 .

max;

2х і +  3x2 +  2хз +  Зх4 +  150, 

4 x i  +  5 х 2 <  80,

Зх, +  2х2 < 6 0 ,

х3 +  х4< 9 0 ,  

2 х з  +  4 х 4 ^ 8 0 ,  

Xi, х2, Хз, х 4 ^ 0 .

Xi— х2

2.95. 5xi + 6х2 +  4хз +  7х.
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2.98. Д л я  производства двух видов изделий на двух предприятиях 
отрасли может быть использовано 480 ед. сырья. Нормы затр ат  сырья 
на одно изделие соответственно равны 4 и 3 ед., а прибыль от реализации 
одного изделия соответственно равна 5 и 6 руб.

На каж дом из предприятий сырье проходит последовательную об
работку, причем используются два  типа технологического оборудования. 
З атр аты  времени при обработке сырья на каж дом  из типов оборудования 
в каж дом  из предприятий приведены в таблице. В ней же указан  общий 
фонд рабочего времени каж дого из типов оборудования на каж дом  из 
предприятий.

1-е предприятие 2-е предприятие
Общий фонд 

рабочего времени 
предприятия

Тип обору
дования Затраты времени 

одного
на изготовление 

изделия

А В А В 1 2

I 2 1 2 3 360 420
II 1 3 4 5 420 340

С учетом имеющегося сырья и возможностей использования пред
приятиями технологического оборудования определить, сколько изделий 
каж дого вида следует изготовить на каж дом из предприятий, так  чтобы 
прибыль от их реализации была максимальной.

§ 2.6. ЗА Д А Ч И  ТЕО РИ И  ИГР 
И Л И Н Е Й Н О Е  П РО ГРА М М И РО В А Н И Е

1. Экономическая и геометрическая интерпретации задач теории 
игр. Если им еется  несколько конф ликтую щ их сторон (л и ц ) ,  к а ж 
д а я  из которых принимает некоторое  реш ение,  о п р ед е л я е м о е  
за д а н н ы м  н а бор ом  правил, и к а ж д о м у  из л иц изв естн о  в о з м о ж 
ное конечное состо я н и е  конфликтной ситуации с з а р а н е е  о п р е д е 
ленными д л я  к а ж д о й  из сторон п л а т е ж а м и ,  то  говорят, что имеет  
м есто  и гр а .  З а д а ч а  теории игр состоит  в вы боре такой линии п о в е 
д ен ия  д а н н о г о  игрока, отклонение от которой м о ж е т  лиш ь у м ен ь 
шить его  выигрыш.

О п р е д е л е н и е  2.5. С итуац ия н азы в ается  конф ликт ной , 
если в ней у ч аств ую т стороны, интересы которых пол ностью  или  
частично противопол ож ны .

О п р е д е л е н и е  2.6. И г р а  —  это  действительны й или ф о р 
мальный конфликт, в котором им еется  по крайней м ере д в а  у ч а ст 
ника (и г р о к а ) ,  к аж ды й из которых стр ем и тся  к д о с т и ж е н и ю  с о б 
ственны х целей.

О п р е д е л е н и е  2.7. Д о п у ст и м ы е  действия к а ж д о г о  из  
игроков, нап равленн ы е на д о с т и ж е н и е  некоторой цели. назы-  
ваю тся  п р а в и л а м и  игры.
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О п р е д е л е н и е  2.8. К ол ич ествен ная  оценка резул ьтатов  
игры н а зы в ается  платежом.

О п р е д е л е н и е  2.9. И гр а  назы вается  п а р н о й ,  если в ней 
у ч аств ую т  только д в е  стороны  (д в а  л и ц а ) .

О п р е д е л е н и е  2.10. П а р н а я  игра н а зы в ается  и гр о й  с н у 
л е в о й  сум м ой ,  есл и  сум м а п л а т е ж ей  равна нулю, т. е. если пр о 
игрыш о д н о го  игрока равен выигрышу второго.

П а р н ы е  игры с нулевой сум м ой  и р а с см а тр и в а ю т ся  ниж е.
О п р е д е л е н и е  2.11 . О д н о зн а ч н о е  опи сан ие  вы бора игро

ка в к а ж д о й  из в о зм о ж н ы х  ситуаци й, при которой он д о л ж е н  с д е 
лать  личный ход ,  назы вается  стратегией  игрока.

О п р е д е л е н и е  2.12. С тратегия  игрока н азы в ается  опти
м а л ьн о й ,  если  при многократном повторении игры она о б е сп еч и 
вает игроку м аксим ально в озм ож н ы й  средн ий  выигрыш (или, что  
т о  ж е  са м о е ,  миним ально в озм ож н ы й средний проигры ш ).

П усть  им еется д в а  игрока, один из которых м о ж е т  вы брать  
і -ю  стратегию  из m  своих в о зм о ж н ы х  стратегий (г =  1, т ) , а в т о 
рой, не зн а я  вы бора первого, вы бирает  j -ю  стр атегию  из п своих  
в о зм о ж н ы х  стратегий ( / = 1 ,  я). В р езу л ь та т е  первый игрок вы
игрывает величину Oij, а второй проигры вает  эт у  величину.

И з  чисел вії  состав им  матрицу

/  а , ,  а , 2 

А  =  (а,,)  =  |  а 2 | . а22

\  а т\ат2

Строки матрицы А соответствую т  стратегия м  первого  игрока,  
а столбц ы  —/ст р а т е г и я м  второго. Эти стратегии назы ваю тся  
чистыми.

О п р е д е л е н и е  2 .13 . М а тр и ц а  А  н а зы в а ет ся  платежной  
(или матрицей и г р ы ) .

О п р е д е л е н и е  2.14 . И гру ,  о п р ед ел я ем у ю  м атрицей А,  
им ею щ ей m  строк и п столбц ов ,  назы ваю т к о н еч н о й  и гр о й  р а з м е р 
ности т У .п .

О п р е д е л е н и е  2.15 . Ч и сл о  a  =  m ax (m in а, ,) назы вается
< /

ниж ней ц еной  и гр ы  или м акси м ином ,  а с о о тв ет ст в у ю щ а я  ем у  
стратегия  (стр о к а )  — м акси м ин н ой .

О п р е д е л е н и е  2.16 . Ч и сл о  fS =  m in (m ax  а,,) назы вается
і

в е р х н е й  цен ой  и гр ы  или м ини м аксом ,  а со о тв е т ст в у ю щ а я  ем у  
с тр атеги я  игрока (с то л б е ц )  —  м ини м аксн ой .

Т е о р е м а  2.3. Н иж няя цен а  игры, в с е г д а  не  п р евосходит  в е р х 
ней  цен ы  игры .

О п р е д е л е н и е  2.17 . Если а = ( 5  =  ц, то  число v н а зы 
в ается  ц еной  игры .
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О п р е д е л е н и е  2.18. И гра ,  дл я  которой а  =  |3, н азы в ается  
и г р о й  с с е д л о в о й  точкой.

Д л я  игры с сед л о в о й  точкой н а х о ж д е н и е  реш ен ия  состоит  
в вы боре максиминной и миним аксной стратегий , которые я в л я 
ются оптимальными.

Е сли игра, з а д а н н а я  матрицей, не им еет сед л о в о й  точки, то  
дл я  н а х о ж д е н и я  ее  реш ения испол ьзую тся  см еш анн ы е стратегии.

О п р е д е л е н и е  2 .19 . В ектор,  к а ж д а я  из ком понент кото
рого  пок азы вает  относител ьную  частоту  испол ьзования игроком  
с о о тв ет ст в у ю щ ей  чистой стратегии, н а зы в а ет ся  см еш а н н о й  стра
тегией  д а н н о г о  игрока.

И з  д а н н о г о  о п р едел ения  непосред ств ен н о  сл ед у ет ,  что сум м а  
ком понент у к а за н н о г о  вектора равна единице ,  а сам и  компоненты  
не отрицательны . Обы чно см еш а н н у ю  стратегию  первого  игрока  
о б о зн а ч а ю т  как вектор U = ( u \, м2, ..., и,„),  а второго  игрока —  
как вектор Z = ( z \ ,  z 2, .... z„ ) ,  где  > 0 (/ =  1, m ) , z , ^ 0  ( /  =

  m  n

=  1, n ) ,  Xu ' = l >  I z ,  =  l .
i =  I / = 1

Если U*  —  оптим альная  стратегия первого игрока, а / * — 
о пти м альн ая  стратегия  второго  игрока, то число

t i  m

у =  Х  I  a l7«,*z*
/ =  і < =  і

является ценой игры.
О п р ед е л ен и е  оптимальны х стратегий и цены игры и с о с т а в 

л яет  процесс  н а х о ж д е н и я  реш ения игры.
Теорема 2.4. В с я к а я  матричная и гр а  с н у л е в о й  сум м о й  имеет 

р е ш е н и е  в с м е ш а н н ы х  стратегиях.
Теорема 2.5. Д л я  того чтобы ч исл о  v б ы л о  ценой  и гр ы ,  a  U*  

и Z*  —  оптимальными стратегиями, н е о б х о д и м о  и достаточно  
в ы п о л н е н и е  неравенст в

пг   п
£  a y u f ^ v  ( j = \ , n )  и Y, a i j z f < ^ v  ( i — l , m ) .
; = і / = і

Если т ео р ем а  2 .4  д а е т  ответ на вопрос о сущ ест в о в а н и и  р е 
шения игры, то  с л е д у ю щ а я  тео р ем а  д а ет  ответ на вопрос, как  
найти это  реш ение  для игр 2 X 2 ,  2 Х п  и п Х  2, примеры которых  
приведены ниж е.

Теорема 2.6. Е с л и  оди н  из  и г р о к о в  применяет опт имальную  
с м е ш а н н у ю  стратегию, то е го  в ы и гр ы ш  р а в е н  цен е  и гр ы  v  вн е  
зависим ост и от того, с каким и частотами будет применять второй  
и г р о к  стратегии, в о ш е д ш и е  в опт имальную  ( в  том числ е  и чистые 
стратегии).
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2.99 .  Н айти  реш ение  игры, за д а н н о й  м атрицей  
и д а т ь  геом етрическую  интерпретацию  этого  реш ения.

Р е ш е н и е .  П р е ж д е  всего  проверим наличие с ед л о в о й  точки  
в д а н н о й  матрице. Д л я  э т о го  н ай дем  минимальные элементы  в 
к а ж д о й  из строк (2 и 4 )  и м аксимальны е элементы  в к а ж д о м  из 
с то л б ц о в  (6  и 5 ) .  Значит,  ни ж ня я  цена игры а  =  т а х  (2; 4)  = 4 ,  
а верхня я  цена игры (5 =  min (6; 5)  = 5 .  Так как a  — 4=/=ji — 5, 
то  реш ением  игры являю тся см еш а н н ы е  оптимальны е стратегии,  
а ц ена  игры v  за к л ю ч ен а  в п р ед е л а х  4 ^ ц ^ 5 .

П р е д п о л о ж и м ,  что д л я  игрока А  стратегия з а д а е т с я  вектором  
U  =  ( и ь и 2) . Т огда  на основании теорем ы  2 .6  при применении  
игроком В  чистой стратегии В \  или В 2 игрок А  получит средний  
выигрыш, равный цене игры, т. е.

2 w f + 6 w f = u  (при стратегии В \ ) ,

5 « f + 4 « f = y  (при стратегии В  г).

П о м и м о  д в у х  за п исанн ы х уравнений относител ьно и f  и и f  д о б а 
вим у р ав н ен ие ,  с в я зы в а ю щ е е  частоты иf  и uf.

Uf + u f = l .

Р еш а я  полученную  систем у  трех  уравнений с трем я н еи зв ест 
ными, находи м  « f = 2 / 5 ;  м ? =  3 / 5 ;  гэ =  2 2 /5 .

Н а й д е м  теперь  оптимальную  стратегию  д л я  игрока В. П усть  
с тратегия  д л я  д а н н о г о  игрока з а д а е т с я  вектором Z = ( z i ;  z 2) 
Тогда^

2 z f + 5 z ? = 2 2 / 5 ,

6 z f + 4 z f — 2 2 / 5 ,  
z f +  2 f = l .

Р е ш а я  систем у  уравнений, с о ст о я щ у ю  из каких-н ибудь  д в у х  
уравнений , взяты х из п о сл едней  системы, получим z f — 1 /5 ;  
z f =  4 / 5 .  С лед о в а тел ь н о ,  реш ен ием  игры я в л я ю т ся  см еш анн ы е  
стр атегии  U * =  ( 2 / 5 ;  3 / 5 )  и Z* =  ( 1 / 5 ;  4 / 5 ) ,  а ц ена  игры у = 2 2 / 5 .

Д а д и м  теперь геом етр ич ескую  ин терпретацию  реш ения д а н 
ной игры. Д л я  этого  на плоскости и О г  введем  с и стем у  координат  
и на оси О и  отл ож им  отрезок  единичной длины  A tA 2, к а ж д о й  
точке к отор ого  поставим  в соотв етств ие  некотор ую  с м еш а н н у ю  
стр атегию  Д = ( м ь и 2) =  ( и ,, 1 - м , )  (рис. 2 .1 5 ) .  В частности,  
точке А \  (0;  1) отвечает  стр атегия  А \ ,  точке А 2 (1; 0)  —  с т р а т е 
гия А 2 и т. д.

а п.
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Рис. 2.15

В точка х А  і и А 2 

в осставим  п е р п ен дик ул я 
ры и на полученны х п р я 
мых б у д ем  отклады вать  
выигрыш игроков. На пер
вом перпендикуляре  (в  
да н н о м  случае  он с о в п а 
д а ет  с осью  O z )  от л о ж и м  
выигрыш игрока А при 
стратегии Лі,  а на вто
ром —  при стратегии Л 2.
Е сли игрок Л применяет  
стратегию  Л і,  то  его выиг
рыш при стратегии В  і и г 
рока В равен  2, а при с т р а 
тегии В г  он равен  5. Ч и с 
лам 2 и 5  на оси O z  с о о т 
ветствуют точки В  і и Вг.

Е сли ж е  игрок Л применяет стр атегию  Л 2, то его  выигрыш  
при стр атегии  В \  игрока В  равен 6, а при стратегии В 2 он равен 4. 
Э ти д в а  числа о п р ед ел я ю т  дв е  точки В\  и В 2 па перпендикуляре,  
в осставленном  в точке Л2. С оедин яя м е ж д у  со б о й  точки В  і и 
В \ ,  В 2 и В'г, получим д в е  прямые, ра ссто я н и е  д о  которы х от  
оси О и  о п р ед е л я е т  средний выигрыш при л ю б о м  сочетании с о о т 
в етств ую щ и х стратегий. Н апр им ер, р а ссто я н и е  от л ю б о й  точки  
о т р езк а  В [В \  д о  оси Ом о п р ед е л я е т  средн ий  выигрыш v\  при л ю 
бом  сочетании стратегий Л і и Л 2 (с частотам и и і и и>) и с т р а т е 
гии В  і игрока В. Э то  расстоя н ие  равно 2м і (>м2 =  v \ .  А налогично,  
средн ий  выигрыш при применении стратегии Вг  оп р ед ел я ется  
орд и н а т а м и  точек, п р и н а д л еж а щ и х  о трезку  / І2Й2.

Таким о б р а з о м ,  ординаты  точек, п р и н а д л е ж а щ и х  ло м а н о й  
В[МВ'г , о п р ед ел я ю т  минимальный выигрыш игрока Л при п р и м е
нении им л ю б ы х  см еш анн ы х стратегий . Эта  м иним альная  в ел и
чина явл яется  максим альной в точке М;  сл ед о в а т ел ьн о ,  этой  
точке со о тв етств у ет  опти м альн ая  стр атегия  £ / * = ( и Т ,  u f ) ,  а ее  
о р д и н а т а  р а в н а  цене игры v.  К оордин аты  точки М  находи м  как  
координаты  точки пересечения прямых В \В \  и в 2б 2. С о о т в етст в у 
ю щ и е три ура в н ен и я  имеют вид

Ґ 2 u t - j - 6 u $ = v ,

5 м ? + 4 м ї = п ,
(_ и f +  и f = l .

Р е ш а я  п о сл ед н ю ю  систем у  уравнений , пол учаем  n f = 2 / 5 ;  и f =  
=  3 / 5 ;  у =  2 2 / 5 .

А н ал огич но  нах о д и тся  опти м альн ая  стр атегия  д л я  игрока В.
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Д л я  ее  опр едел ения имеем уравнения

2 z f + 5 z f = 2 2 / 5 ,  

z f +  z i =  1,
или

z f =  1 /5 ;  z f — 4 / 5 .

С лед о в а тел ь н о ,  реш ением  игры являю тся см еш а н н ы е  с т р а т е 
гии <У* =  ( 2 / 5 ;  3 / 5 )  и Z * —  (1 / 5 ;  4 / 5 ) ,  а цена игры и —  2 2 / 5 .  К т а 
кому вы воду  мы пришли и выше.

О б о б щ а я  и зл о ж ен н ы е  выше результаты  н а х о ж д е н и я  реш ения  
игры 2 X 2 ,  м о ж н о  у к а за ть  основны е этапы  н а х о ж д е н и я  р е ш е 
ния игры 2 Х п  или « X  2.

1. Строят  прямые, со о тв ет ст в у ю щ и е  стратегия м  второго  
(п ерв ого)  игрока.

2. О п р ед ел я ю т  ни ж н ю ю  (в ер х н ю ю ) границу выигрыша.
3. Н а х о д я т  д в е  стратегии в торого  (первого)  игрока, которым  

с о о тв етств у ю т  д в е  прямые, п е р есек а ю щ и еся  в точке с м ак си м ал ь
ной (м иним альной) ординатой.

4. О п р ед ел я ю т  цену игры и оптимальны е стратегии.

2.100. Н айти р еш ен ие  игры, за д а н н о й  матрицей

9
( 7 9 мV 10 6  9 / '6  9

Р е ш е н и е .  На рис. 2 .16  прямые В \ В \ ,  В 2В 2 и 
ствую т стратегия м , а л о м а н а я

А
J t * 10

2 ] 9

і 1
8

7
j

6

- 5
1
1

■v 4
1
1 - 3
1

I
- 2

1
- 1

. ... м і
11

В 3В 3 соответ-  
В \ К В Г2 —  ни ж ней  границе  вы

игрыша игрока В.  И гра
им еет реш ение  U*  =  (2 /3 ;  
1 /3 ) ,  Z* =  ( l  / 2 ;  1 /2 ;  0), 
у =  8.

2.101. Н айти реш ение  
игры, за д а н н о й  матрицей

и* 
г

Рис. 2.16

Р е ш е н и е .  М атрица  
им еет р а зм ер н о ст ь  2 X 4 .  
Строим прямые, со о тв ет 
ств у ю щ и е  стратегия м  иг
рока А  (рис. 2 .1 7 ) .  Л о м а 
ная А \ К А \  соответствует  
верхней границе выигры
ша игрока А,  а отрезок
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N K  — ц ен е  игр ы . Р е ш е н и е
игры таково: [ /*  =  ( 7 /8 ;  10 10
0; 0; 1 /8 ) ,  Z* =  (3 /8 ;  5 /8 ) ,  д
v  =  4 3 / 8 . - 9I

приятие пл анирует к м а с 
сов ом у  выпуску новую м о 
д ел ь  о д е ж д ы .  Спрос на эту  
модель  не м о ж е т  быть  
точн о  определен .  О днако  
м о ж н о  предп ол ож ить,  что  
его  величина х а р а к т ер и зу 
ется тремя в озм ож ны м и  
состояни ям и (1, 11, III) .
С учетом ЭТИХ С О С Т О Я Н И Й  |

2.102 .  Ш вейное  пред-

1
ан а л и зи р у ю тся  три в о з 
мож ны х в арианта выпуска  
данн ой  м одели (А, Б, В ) .

К
z

К а ж д ы й  из этих  вариан- р ис 2 17
тов т р е б у ет  своих за т р а т  и
о б есп еч ив ает  в конечном счете  различный эф фект.
П рибы ль (тыс. р у б . ) ,  которую  пол учает  предприятие при данн ом  
о б ъ е м е  выпуска модели и со о тв ет ст в у ю щ ем  состояни и  спроса ,  
о п р ед ел я ется  матрицей

Т р еб у ется  найти объем  выпуска м одели о д еж д ы ,  о б е с п е ч и в а 
ющий ср е дн ю ю  величину прибыли при л ю б о м  состоянии спроса .

Р е ш е н и е .  П р е ж д е  всего проверим, имеет ли исх о д н а я  м а 
три ца сед л о в у ю  точку. Д л я  э т о го  нах о д и м  миним альны е э л е 
менты в е е  стр оках  (2 2 ; 2 1 ; 2 0 ) и максим альны е —  в с т о л б ц а х  
(22; 23; 2 4 ) .  М аксим альны м  среди  минимальных эл ем ен тов  строк  
явл яется  число а  = 2 2 , а минимальным среди  максим альны х э л е 
ментов стол бц ов  —  число р =  22. Таким о б р а з о м ,  а  =  р =  22. Ч и 
с л о  22 явл яется  ценой игры. И гр а  имеет сед л о в у ю  точку, с о о т в е т 
с тв у ю щ у ю  I вари анту  выпуска м одели о д е ж д ы .  О б ъ ем  выпуска  
м одели, со о тв етств ую щ ей д а н н о м у  варианту,  о б есп еч и в а ет  пр и
быль в 22  тыс. руб .  при л ю б о м  состоянии спроса .

Используя геометрическую интерпретацию, найдите решение игр, 
определяемых следующими матрицами.

А
Б
В

1 4
9 5
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2.105. О бувная ф абрика планирует выпуск двух моделей обуви 
Л и В. Спрос на эти модели не определен, однако можно предположить, 
что он может принимать одно из двух состояний (1 и II ) .  В зависимости 
от этих состояний прибыль предприятия различна и определяется матри-

/ 5 2  22 \
цей v4 =  I 22 49 ) '  Найдите оптимальное соотношение меж ду объе

мами выпуска каж дой из моделей, при котором предприятию гаранти
руется средняя величина прибыли при любом состоянии спроса.

2. Сведение задач теории игр к задачам линейного програм
мирования. Р ассм о т р и м  игру т Х « ,  о п р ед е л я е м у ю  м атрицей

Я н  Й12 . . .  Я | „

1 022 •• аг„ \

\к а т1 ат2 ■ Отп /

С о гл а сн о  т ео р ем е  2.5, дл я  оптимальной стр атегии  первого  
игрока U * =  (иТ, и f, ..., и%) и цены игры v  вы полняется неравен-

III
ство 2,  a i j i i T ^ v  (j = \ , n ). П р е д п о л о ж и м  д л я  о п р едел енности ,  что

;= і
v >  0. Э то  всегд а  м о ж ет  быть д о сти гнуто  б л а г о д а р я  том у,  что  
п р ибав л ени е  ко всем эл ем ен та м  матрицы А  одн о го  и того  ж е  
п осто я н н о го  числа С  не приводит к изм ен ен ию  оптимальны х с т р а 
тегий, а только лиш ь увеличивает  цену игры на С.

Р а з д е л и в  теперь о б е  части п о сл ед н его  нерав енств а  на и, по 
лучим

т  *
U і

i =  1

П о л о ж и м  и * /v  =  у*  тогда

т  ______

X  аиУ? > 1 (/ =  Ь ^ ) ’ У * > °  ( / =  \,т).
» =  і

т

И сп о л ь зу я  введенн ое  о б о зн а ч е н и е ,  перепиш ем  усл о в и е  £  uf— 1
т  г =  ^

в виде  X  г/*= 1/ у .
i =  і
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Так как первый игрок стрем ится  получить максимальный  
выигрыш, то  он д о л ж е н  обесп ечить  минимум величине 1 /а .  С уч е 
том этого, опр ед ел ен и е  оптим альной стратегии первого  игрока
своди тся  к н а х о ж д е н и ю  миним ального  зн ачени я функции F* —

т т

=  £ ( / ;  при у сл ов ия х  £  >  1 (/' =  1,п); «/,-> 0  (i =  T jn).
1=1 i =  1

А налогичны е р а с с у ж д е н и я  показы ваю т, что о п р ед ел ен и е  
оптимальной стратегии в торого  игрока св о ди т ся  к н а х о ж д е н и ю

п

м аксим ального  зн ачени я  функции F =  £  х,- при у сл ов ия х
п _____  І =  I

£  a i(X j < l  (г =  1, т ) ;  ( / = 1 ,п ) .  Здесь  Xj —  Z j / v .

1= і
Таким о б р а з о м ,  чтобы найти р еш ен ие  д а н н о й  игры, о п р е д е 

ляем ой м атрицей А,  н у ж н о  состав ить  с л ед у ю щ у ю  пар у  д в о й 
ственны х з а д а ч  и найти их реш ение.

П р я м а я  за д а ч а :  найти м аксим альное  зн ачени е  ф ункции Т =
П П _______  ______

=*Yj х і пРи у сл ов ия х  X  а чх і <  1 (і =  1, m ) ; х, > 0  ( /  =  1, п ) . 
і =  і / = і

Д в о й ст в ен н а я  за д а ч а :  найти м иним альное зн ачени е  функции
т т

F * =  £ Уі при у сл ов ия х  £ а ц у і^  1 ( /  =  1 ,лг); (/ =  1, m).
/ = і  <=i

И сп о л ь зу я  реш ение  пары двойствен ны х з а д а ч ,  пол учаем  ф о р 
мулы д л я  опр ед ел ен и я  стратегий и цены игры:

и  ̂ X^
м?^=— — = v u f ,  z f =  1 — аде*:

т 1 п

I  y t  t x *
; =  і ; =  і

1 1
; ((' =  1, m ; j  =  1, n ).

I  I  №*
, = i  i = i

И так , п р о ц есс  н а х о ж д е н и я  реш ения игры с испол ьзованием  
м етодов  линейного  пр ограм м ир ования включает с л ед у ю щ и е  
этапы:

1. С о ст а в л я ю т  пару двойственны х з а д а ч  линейного  п р о г р а м 
м ирования, эквивалентны х д а н н о й  матричной игре.

2. О п р ед ел я ю т  оптимальны е планы пары двойствен ны х з а 
дач.

3. И сп о л ь зу я  соотн ош ени е  м е ж д у  пл анам и пары д в о й с т в ен 
ных з а д а ч  и оптимальными стр атегия м и и ценой игры, н а ходя т  
реш ение  игры.

247



2.106. Н айти реш ение и гры , оп р ед ел я ем о й  м атрицей

1 2 0 
1 0  1

2 1 0
Р е ш е н и е .  С оставим  д в о йств ен ную  пару за д а ч  л инейного  

програм м ирования : прям ая за д а ч а :  найти максимум ф ункции  
F =  x  1+ Х 2 +  Х3 при усл овиях

Х\ 2X2 1»

Х\  + * 3 ^ 1 ,
2xi ~\~ % 2 1 ,

Х\,  х 2, х 3 > 0 ;

д в о й с т в е н н а я  з а д а ч а :  н ай ти  м и н и м у м  ф у н к ц и и  F * = y t + 1/ 2 +  1/3 

при у с л о в и я х

У \  + ^ 2  +  2(/3 ^  1,

2.у\ +  г / з > 1,

У 2 > \ ,

У \ , У 2 ,  у з > 0 .

Н а х о д и м  оптимальны е планы прямой и дв ойственной за д а ч  
(табл .  2 .5 2 ) .

Т а б л и ц а  2.52

і Базис Сб Ро
1 1 1 0 0 0

Р і Ро Рз Рз Рь Рь

1 Р< 0 1 1 2 0 1 0 0
2 Рь 0 1 1 0 1 0 1 0
3 Ре 0 1 2 1 0 0 0 1

-  1 — 1 - 1 0 0 0
1 Р 4 0 1 1 2 0 1 0 0
2 Рз 1 1 1 0 1 0 1 0
3 Рь 0 1 2 1 0 0 0 1

1 0 — 1 0 0 1 0
1 Р2 1 1/ 2 1 / 2 1 0 1 / 2 0 0
2 Рз 1 1 1 0 1 0 1 0
3 Рь 0 1/ 2 3 /2 0 0 - 1 / 2 0 1

3 /2 1/ 2 0 0 1 / 2 1 0

И з та б л .  2 .52  кадно, что и сх о д н а я  з а д а ч а  имеет опти м ал ь
ный план Х * = ( 0 ; 1/ 2 ; 1) ,  а дв о й ст в ен н а я  з а д а ч а  —  о п ти м ал ь
ный план У * = ( 1 / 2 ;  1; 0 ) .  С лед о в а тел ь н о ,  цена игры а =

1 2
=  1 / 2  I f  І = 3 ’ а оптимальны е стратегии игроков U * =  ( 1 /3 ;  2 /3 ;  

0 ) ;  Z* =  (0; 1 /3 ;  2 / 3 ) .
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Вы ш е бы ло пок азан о ,  что для всякой матричной игры м о ж н о  
за п и с а ть  сим м етричную  пару двойственны х за д а ч .  С п р а в ед л и в о  
и обратн ое:  д л я  всякой сим м етричной пары дв ойственны х за д а ч  
м о ж н о  за п и с а ть  матричную игру.

П усть  з а д а н а  сим м етричная пара двойственны х за д а ч :  п р я 
мая за д а ч а :  F =  CX, А Х ^ В ,  Х ^ О ;  д в ойств ен ная  за д а ч а :  F* =  
=  B Y ,  Y A ^ C ,  Y ^ O .  Т огда  этой симметричной пар е  д в о й с т в ен 
ных з а д а ч  м о ж н о  поставить в соответствие  игру, о п р ед ел я ем у ю  
матрицей

/ О  А — В \
D  =  ( - Л т О Ст ) ,

\  В т — С  0  /

где  индекс т о зн а ч а е т  опера ц и ю  транспонирования.
С л ед у ет  отметить, что если к а ж д а я  матричная игра имеет  

оптимальны е стратегии, то не всякая за д а ч а  л инейного  пр о гр а м 
мирования имеет решения.

2 .107 .  П острои ть  игру, о п р ед ел я ем у ю  с л ед у ю щ ей  парой д в о й 
ственны х задач :  прям ая за д а ч а :

2xi  + 3 х 2 - м ц а х ;

(  2x i  +  Х2 ^  10,

х , + З х 2 < 1 2 , 

х , з Х2 ^  0;

д во й ст в ен н а я  за д а ч а :

1 Or/i +  12 / /2->-min;

( 2у у 2 > 2 ,

< / |+ З у 2 г > 3 ,

Ці,  1/2 > 0 .

Р е ш е н и е .  З д е с ь

В т=  (10; 12);  С = ( 2 ;  3 ) ,  Ст =  ( 3 ) .

С л ед ов ател ь н о ,  исходной  сим м етричной паре дв ойственны х  
з а д а ч  м о ж н о  поставить в соответствие  матричную игру, опреде-
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л я ем у ю  матрицей

0 0 2 1 - 1 0
0 0 - 1 3 - 1 2

- 2 + 1 0 0 2
- 1 - 3 0 0 3

10 12 - 2 - 3 0

D  =

\

В задачах  2.108— 2.111 найдите решение игр, определяемых следую 
щими матрицами:

3  4  5 

7  6  4
2.108. А =

2.109. А--

(  8  4  7 '  

6  5  9  

7  7  8

/  7 6 7 5 \
2.111. Л = (  6 7 9 8 )•

\  5  8  4 6 /

В задачах  2.112 и 2.113 постройте для симметричных пар двойствен
ных задач  определяемые ими матричные игры.

2 .1 12. F — Зх, +  4 х 2 +  x3->-max;

І 2 х ,  + 3 X2 —  4 х 3 <  12,

— X i  +  х 2 +  Хз ^  14, 

З х і +  4х2 — х 3< 1 6 ,  

Xi, х 2, х 3 > 0 ;

Р * =  12i/i +  14і/2 +  14(/3-*-min;

С %У і — 1/2+ Зг/з^З,
■ч З у і +  </2+ 4р3^ 4 ,

4 ( / |+  У 2 —  У ъ > \ ,

«/і, г/г, г/з > 0 .

2.113. F =  Ьх\ + 7 х 2 +  8х3-> -тах;

{
Xi +  х2 +  5х3<: 18, 

Зх, + 2 х 2 +  Х з ^  16, 

4г/і + 3 х 2+  Х з^ 24 ,  

Xi, х2, Хз^О;

F'* =  18t/i +  16i/2 +  24t/3 — min;  

Г  г/ 1  - ь  Зг/г +  4 і/з^ 3= 5 ,

\  г/ i  +  2 г / г +  З і / з ^ 7 ,

(. 5(/i +  г/г +  г/з> 8 ,  

г/ i . г/г, г/з > о .



Г Л А В А З

ЗАДАЧИ НЕЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

§ 3 .1 .  ЭКОНОМИЧЕСКАЯ И ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ 
ИНТЕРПРЕТАЦИИ ЗАДАЧИ  
НЕЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В о б щ ем  в иде  за д а ч а  нелинейного  пр ограм м ир ования состоит  
в определ ении  м аксим ального  (м иним ального)  зн ачени я  функции

при условии, что ее переменные удовлетворяю т соотношениям

где f И g i  —  некоторые известны е функции п переменны х, a b i  —- 
за д а н н ы е  числа.

З д е с ь  им еется в виду, что в р езул ь тате  реш ения за д а ч и  б у д ет  
о пр ед ел ен а  точка X * = ( x * t ; х * 2; ...; х *„) ,  координаты  которой  
у д о в л етв о р я ю т  соотнош ениям  (2)  и такая ,  что д л я  всякой другой  
точки Х =  (Х{\ х 2\ ...; х„),  у д о в л етв о р я ю щ ей  условиям  ( 2 ) ,  выпол
няется неравенство  f (х* х*  ..., x t ) ^ f  (хц  х 2, •••, х „) [/ (х*
X *  . . . ,  Х ? ) < /  (Х 1, Х 2, Х п)].

Если /  и gt  •— линейны е функции, то  за д а ч а  ( 1) ,  (2 )  является  
за д а ч е й  линейного  програм м ирования .

С о о тнош ения  (2 )  о б р а з у ю т  систем у  ограничений и включают  
в с е б я  условия  неотрицательности  переменны х, если такие у с л о 
вия им ею тся.  У словия неотрицательности  переменны х могут быть  
за д а н ы  и непосредственн о .

В евклидовом  пространстве  Е п систем а  ограничений (2 )  о п р е 
дел я ет  о б л а с т ь  допустим ы х реш ений за д а ч и .  В отличие от за д а ч и  
линейного  програм м ирования она  не в сег д а  является  выпуклой.

Если о п р ед е л е н а  об л а сть  д о пустим ы х решений, т о  н а х о ж д е 
ние реш ения за д а ч и  ( 1) ,  (2 )  св о ди т ся  к опр едел ению  такой точки  
этой обл асти ,  ч ер ез  которую  пр оходит  ги перповерхн ость  наи вы с
ш его  (н а и н и зш его )  уровня: f (x i ,  х 2, ..., х„) =  h. У к а за н н а я  точ 
ка м о ж е т  находи ться  как на границе  обл а сти  д о пустим ы х р е ш е 
ний, так  и внутри нее.

П р о ц ес с  н а х о ж д е н и я  реш ен ия  з а д а ч и  нелинейного  п р о г р а м 
мирования ( 1) ,  (2 )  с испол ьзован ием  ее  геометрической интер
претации включает с л ед у ю щ и е  этапы:

f(x  1, Х 2 , . . . ,  Х п ) (1)

(2)
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1. Н а х о д я т  о б л а сть  допустим ы х реш ений за д а ч и ,  о п р е д е л я е 
мую со о тн ош ени я м и ( 2 )  (если она пуста, то  з а д а ч а  не имеет р е 
ш ения) .

2. С троя т  гиперповерхность f  (х \ ,  х 2, ..., х„) = h .
3. О пр ед ел я ю т  гиперповерхность наивы сш его  (наи ни з-  

ш его) уровня или уста н а в л и в а ю т  нер а зр еш и м о сть  за д а ч и  и з -за  
неограниченности  функции (1 )  св ер ху  (с н и зу )  на м н о ж е с т в е  д о 
пустимы х решений.

4. Н а х о д я т  точку о бл асти  допустим ы х реш ений, ч ер ез  к ото
рую пр оходит  гиперповерхность наивы сш его (н а и н и зш его )  
уровня, и оп р ед ел я ю т в ней зн ачени е  ф ункции ( 1) .

3 .1 .  Н айти м аксим альное  зн ачени е  функции

F =  Xi— x 2, +  6xi (3 )

при усл овиях
2дг і —(— 3x2 ^  24,

Xi + 2 x2 < 1 5 ,  (4)

Зхі +  2 х 2^ 2 4 ,  

х 2 < 4 ,

X i , х 2 > 0 .  (5)

Р е ш е н и е .  Так как ц ел ев ая  ф ункция (3 )  нелинейная ,  то
з а д а ч а  (3)  — (5)  является з а д а ч е й  нелинейного п р о г р а м м и р о в а 
ния. О б л а ст ью  допустим ы х реш ений данн ой  за д а ч и  является  
м ногоугольник О А В С  (рис. 3 .1 ) .  С л едов ател ь но ,  д л я  н а х о ж д е н и я  
ее  реш ения н у ж н о  определить  такую  точку многоугольника  
О А В С ,  в которой ф ункция (3)  принимает м ак си м альн ое  з н а ч е 
ние. П о стро и м  линию  уровня F =  x 2 — x 2, + 6 x i  = h ,  где  h —  н еко
то р а я  постоянн ая ,  и иссл ед у ем  ее  п ов еден ие  при различны х з н а 
чениях h. При к а ж д о м  значении h пол учаем  п а р а б о л у ,  которая  
тем выше о т д а л ен а  от оси О х,,  чем бо л ьш е  зн ачени е  h (рис. 3 .1 ) .  
Зн ачи т,  ф ункция F принимает м аксим альное  зн а чен и е  в точке  
касани я одной  из па р а б о л  с границей многоугольника О А В С .  
В д а н н о м  сл учае  эт о  точка D  (рис. 3 .1 ) ,  в которой линия уровня  
F =  Xi— x t + 6 x i  =  13 ка са ется  стороны  А В  многоугольника
О А В С .  К оордин аты  точки D  м о ж н о  найти из систем ы  уравнений

х 2— Xj -j- 6Xj =  1 3, ...
х 2 =  4. (о)

Р е ш а я  эту  систему, получим x f = 3 ;  х * = 4 .  Итак, F = 1 3
при A"* =  (3; 4).

К а к  видим, в з а д а ч е  (3)  —  (5)  точка м ак си м ал ьн ого  значения  
целевой функции не является  верш иной многоугольника р е ш е 
ний. П о эт о м у  пр о ц ед у ра  п е р е б о р а  вершин, которая  использо-
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в а л а сь  при реш ении за д а ч  линейного  програм м ирования , непри
меним а д л я  реш ения дан н о й  за д а ч и .

3.2. Н айти м аксим альное  и м иним альное зн ачени я  функции

F = ( x \ — 3 ) 2+ ( x 2- 4 ) 2 (7)

при усл овиях

Г 3 * , + 2 x 2> 7 ,

< 1 Олг і — х 2< 8 ,  (8)

t  — 1 8 * , + 4 * 2 < 1 2 ,

x i , х 2 > 0 .  (9)

Р е ш е н и е .  О б л а ст ью  д о пустим ы х реш ений за д а ч и  (7 )  —  (9)  
явл яется  треугольник A B C  (рис. 3 .2 ) .  П о л а г а я  зн ачени е  целевой  
ф ункции (7 )  равным некотором у числу h, пол учаем  линии уровня,  
а им енно окр у ж н о сти  ( х \ — 3 ) 2 +  (х 2— 4 ) 2 — h с центром Е  (3; 4)  
и ра д и у со м  -\fh. С увеличением  (ум ен ьш ен и ем ) числа h зн ачени я  
ф ункции F  со отв етств ен но  увел ич иваю тся  (у м е н ь ш а ю т с я ) .

П р о в о д я  из точки Е  о к р у ж н о сти  разны х р а д и у со в ,  видим, что  
миним альное зн а чен и е  ц ел ев а я  функция приним ает  в точке D,  
в которой ок р у ж н о сть  ка са ется  обл а сти  реш ений. Д л я  о п р е д е 
ления координат  этой точки в о сп о л ьзу ем ся  равенством  угловых  
к о эф ф иц иентов  прямой 10Х|— х2 =  8 и касательной к окр у ж н о сти
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в точке D.  И з  уравнения  
прямой Х г =  Юла — 8 видим, 
что ее  угловой к о э ф ф и ц и 
ент в точке D  равен 10. 
Угловой ж е  коэф ф иц иент  
касательной к о кр уж ности  
в точке D  опр едел им  как 
зн ачени е  пр оизводной  
функции Х2 от переменной  
Х\ в этой точке. Р а с с м а т р и 
вая х 2 как неявную ф у н к 
цию перем енной х\  и д и ф 
ф ер ен ци руя  уравнение  
ок р уж н ости ,  получим

2(х і — 3) ф- 2(хг  — 4)хг =  0, 
откуда  

* 2 =  — ( х , — 2 ) / ( х 2 —  4 ).

П р и р а в н и в а я  най ден ное  в ы р а ж ен и е  числу 10, пол учаем  одно  
из уравнений д л я  о п р едел ения  координат  точки Е. П р и со ед и н я я  
к нему у рав н ен ие  прямой, на которой л е ж и т  точка Е, имеем си 
стем у

Х\ -f- 10 х 2 — 43,

Юла— х г = 8 ,

о ткуда  x f =  1 2 3 /1 0 1 ;  лг| =  4 2 2 / 1 0 1 .  Таким о б р а з о м ,  F m іп =  
=  ( 1 2 3 /1 0 1  — З)2 -Ь ( 4 2 2 /1 0 1  — 4)2 =  3 2 4 / 1 0 1 .

К ак видно из рис. 3.2, ц ел ев ая  функция приним ает  м а к си 
мальное зн а чен и е  в точке С  (2; 12) .  Е е  координаты  определены  
путем реш ения системы  уравнений прямых, на пересечении кото
рых нах о д и тся  точка С. Таким о б р а з о м ,  м ак си м ал ьн ое  зн ачени е  
функции F max =  65.

3 .3 .  Н а й ти  м ак си м ал ьн ое  и миним альное зн ачени я ф ункции

F —  { х \ — 4 ) 2 - f -  (лг2— З ) 2 ( 1 0 )

при у сл ов ия х
2ла + 3 x 2 ^  6,
Зла— 2л:2<  18, ( 11)

— Х\ 4 - 2 х 2 < |  8,

ла, Х2> 0 .  (12 )

Р е ш е н и е .  О б л а ст ью  доп у сти м ы х  реш ений и сходной  за д а ч и  
явл яется  м ногоугольник A B C D E  (рис. 3 .3 ) ,  а линиям и уровня —
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о к р у ж н о сти  (лгі — 4)2 +  (х2 — 3)2 =  /і с центром Е  (4; 3) и ради усом  

R  =  -\[h.
И з  рис. 3 .3  видно, что цел евая  ф ункция принимает м и ним ал ь

ное зн ачени е  в точке F (4; 3 ) ,  а м аксим альное  —  в точке С  (13;
1 0 ,5 ) .  С лед о в а тел ь н о ,  / гтіп =  0 и г̂гпах=  137,25.

3 .4 .  Н айти м аксим альное  зн а чен и е  функции

F —  З х і + 4 х 2 (13 )

при условиях

х? + х 1 < 2 5 ,
«2 >  4,

Х\ ,  х 2^ г 0 .  (15 )

х , х 2 >  4, <14>

Р е ш е н и е .  О бл асть  реш ений за д а ч и  (1 3 )  —  (1 5 )  и з о б р а 
ж е н а  на рис. 3 .4. Н а  этом рисунке построены  д в е  линии уровня,  
п р ед с т а в л я ю щ и е  соб о й  прямые. И з  рис. 3.4  видно, что м ак си м ал ь
ное зн а чен и е  ц ел ев ая  функция за д а ч и  принимает в точке Е , в ко
торой пр я м ая  ка са ется  окр у ж н о сти  х 2 +  х 2 =  25. Д л я  о п р е д е л е 
ния координат  точки Е  во сп о л ьзу ем ся  равенством  угловы х к о э ф 
фициентов прямой 3 x i + 4 x 2 =  h (гд е  1г —  некоторая  посто я н н а я )  
и касательной  к окр у ж н о сти  в точке Е. Р а сс м а т р и в а я  х 2 как нея в 
ную ф унк цию  переменной X), почленно д и ф ф ер ен ц и р у е м  у р а в н е 
ние о к р у ж н о сти  x i + x l  — 25 и получим

2xi +  2x 2x 2 =  0, или х'2 = — x i / x 2.
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П ри равни вая  н а й д ен 
ное в ы р аж ени е  числу k =  
=  — 3 / 4 ,  пол учаем  о д н о  
из уравнений д л я  о п р е д е 
ления координ ат  точки Е.  
В качестве второго у р а в 
нения возьм ем  уравн ен ие  
окруж ности .  Таким о б р а 
зом , для опр ед ел ен и я  ко
орди нат  точки Е  имеем с и 
стему

3 * 1 — 4 х 2 =  О, 

х \  -Г х |  =  25,

о ткуда  х * = 4 ;  х * = 3 .  З н а 
чит, = 3 2 + 4 2 =  25.

Реш ите задачи нелинейного программирования 3.5— 3.8.
3.5. Найти максимальное значение функции F — x |Х2 при условиях

г  6 х ,+ 4 х 2> 1 2 ,

4 2 xi + 3 x 2 ^ 2 4 ,

I — З х ,+ 4 х 2< 1 2 ,  

x i , х2^ 0.

3.6. Найти минимальное значение функции F =  9 (Xi— 5 ) 2 +  
+  4 (х2— 6 )2 при условиях

ґ  Зх  і -|- 2х2 ^  12,

2 x i — х2 <  6,

I  х2<  4, 

х\,  х2> 0.

3.7. Найти максимальное значение функции F =  4x i  +  3x 2 при усло
виях

{
х2,— 2х, +  х22— 2х 2— 3 4 < 0 ,

Х | > 1 ,

Х2>  1 .

3.8. Найти максимальное значение функции Т =  Х[Х2 при условиях

С х | + 2 х і  + х  2—2х2— 1 4 > 0 ,

4 2хі + х 2^  10 ,

L Х|, х2> 0 .

С оставьте математические модели задач  3.9—3.11.
3 .9 . Н а развитие предприятий отрасли на планируемый год выде

лено 220 млн. руб. Эти средства могут быть распределены между тремя
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предприятиями. К аждый вариант распределения обеспечивает к концу 
года определенный доход отрасли. Учитывая возможные варианты  рас
пределения капитальных вложений между предприятиями и получаемый 
при этом доход, определить такой вариант распределения капиталовло
жений, при котором доход отрасли является максимальным.

Пред-
прия-

ТИЄ

Размер 
капитало
вложений 

(млн. руб.)

Доход
(тыс.
руб.)

Размер 
капитало
вложений 

(млн. руб.)

Доход
(тыс.
руб.)

Размер 
капитало
вложений 

(млн. руб.)

Доход
(тыс.
руб.)

I От 10 до 30 14,3 От 30 до 60 16,2 60 и более 17,2
11 От 10 до 40 13,5 От 40 до 70 17,8 70 и более 18,3

III От 10 до 50 18,4 От 50 до 60 19,3 60 и более 19,4

3.10. М еж ду п предприятиями отрасли необходимо распределить 
выпуск некоторой однородной продукции. Затраты , связанны е с производ
ством х, (t =  I , п) единиц продукции на /-м предприятии, зависят от объ 
ема производства и определяю тся функциями (х,). Зная , что продук
ции долж но быть изготовлено не менее b единиц, составить такой план 
производства продукции предприятиями отрасли, при котором общие 
затраты , связанны е с ее производством, минимальны.

3.11. В т  пунктах отправления сосредоточена однородная продук
ция в количествах, равных а і, ..., а,„ единиц. Эту продукцию нужно пере
везти в п пунктов назначения в объемах, равных b\, Ь2, ..., Ьп единиц. 
Цены, связанны е с перевозкой единицы продукции, зависят от объемов 
перевозимой продукции И определяю тся функциями f i j  (Xij ) ,  где Xi j  (i  =  

=  l , m ;  j = \ , n )  — количество единиц продукции, перевозимой из і-го 
пункта отправления в / - й пункт назначения. Определить, сколько единиц 
продукции из 1-го пункта отправления в /'-й пункт назначения следует 
доставить, чтобы вся продукция была перевезена в пункты назначения 
в необходимых объемах при минимальной общей стоимости перевозок.

§ 3.2. М ЕТОД М Н О Ж И ТЕ Л ЕЙ  Л А ГРА Н Ж А

Р а ссм о т р и м  частный случай о б щ ей  за д а ч и  нелинейного  п р о г р а м 
м ирования ( 1) ,  ( 2 ) ,  пр ед п о л а га я ,  что систем а  ограничений (2)  
с о д е р ж и т  только уравнения, отсутствую т  условия н е о т р и ц а т ел ь 
ности переменны х и / ( Х \ ,  Х2, . . . ,  Х п )  И gi ( Х \ ,  х 2, ..., х„) —  функции,  
непрерывны е вместе со  своими частными производны ми

В курсе м атем ати ческ ого  а н а л и за  за д а ч у  ( 1 6 ) ,  (1 7 )  н а зы 
вают з а д а ч е й  на условный экстрем ум  или классической за д а ч ей  
оптимизации.

f ( x ь х 2> ..., x „ ) -> -m a x  ( т in ); (16 )

gi  ( х ь  х 2, .... х п) =  bi ( i ' = l ,  т ) . (17 )
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Ч тобы  найти реш ение  этой за д а ч и ,  вводят на б о р  переменны х  
Х|, 7,2, Хт, назы в аем ы х множителями Л а г р а н ж а ,  со ст а в л я ю т  
ф ункцию  Л а г р а н ж а

F  ( X j ,  Х 2 , . . . ,  Х п , М »  Т,2 , • Х т ) ==

m

=  f  ( х ь х 2, ..., Х п )  + Х  h  [bi— gi  ( х ь х 2, .... Х п ) ] ,  (1 8 )
i =  і

d F  .-— ч d F  ,
на х о д я т  частны е производны е ( / =  1, п)  и -щ- (t =  1, m )  и рас

см атр ив аю т  систем у  rt +  m урав н ен ий

% г щ - 1 У ^ Г 0 ^
df ___
d X = b l ~~S‘ (х '> * 2, • ••> х „ ) = 0  (г =  1, т )

(19 )

с п +  т  неизвестны ми х \ ,  х 2, х„, >.1, Х,2, Хт. В ся к о е  реш ен ие
системы уравн ен ий (1 9 )  о п р ед е л я е т  точку Х  =  (хи  х 2, х°п),
в которой м о ж е т  иметь м есто  экстрем ум  функции /  ( Х ь  Х 2  Х п ) .

С лед о в а тел ь н о ,  реш ив с и стем у  уравн ен ий  ( 1 9 ) ,  пол учаю т  все  
точки, в которы х ф ункция (1 6 )  м о ж е т  им еть экстрем ал ьн ы е з н а 
чения. Д а л ь н е й ш е е  и с с л ед о в а н и е  найденны х точек проводят  так  
ж е,  как и в сл у ч а е  б е зу сл о в н о г о  экстрем ум а.

Таким о б р а з о м ,  о п р ед ел ен и е  экстрем альн ы х точек за д а ч и  
( 1 6 ) ,  ( 17)  методом м н ож и тел ей  Л а г р а н ж а  включает с л е д у ю щ и е  
этапы:

1. С о ст а в л я ю т  ф ункцию  Л а г р а н ж а .
2. Н а х о д я т  частны е производн ы е от функции Л а г р а н ж а  по  

переменны м X/ и А,,- и приравниваю т их нулю.
3. Р е ш а я  си стем у  уравн ен ий ( 1 9 ) ,  н а х о д я т  точки, в которых  

ц ел ев ая  ф ункция за д а ч и  м о ж е т  иметь экстрем ум .
3. С р ед и  точек, подозрительны х на экстрем ум , н а х о д я т  такие,  

в которых д о ст и га ет ся  экстрем ум , и вычисляют зн а чен и я  ф у н к 
ции (16)  в этих  точках.

3 .1 2 .  П о  пл ану  п р оизв одств а  продукции предприятию  необхог  
д и м о  изготовить 180 изделий. Эти изд ел и я  могут быть изготовь  
лены д в у м я  технологическим и с п о со б а м и .  П ри пр о и зв о дст в е  X| 
изделий 1 с п о со б о м  затраты  равны 4 х і + х ї  руб . ,  а при и зг о т о в л е
нии х 2 издел и й  II с п о со б о м  они со ст а в л я ю т  8 х 2 +  х 2 руб. О п р е 
делить, сколько издел и й  к аж ды м  из сп о со б о в  с л ед у е т  изготовить,  
так чтобы о б щ и е  затраты  на п р о и зв о дст в о  продукции были мини
мальными.

Р е ш е н и е .  М атем а т и ч еск а я  постановка з а д а ч и  состоит  
в о п р едел ении  м иним ального  зн ачени я функции

/ = = 4 х і  — х? +  8 х 2- | - х 2 (20)
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* і - Ь х 2 = 1 8 0 ,  ( 2 1 )

*ь *2> 0 .  (22)

С н а ча л а  найдем  реш ение  з а д а 
чи, испол ьзуя  ее  геом етрическую  
интерпретацию . О б л астью  д о п у с т и 
мых реш ений и сходной  за д а ч и  
является  о т р е зо к  прямой А В  (рис.
3 .5 ) ,  а линиями уровня —  о к р у ж 
ности с центром в точке £  ( — 2; — 4).

П р о в о д я  из точки £  о к р у ж н о сти  разны х рад и у со в ,  видим,  
что миним альное зн а чен и е  ц ел ев ая  ф ункция приним ает  в т о ч 
ке D.  Ч тобы  найти координаты  этой точки, в о сп о л ьзу ем ся  тем,  
ЧТО угловой к оэф ф иц иент  к о к р у ж н о сти  4лГ|-фх'і+ 8 х 2-(-л:| — С  
в точке D  с о в п а д а е т  с угловым к оэф ф иц иентом  прямой Х\ -| -Х2 =  
=  180 и, сл ед о в а т ел ьн о ,  равен — 1. Р а сс м а т р и в а я  * 2 как неявную  
ф ункцию  ОТ Х \  и д и ф ф е р е н ц и р у я  у р ав н ен ие  о к р у ж н о сти ,  имеем

4 +  2*  і + 8 х 2 +  2 х 2х 2 =  0, или * 2 =  — ( 2 - р * і ) / ( 4  ф-хг).

П р и р а в н и в а я  пол ученное в ы р а ж ен и е  числу — 1, пол учаем  
о д н о  из уравн ен ий д л я  о п р ед ел ен и я  координат  точки D .  П р и с о 
еди н я я  к нему у рав н ен ие  прямой, на которой л е ж и т  точка D,  
имеем систем у

Х \ — * 2  =  2 ,  

х,  + х 2=  180,

о ткуда  x f = 9 1 ;  * * = 8 9 .  Это  о зн а ч а е т ,  что если  предприятие  
изготовит  91 и зд ел и е  I технологическим  сп о с о б о м  и 89 изделий  
II сп о с о б о м ,  то  о б щ и е  затраты  б у д у т  минимальными и с остав я т  
17 2 7 8  руб.

Р еш и м  теп ерь  за д а ч у ,  испол ьзуя  м етод  м н о ж и тел ей  Л а 
г р а н ж а .  Н а й д е м  м иним альное зн а чен и е  функции (2 0 )  при у с л о 
вии ( 2 1 ) ,  т. е. б е з  учета треб о в а н и я  неотри цательности  п е р е м е н 
ных. Д л я  этого  составим  ф унк цию  Л а г р а н ж а

£  ( * | ,  * 2,  Х )  =  4 * |  - ) - * ? - ) - 8* 2 +  * !  + Я, ( 1 8 0  —  * i  —  * 2) ,

вычислим ее  частные производн ы е по * 1, * 2, А. и приравняем  их 
нулю:

при  у с л о в и я х
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П ер ен о ся  в правы е части первых д в у х  уравн ен ий Я и п р и р а в 
нивая их левы е части, получим

4 +  2x i  = 8 - f - 2 x 2, или Х \— х 2 =  2.

Р е ш а я  п о сл ед н ее  уравн ен ие  со в м естно  с урав н ен ием  Xi +  х 2 =  
=  180, находим  x f = 9 1  и х * = 8 9 ,  т. е. получили координаты  
точки D ,  у д о в л етв о р я ю щ ей  условиям  ( 2 2 ) .  Э та  точка я вл яется  
подозрител ьн ой  на экстрем ум . И сп о л ь зу я  вторые частны е п р о и з 
водные, м о ж н о  показать,  что в точке D  функция f  им еет условны й  
минимум. Этот  р езул ь тат  и был получен выше.

С л е д у е т  отметить, что такой ж е  р езул ь тат  мы получим и в 
том случае ,  если  и с с л ед о в а н и е  на условный экстрем ум  функции f 
св ед ем  к иссл ед о в а н и ю  на б е зусл ов ны й экстрем ум  ф ункции / ь 
полученной из ) в р езу л ь та т е  ее  пр ео б р а зо в а н и й .  А  именно: если  
из уравнения св я зи  (2 1 )  н ай дем  х 2= 1 8 0 — Xi и подстав им  это  
в ы р а ж ен и е  в ( 2 0 ) ,  то  получим ф ункцию  одной  перем енной Х \ :

/і  = 4 x i  + х ' (  +  8  (180  — Х | )  +  (180  — х , )2.

Н а й д е м  ста ц и о н а р н у ю  точку этой ф ункции из у р а в н е н и я -^ -1 =
u X  j

=  4 +  2хі — 8 — 2 (180 — хі)  =  0, или 4 х і  — 364  =  0, о ткуда  х * = 9 1 ;  
х * = 8 9 .  Так ж е  как и выше, у ста н а в л и в а ем ,  что в д а н н о й  точке  
функция f  им еет м иним альное значение.

3 .13 .  Н айти точки экст р ем у м а  ф ункции f =  x i + x |  при у с л о 
вии XI +  Х 2 =  5.

Р е ш е н и е .  С оставим  ф ункцию  Л а г р а н ж а

F (xi,  Хг Я) =  х ? +  х 2 +  Я(5 — Xi — х 2),

найдем  ее  частны е производн ы е по Х \ ,  х 2 и Я приравняем  их нулю.  
В р езу л ь та т е  получим систем у  уравнений



И з первого и второго  уравнений им еем Х\— х 2 =  0. Р е ш а я  это  
у р ав н ен ие  со в м естно  с третьим из системы ( 2 3 ) ,  н аход и м  х\ =  
=  5 /2 ;  *2 =  5 / 2 .  Таким о б р а з о м ,  в точке ( 5 / 2 ;  5 / 2 )  д а н н а я  ф у н к 
ция м о ж е т  иметь условный экстрем ум . Ч тобы  определить,  д о с т и 
гается ли в этой точке условный экстремум, нуж но провести допол
нительные иссл едован ия. В частности ,  испол ьзуя  вторые частны е  
производны е, м о ж н о  показать ,  что в этой точке ф ункция имеет  
условный минимум и F mm =  2 5 / 2 .

М ет о д  м н ож и тел ей  Л а г р а н ж а  м о ж н о  применять и в том  с л у 
чае, когда  условия связи  пр едстав л я ю т с о б о й  неравенства .  Так,  
есл и  т р е б у ет с я  найти экстрем ум  функции z  =  f  (X) при условии  
g  (X ) b , то  сн а ч а л а  с л ед у е т  найти точки б е зу сл о в н о г о  э к ст р е 

мума ф ункции z = f  (X)  из уравнений д " г = 0  ( , k = l ,  п), затем

среди  этих  точек о т обрать  те, координаты  которых уд о в л етв о р я ю т  
условию  св я зи  g  (Л-) < Ь, и, наконец, определить  точки, у д о в л е т 
в о р я ю щ и е  си стем е  уравнений

( J L _ x d g =  о  (*  =  й о ,
^ O X k  OXk

I  &Х)=Ь.
Точки, найденны е в р езул ь тате  реш ения этой системы , вм есте  

с точками, определенны м и на первом этане и у дов л етв ор я ю щ и м и  
у сл ов ию  g  ( X ) < C b ,  п о д л е ж а т  д а л ь н ей ш е м у  и ссл едов ан ию , как 
и при н а х о ж д е н и и  б е зу сл о в н о г о  экстрем ум а.

Найти условные экстремумы функций в задач ах  3 .1 4 — 3.18.
3 .14 .  / =  х? + х\ + х3 при условиях

*1 +  * 2  +  * 3  “  4,

2*1— 3x2=  12.

3 .15 .  /  =  * іх 2*з при условиях 

2*1*2+*2*3 =  12,

2xi—*2 =  8.

3 .16 .  f =  X iX2 +  x 2x 3 при условиях  

Х\ + х 2 = 4 ,  

х 2 +  *з =  4.

3 .17 .  /  =  3 х , + 2 х , + 2 х 2+  4*2*3 при условиях  

х\ +  2*2 =  19,

X і -|- 2 Х2ЛТ3 == 1 1.

3 .18 .  / = * 1*2*3 при условиях
Х\ -J- Х2 “1“ Хз =  5,

X1X2 -}"*2*3 "j” *l*3 =

261



3 .19 .  Н а й д и т е  м ак си м альн ое  зн ачени е  ф ункции f — x \ x l x \  при  
усл овии  Х \  +  Хг +  Х3 =  18.

3 .20 .  Н а  д в у х  пр едп ри яти ях  отрасли н е о б х о д и м о  изготовить  
2 0 0  изд ел и й  некоторой продукции. Затраты , св я за н н ы е  с п р о и з
в одств ом  Х \  издел и й  на I предприятии, равны Ах\ руб . ,  а з а 
траты , обусл о в л ен н ы е  изготовлением  х 2 и зд ел и й  на II п р ед п р и я 
тии, со ст а в л я ю т  20 x 2 +  6x 2 руб .  О пределить,  сколько изд ел и й  на  
к а ж д о м  из предприятий с л ед у е т  произвести ,  чтобы о б щ и е  з а 
траты, о б у сл ов л ен ны е изготовлением  н е о б х о д и м о й  продукции,  
были минимальными.

3.21 .  И зг о т о в л ен и е  некоторой продукции в п р о изв одств ен ном  
об ъ ед и н ен и и  м о ж н о  о сущ еств ить  дв ум я  технологическим и с п о с о 
бам и . П ри  I с п о с о б е  изготовлен ие  Х| издел и й  т р еб у ет  за т р а т ,  
равны х ио +  а їх ,  - \ - а 2х \  руб.,  а при II с п о с о б е  за т р а т ы  на и з г о 
товл ен ие  Х2 изделий со ст а в л я ю т  60 +  61X2 +  62X2 руб. (ао, cti, а 2, 
6 о, Ь\ и 62 —  некоторые пол ож и тельны е ч и с л а ) .  С оставить  план  
пр о и зв о дст в а  продукции, со г л а сн о  котором у д о л ж н о  быть п р о и з 
в е д е н о  d  и зд ел и й  при наим еньш их о б щ и х  за т р а т а х .

§ 3.3. ЗА Д А Ч И  В Ы П У К Л О ГО  П РО ГРА М М И РО В А Н И Я

Р а сс м о т р и м  з а д а ч у  нелинейного  програм м ирования:

f  (x i ,  х 2, ..., х „ ) - > - т а х ,  (24 )

gi  (x i ,  х 2  х „ ) < 6 ,  ( г = 1 , т ) ,  (25 )

х у> 0  ( /  =  1, я ) ,  (2 6 )

где  f И gi  —  некоторы е ф ункции Я перем енны х X l, х 2, ..., х п.
Д л я  реш ения сф ор м у л и р о в а н н о й  за д а ч и  в такой о б щ ей  п о с т а 

новке не су щ е ст в у е т  уни вер сал ьны х методов.  О д н а к о  д л я  о т д ел ь 
ных к л ассов  за д а ч ,  в которых сдел ан ы  д ополн ительны е о гр а н и 
чения относител ьно свойств функций f и gi,  р а з р а б о т а н ы  э ф ф е к 
тивные методы  их реш ения. В частности,  р я д  таких м етодов  и м е
ется д л я  реш ения з а д а ч  нелинейного  п р о г рам м ир ов ания  (2 4 )  —
(2 6 )  при условии, что f  —  вогнутая (вы пуклая) ф ункция и о б 

л а сть  д опустим ы х реш ений, о п р ед е л я е м а я  ограничения м и (2 5 )  
и ( 2 6 ) , —  выпуклая.

О п р е д е л е н и е  3.1. Ф ункция f ( х і, Х2, ..., х п) ,  з а д а н н а я  
на выпуклом м н о ж е с т в е  X,  н а зы в а ет ся  в ы п у к л о й ,  если  д л я  лю бы х  
д в у х  точек  Х{  и Х 2 из X  и л ю б о г о  1 вы полняется со о т н о 
ш ение

f[XX2+ ( l - X )  *1  ] < Ь /  (X 2) +  ( l - X )  f  ( J , ) .  (2 7 )
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О п р е д е л е н и е  3.2. Ф ункция f  ( х ь х 2, х п) ,  з а д а н н а я  
на выпуклом м н о ж е с т в е  X, н а зы в а ет ся  вогнут ой,  есл и  д л я  лю бы х  
д в у х  точек X i,  Х 2 из X  и л ю б о г о  1 выполняется с о о т н о ш е 
ние

/  [ Ь * 2 +  ( 1 - Я . ) * , ] >  А / , ( * а )  +  ( 1 - * , ) / ( * , ) .  . ( 2 8 )

О п р е д е л е н и е  3.3. Говорят,  что м н о ж е с т в о  д опустим ы х  
реш ений з а д а ч и  (2 4 )  —  (2 6 )  у д о в л етв о р я ет  у с л о в и ю  р е г у л я р н о 
сти, если  су щ е ст в у е т  по крайней м ере о д н а  точка X t, п р и н а д л е ж а 
щ ая о б л а с ти  д о пустим ы х реш ений такая,  что g ,  (Х ) < Ь і (і —  I ,пі}.

О п р е д е л е н и е  3.4. З а д а ч а  (2 4 )  —  (26)  н а зы в а ет ся  з а д а 
чей в ы п у к л о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я ,  если функция f  (х \ ,  х 2, ..., х„) 
является  вогнутой (вы пук лой ),  а функции g, {X )  ( i — \ , m ) —  
выпуклыми.

Т е о р е м а  3 .1 .  Л ю б о й  л о к а л ь н ы й  м а к си м ум  ( м и н и м у м ) з а д а ч и  
в ы п у к л о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  являет ся  г л о б а л ь н ы м  м а к си м ум о м  
( м и н и м у м о м ) .

О п р е д е л е н и е  3.5. Ф у н к ц и е й  Л а г р а н ж а  за д а ч и  выпук
л о г о  пр ограм м ир ов ания  ( 2 4 ) — (2 6 )  назы вается  ф ункция

Ш
L  (хі, Х 2 , .... Х п ,  у\, Уг, .... У т )  = f  (ДС|, * 2, ..., х п) +  £  Уі

(=1

[ b i — g i  ( X i ,  X i ,  ..., *„)], (2 9 )

где  у  і, Уї , ..., у т —  м н ож и тел и  Л а г р а н ж а .
О п р е д е л е н и е  3.6. Точка (Хо; Y„) =  (x"; х 2; .... х пп\ (/”; 

у \ \  ...; у°т) назы вается  с е д л о в о й  точкой ф у н к ц и и  Л а г р а н ж а ,  если

L (Xi, х 2 х„, у  и Уі, ..., у а,п) <  I. (х'1, х 2, х°п,

Уи У2, ..., г / ш ) < Т  (х°и х°2 , ..., Х°п, Уи Уі, ..., Ут)

д л я  в сех  Xj^ 0 ( /  =  1, п) и № > 0  (i =  l , r a ) .
Т е о р е м а  3.2 (т е  о р е м а К у н  а — Т а к к е р а ) . Д л я  з а д а ч и  

в ы п у к л о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  (24 )  —  ( 2 6 ) ,  множ ество допуст и
м ы х  р е ш е н и й  которой обладает  свойством регул яр но ст и ,  Х 0=  
=  (х°; х 2; ...; х°п) являет ся опт имальным план ом  тогда и только  
тогда, к о г д а  существует такой вектор  То =  (у°б Уї ', •••; У°т) ( у ? ^ 0 ,  
і  =  1, т  ) ,  что (Хо', То) — с е д л о в а я  точка ф у н к ц и и  Л а г р а н ж а .

Е сли пр ед п о л о ж и т ь ,  что ц ел ев ая  функция f  и ф ункция g i  

непреры вно диф ф ер ен ц и р у ем ы , то  т ео р ем а  К у н а — Т аккера м о ж ет  
быть д о п о л н ен а  аналитическими вы раж ени ям и, опр ед ел я ю щ и м и  
необ х о д и м ы е и д о статочн ы е условия того,  чтобы точка (.То; То)
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бы ла с ед л о в о й  точкой функции Л а г р а н ж а ,  т. е. я в л я л а сь  р е ш е 
нием з а д а ч и  выпуклого програм м ирования . Эти вы раж ени я
им ею т с л ед у ю щ и й  вид:

| ^ < 0  ( j  =  Y~n) ; (3 0 )

= °  (і  =  Й ; (31 )

о 0'=Т7п); (32 )

■ ^ > 0 ( /  =  1 , ш ) :; (33 )

у ,°  ^ Г = 0  (‘=1, т);

</“> 0  (г =  1, т ) ,  (35 )

d L 0 Ж рг д е ~ ;— и ”"л — зн ачени я со о тв ет ст в у ю щ и х  частны х Произвол
ен j @ Уі

ных ф ункции Л а г р а н ж а ,  вычисленных в с едл ов ой  точке. В сем  
отмеченны м выше требов ани я м ,  п озв ол я ю щ и м  за п и с а ть  н е о б х о 
дим ы е и достаточн ы е условия д л я  сед л о в о й  точки (Хо; Уо) ф у н к 
ции Л а г р а н ж а  в виде вы раж ений (30 )  —  ( 3 5 ) ,  у д ов л етв ор я ет  
сф о р м у л и р о в а н н а я  ни ж е  з а д а ч а  кв адратичного  пр огр а м м и р о 
вания. П р е ж д е  чем сф ор м у л и р о в а т ь  эту  за д а ч у ,  д а д и м  некото
рые определения .

О п р е д е л е н и е  3.7. К ва др а т и ч н о й  ф о р м о й  относител ьно  
перем енны х Х \ , х 2, ..., х п на зы в ается  числовая  ф ункция от этих  
переменны х, и м ею щ ая  вид

F =  С\\Х\Х\ + С | 2ХіХ2-(-СізХіХз-|- ... -(- C2lX2Xi -f- С2 2Х2Х2 -f- . . . =

п пXX CkiXkXi-
к = \  / =  I

О п р е д е л е н и е  3.8. К в а д р а т и ч н а я  ф о р м а  F н азы в ается  
п о л о ж и т ел ьн о(от ри цат ел ьно)-оп редел енной ,  есл и  F (Я) >  0 
[К ( Х ) >  0] д л я  всех  значений перем енны х Х  =  (хр, х 2; ...; х„), 
кроме Х  =  0.

О п р е д е л е н и е  3.9. К в а д р а т и ч н а я  ф о р м а  F  н азы в ается  
п о л о ж и т ел ьн о (о т р и ц а т ел ьн о )-п о л уо п р ед ел ен н о й ,  если F ( Х ) ^ 0  
[К (JQ^OJ д л я  л ю б о г о  н а б о р а  значений перем енны х X  =  ( x t ; 
* 2; х п) и, кроме того,  су щ е ст в у е т  такой на б о р  переменны х  
Х ' = ( х \ ; х 2; ...; х'„), где  не все  значения перем енны х о д н о в р е 
менно равны нулю, что F (X ')  = 0 .
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Т е о р е м а  3 .3.  К ва д р а т и ч н а я  ф о р м а  являет ся  в ы п у к л о й  ф у н к 
цией, е сл и  о н а  п о л о ж и т ел ьн о -п о л уо п р едел ен н а я ,  и вогнут ой  
ф у н к ц и е й ,  е сл и  о н а  от риц ат ел ьн о-пол уопределенн ая .

О п р е д е л е н и е  3.10 . З а д а ч а ,  с о ст о я щ а я  в определ ении  
мак си м ал ьн ого  (м иним ального)  зн ачени я ф ункции

п п п

f  м  =  Y, d ix i +  X  X  Ckixi,xi (36 )
/'=1 * = | , = 1

при ограничениях

п

X  cUjXj ^  Ьі (і  =  1, m ) , (37 )
/ =  і

лг( > 0  ( / = 1 ,  n ) ,  (38 )

п п

где  £  £  CkjXkXj—  о т р и ц а т ел ь н о ( положительно)-полуоиределен-
k = і ; =i

ная квадр ати чн ая  ф орм а,  н а зы в ается  з а д а ч е й  к в а др а т и чн о го  
п р о г р а м м и р о в а н и я .

Д л я  с ф ор м ул и ров ан н ой  за д а ч и  к в а д р а т і  ого  пр ограм м и
рования ф ункция Л а г р а н ж а  за п и ш ет ся  в виде

п п п п

L =  £  djXj +  £  £  C kjXkXj+y. (Ьі —  £  а,-,•*,•).
/ =  і f e =i / = i  ’ j =  і

Е сли функция L имеет сед л о в у ю  точку (А),; К(|) (дс\’; ...;
х°п:, г/?; г/г; •••; г/m ), то  в этой точке выполняются соотн ош ени я  
(3 0 )  —  ( 3 5 ) .  В в о д я  теп ерь  допол н ител ьны е переменны е у/ ( /  =  

— 1 , и  ) и Wi ( t ' =  1, т ) ,  о б р а щ а ю щ и е  нерав енств а  (3 0 )  и (33 )  
в равенства ,  перепиш ем вы р а ж ен и я  (3 0 )  —  ( 3 5 ) ,  за п и са н н ы е  дл я  
з а д а ч и  квадрати чн ого  програм м ирования , сл ед у ю щ и м  об ра зо м :

' + v ,  =  0 U = i ,  п); (39)

— Wi =  0  (і —  1, m ); (40 )

x°Vj =  0  ( ; = 1 ,  и); (41 )

k y%ui =  0  ( г ' = 1 , т ) ;  (42 )

х “^ 0 ,  V j ^ O ,  y? S * 0 ,  W j ^ O  ( / = l ,  n; г ' = 1 , т ) .  (43 )

Таким о б р а з о м ,  чтобы найти р еш ен ие  за д а ч и  квадратичного  
програм м ирования (36)  — ( 3 8 ) ,  н у ж н о  определить  н еотри цател ь
ное р еш ен ие  систем линейны х уравнений (39 )  и ( 4 0 ) ,  у д о в л е т 
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в о р я ю щ ее  условиям  (4 1 )  и ( 4 2 ) .  Э то  реш ение  м о ж н о  найти с 
пом ощ ью  м ето д а  искусственного  б а зи с а ,  прим ененного  д л я  н а 
х о ж д е н и я  м аксим ального  зн ачени я функции F  =  —  Y ,M yi  при

І

усл о в и я х  ( 3 9 ) ,  ( 4 0 ) ,  ( 4 3 )  с учетом ( 4 1 )  и ( 4 2 ) .  З д е с ь  (/, —  иск у с 
ственны е переменны е, введенны е в урав н ен ия  (3 9 )  и ( 4 0 ) .

И сп о л ь зу я  м ето д  искусственного  б а з и с а  и дополн ительно  
учиты вая усл о в и я  (4 1 )  и ( 4 2 ) ,  после  конечного числа ш агов  ли бо  
устан овим  неразреш и м ость ,  л и б о  получим оптимальный план ис
х о д н о й  за д а ч и .

И так , пр оцесс  н а х о ж д е н и я  реш ения за д а ч и  квадратичного  
пр ограм м ир ования (3 6 )  —  ( 3 8 )  включает с л ед у ю щ и е  этапы:

1. С о ст а в л я ю т  ф ункцию  Л а г р а н ж а .
2. З а п и сы в а ю т  в виде в ы р аж ени й  ( 3 9 )  —  ( 4 3 )  н еобход и м ы е  

и д о статочн ы е  условия  су щ ест в о в а н и я  сед л о в о й  точки д л я  ф у н к 
ции Л а г р а н ж а .

3. И сп о л ь зу я  м ето д  искусственного  б а зи са ,  л и б о  у с т а н а в л и 
ваю т отсутствие  сед л о в о й  точки дл я  ф ункции Л а г р а н ж а ,  ли бо  
на х о д я т  ее  координаты.

4. З а п и с ы в а ю т  оптим альное реш ен ие  и сходной  за д а ч и  и н а 
хо д я т  зн а ч ен и е  целевой функции.

3.22 .  Н айти  м аксим альное  зн ачени е  ф ункции

[  =  2 *|  + 4 х 2— * 1— 2 х !  (4 4 )

при у сл ов ия х

Х\ -(- 2 х 2 ^  8,

2*1—  * 2 < 1 2 ,

Х\,  * 2 ^ 0 .

Р е ш е н и е .  Ф ункция { является  вогнутой, так  как п р ед с т а в 
л я ет  с о б о й  с у м м у  линейной ф ункции / |  = 2*1 + 4 * 2  (которую  м о ж 
но р а ссм а тр и в а т ь  как вогн утую ) и квадратичной ф ормы  f 2 =  
=  — *?— 2*1, которая  я вл яется  о т р и цател ь но-опр ед ел енн ой  и, 
сл ед о в а т ел ьн о ,  т а к ж е  вогнутой. С и стем а  ограничений за д а ч и  
вкл ю чает  только л иш ь линейны е неравенства .  С лед о в а тел ь н о ,  
м о ж н о  в о спол ьзов ать ся  т ео р ем о й  К у н а — Таккера.  Составим  
ф ункцию  Л а г р а н ж а

L =  2 * |  +  4*2— * і — 2*1 +  у | ( 8 — * | — 2 * 2) + у 2 ( 1 2 — 2 * і + * 2)

и за п и ш ем  в виде  в ы р аж ени й  (3 9 )  — (4 3 )  н ео б х о д и м ы е и д о с т а 
точны е условия  с у щ е ст в о в а н и я  с ед л о в о й  точки построенной  
функции:
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d L

дх\
d L

d x 2
d L

d y i
d L

-2 — 2xi —у i — 2y2 +  0, 

= 4 — 4 x 2 — 21/1 + г/2 < 0 ,

„ dy2

—  8  —  X \  —  2 x 2 ^ 0 ,

=  1 2 - 2 x , + x 2 > 0 ;

(47)

X \  ———-  = x , ( 2  — 2xi —  </i —  2(/2) =  0,
OXi

X i -

Ух-

dL
d x 2
dL
d y \
d L

= x2(4 — 4x2 — 2у  і +  y 2) =  0, 

= {/i(8 — x ,  —  2 x 2)  =  0,

у  г -д— = г/г (12 — 2 x , +  x 2) =  0, 
ОУ2

(48)

(49)X r ,  x 2, ( / I ,  y 2> 0 .

С и стем у  линейны х н еравен ств  (4 7 ) перепиш ем  сл едую щ и м  
о б р а зо м :

2 x i +  ( / |+ 2 ( / 2> 2 ,

4 x 2 +  2 (/i—  у 2^ 4 , (50)

X I  - ( - 2 x 2 ^  8 ,

2 х |—  х 2< [ 12.

В в о д я  теп ер ь дополн ительны е неотри цательны е п ер ем ен 
ные V \ ,  и 2, w і и да2, о б р а щ а ю щ и е  н еравенства  (4 7 ) в р ав ен ств а , 
получим

' 2 x i +  Ух +  2г/2— V\  = 2 ,

4 x 2 +  2 (/i—  г/г—  v 2 = 4 ,  (5 1 )

Xi +  2 х 2 +  w  і =  8,

2 x i—  х 2 +  ш2=  12,

Xu x 2, у  і, г/2, v \ ,  v 2, w  i, w 2 ^ z 0 .  (5 2 )

Учиты вая р ав ен ств а  (5 1 ) ,  м о ж н о  зап исать:

УїХі = 0 ,  ц2х 2 — 0, W i y i = 0 ,  w 2y 2 — 0. (53)

Е сли теп ер ь  найти б а зи сн о е  реш ен и е систем ы  линейны х у р а в 
нений (5 1 )  с  учетом  вы полнения р авен ств  (5 3 ) ,  то  б у д ет  пол у
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чена сед л о в а я  точка ф ункции Л а г р а н ж а  дл я  исходн ой  за д а ч и , 
т. е. о п р ед ел ен о  опти м альн ое реш ение.

Д л я  н а х о ж д ен и я  б а зи сн о г о  реш ения систем ы  линейны х у р а в 
нений (5 1 ) в осп ол ьзуем ся  м етодом  искусственн ого  б а зи са . В п ер 
вое и второе уравн ен ия систем ы  (5 1 ) соотв етств ен н о  до б а в и м  
доп ол н и тел ьн ую  неотри цател ьную  перем енн ую  Z\ И 22 и р а ссм о т 
рим з а д а ч у  л и нейного  пр ограм м ир ования , со стоя щ ую  в о п р ед е 
лении м ак си м ал ьн ого  зн ачени я ф ункции

F =  — M z i  — Afz2 (54)

при услов и я х

2 * | +  i/i4~ 2(/2— vi~\~ Z i — 2,

4 х 2 +  2  у х—  y 2~ V 2 +  Z 2 =  4 ,
(5 5 )

x , + 2 x 2 +  W i— 8,

2 x ,—  x 2 +  w 2=  12,

X u  x 2, У 1, У 2, £>1, V2, W l, U>2, Z\, z 2 >  0 . ( 56)

В р езу л ь та т е  реш ения за д а ч и  (5 4 ) — (5 6 ) [отм етим , что при 
этом  реш ении учиты ваю тся условия (5 3 ) ]  находи м  доп у ст и м о е  
б а зи сн о е  реш ение систем ы  линейны х уравн ен ий  (5 5 ) (та б л . 3 .1 ):

Т а б л и ц а  3.1

і Б азис С б Ро
0 0 0 0 0 0 0 0 - М - м

Рх, Рх 2 А , А , А А р . , р „ 2 Ру  1 Р,2

1 Ру 1 — м 2 2 0 1 2 —  1 0 0 0 1 0
2 Р  и 2 — м 4 0 4 2 —  1 0 — 1 0 0 0 1
3 А , 0 8 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0
4 Р W2 0 12 2 —  1 0 0 0 0 0 1 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 — 6 — 2 — 4 — 3 —  1 1 1 0 0 0 0
1 Ру, — м 2 2 0 1 2 — 1 0 0 0 1 0
2 Рх 2 0 1 0 1 1 / 2 - 1 / 4 0 - 1 / 4 0 0 0 1 /4
3 Pw | 0 6 1 0 — 1 1 /2 0 1 / 2 1 0 0 - 1 / 2
4 Pw-2 0 13 2 0 1 / 2 - 1 / 4 0 - 1 / 4 0 1 0 1 / 4
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 — 2 — 2 0 —  1 — 2 1 0 0 0 0 1
1 Р *  1 0 1 1 0 1 / 2 1 - 1 / 2 0 0 0 1 /2 0
2 А 0 1 0 1 0 0
3 Р1 W | 0 5 0 0 1 0
4 Р  W2 0 11 0 0 0 1
5 0 0 0 0 0
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*? — 1; * 2 = 1 ;  w i =  5; и>2= 1 1 ;  y ° \ = y 2 =  v i ~ v 2 =  0.

Т ак как * ? и і= 0 ;  *®У2 =  0; ї/іШ Т = 0; г/!!ш2 =  0 , то  (Х 0; У0) =  (1; 1; 
0; 0 ) я в л я ется  седл ов ой  точкой ф ункции Л а г р а н ж а  д л я  исходн ой  
за д а ч и . С л едов ател ь н о , X* =  (1; 1) —  оптимальны й план и с х о д 
ной за д а ч и  и f max =  3.

Реш ите задачи выпуклого программирования 3.23— 3.26.
3 .2 3 . Найти максимальное значение функции f  =  х , +  4*2 +  * i*2— 

—2х?—2*1 при условиях

Г Х\ -f- 2*2 12,

1  3*i +  * 2 < 1 5 ,

* |, * 2 ^ 0 .

3 .2 4 . Найти максимальное значение функции ] =  —х?—*2 +  * i + 8 * 2 
при условиях

j  *1 -(-*2 < 7 ,

I  *2 < 5 ,

* |, * 2 ^ 0 .

3.25. Найти максимальное значение функции j — — 2*і +  8*г—*?—х \  
при условиях

[ * 1 + 2 * г < 1 2 ,

t —*i +  *2 Xі  —8,

*1, * 2 > 0 .

3.26. Найти максимальное значение функции f =  —х'І—x'i— 2*з +  
+  2*2 +  3*з при условиях

І* 1 +  *2 +  * з <  18,

*2 < 12,

*1 +  2*3 '■■■■. 14,

*1, *2, *зї3=0.

§ 3.4. Г РА Д И Е Н Т Н Ы Е  М ЕТО ДЫ

И сп о л ь зу я  гради ен тны е м етоды , м ож н о  найти реш ен ие л ю бой  
за д а ч и  нел и нейного  п р ограм м ирования . О дн ак о в общ ем  сл уч ае  
прим енение этих м етодов  п озв ол я ет  найти точк у лок ал ьного  
эк стр ем ум а. П о эт о м у  бо л ее  ц е л е со о б р а зн о  и сп ол ьзов ать  гр а 
диентны е м етоды  дл я  н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч  вы пуклого  
п р ограм м и р ован и я , в которы х всякий локальны й экстрем ум  я в 269



л я ет ся  одн ов р ем ен н о  и глобальны м . П р о ц есс  н а х о ж д ен и я  р еш е
ния за д а ч и  с пом ощ ью  гр ади ен тны х м етодов  состои т  в том , что  
начин ая  с некоторой точки X w  осу щ ест в л я ет ся  последовательны й  
п е р е х о д  к некоторы м други м  точкам  д о  т ех  пор, пока не вы явля
ется  п р и ем л ем ое реш ен ие исходн ой  за д а ч и . П ри этом  гр а д и ен т 
ные м етоды  м огут бы ть п о д р а зд ел ен ы  на д в е  группы .

К первой группе отн осятся  м етоды , при исп ол ьзов ан и и  к ото
рых иссл едуем ы е точки не вы ходят за  пределы  о б л а сти  д о п у с т и 
мых реш ений за д а ч и . Н а и б о л ее  распространенны м  из таких м е
то д о в  я в л яется  м етод  Ф р а н к а — В ул ф а.

К о второй группе относятся  м етоды , при исп ол ьзован и и  ко
торы х и ссл едуем ы е точки могут как п р и н ад л еж ать , так  и не при
н а д л еж а т!. о б л а сти  допустим ы х реш ений. О дн ак о  в р езу л ь та те  
р еа л и за ц и и  итерац ионн ого  п р о ц есса  н аходи тся  точк а обл асти  
доп усти м ы х реш ен ий, о п р ед ел я ю щ а я  пр ием л ем ое реш ен и е. И з  
так и х  м етодов  н а и б о л ее  ч асто  и сп ол ьзуется  м ето д  ш траф ны х  
ф ункций или м етод  Э р р о у — Гурвица.

П ри н а х о ж д ен и и  реш ен ия за д а ч  градиентны м и м етодам и , 
в том  числе и названны м и, итерационны й п р о ц есс  о с у щ ест в л я 
ется  д о  то го  м ом ента, пока гр ади ен т  ф ункции f  (x i ,  Хг, ..., х„) 
в о ч ер едн ой  точке не ста н ет  равны м нулю  или ж е  пока
|Д Л (*+ |) ) — f  (Xw ) | < е ,  где е —  д о ст а т о ч н о  м ал ое п о л о ж и тел ь 
ное число, ха р а к т ер и зу ю щ ее  точн ость п ол учен н ого  реш ения.

О стан ов и м ся  б о л ее  п од р обн о  на м ето д а х  Ф р а н к а — В у л ф а , 
ш траф ны х ф ункций и Э р р о у — Гурвица.

1. М е т о д  Ф р а н к а — В у л ф а . П усть  т р еб у ет ся  найти м ак си м аль
ное зн ач ен и е вогнутой ф ункции

f  (* i ,  х г  х п) (5 7 )

мри усл ов и ях

П
Y, a .jX j^b ,  (/ =  1, т ) , (5 8 )

0  ( / =  Г 7«) ■ (5 9 )

Х ар ак тер н ой  особен н ость ю  этой  за д а ч и  яв л яется  то, что ее  
си стем а  ограничений с о д е р ж и т  только линейны е н еравен ства . 
Э та о со б ен н о сть  я вляется  осн ов ой  д л я  зам ены  в окрестности  
и ссл ед у ем о й  точки нелинейной целевой ф ункции л и нейной , б л а г о 
д а р я  чем у реш ен ие исходн ой  за д а ч и  св оди тся  к п о сл ед о в а тел ь 
ном у реш ению  за д а ч  ли н ей н ого  програм м ир ования .

П р о ц ес с  н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и  начин аю т с о п р ед ел е 
ния точки, п р и н а д л еж а щ ей  о б л а сти  доп усти м ы х реш ений з а 
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дачи . П у ст ь  эт о  точка Х^к\  т о гд а  в этой точке вы числяю т гр ади ен т  
ф ункции (5 7 )

V  М « )  = (  d f { X W )  ■ df {X i k ) )  • ■ d f {X(k ) )  )
'  дх \  ’ д х 2 ’ ’ д х п '

и стр оят  ли нейную  ф ункцию

„ д \ ( Х (к)) df (Xw ) d f (Xw )
F  — Xi -j — X2 ~h ... -\ — x n. (6 0 )

o x  і 0 x 2 d x n

З а т ем  н а х о д я т  м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е этой ф ункции при огр ан и 
чен иях (5 8 ) и (5 9 ) .  П усть  реш ен ие дан н ой  за д а ч и  о п р ед ел я ется  
точкой Zw . Т огд а  за  новое д о п у ст и м о е  реш ен и е исходн ой  за д а ч и  
приним аю т координаты  точки

=  +  ( Z w — X w ) ,  (6 1 )

гд е  Xk —  нек отор ое число, н а зы в аем ое ш агом  вы числений и з а 
клю ченное м е ж д у  нулем  и еди н и ц ей  ( 0 < Х / ; < 1 ) .  Э то  число Л* 
б ер у т  п р ои зв ол ьн о или о п р ед ел я ю т  таким о б р а зо м , чтобы  зн а ч е 
ние ф ункции в точке Х (к+1) /(7С(/г+|)), за в и ся щ ее  от 1 к, бы ло м акси

мальны м. Д л я  это го  н ео б х о д и м о  найти реш ен ие уравн ен ия = 0
UA/г

и вы брать его  наим еньш ий корень. Е сли его  зн ач ен и е бол ьш е е д и 
ницы, то  сл ед у ет  пол ож и ть  к к =  1. П о сл е  оп р ед ел ен и я  числа Хк 
н а х о д я т  координаты  точки вы числяю т зн а ч ен и е  целевой
ф ункции в ней и вы ясняю т н ео б х о д и м о ст ь  п ер ех о д а  к новой т о ч 
ке Х(к+2\  Е сли та к а я  н ео б х о д и м о ст ь  им еется , то вы числяю т в 
точке Х (к + 11 гр ади ен т  целевой ф ункции, п ер еходя т  к с о о т в ет 
ств ую щ ей  за д а ч е  ли н ей н ого  пр ограм м ир ования и н а х о д я т  ее  р е
ш ение. О п р едел яю т  координаты  точки и и ссл ед ую т  н е о б х о 
д и м ость  п р ов еден и я  дал ьн ей ш и х вы числений. П о сл е  конечного  
числ а ш агов пол учаю т с н ео бход и м ой  точностью  реш ен и е и с х о д 
ной за д а ч и .

И так , п р о ц есс  н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и  (5 7 ) —  (5 9 ) м ето
дом  Ф р а н к а — В у л ф а  вклю чает сл ед у ю щ и е этапы :

1. О п р едел яю т  и сходн ое  д о п у ст и м о е  реш ен ие за д а ч и .
2. Н а х о д я т  гр ади ен т  ф ункции (5 7 ) в точке доп у ст и м о го  р еш е

ния.
3. С троят ф ункцию  (6 0 ) и н а х о д я т  ее  м ак си м альн ое зн ач ен и е  

при у сл ов и я х  (5 8 ) и (5 9 ) .
4. О п р едел яю т  ш аг вы числений.
5. П о ф орм ул ам  (6 1 ) н а х о д я т  ком поненты  н ового д о п у ст и 

м ого реш ения.
6. П р ов ер я ю т  н ео б х о д и м о ст ь  п ер ех о д а  к п о сл ед у ю щ ем у  д о 

пустим ом у реш ению . В сл уч ае н ео б х о д и м о сти  п ер ех о д я т  к этап у
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2, в противном  сл уч ае н ай д ен о  пр ием лем ое реш ен ие исходн ой  
за д а ч и .

3 .2 7 . М етод ом  Ф ран к а— В у л ф а  найти реш ен и е за д а ч и  3 .22 , 
со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ачен и я  ф ункции

f =  2 x i + 4 x 2 — x i— 2 х | (6 2 )

при услов и я х

хі +  2 х г ^  8,

2 x i—  х2 < 1 2 ,  (6 3 )

Xi, х 2 ^ 0 .  (6 4 )

Р е ш е и и е. Н ай дем  гр ади ен т  функции

V /

и в к ач еств е и сходн ого  доп у ст и м о го  реш ения за д а ч и  возьм ем  
точку (0; 0 ) ,  а в кач естве критерия оценки к ач еств а п о л у 
ч аем ого  реш ения —  н ер ав ен ств о  | f (x{k+l)) — /  (x w ) | <  є, где є =  
=  0,01.

I и т е р а ц и и. В точке А'(0) гр ади ен т  V /  (Z (0)) =  (2; 4 ) .  Н а 
ходи м  м аксим ум  функции

F i =  2 х , + 4 х 2 (6 5 )

при усл о в и я х  (6 3 ) и (6 4 )

х  і 2 х 2 5̂ 7 8, ( 6 6 )

2 х ,—  х 2 <  12,

x i ,  х 2> 0 .  (6 7 )

З а д а ч а  (6 5 ) —  (6 7 ) им еет оптимальны й план Z(0)= ( 0; 4 ) .
Н а й д ем  н овое доп у ст и м о е  реш ен ие и сходн ой  за д а ч и  по ф о р 

м уле (6 1 ):

+  (Z (0)- *<°>), гд е  0 <  +  < l .  (6 8 )

П о д ста в и в  в м есто  и Z(0) их зн ач ен и я , получим



О п р едел и м  теп ер ь  число Л.1. П о д ста в и в  в рав ен ств о  (6 2 ) в м есто  
Xi и х 2 их зн ачени я в соотв етств и и  с соотн ош ен и ям и  (6 9 )

f  ( 7 +  = 1 6 7 i — 327?,

н ай дем  п р ои зв одн ую  этой ф ункции по 7i и приравняем  ее  нулю: 
f' ( 7 i ) = 1 6 — 6 4 7  =  0. Р еш ая  это урав н ен и е, получим  7i =  l / 4  =  
=  0 ,2 5 . П оск ольк у н ай ден н ое зн ач ен и е 7i зак л ю ч ен о  м е ж д у  0  
и 1, приним аем  его  з а  величину ш ага. Таким о б р а зо м , X (,) =  
=  (0; 1), f (^ '> )  =  2, f ( X ^ ) - f ( X m ) = 2 >  8 =  0 ,01 .

II и т е р а ц и я .  Г р адиент  целевой  ф ункции исходн ой  за д а ч и  
в точке Т п) есть  V /  ( ^ (1)) =  (2; 0 ) .  Н аходи м  м аксим ум  функции  
F i  =  2x i при усл ов и я х  (6 3 ) и ( 6 4 ) .  Р еш ен и ем  я в л я ется  Z(l) =  
=  (6 , 4; 0, 8 ) .

О п р едел я ем  теперь Х (2) =  Х { 1 J +  7 2 (Z (l)— Л(1)) .  П о сл ед н ее  р а 
вен ств о  перепиш ем  сл едую щ и м  о б р а зо м :

Г х? =  6 ,4 7 2,

j  x f J= l  —  0 ,2 7 2. <7° )

П о д ст а в л я я  теп ер ь в ф ункцию  (6 2 ) вм есто Х| и х 2 их зн ачени я  
в соответствии  с соотн ош ени ям и (7 0 ) ,  получаем

f (А,2) =  2 +  12,87,2— 41,76X1,

отк уда  f'  (7 2) =  12 ,8— 8 3 ,5 2 7 2. П ри рав н и в ая  f'  (7 2) нулю  и реш ая  
пол ученн ое уравн ен ие, находи м  7 2 » 0 , 1 5 .  Таким о б р а зо м ,

( х<,2) =  0 ,96 ,

\  х!22) =  0 ,97 ,

т. е. Х 12)= ( 0 , 9 6 ;  0 ,9 7 ) ,  /  (Х (2)) = 2 ,9 9 6 6 ,  f ( Х (2)) — f ( X w ) =
=  2 ,9 9 6 6 — 2 =  0 ,9 9 6 6 >  8 =  0 ,01 .

III и т е р а ц и я .  Г р адиент  ф ункции /  в точке Х <<2> есть  
V /( X (2)) =  (0 ,08; 0 ,12). Н аходи м  м аксимум ф ункции /-'з =  
=  0 ,0 8 х ! + 0 ,1 2 х 2 при услов и я х (6 3 ) и (6 4 ) .  Р еш ен ием  является  
Z (2,=  (6; 0 ) .

О п р ед ел я ем  Х^3) =  Х (2) +  7 3 (Z(2)— Х^2)) .  И м еем

Г х <,3> =  о ,9 6  +  7 3 (6 — 0 ,9 6 ) = 0 , 9 6  +  5 ,0 4 7 3,

\  х (23,=  0 ,9 7 +  Яз (0 — 0 ,9 7 ) =  0 ,9 7 — 0 ,9 7 7 3;

/  (Хз) =  2 ,9 3 8 4  +  0 ,4 0 3 2 7 3— 27,34167?, 

у  (Лз) =  0 ,4 0 3 2 — 5 4 ,68327з-
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Р еш а я  ур ав н ен и е / '  (Х3) =  0, н аходи м  А3 « 0 , 0 0 7 .  С л е д о в а 
тельно, * (3) =  (0 ,99528; 0 ,9 6 3 2 1 ), f{X(3)) =  2 ,9 9 9 5 7 , f ( Х } 3)— 
— f ( X (2)) = 2 ,9 9 9 5 7 — 2 ,9 9 6 6  =  0 ,0 0 2 9 7 < e  =  0 ,01 .

Таким о б р а зо м , X ^ —  (0 ,9 9 5 2 8 ; 0 ,9 6 3 2 1 ) яв л я ется  искомым  
реш ен ием  исходн ой  за д а ч и . Д а н н а я  точка Х ^  н а х о д и тся  д о с т а 
точн о б л и зк о  к точке м ак си м ал ьн ого  зн ачен и я  ц елев ой  ф ункции  
Х * =  (1; 1 ), н ай ден н ой  при реш ении этой  за д а ч и  в § 3 .3 . З а д а в  
м еньш ую  величину є, м ож н о  бы ло, соверш и в дополн ительны е  
п р и бл и ж ен и я , ещ е б л и ж е  подой ти к точке м ак си м альн ого  зн а ч е 
ния целевой  ф ункции.

2 . М ет о д  ш траф ны х ф ункций . Р а ссм о тр и м  за д а ч у  о п р ед е л е 
ния м ак си м ал ьн ого  зн ачени я вогнутой ф ункции /  (x i ,  х 2, . ... х „) 
при усл ов и я х  gi  (x i ,  х 2, ..., х „ ) ^ 6 ,  ( i — \ , m ) ,  х , ^ 0  ( /  =  1 ,п ) ,  
ГДС gi  (Х|, х 2, ..., х„) —  выпуклые ф ункции.

В м ест о  того  чтобы  н еп о ср ед ств ен н о  реш ать  эт у  за д а ч у , н а 
ходят  м ак си м альн ое зн а ч ен и е  ф ункции F ( xь х 2, ..., х„) =  
=  /(х  1, Х2, . . . ,  х„) +  # ( х ь х 2, ... ,  х„), я вляю щ ей ся  сум м ой  цел евой  

ф ункции за д а ч и , и некоторой ф ункции Н(х  і, х 2, ..., х„),
о п р ед ел я ем о й  систем ой  ограничений и н азы в аем ой  штрафной  
ф у нк ц ие й .  Ш тр аф н ую  ф ункцию  м ож н о построи ть различны м и  
сп о со б а м и . О дн ак о  н аи б о л ее  ч асто  она им еет вид

m

//(Х |, X'i  Х „ ) =  £  а ц х і ,  х 2, Х п) g i ( x I, х 2, ..., х п).
I

где

а;(хі, х 2> , . , Х „ ) = ] ° ’ ссл и  Ь‘ - й 1 х и Х ь . . . , х а) >  0, (?1)
1а,■, есл и  bi — g i {x і , х 2, . . . , х л) < 0 .  

а а ,•>  0  —  некоторы е постоянны е ч исла, п р ед ста в л я ю щ и е собой  
весовы е коэф ф ициенты .

И сп о л ь зу я  ш тр аф ную  ф ункцию , п о сл ед о в а тел ь н о  п ер ех о д я т  
от одной  точки к д ругой  д о  т ех  пор, пока не п ол учат  пр ием лем ое  
р еш ен ие. П ри этом  координаты  п о сл ед у ю щ ей  точки н а х о д я т  по  
ф ор м ул е

И з п о сл ед н его  соотн ош ени я с л ед у ет , что если  п р ед ы д у щ а я  точка  
н а х о д и тся  в обл а сти  доп усти м ы х реш ений и сходн ой  за д а ч и , то  
второе сл а г а ем о е  в к вадратн ы х ск о б к а х  равн о нулю  и п ер ех о д  к 
п о сл ед у ю щ ей  точке о п р ед ел я ется  только гр ади ен том  целевой  
ф ункции. Е сли ж е  у к а за н н а я  точка не п р и н а д л еж и т  о б л а сти  д о 
пустим ы х реш ений, то  за  счет д а н н о го  сл а г а ем о г о  на  п о сл ед у ю 
щ их итер ац и я х  д о ст и га ет ся  в о зв р а щ ен и е  в о б л а ст ь  доп усти м ы х
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реш ений. П ри этом  чем м еньш е а ,, тем бы стр ее  н а х о д и тся  пр ием 
л ем о е  реш ен ие, о д н ак о  точн ость оп р едел ен и я  его  сн и ж а ет ся . 
П о эт о м у  итерационны й п р о ц есс  обы чно начинаю т при ср а в н и 
тел ь н о  малы х зн а ч ен и я х  а , и, п р о д о л ж а я  его, эти зн ач ен и я  п о сте
пенно увеличиваю т.

И так , п р о ц есс  н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и  вы пуклого п р о
гр ам м ир овани я м етодом  ш траф ны х ф ункций вклю чает с л ед у ю 
щ ие этапы :

1. О п р едел яю т  и сх о д н о е  д о п у ст и м о е  реш ение.
2. В ы би раю т ш аг вы числений.
3. Н а х о д я т  по всем  перем енны м  частны е п р ои зв одн ы е от ц е 

л ев ой  ф ункции и ф ункций, о п р ед ел я ю щ и х  о б л а сть  допустим ы х  
р еш ений за д а ч и .

4. П о ф ор м ул е (7 2 )  н а х о д я т  координаты  точки, о п р ед ел я ю 
щ ей в о зм о ж н о е  новое реш ен ие за д а ч и .

5. П ров еря ю т, у дов л етв ор я ю т ли координаты  най ден ной  
точки си стем е ограничений  за д а ч и . Е сли нет, то  п ер еходя т  к с л е 
д у ю щ е м у  эт а п у . Е сли координаты  н ай ден ной  точки оп р едел я ю т  
д о п у ст и м о е  реш ен и е за д а ч и , то  и ссл ед ую т  н ео б х о д и м о ст ь  п ер е
х о д а  к п о сл ед у ю щ ем у  до п у сти м о м у  реш ению . В сл у ч а е  такой  
н ео б х о д и м о ст и  п ер ех о д я т  к эт а п у  2, в противном сл у ч а е  най ден о  
пр и ем л ем ое реш ен и е исходной  за д а ч и .

6. У стан ав л и в аю т зн ач ен и я  весовы х к оэф ф и ц и ен тов  и 
п ер ех о д я т  к эт а п у  4.

3 .2 8 . Н айти м ак си м альн ое зн ач ен и е ф ункции

Р е ш е н и е .  Ц ел ев а я  ф унк ция дан н ой  за д а ч и  п р ед став л я ет  
со б о й  о т р и ц ател ь н о-оп р едел ен н ую  квадр ати чн ую  ф ор м у и, з н а 
чит, вогнута. В то  ж е  врем я о б л а сть  доп усти м ы х реш ений за д а ч и ,  
о п р ед ел я ем а я  ограничениям и (7 4 ) и (7 5 ) ,  —  вы пуклая. С л е д о 
вател ьно, за д а ч а  (7 3 ) — (7 5 ) яв л яется  за д а ч ей  вы пуклого п р ог
рам м и р ован и я . Д л я  н а х о ж д ен и я  е е  реш ения применим м етод  
ш траф ны х ф ункций. П р е ж д е  чем это  сд ел а т ь , построим  о б л а сть  
доп усти м ы х реш ений за д а ч и  (ри с. 3 .6 )  и линии уровн я, о п р е д е 
л яем ы е ц елев ой  ф ункцией (7 3 ) .  Этими линиями с л у ж а т  о к р у ж 
ности с центром  в точке (0; 0 ) .  Точка касани я од н ой  из этих  
о к р у ж н о стей  с о бл асть ю  д оп усти м ы х реш ений и яв л я ется  иско
мой точкой м ак си м ал ьн ого  зн ач ен и я  цел евой  ф ункции.

П ол ож и м  Хи =  (6, 7). В озьм ем  7, =  0, 1, о б о зн а ч и м  ч ер ез  
g ( x \ ,  х 2) =  18 — (xi — 7)2 — (х2 — 7)2 и оп р едел и м  частны е п р ои зв од-

(73)

при усл ов и я х

( х , - 7 ) 2 +  (х2 - 7 ) 2 < 1 8 , (74)

(75)х 2 ^ 0 .
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и х 2:

d f  =  — 2 х ь
дх\  

d g-г—— =  —2jci +  14;
<7̂ 1кГ \Y\ \ * ,  ■

\ \  \ \ 7Г7Г-------- 1 Х г '\  \  \ \ \ <?* 
« «« ■ > 11 і » і » « ї ї  i^І I I I I I I I I I I г I I I I I ц    о  v I 1 A

1 I  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 x , dx2 - ~ JX2+ 14-
Рис.3.6

Т еперь, и сп ол ьзуя  ф орм ул у  ( 7 2 ) ,  пр иступаем  к построени ю  после- 
доп ател ьн ости  точек, одн а из которы х оп р едел и т  п р и ем лем ое  
реш ение.

I и т е р а ц и я .  Так как точка X й = ( 6 ,  7) п р и н ад л еж и т  о б 
л а сти  доп усти м ы х реш ений за д а ч и , то  втор ое сл а г а ем о е  в к в ад
ратны х ск о б к а х  ф орм улы  (7 2 ) рав н о  нулю . Зн а ч и т , координаты  
сл ед у ю щ ей  точки X х вы числяем по ф орм ул ам

d f ( X 0) '
х |0 ;  4 ° )  +  Х —L L l |  =  m a x {0; 0,1 ■( — 2)-6} =  4,8;

{ +  1 ~' , )хг =  m ax {0;.7 +  0,1 • ( -  2) • 7 ) =  5,6.

П ровери м  теп ер ь , п р и н ад л еж и т  ли эт а  точка обл а сти  д о п у ст и 
мых реш ен ий  за д а ч и . Д л я  это го  н ай дем  g ( X x) =  18 — 4 ,8 4 — 1,96 =  
=  11,2. Т ак как g ( X x) >  0 , то  X х п р и н ад л еж и т  о б л а сти  д о п у ст и 
мы х реш ен ий . В этой  точке f ( X l) =  — 54 ,4 .

II и т е р а ц и я .  Н аход и м
х\1)=  m ax (0; 0 ,4 8  +  0,1 • ( - 2 ) - 4 , 8 )  =  3 ,84; 
х ф  =  m ax (0; 0 ,5 6  +  0,1 -( — 2 )-5 ,6 )  =  4,48; 
g (X 2) =  1 8 -  9 ,9 8 5 6  -  6 ,3 5 0 4  =  1 ,6 6 4 >  0; f (X2) =  -  3 4 ,8 1 6 .

III и т е р а ц и я .  Н аходи м
x<,3) =  m a x {0 ; 0 ,3 8 4  +  0,1 - ( - 2 ) - 3 , 8 4 )  =  3 ,072;
^ З) =  ш а х {0 ; 0, 4 ,4 8  +  0,1 - ( — 2 )-4 ,4 8 }  =  3 ,584;  
g ( X ^ ) =  18 — 1 5 ,4 2 9 1 8 4 — 1 1 ,6 6 9 0 5 6  «  - 9 , 0 9 8 1 .

IV и т е р а ц и я .  Точка Х (3} не п р и н ад л еж и т  о б л а сти  д о п у ст и 
мых реш ений за д а ч и . С л едов ател ь н о ,

^  =  maxf0; * f  +  J  д№ (3)) dg(X^) 1)
1 L д х х ^  д Х]

=  ш ах (0; 3 ,0 7 2  +  0,1 • [ ( -  2) • 3 ,0 7 2  +  а [ ( -  2) • 3 ,0 7 2  +  14)]) =
=  m ax{0; 2 ,4 5 7 6  + а -0 ,7856);

276



rf’-m+O; rf>+ J ^  1} _
1 L (5x2 d x 2 v

=  m ax  {0; 3 ,5 8 4  +  0,1 [(— 2) • 3 ,5 8 4  +  a  ( (— 2) ■ 3 ,5 8 4  +  14)]) =
=  m ax  {0; 2 ,8 6 7 2 +  a -0 ,6832).

З д е с ь  в озн и к ает  вопрос о вы боре числа а .  Н а и б о л ее  ц е л е со 
о б р а зн о  взять его  так, чтобы точка ХЧ) не слиш ком  д а л е к о  у д а 
л я л а сь  от границы  обл асти  доп усти м ы х реш ений и в м есте с тем  
п р и н а д л еж а л а  этой обл асти . Этим требов ан и я м  у д о в л етв о р я ет , 
в частности , а = 1 , 9 .  П ри данн ом  зн ачени и  пол учаем

х<,4) =  ш ах {0; 2 ,4 5 7 6  + 1 , 9 -  0 ,7 8 5 6 ) «  3 ,950; 
х<24)= ш а х ( 0 ;  2 ,8 6 7 2 +  1 ,9 -0 ,6 8 3 2 } « 4 , 165; 

ё ( ХЩ  =  1 8 -  9 ,3 0 2 5  -  8 ,0 3 7 2 2 5  «  0 ,660; /(* (♦ > )«  -  3 2 ,950 .

V и т е р а ц и я  И м еем
х (,5)=  птах (0; 3 ,9 5 0  +  0,1 - ( — 2 )-3 ,9 5 0 }  =  3 ,16; 
л£> =  т а х { 0 ;  4 ,1 6 5  +  0,1 - ( — 2 )-4 ,1 6 5 ) =  3 ,332;
£ ( Х Щ  = 1 8 - 1 4 , 7 4 5 6  -  13 ,4 5 4 2 2 4  « - 1 0 , 2 .

VI и т е р а ц и я .  Н аходи м
x<i6) =  m axj0; 3 ,1 6  +  0,1 •[( — 2) - 3 , 16 +  1 ,9 -(( — 2 ) - 3 ,1 6 +  14)|) « 3 ,9 8 7 ;  
х(>в) =  т а х { 0 ;  3 ,3 3 2  +  0,1 •[( — 2 ) - 3 ,3 3 2 +  1 , 9 - ( ( - 2 ) - 3 , 3 3 2 +  1 4 ) |)«

« 4 ,0 5 9 ;
g(5f(6) ) =  1 8 - 9 ,0 7 8 1 6 9 - 8 ,6 4 9 4 8 1  « 0 ,2 7 2 ;  Ц Х Щ «  — 3 2 ,372 .

V II и т е р а ц и я .  Н аходим
x<i7) =  m ax(0; 3 ,9 8 7  +  0,1 - ( - 2 ) - 3 ,9 8 7 ) « 3 , 1 8 9 ;  
х^7) =  т а х { 0 ;  4 ,0 5 9  +  0,1 • ( — 2 ) - 4 ,0 5 9 ) « 3 ,247; 

g ( X C n )  = 1 8 - 1 0 , 1 6 9 7 2 1  -  1 0 ,543009  « — 2,713 .

V III и т е р а ц и я .  И м еем
x\s> =  maxjO; 3 ,1 8 9  +  0,1 -[(— 2)- 3 ,189 +  1 ,9 - ( (— 2)• 3 , 18 9  +  1 4 ) | |«

« 3 ,9 9 9 ;
х ф  =  ш а х {0; 3 ,2 4 7  +  0,1 • [ ( -  2) • 3 ,2 4 7  +  1,9 • ( ( -  2) • 3 ,2 4 7  +  1 4 )])«

« 4 ,0 2 7 ;
g ( X ( V ) =  1 8 - 9 ,0 0 6 0 0 1  - 8 ,8 5 6 5 7 6 « 0 , 1 3 7 ;  f ( X W ) =  - 3 2 , 1 8 5 .
IX и т е р а ц и я .  Н аходи м

х<,9) =  т а х { 0 ;  3 ,9 9 9  +  0,1 -[( — 2)- 3 ,9 9 1)«  3 ,199;
+?) =  т а х { 0 ;  4 ,024  +  0,1 -[< — 2 ) - 4 ,0 2 4 ] )« 3 ,2 1 9 ;  

g ( X (9,) =  1 8 - 1 4 ,4 4 7 6 0 1  -  14 ,295961 «  -  10,744.
X и т е р а ц и я .  И м еем

хУ0) =  т а х { 0 ;  3 ,1 9 9  +  0,1 -[( — 2 ) - 3 ,1 9 9 +  1 , 9 - ( ( - 2 ) - 3 , 1 9 9 +  1 4 )])«
« 4 ,0 0 4 ;

хУ0) =  т а х { 0 ;  3 ,2 1 9  +  0,1 -[( — 2 ) -3 ,2 1 9 +  1 , 9 - ( ( - 2 ) - 3 , 2 1 9 +  1 4 ) |)«
« 4 ,0 1 2 ;

g ( X ( ю)) =  18 -  8 ,9 7 6 0 1 6  -  8 ,9 2 8 1 4 4  «  0 ,0 9 6 ;  % Х ( Щ  «  -  3 2 ,128 .

XI и т е р а ц и я .  Н аходи м
х<,и) =  ш ах{0; 4 ,0 0 4  +  0,1 -[(— 2 ) -4 ,0 0 4 ] )« 3 ,2 0 3 ;
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л&'> =  т а х { 0 ;  4 ,0 1 2  +  0,1 -[(— 2 ) -4 ,0 1 2 ] } »  3 ,210;  
g(X{10) =  18 -  1 4 ,4 1 7 2 0 9  — 14,3641 »  — 10,781.

X II и т е р а ц и я .  И м еем  
xV2) =  m ax{0; 3 ,2 0 3  +  0,1 - [ ( - 2 ) - 3 , 2 0 3 +  1 , 9 - ( ( - 2 ) . 3 ,2 0 3 +  1 4 )]}»

« 4 ,0 0 5 ;
^ 12) =  m ax{0; 3 ,2 1 0  +  0,1 - [ ( - 2 ) - 3 , 2 1 0 +  l ,9 - ( (  — 2 ) - 3 ,2 1 0 +  1 4 )]}«

« 4 ,0 0 8 ;  
g { X ( i2 ) )«  - 3 2 ,1 0 4 .

С р авни вая  зн а ч ен и я  целевой ф ункции , най ден ны е в точках, 
полученны х п осл е X и XII итерац ий , видим , что они с  точностью  
д о  1 0 - 1  со в п а д а ю т . Э то  говорит о  бл и зости  точки, н ай ден ной  на  
п осл ед н ей  итерации, к точке м ак си м альн ого  зн ач ен и я  целевой  
ф ункции. Такой ж е  вы вод м о ж н о  сд ел а т ь , есл и  и ссл ед о в а т ь  
векторы -градиенты  ф ункций f(X)  и g(X)  в точке Х(12). В этой  
точке

V / ( X ( i 2 ) )  =  ( - 8 , 0 1 ;  - 8 ,0 1 6 ) ,  V g ( X U 2 ) )  =  (5 ,99; 5 ,984). 
Вы числим отнош ения однои м ен ны х коор дин ат векторов: — 8 ,0 1 /  
5 , 9 9 «  — 1,337; — 8 , 0 1 6 / 5 , 9 8 4 « — 1,339. К ак видно, они почти  
равны  м е ж д у  со б о й . Э то  о зн а ч а ет , что векторы  V  Я ^ 12)) и 
V g ( X (l2)) практически коллинеарны . Т ак как к том у  ж е  точка  
Х(12) н а х о д и тся  вбли зи  границы  о б л а сти  доп усти м ы х реш ений  
(поскол ьку g(X (|2) ) « 0 ,078), то  x f = 4 , 0 0 5  и x f = 4 , 0 1 2  м о ж н о  
счи тать прием лем ы м  реш ен ием  за д а ч и . Э то  р еш ен и е при н е о б 
ходим ости  м ож н о  уточнить дал ьн ей ш и м и ш агам и д о  полной  
кол л ин еар ности  гр ади ен тов  целевой и ограничительн ой ф ункций.

П о сл ед о в а т ел ь н о сть  точек, пол учаем ы х во врем я н а х о ж д ен и я  
ріешения за д а ч и , н агля дн о ил л ю стрир уется  рис. 3 .6 .

3. М етод  Э р р о у — Г урвица. П ри н а х о ж д ен и и  реш ен ия за д а ч  
нел и н ей н ого  пр ограм м ир ования м етодом  ш траф ны х ф ункций  
мы вы бирали зн ач ен и я  а , п р оизвольно, что п р и в оди л о к зн а ч и 
тельны м к ол ебан иям  уда л ен н о сти  оп р едел я ем ы х точек  от обл а сти  
доп усти м ы х реш ен ий. Э тот н едостаток  у ст р а н я ет ся  при реш ении  
за д а ч и  м етодом  Э р р оу  —  Г ур виц а, со гл а сн о  котор ом у  на  о ч ер ед 
ном ш аге числа а \ к) вы числяю т по ф ор м ул е

a,w  =  m a x {0 ; a \ k~ l )— \ g i ( X (k))} ( 7 = 1 ,  т). (76)

В качестве начальны х зн ачени й  а,(0) б ер у т  произвольны е н еотр и 
цательны е числа.

3 .2 9 . И сп ол ьзуя  м етод  Э р р оу  —  Г ур в и ц а , найти реш ен ие  
за д а ч и  3 .2 7 , со стоя щ ей  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ач ен и я  
ф ункции

/ = — * ? - *  І (77)
при усл ов и ях

18 — ( х , — 7)2 — (л;2- 7 ) 2> 0 ,  (78)

278

* і ,х 2^ 0 . (79)



Р е ш е н и е .  К ак сл ед у ет  из реш ен ия за д а ч и  3 .27 , при н а х о ж 
ден и и  реш ен ия дан н ой  за д а ч и  м етодом  Э р р о у —  Гурвица первы е  
три и терац ии  при одинаковы х зн ач ен и я х  А, =  0,1 в о б о и х  сл уч ая х  
со в п а д а ю т . Э то  о б ъ я сн я ется  тем , что к а ж д а я  из п осл ед о в а тел ь н о  
п ол учаем ы х точек  принад л е ж и т  о б л а сти  доп усти м ы х реш ен ий , а 
п о эт о м у  a,w  =  0  { k =  1, 3) н езав и си м о от того , н а х о д и тся  ли оно по 
ф о р м у л е  (7 1 ) или (7 6 ) .

IV и т е р а ц и я .  Так как g (,V 3)) < 0, то координаты следую щ ей  
точки X w  находи м  по ф орм ул е (7 2 ):

Л »  +  4 . ^ + «™  ! ) _

=  m а х (0; 3 ,0 7 2  +  0,1 f( -  2) • 3 ,0 7 2  +  а*(( -  2) ■ 3 ,0 7 2  - f  14));

1 L д х 2 д х і

=  m a x  {0; 3 ,5 8 4  +  0,1 [ ( -  2) • 3 ,5 8 4  +  а (4)( — 2) • 3 ,5 8 4  +  14)||.

Ч исло а (4) н ай дем  по ф ор м ул е (7 6 ) :

cc(4,=  m ax{0; a (3)- 0 , l g ( X (3))) =  m ax(0; 0  — 0,1 ( — 9 ,0 9 8 1) ) 0 , 9 1.

Таким о б р а зо м , дс\4,д а З ,1 7 2 ; ;^4,д а З ,4 8 9 ; g (.V 4)) д а — 8,981 .
У и т е р а ц и я .  Н ай д ен н ая  точка Х(4) =  (3 ,172; 3 ,4 8 9 ) не при

н а д л еж и т  обл а сти  допустим ы х реш ений исходн ой  за д а ч и . П о эт о 
м у для оты скания коор дин ат сл ед у ю щ ей  точки та к ж е  испол ьзуем  
ф о р м у л у  ( 7 2 ) .  О дн ак о  п р еж д е  чем ее  применить, по ф ор м ул е (7 6 )  
находи м

а (5) =  т а х { 0 ;  0,91 — 0,1 ( — 8 ,9 8 1 ) ) »  1,81.

З н ач и т,

х<,5) =  т а х { 0 ;  3 ,1 7 2  +  0 ,1[( — 2 ) - 3 ,1 7 2 +  1 , 8 1 ( ( - 2 ) - 3 , 172 +  1 4 ]} »
« 3 ,9 2 3 ;

*5?» =  m ax(0; 3 ,4 8 9  +  0 ,1[(- 2 ) •  3 ,4 8 9  +  1,8 1 ((- 2 ) •  3 ,4 8 9 +  14)|]да
да 4 ,062;

^(Л'(5))да — 0 ,1 .
V I и т е р а ц и я .  И м еем

а (6)= т а х { 0 ;  1,81 — 0,1( — 0,1)}да 1,82;
Д 6) =  m a x {0; 3 ,9 2 3  +  0,1 [ ( -  2) ■ 3 ,9 2 3  +  1,82(( -  2) • 3 ,9 2 3  +  14)]) да

да 4 ,258;
=  m a x {0; 4 ,0 6 2  +  0,1 [ ( -  2) • 4 ,0 6 2  +  1,82(( -  2) • 4 ,0 6 2  +  14)1) да 

да 4 ,3 1 9 ;

g  (Х(6)) да 1,294; f (Х(6)) да -  3 6 ,784 .
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V II и т е р а ц и я .  Н аходи м
*<i7) =  m a x (0 ; 4 ,2 5 8  +  0,1 [(— 2 )-4 ,258]} « 3 ,4 0 6 ;

+ Л  =  т а х  (0; 4 ,3 1 9  +  0,1 [ ( - 2 ) - 4 ,3 1 9 ] }  « 3 ,4 5 5 ;  

g { X m ) «  — 7,484 .
V III и т е р а ц и я .  И м еем

а (8)=  m ax (0; 1 , 8 2 - 0 , 1  ( - 7 ,4 8 4 ) }  « 2 , 5 7 ;  
V,8)= m a x { 0 ;  3 ,4 0 6  +  0,1 [ ( - 2 ) - 3 , 4 0 6 +  2 ,5 7  ( ( - 2 ) - 3 ,4 0 6 + 1 4 ) ] }  «

« 4 ,5 7 2 ;

4 8) =  m a x {0 ; 3 ,4 5 5  +  0,1 [ ( - 2 ) - 3 , 4 5 5 +  2 ,5 7  [ ( - 2 ) - 3 ,4 5 5 + 1 4 ) ] }  «
« 4 ,5 8 6 ;

g ( X m ) « 6 ,2 7 8 ;  f { X m ) «  - 4 1 ,9 3 5 .

IX и т е р а ц и я .  Н аходи м
*<,9)= m a x { 0 ;  4 ,5 7 2  +  0,1 [ ( - 2 ) - 4 ,5 7 2 ] }  « 3 ,6 5 8 ;
4 9) =  m ax{0; 4 ,5 8 6  +  0,1 [( — 2)-4 ,586]} « 3 ,6 6 9 ;

g ( X (9)) «  4 ,265 .
X и т е р а ц и я .  И м еем

a (lo) =  m ax{0; 2 , 5 7 - 0 , 1  ( - 4 ,2 6 5 ) ) }  « 3 , 0 ;  
jc1,0)=  m ax  {0; 3 ,6 5 8  +  0,1 ( - 2 ) - 3 , 6 5 8 +  3 ,0  ( ( - 2 ) - 3 ,6 5 8 + 1 4 ) ] }  «

« 4 ,9 3 1 ;

=  m a x {0; 3 ,6 6 9  +  0,1 [ ( -  2)• 3 ,6 6 9  +  3,0(( -  2 )• 3 ,6 6 9  +  14)]}«  

« 4 , 9 3 4

g  (,Yl '0)) «  9 ,451 .
XI и т е р а ц и я .  Н аходи м

^ п )= т а х  (0; 4 ,931 + 0 , 1  [( — 2)-4 ,931]} « 3 ,9 4 5 ;  
+ , ' 0 = т а х  {0; 4 ,9 3 4  +  0,1 [( — 2)-4 ,934]} « 3 ,9 4 7 ;

g(X (ll)) «  - 0 , 6 5 4 .
XII и т е р а ц и я .  И м еем

а (|2) — m ax (0; 3 ,0  — 0 ,1( — 0,654)} « 3 ,0 6 ;

*V2)= m a x ( 0 ;  3 ,9 4 5  +  0,1 [ ( - 2 ) - 3 , 9 4 5 +  3 , 0 6 ( ( - 2 ) - 3 ,9 4 5 +  14)]}«
«  5,026;

+ ,|2> =  т а х { 0 ;  3 ,9 4 7  +  0,1 [(— 2 )-3 ,9 4 7  +  3,06(( — 2 ) -3 ,9 4 7  +  1 4 )]}«
« 5 ,0 2 6 ;

g ( X (l2)) « 1 0 ,2 0 7 ;  / ( V (12)) «  - 5 0 ,5 2 1 .

XIII  и т е р а ц и я .  Н аходи м
xV3) =  m a x (0; 5 ,0 2 6  +  0,1 [(— 2 )-5 ,026]} « 4 ,0 2 1 ;

4 13)= m a x ( 0 ;  5 ,0 2 6  +  0,1 [ ( - 2 ) •  5,026]} « 4 ,0 2 1 ;  

g ( X (l3)) « 0 ,2 5 1 ;  ДХ(13)) «  - 3 2 , 3 3 7 .

П ол уч ен н ое на дан н ой  итерации реш ен и е х* — 4 ,021 и 
х*  =  4 ,021 м ож н о  считать приемлемы м. Э то  реш ен и е при н еобхо-
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ди м ости  сл ед у ет  улучш ить, п р о д о л ж и в  итерационны й п р оц есс  д о  
получения р езу л ь та та  тр еб у ем о й  точности.

В зак л ю ч ен и е отм етим , что реш ен ие сл ож н ы х за д а ч  нел и н ей 
ного  пр ограм м ир ования градиентны м и м етодам и  св я за н о  с б о л ь 
шим о бъ ем ом  вы числений и ц е л е со о б р а зн о  тольк о с и сп о л ь зо в а 
нием Э В М .

И сп о л ь зу я  м етод  Ф ранка —  В у л ь ф а , реш ите за д а ч и  3 .3 0  и 
3 .31 .

3 .30 . Н айти  м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е ф ункции f =  2 x i + 4 x 2— 
х 2 — 2 х \  при усл о в и я х  (■

j  Хі +  2 х 2 ^ 8 ,
I 2 х , —  х 2 < М 2 ,  

Х \, х 2ГЭ=0.

В кач естве начальной точки взя ть  Л'(п) — (2; 2).
3 .3 1 . Н айти м ак си м альн ое зн ач ен и е ф ункции /  =  6х 2 +  6хз — 

— х? — х \  — Хз при усл ов и ях

{X ] +  2X2 Н~ Хз ^  6,

2Х| +  Х2 -{-Хз ^  6,

Хз <  3,

Х|, х 2, х 3^ 0 .

В к ач еств е начальной точки взя ть  А(0) =  (0, 0, 0), а в к а ч е с т в е  
п ок а за т ел я , оп р ед ел я ю щ его  в о зм о ж н о ст ь  з а в е р ш е н и я  и терац и 
онн ого  п р о ц е с с а ,—  н е р а в е н с т в о  { ( Х(к+ '*)— в, где е =
=  0 ,01 .

Используя метод ш трафных функций и метод Эрроу — Гурвица, 
решите задачи 3.32—3.34.

3.32. Найти максимальное значение функции f = —х \  — х 2 при 
условиях (xi — 5)2 +  (х2 — 5)2< 8 ,  х ь  х 2> 0 .

3.33. Найти максимальное значение функции /  =  4хі +  10х2 — x f — х2 
при условиях

( Xi +  х2<{4,

1  х 2 < 2 ,

Xi , х 2> 0 .

3 . 3 4 .  Найти максимальное значение функции f—  —  х т— х 2 при 
условиях

{
х , +  0,5х2^  1,

X ,+ 0 ,5 х 2 < 4 ,

X l+ X 2< 6 ,  

x i, х 2^ 0 .
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§ 3.5. Н А Х О Ж Д ЕН И Е РЕШ ЕН И Я  ЗАД А Ч 
Н Е Л И Н Е Й Н О Г О  П РО ГРА М М И РО В А Н И Я , 
С О Д ЕРЖ А Щ И Х  С Е П А Р А Б Е Л Ь Н Ы Е  Ф УНКЦИ И

Р а ссм о тр и м  за д а ч у  нели нейного п р ограм м ирования , в которой  
ц ел ев ая  ф ункция и ф ункции в систем е ограничений являю тся  
сеп арабел ьн ы м и .

О п р е д е л е н и е  3 .11 . Ф ункция F ( x t, х 2, ..., х „) н азы в ается  
с е п а р а б е л ь н о й ,  если  она м о ж ет  бы ть п р ед став л ен а  в виде суммы  
ф ункций , к а ж д а я  из которы х яв л яется  ф ункцией одн ой  п ер ем ен 
ной, т. е. если

П
F {хи Х'2 , ..., х„) =  £  fi(Xj).

/ =  і

Если цел ев ая  ф ункция и ф ункции в си стем е ограничений  
за д а ч и  нели нейного пр ограм м ир ования являю тся с е п а р а б е л ь 
ными, то п р и бл и ж ен н ое реш ен ие такой за д а ч и  м о ж н о  найти с 
исп ол ьзов ан и ем  м ето д а  кусочно-ли нейной  апп рок си м аци и . О д н а 
ко его  прим енение в общ ем  сл у ч а е  п озв ол я ет  получить п р и бл и 
ж енны й локальны й экстрем ум . П о эт о м у  рассм отр им  и сп о л ь зо 
вани е м етода  кусочно-ли нейной апп рок си м аци и  д л я  реш ения  
за д а ч и  вы пуклого програм м ирования.

I . М е т о д  к у со ч н о -л и н ей н о й  а п п р о к с и м а ц и и . П усть  тр еб у ет ся  
оп р едел и ть  м ак си м альн ое зн ач ен и е вогн утой  ф ункции

F = t  Ш
(80)

при усл ов и я х
п

I  £</(•*/) <  bi (г =  1, т ) , (81)
/ =  і

* i > 0 ( / = Т л ) .  (82)
Ч тобы  найти реш ен ие за д а ч и  (8 0 ) — ( 8 2 ) ,  зам ен и м  функции  

fi(Xi) И gi i(x i) кусочно-линейны м и ф ункциям и Jl(Xj) И gijiXj) и п ер ей 
д ем  от за д а ч и  (8 0 ) —  (8 2 ) к за д а ч е , со ст о я щ ей  в оп р едел ен и и  
м ак си м альн ого  зн ачени я ф ункции

П

£ ? / ( * / )  (83)
/ =  і

при усл ов и я х

п

£ £ < / ( * ; ) < &  (і =  T7~m), (8 4 )
/ = і __

* i > 0 ( / = 1 ,  n). (85)
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В  за д а ч е  (8 3 ) —  (8 5 ) пока не о п р едел ен  вид ф ункций. Ч тобы  
сд ел а т ь  это , б у д ем  считать, что п ерем ен н ая  Xj м о ж ет  приним ать  
зн ач ен и я  из пр ом еж утк а  [0, о,-] (ос,- —  м ак си м альн ое зн ач ен и е  
перем енн ой  Xj) .  Р а зо б ь е м  п р ом еж уток  [0; ctyj на г; п р ом еж утк ов  
С П ОМ О Щ ЬЮ  / ■ ; +  1 точек  Т Э К , ЧТО x 0j =  0,  X,jj —  <Xj. Т огд а  ф ункции  
fi(xj) и gij(xj) м о ж н о  за п и са ть  в виде

не б о л ее  д в у х  чисел Хц могут бы ть полож ительны м и и дол ж н ы  
быть соседн и м и .

П о д ст а в л я я  теп ер ь в р авенства  (8 3 ) и (8 4 ) вы раж ени я  
ф ункций f(xj)  и gi,(Xj) в соответствии  с ф орм ул ам и ( 8 6 ) ,  приходим  
к сл ед у ю щ ей  за д а ч е:

Н айти  м ак си м альн ое зн ач ен и е ф ункции

П ол уч ен н ая  за д а ч а  отл и ч ается  от обы чной за д а ч и  ли н ей н ого  
п р ограм м и р ован и я тем , что н а л о ж е н о  доп ол н и тел ьн ое огр ан и ч е
ние на перем енн ую  кщ, с о ст о я щ ее  в том , чтобы  дл я  к а ж д о г о  j  не 
б о л е е  д в у х  kkj бы ли полож ительны м и И ЭТИ п ол ож и тел ьны е Xkj 
бы ли со сед н и м и . В ы полнение эти х  условий  м о ж ет  бы ть собл ю -

(86)

где

fkj =  f j (xky, gkij =  gij{Xk) (г =  1, т); (87)

/г — 0

дл я  в сех  к  и / ,  причем дл я  д а н н о го  Х\

(88)
/=  і и. =  о

при усл ов и я х

(89)
/=  1 k =  0

Г)
(90)

Хч > 0  дл я  всех k  и /. (9 1 )
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д ен о  при реш ении за д а ч и  (8 8 ) —  (9 1 ) сим плексны м  м етодом  за  
счет соо тв ет ст в у ю щ его  вы бора б а зи с а , о п р ед ел я ю щ его  как к а ж 
ды й опорны й, так  и оптимальны й план да н н о й  за д а ч и . П ри этом  
в об щ ем  сл у ч а е  точн ость пол ученн ого реш ен ия зав и си т  от приня
т ого  ш ага р а зб и ен и я  п р ом еж утк а  [0, а,-]. Ч ем  м еньш е ш аг, тем  
б о л е е  точным яв л яется  п ол ученн ое реш ен ие.

Таким о б р а зо м , п р оц есс н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и  нел и 
нейного п р ограм м ирования м етодом  кусочно-ли нейной  ап п рок 
сим ац ии вклю чает сл ед у ю щ и е этапы :

1. К а ж д у ю  из сеп а р абел ьн ы х ф ункций зам ен я ю т  кусоч но
линейной ф ункцией.

2. С троя т за д а ч у  ли нейного програм м ирования (8 8 ) —  (9 1 ) .
3. С пом ощ ью  сим п лек сн ого  м етода  н а х о д я т  реш ен и е за д а ч и  

(8 8 )  — ( 91) .
4.  О п р еделя ю т оптим альны й план за д а ч и  (8 0 ) —  (8 2 ) и н а х о 

д я т  зн ач ен и е цел евой  ф ункции при этом  плане.
3 .3 5 . И сп ол ьзуя  м ето д  кусочно-линейной апп рок си м аци и, 

найти м ак си м альн ое зн ач ен и е ф ункции F =  x i — x ? - |-6 x i  — 9 при 
услов и я х

2хі + 3 x 2 ^ 2 4 ,  
х  і -j- 2x 2 ^  15,

' Зх , + 2 х2< 2 4 ,

х2< 4 ,

x i,  Х 2 ^ 0 .

Р е ш е н и е .  В дан н ом  сл у ч а е  ц ел евую  ф ункцию  F м ож но  
п р едстав и ть  как сум м у д в у х  ф ункций fi (x i) =  — х? +  6x i — 9 и 
\ ї { х ї ) — Х2 , к а ж д а я  из которы х есть  ф ункция одн ой  перем енной. 
С л ед ов ател ь н о , ф ункция F  я в л яется  сеп а р а б ел ь н о й . К ром е того, 
она является  вогнутой (как сум м а д в у х  вогнуты х ф ун к ц и й ), а 
о б л а сть  доп усти м ы х реш ений —  вы пуклой. Зн ачи т, и сп ол ьзуя  м е
т о д  кусочно-ли нейной аппроксим ации, м о ж н о  найти п р и б л и ж ен 
но глобальны й м аксим ум  цел евой  ф ункции.

З д е сь  нелинейной ф ункцией явл яется  только цел ев ая  ф ун к 
ция. Зн ач и т, кусочно-линейной ф ункцией с л ед у ет  зам ен и ть  
только ее. П ри этом  так  как ф ункция /г(хг) л и н ей н ая , то  ап п рок си 
м ировать б у д ем  ф ункцию  f і (xi).

Н а рис. 3 .1 , где п остроен а о б л а сть  д оп усти м ы х реш ений  
за д а ч и , видн о, что перем енн ая  х\  м ож ет  приним ать зн ач ен и я  в 
п р ом еж утк е  [0; 8]. Р а зо б ь ем  этот  п р ом еж уток  на восем ь частей  
точкам и Xoi =  0, х ц = 1 ,  x 2i =  2, x 3i =  3, х4і = 4 ,  х5і = 5 ,  х 6і =  6, 
*7і — 7, х8і =  8. Вы числим теп ер ь зн ачени я ф ункции f  i (x i) в этих  
точк ах (т а б л . 3 .2 ) .
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Т а б л и ц а  3.2

Х*1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

/ і ( х * і ) - 9 — 4 - 1 0 -  1 — 4 - 9 - 1 6 - 2 5

И сп о л ь зу я  ф орм улы  (86) и (87), н аходи м
fi { х і ) =  — 9Л,о і — 4Лі і — Я,2і — Я.41 — 4Я51 — 9Хбі — І6 Л71 —

— 25Х8і ,

Х і= 0 - А ,о і  +  1А,ц —(— 2Л,аі +  ЗХ31 +  4>.4і +  57,51 -(- 62,61 —(— 7 Л-71 —(— 8 Хв і -

П о д ст а в л я я  най ден ны е вы р аж ени я f 1 (x i) и x,  в и сходн ы е д а н 
ные, получим:

F —  — 92,01 — 4 2 і і — 7,21 — 241 — 4 2 s і — 9 2еі — 16Л.71 — 2 5 2 в і + Х2—►
-► max,

2211 +  42г 1 +  62зі +  8241 +  10251 +  122.61 +  14271 +  162« і +  Зх2 +
-(“ Хз =  24,

2 і і + 2 2 2 1  —(— 32з і +  4241 +  52s 1 +  62бі +  7271 +  87,81 +  2хо +  Х4 =  ІЗ,

3211 +  62гі +  92зі +  12241 +  152s 1 +  182о і +  2 1 Л.71 +  242«і +  2x2 +
+  х 5 =  24,

Х2 +  Хв =  4 , 2оі +  2| і +  2гі +  2зі +  24і +  251 +  2бі +  271 +  2ві =  1,
х2, хз, Х4, х5, Хб^О. 7 .* > 0  (/г =  ЇД ).

Д л я  пол ученн ой за д а ч и  пять векторов Рої, Рз, P i, Рг> и Р« 
явл яю тся  единичны ми. Зн а ч и т , ее  реш ен ие м ож ет  бы ть най ден о  
сим плексны м  м етодом . О п р едел я ем  его  (та б л . 3 .3 ) .

Т а б л и ц а  3. 3

і
Б а  Се Р о

- 9 —  4 — 1 0 - 1 - 4 - 9 - 1 6 - 2 5 1 0 0 0 0

зис Р о . Р и Р 21 Р з . Р з , Р б  і Р о , Р т . Pei Р 2 Р з р , Р б Ро

1

2
Р з 0 24 0 2 4 6 8 10 12 14 16 3 1 0 0 0
Р  4 0 15 0 1 2 3 4 5 6 7 8 2 0 1 0 0

3 Ра 0 24 0 3 6 9 12 15 18 21 24 2 0 0 1 0

4 Ра 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

5 Ро1 - 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

6 - 9 0 - 5 - 8 - 9 - 8 - 5 0 7 16 - 1 0 0 0 0

1 Рз 0 18 - 6 — 4 - 2 0 2 4 6 8 10 3 —  1 0 0 0

2 Р  4 0 12 - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 5 2 0 1 0 0

3 Ра 0 15 - 9 - 6 - 3 0 3 6 9 12 15 2 0 0 1 0

4 Ра 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

5 Рз. 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
6 0 9 4 1 0 1 4 9 2 25 —  1 0 0 0 0



Продолжение табл. 3.3

І Базис Ca Ро
—9 —4 — l 0 —1 —4 —9 —16—25 і 0 0 0 0

Рої Pi і P 21 Рзі P<1 Рої Рбі Рті Рзі Рз Рз рt Рз Рз

1 р я 0 6 —6 —4 — 2 0 2 4 6 8 10 0 1 0 0 —3
2 Рь 0 4 — 3 — 2 — 1 0 1 2 3 4 5 0 0 1 0 —2
3 я 5 0 7 —9 — 6 — 3 0 3 6 9 12 15 0 0 0 1 —2
4 Pi 1 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
5 Рі  і 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
6 4 9 4 1 0 1 4 9 2 25 0 0 0 0 1

П о найденны м  в та б л . 3 .3  зн ачени ям  находи м  x f  =  3. 
Д а л е е , из та б л . 3 .3  видим, что х*  =  4. З н ач и т, X*  =  (3; 4) я в л я ется  
приближсчш ы м оптимальны м реш ен ием , к отор ое сл уч ай н о  с о в п а 
л о  с точным реш ен ием . П ри дан н ом  реш ении F max =  4.

2. Использование ППП ЛП АСУ для решения задачи нели
нейного программирования. И сп о л ь зу я  П П П  Л П  А С У , м ож н о  
реш ить л ю бую  за д а ч у  нели нейного пр ограм м и р ован и я , цел ев ая  
ф ункция и си стем а  ограничений которой с о д е р ж а т  с е п а р а б е л ь 
ные ф ункции. Д л я  ее  реш ен ия пр им еня ется  д ел ь т а -м ет о д  кусоч 
но-линейной апп рок си м аци и . Е го прим енение п озв ол я ет  находи ть  
п р и б л и ж ен н о е  реш ен ие за д а ч  нели нейного пр ограм м ир ования  
при Hi ООО ограничений (при л ю бом  числе перем енн ы х) на м аш и 
нах с операти вной  пам ятью  1024 К байт.

П р о ц есс  н а х о ж д ен и я  реш ения за д а ч и  нели нейного  п р о гр а м 
м ирования с испол ьзован ием  ПІ1Г1 Л П  А С У  вклю чает те ж е  
основны е этапы , что и п р о ц есс  н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч и  
л и н ей н ого  п р ограм м и р ован и я с прим енением  д а н н о го  пакета: 
В м ест е  с тем  им ею тся оп р едел ен н ы е разл и ч и я как в за п и си  и с х о д 
ных дан н ы х за д а ч и  на бл ан к е, так  и в уп р ав л я ю щ ей  пр ограм м е  
реш ен ия за д а ч и , котор ая  с о д е р ж и т  ещ е один  о п ер атор  X S E T L B .

О сн ов н ая  осо б ен н о сть  зап и си  исходны х дан н ы х за д а ч и  н ел и 
нейн ого програм м ир ования со стои т  в том , что по к а ж д о м у  н а б о р у  
в спом огательны х перем енны х в водятся  м аркеры  н ач ал а и конца  
н а б о р а  перем енны х.

К аж ды й  н абор  перем енны х им еет св о е  имя. Э то  имя за п и сы 
вается  в пол е 2, в поле 3 п о м ещ ается  клю чевое сл о в о  'M A R K E R ', 
а в поле 5 —  клю чевое сл ов о  н ач ал а  н а б о р а  'S E P O R G '. Е сли при 
этом  н аборы  вспом огательны х перем енны х идут один  за  други м , 
т о  им я конца н а б о р а  м ож ет  бы ть одним  и тем  ж е.

З а м ет и м , что, п р еж д е  чем приступить к за п и си  исходны х д а н 
ных д а н н о й  за д а ч и , н уж н о  определенны м  о б р а зо м  подготовить  
их к эт о м у  на бл ан к е. Т акая  подготовк а св я за н а  с  за м ен о й  с е п а 
р абел ьн ы х ф ункций за д а ч и  на кусочно-линейны е, о чем п од р обн о  
с к а за н о  выш е.
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3 .3 6 . И сп о л ь зу я  П П П  Л П  А С У , найти реш ен ие за д а ч и , с о с т о 
ящ ей  в оп р едел ен и и  м ак си м ал ьн ого  зн ач ен и я  ф ункции F =  X \—
— Х? +  Х2 при усл о в и я х  g ( x І, X2) =  X? +  2xi + 3 X 2 ^ 3 ,  Х \ \  Х2 ^ 0 .

Р е ш е н и е .  Ц ел ев а я  ф ункция F (х ь х 2) и сходн ой  за д а ч и  и 
ф ункция g  ( х і, х 2) в си стем е ограничений явл яю тся  с еп а р а б е л ь 
ными, поскольку f(x 1, x 2) =  fi(x i)  +  / 2(x 2) и g ( x u x 2) =  g ,(x i)  +
+  g 2 (x 2), где fi (х ,) = X i — x'i, f 2 (x2) =  x 2, g \  (x i) =  x? +  2x i и 
g 2 (x2) =  3 x i.

Д а л е е , ц ел ев а я  ф ункция за д а ч и  вогн ута, а о б л а сть  д о п у с т и 
мых реш ений вы пукла, так  как ф ункции f  1 (x i) и f 2 (x 2) вогнуты е, 
а ф ункции g i  Ц і) и g 2 (x2) вы пуклы е. С л ед о в а тел ь н о , реш ая  
за д а ч у  м етодом  линейной апп рок си м аци и , опр едел им  глобальны й *
м аксим ум  ц ел ев ой  ф ункции. Р еш ен и е  начнем  со св ед ен и я  и с х о д 
ной за д а ч и  к за д а ч е  л и нейного  пр ограм м ир ования . Д л я  эт о го  
п р ом еж уток  [0, 1] изм ен ен ия перем енны х Xj ( j —  1, 2) р а зо б ь ем  на 
пять равны х ч астей  и состави м  та б л . 3 .4  и 3 .5 .

Т а б л и ц а 3.4

№  п/п Х\к X tk d\k —  x h  —  Xih і “к I l k P 1 ft —  f i l l  11 к

1 0 0,2 0,2 0 0,16 0,16
2 0,2 0,4 0,2 0,16 0,24 0,08
3 0,4 0,6 0,2 0,24 0,24 0
4 0,6 0,8 0,2 0,24 0,16 — 0,08
5 0,8 1,0 0,2 0,16 0 — 0,16

Т а б л и ц а  3.5

№
п/п X2k X \k

d i k  =  
X2k — X ‘2k g i * f i l t

H i t  =
8 i t  —  g h

li'U « 5* H n  —  
g u  — ghn

1 0 0,2 0,2 0 0,44 0,44 0 0,12 0,12
2 0,2 0,4 0,2 0,44 0,96 0,52 0,12 0,48 0,36
3 0,4 0,6 0,2 0,96 1,56 0,60 0,48 1,08 0,60
4 0,6 0,8 0,2 1,56 2,24 0,68 1,08 1,92 0,84
5 0,8 1,0 0,2 2,24 3,0 0,76 1,92 3,00 1,08

В в одя  теп ер ь вспом огательны е перем енны е Х у j  и х 2/- { j — 1 ,5 ) ,  
получаем :

х і =  0 -{- 0 ,2х11 -(- 0,2лгі2 —(- 0,2х із+  0 ,2x i4+  0,2xi5, 
х 2 =  0 +  0 , 2 х 2і +  0,2х22 +  0,2x23 +  0 ,2 х 24 +  0 ,2 х 25,

/ і( х і )  =  0 +  0 ,1 6 х ц  +  0 ,08 х і2+  0-Х13 — 0 ,0 8 х і4 — 0 , 16хі5,

J 2 (х2) —— 0 +  0,2х21 +  0,2x22 +  0 ,2х23 + 0 ,2 х 24 +  0,2x25,
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g 1(x i) =  0  +  0 ,4 4 x u  0 ,52xi2 + 0 ,60 хіз +  0 ,6 8 х і4+  0 ,76xi5 ,
g + x  2) =  0 +  0,1 2х2і +  0,36x22 +  0,60x23 +  0,84x24 +  1,08x25-

П од став л я ем  теп ер ь вм есто f i(x i) ,  %(хг),  g i(x i)  и g 2 (x2) их 
вы р аж ен и я в целевую  ф ункцию  и си стем у ограничений за д а ч и .  
К полученной новой целевой ф ункции и си стем е ограничений  
д о б а в л я ем  уравн ен ия сеток. В р езу л ь та те  получаем  сл ед у ю щ у ю  
за д а ч у  л и н ей н ого  програм м ирования: найти м ак си м ал ьн ое зн а ч е 
ние функции

0 , 1 6 х і  і +  0 , 0 8 х і 2 —  0 , 0 8 х і 4 —  0 , 1 6 x i 5  +  Х г .  ( 9 2 )

при усл ов и я х
0 ,4 4 х  11 +  0 ,5 2 х  12 +  0 ,6 0 х із  +  0 ,68 x 14 +  0 ,7 6 x is  +  0 ,1 2хг 1 +  

+  0 ,3 6 x 22 +  0 ,60х2з +  0,84x24 +  1,08x 25 ^  3,

0 ,2 х  11 +  0 ,2х  12 +  0 ,2 х і з +  0 ,2хі4  +  0 ,2х і5  — х і =  0, (93)

0 ,2x 21 +  0 ,2x 22 +  0,2x23 +  0,2x24 +  0,2X25 — Х2 =  0,

0 < х ц < 1  (k  =  1 , 2 ;  /  =  1 7 5 ") . ( 9 4 )

Т еперь в соответствии  с требов ан и я м и  П П П  Л П  А С У  ц е л е 
вой ф ункции, перем енны м  за д а ч и  и ограничениям  (9 3 ) п р и св аи 
ваем  им ен а. Ц ел ев о й  ф ункции пр исваиваем  имя Ф У Н К Ц И Я ,

Т а б л и ц а  3.6

Строчные
переменные

Столбцовые переменные
1E P X I 4Е Р Х 2 XII X 12 Х13 Х14 Х15 Х 2 1

Ф УНКЦИ Я 1 0,16 0,08 — 0,08 —0 ,16
РЕС 0,44 0,52 0,60 0,68 0,76 0,12
СЕТКА1 — 1 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
СЕТКА2 — 1 0,2
Н иж няя граница — — 0 0 0 0 0 0
Верхняя граница — — 1 1 1 1 1 1

Продолж ение табл. 3.6

Строчные
переменные

Столбцовы е переменные Н и ж н я я
граница

В ерхняя
границаХ22 Х23 Х24 Х25

Ф У НКЦИ Я
_

РЕС 0,36 0,60 0,84 1,08 0 3
СЕТКА 1 — —
СЕТКА 2 0,2 0,2 0,2 0,2 — _
Н иж няя граница 0 0 0 0 _
В ерхняя граница 1 I 1 1 — —
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перем енны м  Xi и Xi —  им ена П Е Р Х 1 и П Е Р Х 2 , перем енны м  Хк\ —  
им ена X K J, н ер ав ен ств у  систем ы  (9 3 ) —  имя Р Е С  и уравн ен иям  
систем ы  (9 3 ) -— им ена С Е Т К А 1 и С Е Т К А 2.

С учетом  введенны х имен ц ел ев ая  ф ункция и си стем а  о г р а 
ничений зап и сы в аю тся  в виде сл ед у ю щ ей  систем ы  уравнений:

Ф У Н К Ц И Я  =  0 ,1 6 X 1 1 + 0 ,0 8 X 1 2 - 0 ,0 8 X 1 4  — 0 ,1 6 X 1 5 + П Е Р Х 2  
Р Е С  = 0 ,4 4 X 1 1  +  0 ,52Х  12 +  0 ,6 0 Х  13 +  0 ,6 8 Х  14 +  0 ,76Х  15 +

+  0 ,1 2 X 2 1 +  0 ,36X 22  +  0 ,6 0 X 2 3  +  0 ,8 4 X 2 4  +  1,08X 25  
С Е Т К А  1 =  0 ,2Х  11 +  0 ,2 X 1 2 +  0 ,2 Х  13 +  0 ,2 X 1 4 +  0 ,2 X 1 5 —

— П Е РХ 1
С Е Т К А 2 =  0,2X 21 +  0 ,2 X 2 2  +  0 ,2 X 2 3  +  0 ,2X 24  +  0 ,2 X 2 5  -  П Е Р Х 2

У равнение п ак ета, зн ач ен и я  правы х ч астей  ограничений  
(строчны е перем енн ы е) и граничны е условия на стол бц ов ы е  
п ерем енны е сводим  в та б л . 3 .6 .

И сп о л ь зу я  та б л . 3 .6 , зап и сы в аем  исходны е дан н ы е на бл ан ке  
д л я  п о сл ед у ю щ ей  п ерф ор ац и и  (ри с. 3 .7 ) .  К ак видно из рис. 3 .7 ,

Т а б л и ц и 3.7
С Е К Ц И Я  1 — С ТРО К И

Но
мер С трока Тип Решение

Д о п о л н и т е л ь 
ная перемен

ная

Ниж- 
і я я  г р а 
ница

Верхний
граница

Оценка
строки

1 Ф У НКЦИ Я BS 1.07852 1 .0 7 8 5 2  — Нет Нет 1.00000
2 РЕС UL 3.00000 » 3.00000 .18519 -
3 С Е Т К А 1 EQ
4 СЕТКА2 EQ 1.00000

С Е К Ц И Я  2 — С Т О Л БЦ Ы

Н о 
мер

С толбец Тип Решение
К о эф ф и ц и ен 
ты целевой 

функции

Ниж- 
-шя гра

ница

Верхняя
граница

О ценка
столбца

5 ПЕРХ1 BS .20000 Н е т

6 ПЕРХ 2 BS .91852 1.00000 Н е т

7 X II UL 1.00000 .16000 1.00000 .07852
8 Х12 LL .08000 1.00000 .01630 —
9 Х13 LL 1.00000 .11111 —

10 Х14 LL .08000 — 1.00000 .20593 —
11 Х15 LL .16000 — 1.00000 .30074 -
12 Х21 UL 1.00000 1.00000 .17778
13 Х22 UL 1.00000 1.00000 .13333
14 Х23 UL 1.00000 1.00000 .08889
15 Х24 UL 1.00000 1.00000 .04444
16 Х25 BS .59259 1.00000

Ю  И. JI. Акулич



1 10 20 30 40 50 61
NAME ПРИМЕР
ROWS
N ФУНКЦИЯ ....
L РЕС
Е СЕТКА1
Е СЕТКА2

COLUMNS
ПЕРХ1 СЕТКА1 -1.0
ПЕРХ2 ФУНКЦИЯ 1.0 СЕТКА2 -1.0
НМ1 'MARKER' 'SEPORG'

..“ х п ... ФУНКЦИЯ 0. 16 РЕС 0.44
^ .. х і Г " ^ .- СЕТКА1 0. 20

X12 ФУНКЦИЯ 0. 08 РЕС 0. 52
X 12 СЕТКА1 0.20
XI3 РЕС 0.60 СЕТКА 1 0.20
X 14 ФУНКЦИЯ -0. 08 РЕС 0.68
XI4 СЕТКА1 0.20
X15 ФУНКЦИЯ -0. 16 РЕС 0.76
X15 СЕТКА1 0.20
НМ2 'MARKER' 'SEPORG'
Х21 РЕС 0. 12 СЕТКА2 0.2
Х22 РЕС 0. 36 СЕТКА2 0.2
Х23 РЕС 0.60 СЕТКА2 0.2
Х24 РЕС 0.84 СЕТКА2 0.2
Х.25 РЕС 1. 08 СЕТКА2 0.2
НМЗ 'MARKER' 'SEPEND'

RHS
ССЧ РЕС 3. 0

BOUNDS
UP GR XII 1. 0
UP 0R X12 ‘ 1.0
UP GR Х13 1. 0
UP GR " Х14 1.0
UP GR X 15 1. 0
UP GR Х21 1.0
UP GR Х22 1. 0
UP GR Х23 1.0
UP GR Х24 1. 0
UP GR Х25 1.0

ENDATA
/*
L. J — --*-•-l~4-■--J—L. ...... 1 ■ I . . 1 , . . ..................... .............................. I.-W  ...... * • ■ • . I . . . . *

Рис. 3.7
за п и сь  исходны х дан н ы х р а ссм атр и в аем ой  за д а ч и  отли ч ается  от  
за п и си  исходны х данн ы х такой ж е  за д а ч и  л и н ей н ого  п р ограм м и 
рован ия тем , что в секции C O L U M N S  к аж ды й  н а б о р  в сп ом о
гательны х перем енны х н ач и н ается  специальны м и м аркерам и.

П ер в о м у  н а б о р у  дополн ительны х перем енны х п р и св оен о имя 
Н М 1, в тором у н а б о р у  дополн ительны х п ерем енн ы х —  имя Н М 2, 
а концу н аб о р о в  перем енны х —  имя Н М З.
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10
PROGRAM.

20 60

МОуЕ(ХрАТА,дТ
M O VE (XPBNAME,'PRIM
CONVERT('SUMMARY')

XSETLB=-1
SE TU P('BOUND', 'GR'
MOVE < XOBJ, 'ФУНКЦИЯ
MOVE(XRHS,'С С Ч ')
XGUARDPF=1

SETUP<'BOUND', 'GR
PRIMAL
s o l u t i o n "

.4.» *.Ы.Д

Рис. 3.8

П о сл е  за п и си  исходны х дан н ы х за д а ч и  на бл ан к е о п р едел я ем  
уп р ав л я ю щ ую  п р ограм м у (ри с. 3 .8 )  и проводим  реш ен и е за д а ч и . 
Э то  реш ен и е вы дается  в виде отчетов , которы е пол ностью  и д ен 
тичны  вы ходны м отчетам , получаем ы м  при реш ении за д а ч и  
ли н ей н ого  пр ограм м ир ования .

В т а б л . 3 .7  пр иведен  отчет о  реш ен ии  за д а ч и . И з этой таблицы  
видн о, что X* =  (0 ,2 0 0 0 0 ; 0 ,9 1 8 5 2 ) я в л я ется  приближ енны м  р еш е
нием исходн ой  за д а ч и . П ри этом  реш ении зн ач ен и е ф ункции  
F m a x  =  1 ,07852 .

10 *



ГЛАВА IV

З А Д А Ч И  ДИНАМ ИЧЕСКОГО  ПРОГРАММИРОВАНИЯ

§ 4 .1 . ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ЗАДАЧ  
ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ  
И ИХ ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ И ЭКОНОМИЧЕСКАЯ 
ИНТЕРПРЕТАЦИИ

В р ассм отр ен н ы х выш е за д а ч а х  л и н ей н ого  и нел и н ей н ого  п р о 
грам м ировани я мы находи л и  их реш ен и е как бы в один этап  или  
за  один  ш аг. Т акие за д а ч и  получили н а зв а н и е  одн оэтап н ы х или  
одн ош агов ы х.

В отличие от эти х  за д а ч  за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  пр ограм м и р о
вания яв л яю тся  м ногоэтапны м и или м ногош аговы м и. И ными  
слов ам и , н а х о ж д е н и е  реш ен ия конкретны х за д а ч  м етодам и  д и н а 
м и ческ ого п р ограм м ирования вклю чает несколько этап ов  или 
ш агов, на к а ж д о м  из которы х о п р ед ел я ется  реш ен ие некоторой  
частной за д а ч и , о бусл ов л ен н ой  исходн ой . П о эт о м у  терм ин « д и н а 
м ическое пр ограм м и р ов ан и е»  не столько оп р ед ел я ет  особы й тип  
за д а ч , сколько хар а к т ер и зу ет  м етоды  н а х о ж д ен и я  реш ен ия  
отдельны х кл ассов  за д а ч  м атем ати ч еск ого  пр ограм м и р ован и я , 
которы е м огут относиться к за д а ч а м  как л и нейного , так  и нел и 
нейн ого програм м ир ования . Н есм отр я  на это, ц е л е со о б р а зн о  д а т ь  
о бщ ую  п остан ов к у  за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  п р ограм м и р ован и я и 
оп р едел и ть  едины й п о д х о д  к е е  реш ению .

П р ед п о л о ж и м , что да н н а я  ф и зи ч еск ая  си стем а  S  н аходи тся  
в некотором  начальном  состояни и  So е  So и яв л я ется  у п р а в 
л яем ой . Таким о б р а зо м , б л а г о д а р я  о сущ еств л ен и ю  некотор ого  
упр ав л ен и я  U  у к а за н н а я  си стем а  п ер ех о д и т  из нач альн ого  с о с 
тояния So в конечное со ст о я н и е  S k o h ^ S r .  П ри этом  кач ество  
к а ж д о го  из реал и зуем ы х упр авл ений  U  х а р а к т ер и зу ется  с о о т в ет 
ствую щ им  зн ачен и ем  ф ункции W  ( U ). З а д а ч а  состои т  в том , чтобы  
из м н о ж еств а  в о зм о ж н ы х  уп р авл ений  U  найти та к о е  U*,  при 
котором  ф унк ция W  (U)  прин им ает эк стр ем ал ьн ое (м ак си м ал ьн ое  
или м и ним альн ое) зн ач ен и е W  (£/*). С ф ор м ул и р ов ан н ая  за д а ч а  и 
яв л я ется  о б щ ей  за д а ч ей  ди н ам и ч еск ого  п р ограм м ирования .

Д а д и м  геом етр ич ескую  ин терпретацию  этой  за д а ч и . П р е д п о 
л о ж и м , что со ст о я н и е  систем ы  х а р а к т ер и зу ется  некоторой точкой  
S  на плоскости Х\О х2 (ри с. 4 .1 )  и эта точка б л а г о д а р я  о с у щ е ст в 
л я ем о м у  уп р ав л ен и ю  ее  дв и ж ен и ем  п ер ем ещ а ет ся  в дол ь  линии,

292



и зо б р а ж ен н о й  на рис. 4 .1 , 
из обл а сти  в озм ож н ы х н а 
чальны х состоян и й  So в о б 
л асть  доп усти м ы х кон еч
ных состоя н и й  S r . К а ж 
д о м у  упр авлению  U  д в и 
ж ен и ем  точки, т. е. к аж дой  
траектории движения точки, 
п оставим  в соотв етств и е  
зн а ч ен и е  некоторой ф ун к 
ции W ( U )  (н ап ри м ер , дл и - О
ну пути, п р ойденн ого  точ-

о о Рис 4 Iкои под в оздей ств и ем  дан -
ного у п р а в л ен и я ). Т огда
за д а ч а  состои т  в том,
чтобы  из в сех  допустим ы х траектори й  д в и ж ен и я  точки S  н ай 
ти такую , котор ая  п ол учается  в р езу л ь та т е  р еа л и за ц и и  у п р а в л е
ния U*,  о б есп еч и в а ю щ его  эк стр ем ал ьн ое зн а ч ен и е  ф ункции  
W ( U * ) .  К  о п р едел ен и ю  такой «траектори и» св о ди т ся  и за д а ч а  

д и н ам и ч еск ого  пр ограм м ир ования в сл у ч а е , когда  доп усти м ы е  
состоя н и я  систем ы  S  оп р ед ел я ю тся  точкам и n -м ерн ого  п р о стр а н 
ства .

Э кон ом ич ескую  ин тер претацию  об щ ей  за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  
п р ограм м и р ов ан и я  рассм отр им  на конкретны х п р им ерах.

4 .1 . В р а сп о р я ж ен и е  м и нистер ства, в подчинении котор ого  
н а х о д и тся  k предп ри яти й, вы делены  ср ед ст в а  в р а зм ер е  К  
ты с. р уб . дл я  исп ол ьзов ан и я  их на р азв и ти е предприятий в т еч е 
ние т  лет . Э ти ср ед ст в а  в н а ч а л е  к а ж д о г о  х о зя й ст в ен н о го  года  
(т . е. в м оменты  t \ ,  t 2, ..., t m) р а сп р ед ел я ю тся  м е ж д у  п р едп р и яти я 
ми. О дн ов р ем ен н о  с  этим м е ж д у  предп ри яти ям и р а сп р ед ел я ется  
п ол учен н ая  ими з а  прош едш ий го д  прибы ль. Таким о б р а зо м , в 
н ач ал е к а ж д о г о  г'-го года  р а ссм а тр и в а ем о го  п ер и ода  / - е  п р ед 
приятие пол учает в св ое  р а сп о р я ж ен и е  х,(,) ты с. руб . З а д а ч а  
состои т  в оп р едел ен и и  таких зн ачен и й  т. е. в н а х о ж д ен и и  т а 
ких р асп р ед ел ен и й  вы деленны х ср едст в  м е ж д у  предп ри яти ям и и 
п ол учаем ой  ими прибы ли, при которы х за  т  лет  об есп еч и в а ется  
пол учени е м аксим альной прибы ли всем и предприятиям и.

С ф ор м ул и р ов ать  поставл ен ную  за д а ч у  в тер м и н ах  общ ей  
за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  п р ограм м ирования .

Р е ш е н и е .  П р ед п о л а га я , что /-м у  предп ри яти ю  на і -й год  
в ы дел яется  х*р тыс. руб ., б у д ем  рассм атр и в ать  д а н н о е  р а с п р ед е 
л ен и е ср едст в  как р еал и зац и ю  некотор ого  упр авл ения и Таким  
о б р а зо м , у п р ав л ен и е и, состои т  в том , что на t-м ш аге первом у  
предп ри яти ю  вы дел я ется  х[1) тыс. р у б ., втором у х)2)ты с. р уб . и т. д . 
С овок упн ость  чисел х[х\  х)2), ..., х[к) оп р ед ел я ет  всю  сов ок уп н ость
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у п р авл ений  мі, М2, . . . ,  и т на т. ш а га х  р асп р ед ел ен и я  ср едст в  как т  
точек  в /г-мерном пр остр анстве.

В к ач еств е критерия оценки качества в ы бранного р а с п р ед е л е 
ния ср ед ст в , т. е. реал и зуем ы х упр авл ений , в зя та  сум м арн ая  
прибы ль за  т  л ет , котор ая  за в и си т  от всей совокупн ости  у п р а в л е
ний: W — W  (иі, М2, и т).

С л ед ов ател ь н о , за д а ч а  состои т  в вы боре таки х упр авл ений  и ? , 
т. е. в таком  р а сп р ед ел ен и и  ср едст в , при котором  ф ункция W  при
ни м ает м ак си м альн ое зн ачени е.

К ак видн о, сф о р м ул и р ов ан н ая  за д а ч а  яв л я ется  м н о го эта п 
ной. Э та  м н огоэтап н ость  о п р ед ел я ется  ее  условиям и , которы ми  
п р ед у см о т р ен о  принятие опр едел енны х реш ений в н ач ал е к а ж 
д о г о  года  р ассм а тр и в а ем о го  п ер и ода  врем ени . В м ест е  с тем  в 
целом  ряде д р уги х  за д а ч  ди н ам и ч еск ого  п р ограм м и р ован и я  
т ак ая  м н огоэтап н ость  н еп о ср ед ств ен н о  не с л ед у ет  из их условий . 
О дн ак о  в цел ях  н а х о ж д ен и я  реш ения таки е за д а ч и  ц е л е с о о б 
р а зн о  р а ссм атр и в ать  как м н огоэтап ны е. П р и в едем  пример п о д о б 
ной за д а ч и  и д а д и м  ее  ф орм ул ировк у в т ер м и н ах  о б щ ей  за д а ч и  
ди н ам и ч еск ого  програм м ирования .

4 .2 . Д л я  увеличен ия объ ем о в  вы пуска п ол ьзую щ ей ся  повы 
ш енным сп росом  продукц ии, изготов ля ем ой  пр едприятиям и, 
вы делены  к ап и тал ов л ож ен и я  в о б ъ е м е  5  тыс. р уб . И сп о л ь зо в а н и е  
і-м предп ри яти ем  х, тыс. руб . из ук азан н ы х ср ед ст в  об есп еч и в а ет  
прирост выпуска продукции, оп р едел яем ы й зн ач ен и ем  нел и н ей 
ной ф ункции f l ( X i ) .

Н айти  р асп р ед ел ен и е  к ап и тал ов л ож ен и й  м е ж д у  предприяти- 
ми, об есп еч и в а ю щ ее  м ак си м альн ое увелич ен ие вы пуска п р од ук 
ции.

Р е ш е н и е .  М атем ати ч еск ая  постановк а за д а ч и  состои т  в 
оп р едел ен и и  наи бол ьш его  зн ач ен и я  функции

F = t  Ш , )  (1 )
i=  1

при усл ов и ях
п

1  X i  =  S ,  (2)
i =  1

jk, > o (*• =  і ;~n). (3)

С ф ор м ул и р ов ан н ая  за д а ч а  является  за д а ч ей  нелинейного  
пр ограм м и р ован и я . В том  сл уч ае , когда /,(х,) —  вы пуклы е (или  
вогнуты е) ф ункции, е е  реш ен ие м ож н о  найти, нап ри м ер , м етодом  
м н ож и тел ей  Л а г р а н ж а . Е сли ж е  ф ункции /, (xi) не явл яю тся  т а к о 
выми, то  известны е м етоды  н а х о ж д ен и я  реш ен ия за д а ч  нелиней-
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ного п р ограм м и р ован и я не п озв ол яю т оп р едел и ть  глобальны й  
м аксим ум  ф ункции ( 1) .  Т огда  реш ен ие за д а ч и  (1 ) —  (3 ) м ож н о  
найти с пом ощ ью  ди н ам и ч еск ого  пр ограм м ир ования . Д л я  это го  
и сходн ую  за д а ч у  н у ж н о  р а ссм отр еть  как м н огоэтап н ую  или м н о
гош агов ую . В м ест о  то го  чтобы  р а ссм атр и в ать  доп усти м ы е в ар и 
анты  р а сп р ед ел ен и я  к ап и тал ов л ож ен и й  м е ж д у  п  пр едприятиям и  
и оц ен и в ать  их эф ф ектив ность , б у д ем  и ссл ед о в а ть  эф ф ек ти в н ость  
в л ож ен и я  ср едст в  на одном  предп ри яти и, на д в у х  п р едп ри яти ях  
и т. д ., н ак онец , на п  п р едп ри яти ях. Таким о б р а зо м , п ол у
чим п  этап ов , на к а ж д о м  из которы х состоя н и е  систем ы  (в  к ач е
ств е  которой вы ступаю т п р едп ри я ти я ) опи сы вается  объ ем ом  
ср едст в , п о д л еж а щ и х  освоен ию  k  предп ри яти ям и ( Л =  1 ,п ). Р еш е 
ния об  о б ъ е м а х  к ап и тал ов л ож ен и й , вы деляем ы х k -м у  п р едп р и я 
тию  ( f e =  1 ,п), и являю тся упр авл ения м и. З а д а ч а  состои т  в вы боре  
таки х упр авл ений , при которы х ф ункция (1 ) приним ает н а и б о л ь 
ш ее зн ач ен и е.

Сформулируйте задачи 4.3—4.8 в терминах общей задачи динамичес
кого программирования.

4.3. В состав производственного объединения входят два предприя
тия, связанны е меж ду собой кооперированными поставками. В клады вая 
дополнительные средства в целях развития этих предприятий, можно 
улучш ить технико-экономические показатели деятельности производст
венного объединения в целом, обеспечив тем самым получение дополни
тельной прибыли. Величина этой прибыли зависит от того, сколько выде
ляется средств каж дом у предприятию и как эти средства используются.

С читая, что на развитие г'-го предприятия в начале к -го года вы деля
ется af4) тыс. руб., найти такой вариант распределения средств между 
предприятиями в течение N  лет, при котором обеспечивается получение за 
данный период времени максимальной прибыли.

4.4. В производственном объединении в начале каж дого года пол
ностью распределяется между входящ ими в его состав т  предприятиями 
созданный в объединении централизованный фонд развития производг 
ства. П ри этом благодаря выделению из этого фонда і-му предприятию 
Хі тыс. руб. обеспечивается получение дополнительной прибыли, равной 
fi (Хі) тыс. руб. К началу планового периода, состоящ его из N  лет, центра
лизованному фонду развития производства выделено А  тыс. руб. В к а ж 
дый последующий год этот фонд формируется за счет отчислений в него 
от полученной прибыли. Эти отчисления для І-го предприятия состав
ляют ф; (Х/) ТЫС. руб.

Н айти такой вариант распределения централизованного фонда р а з
вития производства между предприятиями объединения, при котором 
общ ая прибыль, полученная за  N  лет, является максимальной.

4.5. Д л я  осуществления своей эффективной деятельности произ
водственные объединения и предприятия долж ны  периодически проводить 
замену используемого ими оборудования. При этой замене учитываю тся 
производительность используемого оборудования (т. е. объем выпуска 
на нем продукции в течение единицы времени), затраты , связанны е с 
содерж анием и ремонтом оборудования, стоимость приобретаемого и
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заменяемого оборудования. Предположим, что к началу планируемого 
периода на предприятии установлено новое оборудование, позволяю щ ее 
за т-й год выпустить готовой продукции на сумму R  (т) руб., а ежегодные 
затраты , связанны е с содержанием и ремонтом оборудования, равны 
Z (т) руб. В т-й год оборудование может быть продано за  S (т) руб. и куп
лено новое за Р г руб. С учетом всех этих факторов найти оптимальный 
план замены оборудования, т. е. план, обеспечивающий максимальную  
прибыль от замены оборудования в течение N  лет.

4.6. Д етали п видов могут обрабаты ваться на двух станках. Время 
обработки i-й детали (г =  1 ,/г) на первом станке равно а, минут, а время 
обработки той ж е детали на втором станке равно 6; минут. Очередность 
обработки деталей одна и та  ж е: сначала деталь обрабаты вается на пер
вом станке, а затем на втором. Требуется вы брать такую  последователь
ность обработки деталей, при которой время изготовления всех деталей 
является минимальным.

4.7. В склад  емкостью W  м3 требуется поместить п различных т ипов 
оборудования. Объем одной единицы г'-го типа оборудования ( і = 1 ,я )  
равен Р ,м 3, а стоимость единицы данного типа оборудования равна С, руб. 
Определить, сколько оборудования каж дого типа следует поместить в 
склад так, чтобы общ ая стоимость складированного оборудования бы ла 
максимальной.

4.8. Производственные объединения (предприятия), выпускающие 
товары  народного потребления, изготовляю т их отдельными партиями. 
Чем больш е разм ер этих партий, тем это более выгодно для производ
ственных объединений. Поэтому каж дое объединение заинтересовано в 
отдельные месяцы выпускать больш е изделий, чем это нужно для удовлет
ворения спроса, а излишки хранить на складе для их реализации в после
дующ ие месяцы. Однако храпение изделий на складе сопряж ено с соот
ветствующими затратам и.

Будем считать, что предприятие стремится найти оптимальный план 
производства продукции в течение N  месяцев, в каж дом  из которых необ
ходимо а,- (г'=1,Л0 единиц продукции. Запасы  к началу планируемого 
периода равны b изделиям, а в каж дом из планируемых месяцев пред
приятие может ИЗГОТОВИТЬ не более чем di единиц продукции. Одновре
менно на складе может храниться не более чем А  изделий. Затраты , свя 
занные с производством а/ ( / '=  1,k )  изделий, составляю т с,- руб., а затраты , 
обусловленные хранением в течение месяца одного изделия, составляю т 
Р руб. Определить такой план выпуска продукции, при котором общ ая 
сумма затр ат  на производство и хранение ее была бы минимальной, а 
спрос на необходимые изделия был бы удовлетворен своевременно и 
полностью.

§ 4.2.  Н А Х О Ж Д Е Н И Е  Р Е Ш Е Н И Я  З А Д А Ч  
М Е Т О Д О М  Д И Н А М И Ч Е С К О Г О  
П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

В п р еды дущ ем  п а р а гр а ф е  бы ла д а н а  п остан ов к а  общ ей  за д а ч и  
ди н ам и ч еск ого  пр ограм м ир ования и приведены  ее  гео м етр и ч е
ск ая  и эк он ом и ч еск ая  и н терпретации . Р а ссм о тр и м  теп ер ь  в 
о б щ ем  в и де реш ен ие этой  за д а ч и , Д л я  эт о го  введем  некоторы е
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о б о зн а ч ен и я  и сд ел а ем  н еобходи м ы е д л я  дал ьн ей ш и х и зл ож ен и й  
п р ед п о л о ж ен и я .

Б у д ем  сч и тать, что со ст о я н и е  р а ссм а тр и в а ем о й  систем ы  S  
на /С-м ш аге ( /г = 1  ,п)  о п р ед ел я ется  совокупн остью  чисел Х (к) =  

х ^ \  .... xf-k)), которы е получены  в р езу л ь та т е  р еа л и за ц и и  
уп р ав л ен и я  и к, о б есп еч и в ш его  п ер ех о д  систем ы  S  из состоян и я  

в со ст о я н и е  Х {к). При этом будем предполагать, что состояние  
Х (к\  в которое переш л а систем а S , за в и си т  от  д а н н о го  состоя н и я  
XSk~ и в ы бранного уп р ав лен и я  и к и не за в и си т  от того , каким о б 
разом  си стем а  S  приш ла в со ст о я н и е  Х (* ~ ,).

Д а л е е , б у д ем  считать, что если  в р езу л ь та т е  р еа л и за ц и и  fe-ro 
ш ага о б есп еч ен  определенны й д о х о д  или выигрыш , т а к ж е  за в и 
сящ и й от и сх о д н о го  состоя н и я  систем ы  и выбранного управ
ления и к и равны й ик), то  общ ий д о х о д  или выигрыш
за  п ш агов со ст а в л я ет

П
F =  £  ик). (4)

*=1

Таким о б р а зо м , мы сф ор м ул и р ов ал и  дв а  усл овия, которы м  
д о л ж н а  удов л етв ор я ть  р а ссм а тр и в а ем а я  за д а ч а  д и н ам и ч еск ого  
пр ограм м ир ования . П ер в ое усл о в и е  обы чно назы ваю т у с л о в и е м  
отсутствия по следействия,  а второе —  у с л о в и е м  аддитивности  
целевой ф ункции за д а ч и .

В ы п олнени е дл я  за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  програм м ир ования  
первого усл ов и я  п озв ол я ет  сф о р м ул и р ов ать  дл я  нее принцип  
опти м альн ости  Б ел л м ан а . П р е ж д е  чем сдел а т ь  это , да д и м  о п р е
дел ен и е  оптимальной стратегии у п р а в л е н и я .  П о д  такой с т р а т е 
гией будем  понимать совокупность управлений U* =  (u*,  u j ,  ..., и*),  
в р езу л ь та т е  р еал и зац и и  которы х си стем а 5  за  п ш агов переходи т  
из н ач альн ого  состоян и я Л,<0) в конечное X w  и при этом  ф ункция  
(4 ) прин им ает н аи бол ьш ее зн ач ен и е.

П р и н ц и п  о п т и м а л ь н о с т и .  К а к о в о  б ы ни б ы л о  состоя
ние  системы п е р е д  о ч е р е д н ы м  ш а г о м ,  н а д о  выбрать у п р а в л е н и е  
н а  этом ш а г е  так, чтобы в ы и г р ы ш  н а  д а н н о м  ш а г е  п л ю с  опти
м а л ь н ы й  в ы и г р ы ш  на в с е х  п о с л е д у ю щ и х  ш а г а х  б ы л  м а к с и 
м а л ь н ым .

О тсю да  с л ед у ет , что оптим альную  стр атеги ю  упр авления  
м о ж н о  получить, если сн ач ал а  найти оптим альную  стр атеги ю  
упр авления на n -м ш аге, за т ем  на д в у х  п осл едн и х  ш а га х , за т ем  
на тр ех  п осл ед н и х  ш агах  и т. д .,  вплоть д о  первого ш ага. Таким  
о б р а зо м , реш ен ие р ассм атр и в аем ой  за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  п р о
грам м ировани я ц е л е со о б р а зн о  начинать с оп р едел ен и я  опти м ал ь
ного реш ен ия на п осл едн ем , п-м ш аге. Д л я  того  чтобы  найти это  
реш ен ие, оч еви дн о, н уж н о  сд ел а т ь  различны е п р едп ол ож ен и я  о 
том , как мог окончиться пр едп осл едн и й  ш аг, и с учетом  это го
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вы брать у п р ав л ен и е и°п, о б есп еч и в а ю щ ее  м ак си м альн ое зн ач ен и е  
ф ункции W n (X{n~ l), и п). Т акое уп р ав л ен и е м°, вы бр анное при о п р е 
дел ен н ы х п р ед п о л о ж ен и я х  о  том , как окончился преды дущ ий  
ш аг, н азы в ается  у с л о в н о  оптимальным у п р а в л е н и е м .  С л е д о в а 
тельно, принцип оптим альности т р еб у ет  н аходи ть  на  к а ж д о м  ш а 
ге у сл ов н о  опти м альн ое уп р ав л ен и е дл я  л ю б о го  из в о зм о ж н ы х  
и сходов  п р ед ш еств у ю щ его  ш ага.

Ч тобы  эт о  м о ж н о  бы ло осущ еств и ть  практически, н ео б х о д и м о  
д а т ь  м атем ати ческ ую  ф орм ул ировк у принципа оптим альности. 
Д л я  эт о го  введем  некоторы е дополнительны е о б о зн а ч ен и я . О б о з 
начим ч ер ез  F n (Xа) м аксим альны й д о х о д , получаем ы й за  п  ш агов  
при п ер ех о д е  систем ы  S  из н ачальн ого состоя н и я  Л'10-’ в конечное  
состоя н и е Л'*'0 при реал и зац и и  оптим альной стр атеги и  упр авления  
U  =  ( и і, м2, ..., и„), а ч ер ез F n - k i X ^ )  —  максим альны й д о х о д ,  
получаем ы й при п ер ех о д е  из л ю б о го  состоя н и я  X ^  в конечное  
состоя н и е XSn) при оптим альной стр атегии  уп р ав лен и я  на о с т а в 
ш ихся п — k ш агах . Т огда

Fn(X°  ) =  m a x  [ Ц7 1(Л<0\  « , ) + . . . +  W n{ X ^ ~  х\  «„)]; (5)
Uk + i

Fn- k(X(k) = m a x [ W b + l (X^k\  « * +1) + F n- , - , ( ^ + ,) )](fe =  C U ^ T ) .
“*+' (6)

П о сл ед н ее  в ы р аж ени е п р ед став л я ет  с о б о й  м атем ати ческ ую  з а 
пись принципа оптим альности и носит н а зв а н и е  о с н о в н о г о  
ф у н к ц и о н а л ь н о г о  у р а в н е н и я  Б ел л м ан а или р ек ур рен тн ого  с о о т 
нош ения. И сп о л ь зу я  д а н н о е  ур ав н ен и е, н аходи м  реш ен ие р а с 
см атр и в аем ой  за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  пр ограм м ир ования . О ст а н о 
вим ся на этом  б о л е е  п одр обн о .

П о л а га я  k =  n — 1 в рекуррентном  соотн ош ен и и  ( 6 ) ,  п о л у 
чаем  с л ед у ю щ е е  ф ун к ц и он альн ое уравн ен ие:

F l ( ^ ' - | ) ) = m a X [ W n ( X ^ - ' \  и п) + F 0 (X^)] .  (7)

В этом  уравн ен ии  F 0(XW ) буд ем  считать известны м . И сп о л ь зу я  
теп ер ь ур ав н ен и е (7 )  и р а ссм а тр и в а я  в сев о зм о ж н ы е допустим ы е  
состоя н и я  систем ы  S  на ( я — 1)-м ш аге Х\п~ ' \  ..., Х % ~ 1\
..., находи м  условны е оптим альны е реш ен ия

и°п ( х \ " ~ %  и°п( х<$ -1))......... и°п( х % - ' \  ...

и со о тв етств ую щ и е зн ачени я ф ункции (7 )

F0, ( X < - r [)), / О Д Я_1)) ........ F4 ( Х ^ - %  ... .

Таким о б р а зо м , на я-м  ш аге н аходи м  у сл о в н о  оптим альное  
уп р ав л ен и е при лю бом  доп усти м ом  состояни и  систем ы  S  п осле  
( я — 1)-го ш ага . Иными словам и, в каком бы состоя н и и  систем а
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ни о к а за л а сь  п осле ( и — 1)-го ш ага , нам у ж е  и зв естн о , какое  
с л ед у ет  принять реш ение на п -м ш аге. И зв ест н о  т а к ж е  и с о о т 
в етств у ю щ ее  зн ач ен и е ф ункции ( 7 ) .

П ер ех о д и м  теп ер ь  к р ассм отр ен и ю  ф унк цион ал ьн ого  у р а в н е
ния при k — n — 2:

(* (" - '> ) =  m ax  [VP, _ , ( * < — *>, '))]. (8)

Д л я  то го  чтобы  найти зн ачени я F2 дл я  в сех  доп усти м ы х з н а 
чений А (п_2), оч еви дн о, н ео б х о д и м о  зн а ть  W n- \ ( 1 (" ~ 2), и п- 1) и 
F і (А(,!_1)). Ч то к а са ется  зн ачени й  Ft  то мы их у ж е  о п р ед е 
лили. П о эт о м у  н у ж н о  п р ои зв ести  вы числения Д Л Я  W „  1 (Л,(л~ 2), 
и п- \ )  при некотором  н а б о р е  доп усти м ы х зн ачени й  Х {-п~ 2) и с о о т 
ветств ую щ и х упр авлений и „ _ і. Эти вы числения п озв ол я т  о п р е 
дел ить  усл о в н о  оптим альное уп р ав лен и е і дл я  к а ж д о г о  А(л~ 2). 
К а ж д о е  из таких управлений со в м естн о  с у ж е  вы бранны м у п р а в 
л ени ем  на п осл едн ем  ш аге о б есп еч и в а ет  м ак си м ал ьн ое зн ач ен и е  
д о х о д а  на д в у х  п осл едн и х  ш агах .

П о сл ед о в а т ел ь н о  осу щ еств л я я  описанны й выш е и тер ац и он 
ный п р о ц есс , д о й д ем , нак онец , д о  п ервого  ш ага. П а этом  ш аге нам  
изв естн о , в каком состояни и  м о ж ет  н аходи ться  си стем а . П оэтом у  
у ж е  не т р еб у ет ся  д ел а ть  п р едп ол ож ен и й  о д оп усти м ы х с о ст о я 
ниях систем ы , а о стается  лиш ь только вы брать упр ав л ен и е, к ото
рое я в л я ется  наилучш им  с учетом  условн о оптим альны х у п р а в л е
ний, у ж е  приняты х на в сех  п осл ед у ю щ и х  ш агах .

Таким о б р а зо м , в р езу л ь та т е  п осл ед о в а тел ь н о го  п р о х о ж ден и я  
в сех  этап ов  от конца к н ач ал у о п р едел я ем  м ак си м альн ое зн а ч е 
ние вы игры ш а за  п ш агов и дл я  к а ж д о г о  из них н аходи м  услов н о  
опти м альн ое упр авл ение.

Ч тобы  найти оптим альную  стр атеги ю  упр авления , т. е. о п р е 
дел и ть  иском ое реш ен ие за д а ч и , н у ж н о  теп ер ь  пройти всю  п о сл е 
до в а тел ь н о сть  ш агов, только на этот р а з  от н ач ал а  к концу. 
А им енно: на первом  ш аге в кач естве опти м альн ого  уп р ав л ен и я  
и f  возьм ем  н ай ден н ое усл овн о опти м альн ое у п р ав л ен и е ы®. На 
втором  ш аге н ай дем  состоян и е ХТ,  в к оторое п ерев оди т  си стем у  
уп р ав л ен и е иТ■ Э то  состоя н и е оп р ед ел я ет  н ай ден н ое усл ов н о  
опти м альн ое уп р ав л ен и е к оторое теп ер ь  б у д ем  считать оп ти 
мальны м. З н а я  м |,  находи м  ХТ,  а зн ачи т, оп р едел я ем  u f  и т. д . 
В р езу л ь та т е  эт о го  н аходи м  реш ен ие за д а ч и , т. е. м ак си м альн о  
в озм ож н ы й  д о х о д  и оптим альную  стр атеги ю  упр авл ения U*,  
вкл ю чаю щ ую  оптим альны е уп р ав л ен и я  на отдельны х ш агах: 
U * =  ( uf ,  u f ,  ..., и*).

И так , мы р ассм отр ел и  в об щ ем  в иде н а х о ж д ен и е  реш ения  
за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  пр ограм м и р ован и я . И з и зл о ж ен н о го  в и д
но, что этот п р о ц есс  я вл яется  дов ол ьн о  гр ом оздки м . П оэтом у
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н и ж е р а ссм о тр ен о  н а х о ж д ен и е  реш ен ия сам ы х просты х за д а ч ,  
д о п у ск а ю щ и х  постановк у в тер м и н ах  общ ей  за д а ч и  д и н а м и ч е
ск ого  пр ограм м ир ования . В м ест е  с тем  отм етим , что и сп о л ь зо в а 
ние Э В М  п о зв о л я ет  находи ть  на осн ов е оп и сан н ого  выш е п о д х о д а  
реш ен ие и б о л е е  сл ож н ы х практических за д а ч .

И спользуя методы динамического программирования, найдем реш е
ние для частных случаев задачи 4.5 об использовании оборудования и 
задачи 4.2 о распределении ресурсов.

4 .9 . К н ач ал у тек ущ ей  пятилетки на предприятии уста н о в л ен о  
новое о б о р у д о в а н и е . З а в и си м ость  п р ои зв оди тельн ости  это го  о б о 
р удов ан и я  от врем ени его  и спол ьзован ия предп ри яти ем , а та к ж е  
зав и си м о ст ь  за т р а т  на с о д е р ж а н и е  и рем онт о б о р у д о в а н и я  при 
различном  времени его  и спол ьзован ия приведены  в та б л . 4 .1 .

Т а б л и ц а  4,1

Время т, в течение которого используется 
оборудование (лет)

0 1 2 3 4 5

Г одовой выпуск продукции 
R (х) в стоимостном выражении 
(тыс. руб.) 80 75 65 60 60 55

Ежегодные затраты  1 (т), свя 
занные с содержанием и ремон
том оборудования (тыс. руб.) 20 25 30 35 45 55

З н а я , что затр аты , св язан н ы е с п р и обр етен и ем  и устан овкой  
н ов ого  о б о р у д о в а н и я , идентичного с устан овлен ны м , состав л я ю т  
4 0  тыс. р у б ., а за м ен я ем о е  о б о р у д о в а н и е  сп и сы в ается , состави ть  
такой план зам ен ы  о б о р у д о в а н и я  в теч ен ие пятилетки, при к ото
ром о б щ а я  прибы ль за  данны й пер и од  врем ени м ак си м альн а.

Р е ш е н и  е. Э ту  за д а ч у  м о ж н о  р а ссм атр и в ать  как за д а ч у  
д и н ам и ч еск ого  програм м ир ования , в которой в кач естве систем ы  
S  вы ступ ает о б о р у д о в а н и е . С остояни я этой  систем ы  о п р ед е л я 
ю тся ф актическим  врем енем  исп ол ьзов ан и я  о б о р у д о в а н и я  (его  
в о зр а ст о м ) т, т. е . опи сы ваю тся  единственны м  п ар ам етр ом  т.

В кач естве упр авлений вы ступаю т реш ен ия о  за м ен е  и 
сохран ен и и  обо р у д о в а н и я , приним аем ы е в н ач ал е к а ж д о г о  года . 
О бозн ач и м  ч ер ез и\  реш ен ие о  сохран ен и и  о б о р у д о в а н и я , а ч ер ез  
«2 —  реш ен ие о  за м ен е  о б о р у д о в а н и я . Т огда  за д а ч а  состои т  в 
н а х о ж д ен и и  такой стр атегии  уп р ав л ен и я , оп р ед ел я ем ой  р еш ен и я 
ми, приним аем ы ми к н ач алу к а ж д о г о  го д а , при которой о б щ а я  
прибы ль пр едприятия за  пятилетку я вл яется  м аксим альной.

Таким о б р а зо м , мы сф ор м ул и р ов ал и  и сход н ую  за д а ч у  в т ер 
м инах за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  п р ограм м и р ов ан и я . Э та  за д а ч а

300



о б л а д а е т  св ой ств ам и  адди ти вн ости  и отсутств и я  п о сл ед ей ств и я . 
С л ед о в а тел ь н о , ее  реш ен ие м о ж н о  найти с пом ощ ью  о п и сан н ого  
выш е ал гор и тм а реш ен ия за д а ч и  д и н ам и ч еск ого  п р о гр а м м и р о в а 
ния, р еа л и зу ем о го  в д в а  эт а п а . Н а первом  эт а п е  при д в и ж ен и и  от  
н ач ала 5 -го  го д а  пятилетки к н ач ал у  1-го года  дл я  к а ж д о г о  д о п у с 
ти м ого  со сто я н и я  о б о р у д о в а н и я  н ай дем  у сл ов н ое оп ти м ал ьн ое  
уп р ав л ен и е (р е ш ен и е ), а на втором  эт а п е  при д в и ж ен и и  от н а ч а 
л а  1-го года  пятилетки к н ач алу 5 -го  го д а  из усл овны х опти м ал ь
ных реш ений д л я  к а ж д о г о  года  состав и м  оптим альны й план з а м е 
ны о б о р у д о в а н и я  на пятилетку.

Д л я  о п р ед ел ен и я  условны х оптим альны х реш ений сн а ч а л а  
н ео б х о д и м о  со ста в и ть  ф унк цион альн ое ур ав н ен и е Б ел л м ан а .

Т ак как мы п р ед п ол ож и л и , что к н ач ал у  6 -г о  года  
(6  =  1, 5 ) м о ж ет  приним аться только од н о  из д в у х  реш ений —  
за м ен я ть  или не за м ен я ть  о б о р у д о в а н и е , то  прибы ль п р едп р и я 
тия за  6-й  г о д  состави т

*( ’ к)к~  1/?(tw  =  0 ) - Z ( t w  =  0 ) -0 ) — С„ при иг,

гд е  т<ч — в о зр а ст  об о р у д о в а н и я  к н ач алу 6 -го  года  ( 6 = 1 , 5 ) ;  
Uk —  уп р ав л ен и е, р еа л и зу ем о е  к н ач ал у 6 -го  года; С п —  с т о 
им ость н ового  об о р у д о в а н и я .

Таким о б р а зо м , в дан н ом  сл у ч а е  у рав н ен и е Б ел л м а н а  им еет
вид

+  (9 ,

И сп о л ь зу я  теп ер ь уравн ен ие ( 9 ) ,  пр иступаем  к н а х о ж д ен и ю  
реш ен ия исходн ой  за д а ч и . Э то  реш ен ие начинаем  с оп р едел ен и я  
у сл о в н о  опти м ал ьн ого  уп р авлен и я (р еш ен и я ) дл я  п осл ед н его  
(5 -го ) го д а  пятилетки, в св я зи  с  чем находи м  м н о ж еств о  д о п у с 
тимы х состоя н и й  о б о р у д о в а н и я  к н ач ал у д а н н о го  года  пятилетки. 
Т ак как к н ач ал у пятилетки им еется  повое о б о р у д о в а н и е  
(т (1) =  0 ) ,  т о  в о зр а ст  об о р у д о в а н и я  к н ач алу 5 -го  года  м о ж ет  
состав л я ть  1, 2, 3 и 4 года . П о эт о м у  допустим ы е состоя н и я  с и с т е 
мы на данны й п ери од  врем ени таковы : т<і5> =  1; т̂ 5) =  2; т̂ 5) =  3; 
т 5̂) =  4. Д л я  к а ж д о г о  из этих состоян и й  н ай дем  усл ов н о  оп ти м ал ь
ное реш ен и е и со о тв ет ст в у ю щ ее  зн ач ен и е ф ункции F 5(t (5>). 

И сп о л ь зу я  урав н ен и е (9 ) и соотн ош ен и е 6'6(т(,!+ |)) =  0  (так  как  
р а ссм а тр и в а ет ся  последний  го д  р а сч етн о го  п е р и о д а ), пол учаем

-с..
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П о д ст а в л я я  теп ер ь  в ф ор м ул у  (1 0 ) в м есто  т (5) е г о  зн ач ен и е, 
р ав н ое 1, и учиты вая данн ы е т а б л . 4 .1 , н аходи м

Fb( т<.5))

=  ш ах

f /?(х(5) =  1) — Z(t(5) =  1)
“ m аХ  ) R ( т (5) =  0) -  Z ( t (5) =  0 ) - С п

7 5 - 2 5  ) „

8 0 - 2 0 - 4 0  Г 5 0 ’ “  = М “

З н а ч и т, у сл о в н о  оптим альное реш ен и е в данн ом  сл у ч а е  есть  и\.
П р о в ед ем  анал огичны е вы числения дл я  д р у ги х  доп усти м ы х  

состоя н и й  о б о р у д о в а н и я  к н а ч а л у  5 -г о  го д а  пятилетки:

^ = т а х { ® - “ _ 4 0  } = 3 5 ,  «» =  « ,;

F s(t ^ ) =  т а х  |  g Q ~ 2 0  —  4 0  } = 2 5 ’ м °  =  “ *:

F , m  =  m a x  {  “ І 2 о _ 4 0  }  = 2 0 ,  « • _ « „

П олученн ы е резул ьтаты  вы числений своди м  в та б л . 4 .2 .

Т а б л и ц а  4. 2

В о зр а ст  оборудования  
т<6) (лет)

Значения функции 
/Т Ы 6)) (ты с. руб.)

У словно оптимальное  
решение й°

1 5 0 Ul
2 3 5 U|
3 25 Ul
4 20 и г

Р а ссм о тр и м  теп ер ь  в озм ож н ы е состоя н и я  о б о р у д о в а н и я  к 
н а ч а л у  4 -г о д а  пятилетки. О чевидн о, допустим ы м и состоян и ям и  
являю тся т 4̂)—  1, т̂ 4) =  2 и т̂ 4) =  3. Д л я  к а ж д о г о  из них о п р ед ел я ем  
у сл ов н о  опти м альн ое реш ен ие и со о тв ет ст в у ю щ ее  зн а ч ен и е  ф ун к 
ции F<(т(4)) .  Д л я  эт о го  исп ол ьзуем  ур ав н ен и е (9 )  и дан н ы е  
т а б л . 4.1 и 4 .2 . Так, в частности , дл я  т̂ 4)= 1  им еем

=  т а х

/?(т(4) =  1) -  Z (t(4) =  1) +  F5( т (5) =  2) 

R (  т<4) =  0) -  Z (t(4) =  0) -  С л +  Fb( т(5> =

7 5 - 2 5  +  35  

80  — 20  — 4 0 + 5 0

1)

=  85 , и° =  и  і
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А н ал оги ч н о  находим

с  / <4К f 65  — 30 +  25 I
F t ( v i ' )  =  m a x  { 1 = 7 0  ы° =  ы2-

1 8 0 - 2 0 - 4 0  +  50  J ’ 2’

_ , f 60  — 35  +  2 0  )
m a x  {80_ 20_ (0 +  50j - 7 0 ,

П олученн ы е результаты  вы числений зап и сы в аем  в табл . 4 .3 .

Т а б л и ц а  4. 3

Возраст оборудования 
Т<4) (лет)

Значения функции 
F4(т<4)) (тыс. руб.)

Условно оптимальное 
решение м°

1 85 И|
2 70 и 2
3 70 U2

О пределим  теп ер ь у сл ов н о  опти м альн ое реш ен ие дл я  к а ж д о го  
из д оп усти м ы х состояни й  о б о р у д о в а н и я  к н ач алу 3 -го  го д а  пяти
летки. О чевидн о, такими состоян и я м и  являю тся  т*|3)= 1 ,  
т ^  =  2. В соответствии  с урав н ен и ем  (9 ) им еем

/г /тсз)\ m a x  { * (Т<3)= 1) - Z (t(,)=  1) +  ̂  =  2)
ЗІА } ~  1  /?(т<3) =  0 ) - Z (+ ’> =  0) -  С„ +  / + + >  =  I )

/ гз(т^3)) =  т а х

^з(т^3)) = т а х

^ ( t (3) =  2 ) - Z ( t (3) =  2 ) + F 4(t (4) =  3 )  1
R(r™  =  о) _  z ( t ( з) =  0) _  Сл +  f  4(т(4) = i ) |

И сп о л ь зу я  дан н ы е табл . 4.1 и 4 .3 , пол учаем  

75-25 +  70 |

8 0 -2 0 -4 0  +  85 j
120, «° =  и,

F  з (т^3)) = ш а х
65-30  +  70 1

( = 1 0 5 ,  м° =  Иг- 
80 — 20  — 40 +  8 5  3

И з п о сл ед н его  вы р аж ени я видно, что если  к н ач ал у  3 -го  года  
пятилетки в о зр а ст  о б о р у д о в а н и я  со ст а в л я ет  д в а  го д а , то  н е за 
висим о от того , б у д ет  ли пр ин ято реш ен ие Иі или и 2, величина  
прибы ли о к а ж ется  одной  и той ж е . Э то  о зн а ч а ет , что в качестве  
усл ов н о  опти м ал ьн ого  реш ен ия м о ж н о  взять л ю б о е, наприм ер и 2. 
П олученны е зн ачени я дл я  F 3 (т(3)) и со о тв етств у ю щ и е услов н о  
оптим альны е реш ен ия зап и сы в аем  в та б л . 4 .4.
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Т а б л и ц а  4.4

Возраст оборудования 
т(3) (лет)

Значения функции 
F 3(tW)  (т ы с . р у б .)

120
105

Условно оптимальное 
решение и 0

и і 
U2

Н ак он ец , рассм отр им  доп усти м ы е состоян и я  о б о р у д о в а н и я  к 
н ач ал у  2 -го  года  пятилетки. О чевидн о, на данны й м ом ент врем ени  
в о зр а ст  о б о р у д о в а н и я  м ож ет  бы ть равен  только лиш ь од н о м у  
год у . П о эт о м у  пр едстоит сравни ть лиш ь д в а  в озм ож н ы х реш ения: 
со х р а н и ть  о б о р у д о в а н и е  или п р ои зв ести  за м ен у . А н а л и з так ого  
срав н ен и я  х а р а к т ер и зу ется  данны м и табл . 4 .5 .

Т а б л и ц а 4.5

Возраст оборудования Значения функции Условно оптимальное
т<2) (лет) F 2(t(2)) (т ы с . руб.) решение «°

1 155 «і

С о гл а сн о  услов и ю , к н ач ал у  пятилетки у ста н о в л ен о  новое  
о б о р у д о в а н и е  (т ^ = = 0 ). П о эт о м у  проблем ы  вы бора м е ж д у  с о х р а 
нением  и за м ен о й  об о р у д о в а н и я  не су щ еств ует: о б о р у д о в а н и е  
с л ед у е т  сохран и ть . Зн ач и т, усл овн о оптимальны м реш ением  яв л я 
ется  « і ,  а зн ач ен и е  функции

Ft  (т і0) = R  (тУ) =  0) — Z (xV) =  0) + F 2 {t (1)= 1 )  = 8 0 - 2 0 + 1 5 5  =
=  215 .

Таким о б р а зо м , м ак си м ал ьн ая  прибы ль п р едп ри яти я м о ж ет  
бы ть равной 215  ты с. руб . О на со о тв етств ует  оп ти м ал ьн ом у пл ану  
зам ен ы  о б о р у д о в а н и я , который п ол учается  на о сн ов е данн ы х  
т а б л . 4 .5 , 4 .4 , 4 .3  и 4 .2 , т. е. в р езу л ь та т е  р еа л и за ц и и  в торого  этап а  
вы числительного п р о ц есса , с о ст о я щ его  в п р о х о ж ден и и  в сех  р а с 
см отрен ны х ш агов с н ач ал а  1-го д о  н ач ал а  5 -го  г о д а  пятилетки. 
Д л я  1-го го д а  пятилетки реш ен и е еди н ств ен н о  —  сл ед у е т  с о х р а 
нить о б о р у д о в а н и е . Зн ачи т, в о зр а ст  о б о р у д о в а н и я  к н ач ал у  2 -го  
г о д а  пятилетки равен  о д н ом у  год у . Т огд а  в соотв етств и и  с д ан н ы 
ми т а б л . 4 .5  оптимальны м реш ением  д л я  2 -го  г о д а  пятилетки  
я в л я ется  реш ение о  сохран ен и и  о б о р у д о в а н и я . Р еа л и за ц и я  
та к о го  реш ен ия приводит к том у, что в о зр а ст  о б о р у д о в а н и я  к 
н а ч а л у  3 -го  го д а  пятилетки стан ов и тся  равны м дв ум  годам . 
П ри таком  в о зр а ст е  (см . та б л . 4 .4 )  о б о р у д о в а н и е  в 3-м  го д у  пяти
летки с л ед у ет  зам ен и ть . П о сл е  зам ены  о б о р у д о в а н и я  его  в о зр а ст  
к н ач ал у  4 -г о  го д а  пятилетки состав и т  один год . К ак  видно из
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т а б л . 4 .3 , при таком  в о зр а ст е  о б о р у д о в а н и я  его  м енять не сл ед у ет . 
П о эт о м у  в о зр а ст  о б о р у д о в а н и я  к н ач ал у  5 -го  года  пятилетки  
сост а в и т  дв а  го д а , т. е. менять о б о р у д о в а н и е  н е ц е л е со о б р а зн о  
(т а б л . 4 .2 ) .

И так , п ол уч ается  сл едую щ и й  оптим альны й план зам ен ы  о б о 
р у д о в а н и я  (т а б л . 4 .6 ) .

Т а б л и ц а  4.6

Годы пятилетки

1 2 3 4 5

О п т и 
мальное ре
шение

С о х р а 
нить обо
рудование

С о х р а
нить обо
рудование

Произве
сти замену 
оборудова
ния

Сохранить
оборудова
ние

С о х р а 
нить обо
рудование

4 .1 0 . Н айти реш ен ие за д а ч и  4 .2 , есл и  S  =  700  ты с. руб ., 
и =  3, а зн ачен и я  Х{ и /,(Х ,) приведены  в та б л . 4 .7 .

Т а б л и ц а  4.7

Объем капита
ловложений Хі 

(тыс. руб.)

Прирост выпуска продукции It(Xi) в зависимости от 
объема капиталовложений (тыс. руб.)

предприятие 1 предприятие 2 предприятие 3

0 0 0 0
100 30 50 40
200 50 80 50
300 90 90 110
400 110 150 120
500 170 190 180
600 180 210 220

700 210 220 240

Р е ш е н и е .  Д л я  реш ен ия дан н ой  за д а ч и  ди н ам и ч еск ого  
п р ограм м и р ов ан и я  сл ед у ет  состав и ть  рекур рентное соотн ош ен и е  
Б ел л м а н а . В рассм атр и в аем ом  сл у ч а е  это  соотн ош ен и е приводит  
к сл ед у ю щ и м  ф ункциональны м  уравнениям :

< P i ( X ) =  max (МЛ-,));
о < х,< х

ф2(Х) =  max {/2(^2) +  фі(^ — ^ 2)); (11)

1

Ф „ _ і ( Л ) =  max {/я_ і ( Х п_ і ) 4 - ф я- 2 ( ^ — Я*-»)}-
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З д е с ь  ф ункции ф,-(АГ) (/ — 1, п — 1) оп р едел я ю т  м ак си м ал ь
ный п рирост вы пуска продукции при со отв етств ую щ и х р а с п р е 
дел ен и я х  А тыс. р уб . к ап и тал ов л ож ен и й  м е ж д у  і п р ед п р и я 
тиями. П о эт о м у  зн ач ен и е ф ункции ср„ (X ) вы числяется лиш ь дл я  
о д н о го  зн ач ен и я  X  =  S,  так  как объ ем  к ап и тал ов л ож ен и й , 
вы деляем ы х д л я  в сех  п  предп ри яти й, равен  S  ты с. руб .

И сп о л ь зу я  теп ер ь  рекуррентны е соотн ош ен и я ( 11)  и и с х о д 
ные дан н ы е та б л . 4 .7 , приступаем  к н а х о ж д ен и ю  реш ен ия з а 
д ач и , т. е. к о п р едел ен и ю  сн а ч а л а  усл ов н о  оптим альны х, 
а за т ем  и оптим альны х р асп р едел ен и й  к ап и тал ов л ож ен и й  
м е ж д у  предприятиям и.

Н ач и н аем  с оп р еделен и я  условн о оптим альны х к а п и та л о 
в лож ен и й , вы деляем ы х дл я  разв и ти я  п ервого  предп ри яти я. 
Д л я  это го  находим  зн ачени я ф,(А) д л я  к а ж д о г о  X , пр ин им аю 
щ его  зн ачени я 0 , 100, 200 , 3 0 0 , 4 00 , 5 00 , 6 0 0  и 700 .

П усть  А =  0; то гд а  фДО) =  0 . В озь м ем  теперь Л" =  100. Т огда , 
и сп ол ьзуя  т а б л . 4 .7 , получаем

З д е с ь  первая  строка соотв ет ст в у ет  реш ен ию  21, = 0 ,  а в торая  
с т р о к а -— реш ен ию  X] =  100. Т ак как при первом  реш ении при
рост вы пуска продукции не о б есп еч и в а ется , а при втором  р а 
вен 30  ты с. руб ., то усл ов н о оптимальны м реш ением  яв л я ется  
А? =  100.

А н ал оги ч н о н аходи м  усл ов н о  оптим альны е реш ен ия дл я  д р у 
гих зн ачен и й  X:

ф ,(100) =  т а х ==30, А? = 1 0 0 .

ф, ( 3 0 0 ) =  ш а х  = 9 0 ,  А? =  300;

' 0  

30

Ф ,( 4 0 0 ) =  ш а х  - 50  = 1 1 0 ,  А , = 4 0 0 ;

90

ц г д
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Фі ( /0 0 )  =  m ax = 210 , Л"? =  700 .

0

ЗО 

50  

90  

110 

170 

180

. 2 1 0  ,

Р езу л ь т а ты  вы числений и полученны е со о тв етств ую щ и е у с 
л ов н о оптим альны е реш ения зап и сы в аем  в т а б л . 4 .8.

Т а б л и ц а  4.8

Объем капиталовлож е
ний X,  выделяемых пер

вому предприятию 
(тыс. руб.)

Максимальный прирост 
ф,(Х) выпуска про
дукции (тыс. руб.)

Условно оптимальный 
объем капиталовложений X?, 
выделяемых первому пред

приятию (тыс. руб.)

0 0 0
100 30 100

200 50 200

300 90 300
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Продолжение табл. 4.8

Объем капиталовлож е
ний X,  выделяемых пер

вому предприятию 
(тыс. руб.)

М аксимальный прирост 
<pi (X)  выпуска продук

ции (тыс. руб.)

Условно оптимальный 
эбъем капиталовложений Х І , 
выделяемых первому пред

приятию (тыс. руб.)

400 110 400
500 170 500
600 180 600
700 210 700

И сп о л ь зу я  теп ер ь данн ы е та б л . 4 .8  и 4 .7 , оп р едел и м  усл о в н о  
оптим альны е объем ы  к ап и тал ов л ож ен и й , вы деляем ы х втором у  
пр едприятию . Н айдем

ф г (^ )=  m ax  {/2( ^ 2) —(— фі(ЛГ — Х 2 ))
0 < Х 2< ^

д л я  к а ж д о г о  из доп усти м ы х зн ачени й  X,  равны х 0, 100, 200 , 3 0 0 ,  
4 00 , 500 , 6 0 0  и 700:

фг(0) = 0, х° = 0;

ф а (1 0 0 )= т а х |р щ ^  j =  50, Х § =  100;

f  0 +  50 'j 

ф2(2 00)=  max j  |50 +  30| |  = 8 0 ,  А'® =  100; 
I  80 +  0 J

Ф г(300) =  m ax

0  +  9 0  

5 0  +  5 0  

[80 +  301 

9 0  +  0

=  110, A" =  200;

фг(400) =  m ax

0 + 1 Ю  

5 0  +  9 0  

8 0  +  5 0  

9 0  +  3 0  

1150  +  0|

=  150, ^ 2  =  4 0 0 ;
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фг(500) =  m ax

ф г(6 0 0 ) =  m ax

0 + 1 7 0  

5 0 +  110 

80  +  90  

90  +  50  

150 +  30  

1190 +  0|

0 +  180

=  190, *§  =  500;

5 0 + 1 7 0

фг(700) =  т а х

8 0 + 1 1 0

9 0  +  9 0  = 2 2 0 ,  * § = 1 0 0 ,

150 +  50 

190 +  30 

2 1 0 + 0  

0 + 210 

5 0 + 1 8 0

8 0 +  170

=  250 , * §  =  200 .

9 0 + 1 1 0  

150 +  90

190 +  50

210 +  30

220 + 0
П ол ученн ы е р езультаты  и най ден ны е усл ов н о  оптим альны е  

объем ы  кап и тал ов л ож ен и й , вы деляем ы х втором у предп ри яти ю , 
зап и сы в аем  в т а б л . 4 .9 .

Т а б л и ц а  4. 9

Объем капиталовлож е
ний X,  выделяемых двум 

предприятиям 
(тыс. руб.)

Максимальный прирост 
ф2(X) выпуска продук

ции (тыс. руб.)

Условно оптимальный 
>бъем капиталовложений Х°,  
выделяемых второму пред

приятию (тыс. руб.)

0 0 0
100 50 100
200 80 100
300 110 200
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Продолжение табл. 4.9

Объем капиталовложе
ний X, выделяемых двум 

предприятиям 
(тыс. руб.)

Максимальный прирост 
ф2 (-ЙС) выпуска продук

ции (тыс. руб.)

Условно оптимальный 
объем капиталовложений А’“ , 
выделяемых второму пред

приятию (тыс. руб.)

400 150 400
500 190 500
600 220 100
700 250 200

П ер еход и м  теп ерь к н а х о ж д ен и ю  значений
ф з(Л )=  тах(/з(^з)-{-(р2(Л  — А 3)),

0 < Х :,< Х

и сп ол ьзуя  дл я  это го  соотв етств ую щ и е данн ы е та б л . 4 .9  и 4 .7 .
Так как в дан н ом  сл уч ае  число предприятий равн о 3, то  про

водим вы числение лиш ь дл я  о д н ого  зн ач ен и я  Х =  700:

0 +  250  

4 0  +  2 2 0  

5 0 +  190  

1 1 0 + 1 5 0  
1 2 0 + 1 1 0  

180 +  80

<рз(700) = =  270 , ЛЦ =  600 .

[220 +  501 

2 40  +  0

С л ед ов ател ь н о , м аксим альны й прирост вы пуска п р од ук 
ции со ст а в л я ет  2 7 0  тыс. руб. Э то  им еет м есто  т о гд а , когда  тр еть
ем у п редп ри яти ю  вы деляется 6 0 0  ты с. р уб ., а первом у и в т о р о 
му предп ри яти ям  —  100 тыс. руб . Т огд а , как видно из та б л . 4 .9 , 
втором у предприятию  с л ед у ет  вы делить 100 тыс. руб .

И так , мы получили оптим альны й план р асп р ед ел ен и я  капи
тал о в л о ж ен и й  м е ж д у  пр едприятиям и, со гл а сн о  к отором у о б е с п е 
ч ивается  м аксим альны й прирост вы пуска продукции.

И спользуя методы динамического программирования, решите зада-* 
чи 4.11—4.14.

4.11. С оставить оптимальный план замены оборудования в условиях 
задачи 4.9 при исходных данных о производительности оборудова
ния и ежегодных затратах  на его содерж ание, приведенных в таблице. 
Кроме того, известно, что к началу рассм атриваем ого периода уста
новлено новое оборудование, использованное оборудование списывается, 
а стоимость нового оборудования равна 10 тыс. руб.
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Возраст оборудования т (лет)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Годовой выпуск про
дукции R  (т) на обору
довании возраста т лет 
(тыс. руб.) 25 24 24 23 23 23 22 22 21 20

Ежегодные затраты  
на содерж ание и ре
монт оборудования 
Z(т) (тыс. руб.) 15 15 16 16 17 17 18 18 19 20

4.12. С оставить оптимальный план распределения капиталовлож е
ний меж ду четырьмя предприятиями в условиях задачи  4.2 при исход
ных данных относительно X, и f{Xi), приведенных в таблице, а такж е 
с учетом того, что S =  100 тыс. руб.

Объем капитало
вложений Xi 
(тыс. руб.)

Прирост выпуска продукции fi(xi) в зависимости от 
объема капиталовложений (тыс. руб.)

тредприятие 1 тредприятие 2 іредприятие 3 іредприятие 4

0 0 0 0 0
20 12 14 13 18
40 33 28 38 39
60 44 38 47 48
80 64 56 62 65

100 78 80 79 82

4.13. Н айдите оптимальный план загрузки склада в условиях з а д а 
чи 4.7 при «7 =  90 м3, V i = 2 4  м3, =  19 м3, К3= 1 6  м3, С, =  960 руб., 
С 2 =  500 руб., Сз =  250 руб.

4.14. Н айти оптимальный план производства продукции пред
приятием в течение четырех месяцев в условиях задачи 4.8, если 
потребности в каж дом  из месяцев соответственно составляю т 2000, 
3000, 3000 и 2000 изделий, а запасы  к началу планируемого
периода равны 2000 изделий. Следует учитывать, что предприятие в к а ж 
дом из месяцев может производить не более 4000 изделий. О дно
временно оно может хранить такж е  не более 4000 изделий. З а т р а 
ты, связанны е с производством 1000, 2000, 3000 и 4000 изделий, 
составляю т соответственно 13, 15, 17 и 19 руб., а затраты , обуслов
ленные хранением 1000 изделий, равны 1 руб.
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О ТВ Е ТЫ

Глава 1

1.32. /7т а х = 1 4  при * f = 1 4 ,  * * = 0 . 1.33. F max= I 2  при * * = 4 ,8 , * * =  
=  3,6. 1.34. Fmin=  — 11 при * * = 1 0 , * * = 9 . 1.35. Fmax =  22 при X* =  
=  (2; 6; 33; 0; 0). 1.36. Fmax= - 2 0 / 3  при **  =  (4 /3 ; 0; 0; 1/3; 13/3).
1.37. ^ „ ,„ „ = 1 9 4 0  при * * = 1 0 2 ; * * = 1 6 6 . 1.38. Fmgx —  276 при * * = 1 2 ; 
** =  6. 1.39. / 'mi„ = 1 0 0  при ** =  3 ;* *  =  4. 1.40. F max= 1 0 5 6  при ** =  57; 
* * = 1 2 .  1.49. / ;тах — 66 при **  =  (18; 0; 6; 66; 0; 0). 1.50. Fmax =  282/11 
при * * = ( 6 /1 1 ;  90 /11 ; 0; 0; 254/11; 0). 1.51. Fmax =  39 при * *  =  (23; 4; 0; 
1; 0; 0). 1.52. ^ тах =  2 2 6 /1 1 при **  =  (10/11; 72/11; 0; 0; 0; 456/11).
1.53. F max =  28 при * * = ( 0 ,  76; 0; 66; 14; 0). 1.54. /=,тах =  7,2 при **  =  
=  (2,8; 2,4; 0,4). 1.55. Г тах = 1 5 9  при * * = ( 0 ;  0; 6; 28; 3). 1.56. Fmах =  
=  3920 при * * = ( 0 ;  0; 0; 80; 0; 440). 1.57. Fmax =  3420 при * *  =  (0; 0; 0; 
0; 60; 420). 1.58. F max= 1 9 0  при * *  =  (6; 0; 10; 8; 0; 0). 1.59. Fmax =  492 
при * * = (2 4 ;  18; 0). 1.60. М инимальная стоимость перевозок равна 
5840 руб. при условии, что из первого пункта отправления в первый 
пункт назначения перевозится 260 т груза, во второй пункт назн а
чения - 140 т, и третий пункт назначения — 20 т груза; из второго 
пункта отправлении во второй пункт назначения перевозится 380 т груза 
и из третьего пункта отправления в третий пункт назначения перево
зится 400 т груза. 1.61. F max=  162 000 при * * = (1 0 0 ;  0; 1200).
1.62. f max =  2115 при **  =  (95; 210; 0; 0). 1.63. Г тах =  965 при **  =
=  (70; 135; 0; 0). 1.64. На 1-й линии суда III типа используются 
250 сут, на 2-й линии суда I типа — 300 сут, II типа — 46 сут и III ти
па — 50 сут, на 3-й линии суда II типа заняты  в течение 254 сут. 
1.68. F max =  935 при * * = ( 0 ;  125; 0; 80). 1.69. /7тах =  16,8 при * * = (3 ,6 ;  
0; 0; 0; 0,3). 1.70. Г 1Ш1Х=  -  15 при ** =  (0; 0; 6; 0; 1,5; 0). 1.71. F min =  -  192 
при ** =  (0; 0; 0; 48; 0; 0). 1.72. F m., = 4 9 0 0  при *f4 =  80; *fi =  50; **з =  70; 
* £ ,= 3 0 ; *32=  110; *f, =  10; **5= 150 . 1.73. F min =  7210 при * Г ,= 8 0 ; 
** з= 1 3 0 ; **6 =  30; **4= 170; **5= 190; **2= 100; **6 =  80; **2= 120; 
*Г, =  150. 1.74. f mi„ =  0,565947 при * * = ( 0 ;  0; 0; 0,03335; 0; 0,90513; 0).
1.75. Гтах =  1495 при * * = (1 0 ;  33; 45). 1.76. /гтах =  1939,428 571 
при **  =  (1200; 624, 28 571; 0; 0). 1.92. f min =  20 при r/f =  4;
У * ~ 2  1-93. F min =  29 при у * =  12; у * =  1. 1.94. / ^ , „  =  66 при Y * —
=  (719; 0; 13/9). 1.95. Гтіп =  21 при К * = (0 ; 0; 7/5). 1.96. F min= 2 2 6 / l l  
при К* =  ( 7 /1 1; 1/11; 0). 1.97. f min =  28 при К* =  (0; 1; 0). 1.98. ґ т і„ =  492 
при К* = (2 9 /1 0 ;  0; 3 /5 ; 0). 1.99. 7гт іп =  162 000 при У * = (2 7 /2 ; 0; 45). 
1.100. Fmin— 186 при К* =  (8 /5 ; 9 /5 ; 0). 1.101. F min =  965 при Г* =  (0; 
13/2; 3/2). 1.102. F min= 2 1 1 5  при У * = (0; 3 /2 ; 9 /4). 1.103. а) К* =  (2/9; 
5 /3 ; 0); б) 2 8 8 < 6 ,< 5 2 0 ;  9 6 < 6 2< 2 4 0 ;  63>  84; в) д  F  тах = 2 0 /3 ;  
А  /?гтах =  200/3; Д  F3 тах =  0; Д  Fmax =  220/3. 1.104. а) Г * = (2 3 /4 ;
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0; 5 /4); б) 4 8 ,8 < 6 ,< 2 4 4 ;  Ьг>  130; 1 8 0 >  6 з >  372; в) Д  ґ і т „ = - 2 3 0 ;  
А  ш а х  — 0; Д  F 3 m a x  =  200; Д  Fmax —  — 30; г) ц е л ес о о б р а зн о ^ )  Х* =  
=  (0; 58; 24), у* = (2 3 /4 ;  0; 5 /4). 1.107. F max= - 2 9 /2  при ** =  (3; 0; 0; 
1/2). 1.108. f min =  52 при Х* =  (8; 2; 0; 0). 1.109. / ^ „ = 1 2  при **  =  (2; 0; 
0; 5). 1.110. F max — — 75 при Х* =  (3; 0; 0; 0; 9; 0). 1.111. Г т а х = 1 1  при 
Х *  =  (0; 3; 10; 0; 19). 1.112. F raax =  48 при Х* =  (4; 0; 4; 0; 26).
1.113. f тах =  126 при Х * = (0 ; 12; 0; 6). 1.114. F min = I 8 6  при ** =  
=  (0; 8; 9). 1.115. F min =  26 при **  =  (0; 0; 0; 6,5). 1.116. F min =  550 при 
Х* =  (10, 0; 20; 10; 0; 0). 1.117. ґ тіп =  305,6 при Х* =  (30; 0; 44; 0; 20; 
25; 0).

Г лава  2

// 9 0 0 0 0

2.20. F rain =  500 при Н 0 0 60 0

\ у зо 40 0 80

1/  30 0 0 20

2.21. F mln— 140 при 0 20 10 0

\  ̂ 0 10 0 0

0 0 120 60 0

2.22. Fmin =  2240 при Х* =  \ 110 90 0 20 130

О 0 0 0 20

О

2.23. F mi„ =  780 при Х* =  \ 20 80

.6 0  О О

О 10 70

2.24. f min =  720 при Х* =  |  10 50 40 О

.7 0  О О О

О 100 35

2.25. F min =  800 при Х *= 1  0 45 О О

,4 5  О 0 125

О 5 60 35

2.26. F min =  665 при Х* =  |  75 75 О О

О О 0 50
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2.27 . F mjn= 1 2 8 0  при АГ* =  ( 20 0 170

0 О ЗО

О 110 60

2.28. F min =  1675 при * *  =  { 125 О О

2.31. F „

2.32. Fmi„ =  1050  при * * = |

55 0 Сі 40

10 0 0 130 80 N

70 70 0 0 0

0 70 90 0 0

80 0 40 60 0

0 20 80 30 50

0 60 40 0 0

'  0 0 0 140

90 110 100 0  <

0 10 130 40

0 60 60 0 0 N
80 0 0 0 30

0 0 10 100 20 ,

2.37. Н а  1 участке  следует засеять  180 га пш еницей и 420 га 
просом, на 11 участке  —  70  га кукур узой  и 110 га ячменем, на 
I I I  участке  —  220  га кукурузой. П р и  этом м аксим альны й  сбор зер 
на равен 22 150 ц. 2.38. Н а  1-м ф илиале и зготовляется  4-й  вид изде
лий, на втором  —  1-й, на третьем —  3-й и на четвертом  —  2-й. 
2.39. П ервы й  завод  ежедневно изготовляет 170 т  колбасны х изделий 
1-го вида и 150 т  изделий 2 -го  вида, второй завод  —  280 т 1-го вида, 
третий завод  —  220  т 2 -го  вида и 50 т  3 -го  вида, четвертый завод  —  
350 т  3 -го  вида. 2.42. F ma x = I 9  при * * = ( 0 ;  19). 2.43. /гт іп =  52 при * *  =  

=  (2; 6). 2.44. F тах  =  7 при * * = ( 3 ;  1; 2; 3; 3). 2.52. f max =  84 при 
* * = ( 1 2 ;  0; 2; 108; 9). 2.53 . /7т а х = 1 4 0  при * *  =  (0; 5; 0; 10; 0; 10; 0).
2.54. F m a x  =  1322,4 при * *  =  (10; 0; 6; 0). 2.55. F m a x  =  7 при * *  =  (1; 1; 

0; 0; 0; 0). 2.56. F max =  3,5 при х Ь  =  х Ь  =  х &  = х Ъ =  1. 2.57. f max =  32,7 
при * *  =  (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 8; 1; 0; 0). 2.58. F min= 5 4 2  при * *  =  
=  (10; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 47; 0; 3; 42; 0; 4). 2.60. /гтах  =  7 4 4 - 4 8 1  при 
* *  =  (28; 0; 0; 48; 38), если < є ( - оо, 7]; f max =  352 +  8< при * * = ( 0 ;  0 
28; 20; 24), если / є [ 7, 8); /гтах =  416/3 +  (104/3)< при * *  =  (0; 20/3 
104/3; 0; 32/3); если <<=[8, оо). 2.61 . ґ тах =  — 3 0 —  101 при * *  =  (0; 10 
32; 0; 4), если 1е = (—  оо, — 5,5]; F m a x  =  25 при * *  =  (5; 0; 7; 0; 9); если 

1>5]; /Гшах =  404~  Ю/ при * *  =  (0; 0; 12; 10; 24), если 
< Є [ - 1 , 5 ,  оо). 2.69. F m a x = 6 - 2 t  при * * = ( 0 ;  1; 0; 1; 0), если t iе е ( - о о ,
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— 1/2]; F max =  19 /3  — (4 /3)/ при X* =  (1 /3 ; 5 /3 ; 0; 0; 0), если /< = [ - 1 /2 ,  
7/4]; f max=  — 1 7 + 1 2 /  при * * = ( 2 ;  0; 0; 0; 5), если /<=[7/4, оо). 
2.70. f max =  7 4 4 - 4 8 /  при X* = (2 8 ; 0; 0; 48; 38), если /є = ( — оо, 9]; 
f max =  312 при X* =  (52; 24; 0; 0; 2), если / є (9, со). 2.71. / гт а х =  1 9 8 - 1 9 /  
при **  =  (14— 2/; 34 — 3/; 58 — 2/; 0; 0), если / є ( — оо, 7]; задача  не
разреш им а, если / є ( 7, оо). 2.72. f max— 1— 2/ при * *  =  (0; — 2 — /; 
3 — /; 0; 3 — /), если / є ( о о ,  — 2]; f max =  — 1— 3/ при * *  =  (0; 0; 1— 2/; 
2 +  /; 3 — /), если / є [  — 2, 1/2]; зад ач а  неразреш има, если / є (  1/2, оо).
2.73. З ад ач а  неразреш има, если / є ( — оо, — 1/14); f max =  2 +  1 4 /+  108/2 
при **  =  (0; 5 — 6/; 17 — 6/; 1 +  14/; 0), если /є = [— 1/4; 5/6]; F max =  
=  12 +  52/ +  48 /2 при ** =  (0 ;0 ; 12; 6 +  8/; — 1 0 + 1 2 /) , е с л и / є [ 5 / 6 ,  оо).
2.74. З а д а ч а  неразреш има, если / є ( — оо, — 2/3); f max =  32 +  82/ +  42/2 
при **  =  (4 +  6/; 0; 0; 13 — 6/; 4 +  3/), если t є [ - 2 / 3 ,  — 4/11]; Fmах =  
=  4 8 +  1 5 0 /+  108/2 при ** =  (0; 0; 4 +  6/; 9 — 12/; 8 +  9/), если / є  [ - 4 / 1 1 ,
— 3/13]; F max =  5 4 + 1 8 5 /  +  147/2 при ** =  (0; 2 +  3/; 0; 3 - 2 1 / ;  1 .0+12/), 
если / є  ( — 3 /1 3 , 1/7]; f max =  5 7 + 177/ +  56/2 при **  =  (0; 3 — 4/;
— 2 + 1 4 / ;  0; 1 1 + 5 /) , если / є  1/7 ; 3/4]; F max =  84 +  201/ — 24/2 при 
** =  ( — 9 + 1 2 / ;  0; 13 — 6/; 0; 17 — 3/), если / е ( 3 /4 ; 13/6|; задача  не
разреш има, если /є ( 1 3 /6 ;о о ) .  2.75. f max =  2 4 0 — 20/ при ** =  (0; 20; 0), 
если / є [ 0 ;  5]; fmax =  4 0 +  20/ при ** =  (20; 0; 0), если / є (5; 10].
2.76. а) f  т ах =  1115 при * * = ( 1 7 ;  15; 10); б) 150/11 < с ,  <  1296/35, 
1 0 9 /3 < с 2< 335/27; 2 9 / 2 < с 3< 9 2 1 /2 0 ;  в) 6, 5*121, 62 =  120, 63 =  180, 
*4 =  138. 2.78. /гтах =  2 при **  =  (6; 1). 2.79. F min= - 2 / 1 3  при ** =  
=  (4; 6). 2.80. Fтах =  2 7 /7  при ** =  (5; 2 /3 ; 0; 19; 0). 2.85. f max = l / 2  
при **  =  (0; 4; 0; 0; 26). 2.86. f max =  2,2 при * * = ( 4 ;  1; 0; 8; 0). 
2.87. Fmax =  8 при * * = (7 0 ;  0; 0; 0; 0). 2.88. Fmах =  489/62  при ** =  
=  (6,8; 0; 9,2; 8,8; 0; 0). 2.82. fmax =  98 /13 при ** =  (0; 0; 0; 80; 0; 440). 
2.92. fmax =  39,5 при **  =  (3,5; 0; 9; 2). 2.93. f max=  1-5 при ** =  (0; 5; 
0; 0). 2.94. f max =  65 при * * = ( 5 ;  10). 2.95. f max =  260 при ** =  (20; 0; 
40; 0). 2.96. f max =  87 при ** =  (34; 9; 0; 7). 2.97. f max »  1 12 при 
** =  (0; 20; 0; 6). 2.98. f max =  960 при **  =  (0; 140; 0; 20). 2.103. (7* =  
=  (1 /2 ; 1/2); Z* =  (0; 0; 0; 3 /4 ; 1/4); о =  9 /2 . 2.104. £/* =  (1 /3 ; 0; 0; 0; 2/3); 
Z* =  (2 /3 ; 1/3); и =  5. 2.105. В общем объеме выпускаемой продук
ции « 5 3  % составляю т изделия А и « 4 7  % — изделия В. 2.108. U* =  
=  (3 /5 ; 2 /5 ); Z* =  ( 1/5; 0; 4/5); ц =  2 3 /5 . 2.109. (/* =  (0; 1/3 ; 0; 2 /3); Z* =  
=  (2 /3 ; 1/3); v =  7. 2.110. U* = ( 0 ;  0; 1); Z * = (0 ;  1; 0); v =  7. 2.111. //*  =  
=  (1 /2 ; 1/2; 0); Z * = ( 3 /4 ; 0; 0; 1/4); o = 1 3 /2 .

Глава 3

3.5. f max=  24 при * * = ( 6 ;  4). 3.6. f min= 1 6  при * *  =  (5; 4).
3-7. f mlI =  37 при * * = (5 ,8 ;  4,6). 3.8. f max= 1 2 ,5  при **  =  (2,5; 5).

3.14. / т іп = 1 б Ц  при ** =  ( 3 |- ;  - 1 ^ - ;  2 - | ) .  3.15. f min= - 5 6 / 2 7  при

** =  ( - 1 / 3 ;  - 2 6 / 3 ;  - 2 8 /3 9 ) ,  fmax =  72 при * * = ( 3 ;  - 2 ;  - 1 2 ) ,
3.16. / тах =  8 при * * = ( 2 ;  2; 2). 3.17. / тіп =  43 при * Т = ( - 1 ;  3; 2), 
* * = ( — 1; - 3 ;  - 2 ) .  3.18. / тіп =  4 при * Г = (2 ; 2; 1), * ? = (2 ;  1; 2) и 
* f = ( l ;  2; 2); / тах =  112/27 при * f  =  (4 /3 ; 4 /3 ; 7/3), * f  =  (4 /3 ; 7 /3 ; 
4 /3 ) и *У = ( 7 /3 ;  4 /3 ; 4 /3). 3.19. * * = ( 4 ;  6; 8). 3.20. * 7 = 1 2 1 ;

315



02 +  62 2(аг +  6 i) ’ О2 +  Й2 2(02 +  62) '
/min =  38 /1 5  при 4 = 8 / 1 5 ,  4 = 1 7 / 1 5 .  3.24. / max =  6 5 /4  при 4 = 1 / 2 ,  
4 = 4 .  3.25. / max= 1 6  при 4 = 0 ,  4 = 4 .  3.26. / max=  17/8 при 4 = 0 ,  
4 = 1 ,  Хз =  3 /4 . 3.30. / m a x  =  3 при 4 =  1, 4 =  1. 3.31. / m a x  =  16,2 при X* =  
=  (0; 1,8; 2,4). 3.32. Итерационный процесс сходится к точке Х / ( 3 \  3 ).
3.33. Итерационный процесс сходится к точке Х = ( 2 ;  2). 3.34. И тера
ционный процесс сходится к точке Х =  (0,8; 0,4).

Г лава 4

4.11. О борудование следует заменить к началу 3-го и к началу 
6-го года. 4.12. П редприятиям 3 и 4 следует выделить по 40 тыс. руб., а 
предприятию 2—20 тыс. руб. 4.13. В склад следует поместить по три еди
ницы оборудования 1 и 111 типов. 4.14. Предприятию  следует изгото
вить во 2-м и 3-м месяце по 4000 изделий.
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