
5 / 9 ,* f C 7 £ j

М іністерство освіти  і н ауки  У кр аїн и  

В ін н и ц ьки й  держ авний техн ічн и й  універси тет

В .В . МОТИГІН, С.М. ПАВЛОВ

ПЛАНУВАННЯ ЕКСПЕРИМЕНТУ В 

ІНЖЕНЕРНИХ ДОСЛІДЖЕННЯХ
(лабораторний практикум)

Вінниця ВДТУ 2001



^  ~ Я 9
М іністерство освіти  і н ауки  У кр аїн и  

В ін н и ц ьки й  держ авний техн ічн и й  ун іверси тет

В.В. Мотигін, С.М.Павлов

ПЛАНУВАННЯ ЕКСПЕРИМЕНТУ В 

ІНЖЕНЕРНИХ ДОСЛІДЖЕННЯХ
(лабораторний практикум)

Затверджено Ученою радою Вінницького державного тех
нічного університету як навчальний посібник для студентів тех
нічних спеціальностей. Протокол №9 від 27 квітня 2000 р.

НТБ ВНТУ

Вінниця ВДТУ 2001

3139-29



УДК 519.6 
М 85

Р с ц с н з с н і и:
Р.Н. Квстний, доктор технічних наук, професор 

И.О. Ноджаренко, доктор технічних наук, професор 
Л.А. Козак, кандидат технічних наук

Рекомендовано до видання Ученою радою Вінницького 
державного технічного університету Міністерства освіти і науки України

Мотигін В.В., Павлов С.М.
М 85 Планування експерименту в інженерних дослідженнях

(лабораторний практикум). Навчальний посібник. - Вінниця: 
ВДТУ, 2001,-82 с.

В навчальному посібнику розглянуто деякі питання 
математичної теорії оптимального експерименту та методика 
використання ії в експериментальних дослідженнях, також 
приведено завдання та порядок виконання лабораторних робіт. 
Зокрема розглянуті основні характеристики і 
експериментальний аналіз випадкових величин; повний та 
дробовий факторні експерименти; метод випадкового балансу; 
дисперсійний аналіз.

Навчальний посібник призначено для студентів технічних 
спеціальностей.

УДК 519.6

© В. Мотигін, С. Павлов, 2001



Зміст
Вступ 4

Тема 1 Основні характеристики і експериментальний
аналіз випадкових величин 7

1.1 Елементи теорії імовірності 7
1.2 Експериментальний аналіз одновимірної 

сукупності 12
1.3 Експериментальний аналіз двовимірної 

сукупності 14
Завдання і порядок виконання лабораторної 
роботи 16
Формули для розрахунку 17
Контрольні запитання 17

Тема 2 Повний та дробовий факторні експерименти 18
2.1 Елементи регресивного аналізу 18
2.2 Повний факторний експеримент 21
2.3 Дробовий факторний експеримент 28

Завдання і порядок виконання лабораторної 
роботи 31
Формули для розрахунку 33
Контрольні запитання 33

Тема 3 Метод випадкового балансу 35
3.1 Основні ідеї та передумови 35
3.2 Побудова матриці планування 37
3.3 Побудова діаграм розсіювання 39
3.4 Послідовне виділення істотних змінних 41
3.5 Обчислення оцінок коефіцієнтів та

статистична оцінка результатів 45
Завдання і порядок виконання лабораторної 
роботи 48
Формули для розрахунку 48
Контрольні запитання 48

Тема 4 Дисперсійний аналіз 50
4.1 Постановка задачі 50
4.2 Ідея дисперсійного аналізу 52
4.3 Однофакторний дисперсійний аналіз 53
4.4 Двофакторний дисперсійний аналіз 62

Завдання і порядок виконання лабораторної 
роботи 69
Формули для розрахунку 69
Контрольні запитання 71
Додатки 72
Література 81



ВСТУП
Експеримент є найважливішою частиною наукового дослі

дження. Впровадження сучасних експериментально-статистич
них методів дозволяє звести до мінімуму інтуїтивний підхід до 
організації експерименту. Він замінюється науково обгрунтова
ною програмою проведення експериментального дослідження.

Основна мета більшості експериментальних досліджень по
лягає в знаходженні такої сукупності вхідних керованих змін
них, при яких цільова функція, що оптимізується, приймає екс
тремальне значення. Ця мета досягається за допомогою мініма
льно можливого числа дослідів при мінімумі затрат часу і кош
тів.

Навіть при неповному знанні внутрішніх закономірностей 
явищ, які вивчаються в об'єктах дослідження, шляхом направ
леного експерименту можна одержати математичну модель 
складного об'єкта, що включає найбільш суттєві фактори. Така 
математична модель може використовуватися не тільки для 
управління і знаходження необхідних режимів функціонування, 
але і для виявлення взаємозв'язків в об'єкті, що раніше були 
невідомі.

Навчальний посібник призначений для теоретичного ви
вчення та практичного закріплення основних розділів матема
тичної теорії планування експерименту, що вивчається в дисци
плінах “Теорія планування експерименту” та “Основи науково- 
дослідної роботи” для студентів технічних спеціальностей.

Для проведення лабораторних занять необхідний персо
нальний комп'ютер типу IBM з операційною системою MS DOS 
6 .22.

Прикладна програма Black Вох(ВВ) моделює складні об'єк
ти дослідження, що описуються статистичними рівняннями у 
вигляді поліномів не вище другого порядку з декількома вхід
ними та вихідними величинами і схильних до впливу випадко
вих завад.

Програма ВВ використовується для вивчення різноманіт
них. експериментально-статистичних методів отримання матема
тичного опису об'єкта дослідження та його подальшої опти- 
мізації.

Програма ВВ включає файли:
ВВ.ВАТ -  командний файл для запуску програми із заванта

женням резидентного калькулятора.;
ВВ.ЕХЕ -  власне програма;
BB.HLP -  файл допомоги;
MODI.TAB, MOD2.TAB, MOD3.TAB, MOD4.TAB -  довідкові 

таблиці. (Зміст усіх файлів, окрім ВВ.ЕХЕ, може змінюватись 
користувачем.)

Робота з програмою здійснюється у такий спосіб. Після за-



пуску програми необхідно ввести номер потрібної моделі об'єк
та (від 1 до 12), а потім -  значення середньоквадратичного від
хилення (СКВ) (від 1 до 99) у відповідні знакомісця (рис. 1.). 
При цьому можна використовувати клавіші:

0 ,...,9  - для набору значення;
left, right -  “клавіші-стрілки” для переміщення на 1 пози 

цію ліворуч або праворуч;
Home,End або PgUp, PgDn - для переміщення до початку 

та до кінця вікна вводу;
Enter - для підтвердження (закінчення) вводу. Здійснюєть

ся перехід до наступного вікна вводу;
Esc - для відмови від вводу (зі збереженням попереднього 

значення);
Insert - для перемикання режимів: вставка /  заміна;
Del - для видалення символу в поточній позиції;
Backspace - для видалення символу ліворуч від курсора;

Ввести значення вхідних сигналів і натиснути F9

F2 - Таблиця рівномірно розподілених випадкових чисел (0..99)
F3 - Значення критерію Кохрена (q=0,05)
F4 - Значення критерію Стьюдента 
F5 - Значення критерію Фішера (q=0,05)

F9-Go! FI-H ELP Е2..Г5-Довідкові дані Alt+C-Calc F8-Model FlO -Exit 

Рисунок 1 -  Вигляд екрана при запуску програми BlackBox

Down (стрілка вниз), Tab - для підтвердження (закінчення) 
вводу та переходу до наступного вікна вводу (діє аналогічно 
Enter).

Примітка. Можливе введення значень тільки з діапазону, 
який вказаний на екрані в дужках.

Після вводу потрібних значень з’являється наступний ек
ран із зображенням «чорного ящика», який відповідає рис 1 .



Необхідно ввести або змінити значення сигналів на входах 
«ящика» (при потребі), для чого, додатково до вже описаних, 
можна використовувати клавішу PgUp (стрілка вгору) -  для по
вернення (переходу) до попереднього входу моделі.

Для отримання результату на виході слід натиснути кла
вішу F9, після чого на екрані буде натиснута «кнопка» (супро
воджується звуковим сигналом) та біля зображення виходу (ви
ходів) з ’явиться відповідне (відповідні) значення. Далі можна 
знов натиснути F9, зберігаючи на входах попередні значення, 
або змінити їх. Після закінчення роботи з обраною моделлю 
можна або зовсім вийти з програми (клавіша F10), або поверну
тись до вибору моделі (клавіша F 8).

В ході роботи на екран видаються підказки про необхідні 
дії, а в його нижньому рядку при цьому відображаються досту
пні функціональні клавіші.

З метою полегшення обробки результатів експерименту в 
програмі передбачений виклик резидентного калькулятора 
(ALT+C), а також чотирьох довідкових таблиць:

• таблиці рівномірно розподілених випадкових чисел 
(0..99);

• таблиці значень критерію Кохрена (7=0,05);
• таблиці значень критерію Стьюдента;
• таблиці значень критерію Фішера (<?=0,05);
Ці довідкові дані знаходяться у файлах MODI.ТАВ, 

MOD2.TAB, MOD3.TAB та MOD4.TAB. Для їх виведення на ек
ран монітору при роботі програми слугують клавіші F 2 ...F 5 . 
При натисканні F1 на екран виводиться вікно допомоги (файл 
BB.HLP), де описане призначення клавіш у програмі. Для пере
гляду Help або довідкових таблиць використовуються стрілки 
вверх та вниз. Повернення до звичайного режиму роботи про
грами здійснюється натисканням Enter або Esc.



Тема 1 Основні характеристики і експериментальний 
аналіз випадкових величин

Мета -  вивчення основних понять теорії імовірності, 
ознайомлення з основними характеристиками випадкових в е 
личин і можливих засобів їхнього експериментального ви зн а
чення.

КОРОТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

1.1 Елементи теорії імовірності
Випадковою величиною називають таку величину, значен

ня якої змінюються при повторенні дослідів деяким, заздалегідь 
не передбаченим способом. На відміну від невипадкових, детер
мінованих величин для випадкової величини не можна заздале
гідь точно сказати, яке конкретно значення вона прийме в ви
значених умовах, а можна тільки зазначити закон її розподілу. 
Закон розподілу вважається заданим, якщо:
• зазначена множина можливих значень випадкової величини;
• зазначений спосіб кількісного визначення можливості попа

дання випадкової величини в будь-яку область множини мо
жливих значень.

Імовірність потрапляння в задану область може бути ви
значена таким чином

Рт = Urn <1Л >N-*. оо N
де N m -  кількість спостережень випадкової величини, що опи
нилась в даній області; N  -  загальна кількість спостережень (ча
стотне визначення імовірності).

Аналітичні вирази законів розподілу Д х )  випадкової вели
чини X  показують імовірність того, що випадкова величина не 
перевищує деякого заданого або поточного значення х , тобто 
Д х ) =  Р{Х<х). З цього випливає, що імовірність того, що зна
чення випадкової величини X  розташоване між Xj і х 2, рівна рі
зниці значень функції розподілу, обчислених в цих двох точках 

Р  {Х!<Х<Х2} =  Д х 2) -  Д х і) . (1.2)
Аналогічно,

Р  {Х >х} =1 -  Д х). (1.3)
Інтегральній функції розподілу випадкової величини X 

притаманні такі властивості:
1) Іііп F(x) = F (-  оо) = 0;

2) lim F(x) = F(oo) = 1;
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3) F(x) > 0 для всіх х;
4 )  - F( x 2 ) >  F(x j ) ,  я к щ о  x 2 > x x .

Далі будемо розглядати лише безперервні випадкові вели
чини, область можливих значень яких включає всі точки з де
якого інтервалу. Для такої величини можливий вигляд розподі
лу F(x) зображений на рис. 2.

Якщо функцію F(x) можливо диференціювати для всіх 
значень випадкової величини X, то закон розподілу імовірностей 
може бути виражений в аналітичній формі також за допомогою 
диференціальної функції розподілу імовірностей:

_ (IF(x ) _ !. ^ Р{х < X < х + Дх} (
/(* ) = dx

lim
Ах- Дх

(Дх > 0). (1.4)

Рисунок 2 -  Інтегральна функція 
розподілу випадкової величини

Таким чином значення фу
нкції Дх) приблизно рівне від
ношенню імовірності потраплян
ня випадкової величини в інтер
вал (х, х +  Дх) до довжини Дх 
цього інтервалу, коли Ах — не
скінченно мала величина. Тому 
функцію Дх) називають також 
функцією щільності розподілу 
імовірностей (або коротше -  фу
нкцією щільності імовірності).

Відмітимо основні властивості функції Дх):
1) /(х) > 0;

X
2) J/(x)dx = 1;

3) J f{z)dz = F{x),
— X

4) lim f(x) = 0 (г -  змінна інтегрування).

За допомогою диференціальної функції розподілу обчислю
ється імовірність розміщення випадкової величини в будь-якій 
області з множини її можливих значень. Зокрема:

Uj со

Р \ Х < а1} =  ^f(x)dx, Р{Х > а 2), Р{Х > а 2} = |/(x)dx,
-ос а 2

а г

Р{аг < X < а 2} = \f{x)dx.

(1.5)

З



Для безперервної випадкової величини імовірність можна 
визначити як відносну частину площі під кривою щільності роз
поділу імовірностей f(x). Так, наприклад, імовірність того, що 
випадкова величина X  приймає значення, менші а 1, дорівнює 
відносній частині площі під кривою f(x) зліва від точки а г 
(рис. З,а); імовірність того, що ця величина X  прийме значення, 
більше а 2, рівна відносній частині площі під кривою f(x) справа 
від точки а 2 (рис. 3,6); імовірність того, що вона прийме значен
ня, що знаходиться між і а 2, рівна відносній частині площі 
під кривою f(x) між точками ах і а2 (рис. З,в).

Рисунок 3 -  Диференціальна функція розподілу 
імовірності випадкової величини

Як інтегральна так і диференціальна функції розподілу є 
вичерпними імовірними характеристиками випадкової величи
ни. Але деякі основні властивості випадкових величин можуть 
бути описані простіше за допомогою визначених числових пара
метрів. Найбільшу роль серед них на практиці відіграють два 
параметри, що характеризують центр розсіювання (центр розпо
ділу) випадкової величини і ступінь її розсіювання навколо цьо
го центру. Найбільш розповсюдженою характеристикою центру 
розподілу є математичне очікування тх випадкової величини X  
(часто називають також генеральним середнім значенням)

X
тх = jx f(x )dx . (1-6 )

—ОС
Ступінь розсіювання випадкової величини X  відносно тх 

може бути охарактеризована за допомогою генеральної дис
персії от2

у



= J(x -  тх)2 f(x)dx. (1-7)

Якщо Дх) все більше концентрується поблизу тх, то зна
чення о х2 зменшується. Якщо ж мають місце досить відмінні від 
тх значення випадкової величини X  і для них Дх) не дуже ма
ла, то дисперсія а х2 збільшується. Квадратний корінь з дисперсії 
а х2 називають середнім квадратичним відхиленням о х.

Часто для описання практичної ситуації є необхідним ви
користання одночасно декількох (в простих випадках -  двох) 
випадкових величин. Для завдання ймовірнісних властивостей 
двох випадкових величин X , Y використовують двовимірні (су
місні) функції розподілу імовірностей: інтегральна F(x, у) і ди
ференціальна Дх, у). Функція іДх, у), що характеризує імовір
ність того, що перша початкова величина приймає деяке зна
чення, менше або рівне х, а друга -  значення, що менше або рі
вне у, називають інтегральною функцією сумісного розподілу 
двох випадкових величин

F(x, у) =  Р{ Х< х ; У < у). (1.8)

Як і для однієї безперервної випадкової величини, якщо 
функція F(x, у) достатньо гладка, то її можна продиференціюва- 
ти, в результаті отримаємо двовимірну диференціальну функцію 
розподілу імовірностей (двовимірна щільність імовірності)

/(*> у) = /  - F (x, у). (1.9)
дхду

Функція Дх, у) має такі властивості:
1) f(x, у) > 0 ;

ос

2) \\f{x,y)dxdy = 1;
—00

X У
3) F (x ,у) =  J j f(z 1,z 2)dz1dz2;

— ОС — со

4) lim f (x ,y )=  0.
X —>20

у

(2j,  z2 -  змінні інтегрування).
Імовірність того, що випадкові величини X, Y одночасно 

потраплять в деяку умовну область Q, складає
Р{х, у є □} = j } f(x, y)dxdy. (1.10)
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Також,
a 2b2

P{a1 < X < a 2\bl < Y  <Ъ2} =  \ \f{x,y)dxdy. (1 .11)
a 1bl

По відомій двовимірній щільності f(x , у) легко знайти од- 
новимірні функції розподілу f(x), fiy) кожної випадкової вели
чини

X X
/(х )=  \f(x,y)dy, f(y) = \f{x,y)dx. (1 .12)

—  СО -со

Дві випадкові величини X , Y називають незалежними, як
що

f(x , у) = f{x)f(y). . . .u, , (1.13)
Як і в одновимірному випадку, основні властивості двови

мірної сукупності величин X, Y можуть бути охарактеризовані 
за допомогою ряду чисельних параметрів. При цьому в якості 
параметрів, що описують поведінку кожної з випадкових вели
чин окремо, як і в розглянутих вище, використовуються мате
матичне очікування і дисперсія відповідної випадкової величи
ни: тх, т.у, о х2, сту2. Крім подібного роду параметрів для двови
мірної сукупності можуть бути побудовані параметри, що харак
теризують ступінь взаємозалежності змінних X  і Y. Найпрості
шими з них є коваріація двох випадкових величин (яку назива
ють також кореляційним моментом)

(Х ,У ) = \ \ f(x -m x\ y - m yy(x,y)dxdy, (1.14)cov

а також нормований показник зв’язку -  коефіцієнт кореляції
covfX, У)

Pry =    (1.15)

За своїм фізичним змістом коефіцієнт кореляції є далеко 
не вичерпною характеристикою статистичного зв’язку, характе
ризуючи лише ступінь лінійної залежності між X  та У. Коефіці
єнт кореляції змінюється в межах -1  < рху < 1. Якщо рху=1 , то 
випадкові величини мають додатню кореляцію, тобто г/=а0+ а 1х, 
де а 0 і а] -  постійні, причому a j> 0 . Якщо ж рху= “ 1, то випад
кові величини мають від’ємну кореляцію, тобто і/=а0- а 1х. Якщо 
рху=0, то випадкові величини X  та У не корельовано: а і= 0 . В 
тому випадку, коли X  та У -  незалежні випадкові величини, 
для них рХу=0; тобто, вони не корельовані. Зворотне твердження 
в загальному випадку невірне: X  та У можуть бути пов’язані на
віть функціонально і все ж мати нульовий коефіцієнт кореляції



(при цьому, дійсно, функціональний зв’язок повинен бути нелі
нійним).

Всі описані вище функції і пов’язані з ними параметри є 
теоретичними, що характеризують визначені властивості 
об’єкта, що вивчається. На практиці майже завжди ці характе
ристики невідомі і виникає задача експериментального (емпіри
чного) визначення тих чи інших характеристик випадкових ве
личин на основі спостережень.

1.2 Експерим ент альний ан ал із одновим ірної сукупності

Нехай є набір (вибірка) експериментальних даних Х\, х2, ..., 
хдг. Опрацювання цих даних для одержання емпіричних харак
теристик одновимірної випадкової величини роблять звичайно в 
такій послідовності:

1. Побудова варіаційного ряду. Варіаційний ряд z j, г2, ..., 
zN одержують із вихідних даних шляхом розташування хт (т =
1 ,2 ,  ..., N) у порядку зростання від хтіп до хтах.

2. Побудова діаграми накопичених частот F ̂(х), що є ем
піричним аналогом інтегрального закону розподілу. Діаграму 
будують у відповідності з формулою

де Цдг(х) -  кількість елементів в виборці, для яких значення 
Xj<x. Практично це роблять таким чином. На осі абсцис вказу
ють значення спостережень х т (або 2t). Значення по осі ординат 
дорівнює нулю лівіше точки хтіп; в точці хтіп і далі в усіх ін
ших точках х т діаграма має стрибок, рівний 1/N . Якщо є декі
лька значень хт, що збігаються, то в цьому місці на діаграмі 
виникає стрибок, рівний X/N, де X -  кількість точок, що збіга
ються. Зрозуміло, що для величин х > х тах значення діаграми 
накопичених частот рівне 1. Відмітимо, що якщо N ->оо, то

Використовуючи дані попереднього прикладу, побудуємо 
відповідну діаграму (рис. 4).

3. Побудова гістограми вибірки. Гістограма / N(x) є емпі
ричним аналогом функції щільності розподілу f(x). Звичайно її 
будують таким чином:
• Знаходять попередню кількість квантів (інтервалів), на яку 

повинна бути розбита вісь Ох. Цю кількість К  визначають за 
допомогою формули

ftv(x ) і
(1.16)

F N( x ) ^ F { x ) .

K=l+3,2\gN , (1.17)



де знайдене значення округляють до найближчого цілого 
числа.
• Визначають довжину інтервалу

розмір Ах можливо дещо округлити для зручності обчислень.
• Середину області зміни вибірки (центр розподілу) 

(хтах+ х тіп)/2 приймають за центр деякого інтервалу, після 
чого легко знаходять межі й остаточну кількість зазначених 
інтервалів так, щоб у сукупності вони перекривали всю об
ласть від х тіп до Хтах .

F n ( x )
1

4/5

3 /5

2/5

1/5

1 2 3 4 5 6 7 8  X

Рисунок 4 -  Діаграма накопичених частот

• Підраховують кількість спостережень Nm, що потрапили в 
кожний квант: N m дорівнює числу членів варіаційного ряду, 
для яких справедлива нерівність

Тут хт і хт+Ах -  межа нг-го інтервалу. Значення z1( що по
трапило на межу між (т - І ) -м  і т-м інтервалами, відносять 
до т-то інтервалу.

• Підраховують відносну кількість (відносну частоту) спостере
жень N m/N , що потрапили в даний квант.

• Будують гістограму, що представляє собою ступінчату криву, 
значення на якій на тп-му інтервалі (хт, хт+Ах)(т=\,2, ..., К) 
постійне і дорівнює N m/N , або з урахуванням умови

(1.18)

Л

*т £ 2 1 <Х т + АХ. (1.19)

jf(z)dz = 1 дорівнює Nm/N)Ах.
-с с



Нехай, наприклад, є вибірка з 40 спостережень, а варіа
ційний ряд, що їй відповідає має вигляд xmin=Z i=0,3; z2= 0 ,4 ;. .. ;  
^10—Xmax~f > 1 •

f N(x)
3/5

2/5

1/5

0,2 1,2 2,2 3,2 4,2 5,2 6,2 7,2 X

Рисунок 5 -  Гістограма вибірки

За формулою (1.17) отримуємо К  -  l+ 3 ,2 * lg 4 0  =
1+3.2*1.602 =  6,13; приймаємо К =  7. Тоді Ах =  (7 ,1—0,3 )/7  =  
0,971; вибираємо Ах =1 . Знаходимо (хтіп +  хтах)/2  =  (0 ,3 + 7 ,1)/2 
=  3,7, після чого легко визначаємо межі інтервалів (рис. 5). 
Припустимо, що після такого розбиття визначили, що в перший 
інтервал потрапило два значення 1V1= 2; в другий -  чотири: 
iV2=4 ; в наступні: N3= 9; JV4=13; N5= 8 ; iV6= 3; N 7= 1 . Імовірна гі
стограма зображена на рис. 5.

4. Визначення оцінок математичного очікування х , диспе
рсії Sx2 і середнього квадратичного відхилення S x роблять за 
формулами:

-  і Nх = — У х і; (1.20)
Nh

Ox = T r r £ ( * i - Z f ;  (1.21)
Л 1 І=Х

sx = + J s 2 . (1.22)
Відмітимо, що множник 1/(ЛГ-1) (замість 1/N ) в формулі 

(1.21) вводять для отримання незміщеної оцінки дисперсії.

1.3 Експериментальний ан ал із двовим ірн ої сукупност і
Нехай отримана вибірка з двовимірної сукупності при спо

стереженні двох випадкових величин X  і Y (табл. 1.1).
Таблиця 1.1__________________________________________

і 1 2 3 І N
X *1 *2 х3 х, xN
Y ... Ух У2 Уз Уі Ун



Опрацювання результатів спостережень у даному випадку 
можна здійснювати за такою схемою:

1. Побудова поля розсіювання, як правило, перший крок 
при опрацюванні результатів спостережень двовимірної сукуп
ності випадкових величин Х ,У ; для цього на площині з коорди
натами х, у відмічають експериментальні точки.

2. Складання таблиці двовимірного розподілу. Цю табли
цю складають таким чином. Осі Ох і Оу розбивають на окремі 
інтервали довжиною Ах і А у. Величини Дх, А у, їх  кількість К х, 
К у і розміщення цих інтервалів для кожної зі змінних X  і Y 
знаходять за допомогою відомих правил. Відповідні межі нано
сять на діаграму розсіювання (рис. 6 ) і потім підраховують к і
лькість точок Nт\ т2 , що потрапили в кожний з прямокутників, 
що виникли (за умови, що якщо будь-яка точка розташована на 
межі, то її відносять до правого або верхнього прямокутника). 
Далі складають таблицю (табл. 1.2). У цій таблиці відзначають

величини Nті т2) а також від
носні розміри Nmi -rn2/N  (ниж
че діагоналі). Подібну табли
цю можна використовувати 
як вихідну для побудови гі
стограм і діаграм накопиче
них частот у тривимірному 
просторі, що є емпіричними 
аналогами двовимірного інте
грального закону і двовимір
ної функції розподілу.

За допомогою таблиці 
двовимірного розподілу легко 
одержати вихідні дані для 
побудови гістограм, що від

повідають кожній з одновимірних випадкових величин X  і У. 
Для цього достатньо скласти значення таблиці або кожного сто
впця (при побудові гістограми для У), або по кожному рядку 
(при побудові гістограми для X).

3. Обчислення оцінки коефіцієнта кореляції роблять за 
формулою

У А<
•

• • • •
• • г ••

• • • • •

L* • \ • і • • •• X
) 1 •

2» • • •
1 • •

ї

Рисунок 6 -  Поле розсіювання

' ХУ (.N -  1 >. Z(*< -  х\у , -  у ) (1.23)
Xх*у і -

де х ,  у і sx, sy знаходять за допомогою формул (1 . 20) -  (1 .22). 
Відмітимо, що між значенням і знаком коефіцієнта кореляції, з 
одного боку, і видом діаграми розсіювання -  з іншого, існує пе
вний зв'язок. Якщо початок координат перенести в точку (х ;;/) ,



тоді: 1) при р  > 0 точки на діаграмі розсіювання групуються в 
основному в І і III квадрантах, а при р  < 0 -  у II і IV;
2 ) при р л  0 точки безладно розкидані у всіх чотирьох 
квадрантах; при р  = ±1 точки групуються на прямих (які 
знаходяться або в І і III квадрантах; або II і IV).
Таблиця 1.2
Інтервали у (Уи  Уі+Ау) (у2 , У2 +Ау) (Уті у Ут2 +Ьу) (Ук2 , Ук2 +Ау)
Інтервали х  і

(x t , х ,+ Л х ) 0 1
0 1 /4 0

(*2 . *2 + Л *) 0
0

(Xml* Хт2^Ах)
Nmu rn2/N

(Хк\, ХЬ2+ЛХ) 1 1
1 /4 0 1 /4 0

ЗАВДАННЯ І ПОРЯДОК ВИКОНАННЯ РОБОТИ

1. Досліджувати властивості одновимірної випадкової величини 
хх (модель об'єкту 1):

• зняти вибірку, що складається з ЗО значень випадкової вели
чини Х \ ,  при заданому середньоквадратичному відхиленні 
aj.=15 для значення х 10=55;

• побудувати варіаційний ряд;
• за допомогою варіаційного ряду побудувати діаграму накопи

чених частот;
• побудувати гістограму вибірки;
• розрахувати оцінки математичного очікування, дисперсії і се- 

редньоквадратичного відхилення випадкової величини х г .
2.Досліджувати властивості двовимірної сукупності випадкових 

величин Хі, г/Дмодель об'єкту 2):
• встановити а у=  20 , хю =8,5 ;
• виконати той же експеримент при а у= 5;
• виконати той же експеримент при 0^ = 1;
• за отриманими даними побудувати три поля розсіювання;
• скласти таблиці двовимірних розподілів;
• побудувати гістограму для випадкової величини г/j (за даними 

або п.2а, або п.2б, або п.2в -  за вказівкою викладача);
• обчислити для усіх трьох випадків оцінки коефіцієнтів 

кореляції.



3. Розрахунок коефіцієнтів кореляції робити за незгрупованими 
даними. Переконатися, що між виглядом поля розсіювання, 
величиною і знаком коефіцієнта кореляції є певний зв’язок.

ФОРМУЛИ Д Л Я  РОЗРАХУНКУ

1. іс = — Y x t . 2. S 2X = - ^ — У ( х і - X Y . 3. S  = +V S2 .
N 1 х N -  1,Ті

4. Р  = -------     У  (х: -  х\у, -  у).
(N  -  l)S xSy /tl Л

КОНТРОЛЬНІ ЗА П И ТА Н Н Я

1.Дати визначення випадкової величини.
2 .Дати визначення одновимірного інтегрального і диференціаль

ного законів розподілу випадкової величини і назвати їх  влас
тивості.

3.Дати визначення двовимірного інтегрального і диференціаль
ного законів розподілу випадкових величин і назвати їх влас
тивості.

4. Які числові параметри найбільш часто використовуються в 
якості мір розташування і розсіювання одновимірної та дво
вимірної сукупностей випадкових величин?

5. Яким чином проводиться побудова варіаційного ряду, діагра
ми накопичених частот, гістограми вибірки одновимірної ви
падкової величини?

6 . Яким чином проводиться побудова поля розсіювання й упоря
дкування таблиці розподілу двовимірної сукупності випадко
вих величин?
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Тема 2  ПОВНИЙ ТА ДРОБОВИЙ ФАКТОРНІ ЕКСПЕРИМЕНТИ

Мета -  вивчення методів планування експериментів для отри 
мання лінійної та неповної ст епеневої математичних моделей  
статики складних об’єктів.

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

2.1 Елементи р егр еси вн ого  ан ал ізу
Статистичні методи планування активного експерименту є 

одним із емпіричних способів отримання математичного опису 
статики складних об’єктів дослідження, тобто рівняння зв’язку 
відгуку об’єкта та незалежних керованих нормованих вхідних 
змінних(факторів) z ] =(г1, г 2, zn). При цьому математичний 
опис подається у вигляді деякого поліному -  відрізка ряду Тей
лора, в який розкладається невідома залежність в межах основ
ної точки г 0

Щ у )  =  Ф і . 2 2, - . 2 л ) =  Ро +  +  D \ iz iz i +  Z P « ^ + — ■ ( 2 Л )
і=1 і;1=1 і=1

і<1

о Зф і З2 ер І 1 32ФІ
де р ‘ =  & 7 І г=г° ; р“ =  а ? І г= і ° ; Ра =  2 т е ° Р е тичн1

коефіцієнти.
Внаслідок присутності некерованих та навіть неконтрольо- 

ваних факторів зміна величини у носить випадковий характер, 
тому функціональна залежність ф(г)не дає точного зв’язку між 
керованими факторами та математичним очікуванням випадко
вої величини у

M {yg ) =  4> ( z g ) .  ( 2 . 2 )

Тут Zg = {zXg,z 2g, . . . ,  zngj -  g -та точка простору незалеж
них керованих факторів (факторного простору). В такому випа
дку за результатами експерименту можливо відшукати рівняння 
регресії в формі деякого поліному

у = b0 + j r b izi + J j bilzizl + £ b Bz,2+ ... ,  (2.3)
і - 1 i ; l  = 1 і - 1

і<  1

де вибіркові коефіцієнти регресії є лише оцінками д л я  теорети
чних коефіцієнтів, ВІДПОВІДНО P o .P j.P ii...., а . у -оцінкою д л я  

М{і/}. Нехай zg{g = 1 ,2 ,. . . .N) -точки факторного простору, в 
яких проводиться експеримент. Тоді задача пошуку оцінок кое
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фіцієнтів рівняння регресії (2.3) за результатами досліду в N то
чках факторного простору є типовою задачею множинного ре
гресивного аналізу в тому випадку, якщо виконуються рекомен
дації:

1. Результати спостережень у1гу2  yN відгуку в N точ
ках факторного простору, представляють собою незалежні нор
мально розподілені випадкові величини, тобто на них діють но
рмально розподілені випадкові завади є з нульовим матема
тичним очікуванням М{є} = 0 .

2. Дисперсії ^ 2{yg ) (g = 1 . 2 . рівні .  Це означає, що 
отримані при проведенні багаторазових повторних спостережень 
над величиною yg в точках zg вибіркові оцінки sg {y} однорідні,

ди сп ерсія  ж  о 2 |г/? | не за л е ж и т ь  в ід  м атем ати ч н ого  о ч ік уван н я  

тобто не ВІДРІЗНЯЄТЬСЯ ВІД д и сп ер сії СУ2 І , отрим аної 

при повторних сп о стереж ен н ях в б у д ь -я к ій  ін ш ій  точці zg фак
торного простору (відтвор ен н я  з рівною  точн істю  ).

3. Незалежні керовані фактори z4, z2, ... ,  zn вимірюються з 
несуттєво малими помилками в порівнянні з помилкою в визна
ченні у (мається на увазі вплив цих помилок на величину у в 
порівнянні з впливом некерованих та неконтрольованих факто
рів є).

Розглянемо задачу знаходження коефіцієнтів рівняння ре
гресії (2.3) на прикладі рівняння другого порядку з чотирма не
залежними факторами, при цьому, звичайно, вся процедура та 
зроблені висновки можуть бути поширені на рівняння будь- 
якого степеня з п незалежними факторами. Насамперед спрос
тимо систему позначень: введемо фіктивну зміну Zq=1, та позна
чимо z0= /0; 2і= /г . 24= /4; z12= / 5; z42=/'8; ziz2=/,9;
z3z4= / i4. В новій системі позначень поліном другого степеня за
писується як лінійне однорідне рівняння

У -  I V , -  (2-4)
7 =  0

Нехай проводяться досліди в N  точках 4-факторного прос
тору Ъ причому yg -  значення відгуку при досліді в точці 
Zg{g = 1 ,2 ,..., N). Коефіцієнти рівняння (2.4) знаходяться на ос
нові методу найменших квадратів, тобто, з умови мінімуму суми 
квадратів відхилень значень відгуку yg , передбачених рівнян
ням (2.4) для умов дослідів в точках zg, від значень yg, що спо
стерігаються при дослідах н цих точках,



К*.-».)' = X
g = 1 g = 1

ЛГ o N  14

yg - Z bifgi • (2.5)
/=0

Оскільки задача полягає у пошуку значень коефіцієнтів 
що мінімізують вираз (2.5), вона вирішується за допомогою сис
теми так званих нормальних рівнянь, отриманих порівнянням 
до нуля частинних похідних від квадратичної форми (2.5) по 
змінних параметрах ЬДу'=0, 1, 2, ..., 14). Система звичайних рів
нянь має вигляд

С0 , 0 Ь 0  +  с 0 , А  + - - - + с 0,14^ 1 4  =  а о

С1 ,0 Ь0 +  С1 , А  +• • - + с 1,14^ 1 4  -  а 1

' 1 4 , ( А  +  Си,іЬ1+ ...+ с Ш 4Ь14 -  а 14

(2 .6)

С = Ы  =

' 0,0

' 1,0

ОД ‘ * * 0,14

С1,1 —  С11Д4

Vc 14,0 С14Д • - • С14 Д4 /

(2.7)

С -  матриця коефіцієнтів системи (2.6), елементи якої знахо
дяться таким чином

C j i = i  U U  (2 -8 )
у=1

Матриця F =  j j  називається матрицею незалежних змін

них, тоді F T =  |/;g| -  матриця, отримана транспонуванням мат
риці F, причому

М '.

А,0 /ІД" А  ,14
h, о /г д • •• /2.14

/лг.о /ли- ■ZlV,14/
C=FTF.

(2.9)

Вільні члени а, системи нормальних рівнянь визначаються 
за допомогою рівності

N

a ji^ Y .fg jy g -  (2 .10)
£=1

Для того, щоб система (2.6) мала єдиний розв’язок, необ
хідно і достатньо, щоб матриця С була невиродженою, тобто її 
визначник повинен бути відмінним від нуля jCj^O. Неважко по
казати, що ця умова зводиться до умови лінійної незалежності
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вектор-стовпців матриці F, тобто, для того щоб система (2.6) ма
ла єдиний розв’язок, необхідно та достатньо, щоб вектор-стовпці 
матриці F були лінійно незалежні. Аналіз розв’язку системи 
(2.6), отриманого, наприклад, за формулою Крамера

Ь,=|С,|/|С| [1 = 0,1,2,...,14), (2.11)
де |Сг| -  визначник, який отримується з |Cj при заміні елементів 
Сц 1-го стовпця відповідними вільними членами a.j показує, що 
значення коефіцієнтів Ь[ залежать від кількості членів рівняння 
регресії, тобто збільшення або зменшення числа членів рівняння 
впливає на значення коефіцієнтів всіх включених в рівняння 
членів. Така невизначеність в оцінці коефіцієнтів регресії вкрай 
ускладнює їх фізичну інтерпретацію. В тому випадку, коли мат
риця С діагональна, тобто виконується умова

сп = 'Zfgjfgt = 0 при j Ф I, (2 .12)
g = і

система (2 .6) розпадається на незалежні нормальні рівняння 
со,о̂ о = 0-0

с1,1̂ 1 -  а і (2.13)

С14,14^14  ~  а 14 J 

розв’язок яких знаходиться з співвідношень
Ьі = а і / с іі О '= 0,1,2...... 14Л (2.14)

При цьому вдається позбутися від невизначеності, 
пов’язаної з неоднозначним оцінюванням коефіцієнтів регресії. 
Таким чином, для отримання незалежних один від одного оці
нок коефіцієнтів регресії потрібно спланувати експеримент так, 
щоб виконувалися умови лінійної незалежності та ортогонально- 
сті вектор-стовпців матриці F незалежних змінних, або, як бу
демо її називати, матриці планування (МП),

2.2 Повний факт орний експерим ент
Для побудови лінійних та неповних степеневих математич

них моделей застосовують повний факторний експеримент, який 
має ортогональну матрицю планування. Математичне описання 
поверхні відгуку об’єкта навколо точки базового режиму 
Xq = (xlQ; XoQ; . ;  x nG) можливо отримати варіюванням кожного 
з факторів Хі на двох рівнях, які відрізняються від базового рів
ня хю на величину інтервалу варіювання Axj. Інтервал варію
вання по кожному керованому фактору вибирають так, щоб 
приріст величини відгуку у до базового значення у0 при реаліза



ції х і0±Ах,- можна було виділити на фоні “шуму” при невеликому 
числі паралельних дослідів.

Повним факторним експериментом (ПФЕ) називається екс
перимент, який реалізує всі можливі неповторні комбінації рів
нів п незалежних керованих факторів, кожний з яких варіює на 
двох рівнях. Число цих комбінацій N = 2 n визначає тип ПФЕ. 
Для спрощення подальше викладення побудуємо на прикладі 
планування типу iV=23, тобто на прикладі об’єкта з трьома (л=3) 
незалежними керованими факторами х х, х2, х3. При плануванні 
експерименту проводять перетворення розмірних керованих не
залежних факторів xt в безрозмірні, нормовані

г і = (хі - * іо ) Л ч  -• (2.15)
це дає можливість легко побудувати ортогональну МП та значно 
полегшує подальші розрахунки, оскільки в цьому випадку вер
хні та нижні рівні варіювання г ів та г ін у відносних одиницях 
дорівнюють відповідно +1 та -1  незалежно від фізичної природи 
факторів, значень основних рівнів та інтервалів варіювання фа
кторів Ахх.

Якщо для трифакторної задачі теоретичне рівняння рег
ресії відносно нормованих факторів має вигляд

З з
м {у)  =  Ро +  Х Р і 2 ; +  X  Ріг2 ; 2 ? +  P i 2 3 z i 2 2 z 3 ( 2 л 6 )

і I i : l  1
і<г

(тобто степенями факторів вище першого можна знехтувати), 
тоді ПФЕ дає можливість знайти роздільні оцінки коефіцієнтів 
Рі. Остільки зміна вихідної величини у носить випадковий хара
ктер, то є можливість визначити лише вибіркові коефіцієнти ре
гресії Ьі, Ьц для оцінювання теоретичних коефіцієнтів рі; Рі7. 
Процес знаходження моделі методом ПФЕ складається з: плану
вання експерименту; проведення експерименту на об’єкті дослід
ження; перевірки відтворення (однорідності вибіркових дис-

2 Ч . . .переш s^) експерименту; отримання математичної моделі
об’єкта з перевіркою статистичної значимості вибіркових коефі
цієнтів регресії; перевірки адекватності математичного описан
ня.

Планування експерименту. Матрицю планування ПФЕ 
можна представити у вигляді табл. 2 .1 . Її складають за такими 
правилами:

1. Кожен g-тий рядок матриці містить набір координат zig 
точки, в якій проводиться g-й дослід ( і= 1, 2 , ..., п; g=  1 , 2, ..., 
N).

2. Як вказувалося вище, вводять фіктивну змінну 2 q = + 1 .



3. Оскільки змінні 2j приймають лише значення +1 та —1, 
всі взаємодії г ;2/ (і; 1=1, 2, 3; М ) можуть приймати тільки такі 
ж значення.

4. В першому рядку (£=1) всі керовані фактори вибирають 
на нижньому рівні, тобто гг= -1 . Наступні g-ті варіанти варію
вання при складанні МП вибирають так: при порядковому пере
борі всіх варіантів частота зміни знаку факторів для кожного 
наступного фактора г і+1 вдвічі менша, ніж для попереднього zt 
(див. табл. 2.1). Три стовпця керованих факторів утворюють 
план експерименту (обведено жирною лінією), а інші стовпці 
МП отримуються перемноженням відповідних значень керова
них факторів і необхідні для розрахунку відповідних коефіцієн
тів при взаємодіях.

План ПФЕ типу 24 ( п = 4) можна побудувати або вказаним 
вище способом, або на базі плану ПФЕ типу 23, повторивши йо
го двічі: один раз -  при величині z4= - l ,  другий раз -  при 
z4= + l .  Аналогічно можуть бути отримані плани для як завгодно 
великого числа п  незалежних керованих факторів.

Аналізуючи табл. 2.1 помітимо, що матриця планування 
має лінійно незалежні, попарно ортогональні вектор-стовпці, 
звідки випливає діагональність матриці С коефіцієнтів системи 
нормальних рівнянь (2 .6), тобто, взаємна незалежність оцінок 
коефіцієнтів рівнянь регресії, не говорячи вже про простоту 
розрахунку цих оцінок. Необхідно відмітити, що в тих випад
ках, коли вплив на відгук змінних типу z f стає суттєвим і 
з ’являється необхідність обчислення оцінок коефіцієнтів при 
них, ПФЕ не дає можливості визначити роздільні оцінки таких 
коефіцієнтів, ЯК Ь0 , Ьі (і=1, 2, ... ,  п ) ,  оскільки відповідні вектор- 
стовпці МП рівні між собою, а тому ця матриця має лінійно за
лежні вектор-стовпці.
Таблиця 2.1 -  Матриця планування ПФЕ 23

8 2о * і * 2 2 3 Z4Z2 2 12 3 2 2 2 3 2 і2 223
1 + 1 - 1 - 1 - 1 +  1 +  1 +  1 - 1
2 + 1 + 1 - 1 - 1 - 1 - 1 +  1 +  1
3 + 1 - 1 +  1 - 1 - 1 +  1 - 1 +  1
4 + 1 + 1 + 1 - 1 +  1 - 1 - 1 - 1
5 + 1 - 1 - 1 +  1 +  1 - 1 - 1 +  1
6 + 1 + 1 - 1 +  1 - 1 + 1 - 1 - 1
7 + 1 - 1 +  1 +  1 - 1 - 1 +  1 - 1

8 + 1 + 1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1

Проведення експерименту на об’єкті дослідження. Оскіль
ки зміна відгуку у носить випадковий характер, то в кожній то



чці x g приходиться проводити т паралельних дослідів та ре
зультати спостережень усереднювати

і т
yg = ~ T y gk- (2-17)

т k і
Нехай у випадку який розглядається, т =3. Перед реаліза

цією плану на об’єкті необхідно рандомізувати варіанти варію
вання факторів, тобто, за допомогою таблиці рівномірно розпо
ділених випадкових чисел визначити послідовність реалізації 
варіантів варіювання плану в Nxm  дослідах. Рандомізацію про
водять таким чином. В таблиці рівномірно розподілених випад
кових чисел (див. додаток А) вибирають будь-який стовпець з 
якого по черзі беруть числа від 1 до Nxm  і записують послідовно 
в т стовпців к\, &2> •••> km (кожне число береться тільки один 
раз). Якщо в одному стовпці таблиці додатку А не виявилось 
усіх Nxm потрібних чисел, переходять до наступного її стовпця. 
Нехай, наприклад, k i= 8  при £=3 , це значить, що третій варіант 
варіювання реалізується в експерименті восьмим за порядком. 
Результати спостереження за експериментом відповідно до варі
антів варіювання плану записують в стовпці ygki, ygk^, ygki.

Перевірка відтворюваності експерименту є не що інше як 
перевірка виконання другої передумови регресивного аналізу 
про однорідність вибіркових дисперсій s ‘g . Завдання полягає в 
перевірці, під час дослідів, гіпотези про рівність генеральних 
дисперсій ст2 {Уі} = ст2 {і/2} =•••= g 2{i/n} відповідно в точках 
хх, х2, . . . ,  x N. Оцінки дисперсій знаходять за формулою

і тп 2
4  = — -i t ( y gk - ¥ g ) -  (2.18)

171 ~ L k=i
Оскільки всі оцінки дисперсій отримані за вибірками одна

кового об’єкта /п=3, то кількість ступенів свободи для всіх од
накова і складає

viB7Zfr~ т — 1. (2.19)
В цьому випадку для перевірки гіпотези про однорідність

оцінок Sg дисперсій потрібно користуватись критерієм Кохрена,
який оснований на законі розподілу відношення максимальної 
оцінки дисперсії до суми всіх зіставлених оцінок дисперсій, 
тобто



Якщо обчислене за даними експерименту (емпіричне) зна
чення критерію G виявиться менше за критичне значення GKp, 
знайденого за таблицею (див. додаток Б) для vlB/JT=m -  1 і 
v2вщт=№ (в даному випадку vlfi//T7. =  2 і \'2вщт =  8) та вибраного 
рівня значимості цвщт[% ] (звичайно 5% ), то гіпотеза про однорі
дність вибіркових дисперсій відповідає результатам спостере
жень. При цьому ВСЮ групу вибіркових дисперсій Sg можна
вважати оцінками для однієї і тієї ж генеральної дисперсії а 2{у) 
відтворюваності експерименту, звідки найкраща її оцінка має 
вигляд

sвідт (2.21)
я=1

з кількістю ступенів свободи
Узн = N(m -  1). (2.22)

Якщо перевірка відтворюваності досліду дала негативний 
результат, тоді залишається визнати його невідтворюваність 
відносно керуючих факторів внаслідок присутності несприят
ливих флуктуацій некерованих та неконтрольованих факторів. 
При цьому необхідно або збільшити кількість паралельних до
слідів для варіантів варіювання з більшими значеннями вибір
кових дисперсій Sg, або використовувати в подальшому модифі
кацію методу найменших квадратів, придатну при невиконанні 
передумови про відтворюваність експерименту.

Отримання математичної моделі об’єкта. Як вже вказу
валось раніше, користуючись методом ПФЕ, можна отримати 
опис об’єкта, що вивчається, в формі (2.6). При ПФЕ отриму
ються незалежні оцінки Ь0, Ьи Ьа відповідних коефіцієнтів
Зо» Зо Рд» тобто Ь0->Зо> &і—>Рі, Рг» 63->р3. Щ оцінки легко
знайти за формулами:

^  Л' і  N
&о = Т 7 І > о gyg, bt = -rr X zigVg (г = 1, 2, . . . , п),

iV g=і g - 1

bu =  ~  Z zigzigVg ( і ;  I =  l , 2 , . . . , n ;  і #  fy. (2.23)
G  g=і

Після визначення оцінок b коефіцієнтів регресії необхідно 
перевірити гіпотези про їх значущість, тобто перевірити відпо
відні нуль-гіпотези р=0. Перевірку таких гіпотез проводять за 
допомогою критерію Ст’юдента, емпіричне значення якого

t = \b\/s{b}, (2.24)

* 2{ ь } .= 'т г - й в т М  (2 '25)Nm
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де s2{b} -  дисперсія оцінки коефіцієнта b; N — кількість точок 
факторного простору, в яких проводиться експеримент; т -  к і
лькість паралельних дослідів в цих точках. Якщо знайдена ве
личина t перевищує значення tKp, що знайдене з додатку В для 
кількості ступенів v3H = N(m  -  1), при заданому рівні значущості 
q3H (звичайно 5% ), тобто sig n (t-tKp) -  + 1 , то перевірну нуль- 
гіпотезу Я о:Р= 0 відкидають і відповідну оцінку коефіцієнта ви
знають значущою. В іншому випадку, тобто при sign (t-tKp) =  -1 ,  
нуль-тіпотезу не відкидають і оцінку Ьі вважають статично не
значущою, тобто [3 =  0 .

Статистична незначимість оцінки коефіцієнта регресії bt 
може бути обумовлена такими причинами:

1) даний і-й фактор не має функціонального зв’язку з від
гуком у, тобто Рі=0 ;

2) р івен ь х і0 базового р еж и м у х 0 зн а х о д и т ь ся  в  точці 

окремого ек стр ем у м у  ф у н к ц ії в ід г у к у  ПО ф акто ру X; і тоді

З, = &  - о;

3) інтервал варіювання Дхг вибраний маленьким;
4) внаслідок впливу некерованих і неконтрольованих фак

торів велика помилка відтворюваності експерименту.
Ортогональне планування дозволяє визначати довірчі гра

ниці незалежно для кожного коефіцієнта регресії. Тому, якщо 
якась з оцінок коефіцієнтів виявиться незначною, то її можна 
відкинути без перераховування всіх інших. Після: цього матема
тичну модель об’єкта складають у вигляді рівняння зв’язку від
гуку у і факторів 2j, які включають тільки значимі оцінки кое
фіцієнтів.

Перевірка адекватності математичного опису. Щоб переві
рити гіпотезу про адекватність математичного опису дослідним 
даним, достатньо оцінити відхилення передбачуваної за отрима
ним рівнянням регресії величини відгуку yg від результатів 
спостереження yg в одних і тих же g-x точках факторного прос
тору. Розсіювання результатів спостережень поблизу рівняння 
регресії, що оцінює істинну функцію відгуку, можна харак
теризувати за допомогою дисперсії адекватності

де d  -  кількість членів апроксимуючого поліному. Дисперсія 
адекватності визначається за кількістю ступенів свободи

А

(2.26)
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V4Z? =  N -  d. (2.27)
Перевірка гіпотези про адекватність складається в вияв

ленні співвідношення між дисперсією адекватності та оцін

кою дисперсії відтворюванності відгуку sBIp T . Якщо ці оцінки
дисперсії однорідні, то математичний опис адекватно представ
ляє результати дослідів, якщо ж ні, то опис вважається неадек
ватним. Перевірку гіпотези про адекватність проводять з вико
ристанням F -критерію Фішера. Критерій Фішера дозволяє пере
вірити гіпотезу про однорідність двох вибіркових дисперсій

і s fщТ {у}. В тому випадку, якщо s ^ > s | ^ r {у}, F -критерій ха
рактеризується відношенням

F = в д / вщдт {у}- (2.28)
Якщо обраховане за результатами спостережень емпіричне 

значення критерію F менше критичного F Kp, знайденого із дода
тка Г для відповідних ступенів свободи:

viад =  N -  d, v2ад =  Узн =  N(m -  1) (2.29)
при заданому рівні значущості удд, то гіпотезу про адекватність 
не відкидають. В іншому випадку гіпотезу відкидають і матема
тичний опис визнається неадекватним.

Перевірка адекватності можлива при Уідд>0. Якщо кіль
кість N варіантів варіювання плану ПФЕ дорівнює кількості всіх 
значущих оцінок коефіцієнтів регресії (N = d ), то для перевірки 
гіпотези про адекватність математичного опису, ступенів свобо
ди не залишається ^ !д д =0). Якщо ж деякі оцінки коефіцієнтів 
регресії виявились незначущими, то число d  членів рівняння ре
гресії в цьому випадку менше числа N варіантів варіювання 
(N>d) та для перевірки гіпотези про адекватність залишається 
одна чи декілька ступенів свободи (v x ^ > 0 ).

В тому випадку, коли гіпотеза про адекватність відки
дається ,, необхідно перейти до більш складної форми матема
тичного опису або, проводити дослід з меншим інтервалом варі
ювання. Слід відмітити, що максимальна величина інтервалу 
варіювання визначається умовою адекватного опису об’єкта в 
області варіювання. Якщо при більших інтервалах варіювання 
математична модель неадекватна, то виникають систематичні 
помилки в визначенні коефіцієнтів, для зменшення яких необ
хідно звузити область варіювання. Однак зі зменшенням інтер
валу варіювання з’являється цілий ряд нових труднощів: зрос
тає відношення завади до корисного сигналу, що приводить до 
необхідності збільшувати кількість паралельних дослідів для 
виділення корисного сигналу на фоні “шуму”, тобто зменшуюл -
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ся абсолютні значення оцінок коефіцієнтів bh величини яких 
безпосередньо залежать від Axt (для рівняння з нормованими 
факторами zt), та оцінки коефіцієнтів можуть стати статистично 
незначущими.

Для вибору інтервалу варіювання проводять попередні дос
ліди. Інтервал варіювання можна вибрати рівним 0 ,0 5 -0 ,3  від 
допустимого діапазону варіювання факторів, тобто область варі
ювання складає приблизно 10—60% від усього діапазону. Поча
ткову точку варіювання (базову точку) вибирають якомога бли
жче до центра області факторного простору, в якій визначається 
математичний опис об’єкта (або області обмежень).

2.3 Д робовий  факт орний експерим ент
В багатьох практичних задачах ідентифікації вплив взаємо

дій (добуток факторів) другого та вищих порядків відсутній або 
дуже малий. Крім того на перших етапах досліду часто необхід
но отримати в першому наближенні лише лінійну апроксимацію 
рівняння зв’язку, що вивчається, при мінімальній кількості до
слідів. Тому неефективно використовувати ПФЕ для оцінювання 
коефіцієнтів лише при лінійних членах та деяких парних добу
тках через реалізацію великої кількості варіантів варіювання 
2п, особливо при великій кількості факторів п. При лінійному 
рості кількості незалежних факторів кількість варіантів варію
вання для ПФЕ зростає за степеневим законом, в результаті чого 
на перевірку гіпотези про адекватність залишається надто багато 
ступенів свободи.

Дробовим факторним експериментом (ДФЕ) називається 
експеримент, який реалізує частину (дробову репліку) повного 
факторного експерименту. ДФЕ дозволяє отримати, наприклад, 
лінійне наближення шуканої функціональної залежності 
М{у)  = ср(5) в деякому невеликому оточенні точки базового ре
жиму при мінімумі дослідів.

Планування експерименту. Для розв’язання трифакторної 
(п=3) задачі регресії в лінійному наближенні можна задовольни
тись чотирма варіантами варіювання, якщо в плануванні ПФЕ 
типу 22 додаток г 1г 2 прирівняти до третього незалежного факто
ру г 3. Таке планування, надане матрицею (табл. 2.2), дозволяє 
знайти вільний член b0 та три оцінки коефіцієнтів регресії при 
лінійних членах bi, b2, Ь3 (з чотирьох дослідів не можна отрима
ти більше чотирьох оцінок коефіцієнтів регресії).

Використання ДФЕ завжди пов’язане зі змішуванням, тоб
то зі спільним оцінюванням декількох теоретичних коефіцієнтів 
математичної моделі. В даному випадку, якщо коефіцієнти ре
гресії (3и при парних додатках відмінні від нуля, кожен із знай
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дених коефіцієнтів bt служить оцінкою двох теоретичних коефі
цієнтів регресії

Ро + Рі23>‘  ̂ Рі + (32з > Ь2 -» (32 + (З13; &з Рз + (312.
Дійсно, вказані теоретичні коефіцієнти в такому плануван

ні не можуть бути оцінені окремо, оскільки стовпці МП для лі
нійних членів та парних додатків збігаються. Розглянутий план 
ДФЕ представляє собою половину плану ПФЕ типу 23 або пла
нування типу jV=23-1 (див. табл. 2 .2).
Таблиця 2.2 -  Матриця планування ДФЕ 23 1

g 20 21 22 23 2і22 ZjZ3 г 2г 3 2і222з
1 +1 -1 -1 +  1 +  1 -1 -1 + 1
2 +1 +  1 -1 -1 -1 -1 +  1 +  1
3 +1 -1 +  1 -1 -1 +1 -1 +  1
4 +1 +  1 +  1 +  1 +  1 +1 +  1 +  1

Для правильного планування ДФЕ необхідно використовува
ти всі отримані раніше відомості теоретичного та інтуїтивного 
характеру про об’єкт та виділити ті фактори та добутки факто
рів, вплив яких на відгук є значним. При цьому змішування 
потрібно проводити так, щоб лінійні коефіцієнти Ро, Рі, ..., Р„ 
були змішані з коефіцієнтами при взаємодії найвищого ступеня 
(оскільки звичайно вони в моделі відсутні), чи при тих взаємо
діях, при яких апріорі відомо, що вони не впливають на відгук. 
Отже, недопустимо вільне розбиття плану ПФЕ типу 23 на дві 
частини для виділення напіврепліки типу 23 1 .

При великій кількості п факторів для отримання лінійного 
наближення можна побудувати дробові репліки високого ступе
ня дробовості. Так, при л=7 можна скласти дробову репліку на 
основі 1ІФЕ тину 23, прирівнявши чотири із семи факторів до 
взаємодії трьох інших факторів: парних та потрійних. Будемо 
позначати тип дробової репліки записом 2п~~Р, якщо р  факторів 
прирівняні до добутків інших п—р  факторів.

План ДФЕ можна побудувати, прирівнюючи фактори різним 
взаємодіям (парним, потрійним тощо), зрозуміло що, при цьому 
змінюється система спільних оцінок теоретичних коефіцієнтів. 
Для отримання системи спільних оцінок і аналізу роздільної 
здатності дробових реплік зручно користуватись поняттями ге- 
нерувального і визначального співвідношень. Генерувальне спів
відношення служить для побудви дробової репліки. Так, в роз
глянутому плануванні ми задавали напіврепліку плану ПФЕ ти
пу 23 за допомогою генерувального співвідношення z3= z 1z2-

Визначальним співвідношенням називається співвідно
шення, яке задає елементи першого стовпця матриці плануван
ня для фіктивної змінної (всі вони завжди дорівнюють 1). Вираз



визначального співвідношення у випадку, який розглядається, 
отримується множенням лівої і правої частин приведеного гене- 
рувального співвідношення на г 3, тобто 1=  г 1г 2г 3, оскільки 
завжди 2;2 =  1.

Знання визначального співвідношення дозволяє знайти всю 
систему спільних оцінок без вивчення матриці планування ДФЕ. 
Співвідношення, що задають ці оцінки, можна знайти послідов
ним множенням незалежних факторів на визначальне співвідно
шення:

20 = z1z2z3; zx = z2z3; z2 = zxz3; z3 = zxz2; 
звідси легко знаходяться змішувані теоретичні коефіцієнти ре
гресії та їх оцінки:

fy) Ро + Р 123 >' Рі + РгЗ’’ ^2 Рг + Р]3>' ^3 Рз + Рі2 *
Якщо апріорі можна прийняти, що коефіцієнти при всіх 

парних та потрійній взаємодіях рівні нулю, то реалізація цієї 
напіврепліки дозволить отримати роздільні оцінки для всіх чо
тирьох лінійних коефіцієнтів регресії. Роздільна здатність напів- 
реплік визначається їх генерувальними співвідношеннями. Роз
дільна здатність тим вища, чим вищий порядок взаємодії, з ко
ефіцієнтами яких змішані лінійні коефіцієнти. Вона збіль
шується для головних напівреплік з збільшенням кількості не
залежних факторів.

Для чвертьрепліки в п?ятифакторному плануванні типу 
25 2 повинні бути задані два генерувальних співвідношення, на
приклад z4 =  2]22z3; zb =  zxz2, причому вважаємо Рі2з= 0 > тобто 
хь  х2, х3 всі разом не взаємодіють, і Рі2= 0 , тобто х 1 та х2 також 
не взаємодіють. Визначальні співвідношення для цієї репліки, 
згідно з приведеними вище правилами, мають вигляд 
\ =ггг<1г 3г^, l = z xz2z3. Якщо для дробової репліки мають місце 
два чи більше визначальних співвідношення, то їх перемножу
ють між собою, використовуючи всі можливі комбінації. У ви
падку, що розглядаємо, існує одна нова комбінація l= z 3z4z5.

Узагальнене визначальне співвідношення, що будується на 
основі всіх отриманих визначальних співвідношень, повністю 
характеризує роздільну здатність реплік високого ступеня дро- 
бовості. Так , в даному випадку

1 =  z1z2z3z4 =  zxz2zs =  z3z4z5.
Спільні оцінки тут визначаються допоміжними співвідно

шеннями:
2 0 ~ 2 ] z 22 32 4= 2 12 22 5= 2 32 42 5! z4= z 12 22 3= z 12 2z 42 5= z 3z 5>
2 1= z 2z 3z4= z2z 5= z 1z 3z42 5i

2 2= 2 12 32 4= 2 1z5= z 22 3z42 5 i

z 3= 2 1z 2z 4==z 1z2z 3z 5==z4z 5>

2 5= 2 12 22 32 42 5= z 12 2= 2 32 4 . 
2 12 3= z 2z 4==22z 3z 5= z 12 4 z 5> 
2 12 4 ~ 2 22 3= 2 22 42 5= 2 12 32 5'
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Ці допоміжні співвідношення дозволяють встановити, які 
стовпці МП будуть лінійно залежними і, отже, спільна оцінка 
таких теоретичних коефіцієнтів є той чи інший вибірковий кое
фіцієнт регресії:

Роздільна здатність цієї чвертьрепліки невисока, оскільки 
всі теоретичні лінійні коефіцієнти регресії змішані з коефі
цієнтами при парних взаємодіях. Слід мати на увазі, що план 
ДФЕ завжди можна доповнити до плану ПФЕ дробовими реплі
ками, яких не вистачає. В даному прикладі для решти трьох 
чвертьреплік генерувальні співвідношення запишуться у вигля
ді:

а узагальнювальні визначальні співвідношення -  у вигляді: 
l = 21Z2Z3Z4= -Z 1Z225= - 232425,
1 = _ z 1z 22 32 4= 2 12 22 5= _ z;3z 4z 5>
1= -Z 1Z2Z3Z4=-Z 1Z2Z5=Z3Z425.

Здійснення цих додаткових чвертьреплік означає реаліза
цію ПФЕ в цілому і, отже, окреме оцінювання всіх теоретичних 
коефіцієнтів регресії (якщо апріорі відомо, що Рц=0 , Р;й= 0).

Проведення експерименту на об’єкті дослідження. Реалі
зація плану ДФЕ нічим не відрізняється від реалізації плану

Перевірка відтворюваності експерименту. Перевірку одно
рідності оцінок дисперсії відгуку в різних точках факторного 
простору проводять в повній відповідності з методикою, викла
деною для ПФЕ, різниця полягає лише в кількості точок плану.

Отримання математичної моделі об’єкта. Процедура ви
значення оцінок коефіцієнтів регресії та перевірки їх значущос
ті повністю збігається з процедурою, що використовується при 
дослідженні об'єкта методом ПФЕ.

Перевірка адекватності математичного опису. Адеква
тність математичного опису функції відклику перевіряють тими 
ж методами, що і для ПФЕ.

ЗАВД А Н Н Я  ТА ПОРЯДОК ВИКОНАННЯ РОБОТИ

1. Побудувати матриці планування ПФЕ для двох, трьох і ДФЕ 
для чотирьох незалежних факторів, які варіюють на двох рів-

йО->Ро+Рі234+Рі25+Рз45> &4-»Р4+Рі23+Рі245+Рз5>

frl">Pl+P234+P25+Pl345> ^5-> Р5+Рі2345+Рі2+Рз4і
^2~>Р2+Рі34+Рі5+Р2345> i’l3“ >'Pl3+p24+ p235+Pl45>

£’3“ >Рз + Р і 2 4 + Р і 235+Р45> &1 4 -),Р і4 + р 2 3 + Р 24 5 + Р і3 5 -

ПФЕ.

нях.
2. Задати модель об’єкта №3 з двома факторами х%-
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3. Провести експеримент у відповідності зі створеним планом 
ПФЕ типу 22 з центром в точці х0 з координатами х 10 =  5,0;
х2о =  6 ,0  та інтервалами зміни Дх1=Дх2= 0 ,2  при середній ква
дратичній помилці відтворюваності експерименту а у= 5. Про
вести три серії паралельних дослідів (т =  3).

4. Задати модель об’єкта №4 з трьома факторами х 4, х 2, х 3.
5. Провести експеримент у відповідності зі складеним планом 

ПФЕ типу 23 з центром в точці х0 з координатами х 10 =  5,0; 
х20 = 6,0 ; х 30 =  5,0 та інтервалами варіювання Дх!=Дх2=  
Дх3=0,2  при середній квадратичній помилці відтворюваності 
експерименту о у=  5. Провести три серії паралельних дослідів 
(т = 3).

6 . Обробити результати спостережень експериментів п. З і 5:
а) провести перевірку відтворюваності експерименту;
б) розрахувати оцінку коефіцієнтів регресії, визначити диспер

сії оцінок коефіцієнтів, перевірити їх значимість;
в) перевірити адекватність отриманого математичного опису.

7. Знайти визначальні співвідношення напівреплік планування 
типу 24_1 з генерувальним співвідношеннями:

1) 2 4 = 2 42 22 3 ; 2) 2 4 =  -ZXZ2ZZ, 3) 2 4 =  2 j 2 2; 4) 24 =  ~ZXZ2,
5) 24 = 2423; 6 ) 24 =  - z xzz ; 7) z4 =  z2z3; 8) z4 =  - z 2z3.
8. Вибрати з цих напівреплік одну для реалізації ДФЕ, якщо ап

ріорі відомо, що на відгук можуть впливати лише три парних 
взаємодії х 4х 2, х2х3, х 2х4 і лінійні члени. Вибір виконувати з 
умови одержання незмішаних оцінок лінійних коефіцієнтів і 
коефіцієнтів трьох означених парних взаємодій. Побудувати 
МП вибраної напіврепліки.

9 .Задати модель об'єкта №5 із чотирма факторами х 4, х 2, х 3, х 4.
10.Провести експеримент у відповідності з планом вибраної на

піврепліки типу 24~4 з центром в точці х 0 з координатами 
х 10 = 5,0; х 20 =  6,0; х 30 =  5,0; х40 =  4,0 та інтервалами варію
вання Ах1=Лх2=Ах3= 0 ,2 ; Ах4=0 ,3  при середній квадратичній 
помилці відтворюваності експерименту а у= 5. Провести три се
рії паралельних дослідів (т =  3).

11.Обробити результати спостережень експерименту (п. 9) у від
повідності з програмою п. 6 .

12.Дати графічну інтерпретацію рішення двофакторної задачі 
регресії, побудувавши на площині двох факторів х 4, х 2 лінії

Л
постійних рівнів відгуку (у = const) за допомогою отриманого
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рівняння регресії, і нанести в точках варіантів варіювання се

редні дослідницькі значення відгуку yg .

ФОРМУЛИ Д ЛЯ  РОЗРАХУНКУ

1 т
!• У е

171 ft-1

2 . 2 .  Sg =  Z i y g k - y g f  3 числом ступенів свободи
т ~ 1 *=і

viвщт -  m -  I. 

maxjs|)
3 . G  = - ^ — < G p[v 1ВІДТ ’ У2ВІДт) 3 ЧИСЛОМ ступенів свободи

8=1

V1 ВЩ Т  =  m  ~ 1 і У2ВІД Т  =  N .

\ N  1 N
4 - ьо = — Е  2о8У8- 5. Ьі = — £ îgVg (і = 1, 2,. . . ,  п).

iv g=l л  g=l

1 JV
6 - bu =  Т 7  Y , z igz ig y g 0 - 1 =  1 . 2  n ; i  *  l).

Jy g=і

2 1 W
7. SB[pT {y} =  —  £  Sg з числом ступенів свободи Узя  = IV(m. -  1).

N  g = l

8. s2{b} = ——  s2BmT{y} з числом ступенів свободи v3H = N(m -  l).
Nm

9. t = |bj/s{ib} > t Kp(v3H) з числом ступенів свободи v3H = N(m -  1).

10. ^  — Ysiyg -  UgY з числом ступенів свободи

— N -  d.

11. F  = s \ js 2BiaT{y) < F p(v1A;v2A) з числом ступенів свободи 

и1даг =  N -  d і Г2ДД = Изя =  -  !)•
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КОНТРОЛЬНІ ЗАП И ТА Н Н Я

1. Що називається повним і дробовим факторним експери
ментом?

2. Як вибираються фактори планування, їх основні (базові) рів
ні й інтервали варіювання?

3. Зазначити порядок проведення експерименту методом ПФЕ?

4. Як складається матриця планування ПФЕ?

5. Як перевірити відтворюваність варіантів варіювання ПФЕ?

6 . При яких умовах не дотримується вимога відтворюваності 
експерименту і що варто зробити в цьому випадку?

7. Як перевірити значимість оцінок коефіцієнтів регресії?

8 . При яких умовах оцінки коефіцієнтів регресії є незначимими 
і як ці умови усунути?

9. Як перевірити адекватність математичної моделі?

10.При яких умовах не дотримується вимога адекватності мате
матичної моделі і що варто зробити в цьому випадку?

11.Що таке генерувальне співвідношення і як воно вибирається?

12.Що таке визначальне співвідношення і як з його допомогою 
складається система спільних оцінок?

13.Від чого залежить роздільна здатність дробових реплік?



Тема 3 МЕТОД ВИПАДКОВОГО БАЛАНСУ

Мета -  ознайомлення з основними ідеями і процедурою  
заст осування методу випадкового балансу, призначеного для  
виділення найбільш істотних вхідних змінних серед великого  
числа лінійних факт орів і їхніх парних взаєм одій у 
багатофакторному об’єкті.

КОРОТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

3.1 Основні іде ї т а п ередум ови
При оптимізації багатофакторного об’єкта основним 

етапом є отримання математичної моделі, що адекватно описує 
статичний об’єкт у діапазоні зміни його вхідних змінних 
(факторів). При цьому природно прагнути до того, щоб матема
тичний опис був якомога більш простим при максимумі 
подібності, особливо при розробці способів та систем 
оптимального управління, коли важливо досягнути або 
підтримувати глобальний, а не локальний або частковий 
екстремум. Проте вирішення цієї задачі в реальних умовах 
зазвичай пов’язане з серйозними утрудненнями, які викликані 
дуже великою кількістю змінних, які в тій чи іншій мірі 
впливають на об’єкт. Методика регресивного аналізу основана на 
припущенні, що враховані всі або, у крайньому разі, всі істотні 
фактори, інакше отримана математична модель стане 
неадекватною. Залучення всієї множини змінних до складання 
математичного опису може вимагати непомірного об’єму експе
риментальної та обчислювальної роботи, що найчастіше не може 
бути виконана через технологічні, економічні та інші 
обмеження. Виникає необхідність попереднього відсіву 
неістотних змінних та виділення тих вхідних впливів, які 
найбільш відчутно впливають на цільову функцію.

Якщо число всіх можливих факторів, що впливають на 
об’єкт, не перевищує шести-семи, то для попереднього вивчення 
об’єкта можна використати методи дробового або повного 
факторного експерименту. Проте при великому числі 
розглянутих факторів методи ГІФЕ і навіть ДФЕ, призначені для 
ретельного вивчення поверхні відгуку, виявляються занадто 
громіздкими та трудомісткими для постановки дослідів 
відсіювання. Якщо накласти деякі обмеження при самій 
постановці задачі, то можна знизити кількість таких дослідів. 
Наприклад, коли діють тільки лінійні змінні, використовують 
насичені плани ДФЕ, при яких всі iV- І  ступенів свободи 
(N -  кількість рядків МП, що відповідає кількості точок 
факторного простору, в яких ставляться досліди) ви-



користовуються для оцінки коефіцієнтів при лінійних членах 
рівняння регресії. Метод випадкового балансу (МВБ) викори
стовує перенасичені плани, при яких виконується умова

u + l> N ,  (3.1)
де и -  загальна кількість досліджуваних змінних, в тому числі І 
лінійних факторів і и- l  парних взаємодій, а І представляє 
постійний член.

Важливою теоретичною передумовою МВБ є апріорне 
знання того, що з усієї сукупності розглянутих змінних тільки 
невелика їх кількість (наприклад, 10 -15% ) є дійсно суттєвими, 
інші ж можуть бути віднесені до «шумового поля». Під 
«шумовим полем» розуміють випадкові перешкоди є, про які 
нічого невідомо, та малозначимі і незначимі змінні (лінійні та 
парні взаємодії), які недоцільно контролювати. Постулюється, 
що для успішного застосування МВБ розглянуті змінні 
розташовані в порядку спадання внесків в загальну дисперсію 
функції відгуку і повинні утворити криву, що швидко загасає 
(рис. 7). Внески істотних факторів повинні набагато (мінімум на 
порядок) перевищувати похибку вимірювання, що визначається 
шумовим полем. Крім того, передбачається: що об'єкт
управляється; що між окремими складовими дисперсії функції 
відгуку і вхідними змінними може бути встановлена відповід
ність; що досліди відтворені, а окремі виміри випадкові і неза
лежні один від одного (виконуються теоретичні передумови рег- 
ресійного аналізу).

Основна ідея методу полягає в тому, що замість дробових 
реплік, що є систематичними ортогональними вибірками з ПФЕ, 
беруться випадкові вибірки. Тоді вектори-стовпці матриці 
планування можна вважати не корельованими або слабко коре- 
льованими один з одним. Спільні оцінки стають змішаними 
випадковим чином. З'являється можливість виділити і 
незалежно оцінити всі змінні, що домінують.

Формально нерівність (3.1) означає, що число ступенів сво
боди і<0 . При цій умові, зрозуміло, неможливо одержати неза
лежні кількісні оцінки коефіцієнтів рівняння регресії для всіх 
розглянутих змінних. Але цього і не потрібно при проведенні 
дослідів відсіювання, завданням яких є виділення істотних 
змінних і віднесення неістотних або мало істотних змінних до 
“шумового поля”. Тоді виділені істотні змінні (лінійні члени і 
парні взаємодії) можуть бути незалежно оцінені і кількісно, 
якщо їхнє число h підпорядковується умові

h + l< N ,  (3.2)
причому це оцінювання виконується, очевидно, із тим більшою 
похибкою, чим більшою є частка дисперсії функції відгуку, що



викликається “шумовим полем”. При використанні МВБ 
математичну модель складного об'єкта

Л A v-t Л ^  /  о о \
У = ao + L a i2i +  L arzr + £  (3.3)

;=і r=h+i
розщеплюють на частини, де h -  число значимих змінних; 
u-h  -  число незначимих змінних; є  — випадкова складова 
похибки. Під zit zr розуміються нормовані лінійні фактори і 
парні взаємодії.

" У

Рисунок 7 -  Залежність змінних від їх 
внесків: х -  змінні, у -  внески змінних

Із сказаного випливає, що МВБ має меншу чутливість, 
ніж ПФЕ і ДФЕ. Під чутливістю методу звичайно розуміється 
спроможність виділяти коефіцієнти a t рівняння регресії, що 
значно відрізняється від нуля (тобто спроможність відкидати 
пуль-гіпотезу Н0: а£= 0. Зате він має більшу роздільну здатність 
у сприятливих умовах, при однаковому числі дослідів МВБ 
дозволяє незалежно виділити істотні змінні серед набагато 
більшого числа змінних, що переглядались, ніж при ДФЕ і тим 
більше ПФЕ. Метод варто застосовувати при вивченні більше 
восьми-десяти факторів, якщо експерименти недорогі і якщо 
явно відомо, що лише деякі змінні є істотними. Якщо ж майже 
всі або хоча б більшість змінних, що розглядаються, 
визначають процес і їх  небагато, то краще застосовувати ДФЕ з 
підходящими визначальними контрастами.

3.2 П обудова  м ат риці п лануван ня
Побудову матриці планування для проведення дослідів 

відсіювання виконують на основі передумови, що досліджувані



фактори повинні бути змішані випадковим чином. Всі лінійні 
фактори zt (і — 1 , 2 , ..., п) розбивають на групи, при цьому праг
нуть фактори, що явно взаємодіють, включити в одну групу. 
Якщо ж немає апріорних відомостей про фізику процесу, то 
розбиття факторів по групах можна робити формально, з 
використанням таблиці випадкових чисел. У цьому випадку 
попередньо складають пронумерований список факторів, а потім 
за допомогою таблиці випадкових чисел кожному чиннику 
привласнюють свій випадковий порядковий номер, після чого, 
наприклад, фактори під випадковими номерами з 1 по 4 
об'єднують у першу групу, фактори під номерами з 5 по 8 -  у 
другу і т.д. Потім для кожної групи складають МП на основі 
ПФЕ і. ДФЕ. Всі групові МП повинні мати однакову кількість 
рядків, щоб їх можна було сортувати. Число N  рядків кожної 
групової матриці повинно задовольняти умову (3.1) і рівність

N =2?. (3.4)
Причому р  вибирається звичайно найменшим, при якому 

виконується нерівність N >n, де п -  число лінійних факторів. 
План експерименту відсіювання створюють шляхом стикування 
групових МП випадковим змішуванням їхніх рядків.

Пояснимо це на прикладі: Нехай потрібно дослідити шість 
факторів г х, z2, z3, z4, z5, ze і 15 їхніх парних взаємодій і, за до
помогою МВБ, виділити самі істотні. Розіб'ємо 6 факторів на дві 
групи: 1 ~ г х, z2, z3; 2 -  z4, z5, ze . Тоді групі 1 відповідає мат
риця ПФЕ тину 23 (табл. 3.1), а групі 2 -  аналогічна (табл. 3.2).

Загальна МП для МВБ складається у вигляді табл.3.3 шля
хом порядкового сортування табл. 3.1 і 3.2 після рандомізації 
їхніх рядків за допомогою таблиці випадкових чисел (див. 
додаток А). Початок відліку в таблиці випадкових чисел 
повинен вибиратися довільно. Випадкові числа вибираються “без 
повторення”, тобто одне число береться тільки один раз. У 
цьому випадку отримана МП є нормальною (симетричною), 
тобто колений із факторів планується однакове число разів як на 
рівні -1 , так і на рівні +1 . Це підвищує точність розрахунків. 
Загальна МП у даному прикладі може мати вигляд табл. 3.3.

Порядок номерів #і і g2 обраний із таблиці випадкових 
чисел, причому спочатку обрана серія g x, а початок вибору серії 
g2 повинен був служити кінцем вибору серії g\. При 
упорядкуванні загальної МП для МВБ необхідно, щоб 
максимальне число її векторів-стовпців було ортогональним, 
причому в ортогональну частину прагнуть включити найбільш 
істотні фактори, якщо їх можна оцінити апріорно. Якщо 
вдасться вгадати всі істотні фактори і включити їх в одну групу, 
то це означає, що для них одночасно виявиться здійсненним



ПФЕ. Результати МВБ аналізуються за допомогою діаграм 
розсіювання або за допомогою вибіркових ортогональних МП.

Таблиця 3.1 Таблиця 3.2_______________
Номер
рядка

(§г)

21 2 2 2 3

1 -1 -1 -1
2 +1 -1
3 -1 +  1 -1
4 +1 +  1 -1
5 -1 -1 +  1
6 +1 -1 +  1
7 -1 +  1 +  1
8 +1 +  1 +  1

Номер
рядка

т

2 4 2 5 2 6

і -1 -1 -1
2 +  1 -1 -1
3 -1 +  1 -1
4 +  1 +  1 -1
5 -1 -1 +  1
6 +  1 -1 +  1
7 -1 +  1 +  1
8 +  1 +  1 +  1

Таблиця 3.3
Номер 
рядка 

загальної 
М П  (g)

Номер 
рядка 
табл. 

3 . 1  (Яі.)

2і 2 2 23 Номер 
рядка 
табл. 

3 . 2  t e 2)

2 4 2 5 2 6

1 3 - 1 +  1 - 1 4 +  1 +  1 - 1
2 4 + 1 +  1 - 1 7 - 1 +  1 +  1
3 7 - 1 +  1 +  1 8 +  1 +  1 +  1
4 5 - 1 - 1 +  1 5 - 1 - 1 +  1
5 2 + 1 - 1 - 1 3 - 1 +  1 - 1
6 8 + 1 +  1 +  1 6 +  1 - 1 +  1
7 6 + 1 - 1 +  1 2 +  1 -1 -1
8 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1

3.3 П обудова д іа гр ам  розсію ван ня
Побудову діаграми розсіювання пояснимо на прикладі. 

Нехай досліджується вплив шести факторів за планом, наведе
ним в табл. 3 .3, а результати експерименту дані в табл. 3.4.

Таблиця 3.4
g k 2і 2 2 2 3 2 4 2 5 26 Ув У е
1 5 -1 + 1 -1 +  1 +  1 -1 27 39,5
2 4 +1 +1 -1 -1 +  1 +  1 49 49
3 8 -1 +1 +1 +  1 +  1 +  1 31 43,5
4 6 -1 -1 +1 -1 -1 +  1 39 39
0 2 +1 -1 -1 -1 +  1 -1 64 64
6 7 +  1 +1 +1 +  1 -1 + 1 40 5 2 . 5
7 3 +1 -1 +1 +  1 -1 - 1 4 2 5 4 , 5
8 1 -1 -1 -1 -1 ” 1 -1 4 7 4 7



У графі k наведено випадковий порядок проведення 
дослідів по рядках МП (взагалі, в даному випадку досліди 
можна проводити і по порядку номерів g, оскільки загальна 
матриця, дякуючи випадковому підбору рядків групових 
матриць, вже рандомізована). Для зменшення впливу перешкод 
і одержання оцінки дисперсії відтворюванності можуть 
виконуватися паралельні досліди. Для кожного фактора 
проводиться своя ордината (рис. 8). зліва від неї відзначаються 
точками ті значення відгуку у^, що відповідають положенню 
даного фактора на нижньому рівні варіювання zig=  - 1 ,  а справа 
-  для zig=  +1(і -  номер фактора; g -  номер рядків МП). Потім 
знаходяться частинні медіани (в якості центру розподілення в 
МСБ використовують медіану, оскільки при асиметричних 
розподіленнях вона більш ефективна, ніж середнє арифметичне. 
значення) -  окремо для випадкового розсіювання точок зліва від 
ординати й окремо для точок справа. Правильність побудови 
діаграм розсіювання необхідно перевіряти підрахунком 
кількості N точок, кількості точок на кожному з рівнів, а також 
перевіркою, чи присутнє кожне yg (g — 1, 2, N) в діаграмах 
кожного 2,, тобто перевіркою по горизонталі. Нагадаємо, що 
вибірковою оцінкою медіани у=М е{у} для дискретних даних у 
математичній статистиці називається таке значення випадкової 
величини у, по обох сторонах якого лежать рівні кількості 
випадкової величини у, незалежно від їхніх конкретних 
значень. Якщо кількість точок парна (2vV), то медіана лежить 
посередині між N-ю і (N +  1)-ю точками, якщо ж -  непарна 
(2А+1), то медіаною є (ЛЧ-І)-а точка. Різниця між медіаною 
справа Ме{у)|2(=+1 і медіаною зліва Me{i/}j2. = _ г  (але не навпаки)

називається внеском фактора zt у цільову функцію у і 
позначається В2 (для взаємодії В2. Вг^)

В2і =Me{y)\Zi=+1-Me{y}\2i^ l . (3.5)

З рис. 8, що побудований за даними табл. 3 .4, знаходимо:
Вч  =  45,5 -  35,0 =  10,5; В2г =  35,5 -  44,5 =  -  9,0;
Вч  =  39,5 -  48,0 =  -  8 ,5; Вч  =  35,5 -  48,0 =  -  12,5;
В25 =  40,0 -  41,0 =  -  1,0; В2в =  39,5 -  44,5 =  -  5,0.
Візуальне і чисельне порівняння внесків дає можливість 

виявити, що найбільш істотні змінні мають найбільші внески. 
Але в ряді випадків абсолютний розмір внесків не є достатнім 
критерієм найбільшої істотності змінних. Тому використовують 
також додаткові критерії: корельованність векторів-стовпців, 
наявність, число і характер точок, що виділяються. Пояснимо



поняття “точки, що виділяються” на рис. 8 для фактора z2 на 
рівні г2=  -1  е одна точка, розташована вище, ніж найвища 
точка на рівні г 2=  +1 , а на рівні г 2=  +1 є дві точки, роз
ташовані нижче, ніж найнижча точка на рівні z2=  -1 . Таким 
чином, z 2 має три точки, що виділяються, z 1 і г 4 -  по п'ять 
точок, a zs , z 5 і ze -  жодної, так що, незважаючи на приблизно 
однакові внески г 2 і 23 , чинник z 3 визнається несуттєвим у 
порівнянні З Z2 І ТИМ більше З 24 І Z1. Фактори Zg, z 5 і z 6 не 
мають точок, що виділяються тому, що в цих трьох факторах 
розмах точок на одному з рівнів перевищує розмах точок на 
іншому рівні, причому так, що на рівні, де розмах менше, немає 
точок розташованих ні вище, ні нижче. Необхідно враховувати і 
характер розташування точок, що виділяються: чи розта
шовуються вони відповідно до знака внеску або протилежно до 
нього.
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Рисунок 8 -  Діаграма розсіювання

3.4 П ослідовне виділення іст от них змінних
Виділення найбільш істотних змінних і їхнє ранжування 

можна зробити двома способами: за допомогою внесків і ортого
нальних вибіркових МП. Щоб виключити вплив найбільш істот
них факторів за допомогою внесків, їх треба ніби 
“стабілізувати” на одному з двох рівнів варіювання. У 
розглянутому прикладі (рис. 8) варто спочатку виділити z4 
(Щ4 = -1 2 .5  і п'ять точок, що виділяються,). Стабілізація z4 
здійснюється вирахуванням внеску В2] зі своїм знаком із
величини yg у тих рядках табл. 3.4, де 24g.= + l (при стабілізації 
z4 на рівні 24 =  -1 ) , тобто за допомогою формули



У  g У  g В 2І, (3.6)

де yg -  вихідне (дослідне) значення відгуку в g - у рядку вихідної 
МП (див. табл. 3.4); у ^  -  значення відгуку в g - у рядку після 
першого (індекс І) коригування; Д,( -  внесок найбільш істотного
нормованого фактора. Значення yg на іншому рівні варіювання 
(24= -1 )  залишається при цьому незмінним. Результати першого 
коригування представлені в останньому стовпці табл. 3.4. За но
вими даними yg будують нову діаграму розсіювання і вже по ній 
визначають таку змінну, яка за рангом впливу має найбільший 
внесок, після чого описану процедуру повторюють. Очевидно, 
раніше виділені (“стабілізовані”) найбільш істотні змінні на 
кожній наступній діаграмі розсіювання не підлягають 
вивченню: відповідні їм координати залишаються
незаповненими. Якщо виявиться, що внески двох факторів 
приблизно рівні, то більш істотним визнають той, у діаграмі 
розсіювання якого значно більше точок, що виділяються, у 
верхній і нижній частинах діаграми, навіть якщо він має дещо 
менший за величиною внесок. Наприклад, із рис. 8 очевидно, 
що Вч ~ В г г , проте сумарна кількість точок, що виділяються,
для 2 і дорівнює 2+3=5. Для г% є лише три точки, що 
виділяються. Тому Z] приймається більш істотним і він 
виключається раніше. Процес виділення істотних змінних 
припиняють, коли виконана умова (3.2) або коли на черговій 
діаграмі розсіювання всі внески Вг стають приблизно однаково
малими за абсолютною величиною і порівнянними за і-крите- 
рієм Стьюдента з подвоєною помилкою коефіцієнтів 
нормованого рівняння регресії. Методом випадкового балансу, 
як це випливає з співвідношень (3.2) і (3.3), можна одержати 
рівняння регресії

у = а0 + а, • z, + а, • z2 + ... + ah -z h + £ ,  (3.7)

де Zj, Z2, ..., zh -  виділені найбільш істотні нормовані лінійні 
фактори і їхні взаємодії, h -  задовольняє умову (3.2); £ -  усе 
’’шумове поле”. Описаний порядок виділення і ранжування 
істотних змінних за допомогою діаграм розсіювання і внесків 
являє собою, очевидно, трудомістку процедуру, що потребує тим 
більшої уваги, чим більше загальне число і змінних, і 
взаємодій.

Цю трудомісткість можна знизити, якщо застосувати 
ортогональні вибіркові МП для 2 -3  найбільш істотних факторів 
2,:, оцінених за першою діаграмою розсіювання, побудованою за 
вихідною МП. Побудову ортогональної вибіркової МП для двох



факторів розглянемо на прикладі табл. 3.4 і рис. 8. Візуальне 
оцінювання і розрахунок внесків із залученням додаткових кри
теріїв показали, що найістотнішими факторами є z4 і г х, що 
мають і найбільше число точок, що виділяються (по п'ять). По
будуємо ортогональну МП для п= 2 (табл. 3.5), у якій прийняті 
такі позначення: geu6 -  номер рядка вибіркової ортогональної 
МП типу 7V=22. Таким чином, у кожному рядку МП (табл. 3.5) 
виявилося по два паралельних досліди (ygX і yg2), порядкові сере
дні значення відгуку дані в графі ygeu6. Табл. 3.5 дозволяє 
розрахувати оцінки коефіцієнтів нормованого рівняння регресії 
за формулою (2.23), а також зробити їхнє статистичне 
оцінювання. У графі s2geu6 приведені незміщені оцінки 
порядкових дисперсій, їхня однорідність перевіряється за 
допомогою G-критерію Кохрена, якщо в кожному рядку 
вибіркової МП є однакове число т паралельних дослідів. В 
останній графі табл. 3.5 підраховані сума порядкових дисперсій 
(£s2geu6= 154,5) та розрахункове значення критерію Кохрена 
(G=0,73). Критичне значення GKp знайдено з додатка Б для 
числа ступенів свободи чисельника v j= l  та знаменника v2=4 
(порівнюються чотири дисперсії) при ij=0.05. Оскільки G<GKp, то 
можна зробити висновок про однорідність оцінок дисперсій.

Таблиця 3.5
ёвиб 24 2 1 Уіі Уі 2 ygeu-б 0виб Перевірка

відтворюваності
1 -1 -1 39 47 43 32 Z  s2geu6=  154,5
2 +  1 -1 27 31 29 8 G =0,73
3 -1 + 1 49 64 56.5 112.5
4 +  1 +  1 40 42 41 2 Gkp-0 ,9 0 6

Якщо оцінки коефіцієнтів а 4виб та а Хвиб стануть статично 
значимими, то приступають до виділення найбільш істотних 
факторів z4 та г х. Тому вихідну табл. 3.4 коректують з допомо
гою а івиб та а 1виб за формулою, аналогічною формулі (3.6), 
стабілізуючи z4 та г 1 на рівнях z4=  -1  та Zy= -1

yg-V g ~  3&4вцб—2Я]Єц4, (3.8)

з цією метою в тих g-рядках, де z4g=  +1 та z Xg=  +1 , з вихідних 
значень відгуку yg відраховують подвоєні значення коефіцієнтів 
а івиб та а 1виб із своїми знаками {а4виб=  -  7 .49, а Хвиб=  +  6.4). Від
раховувати подвоєні коефіцієнти рівняння регресії слід тому, 
що щ характеризує середню зміну відгуку у при переході нормо
ваного фактора з базового рівня г г=  0 на рівень гг=  + 1 , в той час



як внесок В гі характеризує усереднену зміну відгуку у при пере
ході 2, З рівня 2j= -1  на рівень Z f =  +1.

В результаті коректування отримаємо таблицю (табл. 3.6). 
За даними цієї таблиці можна побудувати нову діаграму розсію
вання (рис. 9), з якої видно, що: для г 2 зменшилась абсолютна 
величина внеску Bz. ; для г 3 зменшилась величина внеску та не 
змінився характер діаграми (не з’явилось жодної точки, що ви
діляється); для 25 характер діаграми не змінився, проте 
змінився знак вкладу, що буває у неістотних факторів; для 26 
абсолютна величина вкладу не змінилась, проте тільки у цього 
фактора з усіх, що залишились, змінився характер діаграми 
розсіювання (з’явились чотири точки, що виділяються). 
Розглядаючи відкоректовану діаграму розсіювання бачимо, що 
на другому етапі виділення найбільш істотних змінних потрібно 
виключити вплив 22 та 2g, які мають найбільші внески та по три 
-чотири точки, що виділяються. Для такого виділення можна 
використовувати або внески B Zf, та Bz , або коефіцієнти а 6виб та
а 2виб’ знайдені з ортогональної вибіркової МП, складеної для г 2 
та 26 аналогічно табл. 3.5. На чергових діаграмах розсіювання 
ординати для виділених найбільш істотних змінних залишають 
незаповненими. Відмітимо, що дисперсія точок в діаграмах 
розсіювання після виділення найбільш істотних факторів 
(рис. 9) відчутно зменшилась в порівнянні з початковою 
картиною (рис. 8). При великій кількості п основних факторів 
можна побудувати ортогональну вибіркову МП типу 24~1 або 
23~':, якщо вдається вибрати з вихідної МП достатню кількість 
відповідних рядків.

Таблиця 3.6
8 2і 22 23 2 4 25 26 У є у \
1 —1 +  1 -1 -1 +  1 -1 27 41,8
2 -1 +  1 -1 -1 +  1 4-1 49 36,2
3 -1 +  1 +1 -1 +  1 4-1 31 45,8
4 -1 -1 +  1 -1 -1 +  1 39 39
5 -1 -1 -1 -1 +1 -1 64 51,2
6 -1 +  1 + 1 -1 -1 4-1 40 42
7 -1 -1 +  1 -1 -1 -1 42 44
8 -1 -1 -1 -1 -1 -1 47 47

Розглянемо операції з парними взаємодіями. В табл. 3.4 та 
на рис. 8 ми мали діло тільки з лінійними факторами. Але 
табл. 3.4 можна доповнити вектор-стовпцями парних взаємодій, 
знаки яких отримуються простим перемноженням знаків 
факторів у відповідних рядках МП (табл. 3.4). Діаграму 
розсіювання (рис. 8) можна доповнити ординатами для парних



взаємодій та аналізувати їх описаним способом нарівні з 
лінійними факторами. Але число взаємодій швидко зростає із 
збільшенням числа п факторів. Передбачається, що найбільш 
істотну взаємодію, наприклад ztzr, порівняно з іншими 
взаємодіями повинно мати і найбільше число точок, що 
виділяються, на обох рівнях. Але для того щоб добуток zigzrg був 
від’ємним, g-i точки відгуку yg факторів Z; та zr повинні бути на 
різних рівнях, а для того щоб він був додатним -  на однакових 
рівнях. Очевидно, найбільше число точок, що виділяються 
(тобто взагалі і найбільший вклад Вг^ г ), виявиться в тому
випадку, якщо zt та zr в одній із частин діаграми розсіювання, 
наприклад у верхній, мають однаковий за рівнями розкид 
відповідних g-x точок, а в іншій частині (нижній) -  проти
лежний, ніби дзеркально відображений розкид за рівнями g - x  
точок. Це видно з рис. 10, де показані тільки верхні та нижні 
частини діаграми розсіювання, побудовані за абстрактними 
даними, а середні частини зображені пунктирними лініями. 
Інколи навіть порівняно слабкі лінійні фактори можуть 
породити досить істотні парні взаємодії.

Рисунок 9 -  Діаграма розсіювання

3.5 Обчислення оцінок коефіцієнт ів т а ст ат ист ична оцінка
р езульт ат ів

Оцінки коефіцієнтів нормованого рівняння регресії можна 
отримати по вкладах:

а;= 0 .5 Вг , ; а іг= 0 .5 В г гг . (3.9)
Розрахування вкладів для кожного менш істотного 

фактора виконують на основі діаграми розсіювання, побудованої



за відкоректованими даними, після виділення більш істотних 
змінних. Критерій для припинення виділення найбільш 
істотних факторів при використанні вкладів будується на основі 
наближеної оцінки дисперсії коефіцієнтів а (

(3.10)

1 z ' ' (3.11)

■®zj В 2Кр 2tKpS{a,j},

S2W  =  ~^— S2eidm {y } , 
Nm

причому N  -  загальне число рядків вихідної МП для МВБ, 
т -  число паралельних дослідів в ній; осереднена оцінка 
дисперсії

S2відт{у) = ^ s2g{y) , (3.12)
N  g = 1

s2g{y} -  порядкова дисперсія в g-у рядку вихідної МП для МВБ; 
число ступенів свободи, за якими з додатка В вибирають
*кР=  ітаблЬ'; q}, складає

v =  N (m -1). (3.13)
При використанні вкла- 

” дів розрахунок та статистичне
оцінювання BZi або а, прово
дять послідовно, причому роз
рахунок та оцінювання істот
ності чергового фактора вико
нують за відкоректованими 
даними після виділення попе
реднього, більш істотного 
фактора.

При використанні вибір
кових ортогональних матриць 
(ВОМ) обчислення оцінок а івиб 
коефіцієнтів виконують за фор- 

Рисунок 10 -  Діаграма розсіювання мулою, що враховує число Neu6
рядків ВОМ

ZiZj

N„
I 2-а

Д7 -—1 виб б  ваб
виб geu6= l

(3.14)

Критичне значення вибіркової оцінки а івибкр знаходять за 
допомогою формул:

(3.15)
Івиб. / Івиб ■



"I ^ виб

S2відт.виб{у) = — X  ^втіЛ^К (3.17)
виб geu6 =1 

"1 ^ ви б

і  (3.18,

Формули (3.16) -  (3.18) справедливі при умові, якщо у всіх 
рядках ВОМ опинилось однакове число паралельних дослідів, 
тобто mgeu6 — тваб =  const.

Критичне значення t-критерію вибирають з додатка В при 
вибраному рівні значимості q для числа ступенів свободи

КЗН ~ Vвос ~ ^  виб ̂ ІР^виб ~ і ) - (3.19)
Якщо а івиб> а івиб кр, оцінки а івиб вважають статистично 

значимими.
Якщо число паралельних дослідів в geug-x рядках ВОМ 

стали неоднаковими, то замість (3.17) потрібно використати 
формулу

^  ^ в и б  -)

S2eidm.eua{y} = —jj  -- 2І mgeu6s 2geu6{y ], (3.20)
У  гг) § виб  = 1

8 ви б  
8 в и б = 1

а замість (3.16) -  формулу

=  N^6-------- S 2 відт.виб {у }, (3.21)
т У  т„ваиО

& виб

причому число ступенів свободи для tKp складає
N виб

Кзн — Квос — ТИ У ,  ^ g mg ~  ^ в и б  • (3.22)
£виб ~і

В обох випадках губиться N eu6 ступенів свободи на облік Neu6 
порядкових дисперсій s2geu6{y} (g=  1, 2, ..., Neu6) у ВОМ. Якщо 
оцінки коефіцієнтів аівиб та а ігвиб, обчислені за допомогою ВОМ, 
виявились значимими, то коректування виконують (якщо 
фактори що виділяються, та фактор взаємодії ztzr вирішено 
стабілізувати на рівнях z— -1 )  за формулою

п в и б  п виб

y g = y g ~ 2 У % иб - 2  І  аігви6 . ( З - 2 3 )
і =--1 і , г  = 1

і <г

Де п виб ~ число факторів, для яких побудована ВОМ; 
і, г  -  номери факторів, включених у ВОМ. Формула (3.8) є 
окремим випадком (3.23).



Перевірку адекватності отриманої неповної квадратичної 
моделі (3.7) виконують за допомогою F -критерію Фішера, для 
чого необхідно отримати оцінку дисперсії відтворюванності за 
вихідною МП. Методика перевірки адекватності викладена в 
темі 2.

І.Задати модель об’єкта №6 з 8 входами х 4, х2, ..., х 8, середнє 
квадратичне відхилення помилки відтворення дослідів ау=  2.

2 .Скласти матрицю планування з 16 рядків для 8 лінійних 
факторів.

3. Провести експеримент відсіювання у районі базової точки: 
Х ! = 5 , 0 ;  х 2 = 6 , 0 ;  х 3 = 5 , 0 ;  х 4 = 4 , 0 ;  х 5 = 7 , 0 ;  х 6 = 5 , 0 ;  х 7 = 5 , 0 ;  

xg=3,0. Прийняти інтервал варіювання Лх*=0,3(г= 1, ... ,8).
4 .3а допомогою діаграми розсіювання, а також за допомогою 

вибіркових ортогональних матриць послідовно виділити 
найбільш істотні фактори.

5. Вибрати найбільш істотні парні взаємодії за виглядом діаграм 
розсіювання основних факторів, скласти для них матрицю 
планування у вільних стовпцях стандартного бланка, 
побудувати діаграму розсіювання.

6. Розрахувати оцінки коефіцієнтів а і? а іг для найбільш 
істотних факторів і парних взаємодій і скласти неповну 
квадратичну модель об’єкта.

7. Провести статистичне оцінювання результатів.

1. У чому полягають основні задачі МВБ?
2. У чому полягає сутність МВБ?
3. Які основні теоретичні передумови застосування МВБ?
4. У чому полягають переваги і хиби МВБ у порівнянні з ПФЕ 

або ДФЕ?
5. Що таке насичене і перенасичене планування?

ЗАВДАНН Я І  ПОРЯДОК ВИКОНАННЯ РОБОТИ

ФОРМУЛИ Д ЛЯ  РОЗРАХУНКІВ

1. в 2і = Ме{у}\гі=+1-М е{у\^ _х. 2. у \ = у 8 -  Вгі -  BZr.

3. аа,аа„ = У 'zt„ _ц„ (і — 1, 2 .......................k).
\ Уциб

4.
^ в и б

7.

КОНТРОЛЬНІ ЗАП И ТА Н Н Я



6. За яких умов вплив істотних змінних може бути незалежно
оцінений кількісно?

7. Як будується матриця планування для експериментів
відсіювання за МВБ?

8. Які заходи варто здійснити, щоб при виконанні МВБ
одержати максимальну кількість незалежних оцінок 
коефіцієнтів рівняння регресії і провести їхній статистичний 
аналіз?

9. Як будується діаграма розсіювання за результатами експе
рименту?

10. Що таке внесок фактора і як він обчислюється?
11. Чому в МВБ за центр групування приймається медіана?
12. У чому полягає процедура послідовного виділення найбільш

істотних факторів, які формули при цьому застосовуються?
13. Для чого застосовуються вибіркові ортогональні МП і як

вони будуються?
14. Що таке “точки, що виділяються” і яке значення вони

мають у МВБ?
15. Коли закінчується процес виділення найбільш істотних

змінних?
16. Як за даними експерименту при МВБ оцінити неповну

квадратичну модель об’єкта і провести її статистичний аналіз?
17. Як і для чого в МВБ використовується таблиця випадкових

чисел?
18. Як за діаграмою розсіювання, побудованою для лінійних

факторів, оцінити найбільш істотні парні взаємодії?
19. Яким повинно бути співвідношення внесків усіх факторів,

щоб можна було успішно застосувати МВБ?
20. Чому коефіцієнт рівняння регресії в два рази менший від

внеску?
21. Як при використанні МВБ оцінити дисперсію відтворю-

ваності?
22. Як при використанні МВБ оцінити дисперсію коефіцієнтів

рівняння регресії?



Мета ознайомлення з призначенням і передумовами за 
стосування методу дисперсійного аналізу, з його ідеєю і обчис
лювальним алгоритмом для опрацювання емпіричної інформації.

КОРОТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

4.1 П ост ановк а за д а ч і
У багатьох областях практичної діяльності зустрічаються 

об’єкти дослідження, стан яких визначається вхідними змінни
ми (факторами), що не мають кількісного опису. Такими факто
рами можуть бути некеровані і керовані змінні, що з якихось 
причин не дозволяють робити їхні вимірювання у даному експе
рименті, а також ті неконтрольовані змінні, рівні варіювання 
котрих можна довільно вибирати і фіксувати в часі. Для ви
вчення впливу факторів подібного роду на вихідну функцію 
об’єкта (відгук), їх загального оцінювання, ранжування і виді
лення серед них істотних, очевидно, непридатні методи відсію
вання керованих кількісних факторів і метод рєгресійного ана
лізу некерованих факторів, оскільки ці методи передбачають 
вимірювання рівнів факторів, що досліджуються.

Приклади. 1. Розглянемо процес вимірювання групою опе
раторів будь-якої фізичної величини декількома приладами (де
кількома методами), причому кожний оператор за допомогою 
кожного приладу проводить деяке число паралельних вимірю
вань. Усереднення спостережень, що відносяться до кожного з 
усіх можливих поєднань прилад-оператор, дає множину серед
ніх арифметичних. їх розсіювання може бути пов’язане з випад
ковою похибкою, систематичною похибкою приладу (методу) і 
впливом оператора. Потрібно визначити, наскільки істотно 
впливають на результат вимірювання два фактори: прилад (ме
тод) та дії оператора.

2. Аналогічна задача виникає при оброблянні деталі парале
льно на декількох станках автоматичної лінії. Вимагається 
встановити, чи однакові середні розміри деталей, що виготовля
ються на різних станках, таким чином оцінити, чи суттєво 
впливає фактор індивідуальності станка на процес обробляння.

3. При використанні деталей з декількох партій треба ви
значити, чи суттєво різняться параметри деталей різних партій.

4. При нестабільності величини вихідного показника в часі
необхідно оцінити, наскільки суттєвий вплив повільного часово
го дрейфу на фоні випадкових похибок спостережень.

5. При налагоджуванні декількома операторами радіо-, теле-
і радіолокаційної апаратури візуальними і акустичними метода-

Тема 4 ДИСПЕРСІЙНИЙ АНАЛІЗ
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ми треба оцінити вплив на результат налагоджування трьох фа
кторів: апаратури, методу і дій оператора.

Розглянемо тепер постановку задачі в загальному вигляді.
Дано: 1) відгук у може залежати (з фізичних причин) від п 

незалежно керованих факторів х х, х 2, ... хх, ... , х п, що не мають 
кількісного опису, та їх  парних взаємодій; 2) кожний фактор х і 
може варіюватися на ut рівнях; 3) повний факторний експери
мент складається з 17= п і, и2   щ, ...и п серій незалежних
спостережень за числом всіх можливих неповторних сполучень 
рівнів п факторів; 4) кожна /-та серія містить лі,- спостережень 
У\\і У)2> У]і> У І ті паралельних дослідів.

Потрібно: визначити якою мірою істотний, на фоні випадко
вих похибок, вплив того чи іншого фактора хх чи взаємодії фак
торів на відгук у; провести порівняння з іншими факторами та 
виділити найбільш важливі.

Припущення, на яких базується дисперсійний аналіз: спо
стереження відгуку у -  нормально розподілена випадкова вели
чина з центром розподілу М {у}=cp(x1; х2, ..., x h . .., х п). Таким 
чином, фактори визначають величину у лише в середньому, за
лишаючи простір для випадкових похибок спостережень, що 
підкоряються нормальному розподілу; дисперсія одиничного 
спостереження Og, обумовлена випадковими похибками є, по
стійна в усіх дослідах і не залежить від х х, х2, ... ,  xh ... ,  хп. Та
ким чином дисперсії а 2{у} дорівнюють (/ =  1, 2, ... , N), а їх ви

біркові оцінки a 2j{y} однорідні -  умова відтворюваності дослідів
з рівною точністю. Кожне з цих припущень необхідно перевіри
ти за результатами спостережень за експериментом, що аналізу
ється.

Із даних задачі та вказаних припущень бачимо, що чим бі
льший вплив деякого фактора xt на відгук у, тим більше розхо
дження між середніми арифметичними відгуку уj (/=1, 2, ... ,  щ) 
в серіях паралельних спостережень, проведених при різних рів
нях варіювання фактора x L. Статистична значимість такого роз
ходження вказує на суттєвий вплив фактора. При двох серіях 
спостережень порівняння середніх і перевірка нуль-гіпотези про 
значимості їх різниці проводяться за допомогою і-критерію 
Стьюдента. В сформульованій задачі вимагається одночасно по
рівняти довільно велике число середніх і на основі цього зроби
ти висновок про суттєвість впливу того чи іншого фактора.
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4.2 Ід ея  дисперсійного ан ал ізу
Щоб мати можливість оцінювати вплив кожного фактора на 

відгук і порівнювати вплив різних факторів, встановимо деякий 
кількісний показник цього впливу. Нехай за відсутності поми
лок досліду (of = 0 )  при варіюванні фактора х на и різних рів
нях отримані достовірні значення уг , у2, ..., Ур ..., уи відгуку у. 
Тоді в якості показника впливу фактора х приймаємо розмір, за 
аналогією зі звичайною дисперсією, що називається дисперсією 
фактора х,  тобто

< d = - ' Z ( V i - y f >  (4-1)u h  і
_  1 “

Де У = -  Т у  І - При цьому будемо мати на увазі, що числа yj не є
и у= 1

випадковими і тому дисперсія а х2 не пов’язана ні з яким випад
ковим розміром, тому що ми приймаємо а е2=0. Вивчати вплив 
факторів за розмірами їхніх дисперсій зручно, оскільки це най
простіша міра розсіювання і до того ж аналогічна мірі впливу 
фактора випадкових розмірів, тобто дисперсії одиничного спо
стереження (відтворення) сте2. Завдяки цьому є можливість порі
внювати вплив будь-якого досліджуваного фактора і фактора 
випадку. Таке дослідження факторів за їхніми дисперсіями на
зивається дисперсійним аналізом.

Розглянемо ідею дисперсійного аналізу (ДА) на прикладі 
вивчення впливу одного фактора х  на фоні випадкових похибок, 
коли дисперсія відтворюваності of відома. При варіюванні фак
тора х на и рівнях в результаті спостережень отримаємо значен
ня відгуку ух, у2, ..., yj, .., уи, розсіювання яких можна характе
ризувати вибірковою дисперсією

So{y} = ~ ~ T ( y j - y f ’ (4-2)
и ~ 1 у=1

З ЧИСЛОМ ступенів свободи Yo =  и -  1. Якщо ВІДМІННІСТЬ Sg{i/} від 
2оє незначна, то розкид спостережень, якии вона характеризує, 

пов’язаний тільки із випадковими причинами і вплив фактора х 
несуттєвий. Якщо ж відмінність sf{i/} від of значна, то підви
щений розкид спостережень викликається не тільки випадкови
ми причинами, але ще й впливом фактора х, який тепер потріб
но признати суттєвим. Оскільки в останньому випадку додають
ся впливи двох незалежних факторів: 1) випадкових причин (з 
дисперсією відгуку of {у}); 2) фактора х (з дисперсією o f) , що
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призводить до загального розсіювання спостережень, -  то зага
льна дисперсія є сумою (а2 + а2 ) двох вказаних, а її оцінка

S02 = s l { y } * o t  + а 2х, (4.3)
звідки дисперсія фактора визначається виразом

а х *  s02 + о2. (4.4)
У загальному випадку, коли дисперсія відтворюваності а 2 

відома, схема ДА повинна дозволити знайти її оцінку наряду з 
оцінками дисперсій факторів, що вивчаються. З цією метою 
планується проведення серій паралельних дослідів при кожному 
із всіх можливих сполучень рівнів факторів. Таким чином, ос
новна ідея ДА полягає в розкладанні оцінки загального розсію
вання відгуку на складові, що залежать: від випадкових при
чин; від кожного з факторів; від їх  взаємодії, а також від оці
нювання статистичної значимості дисперсій останніх з ураху
ванням похибки відтворюваності досліду.

В цій темі ми розглянемо лише найпростіші способи засто
сування ДА, техніка проведення якого доволі різноманітна.

4.3 Однофакторний дисперсійний ан ал із

Нехай вивчається вплив тільки одного фактора х. Предста
вимо в табл. 4.1. результати експерименту із ихт спостере
жень у а.

Таблиця 4.1. _______________ ___________________________
1

і
1 2 1 ... т 1 т

у ^ - Ъ у ц  
т 1=1

1 Уи 2/12 Уи Уіт 2/1
2 2/21 2/22 У21 У 2т 2/2

І У) і У)2 У Її У )т у і

и Уиі Уи2 Уиі Уит У и
л и т  і и

2/ = — Z  і . у « = - Т у>Umj= і ; ; U , ;
де і -  порядковий номер рівня варіювання фактора х 
0 = 1 ,2 ,. ..,и); І -  порядковий номер паралельного досліду в серії 
на кожному і -  рівні (і=1,2,...,пгу-). Для спрощення викладок, не 
порушуючи загальності висновків, розглянемо з початку випа
док рівночислових серій спостережень на всіх рівнях, тобто 
m j=m =const. При розташуванні спостережень в табл. 4.1 їх роз
сіювання між стовпцями обумовлюється похибкою відтворюва
ності, а розсіювання між рядками -  додатковою дією фактора,



що вивчається. Обчислимо середнє арифметичне і/ серій із m 
повторних спостережень для кожного j-то рівня фактора

і  m

У і -  І У п  (4-5)
m і=і _

і загальне середнє арифметичне у всіх ихт спостережень по 
всіх и рівнях

т і т

І . у / - - £ у і - ( 4 -6 )
і=і и /=і

Розсіювання окремих спостережень відносно загального се
реднього обумовлено дією як випадкових факторів, так і впли
вом фактора х. Дія фактора випадковості проявляється в розсі
юванні (з дисперсією o f ) спостережень серій паралельних дослі
дів уц на кожному рівні xj навколо середнього арифметичного у,

о
своєї серії. Вплив фактора х (з дисперсією ст^) викликає підви
щене розсіювання середніх арифметичних у  серій відносно за

гального середнього у .  Кожне з цих трьох розсіювань можна 
охарактеризувати відповідною сумою квадратів відхилень.

1. Суми квадратів відхилень. У відповідності з основною 
ідеєю ДА розкладемо загальну суму квадратів відхилень спосте
режень yji від загального середнього у на дві складові суми, од
на з яких характеризує вплив фактора випадковості, а друга -  
фактора мінливості х

и т   и т _
So =  S  Ь у ц - V f ^ t  Z ( У ]1 - У і  +  V j - y ) 2 =

/ =1 /=1 І=1 1=1
и «і и т   и т   / а г?\

=  Z  І ( у ц -  У]) + 2 ■ Z  t( yj i  -  у )  (уі - у ) + Т  Ь у і  ~ у ) 2 =  ( ^
у=і j=і  г=і / = і ы
и /п т_______ _

=  Z - I  (У і і - У і) + ™ ' Е ( у і ~ у ) = s e + s x ’
і=і-і=і і--.

внаслідок того, що
т т   и   т

- V X V j - у )  = И (У і - y )1 L (y ji- у) )  = °> (4 -8)
;=і/=і /=і ;=і

т
оскільки V  ( у -  у . ) = о , як сума відхилень 1-х спостережень }- 

і=1
ОЇ серії ВІД середнього ТІЄЇ Ж серії. Суми So, S c, S x, що входять у 
співвідношення (4.7), означають:

Іu m j=1



So = т т  у )  (4.9)
/=і г=і

So -  «загальна» сума квадратів відхилень окремих спостережень 
у я від загального середнього у . Вона характеризує розсіювання 
спостережень в результаті дії обох факторів, як випадковості є, 
так і того, що вивчається, х;

и т ,_______
S8 = X  Ц ( У ц - У і )  (4.10)

і л 1=1
S £-  сума квадратів відхилень «всередині серій», тобто сума ква
дратів різниці між окремими спостереженнями Уц і середнім 
значенням yj відповідної /-тої серії. Вона характеризує залиш
кове розсіювання випадкових похибок дослідів, тобто їхню від- 
творюваність;

Sx = t ( y ) - y f  (4.11)
і-1

S x-  сума квадратів відхилень «між серіями» чи розсіювання по 
рівнях фактора х, тобто зважена з урахуванням числа т пара
лельних спостережень в кожній серії сума квадратів різниць 
між середніми у1 окремих серій і загальним середнім у по всіх
сукупностях спостережень. Сума Sx/m  характеризує розсіюван
ня середніх уj серій за рахунок випадкових причин (з дисперсі

єю /  т для середніх серій) та фактора, що досліджується (з
дисперсією о\ ).

2. Оцінки дисперсій. Припустимо, що вплив фактора х на 
відгук відсутній, тобто нуль-гіпотеза про однорідність 
yj(j= 1,2, ...,u) вірна. Тоді всі и серії паралельних спостережень
можна розглядати як випадкові вибірки із одної і тої ж норма
льної генеральної сукупності і, таким чином:

,. >. . 2
1) незміїцена загальна оцінка дисперсій відтворюваності о,.

по всіх ит спостереженнях визначається з виразу

« о Ы = - Ц - £  Ь у ц - У ) 2 = - S° - 1 (4-12)um -1  ;ti Ы1 u m - 1
з кількістю ступенів свободи v0 -  um -  1;

2) вибіркова дисперсія розсіювання «всередині серій», чи 
залишкова оцінка дисперсії відтворюваності а2, знаходиться як 
середнє з вибіркових дисперсій по кожній серії окремо
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u J=1m - І/гГ*'1 u ( m - l )
з кількістю ступенів свободи vE =  и(т -  1);

3) вибіркова дисперсія середніх по серіях служить незміще- 
ною оцінкою дисперсії of /  т , з якою нормально розподілені не
залежні один від одного середні у'-х серій

 Ц - І ( У і - У ) 2 = - 7 ^ 7 7  *  —  (4.14)ц -1 у =1 ' т ( и - 1) т
з кількістю ступенів свободи \х =  и -  1. Звідки легко отримаємо 
третю оцінку дисперсії відтворюваності, вибіркову дисперсію 
розсіювання «між серіями»

8 2{у } = “ Ц" ® ст£ (4-15)и - 1
Підрахунок чисел ступенів свободи перевіряється за допомогою 
співвідношення vq =  v Е =  vx;

4) в результаті більш глибокого аналізу можна показати, що 
SE і Sx незалежні один від одного.

Із сказаного видно, що при відсутності впливу фактора х 
оцінки Sq , S f , S f однорідні, оскільки є оцінками однієї і тієї ж 
генеральної дисперсії o f.

Припустимо тепер, що вплив фактора х на відгук суттєвий, 
тобто нуль-гіпотеза про однорідність у- (у =  1, 2, ..., и) невірна.
Тоді и серії паралельних спостережень можна розглядати як ви
падкові вибірки и незалежних нормально розподілених випад
кових величин з однією і тією ж дисперсією o f і різними гене
ральними центрами розподілення С j, C j ,  ..., Су, ..., С п і, отже:

1) вибіркова дисперсія Sq характеризує вплив як фактора 
випадковості є, так і фактора х, тобто

S02 *crf + a f ; (4.16)
2) оскільки сума SE не змінюється при зміні </у; на Уц-Cj, де 

Су -  генеральний центр розподілення цільової функції у при ста
білізації фактора х на у-у рівні, то вибіркова дисперсія S f  та
кож не змінюється і є незміщеною оцінкою для генеральної ди
сперсії відтворюваності o f , тобто

Sg ® o f; (4.17)
3) оскільки сума Sx враховує не тільки випадкові, але й сис

тематичні розходження між середніми серій та збільшується за



рахунок впливу фактора х, дисперсія Я2{г/у} при цьому також

збільп 
тобто
збільшується та перестає служити оцінкою тільки для а2 / т ,

2

+ а 2 
т

звідки випливає, що
S 2x{ y } * o *  + т а 2х ; (4.18)

незалежність S E та Sx один від одного зберігається.
Таким чином, для дисперсії фактора х тепер можна дати дві 

оцінки:
a f * a f - c r f  (4.19)

a 2 « ~ ( S 2X -  o f ;  *  ± ( S 2X -  S ^ .  (4.20)
m m

Перша оцінка менш точна через похибки величин S f  та . 
Точність другої вища, оскільки вибіркові дисперсії входять в неї 
поділеними на т. Із зробленого другого припущення видно, що 
при впливі фактора х оцінки S f , SE2 , S f  неоднорідні. Отже, піс
ля порівняння цих вибіркових дисперсій, можна прийняти рі
шення про справедливість першого чи другого припущення від
носно істотності впливу фактора х (з дисперсією o f ) на відгук. 
Враховуючи точність виразів (4.19), (4.20), для перевірки нуль- 
гіпотези Н0 : of = 0 будемо порівнювати вибіркові дисперсії
q2 q2 
&X » £ ‘

3. Оцінювання впливу фактора. Для того, щоб вплив фак
тора х був признаний істотним (o f> 0 ) , необхідно і достатньо, 
щоб оцінка дисперсії S 2 значно відрізнялась від SE. Перевірку 
нуль-гіпотези про однорідність цих вибіркових дисперсій можна 
втілити за допомогою критерію Фішера

F = S 2x/S 2x . (4.21)
Якщо обчислене за результатами спостережень дисперсійне 

відношення F  перевищує табличне ^ (v ^ .v j,  що знайдене за роз
поділенням Фішера для обраного рівня значимості q при відпо
відних ступенях свободи vx та vc , то вплив фактора х признаєть
ся істотним (<з2х >0), і, навпаки, якщо F < F q(vx,v, ), то -  несуттє
вим (с2х=0). В дисперсійному аналізі перевіряють нуль-гіпотезу 
Я 0: M js f) = M (sf) = of при альтернативі Н г : M {s f}> c r f , тому 
користуються однобічним .F-критерієм.
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Слід мати на увазі, що дисперсійний аналіз спостережень 
експерименту дозволяє оцінювати вплив фактора лише в цілому 
і, що висновки, які отримані за його допомогою, відносяться 
тільки до даного експериментального матеріалу при даній його 
систематизації. Так, наприклад, при зміні діапазону варіювання 
фактора, що вивчається, чи основної (базової) точки, оцінка 
впливу останнього може змінитись.

Якщо вплив фактора х вважається неістотним, то дисперсію 
відтворюваності ст2 можна оцінити вибірковою загальною диспе
рсією S 20, яка має на (и -  1) ступенів свободи більше ніж S 2.
Якщо ж вплив фактора х вважається істотним, то за результа
тами спостережень можна оцінити:

1) дисперсію вибіркової відтворюваності о2 -  залишковою 
дисперсією

S 2 = — « of тобто M \ s*}= a l  (4.22)
и ( т - 1)

і визначити довірчий інтервал для о2 по х2"Р°зп°ДІленню 3 
их(т -  1) ступенями свободи;

2) дисперсію фактора х за формулою

of » — (S f  - а * ) ;  (4.23)
т

р
3) розходження 5С центрів серій, обумовлене впливом фак

тора х. Оскільки

&х ~  —~  > (4-24)

то можна показати, що

M {s f }= a 2 + ^ - - f  f a - C f ,  (4.26)
и ~ 1 j=l

—  I а
де С = — У С . -  середнє значення із центрів розподілення С,, чи 

« у=і

м { — ( s f - S e2)} = - i r C ; - C /  = 52 . (4.27)
I um J и

Оцінкою величини 5С служить вибіркова характеристика

л2 л. и ~ ҐЯ2 )■..X ~  і  Г  Е / >ит
4) розходження Сj -  Cg між центрами будь-яких двох серій. 

Оскільки статистика
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t = Д  k i  (Ci Cs) (4 28)
V 2 Se

відповідає розподіленню Стьюдента з кількістю ступенів свободи 
vr=u(m -  1), то інтервал

( -.■■■■

У і ~  У* -  *Я:и(т-1 -  Уи * Ч и (т-Х) Д
4т/2 / 2 У

служить надійним (1 -  д) 100% інтервалом для С,- -  Cg.
4. Випадок нерівночисленних серій спостережень. Вище 

ми розглянули випадок рівночисленних серій спостережень на 
всіх рівнях фактора х. Ця обставина несуттєва для теорії диспе
рсійного аналізу, і тому при різному числі паралельних спосте
режень на різних /-рівнях схема приведення та основні прийоми 
аналізу залишаються попередніми. Змінюється лише вигляд ви
разів:

1). загальне число спостережень

'■  (4.29)
;=і

2). суми спостережень по серіях
rrij

= (4-30)
і=і

3). середні в серіях
_  і  ті у
У  і -  —  5 > д = - Д  (4.31)
J m j  1=1 Щ ]

4). загальне середнє
__ і а т і -і а

(432>
5). співвідношення для сум

П т  і _ п TTL і

s . - 1  = +
j =11=1 ;  11 1

+ І  ті{Уі -  у) = S£ + S x ; (4.33)
і=і v '

6). співвідношення для числа ступенів свободи
к0 = М - 1  = (М -  и) + {и -  1) = -  v -x ; (4.34)

7). дисперсія фактора х при суттєвому впливі факторів об
числюється за формулою



О* я  М-(“ ц 1) (sg  -  S 2) . (4.35)
M 2 - Z m f

г=і
5. Розрахункові формули для сум. Алгоритм однофактор- 

ного дисперсійного аналізу спрощується, якщо для розрахунку 
сум квадратів відхилень використовувати перетворення

м , 2 М „ 1 ґ м \2
і (уг- у = І г / г - —  І Уг  • (4.36)
г=1 г=1 (г=1 /

Тоді для сум отримуються розрахункові формули: 
ё

\ 2
1 ( и

- і т - м  і у і1=11=1
— Qi -  Q3;

4 = 1  ;

т

/ = и = і /=11=1 /=і ті (і=і

(4.37)

1

/=11=1 / =1 mj

u ) /_ =\2 « i f '
s *  = I I (г/у -  j/) = X —  Zwyi

/=11=1 j= lm j

=  X — y i2
1

d=i 7 
2

M

(4.38)

/ u m;
IX у  j i

v/=ii=i

X у / = Q 2 - Q 3. (4.39)
i=1 mj - M  ( г=і '

Таким чином, для проведення однофакторного ДА достат
ньо попередньо обчислити:

1) суми спостережень по серіях

У /  =  Х . 7 / і ;
1 = 1

2) суму квадратів всіх М  спостережень
т,

(4.40)

u
Яі = Ш уЬ  <4 -41)

/=11=1

3) суму квадратів висновків по серіях, поділених на число 
спостережень в серії,

= X  уі2;
/=1т /

(4.42)

4) квадрат загального висновку, поділений на число всіх 
спостережень,
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Qg
M

I  . (4.43)
Ч; = 1 У

6. Приклад. Розглянемо приклад використання однофакто
рного ДА при спостереженні залежності довговічності у (год) 
електричних ламп від технології виготовлення (фактор х). При
пустимо, що виконуються припущення ДА, тобто випадкова ве
личина довговічності має нормальний розподіл і вплив техноло-

2ги виготовлення електричних ламп не впливає на дисперсію а є 
величини у, але може викликати розбіжність середніх значень. 
Були відібрані нерівночислові серії зразків з чотирьох партій 
продукції (и=4). Результати спостережень приведені в табл. 4.2, 
при чому для спрощення обчислень всі дані зменшені на одну й 
ту ж величину (1500 год), оскільки на значеннях дисперсій це 
не відбивається. Підрахунки, виконані в цій самій таблиці, зро
зумілі без пояснень і служать для знаходження сум квадратів 
відхилень та вибіркових дисперсій. Ці величини наведені в 
табл. 4.3 однофакторного ДА.

\2

1 1 2 3 4 5

j Уп У2п Уі2 У2І2 Уія У ІЗ Уі4 У2М У /5 У2 if,
1 10 0 1 0 0 0 0 110 1 2 1 0 0 15 0 2 2 5 0 0 180 3 2 4 0 0 2 0 0 4 0 0 0 0
2 8 0 6 4 0 0 14 0 1 9 6 0 0 14 0 1 9 6 0 0 2 0 0 4 0 0 0 0 2 5 0 6 2 5 0 0
3 - 4 0 1 6 0 0 50 2 5 0 0 10 0 1 0 0 0 0 1 2 0 1 4 4 0 0 14 0 1 9 6 0 0
4 10 10 0 2 0 4 0 0 ЗО 9 0 0 70 4 9 0 0 10 0 1 0 0 0 0

I
/ = і

15 0 1 8 1 0 0 3 2 0 3 4 6 0 0 4 2 0 5 3 0 0 0 5 7 0 9 1 7 0 0 6 9 0 1 3 2 1 0 0

Продовження табл. 4.2
1 6 7 8 Y1 - 1 - У /

ті
ті
Ы

І У із У2 ІЗ Уі7 У2І7 У із У2 ІЗ
1
2
3
4

иг 4
I
н

200

160
180

540

40000

25600
32400

98000

300

240

540

90000

57600

147600

150
140
100
ЗО

420

22500
19600
10000
900

53000

1240
810
1090
410

3550

219657
131220
148500
28017
Q ,—
527394

Z47000 
148400  
233700  
48700  
Q і
677500

Виконаємо перевірку сутності впливу фактора х, для чого 
знайдемо дисперсне відношення:

F  = s2x / s ‘i  = 14227 /  6823 = 2,08.
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Таблиця 4.3
Розсіювання Сума квад

ратів 
відхилень

Число сту
пенів свободи

Вибіркова
дисперсія

Компоненти
генеральної

дисперсії
Загальне
Всередині
серій
Між серіями

S 0=192788 
S e =150106

S*=42682

v0= M - l = 2 5
vt= M -u = 2 2

Vj.=U-l=3

sz0=7712
s2e=6823

s2r =14227

2 , 2 а  Е+ а  х
о2Є

2 , 2 G g І 772 СУ ^

З додатку Г знаходимо, що значення .F-критерію для 
5%-вого рівня значимості q та чисел ступенів свободи іц= иг=3 
та V2=vc=22  складає F 0 05(3;22)=3,05. Оскільки F<F0 05(3;22), то 
вплив технології виготовлення на тривалість роботи електрич
них ламп в розглянутих чотирьох партіях може вважатися не
суттєвим.

4.4 Д вофакт орний дисперсійний ан ал із

Нехай вивчається вплив двох факторів і х2, що діють 
одночасно. Представимо в таблиці 4.4 результати експерименту 
з U]Y.u2xm  спостережень yjgi, де  /-порядковий номер рівня варію
вання фактора х2 (g= 1,2, ... ,  и2); І -  порядковий номер парале
льного досліду в серії при кожному /g'-му співвідношенні рівнів 
двох факторів (/=1,2, ... ,  m .jg ) . Для спрощення викладок розгля
немо випадок рівночислових серій спостережень при всіх мож
ливих співвідношеннях рівнів, тобто mig=m =const.

Обчислимо середні арифметичні у jS серій з m повторних
спостережень для кожного співвідношення /'-го та g-ro рівнів 
факторів х± та х2

1 т
У ів=  — £ у ] в і• <4 '44)

т  1=1

середнє арифметичне у j по рядках табл. 4.4 з и2т спостережень 
для кожного /-го рівня фактора х^

Уш і= ^ - Ї у ш, (4-45)
2 g=l

середнє арифметичне у g по стовгщях табл. 4.4 з utm спостере
жень для кожного g-ro рівня фактора х2 

- . і Д  л  j  иі

_ і и 2 т 

и2т g=ll=l



загальне середнє арифметичне у  всіх M = u 1U2 fn спостережень по 
всіх щ іі2 співвідношеннях рівнів

= 1 “2 тп 1 и2 _
у =  Ё  Ё Ё у * *  =  —  Ё  І у }8 =UyU2m j=lgmllml ихи2 ;=lg=1 1В

1 “1 _  1 и2 _
= - Т . У ,  —  1 .У 8- (4.47)

U1 у = 1 u2 *=1
При вказаному розташуванні спостережень їх розсіювання 

в кожній серії відносно середнього тієї ж серії обумовлено дією
о

тільки випадкових причин (з дисперсією а £ ). Розсіювання ж 
самих середніх в серіях по всіх можливих співвідношеннях рів
нів Ху і х2 навколо загального середнього, окрім фактора випад
ковості, виливається впливом фактора взаємодії XjX2 (з диспер
сією <т\ Хг). Окрім цих факторів на розсіювання середніх по ря-

одках здійснює вплив тільки один фактор Ху (з дисперсією сг̂  ), а
на розсіювання середніх по стовпцях -  тільки один фактор х 2 (з
дисперсією єг*9), оскільки всі рівні іншого фактора в кожному з
цих випадків усереднені.

1. Суми квадратів відхилень. У відповідності з основною 
ідеєю ДА розкладемо загальну суму So квадратів відхилень спо
стережень від загального середнього на компоненти, що відпові
дають перерахованим вище факторам

“1 “2 m , =\ 2 . ,
s 0 =  Ё Ё Ё  \ymi -  у) =

у=іг=і/=г '
ні t*2 m /  _  _  _  _  _  _  =  == =\ 2

= 1 1 1  {Уієі-yjg+yjg-yj+yj-y'g+y’g-y + y-y) =
j = l g = l l = l

-  \2 “і “2 m , =\2
=  Ё  Ё Ё ( % ; - у jg)  + Ё Ё Ё  г / ; - . г/ )  +

j = l g  = l l = l  у = 1 ^ = 1 / = 1 x '
ul u2 m /  =\2 ui и2 m '  _  _  =\2

+ Ё Ё Ё ( * 4 -г/] +Ё І І { уіє -У] -« в +yj =
; = l g = l ! = l  j =\g=\l=l

= SE + SXl + S X2 + S XiX2. (4.48)
S 0 -  загальна сума квадратів, що характеризує розсіювання 
окремих спостережень yjgi в загальній сукупності, за рахунок 
впливу всіх факторів;

"І “2 m _ 2
s , ‘I I I  (у ш - у „ )  И .49)
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S1:-  сума квадратів відхилень «всередині серій», що характери
зує розсіювання окремих спостережень в серіях тільки за 
рахунок впливу фактора випадковості, оскільки на протягом се
рії фактори xj і Х2 залишаються незмінними;

"1  “ 2 т і  = \ 2  и 1 І -  — \2

Д = 1,2 І  \Уі - У) = “2̂  I Wy - Д (4.50)
;=іг =1/=1



сума квадратів відхилень «між рядками». Сума <ST] / (и2т) 

характеризує розсіювання середніх у ■ по рядках в результаті дії 
фактора випадковості (з дисперсією середнього для рядка 
а\ / (и2т)), фактора х г (з дисперсією аХі) і фактора взаємодії (з

2 / \дисперсією середнього для рядка <JXlx2 ' U2 '»
“і 112 т У _\2 и2 /_ =\2

-s* , =  І  X l U ?  - у )  = u i m T { y g ~ y )  ( 4 -5 1 >
/=іг=іг=і г=і

SX2 - сума квадратів відхилень «між стовпцями». Сума
SX2 /  (uj/n) характеризує розсіювання середніх по стовпцях в ре
зультаті дії фактора випадковості (з дисперсією середнього для 
стовпця erf /  (ихт)), фактора Xj (з дисперсією сг* ) і фактора вза-

ЄМОДІЇ (з дисперсією середнього ДЛЯ рядка <УХіх2 /'%);
U] u2 m / _ _ =\2

= 1 1 S  (і/й -  У] - у ’е + у )  =

= т І  І { у ів - у } -у'8 + у) (4 -52)
у=1д=1

SXlx2~ сума квадратів відхилень «між серіями». Сума S XiX2/m 

характеризує розсіювання середніх у ,g серій в результаті дії фа- 

ктора випадковості (з дисперсією середнього серії аЕ /  т)  і фак

тора взаємодії (з дисперсією ).
2. Оцінки дисперсій. Кожна з сум квадратів S0 , S£ , SXj, 

SX2, Sx x , розділена на відповідне їй число ступенів свободи v0 , 
v£ , vx , vX2, vXiX2, дає незміщену оцінку відповідної дисперсії:

1) вибіркову загальну дисперсію по всіх M=UiU2m спосте
реженням відгуку

1  и і к2 т і 2

= 1 I I  { ы - у )  -lvl — і j~ig=u=i ' '

= S° « о-1 + а ;  + а 2Хо + а х Хп (4.53)М ь *1 2 12
з числом ступенів свободи v'0 = ulu2m -  1 = M  -  1;

2) вибіркову дисперсію розсіювання «всередині серій» (ос
таточну оцінку), яка є середньозваженою оцінкою дисперсії по 
всіх щи2 серіях спостережень:



2 )  в и б і р к о в у  д и с п е р с і ю  р о з с і ю в а н н я  « в с е р е д и н і  с е р і й »  ( о с 

т а т о ч н у  о ц і н к у ) ,  я к а  є  с е р е д н ь о з в а ж е н о ю  о ц і н к о ю  д и с п е р с і ї  п о  

в с і х  щ и 2 с е р і я х  с п о с т е р е ж е н ь :

U \  и 2

S 2.
і “1 “2 .1 т , О Ч

!* / }  =  - - І І - Ц і  ( у щ - У ш )  =  і  ( 4 - 5 4 )
uiu2 j=ig=im  ~ 1 г=і ЩЦ2\т  -  і)

З ЧИСЛОМ  с т у п е н і в  с в о б о д и  v e  =  U jU 2 (w i -  l ) ;

3 )  в и б і р к о в у  д и с п е р с і ю  р о з с і ю в а н н я  « м і ж  р я д к а м и »

4 Ы  = - y f  = + « 2 ^  + (4.55)
Uj -  1 , =1 Uj -  1

З ЧИСЛОМ  с т у п е н і в  с в о б о д и  v x  =  U i  -  1 ;

4 )  в и б і р к о в у  д и с п е р с і ю  р о з с і ю в а н н я  « м і ж  с т о в п ц я м и »

S 12 {у} =  ~ Л~ .  Z [ y ’g - у ]  =  — ^ ~ Г  ~  V*  +  “ іл » о £ , +  ^cr.f,.r-, ( 4 . 5 6 )
u2 ~ 1 ; = 1 ц2 ~ 1

з  ч и с л о м  с т у п е н і в  с в о б о д и  V =  u 2 -  1 ;

5 )  в и б і р к о в у  д и с п е р с і ю  р о з с і ю в а н н я  « м і ж  с е р і я м и »

S у. Y
т “і и2 /  _ _ ^ 2

( 4 -5 7 »

3 ЧИСЛОМ с т у п е н і в  с в о б о д и  VX j x 2 =  (^х -  l ) ( u 2 -  l ) .

П р а в и л ь н і с т ь  п і д р а х у н к у  ч и с е л  с т у п е н і в  с в о б о д и  п е р е в і р я 

є т ь с я  з а  д о п о м о г о ю  с п і в в і д н о ш е н н я

П> = П- + ^  + Vx2 + VXXX2 ■ (4.58)
3. Оцінка важливості впливу факторів та їх  взаємодії. А н а 

л і з  в а ж л и в о с т і  в п л и в у  ф а к т о р і в  j t l f  х 2  т а  ї х  в з а є м о д і ю  х ^ х 2 в и 

к о н у ю т ь  н а  п і д с т а в і  к р и т е р і ю  Ф і ш е р а  п р и  о б р а н о м у  р і в н і  з н а 

ч и м о с т і  q  в  т а к о м у  п о р я д к у :

1 .  В п л и в  ф а к т о р і в  Х і  і  д ;2 о ц і н ю ю т ь  в і д п о в і д н о  д о  д и с п е р 

с ій :

Х1 ~ 1 (s2 -п -2 2171 СУ у у Х\Х2и2п г ' s*l є

^2
~ 1 („2 2 

ьх2 °Е -  т а 2 гХо щт  ' « К І - К  - » 2 « ) <4 -5 9 >

і  в и з н а ю т ь  с у т т є в и м  ( с г ^  > 0 ; < т Х2 > 0 ) ,  я к щ о  в і д п о в і д н о  б у д е

з н а ч н о  в і д р і з н я т и с я  в і д  S *  т а  S 2o в і д , т о б т о ,  я к щ о

в і д п о в і д н и й  е м п і р и ч н и й  к р и т е р і й  б і л ь ш и й  к р и т и ч н о г о :



*1 Sxl /  s ‘xj * 2 > '̂<]{VX1 ’ VXiX2)’

*2 =  4  / 4*2 >  F q ( v x 2 V X l X i )' (4'6°)
В тому випадку, коли одне з цих дисперсійних відношень 

незначно відрізняється від одиниці, тобто вплив одного з факто
рів несуттєвий (о* = 0  або а\г =0 ) ,  для дисперсії erf + т а ^ Х2

отримуються дві однорідні оцінки відповідно Sx> і 4*2 або

Sf, і 4 *2. які можна об’єднати в зведену оцінку

:.2 (“1 - 1 ) 4  + ( “l - l ) ( “2 - l R * 2 2 , „  2S =  7 г 7 w т « £7- + ГПСГг г (4.61)
(цг - 1 ) + (uj -  l)(u2 -  і)

або

(и2 -  1) + (ц, -  І)(п2 -  1) г 5:112 ( ’

З більшим ЧИСЛОМ ступенів свободи V = - 1 ) ,

4*2  = “і(“2 - 1)*
В тому випадку, коли обидва дисперсійних відношення не

значно відрізняються від одиниці, тобто вплив обох факторів не
суттєвий (<4 = 0  або erf2 = 0 )> однорідні оцінки 4  , S f2 і 4*2 
для дисперсії erf + та% х можна об’єднати в зведену оцінку

_ (“і -  і ) 4  + (“2 -  1 ) 4  + (“і -  і)(ц2 -  ^ 4 *2  _
’х^ (щ -  і)  + (и2 -  і)  + 4  -  l)(u2 -  і)

~ 4  + (4.63)

з більшим числом ступенів свободи v”’ = иги2 -  1.

2. Вплив взаємодії х±х2 з дисперсією

*1*2 "-(4*2  - 4 )  - 4 ( 4 * 2  - 4 <4-64>
2 9 2визнають суттєвим (егж х >0 ) ,  якщо відмінності -S*,*, і St. бу

дуть значними, тобто якщо

*12 = 4 * 2  /  S? > 4 ^ 1 * 2  ; V*)- (4-65)
В іншому випадку вплив взаємодії вважається несуттєвим 

( 4 * 2  = 0 )  І ТОДІ обидві однорідні ОЦІНКИ 4 * 2  1 ДЛЯ 4  М0" 
жна об’єднати в одну зведену оцінку

s

2а.
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(“і -  !Xu2 -  1 y xix2 + Щи2(т  -  l)s|
(4.66)

(ut - l ) (u 2 -  1.) + u1u2(m  -  l) 

з більшим числом ступенів свободи ve = ulu2m -  ul -  u2 +  1.
В тому випадку, коли вплив і факторів Х\, х2, і їх  взаємо

дія Х\Х2 несуттєві, дисперсію відтворюваності о~с можна оцінити

вибірковою загальною дисперсією Sg .
4. Розрахункові формули для сум. Для практичних обчис

лень сум зручно користуватися їх  перетвореними за формулою 
(4.36) виразами при таких позначеннях:

1) суми спостережень відгуку Yj по рядках і Y'g по стовп
цях

“! ш «і и
ї у - Е І * * ; = Уіф

g=и=і )=іі=і
2) сума квадратів всіх спостережень

ui  и2 т

Я і = S  X  X  у%і ;
j=ig=u=i

3) сума квадратів підсумків (сум) по рядках, розділена на
число спостережень в рядку,

Я2 = —  І * } ; (4.69)и2тп /=1
4) сума квадратів підсумків (сум) по стовпцях, розділена на

число спостережень в стовпці,
1 и2 

І * ? ;

(4.67)

(4.68)

Яз - илт
(4.70)

5) сума квадратів підсумків (сум) по серіях, розділена на
число спостережень в серії,

•\2
; (4.71)

j=lg=Yl=l
6) квадрат загального підсумки (суми), розділений на число

всіх спостережень,

1 и 1 и 2 

Яа = — X  Х[  % У№

Яъ -
1

М X X
\j=1

2
1_

м

U 9

х х
\g=1

(4.72)

При цьому суми квадратів відхилень визначаються співвід
ношеннями

'Sq = Qi — ; Se = Q1 -  Q4; S  = Q2 -  Q3;
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S x 2 -  Q 3 ~  Q b ’ ^ X j X 2 -  Q 4 +  Q 5 -  Q ‘2 ~  Я з -  ( 4 - 73 )
Ми описали процедуру двофакторного дисперсійного аналі

зу. При багатофакторному аналізі послідовність операцій анало
гічна, але значно ускладнюються таблиці спостережень і розра
хункові формули.

ЗАВД А Н Н Я  І  ПОРЯДОК ВИКОНАННЯ РОБОТИ

1. Задати модель об’єкта №10 з одним фактором х г і середню
квадратичну помилку відтворюваності експерименту о у= 20.

2. Методом однофакторного ДА оцінити істотність впливу фак
тора Хі на відгук у, для чого:
• по черзі встановлювати довільні значення и= 4 рівнів Xj у

діапазоні значень від 10 до 40;
• на кожному j -у рівні х х провести серію з т—8 паралельних

вимірювань величини відгуку у: г/д, уі2, ..., yjni\
• отриманий експериментальний матеріал досліджувати за

схемою однофакторного ДА.
3. Задати модель об’єкта №11 з двома факторами х 1 і х 2 і серед

ню квадратичну помилку відтворюваності експерименту су=20
4. Методом двофакторного ДА оцінити істотність впливу факто

рів Х]_, х 2 і їхньої взаємодії х 1х2 на відгук у, для чого:
• по черзі встановлювати всі можливі комбінації довільних

значень н2= 4 рівнів х г і х 2 у діапазоні їх  значень від 
10 до 40;

• для кожної комбінації рівнів х 1 і х2 провести серію з т—4
рівнобіжних вимірювань величини відгуку у: yjg\, yjgi, — > 
Уіт ;

• отриманий експериментальний матеріал досліджувати за
схемою двофакторного ДА.

ФОРМУЛИ Д Л Я  РОЗРАХУНКУ

1 т _  л и т л и

1 -Vi = - - І у ц . 2.у = —  Ц у ц  = - ± У і -т і ,і шп ; і / і и . j '
/ 2̂и т ^

3 . S 0 =  I I 4 - —  I I ^ j . 4 . - І Ц І  Уі І

;=!(=! ит {j=ll=l ) у'=1!=1 т j=1̂ 1=1

1 и (  т V 1 (  и т

5- Z y А Z I Уц

6. Sq {.(/} = є числом ступенів свободи и0 = ит -  1 .
ит -1



7 Л 2Ы  =

8 .S 2x{y}

u ( m - l )
з числом ступенів свободи оЕ = и(т  -  1).

К -  1
з числом ступенів свободи vx = и -  1.

9. S0 = SE +  Sx . 1Q.V0 = VC + VX. 11. F =  y  2 > F q(vx ;v E).
/  8

1 m і  u 2 m і  «2

1 2 - %  =  - 1  • 1 3 - у і =  — -  Z I  I  у is ■
1711=1 u2m  g=u=i U2 g=1

І  “ і  m і  wj

14’ Уе = urn Vjgl = гГ Уш'Щ m j=u=l ux y=1
_ 1 “ l  u 2 rn 1 U1 u 2 1 U1 1 u 2

1 5 .  F  »  —  І  Z Z % ;  =  - V  Z  Z %  =  f  Z f y  =  і  Z F ,  •
n /=i u,2 £ = 1щи2т j=i g=u=i ui u 2 /=ig=i

« 2  m “i m «і u2 m
ї в -  ї }  =  Z E %  • и -  у ;  =  Z  Z % , - i s .  « і  =  z  z  1 4 /  •

g=ll=l j=ll=l j=lg=ll=l

1 U1 1 u2 
» . 2 0 - « < ■ z r l -  2 1 . %  =  ^  і  і  І  ї д іu,/n

22. Q5 -
и-уі^т

“1 Y
z z

\ i= l У u ^ m

\"L g=і
/u2 ^
Z 4

U =1 У

1 U1 “2

m y=i^=iVi=i У

. 23. S0 — Qj -  Q5 .

24. Se = Qj -  Q4 . 25. SXl = Q 2 ~ Q 5. 26. S*2 = Q3 -  Q5.
2 7. S*lJC2 = Q4 + Q5 -  Q2 -

28. S 20{y} = — - з числом ступенів свободи u0 -  uxu2m -  1.
uru2m - 1

29. SE2{y} = ^5—
щи2(т -  I)

vE = uxu2(m - \ ) .

з числом ступенів свободи

30. {г/} = — ху  з числом ступенів свободи vXi = Щ -  1.
щ -  1

31. Sx {у} = — з числом ступенів свободи vx = и2 -  1.
u2 -  1 2

32. S*lJtaM  = *1*2
fuj - i ; ( u 2 -  і ;

з числом ступенів свободи

Vxxx2 = ( и г ~ V (u 2 -  I ) .
33. S0 -  Si: + SXj + SX2 + SX]X2. 34. u0 -  vE + oX) + vXo + vXiXx.

X \  " X 2 X \ X 2 '



» •  > f ,(v „ .-v ,i 4 ).36. S , = S V 2 > f 1(v „ ;v Ii„|.
/  *1*2 /  xlx2
s l

37. F12= x'xV 2 > F q(vV 2 ;v t ).
/  Б

КОНТРОЛЬНІ ЗАП И ТА Н Н Я

1. Що називається факторами мінливості і випадковості?
2. Якого типу практичні задачі звичайно вирішують методом

ДА?
3. Як математично формулюється задача однофакторного ДА?
4. Які основні передумови застосування ДА?
5. У чому полягає основна ідея методу ДА?
6. Яким чином проводиться кількісне оцінювання впливу фак

торів мінливості?
7. На які складові суми розкладається “загальна” сума квадра

тів відхилень у однофакторному ДА й вплив яких факторів 
вони характеризують?

8. На які складові суми розкладається “загальна” сума квадра
тів відхилень у двофакторному ДА й вплив яких факторів во
ни характеризують?

9. Спільною оцінкою яких генеральних дисперсій у одно-
факторному ДА є вибіркові дисперсії розсіювань: 
“загального”, “у середині серій”, “між серіями”?

10. Спільними оцінками яких генеральних дисперсій у дво
факторному ДА є вибіркові дисперсії розсіювань: 
“загального”, “у середині серій”, “між рядками”, “між стовп
цями”?

11. Як у однофакторному ДА формуються вибіркові дисперсії
розсіювань: “загального”, “у середині серій”, “між серіями”?

12. Як у двофакторному ДА формуються вибіркові дисперсії роз
сіювань: “загального”, “у середині серій”, “між рядками”, 
“між стовпцями”; “між серіями”?

13. Яким чином проводиться оцінювання істотності впливу фак
тора мінливості у однофакторному ДА?

14. Яким чином проводиться оцінювання істотності впливу двох
факторів мінливості і їхньої взаємодії у двофакторному ДА?
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Додаток Г
Таблиця Г.1 -  Верхні односторонні границі F Kp в залежності від
чисел ступенів свободи чисельника (vj) та знаменника (v2) для 
F-розподілення Фішера при рівні значущості д=Ю,05__________
\ v ,
v2 \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 161 200 216 225 230 234 237 239 241
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,36 19,37 19,38
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,88 8,84 8,81
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,78
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,679 3,73 3,68
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90
12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 300 2,92 2,85 2,80
13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,84 2,77 2,72
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,77 2,70 2,65
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,70 2,64 2,59
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,62 2,55 2,50
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,55 2,48 2,43
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,52 2,45 2,40
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,47 2,40 2,35
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,45 2,38 2,32
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,43 2,36 2,30
25 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,41 2,34 2,28
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2 32 2 27
27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,30 2,25
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,44 2,36 2,29 2 24
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,54 2,43 2,35 2,28 2,22
30 4,17 3,32. 2,92 2,69 2,53 2,42 2,34 2,27 2,21
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12
60 4,00 3,15 2,76 2,52 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04
120 3,92 3,07 2,68 2,44 2,29 2,17 2,08 2,01 1,95
00 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 2,01 1,94 1,88



Продовження таблиці Г.1
V ,
V2 \ 10 12 16 20 24 ЗО 40 60 120 оо

1 242 244 246 248 249 250 251 253 253 254
2 19,36 19,41 19,43 19,44 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 19,50
3 8,78 8,74 8,69 8,66 8,64 8,62 8,60 8,57 8,56 8,53
4 5,96 5,91 5,84 5,80 5,77 5,74 5,71 5,68 5,66 5,63
5 4,47 4,68 4,60 4,56 4,53 4,50 4,46 4,42 4,40 4,36
6 4,06 4,00 3,92 3,87 3,84 3,81 3,77 3,72 3,71 3,67
7 3,63 3,57 3,49 3,44 3,41 3,38 3,34 3,279 3,28 3,23
8 3,34 3,28 3,20 3,15 3,12 3,08 3,05 3,00 2,98 2,93
9 3,13 3,07 2,98 2,93 2,90 2,86 2,82 2,77 2,76 2,71
10 2,97 2,91 2,82 2,77 2,74 2,70 2,67 2,61 2,59 2,54
11 2,86 2,79 2,70 2,65 2,61 2,57 2,53 2,47 2,45 2,40
12 2,76 2,69 2,60 2,54 2,50 2,46 2,42 2,36 2,35 2,30
13 2,67 2,60 2,51 2,46 2,42 2,38 2,34 2,28 2,26 2,21
14 2,60 2,53 2,44 2,39 2,35 2,31 2,27 2,21 2,19 2,13
15 2,55 2,48 2,39 2,33 2,29 2,25 2,21 2,15 2,12 2,07
16 2,49 2,42 2,33 2,28 2,24 2,20 2,16 2,09 2,07 2,01
17 2,45 2,38 2,29 2,23 2,19 2,15 2,11 2,04 2,02 1,96
18 2,41 2,34 2,25 2,19 2,15 2,11 2,07 2,00 1,98 1,92
19 2,38 2,31 2,21 2,15 2,11 2,07 2,02 1,96 1,94 1,88
20 2,35 2,28 2,18 2,12 2,08 2,04 1,89 1,92 1,90 1,84
21 2,32 2,25 2,15 2,09 2,05 2,00 1,96 1,89 1,87 1,81
22 2,20 2,23 2,13 2,07 2,03 1,98 1,93 1,87 1,84 1,78
23 2,28 2,20 2,10 2,04 2,00 1,96 1,91 1,84 1,82 1,76
24 2,26 2,18 2,09 2,02 1,98 1,94 1,89 1,82 1,80 1,73
25 2,24 2,16 2,06 2,00 1,96 1,92 1,87 1,80 1,77 1,71
26 2,22 2,15 2,05 1,99 1,90 1,95 1,85 1,78 1,76 1,69
27 2,20 2,13 2,03 1,97 1,93 1,88 1,84 1,76 1,74 1,67
28 2,19 2,12 2,02 1,96 1,91 1,87 1,81 1,75 1,72 1,65
29 2,18 2,10 2,00 1,94 1,90 1,85 1,80 1,73 1,71 1,64
30 2,16 2,09 1,99 1,93 1,89 1,84 1,79 1,72 1,69 1,62
40 2,07 2,00 1,90 1,84 1,79 1,74 1,69 1,61 1,59 1,51
60 1,99 1,92 1,81 1,75 1,70 1,65 1,59 1,50 1,48 1,39
120 1,90 1,83 1,72 1,65 1,60 1,65 1,55 1,49 1,36 1,25
00 1,83 1,75 1,64 1,57 1,52 1,46 1,39 1,28 1,24 1,00
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