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«Задача идентификации систем, т. е. 
определение структуры и параметров 
систем по наблюдениям, является 
одной из основных задач современной 
теории и практики автоматического 
управления» 

Я. З. Цыпкин 
 

ВСТУП 

У будь-яких об’єктах під дією внутрішніх і зовнішніх впливів з часом 

виникають зміни станів, які прийнято називати динамічними процесами. 

Складні об’єкти, в яких протікають динамічні процеси, відносять до класу 

динамічних систем. В одній і тій же динамічній системі можуть протікати 

одночасно кілька динамічних процесів, до того ж різного характеру, і за тим, 

який із цих процесів для нас є домінуючим, ми можемо відносити одну й ту 

ж динамічну систему до різних класів, найбільшими з яких є: клас 

безперервних систем, в яких процеси протікають у часі безперервно; клас 

дискретних систем, в яких процеси формуються лише в окремі моменти часу; 

клас детермінованих систем, в яких внутрішні і зовнішні впливи 

підпорядковані відомим однозначним залежностям; клас стохастичних 

систем, в яких внутрішні чи зовнішні впливи мають імовірнісний характер; 

клас лінійних систем, в яких реакція системи є пропорційною вхідному 

впливу; клас нелінійних систем, в яких реакція системи не є пропорційною 

вхідному впливу; клас систем з зосередженими параметрами, в яких реакція 

системи на зовнішній вплив є лише функцією часу, і клас систем з 

розподіленими параметрами, в яких реакція системи на зовнішній вплив є 

функцією не лише часу, а одночасно і однієї чи кількох просторових 

координат. Так, наприклад, за процесом споживання електричної енергії 

комп’ютер є безперервною динамічною системою, а за обробкою цифрової 

інформації — дискретною; резервуар з насосом для закачування рідини є 

лінійною динамічною системою за рівнем рідини в резервуарі, а цей же 
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резервуар з компресором для закачування газу є нелінійною динамічною 

системою за тиском газу в резервуарі; електропривод компресора, який має 

зворотний зв’язок за тиском газу на початку трубопроводу і стабілізує цей 

тиск, є динамічною системою з зосередженими параметрами; а цей же 

електропривод компресора, який має зворотний зв’язок за тиском газу в кінці 

трубопроводу і стабілізує саме цей тиск, є динамічною системою з 

розподіленими параметрами; радіолокаційна станція за каналом реалізації 

обертання антен в горизонтальній і вертикальній площинах є системою 

детермінованою, а за каналом обробки сигналів, прийнятих антеною, є 

системою стохастичною. Очевидно, що перелік таких прикладів можна 

продовжувати і продовжувати. 

При протіканні процесів в динамічних системах внаслідок взаємної 

невідповідності окремих або всіх характеристик основних елементів систем 

виникають втрати, які можуть досягати значень вихідного потоку. 

Експериментальний пошук найкращих умов припасування елементів 

приводить до значних затрат коштів та часу, а у випадках великих 

потужностей і значних габаритів може не бути здійсненим взагалі. 

Дуже часто динамічні системи мають у своїй структурі об’єкти з 

областями, забороненими для функціонування, оскільки в них виникають 

умови для їх руйнації внаслідок поломок або вибухів. 

Визначення границь таких областей є окремою важливою проблемою, 

для розв’язання якої експериментальний спосіб є неприйнятним взагалі. 

Ще більше 200 років тому назад вчені різних країн звернули увагу на 

те, що різноманітні фізичні процеси можуть бути адекватно описані 

функціональними, диференціальними або інтегральними рівняннями, що їх з 

часом почали називати математичними моделями цих процесів. 

Оскільки для визначення найкращих умов припасування розв’язків 

рівнянь, котрі адекватно описують процеси у динамічних системах, часу, 

людських та матеріальних ресурсів треба набагато менше у порівнянні з 

експериментальним їх визначенням на самих системах, то це об’єктивно 
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спричинило стрімкий злет зацікавленості у математиків та фізиків до 

проблем побудови математичних моделей таких процесів, особливо після 

створення методів синтезу систем управління і оптимізації цих процесів з 

застосуванням математичних моделей. Станом на сьогодні таких моделей і 

методів їх побудови розроблено надзвичайно багато, але вони «розкидані», в 

основному, по статтях наукових журналів і спеціалізованих монографіях, а 

тому є необхідність в написанні навчального посібника, в якому в 

концентрованому вигляді у зрозумілому для студентів інженерних 

спеціальностей викладі основні з цих методів і моделей були б представлені. 

Саме цю мету і переслідує задуманий і створений нами навчальний посібник: 

«Математичні методи ідентифікації динамічних систем». 

Звичайно, в одному обмеженому за кількістю сторінок посібнику 

зібрати усі основні методи ідентифікації довільних динамічних систем 

неможливо, тому ми зосередили свою увагу лише на ідентифікації тих 

динамічних систем, параметри структури яких в часі не змінюються – такі 

системи називають стаціонарними. Особливості ж ідентифікації 

нестаціонарних динамічних систем ми розглянемо в іншому навчальному 

посібнику. 

У першій частині даного посібника показано, як будувати математичні 

моделі безперервних та дискретних динамічних систем з зосередженими 

параметрами за умов, коли рівень завад та внутрішніх шумів у системах є 

суттєво нижчим від рівня основних процесів на всіх стадіях їх перетворення, 

що дає право відносити такі системи до класу детермінованих. 

Але можна навести досить багато випадків, коли ця умова не 

виконується. Наприклад, режим роботи електропривода екскаватора ніяк не 

можна віднести до детермінованих, оскільки навіть досвідчений машиніст 

екскаватора не здатний однозначно спрогнозувати скільки ґрунту прихопить 

за цикл ківш його машини, особливо коли є небезпека наштовхнутись на 

міцне коріння від недовикорчованого пенька або зачепитись за підземний 

виступ скельного каменя. 
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Що ж стосується електроприводів міських водогінних станцій, то 

значення моментів навантаження на їх валах у довільний момент часу є 

випадковим принципово, оскільки ніхто не може наперед точно визначити 

скільки водовідбірних кранів, підключених до водоводу, буде у даний 

момент часу відкручено і на яку пропускну здатність. 

Випадковими, очевидно, є і режими роботи дробарок природних 

рудних матеріалів. 

Приклади можна наводити і далі, але мабуть і цього досить, аби дійти 

висновку, що для практичного аналізу є актуальними задачі побудови 

математичних моделей динамічних процесів, що їх відносять до класу 

стохастичних, головною особливістю яких є, як відомо, випадковість значень 

параметрів їх режимів у кожний момент часу. 

Розгляду математичних методів ідентифікації стохастичних 

динамічних систем із зосередженими параметрами присвячена друга частина 

посібника. 

Часто ефективне функціонування динамічних систем досягається лише 

на нелінійних ділянках характеристик перетворення енергії, а тому виникає 

необхідність у синтезі математичних моделей цих систем з врахуванням 

нелінійності характеристик елементів, одним із найпоширеніших класів яких 

є релейні. 

Дуже важливо також при математичному моделюванні динамічних 

систем вміти враховувати запізнення проходження сигналів через елементи з 

розподіленими у просторі параметрами. 

Розгляду математичних методів ідентифікації нелінійних динамічних 

систем та динамічних систем з розподіленими параметрами присвячена третя 

частина цього навчального посібника. 

На завершення вступу відзначимо, що ідентифікацією при побудові 

математичних моделей динамічних систем одні фахівці називають 

визначення числових значень коефіцієнтів синтезованих моделей, а інші — 

весь процес побудови математичної моделі: від вибору типу і форми 
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залежності між вхідною і вихідною величинами — до визначення числових 

значень її коефіцієнтів. 

Ми будемо використовувати термін «ідентифікація» в найбільш 

широкому його значенні, вважаючи тотожними словосполучення “синтез 

математичної моделі, ідентичної характеристикам системи, що моделюється” 

та “ідентифікація системи”. Одночасно нагадаємо, що процес ідентифікації 

динамічної системи містить у собі три складових, першою з яких є вибір 

відповідної математичної залежності, що пов’язує між собою параметри 

системи та параметри її режиму, тобто, вибір структури математичної моделі 

системи; другою складовою є вибір критерію, мінімізацією якого досягається 

визначення оптимальних значень параметрів математичної моделі; а третьою 

складовою є вибір алгоритму пошуку значень параметрів математичної 

моделі, оптимальних за вибраним критерієм. 

Пам’ятаючи про те, що математичні моделі для оцінювання стану, 

управління і прогнозу — це моделі, різні за своєю структурою та множиною 

вхідних змінних, ми будемо розкривати ці відмінності у міру викладу 

матеріалу, не роблячи окремих узагальнень за цією ознакою.  

Оскільки при написанні посібника використані лише відомі та 

опубліковані результати, то, навівши список літератури, з якої взяті ці 

результати, ми при викладенні конкретного матеріалу, наслідуючи мудрого 

Я. З. Ципкіна, не будемо робити посилань на те, звідки що взято, — це буде 

стимулювати студентів до ознайомлення з усіма першоджерелами. 

Даний навчальний посібник створено на основі узагальнення на 

динамічні процеси будь-якої природи уже апробованого в студентській 

аудиторії навчального посібника з ідентифікації електромеханічних процесів, 

котрий було розраховано лише на майбутніх інженерів-електромеханіків. 
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ЧАСТИНА І 

ІДЕНТИФІКАЦІЯ ДЕТЕРМІНОВАНИХ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ 

СИСТЕМ З ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

У цій частині навчального посібника охарактеризуємо і покажемо як 

побудувати математичні моделі детермінованих лінійних динамічних систем 

з зосередженими параметрами (ЛДС ЗП) як безперервних, так і дискретних в 

часовій та частотній областях, а також на комплексній площині. 

 

 

Розділ 1 МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ БЕЗПЕРЕРВНИХ 

ДЕТЕРМІНОВАНИХ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ З 

ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

1.1 Математичні моделі безперервних детермінованих ЛДС ЗП у 

часовому просторі 

Як було зазначено у вступі до посібника, для того, щоб динамічна сис-

тема мала зосереджені параметри, її структура не повинна мати елементів, 

проходження сигналів у яких характеризується помітним запізненням. 

Щоб динамічна система відносилась до безперервних, сигнали в її еле-

ментах повинні бути визначеними в кожний момент часу. 

Щоб динамічна система була лінійною, вона повинна забезпечувати 

пропорційність між значеннями вхідних сигналів та реакціями системи на 

них. 

Щоб динамічну систему можна було вважати детермінованою, достат-

ньо забезпечити в ній суттєво менший рівень збурень у порівнянні із рівнем 

основних функціональних сигналів. 
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1.1.1 Диференціальні рівняння як математичні моделі 

безперервних детермінованих ЛДС ЗП у часовому просторі 

Ще з шкільного курсу фізики нам відомо, що напруга  U t , яка при-

кладається до котушки з індуктивністю L  та внутрішнім опором r  (рис. 1.1), 

урівноважується сумою падіння напруги  r I t , обумовленого протіканням 

струму  I t  по внутрішньому опору r , та електрорушійною силою самоін-

дукції  dI t
L

dt
, тобто має місце рівність 

      dI t
L r I t U t

dt
   , (1.1) 

яка являє собою диференціальне рівняння 1-го порядку, оскільки одна із 

змінних, які воно зв’язує між собою, входить в нього разом зі своєю похід-

ною. 

 tI

Lr

 tU

 
Рисунок 1.1 — Електрична схема підключення котушки індуктивності під 

напругу 

Якщо котушку індуктивності розглядати як динамічну систему (ДС), на 

вхід якої надходить сигнал  U t , котрий викликає у ній реакцію у вигляді 

 I t  (рис. 1.2), то диференціальне рівняння (1.1) буде відігравати роль мате-

матичної моделі цієї системи, оскільки його розв’язок    ,I t f U t  одно-

значно віддзеркалюватиме процес зміни в часі її реакції на даний вхідний си-

гнал. 

 tU  tI

 
Рисунок 1.2 — Структурна схема котушки індуктивності як динамічної 

системи 
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А тепер подамо ту ж саму напругу  U t  на послідовне з’єднання тієї ж 

самої котушки індуктивності з конденсатором ємністю C  (рис. 1.3), напруга 

на якому, як відомо з курсу фізики, дорівнює 1 ( )I t dt
C  . 

 tI

Lr

 tU
С

 

Рисунок 1.3 — Електрична схема підключення під напругу послідовного 
з’єднання котушки індуктивності та конденсатора 

У цьому випадку прикладена до послідовного з’єднання котушки інду-

ктивності та конденсатора напруга буде врівноважуватись сумою падіння на-

пруги, обумовленого протіканням струму по внутрішньому опору котушки, 

електрорушійної сили самоіндукції котушки і напруги на конденсаторі, тобто 

матиме місце рівність 

        1dI t
L r I t I t dt U t

dt C
    ,  (1.2) 

яка являє собою інтегро-диференціальне рівняння, оскільки одна із змінних, 

які воно зв’язує, входить в нього не лише зі своєю похідною, а й зі своїм ін-

тегралом. 

Для того, щоб рівняння (1.2) перетворити в чисто диференціальне, про-

диференціюємо обидві його частини. В результаті цього диференціювання з 

урахуванням того, що похідна від невизначеного інтеграла дорівнює підінте-

гральній функції, отримаємо рівність 

  
2

2
1d I dI dUL r I t

dt C dtdt
   , (1.3) 

яка являє собою диференціальне рівняння 2-го порядку, оскільки одна із 

змінних, які воно зв’язує, входить в нього не лише зі своєю першою, а й зі 
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своєю другою похідною, що має найвищий порядок у цьому рівнянні, а тому 

і визначає порядок рівняння. 

На підставі міркувань, аналогічних наведеним вище, під час розгляду 

котушки індуктивності як динамічної системи, в разі розгляду послідовного 

з’єднання котушки індуктивності та конденсатора як динамічної системи з 

вхідним сигналом  U t  та реакцією на нього  I t  (рис. 1.2), можна ствер-

джувати, що диференціальне рівняння (1.3) відіграє роль математичної моде-

лі цієї динамічної системи. 

Звертаємо увагу на те, що коли система мала у своїй структурі лише 

один елемент (котушку індуктивності), здатний запасати на якийсь час енер-

гію (індуктивну), то для моделювання процесу зміни станів у ній достатньо 

було диференціального рівняння 1-го порядку, а коли у структурі системи 

з’явився ще й другий елемент (конденсатор), здатний запасати на якийсь час 

енергію (ємнісну), то для моделювання зміни станів у ній уже знадобилось 

диференціальне рівняння 2-го порядку. 

Легко показати, користуючись лише знаннями розділу «Механіка» 

шкільного курсу фізики, що аналогічна ситуація матиме місце і в динамічних 

системах з двома елементами, здатними запасати на якийсь час кінетичну та 

потенціальну енергію. 

А у зв’язку з тим, що структура довільної ЛДС ЗП з вхідним сигналом 

 x t  і реакцією на нього  y t  може мати n  елементів, здатних запасати на 

якийсь час якийсь вид енергії, то адекватно моделювати зміни станів у ній 

можна лише за допомогою диференціального рівняння n -го порядку 

 
0 0

i ln m

i li l
i l

d y d xa b
dt dt 

  , (1.4) 

для якого виконується умова  

 m n , (1.5) 

що обумовлена здатністю системи фізично реалізуватись під таку модель. 
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Для отримання розв’язку диференціального рівняння 1-го порядку (1.1) 

це рівняння необхідно один раз проінтегрувати. В результаті цього інтегру-

вання в розв’язку з’явиться стала інтегрування, для конкретизації якої необ-

хідно задати початкову умову для вихідної координати  I t , тобто задати 

умову 

    0
0

t
I t I


 . (1.6) 

Це означає, що з множини траєкторій руху, які задаються загальним 

розв’язком диференціального рівняння 1-го порядку, потрібно вибрати ту, 

яка в початковий момент часу  0t   проходить через точку  0I . 

З фізичної точки зору це означає, що, моделюючи процес зміни струму 

 I t  в котушці індуктивності після подачі на її затискачі напруги  U t , по-

трібно врахувати в момент подачі напруги той залишковий струм, який мав 

місце у цій котушці індуктивності у цей момент в результаті її звільнення від 

енергії, привнесеної попереднім вхідним сигналом. 

Оскільки для отримання розв’язку диференціального рівняння 2-го по-

рядку його необхідно проінтегрувати двічі, що викликає появу одна за одною 

двох сталих інтегрування, то для їх конкретизації уже потрібно знати в поча-

тковий момент часу  0t   не лише значення вихідної координати  I t , але і 

значення її першої похідної dI
dt

, тобто початкова умова для рівняння (1.3) на-

буває вигляду 

 
   

 

0

1

0

0 ,

0 .

t

t

I t I

dI I
dt









 


 (1.7) 

Цілком очевидно, що для отримання розв’язку диференціального рів-

няння n -го порядку його необхідно проінтегрувати n  раз, що викликає появу 

n  сталих інтегрування, для конкретизації яких потрібно знати в початковий 

момент часу не лише значення вихідної координати  y t , але і значення у 
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цей початковий момент усіх її похідних до  1n   порядку включно, тобто 

початкова умова для рівняння (1.4) має вигляд 

 

   

 

 

0

1

0

1
1

1
0

0 ,

0 ,

,

0 .

t

t

n
n

n
t

y t y

dy y
dt

d y y
dt















 








 (1.8) 

Слід відзначити, що для значної кількості ЛДС ЗП характерним є те, 

що всі елементи їхніх структур, які здатні запасати енергію, після відклю-

чення системи цю енергію втрачають, що дає підставу перед новим включен-

ням у роботу системи для її моделі у вигляді (1.4) вважати початкові умови 

нульовими, тобто в системі рівнянь (1.8) вважати усі праві частини такими, 

що дорівнюють нулю. Це суттєво спрощує подальший процес моделювання. 

 

1.1.2 Перехідна та імпульсна перехідна характеристики 

безперервних детермінованих ЛДС ЗП 

Серед математичних моделей лінійних динамічних систем широке за-

стосування знаходять дві їх характеристики в часовій області, які називають 

перехідною характеристикою  h t  та імпульсною перехідною характеристи-

кою  g t . 

Перехідна характеристика  h t  системи є її реакцією на вхідний сиг-

нал  x t  у вигляді одиничного стрибка. Тобто у випадку, коли 

    
1, 0,

1
0, 0,

t
x t t

t


   
 (1.9) 

маємо: 

    y t h t . (1.10) 

Графічна інтерпретація цього означення показана на рис. 1.4. 
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Рисунок 1.4 — Графік реакції h(t) лінійної динамічної системи ЛДС 
на одиничний стрибок 1(t) 

Імпульсна перехідна або вагова характеристика  g t  системи є її реа-

кцією на одиничний імпульсний вхідний сигнал  x t  у вигляді дельта-

функції  t , для якої справедливо: 

  
, 0,

0, 0,
t

t
t


 

  
 (1.11) 

    
0

1t dt t dt 
 



   . (1.12) 

Із виразів (1.11), (1.12) випливає, що дельта-функція — це ідеалізація 

імпульсу одиничної площі з надзвичайно великою висотою і надзвичайно 

малою протяжністю (рис. 1.5). 

 

Рисунок 1.5 — Графік реакції g(t) лінійної динамічної системи ЛДС 
на одиничний імпульс δ(t) 
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Дуже важливим є те, що сигнал  x t , який діє на вході лінійної динамі-

чної системи з імпульсною перехідною характеристикою  g t  (рис. 1.6), та 

реакція системи  y t  на цей сигнал пов’язані між собою інтегралом згортки 

      
0

y t x t τ  g τ dτ


  , (1.13) 

який має надзвичайно прозорий зміст — вихідний сигнал динамічної системи 

формується сумою реакцій на кожний імпульс вхідного сигналу під час по-

дання цього вхідного сигналу у вигляді послідовності імпульсів з висотою, 

що дорівнює значенню вхідного сигналу у відповідний момент часу. 

 x t  y t
 g t

 

Рисунок 1.6 — Узагальнена структурна схема лінійної динамічної системи 

 

1.2 Математичні моделі безперервних детермінованих ЛДС ЗП на 

комплексній площині 

З курсу операційного числення, що є одним з обов’язкових розділів за-

гального курсу вищої математики, який викладається студентам технічних 

вузів, відомо, що за допомогою оператора Лапласа 

       
0

ptL f t F p f t e dt


    (1.14) 

кожній функції f  часу t , яка задовольняє умову   0f t   при 0t  , умови 

Діріхле і називається оригіналом, можна поставити у відповідність функцію 

F  комплексної змінної p , яка називається зображенням оригіналу на ком-

плексній площині. Ця відповідність записується у такий спосіб: 

    
 

f t F p

 . (1.15) 
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Наприклад, часовій функції одиничного стрибка (1.9) на комплексній 

площині відповідає зображення 

    
00 0

1 11 pt pt ptF p t e dt e dt e
p p

 
      

  , (1.16) 

або 

  
 

11 t
p



 . (1.17) 

Ще один приклад — експоненті te   при 0t   на комплексній площині 

відповідає зображення 

    
 

 

0 0 0

1 1p t p tt ptF p e e dt e dt e
p p

 

 

 
        

     (1.18) 

або 

 
 

1te
p




 


 . (1.19) 

Головною перевагою аналізу в області зображень  F p , тобто на ком-

плексній площині, у порівнянні з аналізом в області оригіналів  f t , тобто у 

часовому просторі, є те, що за нульових початкових умов операції диферен-

ціювання d
dt

 оригіналу  f t  у часовому просторі відповідає операція пере-

множення на комплексну змінну p  його зображення  F p  на комплексній 

площині, тобто 

    
 

df f t p F p
dt

  


  . (1.20) 

Як наслідок цієї властивості маємо:  

    
2

2
2  

d f f t p F p
dt

  


   (1.21) 

та 

      
 

n
n n

n
d f f t p F p
dt

  

 , (1.22) 
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а також 

    
0

 

t F p
f τ dτ

p
 
  (1.23) 

та  

 
   

1 2 1 2
0 0

 

t t

n n n

n

F p
 ... f τ ,τ ,...,τ  dτ  dτ  ... dτ .

p
             

  




 
(1.24)

 

Завдяки властивості (1.20) та її наслідкам (1.21) — (1.24) диференціа-

льним та інтегральним рівнянням, записаним у часовому просторі, відпові-

дають алгебраїчні рівняння на комплексній площині, розв’язувати які набага-

то простіше, оскільки цьому вчать ще у школі. 

Наприклад, диференціальному рівнянню в області оригіналів  x t , 

 y t  

          
2

2 1 0 1 02
d y t dy t dx t

a a a y t b b x t
dt dtdt

     (1.25) 

на комплексній площині відповідає алгебраїчне рівняння 

          2
2 1 0 1 0a p Y p a pY p a Y p b pX p b X p     (1.26) 

відносно зображень  X p  та  Y p . Його розв’язком є функція  Y p , яку із 

рівняння (1.26) можна визначити у такий спосіб: 

    1 0
2

2 1 0

b p bY p X p
a p a p a




 
 (1.27) 

або 

      Y p W p X p  , (1.28) 

де 

   1 0
2

2 1 0

b p bW p
a p a p a




 
. (1.29) 
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Якщо  X p  вважати зображенням сигналу  x t , який надходить на 

вхід динамічної системи (рис. 1.7), математичну модель якої можна записати 

у вигляді (1.28), де  y t  є реакцією цієї системи на вхідний сигнал  x t , то 

функцію  W p  можна інтерпретувати як передаточну (або передатну) функ-

цію системи. 

 X p  Y p
 W p

 

Рисунок 1.7 — Узагальнена структурна схема динамічної системи  
в області зображень 

Як видно із виразів (1.27) — (1.29), передаточна функція  W p  не за-

лежить від зовнішніх сигналів, які діють на систему, та однозначно характе-

ризує внутрішню структуру і властивості лише самої системи. 

А тому ця функція є однією із найважливіших математичних моделей 

лінійних систем, для яких перетворення Лапласа (1.14) задає взаємно одно-

значну відповідність між оригіналами та їх зображеннями. 

Із виразу(1.28) випливає, що, знаючи зображення  X p  вхідного сиг-

налу  x t  та зображення  Y p  реакції системи  y t  на цей сигнал, передато-

чну функцію можна отримати, взявши їх відношення, тобто 

    
 

Y p
W p

X p
 . (1.30) 

Варто нагадати, що обернене перетворення Лапласа 

       1 1
2

ptL F p f t F p e dp
π






   , (1.31) 

згідно з яким за відомим зображенням  F p  можна знайти оригінал  f t , як 

правило, використовується лише для побудови таблиць відповідності між 

 f t  та  F p , а в практиці аналізу частіше використовуються формули роз-

кладання, одна з яких — для некратних полюсів ip  зображення 
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    
 

C p
Y p

D p
 , (1.32) 

де  C p ,  D p  — багаточлени за степенями p  порядків m  та n , відповід-

но, — має вигляд  

    
 1

i
n

p ti

ii

C p
y t e

D p


 . (1.33) 

Нагадаємо, що ip  — це корені рівняння 

   0D p  , (1.34) 

а 

  
i

i
p p

dDD p
dp 

  . (1.35) 

Наведемо приклад використання формули розкладання (1.33). 

Нехай маємо зображення невідомого нам оригіналу у вигляді 

   3 2
2 1
5 6
pF p

p p p



 

. (1.36) 

Треба визначити його оригінал  f t . 

Очевидно, що для нашого прикладу: 

 

 
  3 2

2

2 1

5 6 ,

3 10 6.

C p p ,

D p p p p
dD p p
dp

 

  

  

 

(1.37)

 

Знайдемо полюси зображення (1.36), тобто корені рівняння 

 3 25 6 0p p p =  . (1.38) 

Привівши рівняння (1.38) до вигляду 

  2 5 6 0p p p  =  , (1.39) 

легко бачити, що полюсами зображення (1.36) є: 
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1

2

3

0
2
3

p ,
p - ,
p - .


 
 

 (1.40) 

Підставляючи (1.37) та (1.40) у формулу розкладання (1.33), отримає-

мо: 

 

   
 

 
 

 
 

 
   

 
   

 
   

31 2 31 2

1 2 3

0 2
2 2

3 2 3
2

2 0 1 2 2 1

3 0 10 0 6 3 2 10 2 6

2 3 1 1 3 5
6 2 33 3 10 3 6

p tp t p t

t - t

- t - t - t

C pC p C p
f t   e e e

D p D p D p

-
e e

- -

-
e e e .

- -



   
  

   
  

       

 
   

   

 

Функція 

   2 31 3 5
6 2 3

- t - tf t e e    (1.41) 

і є оригіналом зображення виразу (1.36). Ще раз нагадуємо, що оригінал ви-

значається лише при значеннях 0t  . 

Зв’яжемо передаточну функцію  W p  ЛДС ЗП з її перехідною  h t  та 

імпульсною перехідною  g t  характеристиками. 

Оскільки згідно зі співвідношенням (1.28) зображення за Лапласом ви-

хідного сигналу  Y p  лінійної динамічної системи є добутком передаточної 

функції цієї системи  W p  та зображення за Лапласом вхідного сигналу сис-

теми  X p , яке в разі виконання (1.9), згідно з (1.17), дорівнюватиме 1
p

, то 

для зображення за Лапласом перехідної характеристики  H p  матимемо: 

    W p
H p

p
 , (1.42) 

що, в свою чергу, дає нам право записати 

    1 W p
h t L

p
  

  
 

. (1.43) 
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Легко бачити, що зображення за Лапласом дельта-функції дорівнює 

         0 0

0 0

1 1p tpt pL t t e dt e t dt e  
 

          . (1.44) 

Тож, якщо при 

    x t t , (1.45) 
за визначенням 

    y t g t , (1.46) 
то із (1.28) випливає, що 

    G p W p . (1.47) 

Тобто передаточна функція лінійної динамічної системи є зображенням 

за Лапласом її імпульсної перехідної характеристики, і навпаки 

     1g t L W p . (1.48) 

Із співвідношень (1.42) і (1.47) випливає, що 

    G p p H p  . (1.49) 

А це, в свою чергу, означає, що в області оригіналів справедливим є рі-

вняння 

    dh t
g t

dt
 , (1.50) 

тобто, що імпульсну перехідну характеристику  g t  системи можна отрима-

ти диференціюванням її перехідної характеристики  h t . 

Підводячи підсумок викладеному вище, можна стверджувати, що ма-

тематичну модель ЛДС ЗП у вигляді передаточної функції  W p  можна ви-

значити, поділивши перетворену за Лапласом реакцію системи  y t  на пере-

творений за Лапласом вхідний сигнал  x t . Цілком очевидно, що до перетво-

рення за Лапласом і експериментально зафіксований вхідний сигнал  x t , і 

експериментально зафіксовану реакцію  y t  системи на цей сигнал потрібно 

апроксимувати відповідними функціями аргументу t . Згідно з теоремою 

Вейєрштрасса майже завжди це можна зробити за допомогою поліномів за 
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степенями аргументу t , перетворення за Лапласом яких приводить до відно-

шення поліномів за степенями аргументу p . Очевидним є також і те, що 

найбільш просто задача ідентифікації такої системи за цим алгоритмом буде 

розв’язуватись, якщо вхідним сигналом динамічної системи є одиничний 

стрибок  1 t  або одиничний імпульс  t , з перетворених за Лапласом реак-

цій системи на кожен із яких одразу отримуємо передаточну функцію згідно 

зі співвідношеннями (1.42) або (1.47). 

На завершення цього підрозділу покажемо, як, отримавши передаточну 

функцію  W p  ЛДС ЗП, побудувати математичну модель цієї системи у ви-

гляді диференціального рівняння. 

Нехай математична модель ЛДС ЗП на комплексній площині має ви-

гляд 

  
1

1 1 0
1

1 1 0

...
...

m m
m m

n n
n n

b p b p b p bW p
a p a p a p a







   


   
. (1.51) 

Підставивши значення  W p  із (1.51) в (1.28) та перенісши знаменник 

в ліву частину рівності, отримаємо 

 
   

   

1
1 1 0

1
1 1 0

...

... .

n n
n n

m m
m m

a p a p a p a Y p

b p b p b p b X p







     

     
 

(1.52)
 

Розкриваючи дужки в рівності (1.52) і враховуючи те, що перемножен-

ню зображення на p  відповідає диференціювання оригіналу за t , приходимо 

до диференціального рівняння (1.4). 

 

1.3 Математичні моделі безперервних детермінованих ЛДС ЗП в 

частотній області 

Як показано у попередньому підрозділі, достатньо повну інформацію 

про динаміку лінійної системи несе її передаточна функція, яка є функцією 

комплексної змінної p j   . 
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Якщо накласти умову 

 0  , (1.53) 

то передаточна функція  W p  вироджується у функцію уявної частини j  

комплексної змінної p , тобто в  W j . 

До прикладу, нехай 

  1
10

5 1
W p

p



. (1.54) 

За виконання умови (1.43) із (1.44) маємо: 

  1
10

1 5
W j

j






. (1.55) 

Функцію  1W j  шляхом очевидних перетворень можна привести до 

такої форми 

 
   

     

   

1 2

1 12 2

10 1 5 10 50
1 5 1 5 1 5

10 50 ,
1 25 1 25

j jW j
j j

j P jQ

 
  

  
 

  
  

   

   
 

 

(1.56)

 

де 

  1 2
10

1 25
P 





, (1.57) 

  1 2
50

1 25
Q 


 


. (1.58) 

Вирази (1.55) — (1.58) за своєю структурою справедливі для довільної 

функції  W p . Оскільки як функція  W j , так і її складові  P   та  Q   у 

своїй структурі містять всі коефіцієнти передаточної функції  W p , то мож-

на стверджувати, що кожна з них несе однакову кількість інформації про ди-

наміку системи, яка характеризується цією передаточною функцією. У цьому 

легко переконатись на наведеному прикладі. 

З теорії комплексних чисел відомо, що при *   комплексне число 
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      * * *W j P jQ     (1.59) 

можна записати не тільки в алгебраїчній формі (1.49), а й у показниковій: 

      *j* *W j A e
 

   , (1.60) 

де 

      2 2* * *A P Q    , (1.61) 

    
 

*
*

*

Q ω
ω arctg

P ω
  . (1.62) 

Оскільки параметр   в усіх наведених вище виразах має чітко визна-

чений фізичний сенс — це кругова частота, то всі функції, що залежать від 

нього, називаються частотними характеристиками, з яких: 

 P   — дійсна частотна характеристика, 

 Q   — уявна частотна характеристика, 

 A   — амплітудна частотна характеристика, 

    — фазова частотна характеристика, 

 W j  — амплітудно-фазова частотна характеристика. 

Для співвідношень (1.59) — (1.62), які пов’язують між собою частотні 

характеристики, слід додати ще два, які є очевидними для всіх, хто знайомий 

з теорією комплексних чисел, а саме: 

      cosP A     , (1.63) 

      sinQ A     . (1.64) 

Амплітудну та фазову частотні характеристики  A   та     динамі-

чної системи легко отримати експериментально за допомогою спеціального 

комплексу, який випускається серійно і містить у собі генератор синусоїда-

льних коливань змінної частоти, подвійний піковий вольтметр, фазометр-

частотомір та пристрій для перетворення фізичних параметрів процесів на 

вході та виході системи в електричний сигнал і для їх узгодження. Зазначи-
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мо, що амплітудно-фазову частотну характеристику з експерименту можна 

побудувати тільки для стійких об’єктів. 

Експеримент з отримання частотних характеристик  A   та     по-

лягає в тому, що на вхід системи від генератора синусоїдальних коливань по-

даємо сигнал 

    1 1 1 1sinx t X t   (1.65) 

з фіксованими частотою 1 12 f  , де 1f  — реальна частота у герцах, та амп-

літудою  1 1X  . 

Після закінчення перехідного процесу, тривалість якого визначається 

чотирма еквівалентними сталими часу цієї системи, на її виході встановлять-

ся коливання 

       1 1 1 1 1siny t Y ω ω t     . (1.66) 

Замірявши подвійним піковим вольтметром одночасно значення амплі-

туди  1 1X   сигналу на вході системи та  1 1Y   на її виході та взявши їх від-

ношення, отримаємо значення амплітудної частотної характеристики систе-

ми на частоті 1 , тобто 

    
 

1 1
1

1 1

Y
A

X





 . (1.67) 

За допомогою фазометра-частотоміра на цій ж частоті 1  заміряємо 

зсув фаз  1  , який виникає між сигналами  1x t  та  1y t  — він безпосере-

дньо задає значення фазової частотної характеристики  1   на частоті 1 . 

Дискретно змінюючи частоту вхідного сигналу від нуля до значень n , 

за яких можна вважати, що 

   0nY   , (1.68) 

і здійснюючи дії, що описані вище, отримаємо скінченну множину чисел 

                0 0 0 1 1 1 n n n, A ω , , , A , , , , A ,            , (1.69) 
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яка дискретно задає амплітудну та фазову частотні характеристики  A   і 

    системи. 

Для отримання неперервних функцій  A   та     залишається тіль-

ки здійснити апроксимацію послідовностей чисел 

      0 1, , , nA  A  A   , (1.70) 

      0 1, , , n         (1.71) 

за допомогою відомих інтерполяційних процедур, або використавши спеціа-

льно підібрані формули для  A   і     та суму квадратів відхилень як кри-

терій оптимізації процедури. 

У разі використання першого шляху для отримання  W j  необхідно 

підставити інтерполяційні вирази для  A   та     у формулу (1.60), а по-

тім за допомогою іншої стандартної процедури перейти від  W j  до  W p . 

Другий шлях дозволяє одразу отримати формулу для  W p . 

Алгоритм побудови  W p  за цим підходом такий: спочатку висуваємо 

гіпотезу про те, що динаміка системи, яка розглядається, описується переда-

точною функцією 

   1
1

1 1
bW p

a p



. (1.72) 

Із формули (1.72) видно, що для ідентифікації системи необхідно знай-

ти лише два коефіцієнти 1a  та 1b . 

Використовуючи формули (1.59) — (1.62) та (1.72), знаходимо, що 

    
   

1 11
1

1 1 1

1
1 1 1

b a jbW j
a j a j a j




  
 

 
   

, (1.73) 

   1
1 2 2

11
bP ω
a 




, (1.74) 

   1 1
1 2 2

11
a bQ

a



 


, (1.75) 
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   1
1 2 2

11

bA
a







, (1.76) 

    1 1arctg a    . (1.77) 

Підставляючи у формулу (1.76) значення 0 ,  0A  ; 1 ,  1A  , чи 

якісь інші дві пари із (1.70), складаємо систему двох рівнянь з двома невідо-

мими 1a , 1b . Розв’язавши цю систему чисельними методами на ПЕОМ, отри-

маємо оцінки коефіцієнтів 1a , 1b . 

А використовуючи значення 0 ,  0  ; 1 ,  1    n ,  n   із 

(1.71) та значення коефіцієнта 1a , знайденого на попередньому етапі, вичис-

лимо оцінку 

     22
1 1

0

n

i i
i

arctg a   


   (1.78) 

суми квадратів відхилень експериментальних значень фазової частотної ха-

рактеристики від її значень, що визначаються за вибраною моделлю (1.77). 

Після цього висуваємо гіпотезу, що динаміка системи описується яко-

юсь іншою передаточною функцією і для її конкретного виду повторюємо 

всю описану вище процедуру. 

У результаті отримаємо оцінку 2
2 . 

Якщо  

 2 2
2 1  , (1.79) 

то найкращу апроксимацію передаточної функції системи за експеримента-

льними даними (1.70), (1.71) забезпечує формула (1.72). Якщо ж 

 2 2
2 1  , (1.80) 

то пошук треба продовжувати. 

Дві практичні поради: 

1). Якщо умова (1.68) виконується, то це означає, що порядок m  полі-

нома у чисельнику передаточної функції системи менший за порядок n  полі-

нома в її знаменнику. 
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У цьому легко переконатись, проаналізувавши вираз для  A  , запи-

саний у загальному вигляді. 

Цю умову можна сформулювати ще й так: для реальних інерційних си-

стем, для яких 

  
1

1 1 0
1

1 1 0

m m
m m

n n
n n

b p b p  ... b p bW p
a p a p  ... a p a







   


   
, (1.81) 

завжди виконується умова 

 m n . (1.82) 

2). a). Якщо в (1.71) є таке m , для якого 

  
2m
π   , (1.83) 

то в (1.81) 1n  . 

б). Якщо в (1.71) є таке m , для якого 

   2
2m
π    , (1.84) 

то в (1.81) 2n  . 

в). Якщо в (1.71) є таке m , для якого 

  
2m
πk    , (1.85) 

то в (1.81) n k . 

Тож, отримавши експериментально значення множини (1.71), одразу 

можемо визначити порядок n  системи і загальний вигляд знаменника її пе-

редаточної функції. 

А оскільки для реальних систем завжди виконується умова (1.82), то 

таке попереднє визначення порядку полінома знаменника передаточної фун-

кції суттєво скорочує кількість можливих варіантів в задачі синтезу моделі 

системи за даною процедурою. 

А наостанок зауважимо таке. 

Ввівши умову (1.53), від перетворення за Лапласом, яке кожній функ-

ції, визначеній на часовій осі як оригінал, ставить у відповідність функцію на 
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комплексній площині, переходимо до перетворення Фур’є, яке відображає 

оригінали на частотну вісь комплексної площини. Саме такий зміст вкладено 

у назву підрозділу, що випливає із всього викладеного вище. 

 

1.4 Математичні моделі безперервних детермінованих ЛДС ЗП в 

просторі змінних стану 

Нехай відомо, що процеси у динамічній системі описуються диферен-

ціальним рівнянням 

 
3 2

3 2 1 03 2
d y d y dya a a a y bu

dtdt dt
    , (1.86) 

де u  — сигнал управління, а y  — реакція системи на нього. 

Позначимо 

 1y y . (1.87) 

Тоді 

 1dy dy
dt dt

 . (1.88) 

Введемо заміну 

 

1
2

2
3.

dy y ,
dt
dy y
dt

 

 


 (1.89) 

Перепишемо рівняння (1.86) у формі: 

 
3 2

0 1 23 2
d y dy d ya y a a bu

dtdt dt
     . (1.90) 

З урахуванням (1.87) – (1.89) рівняння (1.90) можна записати у вигляді 

 3
0 1 1 2 2 3

dy a y a y a y bu
dt

     . (1.91) 

У результаті цих перетворень диференціальне рівняння 3-го порядку 

(1.86) відносно координати y  приведено до системи трьох диференціальних 
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рівнянь 1-го порядку відносно координат 1y , 2y , 3y , тобто еквівалентом для 

(1.86) є система 

 

1
2

2
3

3
0 1 1 2 2 3

,

,

,

dy y
dt
dy y
dt

dy a y a y a y bu  
dt

 

 

     

 (1.92) 

яку можна переписати у матричній формі у вигляді 

 Y AY BU  , (1.93) 

де 

 

     

   

1 1

2 23 1 3 1 3 1

3 3

3 3 3 3

0 1 2

0
, 0 , ,

0 1 0 0 0 0
0 0 1 , 0 0 0 .

0 0 1

y y
 Y y      U      Y y

y u y

A   B
a a a

  

 

  

 
  



 


 

(1.94)

 

Матричне рівняння (1.93) легко узагальнюється на довільний порядок 

вектора Y , який характеризує стан системи, та вектора управління U  за умо-

ви лише, що 

 m n . (1.95) 

Вирази (1.92) або (1.93) та (1.94) задають математичну модель динамі-

чної системи у просторі змінних її стану, до яких відносять саму вихідну ко-

ординату y  та її  1n   похідну. 

Запис математичної моделі системи у просторі змінних стану широко 

використовується в теорії автоматичного управління під час розв’язання за-

дач синтезу оптимального управління. 

В літературі до 80-х років при 3n   простір змінних стану було прийн-

ято називати фазовим простором, а при 2n   — фазовою площиною. 
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1.5 Завдання для самоперевірки 

1. За яких умов динамічна система може вважатись безперервною де-

термінованою лінійною динамічною системою з зосередженими параметра-

ми? 

2. Що собою являють математичні моделі ЛДС ЗП у просторі часу? 

3. Що собою являє перетворення за Лапласом? Які головні переваги 

аналізу в області зображень? 

4. Як визначити передаточну функцію системи, якщо відоме диферен-

ціальне рівняння, котре описує процеси у цій системі? 

5. Як визначити оригінал за відомим його зображенням? 

6. Побудуйте структурну схему ЛДС ЗП в області оригіналів і в обла-

сті зображень. 

7. Як, маючи передаточну функцію ЛДС ЗП, відтворити диференціа-

льне рівняння, яке описує процеси у цій системі? 

8. Яким чином, маючи передаточну функцію ЛДС ЗП, отримати час-

тотні характеристики системи: дійсну, уявну, амплітудну, фазову, амплітуд-

но-фазову? 

9. Які частотні характеристики і за допомогою яких приладів можна 

знайти експериментально? 

10. Як, маючи експериментально визначені окремі значення частотних 

характеристик, синтезувати передаточну функцію системи? 

11. Як за експериментальними значеннями фазової частотної характе-

ристики системи визначити її порядок? 

12. Що собою являє простір змінних стану системи та як побудувати її 

модель у цьому просторі? 

13. Дайте означення перехідної та імпульсної перехідної характеристик 

лінійної динамічної системи. 

14. Що собою являє одиничний стрибок, і який графік він має? 
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15. Що собою являє одиничний імпульс і які його властивості ви знає-

те? 

16. Як зв’язані зображення за Лапласом перехідної та імпульсної пере-

хідної характеристик системи з передаточною функцією цієї системи? 

17. Доведіть, що імпульсна перехідна характеристика системи є похід-

ною від її перехідної характеристики. 

18. Які математичні умови фізичної реалізовності ЛДС ЗП ви знаєте? 

 

 

Розділ 2 МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ ДИСКРЕТНИХ 

ДЕТЕРМІНОВАНИХ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ З 

ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

Як уже було відзначено раніше, до дискретних динамічних систем бу-

демо відносити такі динамічні системи, в яких процеси формуються лише в 

окремі моменти часу хоча б в одному із елементів їх структури. Очевидно, 

що будь-яка лінійна автоматична система з комп’ютером у замкнутому кон-

турі, який в принципі працює виключно лише з дискретними величинами, 

належить до класу дискретних динамічних систем. 

Для аналізу процесів у дискретних системах нам потрібен математич-

ний апарат, який виходить за рамки того, що вивчається у вузівському стан-

дартному курсі вищої математики, а тому розпочнемо цей розділ викладен-

ням основ цього апарату. 

 

2.1 Решітчасті функції та скінченні різниці 

Нехай  f t  — неперервна функція, графік якої має вигляд, наведений 

на рис. 2.1, а. 
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 f (t) 

t 

a) 

0 

 f (t) 

t 

б) 

 f [kT] 

в) 

7Т 3Т 5Т 1Т 9Т 11Т 0 

kT 7Т 3Т 5Т 1Т 9Т 11Т 0 
 

Рисунок 2.1 — Графіки неперервної  f t  і породженої нею 

решітчастої  f kT  функцій 

 

Виберемо інтервал дискретності T  і визначимо значення функції  f t  

лише при значеннях аргументу t , кратних T  (рис. 2.1, б). 
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У результаті цих дій отримаємо функцію  f kT  дискретного аргументу 

 0,1, 2,kT k    (рис. 2.1, в), яку математики домовились називати «решіт-

частою». 

Записується алгоритм породження решітчастої функції  f kT  із непе-

рервної  f t  у такий спосіб: 

 
    ,

0, 0,1, 2, .
t kT

f kT f t

T k




  
 

(2.1)
 

Приклад 1. Нехай 

  1 2 4, 0f t t t   , (2.2) 

 0 5T , . (2.3) 

Згідно з алгоритмом (2.1) решітчаста функція  1f kT , яка породжується 

функцією (2.2) за умови (2.3), має вигляд:  

 
     1 1 0 5

2 0 5 4

0 1 2 .
t , kf kT f t , k ,

k , , , 


   

 
 

(2.4)
 

Приклад 2. Нехай 

   2
2 3 2 0f t t ,  t   , (2.5) 

 0 5T , . (2.6) 

Цій неперервній функції відповідає решітчаста, яка визначається у та-

кий спосіб: 

      22 2 0 5
3 0 5 2 0 1 2

t , k
f kT f t , k , k , , , 


     . (2.7) 

Графіки решітчастих функцій (2.4), (2.7) наведені на рис. 2.2. 

Із формул (2.4) та (2.7) легко бачити, що після вибору числового зна-

чення інтервалу дискретності T  решітчаста функція  f kT  стає функцією 

лише аргументу k , а тому автори багатьох книг записують її у вигляді не 

 f kT , а  f k . Роблячи так, слід пам’ятати, по-перше, що коефіцієнти у фу-

нкціях  f k  і  f kT  не збігаються, а по-друге, що для відтворення їх пород-
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ної неперервної функції  f t  необхідно порядковий номер k , який виступає 

як аргумент решітчастої функції  f k , помножити на числове значення ін-

тервалу дискретності T  до виконання операції над ним. Для того, щоб не 

тримати цього у пам’яті, будемо зберігати період дискретності T  в аргументі 

решітчастої функції  f kT . 

 
 f [kT] 

kT 

 f1[kT] 

9T 

T = 0,5 

7T 5T 3T 1T 7T 5T 3T 1T 

1

2 

3 

4 

5 

-1 

-2 

-3 

-4 

1 2 3 4 5 -1 -2 -3 -4 

 f2[kT] 

 
Рисунок 2.2 — Графіки решітчастих функцій    1 2 0,5 4f kT k   та 

   22 3 0,5 2f kT k   при 0,5T   

Як відомо з курсу математичного аналізу, швидкість зміни неперервної 

функції  f t  у кожній точці графіка характеризується значенням її похідної 

df
dt

 у цій точці, числове значення якої дорівнює тангенсу кута   нахилу до-

тичної до графіка, проведеної через цю ж точку (рис. 2.3). 
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 f (t) 

t 

t 

f 

 

 

Рисунок 2.3 — Геометрична інтерпретація похідної  f t  від функції  f t  

Відомо, що похідна df
dt

 є функцією  f t , яка визначається із співвід-

ношення: 

  
0

lim
t

df ff t
dt t



 


 


 , (2.8) 

яке не може мати місця для решітчастих функцій. 

Але, оскільки сусідні значення аргументу kT  решітчастої функції 

 f kT  відрізняються на T , то, сформувавши різницю 

      1 ,

0, 1, 2, ,

f kT f k T f kT

k

     
 

 
(2.9)

 

ми можемо формально використати цю різницю  f kT  для характеристики 

швидкості зміни решітчастої функції  f kT  у точці з аргументом kT . 

Різницю  f kT  називають прямою скінченною різницею першого по-

рядку решітчастої функції  f kT . 

За аналогією з (2.9) можна визначити пряму скінченну різницю другого 

порядку 

      2 1

0 1 2 .

f kT f k T f kT ,

k , , , 

       
 

 (2.10) 
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Якщо у вираз (2.10) підставити значення  f kT  та  1f k T    , ви-

значені за формулою (2.9), отримаємо: 

        2 2 2 1

0 1 2 .

f kT f k T f k T f kT ,

k , , , 

           
 

 (2.11) 

Узагальнюючи (2.9) та (2.10), маємо: 

      1 11 ,

1, 2, ; 0, 1, 2, .

n n nf kT f k T f kT

n k

        
  

 
(2.12)

 

При розкритті формули (2.12) для конкретних n  варто пам’ятати, що 

 
   
   

0

0

,

1 1 .

f kT f kT

f k T f k T

 

          

 (2.13) 

Відомо, що значення похідної  f t  від неперервної функції  f t  у то-

чці з аргументом t  не залежить від того зліва чи справа наближається t  до 

нуля (див. формулу (2.8)). Інша ситуація виникає при наближенні до точки з 

аргументом kT  під час аналізу решітчастої функції  f kT , а тому для харак-

теристики швидкості її зміни крім прямої скінченної різниці  f kT  першого 

порядку вводять ще й обернену скінченну різницю першого порядку за фор-

мулою 

      1 ,

1, 2, 3, .

f kT f kT f k T

k

     
 

 
(2.14)

 

Нагадаємо, що символи « » та «» є грецькими літерами, відповідно, 

«дельта» та «набла». 

На рис. 2.4 показано, наскільки суттєво можуть відрізнятись пряма 

 f kT  та обернена  f kT  скінченні різниці першого порядку решітчастої 

функції  f kT  при значенні аргументу 4kT T . 
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 f [kT] 

kT 0 1T 3T 4T 5T 6T 2T 

f [4T] 
f [4T] 

 

Рисунок 2.4 — Геометрична інтерпретація відмінності між прямою  f kT  

та оберненою  f kT  скінченними різницями першого порядку у точці з 
аргументом 4kT T  

За аналогією з (2.12) визначається і обернена скінченна різниця 

 n f kT  порядку n : 

      1 1 1

1 2 ; 1 2 ,

n n nf kT f kT f k T ,

n , , k , ,

      
  

 
(2.15)

 

де, як і в (2.13), 

 
   
   

0

0

,

1 1 .

f kT f kT

f k T f k T

 

          

 (2.16) 

При 2n   із формули (2.15) отримаємо 

      2 1 ,

2, 3, 4, ,

f kT f kT f k T

k

     
 

 
(2.17)

 

або, з урахуванням (2.14): 

        2 2 1 2 ,

2, 3, 4, .

f kT f kT f k T f k T

k

           
 

 
(2.18)

 

Як приклад знайдемо  f kT ,  2 f kT  та  f kT ,  2 f kT  для реші-

тчастих функцій  1f kT ,  2f kT , визначених формулами (2.4) та (2.7). 

Для функції  1f kT : 
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        1 1 11 1 4 4 1,

0,  1,  2,   ,

f kT f k T f kT k k

k

           
 

 
(2.19)

 

 

       
    

2
1 1 1 12 2 1

2 4 2 1 4 4

2 4 2 2 8 4 0,
0,1, 2, ,

f kT  f k T f k T f kT

k k k

k k k
k    

            
        

        
 

 
(2.20)

 

        1 1 1 1 4 1 4 1,

1, 2, 3, ,

f kT f kT f k T k k

k     

           
 

 
(2.21)

 

 

       
    

2
1 1 1 1  2 1 2

4 2 1 4 2 4

4 2 2 8 2 4 0,
2,  3,  4,   .

f kT f kT f k T f k T

k k k

k k k
k

            
        

        
 

 
(2.22)

 

Для функції  2f kT : 

 

         2 2
2 2 2

2 2

1 0,75 1 2 0,75 2

0,75 1,5 0,75 2 0,75 2 1,5 0,75,
0,  1,  2,   ,

f kT f k T f kT k k

k k k k
k

           

       
 

 (2.23) 

 

       

    
2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

      2 2 1

0,75 2 2 2 0,75 1 2 0,75 2

0,75 3 3 2 1,5 3 1,5 4 0,75 2 1,5,
0,  1,  2,   ,

f kT f k T f k T f kT

k k k

k k k k k
k

            

        

          
 

 
(2.24)

 

 

        22
2 2 2

2 2

1 0,75 2 0,75 1 2

0,75 2 0,75 1,5 0,75 2 1,5 0,75,
1, 2, 3, ,

f kT f kT f k T k k

k k k k
k     

           

       
 

 (2.25) 

 

       

    

2
2 2 2 2

2 22

2 2 2

  2 1 2

0,75 2 2 0,75 1 2 0,75 2 2

0,75 2 1,5 3 1,5 4 0,75 3 3 2 1,5,
2,  3,  4,   .

f kT f kT f k T f k T

k k k

k k k k k
k

            

        

          
 

 
(2.26)
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Як видно з отриманих результатів, скінченні різниці першого порядку 

від лінійної решітчастої функції є константами, а другого порядку дорівню-

ють нулю. Нагадаємо, що і перша похідна від лінійної неперервної функції є 

константою, а друга похідна теж дорівнює нулю. Така ж аналогія спостеріга-

ється і між решітчастою та неперервною квадратичними функціями. 

 

2.2 Рівняння в скінченних різницях та різницеві рівняння 

В попередньому підрозділі встановлено, що аналогом похідної l -го по-

рядку, де 1, 2, ,l n  , для решітчастої функції  f kT  є пряма  l f kT  та 

обернена  l f kT  скінченні різниці того ж порядку. 

Очевидним наслідком цієї аналогії є те, що для решітчастих функцій 

 x kT  та  y kT  можна сконструювати рівняння в скінченних різницях 

 l y kT  ( 0,1, 2, ,l n  ),  qx kT  ( 0,1, 2, ,q m  ) або  l y kT  

( 0,1, 2, ,l n  ),  qx kT  ( 0,1, 2, ,q m  ), яке буде аналогом диференціаль-

ного рівняння відносно породних функцій  y t ,  x t  та їх похідних    ly t  

( 1, 2, ,l n  ),    qx t  ( 1, 2, ,q m  ). 

Покажемо на прикладі як можна побудувати дискретний аналог дифе-

ренціального рівняння. 

Нехай маємо диференціальне рівняння  

 
2

2 4 2 2d y dy y x
dtdt

    (2.27) 

з початковими умовами 

 
 
 
0 0,

0 1.

y

y


  

 (2.28) 

Нехай T  — період дискретності функцій  x t ,  y t  для породження 

решітчастих функцій  x kT ,  y kT . 
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Нагадаємо, що аргументи t  і kT  пов’язані між собою співвідношен-

ням: 

 .kt kT  (2.29) 

Зрозуміло, що похідній dy
dt

, яку маємо у рівнянні (2.27), в його дискре-

тному аналозі відповідатиме вираз 

 
   

 
  ,

1
0, 1, 2,  ,

k

y kT y kT y kT
t k T kT T

k

  
 

  

 

 
(2.30)

 

а другій похідній — вираз 

 
 

 
 2 2

2 2

0 1 2 .
k

y kT y kT
,

Tt
k , , , 

 




 

 
(2.31)

 

Підставляючи (2.29) — (2.31) у рівняння (2.27), (2.28), отримаємо: 

 
       

2

2 4 2 2 ,

0, 1, 2, ,

y kT y kT
y kT x kT

TT
k

 
  

 

 (2.32) 

 
 
 
0 0,

0
1,

y

y
T

 






 (2.33) 

або 

        2 2 24 2 2 ,
0, 1, 2,  ,

y kT T y kT T y kT T x kT
k

    

 
 (2.34) 

 
 
 
0 0,

0 .

y

y T

 

 

 (2.35) 

Зрозуміло, що чим меншим буде значення періоду дискретності T , тим 

менше будуть відрізнятись один від одного значення kt  та 1kt   або 1kt   і, як 

наслідок, ближчими до розв’язку  y t  диференціального рівняння (2.27) у 

точках kt  будуть розв’язки  y kT  рівняння в скінченних різницях (2.34). 
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Найбільш просто рівняння (2.34) розв’язується шляхом перетворення 

його в різницеве, яке містить у собі не скінченні різниці, а значення решітча-

стих функцій, взятих при декількох значеннях аргументу. 

Для здійснення цього перетворення необхідно у рівняннях (2.34), (2.35) 

замість скінченних різниць  y kT ,  2 kT  підставити їхні значення, взяті з 

формул (2.9), (2.11). 

Здійснивши це, отримаємо: 

 

          
   2 2

2 2 1 4 1

2 2 ,
0, 1, 2,  ,

y k T y k T y kT T y k T y kT

T y kT T x kT
k

                 

 

 

 (2.36) 

 
 
   
0 0,

1 0 ,

y

y T y T

 


  
 (2.37) 

або 

            2 22 2 4 2  1 2 4 1  ,

0, 1, 2,  ,

y k T T x kT T y k T T T y kT

k

             
 

 (2.38) 

 
 
 
0 0,

1 .

y

y T T

 


 
 (2.39) 

Вибравши конкретне значення T  та сформувавши із заданої функції 

 x t  решітчасту  x kT , шляхом підстановки по черзі 0k  , потім 1k   і так 

далі у рівняння (2.38) отримаємо стільки значень розв’язку  y kT , скільки 

нам треба. 

Отримати різницеве рівняння через обернені скінченні різниці  y kT  

та  2 y kT  пропонуємо самостійно як завдання на закріплення матеріалу. 

Також пропонуємо перетворити у різницеве довільне диференціальне рів-

няння третього порядку із самостійно заданими коефіцієнтами, початковими 

умовами та правою частиною. 
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2.3 Дискретне перетворення Лапласа та Z-перетворення 

У першому розділі було показано, що лінійні диференціальні рівняння 

можна розв’язувати не лише безпосередньо, але й завдяки попередньому їх 

перетворенню в алгебраїчні рівняння комплексної змінної із застосуванням 

прямого та оберненого перетворень Лапласа. 

Покажемо, що аналогічну процедуру можна застосувати і до різнице-

вих рівнянь. 

Нехай  y kT  ( 0,1, 2,k  ) є решітчастою функцією, породженою не-

перервною функцією-оригіналом  y t  з періодом дискретності T , для якої, 

як відомо, справедливо: 

     0
0 0
y t ,  t ,

y t
,     t < ,

 
 


 (2.40) 

    
0

 ptY p y t e dt


  . (2.41) 

Оскільки 

 
,

,
kt kT

dt T





 (2.42) 

то інтеграл у (2.41) можна з деякою похибкою, яка зменшується із зменшен-

ням значення T, записати у вигляді суми 

    *

0
 kpt

k
k

Y p y t e T





  , (2.43) 

або 

    *

0
 pkT

k
Y p T y kT e





  . (2.44) 

Введемо нову комплексну змінну q  у такий спосіб 

 q pT  (2.45) 

і запишемо суму, яка стоїть у правій частини виразу (2.44), у вигляді: 
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    
0

 qk

k
Y q y kT e





 . (2.46) 

Формула (2.46) задає дискретне перетворення Лапласа  Y q  решітчас-

тої функції  y kT .  

Приклад: у попередньому розділі показано, що зображенням за Лапла-

сом експоненціальної функції 

   tf t e   (2.47) 

є функція 

   1F p
p 




. (2.48) 

Знайдемо дискретне зображення за Лапласом решітчастого аналога 

   kTf kT e   (2.49) 

цієї експоненти, використавши формулу (2.46). 

 

     

   

 

0 0 0
2

 

1  

1 1 .
11

T q kqk kT qk

k k k
T q T q

q

T q q TT q

F q f kT e e e e

e e

e
e e e ee



 

 

  
   

  

   

   

    

    

  
  

  

  

(2.50)

 

Нагадаємо, що у перетвореннях (2.50) використано формулу суми чле-

нів нескінченно спадної геометричної прогресії зі знаменником  T qe   . 

Порівнюючи формули (2.48) та (2.50), бачимо, що зображення за Лап-

ласом неперервної експоненти є набагато простішим за своєю структурою, 

аніж аналогічне зображення її решітчастого аналога. Для більш складних фу-

нкцій громіздкість зображень за Лапласом їх решітчастих аналогів суттєво 

наростає. 

Ось чому сьогодні дискретне перетворення за Лапласом повністю виті-

снене з практики аналізу дискретних систем більш простим Z-

перетворенням, яке отримується шляхом заміни у формулі (2.46) 
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 qz e , (2.51) 

тобто 

       
0

  z k

k
Z y kT Y z y kT





  . (2.52) 

Прямою підстановкою (2.51) у (2.50) знайдемо, що Z-перетворення ре-

шітчастої експоненти має вигляд: 

   T
zF z

z e 


. (2.53) 

Порівнюючи (2.53) з (2.48), бачимо, що вони мають однакову структу-

ру — і у першому, і у другому випадках маємо дробово-раціональні функції, 

які є відношеннями поліномів у одному випадку за степенями p , а у друго-

му — за степенями z . 

Слід пам’ятати, що Te   за заданих   і T  — це є число, наприклад при 

1   і 2T   — це 0,135. 

Як ще один приклад знайдемо Z-перетворення одиничної решітчастої 

функції  1 kT , 0,1,k   . 

Оскільки одиничну функцію  1 t  можна отримати з експоненти  

Te  , поклавши 0  , то одинична решітчаста функція  1 kT  є теж окремим 

випадком решітчастої експоненти при 0  . А тому для отримання Z-

перетворення  1 kT  достатньо покласти у формулі (2.53) 0  . Таким чином: 

   1[ ] 1( ) .
1

zZ kT z
z

 


 (2.54) 

У справедливості формули (2.54) легко пересвідчитись і за допомогою 

основної формули (2.52) Z-перетворення, підставляючи    1y kT kT  і зна-

ходячи суму членів нескінченно спадної геометричної прогресії із знаменни-

ком 1z . 
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Оскільки оператор Z-перетворення отримано з перетворення Лапласа 

шляхом двох лінійних підстановок, всі властивості перетворення Лапласа 

справедливі і для Z-перетворення, наприклад: 

           1 2 1 2   Z f kT f kT Z f kT Z f kT   , (2.55) 

      1 1    Z f kT Z f kT  , (2.56) 

де   — число, значення якого не залежить від аргументу kT  функції  1f kT . 

Під час Z-перетворення різницевих рівнянь доводиться знаходити Z-

зображення зсунутих вправо чи вліво значень решітчастих функцій, відносно 

яких ці рівняння складені, а тому побудуємо алгоритми їх знаходження. 

Спочатку розглянемо зсув вправо: 

     
0

1 1 k

k
Z y k T y k T  z





         . (2.57) 

Нехай 1k m  , тоді: 

 
        

        

1

1 1

0

 1  z  

 z 0 0 .

m m

m m

m

m

Z y k T y mT z y mT z

z y mT y z Y z y

 
  

 






      

 
       

 

 


 

(2.58)

 

Аналогічно: 

     
0

2 2 k

k
Z y k T y k T  z





         . (2.59) 

Тепер нехай 2m k  , тоді: 

 

      

     

      

2

2

2 1

0

2 1

2

0 1

0 1 .

m

m

m

Z y k T y mT z

z y mT y y T z

z Y z y y T z


 










    

 
       

 

    



  

(2.60)

 

Узагальнюючи (2.58) та (2.60), отримуємо для довільного n : 



 
51 

 
        

    
1

1

 0 1

1 .

n

n

Z y k n T z Y z y y T  z

y n T  z



 

         

   


 

(2.61)
 

Тепер розглянемо зсув вліво: 

     
0

 1 1  k

k
Z y k T y k T z





         . (2.62) 

Нехай 1k m  , тоді: 

 
      

        

1

1

1 1 1

0

 1

1  z 0 .

m

m

m

m

Z y k T y mT z

z y T z y mT z Y z z Y z


 




   



    

 
            

 




 

(2.63)

 

Виводячи формулу (2.63), використано властивість оригіналу бути рів-

ним нулю за від’ємних значеннях аргументу. 

Аналогічно: 

     
0

 2 2  k

k
Z y k T y k T z





         . (2.64) 

Нехай 2k m  , тоді: 

 

      

     

    

2

2

2 2 1

0
2 2

2

2 1

0 0

m

m

m

m

Z y k T  y mT  z

z y T z y T z y mT  z

z Y z z Y z .


 




 


 

    

 
            

 

     



  

(2.65)

 

Узагальнюючи (2.63) та (2.65), отримуємо для довільного n : 

     n     Z y k n T z Y z     . (2.66) 

Порівнюючи вирази (2.61) і (2.66), приходимо до висновку, що за до-

помогою Z-перетворення доцільніше розв’язувати різницеві рівняння, які 

конструюються із диференціальних шляхом застосування обернених скін-

ченних різниць. 
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Якщо ж різницеве рівняння сконструйоване із диференціального за до-

помогою прямих скінченних різниць, то його доцільніше розв’язувати реку-

рентною (крок за кроком) процедурою, аналогічною (2.38). 

На конкретному прикладі розглянемо процедуру Z-перетворення різ-

ницевого рівняння та алгоритм його розв’язання у цій області. 

Нехай математична модель дискретної системи має вигляд: 

          2 1 4 2 2 1 ,

2, 3, 4,  ,

y kT y k T y k T x kT x k T

k

                
 

 
(2.67)

 

 
 
 

1 0,

2 0.

y T

y T

   


  
 (2.68) 

Знайдемо Z-перетворення рівняння (2.67) за початкових умов (2.68). 

Записуючи, спочатку формально, 

            2 1 4 2 2 1Z y kT y k T y k T Z x kT x k T                 , (2.69) 

та враховуючи лінійні властивості Z-перетворення (2.55), (2.56), отримаємо: 

 
        

     
2 1 4 2

2 1 .

Z y kT Z y k T Z y k T

Z x kT Z x k T

          

    
 

(2.70)
 

Із (2.70) з урахуванням (2.52), (2.63), (2.65) випливає: 

          1 2 12 4 2Y z z Y z z Y z X z z X z      , (2.71) 

або 

    
1

1 2
2

1 2 4
zY z X z

z z  



 



 

, (2.72) 

або 

      Y z W z X z , (2.73) 

де 
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  
1

1 2
2

1 2 4
zW z

z z



 



 

 (2.74) 

— дискретна передаточна функція динамічної системи, що описується різни-

цевим рівнянням (2.67). 

Нехай    1x kT kT , тоді згідно з (2.54) 

   1
1

1 1
zX z

z z
 

 
. (2.75) 

Підставляючи (2.75) у (2.72), отримаємо: 

      
1 1

1 2 31 2 1
2 2

1 2 41 2 4 1
z zY z   

z z z  z z z

 

    
 

 
     

. (2.76) 

Як і під час використання звичайного перетворення Лапласа, де для 

знаходження оригіналу за відомим зображенням використовується або про-

цедура взяття оберненого інтеграла на основі теореми про лишки, або одна із 

формул розкладання, існує декілька процедур знаходження решітчастих ори-

гіналів за їх відомим Z-зображенням. Але у практиці перевагу віддають най-

простішій процедурі, яка полягає у діленні багаточлена на багаточлен. 

Якщо розписати суму у формулі Z-перетворення в (2.52), то отримаємо: 

          1 2 30 1 2 3Y z y y T  z y T  z y T  z          . (2.77) 

Із виразу (2.77) видно, що коефіцієнти при степенях kz  ( 0,1,k  ) і є 

значеннями решітчастої функції  y kT , яка є оригіналом для Z-зображення 

 Y z . 

А до форми (2.77) дробово-раціональна функція, яка є відношенням 

двох багаточленів, приводиться діленням чисельника на знаменник і взяттям 

такої кількості членів ряду, яка необхідна за умовами розв’язання. 

Застосуємо описану процедуру до виразу (2.76): 
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 
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   





  
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Зупинившись на цьому кроці,  Y z , що задано виразом (2.76), можна 

записати у такий спосіб: 

  
5 6 7

1 2 3 4
1 2 3

9 110 1002 3 15 25
1 2 4
z z zY z z z z z

z z z

  
   

  
  

     
  

. (2.78) 

Порівнюючи (2.77) та (2.78), знаходимо п’ять перших значень решітча-

стої функції  y kT , яка є оригіналом для Z-зображення  Y z , визначеного 

формулою (2.76): 



 
55 

 

 
 
 
 
 

0 2,

1 3,

2 1,

3 15,

4 25.

y

y T

y T

y T

y T



  

  

 

  

 (2.79) 

Оскільки процес ділення багаточлена на багаточлен легко алгоритмізу-

ється, то на комп’ютері дуже швидко можна отримати яку завгодно сукуп-

ність значень решітчастого оригіналу, час отримання якої обмежується, фак-

тично, лише часом виведення цієї сукупності значень за допомогою принтера 

на папір. 

 

2.4 Математична модель комп’ютера як елемента дискретної 

детермінованої ЛДС ЗП 

Відомо, що при складних законах управління навіть лінійними динамі-

чними об’єктами стає доцільним використання комп’ютера в замкнутому ко-

нтурі для формування цих законів. Найчастіше комп’ютери, на яких покла-

даються такі задачі, є спеціалізованими і реалізовними в мікропроцесорному 

варіанті. 

Як відомо, цифри у мікропроцесорі формуються комбінаціями імпуль-

сів, а сигнали до і після мікропроцесора є неперервними, а точніше — куско-

во-неперервними часовими функціями. Для узгодження характеристик непе-

рервних та імпульсних процесів на вході мікропроцесора ставлять пристрій, 

котрий неперервні сигнали перетворює в комбінації імпульсів і називається 

аналого-цифровим перетворювачем (АЦП), а на виході мікропроцесора 

обов’язковим під час його використання в САЕП є підключення пристрою, 

який комбінації імпульсів перетворює в кусково-неперервний сигнал і нази-

вається цифроаналоговим перетворювачем (ЦАП). Спрощені функціональні 

схеми АЦП та ЦАП зображені на рис. 2.5 та 2.6. 
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  y(t)                                          yi                                       [yi]       
                                                                                           
                              t                                           ti                                               t 
                                                                                    КД            T     T     T   
                                         К  

 

Рисунок 2.5 — Спрощена функціональна схема АЦП 

Принципово АЦП (рис. 2.5) складається тільки з двох функціональних 

блоків. Перший блок — це ключ К, який, лише на мить один раз за період ча-

су T  вмикаючись, перетворює неперервний сигнал  y t  у послідовність ім-

пульсів iy , для яких справедливо: 

  , 0,1,2,iy y iT i  . (2.80) 

Другий блок — це кодер КД, який кожному імпульсу iy  ставить у від-

повідність пачку імпульсів однакової амплітуди, кількість «n » яких у пачці 

однозначно залежить від значення амплітуди імпульсу iy , тобто 

  in n y . (2.81) 

З такими параметрами імпульсів однакової амплітуди вже може пра-

цювати мікропроцесор. 

В результаті виконання мікропроцесором заданих операцій на його ви-

ході з’являються комбінації інших пачок імпульсів, котрі надходять на вхід 

цифроаналогового перетворювача ЦАП (рис. 2.6), який принципово склада-

ється лише з трьох функціональних блоків. 

 

 [xi]                               xi                            ix                          x(t)  
 
                          t                               t                              t                               t 
                               ДК                          ФК                            Ф    

 

Рисунок 2.6 — Спрощена функціональна схема ЦАП 
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Перший блок — це декодер ДК, котрий кожній пачці з « m » імпульсів 

однакової амплітуди ставить у відповідність один імпульс ix , амплітуда яко-

го однозначно відображає кількість «m » імпульсів у пачці, тобто 

  i ix x m . (2.82) 

Другий блок — фіксатор ФК, який запам’ятовує амплітуду ix  імпульсу, 

що надходить з декодера ДК, на весь період T  аж до появи наступного імпу-

льсу 1ix  , перетворюючи послідовність імпульсів ix  у кусково-сталу східчас-

ту функцію ix . Динамічна характеристика фіксатора має вигляд, наведений 

на рис. 2.7, а математично може бути записаною у вигляді 

          1 1 1 0 1 2,3,ix t x iT t iT t i + T , i , ,       , (2.83) 

де, нагадаємо,  1 t  — одинична східчаста функція. 

 
T 

k 

kT 

k(1(t-kT)-1(t-[k+1]T)) 

-k1(t-[k+1]T) 

[k+1]T 
t 

k1(t-kT) 

 
Рисунок 2.7 — Графік динамічної характеристики фіксатора 

Третій блок ЦАП — фільтр Ф згладжує кусково-сталу східчасту функ-

цію ix  і перетворює її в неперервну функцію  x t . 

Якщо використати алгоритм експоненціального згладжування, то мо-

дель згладженого сигналу  x t  на виході фільтра матиме вигляд 
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            
             

  1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

, 1,2,3, .t i T

x t x iT t iT t i T x i T

t i T t iT x iT t iT t i T

e i  

        

          

  

 

(2.84)

 

Що стосується безпосередньо мікропроцесора, то він протягом відрізка 

часу   реалізує задану програму, завдяки якій довільна функція  y t  пере-

творюється у функцію  x t  з заданими характеристиками. 

Для прикладу розглянемо випадок, коли мікропроцесор формує сигнал 

 x t , який містить три складові: перша пропорційна координаті  y t , друга 

пропорційна її першій похідній  y t , а третя — її другій похідній  y t , тобто 

        
2

2 1 02
d y t dy t

x t c c c y t
dtdt

   . (2.85) 

Але, оскільки мікропроцесору для реалізації залежності (2.85) потрібен 

певний час  , протягом якого він отримує результат і не видає нічого на 

ЦАП, то рівняння (2.85) недостатньо для того, щоб задати модель мікропро-

цесора у загальній математичній моделі динамічної системи. Його потрібно 

доповнити ще рівнянням блока затримки сигналу на час  , тобто рівнянням  

      1лзx t x t t     . (2.86) 

Після цього зробимо два важливі зауваження. Перше з них полягає в 

тому, що не треба думати начебто якимсь одним рівнянням, наприклад (2.85), 

можна раз і назавжди задати математичну модель мікропроцесора. Вона змі-

нюватиметься кожний раз, коли зазнаватиме змін та функція, реалізація якої 

покладатиметься на мікропроцесор. 

Друге зауваження полягає в тому, що рівняння (2.85) стає непридатним 

для моделювання процесів у системі, якщо розглядається не лише характер 

процесів у її безперервній частині, а й характер процесів в імпульсних елеме-

нтах системи, наприклад у ЦАП чи АЦП. 

У цьому випадку від диференціального рівняння як математичної мо-

делі мікропроцесора слід переходити до рівняння в скінченних різницях, що 
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для прикладу зробимо саме для моделі (2.85), використавши обернені скін-

ченні різниці. 

Використовуючи для перетворення диференціального рівняння (2.85) 

на основі обернених скінченних різниць процедуру, викладену у співвідно-

шеннях (2.27) — (2.32) для прямих скінченних різниць, отримаємо 

    
2

2 1 02
y yx kT c c c y kT

TT
 

   , (2.87) 

або 

 
        

      

2
2

1
0

2 1 2

1 .

cx kT y kT y k T y k T
T
c y kT y k T c y kT
T

           

     

 
(2.88)

 

або 

        2 1 2 1 2
02 2 2

2 1 2c c c c cx kT c y kT y k T y k T
T TT T T

                       
. (2.89) 

Якщо покласти, що для часу  , який використовується мікропроцесо-

ром для розрахунку вихідної координати закладеної в нього моделі, напри-

клад, (2.85), справедливою є рівність 

 lT  , (2.90) 

де l  — ціле число, то за дискретний аналог рівняння блока затримки (2.86) 

матимемо 

      1лзx kT x k l T k l T          . (2.91) 

На завершення цього підрозділу зауважимо і звернемо увагу на те, що у 

функціональній схемі динамічної системи, яка використовує мікропроцесор, 

кодер АЦП і декодер ЦАП слід відносити до функціональної схеми мікро-

процесора, за межами якої виноситься від АЦП лише ключ, котрий із непере-

рвної вхідної функції формує решітчасту, а від ЦАП за межі функціональної 

схеми мікропроцесора виноситься фіксатор, який із решітчастої вихідної фу-

нкції формує неперервну кусково-сталу, та фільтр, який неперервну кусково-

сталу функцію перетворює у неперервну гладку. 
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У загальній математичній моделі такої динамічної системи ці блоки 

враховуються їх моделями, визначеними виразами (2.80), (2.83) та (2.84). 

Але якщо кінцевою моделлю динамічної системи є сукупність різнице-

вих рівнянь, що описують усі структурні блоки цієї системи, то враховувати 

у цій сукупності різницевих рівнянь вирази (2.80), (2.83) та (2.84) немає по-

треби. 

 

2.5 Приклад побудови математичної моделі детермінованої 

дискретної ЛДС ЗП 

Нехай за допомогою мікропроцесорного регулятора (МПР), який реалі-

зує закон регулювання, що представлений залежністю (2.85), здійснюється 

управління детермінованим лінійним динамічним об’єктом (ЛДО), про який 

відомо лише те, що його реакцією на вхідний сигнал  x t  у вигляді одинич-

ної східчастої функції (1.9) є вихідний сигнал  y t  у вигляді залежності 

(1.41), в якій покладемо, що    f t y t . Функціональна схема цієї системи 

управління наведена на рис. 2.8. 

 t  ty

 txлз

 txз

 

Рисунок 2.8 — Функціональна схема мікропроцесорної системи управління 
детермінованим лінійним динамічним об’єктом 

На цій схемі для функціональних блоків АЦП і ЦАП прийняті такі ж 

позначення, як і на схемах рисунків 2.5 і 2.6, а символом ЛЗ позначена лінія 
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затримки на час  , потрібний мікропроцесору для визначення координати 

управління згідно з закладеним в нього законом (2.85). 

Побудуємо математичну модель цієї дискретної детермінованої ЛДС 

ЗП як в часовій області у вигляді системи різницевих рівнянь, так і на ком-

плексній площині у вигляді дискретної передаточної функції. 

Почнемо з побудови моделей об’єкта управління ЛДО, передаточну 

функцію якого  W p  знайдемо за допомогою виразу (1.30), підставивши в 

нього перетворені за Лапласом вхідний та вихідний сигнали, 

 

   
   

2 3

3 2

2

3 56( ) 2 3
( ) 1( )

2 1
2 15 6 .1 5 6

t tL e eL y t
W p

L x t L t
p

pp p p
p p

p

    
   


  

 

 

(2.92)

 

Зауважимо, що при отриманні виразу (2.92) використано отримані ра-

ніше зображення функцій (1.9) та (1.41) у вигляді (1.17) та (1.36). 

Підставляючи (2.92) в (1.30), після нескладних перетворень отримаємо: 

        2 5 6 2 1p p Y p p X p    . (2.93) 

З викладеного раніше випливає, що рівнянню (2.93) в області зобра-

жень в області оригіналів буде відповідати диференціальне рівняння 

 
2

2 5 6 ( ) 2 ( )d y dy dxy t x t
dt dtdt

    , (2.94) 

якому, у свою чергу, відповідатиме рівняння в кінцевих обернених різницях 

 
2

2 5 6 [ ] 2 [ ]y y xy kT x kT
T TT

  
    , (2.95) 

де T  — період, з яким ключ АЦП із неперервної функції  y t  формує решіт-

часту  y kT , а декодер ЦАП із пачок імпульсів, що надходять з мікропроце-

сора, формує решітчасту функцію  x kT . 
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Використовуючи раніше викладену методику, тобто розписуючи в рів-

нянні (2.95) обернені різниці через значення решітчастої функції та впоряд-

ковуючи отримані результати, різницевим аналогом цього рівняння матиме-

мо 

 
         

     

21 5 6 2 5 1 2

1 2 2 1 .

T T y kT T y k T y k T

T x kT Tx k T

             

     
 

(2.96)
 

Різницеве рівняння (2.96) задає дискретну математичну модель об’єкта 

управління дискретної динамічної системи, а різницеві рівняння (2.89) та 

(2.91), побудовані у попередньому підрозділі, задають дискретну математич-

ну модель мікропроцесорного регулятора цієї системи, включеного в контур 

зворотного зв’язку. Очевидно, що для побудови замкнутої математичної мо-

делі динамічної системи, що розглядається, придатної для її аналізу і оптимі-

зації, необхідно систему різницевих рівнянь (2.96), (2.89), (2.91) доповнити 

ще одним різницевим рівнянням, яке задасть дискретну математичну модель 

компаратора на вході ЛДО, котрий має два входи: один для заданого сигналу 

 зx t , котрий об’єкт управління повинен відпрацьовувати, а другий для сиг-

налу  лзx t , котрий надходить по контуру зворотного зв’язку з мікропроце-

сорного регулятора, та один вихід, з якого на об’єкт управління подається 

відхилення  t , яке виникає в процесі роботи системи між сигналами  зx t  

та  лзx t . 

Виходячи з логіки роботи компаратора, можна одразу записати, що 

       , 0,1,2,з лзkT x kT x kT k     . (2.97) 

Цілком очевидно, що для замикання математичної моделі дискретної 

динамічної системи, заданої різницевими рівняннями (2.89), (2.91), (2.96), 

(2.97), у правій частині рівняння (2.96) необхідно замість  x kT ,  1x k T    

підставити відповідно  kT ,  1k T    . 
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Тепер побудуємо математичну модель цієї ж дискретної динамічної си-

стеми на комплексній площині. Для цього здійснимо Z-перетворення різни-

цевих рівнянь (2.89), (2.91), (2.96), (2.97). 

Перетворюючи (2.89), отримаємо 

        1 22 1 2 1 2
02 2 2

2c c c c cX z c Y z z Y z z Y z
T TT T T

            
   

, (2.98) 

або 

      мпX z W z Y z  , (2.99) 

де 

   1 22 1 2 1 2
02 2 2

2
мп

c c c c cW z c z z
T TT T T

            
   

 (2.100) 

— дискретна передаточна функція мікропроцесора МП. 

Перетворюючи (2.91), отримаємо 

    1
лзX z z X z , (2.101) 

або 

      лз лзX z W z X z  , (2.102) 

де 

   1
лзW z z  (2.103) 

— дискретна передаточна функція лінії затримки ЛЗ. 

Перетворюючи (2.96) з врахуванням зробленого вище зауваження сто-

совно його правої частини, отримаємо 

 
         

     

2 1 2

1

1 5 6 2 5

1 2 2 ,

T T Y z T z Y z z Y z

T E z Tz E z

 



     

  
 

(2.104)
 

або 

      Y z W z E z  , (2.105) 

де 

    
   

1

2 1 2
1 2 2

1 5 6 2 5

T Tz
W z

T T T z z



 

 


    
 (2.106) 
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— дискретна передаточна функція об’єкта управління ЛДО. 

Перетворюючи (2.97), отримаємо 

      з лзE z X z X z  . (2.107) 

Структурна схема динамічної системи, дискретні передаточні функції 

структурних блоків якої задані виразами (2.100), (2.103), (2.106), (2.107), на-

ведена на рис. 2.9. 

 z  Y z

 лзX z

 зX z

 

Рисунок 2.9 — Структурна схема детермінованої дискретної ЛДС ЗП, взятої 
для прикладу 

Якщо потрібно отримати математичну модель даної системи як пере-

творювача заданого сигналу  зx t  у вихідний сигнал  y t  у вигляді  

      пс зY z W z X z  , (2.108) 

де  псW z  — дискретна передаточна функція системи як перетворювача 

(рис. 2.10), то з рівнянь (2.99), (2.102), (2.105), (2.107) необхідно вилучити 

шляхом послідовної підстановки усі проміжні змінні, залишивши лише вхід-

ну координату  зX z  та вихідну координату  Y z . 

 зX z  Y z
 псW z

 

Рисунок 2.10 — Структурна схема взятої для прикладу детермінованої 
дискретної ЛДС ЗП як перетворювача сигналу 

В результаті цих перетворень отримаємо 

    
       

1 з
мп лз

W z
Y z X z

W z W z W z


  
. (2.109) 
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Підставляючи в (2.109) вирази для передаточних функцій із (2.100), 

(2.103), (2.106), виконуючи необхідні перетворення та порівнюючи отрима-

ний результат з виразом (2.108), отримаємо 

        

1
0 1

1 2 31 2
0 1 2 3 4 5 6

пс l l ll
b b zW z
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       




     
, (2.110) 

де: 
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(2.111)

 

 

2.6 Завдання для самоперевірки 

1. Дайте означення решітчастої функції, наведіть приклад із побудо-

вою графіка. 

2. Що є аналогом похідної для решітчастих функцій? 

3. Чому недостатньо лише прямої скінченної різниці для характерис-

тики швидкості зміни решітчастої функції? Який вихід? 

4. Чим відрізняється рівняння в скінченних різницях від різницевого 

рівняння? 

5. Як за диференціальним рівнянням побудувати різницеве? Наведіть 

приклад. 
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6. Що собою являє дискретне перетворення Лапласа решітчастої фун-

кції?  

7. Що таке Z-перетворення решітчастих функцій і чому виникає в 

ньому потреба? Наведіть приклад Z-перетворення решітчастої функції. 

8. Які є способи отримання решітчастого оригіналу за заданим його Z-

зображенням? Наведіть приклад отримання решітчастого оригіналу. 

9. У чому полягає перевага використання обернених скінченних різ-

ниць під час застосування Z-перетворення для аналізу дискретних систем? 

10. Для чого потрібен АЦП? Які функціональні блоки входять до його 

схеми? 

11. Яку функцію виконує ЦАП? Поясніть принцип його дії. 

12. Як отримати математичну модель мікропроцесора? Що слід враху-

вати під час дослідження мікропроцесорної системи з АЦП та ЦАП? 

13. Побудуйте функціональну схему мікропроцесорної системи управ-

ління детермінованим лінійним динамічним об’єктом з віднесенням її до кла-

су дискретних систем. 

14. Як знайти математичну модель безперервного лінійного динамічно-

го об’єкта дискретної системи на комплексній площині? 

15. Як знайти дискретну передаточну функцію безперервного лінійного 

динамічного об’єкта дискретної системи?  

16. Як побудувати математичну модель мікропроцесорного каналу дис-

кретної системи управління? 

17. Що собою являють математичні моделі АЦП і ЦАП в мікропроце-

сорній системі? 

18. Що собою являє повна математична модель дискретної детерміно-

ваної ЛДС ЗП в часовій області?  

19. Як здійснити аналіз процесів у дискретній динамічній системі за 

допомогою математичної моделі? 

20. Як отримати дискретну передаточну функцію системи, що в часовій 

області описується різницевими рівняннями? 
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21. Як отримати дискретну передаточну функцію системи, частина 

елементів якої є неперервними, а частина — дискретними? 

22. Отримайте дискретну передаточну функцію мікропроцесорної сис-

теми управління як перетворювача вхідного сигналу у вихідний. 

 

 

Розділ 3 ФУР’Є-ІНТЕГРАЛЬНИЙ МЕТОД ІДЕНТИФІКАЦІЇ 

ДЕТЕРМІНОВАНИХ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ З 

ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

3.1 Вихідні передумови Фур’є-інтегрального методу ідентифікації 

Відомо, що сигнал  x t , який діє на вході лінійної динамічної системи 

з імпульсною перехідною характеристикою  g t  (див. рис. 1.6), та реакція 

системи  y t  на цей сигнал пов’язані між собою інтегралом згортки (1.13), 

який для зручності посилання наведемо й у цьому розділі під номером (3.1) 

      
0

y t x t τ  g τ dτ


   (3.1) 

або у більш загальному вигляді: 

 y Ax , (3.2) 

де A  — оператор системи. 

Якщо моделі сигналів подати у вигляді рядів Фур’є з одним і тим же 

спектром частот, то кожну гармонічну складову сигналу  x t  можна одно-

значно пов’язати із гармонічною складовою тієї ж частоти сигналу  y t  ал-

гебраїчним виразом, який містить у собі тільки коефіцієнти Фур’є сигналів 

 x t ,  y t  та спектральні складові АФЧХ  W j  системи на цій же частоті. 

Які ж задачі можна розв’язувати за допомогою отриманих алгебраїчних 

виразів, використання яких у певних комбінаціях та у певній послідовності і 
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являє собою Фур’є-інтегральний метод ідентифікації (ФІМІ) сигналів та сис-

тем? 

Таких задач дві. 

Задача ідентифікації системи. У цій задачі, відштовхнувшись від па-

раметричного аналізу відомих сигналів  x t  та  y t , синтезується такий опе-

ратор системи A , який оптимальним чином (за деяким критерієм) віддзерка-

лює властивості системи як перетворювача сигналу  x t  у сигнал  y t . 

Задача ідентифікації (відновлення) вхідного сигналу. Для 

розв’язання цієї задачі за допомогою ФІМІ синтезуються такі співвідношен-

ня, виходячи з яких за відомим вихідним сигналом  y t  і заданим операто-

ром A  системи ідентифікуються (відновлюються) характеристики сигналу 

 x t , який, подіявши на вхід цієї системи, викликав реакцію  y t . 

Виконанням же яких умов повинно супроводжуватись використання 

ФІМІ, або, що одне і те ж, якими ж повинні бути вихідні передумови? 

Для лінійних динамічних систем така передумова лише одна — сигна-

ли  x t ,  y t  повинні задовольняти умови Діріхле, щоб їх можна було роз-

класти у ряди Фур’є. 

Ця передумова у реальних динамічних системах, запаси енергії в яких 

завжди обмежені, а тому амплітуди сигналів не можуть бути нескінченними, 

виконується завжди. 

 

3.2 Синтез алгоритмів параметричної ідентифікації сигналів на 

вході лінійної вимірювальної системи 

У більшості вимірювальних систем мають місце процеси перетворення 

енергії, якщо не впродовж усього каналу вимірювання, то, принаймні, хоча б 

на одній з його ділянок, а тому, розв’язуючи задачу синтезу алгоритмів пара-

метричної ідентифікації сигналів на вході вимірювальної системи, залишає-
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мось у визначеній у цьому посібнику області ідентифікації динамічних сис-

тем. 

Як відомо, у вимірювальних системах використовується лише лінійний 

відрізок характеристики «вхід — вихід», тобто їх без будь-яких натяжок від-

носять до класу лінійних динамічних систем. 

Зосередженість параметрів вимірювальних систем теж не викликає 

сумнівів за умови, що до їх складу не відносять канал передачі вимірюваль-

ної інформації на значну відстань (про такі канали мова йтиме в 3-й частині 

посібника). 

Для вимірювальних систем визначеного класу справедливим є інтегра-

льне рівняння згортки (3.1). 

Якщо відрізок часу спостереження вихідного сигналу  y t  дорівнює T , 

його можна подати на цьому відрізку у вигляді ряду Фур’є 

   0
1 1

1 1
cos sin

2 i i
i i

my t m i t n i t 
 

 
    . (3.3) 

Не накладаючи умови — відомий, чи ні, нам вхідний сигнал  x t  -

подамо його у вигляді ряду Фур’є на тому ж відрізку часу T : 

   0
1 1

1 1
cos sin

2 i i
i i

ax t a i t b i t 
 

 
    . (3.4) 

У виразах (3.3), (3.4) 

 0 1 0 1i i i im , i , ; n , i , ; a , i , ; b , i ,          

— коефіцієнти Фур’є сигналів  x t ,  y t , які знаходяться за відомими фор-

мулами: 

 
 
  1

0

2 cos , 0,1, 2,
T

i

i

a x t
i t dt i

m y tT


  
    

   
  , (3.5) 

 
 
  1

0

2 sin , 1,2,
T

i

i

b x t
 i t dt i

n y tT


  
    

   
 , (3.6) 
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де 1
2
T
   — частота першої гармоніки. 

Підставляючи ряди (3.3) та (3.4) в інтеграл згортки (3.1), після низки 

нескладних перетворень, отримаємо 

       

    

0
1 1

1 1

0
1 1 1

1

1 1 1
1

cos sin
2

0 cos
2

sin ,

i i
i i

i i
i

i i
i

m m i t n i t

a R a R i b Q i i t

b R i a Q i i t

 

  

  

 

 







  

     

   

 





 

(3.7)

 

де  1R i ,  1Q i  — значення, відповідно, дійсної  R   та уявної  Q   ча-

стотних характеристик вимірювальної системи на частотах 1i , 0,1, 2,i   . 

Оскільки вираз (3.7) — це тотожність, то справедливими є, по-перше, 

рівняння 

  0 00a R m  (3.8) 

для постійних складових 0a , 0m  сигналів  x t ,  y t , а, по-друге, система рі-

внянь 

 
   
   

1 1

1 1

,

,
i i i

i i i

a R i b Q i m

b R i a Q i n

 

 

 


 
 (3.9) 

де 1, 2,i    для всіх інших коефіцієнтів Фур’є ia , ib , im , in  сигналів  x t , 

 y t . 

З теорії рядів Фур’є та властивостей уявної частотної характеристики 

 Q   відомо, що  

 
 
0 0,
0 0,

b
Q


 

 (3.10) 

а тому рівняння (3.8) теж можна отримати із системи (3.9) при 0i  . Тож у 

подальшому будемо розглядати лише систему рівнянь (3.9), поклавши в ній: 

0,1, 2,i   . 
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Розв’яжемо цю систему відносно ia , ib . Отримаємо: 

    
   

1 1
2 2

1 1
, 0,1, 2,i i

i
m R i n Q i

a i
R i Q i

 
 


 


 , (3.11) 

    
   

1 1
2 2

1 1
, 0,1, 2,i i

i
n R i m Q i

b i
R i Q i

 
 


 


 . (3.12) 

Далі розв’язання задачі ідентифікації вхідного сигналу  x t  вимірюва-

льної системи можна здійснювати, використовуючи один із двох підходів. 

Під час використання першого з підходів, який назвемо прямим, алго-

ритм розв’язання задачі містить такі етапи: спочатку за реалізацією вихідно-

го сигналу  y t , зафіксованою на відрізку часу T , за допомогою формул 

(3.5) і (3.6) визначаємо коефіцієнти Фур’є im , in  цього сигналу для значень 

0,i N . Потім для цих же значень i  за заданими частотними характеристи-

ками  R  ,  Q   вимірювальної системи визначаємо їх значення на часто-

тах 1i , тобто  1R i ,  1Q i . Підставляючи im , in ,  1R i ,  1Q i  у фор-

мули (3.11), (3.12), отримаємо для кожного значення i  із множини 0, N  пару 

коефіцієнтів Фур’є ia , ib  вхідного сигналу  x t . 

Підстановкою всіх цих коефіцієнтів в зрізаний ряд (3.4) і завершуємо 

розв’язання задачі ідентифікації (відновлення) вхідного сигналу  x t  за вихі-

дним сигналом  y t  вимірювальної системи за допомогою прямого алгорит-

му.  

У цьому алгоритмі залишилось нез’ясованим одне важливе питання — 

а яку ж кількість гармонічних складових необхідно взяти в зрізаному ряді 

(3.4)?  

Іншими словами, яку потужність N  повинна мати множина коефіцієн-

тів Фур’є параметрично ідентифікованого сигналу  x t ? 

Для отримання відповіді на це питання використаємо встановлену ма-

тематиками закономірність, яка полягає у тому, що коефіцієнти Фур’є дові-
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льного сигналу спадають у порядку, обернено пропорційному своєму номе-

ру. Це означає, що спектр Фур’є сигналу складають лише ті коефіцієнти, які 

задовольняють цю властивість. 

Всі інші коефіцієнти Фур’є, що мають номери вищі від того, для якого 

порушується вищеозначена умова, складають спектр завади. 

Таким чином, число N  гармонічних складових у вхідному сигналі  x t  

необхідно залишити, виходячи з того, на якому коефіцієнті починає порушу-

ватись умова обернено пропорційного спаду коефіцієнтів Фур’є за порядком 

величини відносно свого номера. 

Розглянутий прямий алгоритм ідентифікації вхідного сигналу  x t  ви-

мірювальної системи не можна віднести до класу оптимальних, оскільки під 

час його побудови не був використаний ніякий критерій оптимальності. Крім 

того, запропонований спосіб вибору потужності N  множини коефіцієнтів 

Фур’є сигналу  x t  дає, у загальному випадку, «розмите» значення цього чи-

сла. 

Більш ефективний розв’язок поставленої задачі можна отримати, вико-

ристовуючи другий підхід, який базується на алгоритмі оптимального відно-

влення сигналу  x t . 

Під час побудови оптимального алгоритму задачу відновлення також 

будемо розв’язувати, виходячи з рівнянь (3.9), але скористаємось ними не 

для отримання розрахункових співвідношень (3.11), (3.12), а для побудови 

критеріїв оптимальності: 

     21 1
0

l
m

i i i
i

m a R i b Q i 


    , (3.13) 

     21 1
0

l
n

i i i
i

n b R i a Q i 


    . (3.14) 

Із цих виразів видно, що коефіцієнти ia , ib  входять в кожне із критері-

альних співвідношень (3.13), (3.14), а тому одне з них можна використати для 
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чисельного визначення значень коефіцієнтів ia , ib  вхідного сигналу  x t , а 

друге — для визначення їх оптимальної кількості N . 

Покажемо, як це зробити. 

Візьмемо частинні похідні за ia , ib , 0,i l  від m  і прирівняємо їх ну-

лю. Отримаємо систему 2 1l   нормальних рівнянь Гаусса 

 
0 0 ;

0 1

m

i
m

i

, i , l
a

, i , l
b


 



   

 (3.15) 

для визначення 2 1l   оцінок коефіцієнтів 0a ; 1a , 1b ;  ; la , lb , які позначи-

мо індексними зірочками, тобто 

 0 1 1 2 2; ; ; ;* * * * * * *
l la a , b a ,b a , b . (3.16) 

Розв’язавши систему алгебраїчних рівнянь (3.15) одним із стандартних 

методів, отримаємо чисельні значення оцінок вищеозначених коефіцієнтів. 

Підставивши знайдені шляхом розв’язання системи (3.15) оцінки кое-

фіцієнтів (3.16) у вираз (3.14), в який підставимо також знайдені раніше кое-

фіцієнти Фур’є in , 0,i l  вихідного сигналу  y t , визначимо чисельне зна-

чення n , яке позначимо n
l . 

Використовуючи ще один коефіцієнт Фур’є 1lm   вихідного сигналу 

 y t  додамо до системи рівнянь (3.15) ще два рівняння  

 
1 1

0 0
m m

l l
,   

a b 

 
 

 
. (3.17) 

Розв’язавши систему рівнянь (3.15), (3.17), отримаємо нові оцінки 

0 ; 1** **
i ia , i , l b , i , l   коефіцієнтів ia , ib , а також оцінки **

1la  , **
1lb   коефіці-

єнтів 1la  , 1lb  , які раніше не визначались. 

Підставивши знайдені тепер уже шляхом розв’язання системи рівнянь 

(3.15), (3.17) оцінки всіх отриманих коефіцієнтів Фур’є вхідного сигналу  x t  



 
74 

та значення коефіцієнтів in , 0, 1i l   вихідного сигналу  y t  у вираз (3.14), 

в якому верхню границю суми замінено з l  на 1l  , отримаємо нове чисельне 

значення n , яке позначимо 1
n
l . 

Повторюючи наведену вище процедуру для 2l  , 3l  , , l q , отри-

маємо відрізок числового ряду 

 1 2, , ,  ,n n n n
l l l l q      , (3.18) 

найменший член якого 

 minn
l p   (3.19) 

визначає, згідно з основною ідеєю методу найменших квадратів, оптимальну 

кількість 

 оптN l p   (3.20) 

членів ряду Фур’є у виразі (3.4), яким задається математична модель вхідного 

сигналу  x t . 

У цій процедурі залишається нез’ясованим тільки одне питання: як ви-

брати значення l , з якого повинен починатись відрізок ряду (3.18)? 

Для відповіді на це питання скористаємось критерієм спаду коефіцієн-

тів 

 2 2
k k kc m n   (3.21) 

вихідного сигналу  y t  за порядком, обернено пропорційним своєму номеру 

k , про який вже йшла мова під час розгляду прямого алгоритму розв’язання 

задачі параметричної ідентифікації вхідного сигналу  x t . 

Визначивши номер k  коефіцієнта Фур’є kc , для якого порушується 

вищеозначена умова, необхідно взяти значення l  на 2–3 одиниці менше, тоб-

то 

  2 3l k  . (3.22) 

Таке зміщення вліво початку процедури пошуку оптимальної кількості 

оптN  членів ряду Фур’є у моделі сигналу  x t  забезпечує надійний і одно-
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значний розв’язок задачі оптимального відновлення цього сигналу на мно-

жині коефіцієнтів Фур’є, які параметрично визначають даний сигнал. 

Порівнюючи алгоритми прямого і оптимального відновлення вхідного 

сигналу  x t  вимірювальної системи за відомою її реакцією  y t  на цей сиг-

нал, можна відзначити: 

 внаслідок незалежності обчислення кожного коефіцієнта Фур’є алго-

ритм прямого відновлення потребує об’єму пам’яті комп’ютера на 1–2 по-

рядки меншого за той, який потрібен для реалізації оптимального алгоритму, 

котрий містить у собі процедуру розв’язання системи алгебраїчних рівнянь, 

порядок якої дорівнює числу необхідних для оптимальної параметричної іде-

нтифікації сигналу  x t  коефіцієнтів Фур’є; 

 завдяки оптимальній процедурі пошуку кількості членів ряду Фур’є, 

яка забезпечує однозначно момент зупинки процесу побудови оптимальної 

моделі сигналу  x t , оптимальний алгоритм відновлення розв’язує задачу із 

суттєво вищою точністю; 

 і прямий, і оптимальний алгоритми розв’язують задачу відновлення 

вхідного сигналу  x t  лише тоді, коли ширина частотного спектра вимірюва-

льної системи більша ширини частотного спектра цього сигналу — лише у 

цьому випадку кожна гармонічна складова вхідного сигналу  x t  знайде своє 

віддзеркалення у вихідному сигналі  y t , і жодна з них не буде відфільтро-

вана вимірювальною системою. 

 

3.3 Побудова алгоритму параметричної ідентифікації лінійної 

динамічної системи за допомогою ФІМІ 

Якщо задача відновлення сигналів  x t  та  y t , які фіксуються, відпо-

відно, на вході та на виході лінійної динамічної системи, розв’язана за допо-

могою ФІМІ, то найбільш ефективним методом синтезу параметричної мате-

матичної моделі цієї системи є також ФІМІ.  
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Ефективність цього методу обумовлена перш за все тим, що коефіцієн-

ти Фур’є вихідних сигналів  x t ,  y t  інформаційно-вимірювальних систем, 

встановлених на вході і виході динамічної системи, що ідентифікується, які 

відновлюються за допомогою ФІМІ, можуть бути безпосередньо використа-

ними і під час розв’язання задачі ідентифікації цієї ж динамічної системи цим 

же методом, а тому і етап відновлення сигналів, і етап ідентифікації системи 

можуть бути реалізовані в одній і тій ж мікропроцесорній системі обробки 

вимірювальної інформації. Це суттєво зменшує кількість апаратних засобів, 

необхідних для реалізації обох задач, та час, який витрачається на 

розв’язання, особливо у випадках, коли для обчислення коефіцієнтів Фур’є 

використовуються методи швидкого перетворення Фур’є. 

Всі перетворення (до отримання виразів (3.9), (3.10) включно), здійсне-

ні у попередньому підрозділі, залишаються справедливими і під час побудо-

ви алгоритму ідентифікації динамічної системи, для якої  x t  є вхідним сиг-

налом, а  y t  — вихідним. 

Із системи рівнянь (3.9), (3.10) випливає, що  

  1 2 2 , 0,  1,  2,i i i i

i i

a m b nR i i
a b

 
 


, (3.23) 

  1 2 2 , 0,  1,  2,i i i i

i i

b m a nQ i i
a b

 
 


 . (3.24) 

Отриманням формул (3.23), (3.24) закінчується перший етап побудови 

алгоритму параметричної ідентифікації динамічної системи за допомогою 

ФІМІ. 

На другому етапі будемо шукати математичну модель системи, дійсна 

 R   та уявна  Q   частотні характеристики якої в окремих точках визна-

чаються співвідношеннями (3.23), (3.24) у класі передаточних функцій виду 
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   0

0

l

ls s

p
W p

p























, (3.25) 

де  ,   — параметри, числові значення яких потребують визначення у 

процесі ідентифікації. Нагадаємо, що для динамічних систем, які можна фі-

зично реалізувати, завжди 

 l s . (3.26) 

Критеріальне співвідношення 

     21 1
0

N
R
ls ls

i
R i R i 


    (3.27) 

будемо використовувати для пошуку оптимальних числових значень параме-

трів  ,   передаточних функцій  lsW p  вибраної структури, тобто, за за-

даних значень l  і s , а критеріальне співвідношення 

     21 1
0

N
Q

lsls
i

Q i Q i 


    (3.28) 

— для оптимізації процесу вибору структури цієї передаточної функції, тоб-

то, для визначення оптимальних значень l  і s . 

У (3.27), (3.28)  1lsR i ,  1Q i  — функціонально задані, виходячи з 

вибраної структури передаточної функції  lsW p , у точках 1i  ( 0,1, 2,i   ) 

вирази для дійсної  lsR   і уявної  lsQ   частотних характеристик об’єкта, 

що ідентифікується, для отримання яких слід використати відомі з теорії ав-

томатичного керування та першого розділу цього посібника співвідношення: 

 
   

   

Re ,

Im ,

ls ls p j

ls ls p j

R W p

Q W p











 




 (3.29) 

а  1R i ,  1Q i  — розв’язки рівнянь (3.23), (3.24). 

Використовуються співвідношення (3.23) — (3.29) у процесі парамет-

ричної ідентифікації динамічної системи у такій послідовності: задаючись у 
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(3.25) різними конкретними значеннями l  і s  так, щоб виконувалась умова 

фізичної реалізованості (3.26), для кожної конкретної пари значень l  і s  за 

співвідношеннями (3.29) визначаємо функції  lsR   та  lsQ  . У результаті 

цієї операції отримуємо множину пар частотних характеристик 

 
       
           
       

01 01 11 11

02 02 12 12 22 22

03 03 13 13

, ; , ;

, ; , ; , ;

, ; , ; .

R Q R Q

R Q R Q R Q

R Q R Q

   

     

    

 (3.30) 

Підставивши по черзі функції  01R  ,  11R  ,  02R  ,  12R  ,  із 

множини (3.30), задані у точках 1i , разом із значеннями  1R i , взятими з 

(3.23), у критеріальне співвідношення (3.27), і здійснивши відносно (3.27) 

стандартну процедуру методу найменших квадратів, визначимо оптимальні 

за критерієм мінімуму суми квадратів відхилень оцінки коефіцієнтів  ,   

передаточних функцій виду (3.25) для кожної конкретної пари значень l  і s  

із наперед заданого діапазону. 

Для того, щоб оптимізувати структуру передаточної функції  lsW p  

системи, що ідентифікується, підставимо найдені з використанням функції 

 lsR   за допомогою методу найменших квадратів числові значення коефіці-

єнтів  ,   у відповідні вирази для  lsQ   із множини пар (3.30). Конкре-

тизовані у такий спосіб функції  lsQ  , у свою чергу, підставимо у друге 

критеріальне співвідношення (3.28). Після підстановки у (3.28) також і зна-

чень  1Q i , отриманих із (3.24), і прямих обчислень значень Q
ls  побудуємо 

числовий ряд 

 01 11 02 12 22, , , , ,Q Q Q Q Q      . (3.31) 

Виходячи із основної ідеї методу найменших квадратів, можна ствер-

джувати, що та пара характеристик  lsR  ,  lsQ  , яка задає найменший 

член 

 minQ
ls ls

   (3.32) 
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ряду (3.31), і визначає оптимальну структуру математичної моделі динаміч-

ної системи, що ідентифікується. 

Під час розгляду цього алгоритму привертає до себе увагу той факт, що 

на відміну від оптимального алгоритму відновлення сигналу, побудованого у 

попередньому підрозділі, в ньому не виникає запитання про кількість гармо-

нічних складових, які треба утримувати в зрізаних рядах Фур’є сигналів  x t , 

 y t , оскільки відповідь на це питання однозначна — чим більше, тим краще, 

але кількість їх обов’язково повинна бути більшою від числа коефіцієнтів пе-

редаточної функції  lsW p , які нам потрібно визначити у процесі ідентифіка-

ції системи. 

Але у цій задачі потрібно мати відповідь на інше запитання, а саме: за 

яких умов задача ідентифікації лінійної динамічної системи за допомогою 

ФІМІ може бути віднесена до класу коректних і мати однозначний розв’язок? 

Для відповіді на це запитання нагадаємо, що задача ідентифікації лі-

нійної динамічної системи у частотній області з використанням інформації 

про вхідний  x t  та вихідний  y t  сигнали може бути розв’язана лише за 

умови, що спектр Фур’є вхідного сигналу є ширшим частотного спектра сис-

теми. У цьому випадку кожна частота спектра системи може бути збуджена 

відповідною складовою спектра вхідного сигналу і у тій чи іншій мірі про-

явити себе у спектрі вихідного сигналу. 

Якщо ж частотний спектр вхідного сигналу є вужчим, ніж спектр сис-

теми, то деякі частоти спектра системи не будуть збуджені і не проявлять се-

бе у спектрі вихідного сигналу, а тому вони не зможуть бути ідентифікова-

ними жодним із частотних методів.  

Тож, як висновок із наведеного вище аналізу, випливає, що задача па-

раметричної ідентифікації лінійної динамічної системи за допомогою ФІМІ 

розв’язується однозначно лише тоді, коли коефіцієнти Фур’є вихідного сиг-

налу цієї системи спадають швидше коефіцієнтів Фур’є її вхідного сигналу. 
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3.4 Екскурс у метод найменших квадратів 

Під час реалізації алгоритмів оптимальної параметричної ідентифікації 

сигналів та систем, розглянутих у попередніх підрозділах цього розділу, ви-

користано метод найменших квадратів (МНК), ідея якого належить Гауссу. 

І хоча виклад основ МНК можна знайти у посібниках із математичної 

статистики та обробки результатів експериментів, доцільно подати їх у цьому 

посібнику також. Оскільки, по-перше, його використання є невід’ємною час-

тиною Фур’є-інтегрального методу ідентифікації, змістом якого заповнено 

саме цей розділ, а по-друге, використання МНК має певні обмеження, на які 

автори багатьох посібників не звертають увагу студентів, що у подальшому 

може стати джерелом помилок в їх дослідженнях, обробка результатів яких 

здійснюється з використанням МНК. В цьому посібнику ці обмеження не 

лише показано, але й висвітлено можливі наслідки їх ігнорування. 

Після цього коротенького вступу перейдемо до викладу безпосередньо 

МНК. 

Нехай відомо, що вихідний параметр процесу, який вивчається, позна-

чимо його y , лінійно залежить від вхідного параметра x  (суцільна пряма лі-

нія на рис. 3.1). 

 

     y 
 
 
 
    y1 
    y2  
     
 
 
                    x1        x2                                          x  

Рисунок 3.1 — Графічна інтерпретація причин, які обумовлюють 
необхідність використання МНК 
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Тобто припустимо, що статична характеристика цього процесу може 

бути подана у вигляді 

 y ax b  , (3.33) 

де a  і b  — коефіцієнти, для визначення числових значень яких необхідно, як 

мінімум, задати два значення 1x , 2x  вхідній величині x  і заміряти відповідні 

їм значення 1y , 2y  вихідної величини y, оскільки лише під час виконання 

цих умов для моделі (3.33) можна скласти систему двох алгебраїчних рівнянь 

із двома невідомими a  і b  

 1 1

2 2

,
.

y ax b
y ax b
 

  
 (3.34) 

Але результати будь-яких експериментальних вимірювань несуть у собі 

похибки, обумовлені класом точності вимірювальних засобів, дією різнома-

нітних завад, неточністю зчитування показів приладів, округленням під час 

приведення даних до однакових умов обробки інформації — список умов ви-

никнення похибок можна продовжити, але для обґрунтування МНК цього 

досить. 

Тож через наявність цих похибок в експериментальних значеннях 1x , 

2x , 1y , 2y  безпосередній розв’язок системи рівнянь (3.34) відносно a  та b  

може нести в собі похибку в 10, 100, 1000 і більше відсотків. 

Наприклад, якщо використати лише значення *
1x , *

1y ; *
2x , *

2y  (рис. 3.1) 

для розв’язання системи рівнянь (3.34), то похибка буде вже не у відсотках, а 

у характері функціональної залежності (пунктирна лінія на рис. 3.1). 

У свій час Гаусс запропонував інший спосіб визначення коефіцієнтів 

a , b  моделі (3.33). Він запропонував сформувати суму квадратів різниць N  

між теоретично заданими за допомогою рівняння (3.33) значеннями вихідної 

координати y при значеннях аргументу , 1,ix i N  та її експериментальними 

значеннями iy : 
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   2
1

N
N

i i
i

y x y


   , (3.35) 

а потім знайти такі значення коефіцієнтів a , b  рівняння (3.33), котрі мінімі-

зують вираз (3.35).  

Від цієї процедури і назва методу — метод найменших квадратів. 

З курсу математичного аналізу відомо, що для знаходження мінімуму 

якоїсь функції необхідно взяти від неї похідну, прирівняти цю похідну до ну-

ля і розв’язати отримане рівняння — його корінь задає значення аргументу, 

за якого функція досягає мінімуму, а само значення функції у цій точці, якщо 

вона опукла донизу, задає її мінімальне значення. 

Згідно з цією ідеєю, підставимо у вираз (3.35) замість  iy x  його зна-

чення з (3.33) і візьмемо від отриманого виразу частинні похідні за b  та a , 

які прирівняємо до нуля, тобто 

  2
1

N
N

i i
i

ax b y


    , (3.36) 

 
  

  

1

1

2 1 0,

2 0.

N N

i i
i

N N

i i i
i

ax b y
b

ax b y x
a






   



     




 (3.37) 

Із (3.37) після низки нескладних перетворень отримаємо: 

 1 1

2

1 1 1

,

.

N N

i i
i i

N N N

i i i i
i i i

b N a x y

b x a x y x

 

  


  



  


 

  
 (3.38) 

Розв’язавши систему рівнянь (3.38) відносно b  і a , отримаємо такі їх 

значення, які мінімізують суму квадратів відхилень експериментально вимі-

ряних значень величин ix , iy  від теоретично заданих згідно з вибраною фун-

кціональною залежністю. 
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Рівняння, що входять у систему (3.38), називають нормальними рівнян-

нями Гаусса. Коефіцієнтами у них є суми, які «згладжують» дію похибок ви-

мірювань величин x , y  і зменшують їх вплив на оцінки параметрів b , a . За-

вдяки цьому підвищується точність їх визначення. 

А тепер припустимо, що поле точок  ,i ix y  експериментально визна-

чених величин x , y  має такий вигляд, як це показано на рис. 3.2. 

Із цього рисунка видно, що середньою лінією цього поля, яка віддзер-

калює «в середньому» функціональну залежність y  від x , є парабола 

 2y ax bx c   , (3.39) 

параметри якої a , b , c  також доцільно визначати за допомогою МНК. 

     y 
 
 
 
 
      yi  
 
 
                                                                          
                     xi                                       x  

Рисунок 3.2 — Поле точок  ,i ix y  експериментально визначених величин 
x , y  

Для отримання нормальних рівнянь Гаусса у цьому випадку підставимо 

(3.39) у (3.35), що дасть вираз 

  22

1

N
N

i i i
i

ax bx c y


     . (3.40) 

Далі від цього виразу візьмемо частинні похідні за c , b , a  та прирівня-

ємо їх нулю, що дасть систему рівнянь: 
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      
 







 (3.41) 

Після спрощень в системі (3.41) матимемо систему нормальних рівнянь 

Гаусса (3.42), розв’язавши яку отримаємо оптимальні за критерієм мінімуму 

відхилень експерименту від теорії значення параметрів c , b , a  математичної 

моделі (3.39) функціональної залежності величини y  від величини x , зада-

них експериментальним полем точок  ,i ix y , яке зображено на рис. 3.2: 

 

2

1 1 1

2 3

1 1 1 1

2 3 4 2

1 1 1 1

 ,
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.
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   

   


  


   


   


  

   

   

 (3.42) 

Приклад. Нехай в результаті експерименту отримана послідовність де-

сяти парних значень величин x , y , яка наведена у табл. 3.1. 

Таблиця 3.1 — Експериментальні дані та проміжні дані їх обробки 

i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
ix  0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 

iy  1,16 1,30 1,20 1,20 0,9 0,9 0,4 0 -0,5 -1,0 
2
ix  0,04 0,16 0,36 0,64 1,0 1,44 1,96 2,56 3,24 4,0 

 

Якщо нанести на координатну площину x , y  ці точки, то можна поба-

чити, що це є «збурена» завадами парабола. Але спочатку спробуємо викори-

стати для побудови моделі цієї залежності рівняння прямої (3.33). 

Підставляючи значення ix , iy , 1,10i   із табл. 3.1 у рівняння (3.38), 

отримуємо: 
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10 11 5,56,
11 15,4 2,072.

b a
b a
 

  
 (3.43) 

Розв’язком системи рівнянь (3.43) є оцінки  

 1 904; 1 225* *b , a ,   , (3.44) 

які задають модель залежності у вигляді прямої лінії 

 * 1,225 1,904y x   . (3.45) 

А тепер використаємо для побудови моделі залежності, заданої 

табл. 3.1, рівняння параболи (3.39). 

Підставляючи значення ix , iy , 1,10i   із табл. 3.1 у рівняння (3.42), 

отримуємо: 

 
10 11 15,4  5,560,
11 15,4 24,2 2,072,
15,4 24,2 40,533 1,186.

c b a
c b a

c b a

  
   
    

 (3.46) 

Розв’язком системи рівнянь (3.46) є оцінки  

 1 017; 0 991; 1 008** ** **c ,     b ,     a ,    , (3.47) 

які задають модель вказаної вище залежності у вигляді параболи 

 ** 21,008 0,991 1,017y x x    . (3.48) 

Для того, щоб визначити яка із двох моделей (3.45), (3.48) краще від-

дзеркалює функціональну залежність, що задана табл. 3.1, знайдемо числове 

значення критеріальних співвідношень (3.36), (3.40) з використанням (3.44) 

та (3.47). 

Із (3.36) та (3.44) для поля точок, заданих табл. 3.1, знаходимо, що  

 * 0,899N  , (3.49) 

а із (3.40) та (3.47), що 

 ** 0,041N  . (3.50) 

Отже, оскільки  

 ** *
N N   , (3.51) 
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то, згідно з основною ідеєю МНК, модель (3.48) є набагато кращою, ніж мо-

дель (3.45), у чому легко переконатись, якщо нанести поле точок із табл. 3.1 

на координатну площину  ,x y  (рис. 3.3). 

 

Рисунок 3.3 — Поля точок  ,i ix y ,  , 1i ix y  і  , 2i ix y  експериментально 
визначених величин x , y  та величин 1y  і 2y , обчислених у ППП MathCAD 
за методом найменших квадратів і яким відповідають у тексті величини y* та 

y** (точки графіка залежності y(x) нанесені у вигляді маленьких кіл; графік 
функції y1(x) зображений у вигляді пунктирної лінії, а графік функції 

y2(x) — у вигляді суцільної) 

З усього викладеного у даному підрозділі можна зробити такі виснов-

ки: 

1) за вибраної структури моделі функціональної залежності оптимальні 

значення її параметрів у межах заданого діапазону значень аргументу та його 

функції найбільш просто і ефективно визначаються за допомогою МНК; 

2) вибір виду та структури моделі є прерогативою дослідника; 

3) у класі заданих структур МНК дозволяє отримати не лише оптима-

льні значення коефіцієнтів, але й оптимальну структуру моделі. 

На завершення цього підрозділу зробимо одне надзвичайно важливе 

зауваження, а точніше, попередження, яке полягає у тому, що, оскільки обчи-
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слювальні алгоритми МНК побудовані виключно на основі апроксимаційних 

процедур, то їх використання для розв’язання задач екстраполяції може при-

звести до неприпустимих помилок. Іншими словами, за допомогою МНК 

можна успішно розв’язувати задачі оптимізації відновлювання сигналів на 

вході вимірювальної системи за інформацією про її вихід та задачі оптималь-

ного синтезу динамічної характеристики (наприклад, передаточної функції) 

системи, за інформацією про її вхід та вихід, але ні в якому разі за допомогою 

МНК не можна синтезувати моделі прогнозу. 

Про те, яких значень можуть сягати помилки через ігнорування цього 

попередження, легко зробити висновок із рис. 3.4. 

         y 

 
 
 
 
                                              x3    
        y3   x1                        x2                                    x 
 
      пy3  

 

Рисунок 3.4 — Графічна ілюстрація недоцільності використання МНК для 
розв’язання задачі прогнозування 

З рис. 3.4 видно, що якщо маємо лише точки з діапазону значень коор-

динати x  від 1x  до 2x , то МНК як оптимальну модель залежності  y f x  

дасть параболу. Під час використання цієї параболи для прогнозування зна-

чення y  у точці 3x  отримаємо значення 3
пy , у той же час як реально коорди-

ната y  матиме значення 3y , яке суттєво відрізняється від 3
пy . 

На жаль, сьогодні навіть у дисертаціях та монографіях можна зустріти 

приклади використання МНК під час синтезу моделей прогнозу. 

Ми сподіваємось, що всі, хто користуватиметься цим посібником, такої 

помилки припускатись не будуть. 
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3.5 Завдання для самоперевірки 

1. Які умови повинні виконуватись для забезпечення можливості ви-

користання Фур’є-інтегрального методу ідентифікації? 

2. Які задачі можна розв’язувати за допомогою ФІМІ? 

3. У чому суть задачі відновлення сигналів на вході вимірювальної 

системи? 

4. Коли ФІМІ поза конкуренцією під час розв’язання задач ідентифі-

кації? 

5. Як розкласти сигнал у ряд Фур’є? 

6. Взявши інтеграл згортки для заданих зрізаними рядами Фур’є сиг-

налів  x t  та  y t , переконайтесь у справедливості виразу (3.7). 

7. Які етапи має прямий алгоритм відновлення сигналів? 

8. Як визначити скільки гармонічних складових треба залишити в зрі-

заному ряді Фур’є відновлюваного сигналу? 

9. Які критерії і яким чином використовуються під час синтезу алго-

ритму оптимального відновлення сигналів? 

10. Як визначити номер гармонічної складової, з якої запускається ал-

горитм оптимального відновлення сигналів? 

11. Який алгоритм — прямий чи оптимальний — вимагає більше затрат 

пам’яті ЕОМ і чому? 

12. Яка процедура використовується у ФІМІ для визначення оптималь-

них значень параметрів моделі заданої структури? 

13. Яка процедура використовується для визначення оптимальної стру-

ктури моделі під час використання ФІМІ? 

14. Чому алгоритми ідентифікації сигналів та системи за допомогою 

ФІМІ називають параметричними? 

15. За яких умов задача ідентифікації динамічної системи за допомогою 

ФІМІ належить до класу коректних? 

16. У чому полягає основна ідея методу найменших квадратів? 



 
89 

17. Як отримати систему нормальних рівнянь Гаусса для визначення 

оптимальних оцінок коефіцієнтів моделі заданої структури? 

18. Як визначити оптимальну структуру моделі за допомогою МНК у 

вибраному класі структур? 

19. Які задачі можна розв’язувати за допомогою МНК і чому не можна 

використовувати МНК для синтезу моделей прогнозу? 
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ЧАСТИНА II 

ІДЕНТИФІКАЦІЯ СТОХАСТИЧНИХ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ 

СИСТЕМ З ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

У цій частині навчального посібника покажемо як побудувати матема-

тичні моделі як безперервних стохастичних лінійних динамічних систем з зо-

середженими параметрами, так і дискретних, як в часовій області, так і в час-

тотній. 

Як було зазначено у вступі до посібника, для того, щоб віднести дина-

мічну систему до класу стохастичних, достатньо щоб рівень шумів у її струк-

турі або в структурі сигналів, що надходять на її входи, був помітним у порі-

внянні з рівнем процесів у системі або рівнем регулярних складових сигналів 

на входах. 

 

 

Розділ 4 СТОХАСТИЧНІ МОДЕЛІ БЕЗПЕРЕРВНИХ ЛІНІЙНИХ 

ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ З ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ НА 

ОСНОВІ СТАЦІОНАРНИХ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСІВ 

4.1 Основні характеристики стаціонарних випадкових процесів 

Строга математична модель безперервного випадкового процесу при-

пускає, що він протікає у часі від мінус нескінченності до плюс нескінченно-

сті, тобто  ,t   . А ту його частину  *x t , яку вдалося у якийсь спосіб 

зафіксувати, називають реалізацією випадкового процесу  x t . 

Для будь-якої реалізації  *x t  безперервного випадкового процесу  x t  

характерним є те, що вона містить у собі нескінченну кількість щільно роз-

міщених поряд у часі значень  x t  на будь-якому скінченному відрізку часу 
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 ,п кt t , обмеженому моментами початку пt  та кінця кt  реєстрації, тобто для 

 *x t  справедливим є те, що [ , ]n kt t t . 

Зрозуміло, що якщо випадковий процес є дискретним у часі  ix t , то 

його реалізація  *
ix t  є скінченною послідовністю випадкових чисел 

, 1,ix i N , зафіксованих на відрізку часу  ,п кt t , що можна віддзеркалити у 

такий спосіб: 

    * ; 1,  ; ,i i i n kx t x i N t t t   . (4.1) 

У зв’язку з накладенням людьми на безперервний плин часу t  цикліч-

ної системи його відліку (секунда, хвилина, доба, рік), що пов’язано із циклі-

чністю обертання Землі навколо Сонця, зручно початок t  кожної реалізації 

 *x t  відносити до початку відповідного циклу відліку часу. Це дає змогу, 

накладаючи реалізації на їх графіку одна на одну, вивчати їх у сукупності, 

оскільки лише за такого підходу вдається встановити певні закономірності 

випадкових процесів і визначити цілий ряд цікавих їх числових і функціона-

льних характеристик. 

Як приклад на рис. 4.1 показані три добові реалізації споживання елек-

тричної потужності елP  містом, наближеним за розмірами та промисловими 

характеристиками до середнього для України. 
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Рисунок 4.1 — Графік трьох добових реалізацій процесу споживання 

електричної потужності містом, середніх для України розмірів 
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Перша та друга реалізації характеризують добове споживання електри-

чної потужності у середині тижня, а третя — у вихідний день, коли більшість 

підприємств не працюють, а побутові витрати стають більшими навіть у го-

дини обідньої перерви. 

Для подальших викладок потрібні будуть деякі елементарні положення 

із теорії ймовірностей — нагадаємо їх. 

Однією з основних характеристик випадкової величини X  є її функція 

розподілу  F x , яка задає ймовірність  P X x  отримання випадковою ве-

личиною X  конкретного значення, не більшого від значення x, тобто 

    F x P X x  . (4.2) 

Графік функції розподілу  F x  безперервної випадкової величини X  

має вигляд, наведений на рис. 4.2. 
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1 
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Рисунок 4.2 — Графік функції  F x  розподілу безперервної  

випадкової величини X  

Нагадаємо властивості функції  F x  розподілу безперервної випадко-

вої величини X : 

1) якщо 2 1x x , то    2 1F x F x ; 

2) якщо x   , то   0F   ; 

3) якщо x   , то   1F   ; 

4) якщо 1 2x X x  , то: 

      1 2 2 1P x X x F x F x    . (4.3) 
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Перша із цих властивостей означає, що графік функції розподілу безпе-

рервної випадкової величини X  є безперервною зростаючою зі зростанням 

аргументу x  кривою. 

Друга властивість означає, що випадкова величина X  не може мати 

значень, менших від мінус нескінченності. 

Третя властивість означає, що випадкова величина X  не може мати 

значень, більших від плюс нескінченності. 

А четверта властивість означає, що для знаходження ймовірності по-

трапляння випадкової величини X  у проміжок значень  1 2,x x  достатньо 

взяти різницю значень її функції розподілу  F x  на границях цього проміж-

ку. 

Всі ці властивості є справедливими і для дискретної випадкової вели-

чини, але слід пам’ятати, що графік її функції розподілу має східчасту форму 

(рис. 4.3). 
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Рисунок 4.3 — Графік функції  F x  розподілу дискретної випадкової  

величини X  за умови, що величина X  здатна набувати 
лише одне із п’яти значень 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  

Похідна dF
dx

 від функції розподілу  F x  безперервної випадкової ве-

личини X  задає густину  f x  ймовірностей значень цієї величини, тобто 

   dFf x
dx

 . (4.4) 
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Нагадаємо властивості густини  f x  ймовірностей безперервної випа-

дкової величини X : 

1) за будь-яких значень x :   0f x  ; 

2) якщо x   , то   0f   ; 

3) якщо x   , то ( ) 0f   ; 

4) якщо 1 2x X x  , то 

        
2

1

1 2 2 1

x

x

P x X x f x dx F x F x     , (4.5) 

причому: 

   1f x dx




 . (4.6) 

Інтерпретація перших трьох властивостей густини імовірностей  P x  

безперервної випадкової величини X  така ж, як і та, що була дана для пер-

ших трьох властивостей її функції розподілу  F x , а четверта властивість 

вказує на те, що імовірність потрапляння випадкової величини X  у промі-

жок значень  1 2,x x  чисельно дорівнює площі фігури під кривою  f x , від-

січеної ординатами при 1x x  та 2x x . П’ята властивість є наслідком попе-

редніх відносно  f x  та  F x . 

Здійснюючи графічне диференціювання кривої  F x , зображеної на 

рис. 4.2, неважко переконатись у тому, що графік густини імовірностей  f x  

має вигляд, наведений на рис. 4.4. В інших випадках графік функції  f x  

може бути дещо іншим — він може бути зсунутим вліво чи вправо, але не-

змінними є дві обставини. По-перше, для всіх значень x  повинна виконува-

тись нерівність   0f x  , а по-друге, площа під кривою  f x  завжди пови-

нна дорівнювати одиниці. 

Зазначимо, що для дискретної випадкової величини поняття густини 

ймовірностей не існує, оскільки похідна від її функції розподілу має розриви 
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2-го роду на початку кожної сходинки, що робить її принципово невизначе-

ною. 

 

x2 x1 

x  f (x2) 
 f (x1) 

 f (x) 

 
Рисунок 4.4 — Графік густини імовірностей  f x  безперервної випадкової 

величини X , отриманий графічним диференціюванням кривої  F x , 
зображеної на рис. 4.2 

Однак для аналізу дискретних випадкових процесів поняття густини і 

не потрібне. 

Дуже важливими характеристиками як безперервної, так і дискретної 

випадкової величини X  є її математичне очікування xm  та дисперсія xD  або 

позитивне значення кореня квадратного з неї, яке називають середньоквад-

ратичним відхиленням x . Перша з цих характеристик — xm  — задає теоре-

тичне середнє значення випадкової величини X , а друга — xD  чи x  — ха-

рактеризує розкид значень випадкової величини X  відносно її середнього 

значення xm . 

Для неперервної випадкової величини X : 

  xm x f x dx




  , (4.7) 

    2
x xD x m f x dx





  , (4.8) 

а для дискретної: 

 
1

N

x i i
i

m x p


 , (4.9) 

  2
1

N

x i x i
i

D x m p


  , (4.10) 
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де ip  — імовірність того, що дискретна випадкова величина X  набуде зна-

чення ix : 

  i ip P X x  . (4.11) 

Звертаємо увагу на те, що у термінах теоретичної механіки формула 

(4.7) задає перший початковий момент, а формула (4.8) — другий централь-

ний момент густини розподілу  f x  безперервної випадкової величини X . 

А тому математичне очікування xm  випадкової величини X , незалежно від 

того, є вона неперервною чи дискретною, часто називають першим початко-

вим моментом цієї випадкової величини, не пов’язуючи це з тим, визначена 

чи ні для неї густина ймовірностей. За аналогією xD  називають другим 

центральним моментом випадкової величини X . 

Узагальнюючи, можна зазначити, що j -ий початковий момент  jm x  

випадкової величини X  можна визначити як математичне очікування j -го 

ступеня цієї величини, тобто 

    j
jm x x f x dx





   (4.12) 

для безперервного випадку, або 

  
1

N
j

j i
i

m x x p


  (4.13) 

для дискретного. 

За аналогією j -ий центральний момент випадкової величини X  можна 

визначити як математичне очікування j -го ступеня відхилення цієї величини 

від її середнього значення, тобто 

      j
j xM x x m f x dx





   (4.14) 

для безперервного випадку, або 
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  
1

( )
N j

j x i
i

M x x m p


   (4.15) 

для дискретного. 

Очевидно, що 

  
 

1
2

,
.

x
x

m x m
M x D


 

 (4.16) 

Очевидно й те, що 

  1 0M x  . (4.17) 

Для кого тотожність (4.17) не очевидна, доведіть її справедливість са-

мостійно, скориставшись формулами (4.14), (4.7) та (4.6). 

Нагадавши вищевикладені елементи теорії ймовірностей відносно ви-

падкових величин X , повернемося знову до випадкових процесів  X t , які є 

теж випадковими величинами, але прив’язаними до плину часу. 

Якщо розглядати час як параметр, який можна «зупинити», зафіксува-

вши на конкретному значенні *t , то будь-яку сукупність реалізацій  *x t  ви-

падкового процесу  X t  можна «порізати» прямими, паралельними осі X , 

встановивши перпендикуляри із кожного значення *t . 

Випадкову величину  *X t , яка формується в кожному «перерізі» *t  

сукупністю реалізацій  *x t  випадкового процесу  X t , можна характеризу-

вати густиною ймовірностей  *,f x t , а для всього процесу можна, «відпус-

тивши» *t , сформувати густину імовірностей  ,f x t , в якій, нагадаємо, t  є 

безперервним параметром із детерміновано визначеними нами, чи кимось 

іншим, значеннями. 

Очевидно, що формули (4.7), (4.8) для безперервного випадкового про-

цесу  X t  перетворюються на: 
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      ,xm t x t f x t dx




  , (4.18) 

         2 ,x xD t x t m t f x t dx




  , (4.19) 

а математичне очікування  xm t  та дисперсія  xD t  у загальному випадку 

стають функціями часу t , як це видно на рис. 4.1, з якого легко бачити, що 

середні значення електричної потужності елP , яка споживається містом у 2 

години ночі і у 9 годин ранку, суттєво відрізняються; як суттєво відрізняється 

і розкид відхилення цієї потужності у ці ж години від її середнього значення. 

Тепер уявимо собі, що дві реалізації  *x t  деякого випадкового проце-

су  X t  мають вигляд, наведений на рис. 4.5. 

 

t 

*
x6x 

 x(t) 

*
xm

tk 

t 
T
ф  

Рисунок 4.5 — Графік двох реалізацій деякого випадкового процесу  X t  

Навіть «неозброєним» оком видно, що і середнє значення цього проце-

су, і його дисперсія є не функціями часу, а константами, тобто 

 
 
 

1

2

,

.
x x

x x

m t const m

D t const D

 


 
 (4.20) 

Однак, згідно з формулами (4.18), (4.19), такий результат можна отри-

мати лише в одному випадку, коли 

    ,f x t f x . (4.21) 

А це, у свою чергу, справедливо лише для безперервного випадкового 

процесу  X t , густина ймовірностей у кожному «перерізі» t  сукупності реа-
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лізацій  *x t  якого описується одним і тим же законом  f x , тобто не зале-

жить від t . 

Випадкові процеси, для яких виконується умова (4.21) і, як наслідок, 

умова (4.20), відносять до класу стаціонарних випадкових процесів. 

Відзначимо, що математики розрізняють стаціонарність у широкому та 

у вузькому розумінні, пов’язуючи це з багатовимірними функціями розподі-

лу випадкових процесів, що їх відносять до моделей красивих, але практично 

не придатних для розв’язання конкретних задач. В інженерних задачах стаці-

онарність випадкових процесів і у широкому, і у вузькому розумінні збіга-

ється, а тому не будемо ускладнювати матеріал введенням багатовимірних 

функцій розподілу цих процесів. 

У класі стаціонарних випадкових процесів  X t  виділяють підклас ер-

годичних, для яких усереднення на множині значень x  дає той же результат, 

що й усереднення в часі t . 

Це означає, що математичне очікування xm  та дисперсію xD  ергодич-

ного випадкового процесу  X t  можна отримати не лише за допомогою фо-

рмул (4.18), (4.19), але і за допомогою формул, набагато простіших за струк-

турою обчислень: 

  
2

2

1lim

T

T
x T

m x t dt
T




  , (4.22) 

   
2

2

21lim

T

T
x xT

D x t m dt
T




  . (4.23) 

Одразу ж зазначимо, що всі стаціонарні випадкові процеси, з якими під 

час розв’язання практичних професійних задач мають справу інженери, є ер-

годичними, а тому формули (4.22), (4.23) для обчислення очікуваного серед-

нього значення процесу xm  та характеристики його відхилень від середнього 

значення - очікуваної дисперсії xD  — є основними у теоретичному плані. 



 
100 

Але у практиці розрахунків використовуються дещо інші формули: 

  * *

0

1 T

xm x t dt
T

  , (4.24) 

  2* *

0

1 ( )
T

x xD x t m dt
T

  , (4.25) 

за якими знаходяться статистична оцінка *
xm  математичного очікування xm  

ергодичного випадкового процесу  X t  та статистична оцінка *
xD  дисперсії 

xD  цього процесу з використанням однієї, але достатньо інформативної реа-

лізації  *x t  випадкового процесу  X t , зафіксованої на відрізку часу T . 

Очевидно, що оцінки *
xm  та *

xD  теж є випадковими величинами, залеж-

ними від довжини T  реалізації  *x t , але, зрозуміло, що дисперсія цих оці-

нок є набагато меншою у порівнянні із дисперсією процесу  X t  і з ростом 

T  наближається до нуля. 

Нагадаємо, що до статистичних оцінок числових характеристик випад-

кових величин математична статистика висуває три вимоги: по-перше, вони 

повинні бути незміщеними, по-друге, ефективними, а по-третє, переконли-

вими. 

Вимога незміщеності означає, що з ростом T  рано чи пізно значення 

оцінки точно збіжиться зі значенням відповідної числової характеристики. 

Вимога ефективності означає, що із множини різноманітних формул, 

які можуть бути запропоновані для отримання числового значення оцінки, 

необхідно вибирати ту, за допомогою якої оцінка визначається з найменшою 

власною дисперсією. 

Вимога переконливості (російською мовою — «состоятельности») 

означає, що оцінка з ростом T  повинна безперервно наближатись до число-

вої характеристики, що дає право зупиняти обчислення варіантів оцінки, як 

тільки вони перестають відрізнятись один від одного у заданих межах. 
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Більш детально ознайомитись із вимогами до статистичних оцінок чис-

лових характеристик випадкових величин можна у будь-якому з посібників із 

теорії ймовірностей та математичної статистики. А у нашому посібнику зга-

даємо ще лише про те, що мало знайти числове значення статистичної оцінки 
*
xm  чи *

xD . Треба обов’язково це значення доповнити визначенням довірчого 

інтервалу, в який із деякою наперед заданою довірчою імовірністю потрапляє 

отримане значення статистичної оцінки. Оскільки, ще раз підкреслимо, ста-

тистичні оцінки є теж випадковими величинами, то дуже важливо знати, за 

які межі вони не вийдуть, якщо нарощувати масиви інформації, що викорис-

товуються у розрахунках. 

За тим, як розраховуються довірчі інтервали для оцінок числових хара-

ктеристик випадкових величин, відсилаємо до навчальних посібників з мате-

матичної статистики. 

Декілька корисних порад. 

Порада перша. Якщо, зафіксувавши реалізацію безперервного випад-

кового процесу  x t , ви бачите (див. рис. 4.5), що вона не виходить за межі 

деякої смуги, границі якої проходять паралельно осі часу, і досить часто на-

ближається до обох границь, то можете не сумніватись у тому, що процес 

 X t  є не лише стаціонарним, але й ергодичним. 

Порада друга. Для грубої оцінки середнього значення *
xm  ергодичного 

процесу  X t  за зафіксованою на відрізку часу T  його реалізацією  x t  до-

сить «на око» провести паралельно осі t  вісь «квазісиметрії» цієї реалізації 

(див. рис. 4.5), відстань від якої до осі t  і дасть значення оцінки *
xm  з похиб-

кою не більше 5%. 

Порада третя. Для грубої оцінки середньоквадратичного відхилення 

* *
x xD   процесу  X t  від середнього значення xm  необхідно ширину сму-

ги x , за межі якої не виходить реалізація  x t  за умови, що лінія *
xm  прохо-

дить центром смуги, розділити на шість, тобто 
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 *
6

x
x


 . (4.26) 

Формула (4.26) є наслідком відомого у математичній статистиці «пра-

вила трьох сигм», згідно з яким всі значення нормально розподіленої величи-

ни X  з імовірністю 0,997 знаходяться у смузі значень  3 , 3x x x xm m   . 

Нагадаємо, що нормально розподіленою (гауссівською) називається та-

ка випадкова величина, густина ймовірностей якої задається законом: 

 

2
1
21( )

2

x

x

x m

x
f x e 

 

 
  

   . (4.27) 

Порада четверта. Якщо для подальших розрахунків потрібне якомога 

точніше значення оцінки *
xm , то, вибравши по можливості якомога менший 

інтервал квантування часу t  (див. рис. 4.5), сформуйте з реалізації  x t  ре-

шітчасту функцію  t kx k x   , середнє значення якої знаходиться за допо-

могою виразу, що є дискретним аналогом (4.24), а саме: 

 *

1

1 N

x k
k

m x
N 

  , (4.28) 

де 
t

TN 


, або 

 
1

*

0

1 N

x k
k

m x
N




  . (4.29) 

Оцінка *
xm  за допомогою формули (4.28) чи (4.29) є незміщеною, ефек-

тивною і переконливою. 

Порада п’ята. Під час використання решітчастого аналога kx  ергодич-

ного випадкового процесу  X t  для обчислення оцінки дисперсії за дискрет-

ним аналогом формула (4.25) набуває вигляду: 

  2*

1

1 N

x k x
k

D x m
N 

  . (4.30) 
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Оскільки в формулі (4.30) доводиться використовувати не математичне 

очікування xm  випадкового процесу  X t , а його статистичну оцінку *
xm , 

знайдену за формулою (4.27) чи (4.28), то оцінка дисперсії буде незміщеною, 

ефективною і переконливою лише тоді, коли вона знаходиться за формулою: 

  2* *

1

1
1

N

x k x
k

D x m
N 

 
  . (4.31) 

Звичайно, якщо число N  є значним, то формули (4.30) та (4.31), у разі 

використання в обох *
xm , будуть давати практично один і той же результат, 

але вже при 20N   результати різнитимуться на 5%, а з подальшим змен-

шенням N  ця різниця зростатиме. 

 

4.2 Кореляційні функції та спектральні густини стаціонарних 

випадкових процесів 

Нехай маємо сукупність добових реалізацій такого випадкового проце-

су, як зміна температури зони обмотки статора електричного двигуна конве-

єра, яка є функцією струму, що протікає у цій обмотці. Випадковість значень 

цього процесу залежить від рівномірності подачі та гранулометричного скла-

ду того сипучого чи кускового матеріалу, який транспортується цим конвеє-

ром. 

Якщо струм зростає, то і температура зони теж зростає. Якщо струм 

спадає, то з деяким запізненням спадає і температура зони. Очевидно, що від 

значення температури у зоні в даний момент часу суттєво залежить те її зна-

чення, якого вона набуде через одну хвилину. Через 10 хвилин ця залежність 

уже буде менш помітною. Ще меншим температурний вплив буде через 100 

хвилин. А через 1000 хвилин навряд чи є сенс його взагалі оцінювати. 

Оскільки, як було зазначено, температурний процес, що розглядається, 

є випадковим, то безпосередньо оцінити вплив одного його значення на інше 

неможливо. 
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Для оцінювання лінійного зв’язку між двома значеннями 1x , 2x  випад-

кового процесу  X t  у момент часу 1t  та 2t  математики ввели таку характе-

ристику, як кореляційна функція  1 2,xK t t , яку визначають як 

    1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2, ( ( ))( ( )) , , ,x x xK t t x m t x m t f x x t t dx dx
 



     , (4.32) 

де  1 2 1 2, , ,f x x t t  — двовимірна густина ймовірностей випадкового процесу 

 X t , котра визначається у моменти часу 1t , 2t , відносно яких випадковий 

процес  X t  можна розглядати як систему двох випадкових величин 1X  та 

2X , значеннями 1x  та 2x  яких є значення  1x t ,  2x t  реалізацій випадкового 

процесу, зафіксовані у моменти часу 1t , 2t : 

    2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2

, , ,
, , ,

F x x t t
f x x t t

x x



 

. (4.33) 

 1 2 1 2, , ,F x x t t  — двовимірна функція розподілу ймовірностей випадкового 

процесу  X t , яка задає значення ймовірності того, що у момент 1t  викону-

ється нерівність 1 1X x , а у момент 2t  виконується нерівність 2 2X x , тобто 

       1 2 1 2 1 1 2 2, , , ,F x x t t P X t x X t x   . (4.34) 

Слід зазначити, що формула (4.32) грає не стільки практичну, скільки 

загальнотеоретичну роль, оскільки на практиці ніхто не проводить оцінюван-

ня функцій  1 2 1 2, , ,f x x t t  та  1 2 1 2, , ,F x x t t  за експериментальними даними. 

Формула (4.32) навіть у теоретичному плані спрощується для стаціона-

рного випадкового процесу  X t , для якого двовимірна густина  f   та фу-

нкція розподілу  F   ймовірностей залежать не від конкретних значень 1t , 2t  

моментів часу t , а лише від їх різниці 1 2t t   , тобто 

    
   

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

, , , , , ,
, , , , , .

f x x t t f x x
F x x t t F x x





 

 (4.35) 
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З урахуванням (4.35), формула для кореляційної функції стаціонарного 

випадкового процесу  X t  набуває вигляду: 

    1 2 1 2 1 2( )( ) , ,x x xK x m x m f x x dx dx 
 



     . (4.36) 

Але і формулу (4.36) у практичних розрахунках теж не використову-

ють, оскільки оцінку двовимірної густини ймовірностей  1 2, ,f x x   за експе-

риментальними даними визначати непросто. Набагато простішим є визна-

чення кореляційної функції  xK   стаціонарного випадкового процесу  X t  

з використанням властивості ергодичності, згідно з якою оцінка кореляційної 

функції *( )xK   може бути визначена як 

      * * *

0

1 ( ) ( )
T

x x xK x t m x t m dt
T



 




    
  , (4.37) 

де T  — відрізок часу, протягом якого фіксується реалізація  *x t  випадково-

го процесу  X t . 

Математиками доведено, що для ергодичного випадкового процесу 

    *limx xT
K K 


 , (4.38) 

що дає право за оцінку  *
xK   кореляційної функції  xK   брати будь-яку 

функцію, отриману за допомогою формули (4.37). 

Очевидно, що чим більшим є значення T , тим точніше оцінка *( )xK   

відображає кореляційну функцію  xK  . 

Аналізуючи формулу (4.37), бачимо, що для отримання значення оцін-

ки  *
xK   кореляційної функції  xK   ергодичного випадкового процесу 

 X t  для значення 1  параметра   при реалізації  *x t  цього процесу 

(рис. 4.6, а) необхідно, зсунувши цю реалізацію на відрізок часу 1t   

(рис. 4.6, б), перемножити одна на одну на відрізку  10,T   основну та 
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«зсунуту» реалізації  *x t , знайти площу під кривою, яка є результатом цьо-

го перемноження, і поділити отриману площу на довжину відрізка інтегру-

вання 1T  . 

 

t 

x*(t) 

T 

x*(t+1) 

T-1 1 

t 

а) 

б) 

 
Рисунок 4.6 — Геометрична інтерпретація формування підінтегрального  

виразу у формулі (4.37) 

Зрозуміло, що з ростом   точність визначення значень  *
xK   зменшу-

ється, оскільки зменшується інтервал «перекриття» основної та «зсунутої» на 

відрізок   реалізації  *x t , що у разі використання чисельних методів приво-

дить до зменшення кількості значень випадкового процесу  X t , які беруть 

участь у формуванні підінтегрального виразу у формулі (4.37). 

Оскільки результати інтегрування у формулі (4.37) не залежать від то-

го, вправо чи вліво на   «зсувається» реалізація  *x t , то справедливим є ви-

раз 

    x xK K   , (4.39) 

який констатує той факт, що кореляційна функція випадкового процесу є си-

метричною відносно осі ординат.  

Підставивши у формулу (4.37) 0  , отримаємо: 
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  * 2

0

10 ( ( ) )
T

x xK x t m dt
T

  . (4.40) 

Порівнюючи вираз (4.40) з виразом (4.25), бачимо, що вони дають один 

і той же результат, тобто 

  * *0x xK D . (4.41) 

Результатові (4.41) можна дати таку інтерпретацію — значення  0xK  

кореляційної функції  xK   центрованого ергодичного випадкового процесу 

 X t  за нульового зсуву 0   дорівнює дисперсії xD  або, що одне і те ж, 

2
x . Нагадаємо, що центрованим називається довільний випадковий процес 

 X t , від усіх значень  x t  якого віднімається його середнє значення  xm t  

на ковзному інтервалі (рис. 4.7). 

 

t 

X(t) 
mx(t) 

x(t) 

 
а) 

 

t 

x(t)-mx(t) 
m (t) 

 
б) 

Рисунок 4.7 — Графічна інтерпретація центрування випадкового процесу 
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З рис. 4.7 видно, що навіть нестаціонарний випадковий процес 

(рис. 4.7, а) у разі його центрування може стати не лише стаціонарним 

(рис. 4.7, б), але й ергодичним. 

Зазначимо, що, як правило, під час розв’язання практичних інженерних 

задач, оцінки кореляційних функцій визначаються саме для центрованих ви-

падкових процесів, для яких у такому випадку майже завжди присутня ерго-

дичність. 

При виконанні практичного аналізу центрованих ергодичних випадко-

вих процесів, які мають місце при розв’язанні інженерних задач, найбільше 

розповсюдження отримали чотири моделі кореляційних функцій цих проце-

сів, а саме: 

   2
x xK e     , (4.42) 

    2 1x xK e       , (4.43) 

   2 cosx xK e      , (4.44) 

   2 cos sinx xK e      


  
   

 
. (4.45) 

Приклади графіків кореляційних функцій, заданих моделями (4.42) та 

(4.44), показані на рис. 4.8. 

Зазначимо, що моделі (4.43) та (4.45) можна інтерпретувати як «розтя-

гувальні» по осі   для моделей (4.42) та (4.44). 

     eK xx
2

     coseK xx
 2

Kx(τ) 

τ 

 
Рисунок 4.8 — Приклади графіків кореляційних функцій ергодичних  

випадкових процесів 
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А тепер розглянемо такий специфічний технологічний об’єкт, як куль-

овий млин, який використовується для тонкого помолу залізної руди перед 

подальшим збагаченням її у флотаційній машині. 

Кульовим млином є циліндр, на третину заповнений металевими куля-

ми, який має вхідний отвір для подачі подрібненої залізної руди та вихідний 

отвір для відбору тієї ж залізної руди, але перетертої на пил металевими ку-

лями під час їх хаотичного переміщення разом із залізною рудою внаслідок 

обертання циліндра навколо повздовжньої осі за допомогою потужного елек-

тропривода. 

Очевидно, що зміна в часі і гранулометричного складу  X t  подрібне-

ної залізної руди на вході млина, і струму якоря його приводного електро-

двигуна  Y t  є випадковими процесами, які в усталеному режимі роботи 

млина можна вважати не лише стаціонарними, а й ергодичними. 

Очевидним є і те, що лише середнє значення струму  Y t  функціона-

льно залежить від середнього значення гранулометричного складу  X t , а 

кожне конкретне значення процесу  Y t  функціонально зв’язати з конкрет-

ними значеннями процесу  X t  не можна, оскільки на випадковість значень 

 Y t  суттєво впливає не лише процес  X t , але і внутрішній процес постій-

них змін самої структури кульового млина, викликаний як переміщенням ме-

талевих куль одна відносно одної та стінок циліндричного барабана, так і пе-

реміщенням шматочків руди між кулями та між собою. 

Тож для характеристики усередненого лінійного зв’язку між значення-

ми випадкового процесу  X t  у часовому перерізі 1t  та випадкового процесу 

 Y t  у часовому перерізі 2t  (рис. 4.9) математики вводять таку характеристи-

ку, як взаємна кореляційна функція  1 2,yxK t t , для якої справедливим є вираз 

    1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2, ( ( ) )( ( )) , , ,yx x yK t t x m t y m t f x y t t dx dy
 



      , (4.46) 
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де 

    2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2

, , ,
, , ,

F x y t t
f x y t t

x y



 

, (4.47) 

       1 2 1 2 1 1 2 2, , , ,  F x y t t P X t x Y t y    (4.48) 

— відповідно, двовимірні взаємні густина  f   та функція розподілу  F   

ймовірностей процесів  X t  та  Y t . 

 

t 
T 

x(t), y(t) 

t1 t2 

 y*(t1)  y*(t2) 

x*(t1) x*(t2) 

 
Рисунок 4.9 — Графіки реалізацій  *x t ,  *y t  взаємопов’язаних 

випадкових процесів  X t ,  Y t , зафіксованих на проміжку часу T  

Для стаціонарних випадкових процесів  X t  та  Y t  за аналогією з 

(4.34) — (4.36) маємо: 

    
   

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

, , , , , ,
, , , , , ,

f x y t t f x y
F x y t t F x y





 

 (4.49) 

    1 2 1 2 1 2( )( ) , ,yx x yK x m y m f x y dx dy 
 



      , (4.50) 

а для ергодичних випадкових процесів за аналогією з (4.37), (4.38): 

      * * *

0

1 ( ) ( )
T

yx y xK y t m x t m dt
T



 




    
  , (4.51) 

    *limyx yxT
K K 


 . (4.52) 

Приклади графіків можливих взаємних кореляційних функцій центро-

ваних ергодичних процесів  X t ,  Y t  наведені на рис. 4.10. 
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τ 
τ* 

Kyx(τ) 

τвк 

 
Рисунок 4.10 — Приклади графіків взаємних кореляційних функцій  

центрованих ергодичних процесів 

Зсув максимуму взаємної кореляційної функції  yxK   на відрізок *  

вправо від осі ординат характеризує той відрізок часу, на який запізнюється 

поява на виході системи процесу  Y t  відносно процесу  X t , котрий його 

викликав, оскільки значення реакції системи найкраще корелюється саме з 

тим значенням вхідного процесу, яке його викликало. 

Тобто *  можна використовувати як одну з характеристик інерційних 

властивостей системи, що продукує процес  Y t  у відповідь на вхідний для 

неї процес  X t . Якщо застосувати до кореляційної функції  xK   перетво-

рення Фур’є, тобто взяти інтеграл 

     j
x xS K e d  






  , (4.53) 

тоді отримаємо іншу характеристику стаціонарного випадкового процесу, 

яку називають його спектральною густиною  xS  , оскільки вона характе-

ризує щільність спектра частот гармонічних складових з випадковими зна-

ченнями амплітуди і фази, сукупністю яких можна задати даний процес. 

Для прикладу отримаємо спектральну густину стаціонарного випадко-

вого процесу  X t , який має кореляційну функцію (4.42). 

Підставивши (4.42) у (4.53), отримаємо 



 
112 

 

 

     

 
 

0
2 2 2

0
0 2 02 2

0
2 2 2 2

2 20

2 .

j j j
x x x x

j j jx
x x

jx x x x

S e e d e e d e e d

e d e d e
j

e
j j j

      

        

  

      

   
 

    
       

 
    

 


   


 

   

   


   
    

  

   

(4.54)

 

Аналізуючи вирази (4.42) та (4.54) разом, бачимо, що чим більшим є 

значення  , тим швидше «згасає» кореляційна функція  xK   і тим повіль-

ніше «згасає» спектральна густина  xS  , тобто чим менше значень випад-

кового процесу  X t  корелюються між собою, тим більше необхідно гармо-

нічних складових для адекватного представлення цього процесу у частотній 

області. На рис. 4.11 показані два графіки кореляційних функцій  xK   при 

2 1x   та 1   і 2   (рис. 4.11, а), а також два графіки спектральних густин 

 xS   для цих же значень 2
x  і   (рис. 4.11, б). 

 

 =1 

 =2 

0 1 2 3 -1 -2 -3 

0,5 

1 

 

Kx() 

 

 

 =1 
 =2 

0 1 2 3 -1 -2 -3 

1 

2 
Sx() 

 

 

 а) б) 

Рисунок 4.11 — Приклади графіків кореляційних функцій  xK   

стаціонарних випадкових процесів та їх спектральних густин  xS   

Очевидно, що, перетворюючи за Фур’є взаємну кореляційну функцію 

 yxK  стаціонарних випадкових процесів  tX  та  tY , отримаємо взаємну 

спектральну густину  jS yx  цих процесів, тобто 
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     j
yx yxS j K e d  






  , (4.55) 

яка, на жаль, вже буде комплексною функцією, оскільки підінтегральна фун-

кція у (4.55)  yxK  не є симетричною відносно осі ординат. 

Особливу роль під час аналізу випадкових процесів має стаціонарний 

процес  tX  з нульовим середнім 0xm , жодна із гармонічних складових 

якого не корелюється ні з якою іншою складовою, крім самої себе. 

Кореляційну функцію такого процесу можна задати у вигляді 

 2( ) ( )x xK     , (4.56) 

де  t  — дельта-функція Дірака, яка, нагадаємо для зручності, має такі вла-

стивості: 

  
, =0,

0, 0,
якщо t

t
якщо t




  
 (4.57) 

   1t dt




 . (4.58) 

Якщо підставити (4.56) у (4.53), то отримаємо: 

      2 2 0 2j j
x x x xS e d e d          

 
  

 

    . (4.59) 

Із (4.59) випливає, що спектр цього процесу є рівномірним від   до 

 , тобто у сигналі присутні всі частоти з амплітудами випадковими, але та-

кими, які забезпечують дисперсію процесу в усіх часових перерізах на рівні 
2
x . Процес із визначеними у такий спосіб властивостями називають білим 

шумом. 

Пропускаючи білий шум через фільтр із заданими параметрами, що 

формують глибину кореляції складових, можна сформувати випадковий про-

цес з будь-якими наперед заданими властивостями, тобто із білого шуму за 

допомогою частотного фільтра виділяти будь-який «колір». 

Як це зробити практично, буде показано у наступному розділі. 
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4.3 Ідентифікація безперервних стохастичних ЛДС ЗП за 

допомогою рівняння Вінера-Хопфа 

Нехай в лінійній безперервній системі з невідомими, але зосереджени-

ми параметрами має місце стохастичний процес, обумовлений дією на її вхо-

ді ергодичного стаціонарного випадкового сигналу  X t  (рис. 4.12). 

 X t  Y t

 
Рисунок 4.12 — Умовне представлення безперервної стохастичної ЛДС ЗП у 

вигляді «чорного ящика» 

Зрозуміло, що вихідний сигнал  Y t  системи теж буде ергодичним ста-

ціонарним процесом. 

Припустимо, що вдалося зафіксувати центровані реалізації  *x t  та 

 *y t  випадкових процесів  X t ,  Y t  на одному і тому ж проміжку часу T  

(див. рис. 4.9). Незалежно від характеру сигналів  x t ,  y t  для центрованих 

реалізацій  *x t ,  *y t  є справедливою згортка 

      * *

0

y t x t g d  


  , (4.60) 

де  g t  — вагова (імпульсна перехідна) функція безперервної ЛДС ЗП, для 

якої  x t  є вхідним, а  y t  — вихідним сигналами. 

Якщо рівняння (4.60) є справедливим для довільного моменту часу t , 

то воно залишається справедливим і для моменту часу t  , тобто 

      * *

0

y t x t g d    


    . (4.61) 

Помножимо обидві частини рівняння (4.61) на  *x t  і проінтегруємо їх 

у межах від нуля до T  , розділивши результат інтегрування на T  . Вна-

слідок цих дій отримаємо: 
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   

     

* *

0

* *

0 0

1

1 .

T

T

y t x t dt
T

x t g d x t dt
T








   




 

  

 

    
   



 
 

(4.62)
 

Порівнюючи ліву частину рівняння (4.62) з виразом (4.51), бачимо, що 

це є оцінка  *
yxK   взаємної кореляційної функції ергодичних випадкових 

процесів  X t ,  Y t . 

Як відомо з курсу математики, порядок інтегрування у подвійних інте-

гралах можна міняти місцями, оскільки ця операція є лінійною. 

З урахуванням цих двох зауважень перепишемо рівняння (4.62) таким 

чином: 

        * * *

0 0

1 T

yxK x t x t dt g d
T



    


  
    

  
  . (4.63) 

Порівнюючи вираз, що стоїть у квадратних дужках у правій частині 

(4.63), з рівнянням (4.37), бачимо, що це є оцінка  *
xK    кореляційної фу-

нкції ергодичного випадкового процесу  X t . З урахуванням цього заува-

ження перепишемо рівняння (4.63) таким чином: 

      * *

0
yx xK K g d    



  . (4.64) 

У правій частині рівняння (4.64), як і у правій частині рівняння (4.60), 

теж маємо згортку, але, на відміну від стохастичної згортки в (4.60), в (4.64) 

маємо вже детерміновану згортку, оскільки у теоретичному плані кореляцій-

на функція випадкового процесу є, на відміну від нього самого, функцією де-

термінованою. Рівняння (4.64), яке у різний час незалежно один від одного і 

різними способами вивели відомі математики Вінер і Хопф, так і називають 

рівнянням Вінера-Хопфа. 

Оскільки Вінер прийшов до цього рівняння, розв’язуючи задачу опти-

мальної фільтрації «зашумленого» сигналу  x t  фільтром із ваговою харак-
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теристикою  g t  шляхом мінімізації квадратичного критерію якості J , який 

має вигляд 

      
2

* *

0 0

1 T
J y t x t g d dt

T
  

 
   

 
 
  , (4.65) 

то можна стверджувати, що функція  g t , якщо вона знайдена шляхом 

розв’язання рівняння Вінера-Хопфа (4.64), є не просто одним із розв’язків 

цього рівняння, а розв’язком оптимальним за квадратичним критерієм якості 

(4.65). 

У першій частині цього посібника показано, що вагова характеристика 

 g t  безперервної лінійної системи з зосередженими параметрами є однією 

із форм подання математичної моделі цієї системи, а тому, визначаючи цю 

характеристику шляхом розв’язання рівняння Вінера-Хопфа (4.64), тим са-

мим розв’яжемо задачу ідентифікації безперервної лінійної динамічної сис-

теми з зосередженими параметрами, в якій протікає стохастичний процес. 

Способів розв’язання рівняння (4.64), яке відносять до класу некорект-

них, існує дуже багато. 

Найпростішим є спосіб розв’язання системи алгебраїчних рівнянь від-

носно числових значень        0 1 2 1, , , , ng g g g     , які формуються з ін-

тегрального рівняння (4.64) переходом від безперервного інтегрування у не-

скінченних границях до знаходження скінченних сум відносно фіксованих 

зсувів 0 1 1, , , n    , тобто 

      
1

0
, 0, 1

n
* *
yx i x i j j j

j
K K g i n    




     . (4.66) 

Слід запам’ятати, що для збіжності розв’язку систем рівнянь (4.66) не-

обхідно квантувати час   і зсув   рівними відрізками, тобто 

 
1 1 ,

0 1; j 0 1.
i i i j j j

i , n  , n

            

   
 

(4.67)
 

Слід пам’ятати також і про те, що згідно з (4.39) 
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    * *
x i j x j iK K      . (4.68) 

Для того, щоб розв’язати рівняння Вінера-Хопфа (4.64) у частотній об-

ласті, помножимо його ліву і праву частини на je   і проінтегруємо у не-

скінченних границях. Виконавши це, маємо 

      * *

0

j j
yx xK e d K g d e d       

  
 

 

 
  

 
 

   . (4.69) 

Порівнюючи ліву частину рівняння (4.69) з виразом (4.55), бачимо, що 

це є оцінка взаємної спектральної густини  *
yxS j  випадкових процесів 

 X t  та  Y t . 

У правій частині рівняння (4.69) здійснимо заміну змінних. Покладемо, 

що 

     . (4.70) 

Тоді матимемо: 

 
,

.d d
  
 
 

 
 (4.71) 

З урахуванням цієї заміни перепишемо рівняння (4.69) таким чином: 

      *

0

j j
yx xS j g e d K e d     

 
 



   . (4.72) 

Оскільки 

    
0

jg e d W j  


   (4.73) 

— це амплітудно-фазова частотна характеристика (АФЧХ) системи, визна-

чення якої здійснено у першій частині посібника, то, з урахуванням виразу 

(4.53), рівняння (4.72) можна переписати у вигляді 

      * *
yx xS j W j S   . (4.74) 

Легко бачити, що розв’язком рівняння Вінера-Хопфа (4.64) у частотній 

області є вираз 
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    
 

*

*
yx

x

S j
W j

S





 , (4.75) 

який визначає АФЧХ  W j  системи через оцінки спектральних густин 

 *
xS  ,  *

yxS j  випадкових процесів  X t ,  Y t , що мають місце на вході 

та виході цієї системи. 

Слід зазначити, що простий за зовнішніми ознаками розв’язок рівняння 

Вінера-Хопфа у вигляді (4.75) досить серйозні труднощі свого отримання пе-

реносить на знаходження аналітичного виразу для оцінки взаємної спектра-

льної густини  *
yxS j  по несиметричній кривій  *

yxK  , для якої дуже не-

просто здійснити зручну для інтегрування при перетворенні за Фур’є аналі-

тичну апроксимацію. 

Як буде показано у наступному підрозділі, найзручнішим способом 

розв’язання рівняння Вінера-Хопфа є Фур’є-інтегральний метод ідентифіка-

ції (ФІМІ), основи якого для детермінованих систем викладені у першій час-

тині посібника. 

 

4.4 Фур’є-інтегральний метод ідентифікації стохастичних 

безперервних ЛДС ЗП 

Вихідних передумов для можливості застосування Фур’є-інтегрального 

методу ідентифікації (ФІМІ) для синтезу математичної моделі стохастичної 

безперервної ЛДС ЗП є дві, а саме: 

1) стохастичний процес у системі повинен належати до класу ергодич-

них, що дає право на використання рівняння Вінера-Хопфа (4.64); 

2) кореляційна функція  xK   вхідного сигналу  x t  та взаємна коре-

ляційна функція  yxK   сигналів  x t  та  y t , де  y t  — реакція системи на 

вхідний сигнал  tx , повинні забезпечувати можливість подання їх рядами 

Фур’є. 
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4.4.1 Отримання основних розрахункових співвідношень та 

побудова алгоритму ідентифікації 

Нехай вх  — час взаємної кореляції вхідного  x t  і вихідного  y t  сто-

хастичних сигналів системи (див. рис. 4.10, 4.12). І нехай виконуються пере-

думови, визначені вище. 

Тоді на відрізку  ,вх вх   обидві кореляційні функції  xK   і  yxK   

можна розкласти у ряди Фур’є у вигляді: 

   0
1

1
cos

2x i
i

aK a i  



  , (4.76) 

   0
1 1

1 1
cos sin

2yx i i
i i

mK m i n i   
 

 
    , (4.77) 

де 

 1 ; =0, 1, 2, 
вх

i


 ;  

    
  1

1 cos
вх

вх

xi
i yxвх

Ka i dm K





   


 
  

 
 ; (4.78) 

   1
1 sin

вх

вх

i yx
вх

n K i d




   




  . (4.79) 

Функція  xK   є парною (див. рис. 4.8), тому її розкладання у ряд 

Фур’є не містить синусоїд. 

Підставляючи ряди (4.76), (4.77) у рівняння Вінера-Хопфа (4.64), після 

тривіальних перетворень отримаємо: 

 
     

0
1 1

1 1

0
1 1 1 1

1 1

cos sin
2

0 cos sin ,
2

i i
i i

i i
i i

m m i n i

a R a R i i a Q i i

  

   

 

 
 

 

  

  

 

 
 

(4.80)
 

де  1R i  та  1Q i  — значення, відповідно, дійсної та уявної характеристик 

ЛДС ЗП, взятих при значеннях частоти 1 : 
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   

   
1

1

1

1

,

.
i

i

R i R

Q i Q
 

 

 

 





 





 (4.81) 

З тотожності (4.80), як наслідок, маємо: 

 
 
 

1

1

; 0,1, 2, ;

; 1, 2, ,
i i

i i

m a R i i

n a Q i i





 


  




 (4.82) 

 
 

 

1

1

; 0, 1, 2,  ;

; 1, 2, .

i

i
i

i

mR i i
a

nQ i i
a





  

   





 (4.83) 

Отриманням формул (4.83) закінчується перший етап побудови алгори-

тму параметричної ідентифікації стохастичних безперервних ЛДС ЗП за до-

помогою ФІМІ. 

Другий етап побудови алгоритму у цій задачі є ідентичним другому 

етапу розв’язання задачі, описаної у підрозділі 3.3 першої частини посібника. 

Відмінність полягає лише у тому, що  1R i ,  1Q i  у нашому випадку ви-

значаються за формулами (4.83) цього підрозділу, а не за формулами (3.23), 

(3.24) першої частини посібника — всі інші формули і дії збігаються, тому 

немає потреби їх знову наводити. 

 

4.4.2 Обґрунтування регуляризувальних властивостей ФІМІ 

Рівняння Вінера-Хопфа (4.64) належить до класу некоректних, тобто 

таких, в яких малі зміни значень коефіцієнтів можуть призводити до суттєвих 

змін у значеннях розв’язків. 

Для отримання розв’язків таких рівнянь із прийнятною для практичних 

задач точністю А. Н. Тихонов, а також А. М. Дмитрієв і В. В. Солодовніков 

запропонували відповідно регуляризувальний та квазірегуляризувальний ал-

горитми. 
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Регуляризація за Тихоновим є швидше математичним мистецтвом, аніж 

чітким алгоритмом. Отже, використовується вона на практиці в інженерних 

задачах рідко, хоча дає найбільш точні результати. 

Квазірегуляризувальний алгоритм Дмитрієва-Солодовнікова, основа-

ний на ортогональному методі моментів, застосовується частіше, оскільки, 

маючи досить просту обчислювальну схему, дає прийнятні для цілей практи-

ки результати. 

Регуляризувальна властивість ортогонального методу моментів полягає 

у процедурі обчислення моментів непарного порядку. Під час їх визначення 

за допомогою інтегральних формул одночасно здійснюється і фільтрація да-

них від завад із нульовим середнім. І якби під час розв’язання задач іденти-

фікації використовувались лише моменти непарного порядку, то ефектив-

ність алгоритму, основаного на ортогональному методі моментів, була б не 

гіршою регуляризувального алгоритму Тихонова за суттєво простішої струк-

тури і менших затратах часу на розв’язання задачі. Зниження ж ефективності 

цього алгоритму пояснюється тим, що разом із моментами непарного поряд-

ку він використовує також і моменти парного порядку, для яких характерним 

є те, що навіть у разі незалежної адитивної завади вони є сумою відповідних 

моментів сигналу і завади. Тож, тригонометричні ряди Фур’є, під час визна-

чення коефіцієнтів яких завжди здійснюється фільтрація адитивної завади з 

нульовим середнім, задають більший ступінь регуляризації, ніж будь-яка ін-

ша ортогональна система функцій. 

Регуляризувальна властивість ФІМІ, який використовує ряди Фур’є, 

підсилюється додатково ще й тим, що за допомогою критеріальних співвід-

ношень (3.27), (3.28) (дивись підрозділ 3.3 першої частини посібника) під час 

розв’язання задачі ідентифікації паралельно здійснюється як параметрична 

оптимізація математичної моделі, так і оптимізація її структури. 

Тож можна стверджувати, що для ФІМІ характерна властивість саморе-

гуляризації, завдяки якій цей метод дозволяє отримувати робастні моделі, 
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тобто такі, які дають цілком прийнятні для цілей практики результати за 

умов використання суттєво «зашумлених» вхідних даних. 

 

4.5 Завдання для самоперевірки 

1. Які системи називають стохастичними та чому? 

2. Дайте означення випадкового процесу та його реалізації. 

3. Що і як задає функція розподілу ймовірностей випадкової величи-

ни? Які її властивості ви знаєте? 

4. Що і як задає густина ймовірностей випадкової величини? Які її 

властивості ви знаєте? 

5. Чим відрізняються функції розподілу та густини ймовірностей без-

перервних та дискретних випадкових величин? 

6. Що таке математичне очікування випадкової величини? Як знайти 

його статистичну оцінку? 

7. Що характеризує дисперсія випадкової величини? Як знайти її ста-

тистичну оцінку? Як пов’язані між собою дисперсія та середнє квадратичне 

відхилення випадкової величини? 

8. Як визначаються математичне очікування та дисперсія випадкового 

процесу? 

9. Який випадковий процес можна вважати стаціонарним? 

10. У чому сутність ергодичності стаціонарного випадкового процесу? 

11. Як знайти оцінки математичного очікування та дисперсії ергодич-

ного випадкового процесу? 

12. Яким вимогам повинні відповідати математичні моделі, які викори-

стовуються для визначення числових характеристик випадкових величин? 

Наведіть формули для визначення оцінки математичного очікування та дис-

персії стаціонарного випадкового процесу, які задовольняють ці вимоги. 

13. Що характеризує кореляційна функція випадкового процесу? Як 

вона визначається у загальному вигляді? 
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14. Як визначити кореляційну функцію стаціонарного випадкового 

процесу? Як визначити оцінку кореляційної функції ергодичного випадково-

го процесу? 

15. Які ви знаєте найбільш поширені в інженерному аналізі моделі ко-

реляційних функцій ергодичних випадкових процесів? 

16. Який зв’язок існує між кореляційною функцією та дисперсією ви-

падкового процесу? 

17. Що собою являє операція «центрування» випадкового процесу? 

Чому дорівнює математичне очікування центрованого процесу? 

18. Як визначається взаємна кореляційна функція двох випадкових 

процесів? Як визначити її статистичну оцінку, якщо процеси ергодичні? 

19. Чому максимум взаємної кореляційної функції двох випадкових 

процесів має зсув вправо і що можна оцінити, знаючи числове значення цьо-

го зсуву? 

20. Що характеризує спектральна густина випадкового процесу, і як 

вона визначається? 

21. Що характеризує взаємна спектральна густина двох випадкових 

процесів, і як вона визначається? 

22. Що собою являє «білий» шум, і які його характеристики ви знаєте? 

23. Який вигляд має рівняння Вінера-Хопфа? Який спосіб його отри-

мання ви знаєте? 

24. Як за допомогою рівняння Вінера-Хопфа здійснити ідентифікацію 

стохастичної системи у часовому просторі? 

25. Що собою являє дельта-функція і які її характеристики ви знаєте? 

26. Як за допомогою рівняння Вінера-Хопфа здійснити ідентифікацію 

стохастичної системи у частотній області? Що ускладнює алгоритм ідентифі-

кації у цій області? 

27. У чому полягає основна ідея ФІМІ? 

28. Чому ФІМІ можна застосовувати лише у стохастичних системах, 

яким притаманна властивість ергодичності? 



 
124 

29. Як розкласти кореляційну функцію у ряд Фур’є? 

30. Чому кореляційна функція стохастичного процесу розкладається у 

ряд Фур’є, котрий містить лише косинуси? 

31. На якому проміжку часу розкладається у ряд Фур’є взаємна кореля-

ційна функція у разі застосування ФІМІ? 

32. Як отримати основні розрахункові співвідношення ФІМІ стохасти-

чних систем? 

33. В якому класі моделей динамічних систем необхідно шукати 

розв’язок за допомогою ФІМІ? 

34. Як використати квадратичний критерій у ФІМІ для пошуку оптима-

льних значень коефіцієнтів моделі? 

35. Як у ФІМІ оптимізується структура моделі? 

36. Для чого потрібна регуляризація алгоритму ідентифікації? 

37. Чому ортогональний метод моментів Дмитрієва-Солодовнікова дає 

оцінки моделі, які є близькими до оптимальних? 

38. У чому полягає регуляризувальна сутність рядів Фур’є? 

39. Чому ФІМІ належить до методів ідентифікації, для яких властива 

саморегуляризація алгоритму? 

40. У чому сутність робастних моделей? 

 

 

Розділ 5 СТОХАСТИЧНІ МОДЕЛІ ДИСКРЕТНИХ ЛІНІЙНИХ 

ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ З ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ НА 

ОСНОВІ ЧАСОВИХ РЯДІВ 

5.1 Часові ряди та їх основні характеристики 

У першій частині цього посібника та у попередніх розділах другої час-

тини викладені методи побудови математичних моделей ЛДС ЗП, придатних 

для аналізу процесів у цих системах у даний момент часу та синтезу систем 

автоматичного керування ними. 
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Але не менш важливою є задача прогнозування розвитку процесу у си-

стемі в майбутньому, для розв’язання якої ті математичні моделі, що вже 

розглянуті, непридатні. 

На сьогоднішній день найбільш ефективними математичними моделя-

ми, за допомогою яких можна прогнозувати розвиток процесів, є ті, під час 

побудови яких використовуються часові ряди. 

Нагадаємо, що часовий ряд — це сукупність значень випадкового про-

цесу, взятих через рівні проміжки часу t . Позначимо цю сукупність симво-

лом tz . 

Фактично tz  — це є дискретний у часі випадковий процес. 

Задача прогнозу полягає в тому, що, знаючи значення процесу у мо-

мент t , необхідно спрогнозувати його значення в момент t l , де l  — час 

упередження. Щоб відрізняти прогнозне значення процесу від дійсного, дій-

сне значення часового ряду у момент t l  позначають символом t lz  , а про-

гнозне значення — символом  tz l . 

Зрозуміло, що точно спрогнозувати значення випадкового процесу, 

яким є часовий ряд, неможливо в принципі, а тому прогноз здійснюють, до-

магаючись мінімуму якогось критерію адекватності прогнозної моделі. 

Якщо значення t  є малим (1, 2 кроки), то одним із таких критеріїв може 

бути дисперсія відхилення  tz l  від t lz  , яка повинна бути для оптимальної 

моделі прогнозу мінімальною, тобто 

    2   mint l tE z z l   , (5.1) 

де E  — символ операції математичного очікування. 

У наступному розділі розглянемо й інші критерії оптимальності моде-

лей. 

Як і будь-який інший випадковий процес, часовий ряд tz  може бути 

стаціонарним (рис. 5.1,а) або нестаціонарним (рис. 5.1,б). 
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mz=const 
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mz=m0+kּt 

 
б) 

Рисунок 5.1 — Графіки реалізації стаціонарного (а) та нестаціонарного (б)  
часових рядів 

Для стаціонарного часового ряду характерною є рівновага його значень 

tz  біля середнього значення zm , яке є константою. 

Для нестаціонарного часового ряду ковзне середнє значення  zm t  

процесу є функцією часу t , як показано на рис. 5.1,б. 

Введемо ряд корисних операторів, які будуть потрібними у подальшо-

му. 

1. Оператор B  зсуву назад на одну одиницю часу. Цей оператор фор-

мує рівняння 

 1t tz Bz  . (5.2) 

Зрозуміло, що згідно з (5.2) справедливим є і рівняння 

 2 1t tz Bz  . (5.3) 

Підставляючи значення 1tz   із (5.2) в (5.3), отримаємо: 
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   2
2t t tz B Bz B z   . (5.4) 

Узагальнюючи (5.4), маємо 

 m
t m tz B z  . (5.5) 

2. Оператор F  зсуву вперед на одну одиницю часу. Цей оператор фор-

мує рівняння 

 1t tz Fz  . (5.6) 

Зрозуміло, що згідно з (5.6) справедливим є і рівняння 

 2 1t tz Fz  . (5.7) 

Підставляючи значення 1tz   із (5.6) в (5.7), отримаємо: 

   2
2t t tz F Fz F z   . (5.8) 

Узагальнюючи (5.8), маємо: 

 m
t m tz F z  . (5.9) 

3. Різницевий оператор   із зсувом назад на одну одиницю часу. Цей 

оператор формує рівняння 

 1t t tz z z    . (5.10) 

Підставляючи значення 1tz   із (5.2) в (5.10), отримаємо: 

  1 1t t t t t tz z z z Bz B z       . (5.11) 

Із (5.11) випливає, що 

 1 B   . (5.12) 

4. Різницевий оператор   із зсувом вперед на одну одиницю часу. Цей 

оператор формує рівняння 

 1t t tz z z   . (5.13) 

Підставляючи значення 1tz   із (5.6) в (5.13), отримаємо: 

  1t t t tz Fz z F z     . (5.14) 

Із (5.14) випливає, що 

 1F   . (5.15) 

5. Оператор суми S . Цей оператор формує рівняння 
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 1 2
0

  t t t t t j
j

Sz z z z z


  


      . (5.16) 

Підставляючи значення t mz   із (5.5) в (5.16), отримаємо: 

     12 11  1
1t t t tSz B B z z B z

B
      


 . (5.17) 

Примітка. Під час виведення співвідношення (5.17) було використано 

формулу суми членів нескінченно спадної геометричної прогресії зі знамен-

ником B , який за умови розгляду його як числа та умови збіжності ряду 

(5.16) повинен бути меншим одиниці. 

Із співвідношень (5.12) та (5.17) випливає, що 

 1
t tS z z , (5.18) 

або 

 1S   . (5.19) 

Таким чином, оператор суми є оберненим різницевому оператору із 

зсувом назад. 

 

5.2 Синтез моделі стаціонарного часового ряду на основі 

лінійного фільтра 

Послідовність некорельованих і розподілених нормально випадкових 

імпульсів ta  з нульовим середнім значенням і дисперсією 

 2
a const   (5.20) 

називають дискретним білим шумом. 

Спробуємо використати імпульси білого шуму ta  для побудови моделі 

часового ряду tz  у такий спосіб 

 1 1 2 2  t t t tz a a a         , (5.21) 

де   — рівень відліку (середнє значення) часового ряду tz , а 

, 1, 2,k k   — коефіцієнти ваги імпульсів білого шуму, з якими вони вхо-

дять до суми (5.21). 
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Здійснимо операцію центрування часового ряду tz , віднявши від tz  се-

реднє значення  . Для центрованого часового ряду 

 t tz z   . (5.22) 

Із (5.21) отримаємо: 

 1 1 2 2  t t t tz a a a       . (5.23) 

Використовуючи для імпульсів t ma   співвідношення (5.5), із (5.23) ма-

ємо: 

  2 2
1 2 1 2 1  t t t t tz a Ba B a B B a              . (5.24) 

Позначимо 

   2
1 21  B B B       . (5.25) 

З урахуванням (5.25) співвідношення (5.24) можна записати таким чи-

ном: 

  t tz B a . (5.26) 

Функцію  B  називають передаточною функцією фільтра, який пере-

творює послідовність імпульсів білого шуму ta  у часовий ряд з заданими 

властивостями (рис. 5.2). 

Коефіцієнти фільтра , 1, 2,k k   підбираються у процедурі мініміза-

ції критерію (5.1) при 0l  . 

ta tz
 B

 
Рисунок 5.2 — Структурна схема лінійного фільтра 

 

5.3 Модель стаціонарного часового ряду на основі авторегресії 

З філософської точки зору модель регресії — це модель «з оглядкою 

назад, у бік, звідки прийшов»; тобто це модель, яка встановлює значення яко-

їсь координати процесу у даний момент часу за її незалежними складовими, 
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визначеними у попередній момент. Кількість врахованих складових визначає 

порядок регресії. 

Виходячи з даного трактування, модель авторегресії — це модель, яка 

встановлює значення якоїсь координати процесу у даний момент часу на ос-

нові своїх попередніх значень. Кількість врахованих попередніх значень ви-

значає порядок авторегресії. 

Для центрованого часового ряду tz  модель авторегресії порядку p  

(скорочено: АР  p ) можна записати у вигляді: 

 1 1 2 2  +t t t p t p tz z z z a           , (5.27) 

де ta  — імпульс білого шуму, означення якому дано вище. 

З урахуванням співвідношення (5.5) вираз (5.27) можна переписати та-

ким чином: 

 2
1 2 =p

t t t p t tz Bz B z B z a         ,  

або 

   t tB z a  , (5.28) 

де  B  — оператор авторегресії порядку p : 

   2
1 21 p

pB B B B        . (5.29) 

Скористаємось далі тотожністю 

        1 1B B B B I      , (5.30) 

в якій I  — одиничний оператор; оператор  1 B  — обернений до операто-

ра  B . 

Помноживши на  1 B  зліва рівняння (5.28), отримаємо: 

      1 1
t tB B z B a    , (5.31) 

або (з урахуванням (5.30)): 

  1
t tIz B a  . (5.32) 
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Оскільки перемноження на одиничний оператор результату не змінює, 

то (5.32) можна записати і так: 

  1
t tz B a . (5.33) 

Порівнюючи (5.33) з (5.25), можна стверджувати, що 

    1B B  . (5.34) 

Отже, отримавши за реалізацією досліджуваного часового ряду tz  опе-

ратор авторегресії  B , що зробити, як буде показано далі, нескладно, та 

визначивши оператор  1 B , обернений до  B , що теж досить просто, 

тим самим одночасно визначаємо і передаточну функцію  B  лінійного фі-

льтра, який з білого шуму ta  формує потрібний часовий ряд tz . 

Звертаємо увагу на те, що у цьому випадку  B  знаходиться без мі-

німізації критерію (5.1) при 0l  , про що йшла мова в кінці попереднього 

підрозділу. 

Під час розв’язання задачі ідентифікації моделі часового ряду tz  на ос-

нові авторегресії порядку p  необхідно визначити 2p   невідомих, якими є 

коефіцієнти 1 2, , , p    оператора  B , середнє значення   процесу tz  та 

дисперсія 2
a  білого шуму ta . 

Про те, як розв’язати цю задачу, мова буде йти у підрозділах 5.8, 5.9. 

 

5.4 Модель стаціонарного часового ряду на основі ковзного 

середнього 

В моделі лінійного фільтра (5.22) значення часового ряду tz  визнача-

ються через зважену суму поточного та попередніх імпульсів білого шуму 

ta . 
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Характерною особливістю передаточної функції  B  (5.24) фільтра є 

те, що теоретично вона має нескінченну кількість членів, що створює певні 

незручності у разі використання цієї моделі. 

Тому цікавою виявилась пропозиція будувати модель часового ряду tz  

на основі скінченної множини потужністю q  зважених імпульсів білого шу-

му ta  у вигляді 

 t 1 1 2 2a  t t t q t qz a a a          . (5.35) 

Оскільки у співвідношенні (5.35) використовується q  попередніх зна-

чень білого шуму , 1,t ia i q  , які зважено віднімаються від поточного імпу-

льсу ta , то це співвідношення фактично задає «ковзне середнє» яке «зміщу-

ється» вздовж послідовності ta  з ростом t , утримуючи в собі при «зміщенні» 

одну і ту ж кількість членів. 

Застосовуючи до імпульсів t ma   ідеологію співвідношення (5.5), із 

(5.35) отримуємо: 

 2
t 1 2a  q

t t t q tz Ba B a B a        , (5.36) 

або 

  t tz B a , (5.37) 

де  B  — оператор ковзного середнього 

 2
1 2( ) 1  q

qB B B B         (5.38) 

порядку q . 

Співвідношення (5.37), (5.38) задають модель стаціонарного часового 

ряду tz  у вигляді моделі ковзного середнього порядку q  (скорочено: модель 

КС  q ). 

При розв’язанні задачі ідентифікації моделі часового ряду tz  на основі 

ковзного середнього порядку q  необхідно визначити 2q   невідомих, якими 
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є коефіцієнти 1 2, , , q    оператора  B , середнє значення   процесу tz  

та дисперсія 2
a  білого шуму ta . 

 

5.5 Комбінована модель стаціонарного часового ряду на основі 

авторегресії — ковзного середнього 

В моделі часового ряду tz  на основі авторегресії порядку p  у форму-

ванні поточного значення ряду бере участь лише один поточний імпульс бі-

лого шуму ta . Природно припустити, що якщо від цього імпульсу ta  відняти 

зважену суму q  попередніх значень білого шуму, то отримаємо модель, яка 

буде враховувати більш «тонкі» моменти випадкового процесу і більш адек-

ватно віддзеркалюватиме його властивості, оскільки крім авторегресії ця мо-

дель буде враховувати ще й ковзне середнє процесу. 

Така модель часового ряду tz  носить назву модель авторегресії — ков-

зного середнього порядку  ,p q  (скорочено: модель АРКС  ,p q ) і має ви-

гляд: 

 
1 1 2 2

t 1 1 2 2

 +

a  .
t t t p t p

t t q t q

z z z z

a a a

  

  
  

  

   

    

   


 

(5.39)
 

Перенісши всі члени з , 1t iz i = , p  у ліву частину рівняння (5.39) та ви-

конавши вже відомі перетворення, отримаємо рівняння 

    t tB z B a  , (5.40) 

в якому оператори  B  та  B  визначаються формулами (5.29), (5.38). 

Рівняння (5.40) і є основною формою моделі часового ряду tz  на основі 

АРКС  ,p q . 

Для ідентифікації цієї моделі необхідно визначити 2p q   невідомих, 

якими є коефіцієнти , 1,i i p   оператора  B , коефіцієнти , 1,j j q   опе-
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ратора  B , середнє значення   процесу tz  та дисперсія 2
a  білого шуму 

ta . 

 

5.6 Модель нестаціонарного часового ряду на основі авторегресії — 

проінтегрованого ковзного середнього 

Всі моделі часових рядів, що побудовані у попередніх підрозділах, ба-

зувались на умові стаціонарності цих рядів. Але у повсякденному житті по-

стійно стикаємося і з нестаціонарними випадковими процесами. Наприклад, 

процес пуску потужного електропривода, який працює на навантаження ви-

падкового характеру (екскавація, конвеєрна доставка кускової руди з шахти, 

перемелювання рудних матеріалів у дробарках та млинах тощо), має досить 

суттєві проміжки нестаціонарності. 

Покажемо, що такі нестаціонарні випадкові процеси, які при їх дискре-

тизації перетворюються на часові ряди, можна досить адекватно описувати за 

допомогою моделі авторегресії — проінтегрованого ковзного середнього. 

Припустимо, що у моделі АРКС  ,p q , поданій виразом (5.40), опера-

тор  B  має d  кратних коренів, що дорівнюють одиниці. 

У цьому випадку, згідно з теоремою Вієта, оператор  B  можна за-

писати у вигляді 

      * * 2 *
1 21 1  d l

lB B B B B          , (5.41) 

де 

 d l p  . (5.42) 

Позначимо 

  * * * 2 *
1 21  l

lB B B B        . (5.43) 

З урахуванням (5.41) та (5.43) рівняння (5.40) можна переписати так: 

      * 1 d
t tB B z B a     . (5.44) 

Оскільки згідно з (5.12) 
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  1 d dB  , (5.45) 

тобто  1 dB  є різницевим оператором із зсувом назад порядку d , то рів-

няння 

  1 d d
t tB z z   (5.46) 

задає нову змінну tw , яка пов’язана з tz  співвідношенням 

 d
t tw z . (5.47) 

Підставляючи (5.47) у рівняння (5.44), отримуємо: 

    *
t tB w B a  . (5.48) 

Очевидно, що (5.48) задає модель АРКС  ,l q  відносно tw , яке можна 

переписати і так 

 
* * *
1 1 2 2

1 1 2 2

 
 .

t t t l t l

t t t q t q

w w w w
a a a a
  
  

  

  

    
    




 
(5.49)

 

Рівняння (5.47), (5.48) задають модель нестаціонарного часового ряду 

tz  у вигляді авторегресії — проінтегрованого ковзного середнього порядку 

 , ,l q d . Скорочено: модель АРПКС  , ,l q d . 

Звертаємо увагу на те, що вже перша різниця tz  значень будь-якого 

нестаціонарного часового ряду tz  має менший ступінь нестаціонарності, ніж 

сам часовий ряд tz . Ще менший ступінь нестаціонарності матиме друга різ-

ниця 2
tz , яка є різницею перших різниць  tz   цього часового ряду tz . 

Підвищуючи порядок d  різниці d
tz , рано чи пізно дійдемо до такого 

її значення tw , яке вже являтиме собою стаціонарний часовий ряд відносно 

tw . На рис. 5.3 наведена графічна інтерпретація цього факту. 

Зрозуміло, що з моделі АРПКС  , ,l q d  (5.47), (5.48) при 0d   отрима-

ємо модель АРКС  ,p q . 
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zt 

zt=zt-zt-1 

t 
t 

t 
t 

zt 

 
Рисунок 5.3 — Графічна інтерпретація перетворення нестаціонарного 

часового ряду tz  у стаціонарний часовий ряд для його різниці tz  

Дамо пояснення чому у назві моделі АРПКС  , ,l q d  має місце слово 

«проінтегроване» стосовно ковзного середнього. 

Нагадаємо, що оберненим оператором для   є оператор суми (або інте-

грування) S  (5.19). Тому, отримавши tw  із рівняння (5.48), для переходу до 

часового ряду tz  необхідно координату tw  проінтегрувати d  разів, оскільки, 

домножуючи рівняння (5.47) зліва на d , маємо: 

 d d d
t tw z    , (5.50) 

або 
 d

t tw I z   , (5.51) 

звідки, з урахуванням (5.19), матимемо: 

 d d
t t tz w S w  . (5.52) 

Зрозуміло, що найскладнішим завданням під час використання моделі 

АРПКС  , ,l q d  є визначення чисельного значення параметра інтегрування 

d , або, в інших термінах, визначення кількості різниць, які треба послідовно 
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взяти від нестаціонарного часового ряду tz , щоб перетворити його у стаціо-

нарний ряд відносно якоїсь різниці цього ряду. 

 

5.7 Автоковаріація та автокореляція часового ряду 

Автоковаріацією k  часового ряду tz  з затримкою k  називають вираз 

       cov ,k t t+k t t+kz  z E z z       , (5.53) 

в якому E  — символ обчислення математичного очікування від виразу, що 

стоїть у фігурних дужках. 

Зрозуміло, що 

   2 2
0 t zE z      (5.54) 

— дисперсія часового ряду tz . 

Для отримання статистичної оцінки *
k  автоковаріації k  використову-

ють вираз 

    *

1

1 N k

k t t+k
t

z z
N k

  



   

  . (5.55) 

Автоковаріація k  характеризує ступінь лінійного зв’язку між значен-

нями часового ряду tz  та t kz  . 

Зрозуміло, що 

 0 ,
.

k

k k

 

 

 



 (5.56) 

Автокореляцією k  часового ряду tz  із затримкою k  називають вираз 

 
    

  2
0

t t+kk
k

t

E z z

E z

 
 

  
 


. (5.57) 

Для довільної автокореляції k  справедливими є такі співвідношення: 
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0

0

,
1,

.

k

k k

 


 

 



 

 (5.58) 

Вся можлива сукупність k  є автоковаріаційною функцією часового 

ряду tz . Вона належить до класу решітчастих функцій. Аналогічно сукуп-

ність всіх значень k  задає автокореляційну функцію часового ряду tz . 

Приклад графіка автокореляційної функції k  наведено на рис. 5.4. 

 

k 

 ρk 
1 

 
Рисунок 5.4 — Один із можливих графіків автокореляційної функції 

, ,k k N N    

5.8 Рівняння Юла-Уокера 

Рівняння Юла-Уокера дають відповідь на запитання: «А як же визначи-

ти, скажімо, коефіцієнти авторегресії у моделі часового ряду у формі 

АР  p ?» 

Для їх синтезу спочатку помножимо вираз (5.26) на t kz  . У результаті 

цього отримаємо: 

 1 1 2 2  +t k t t k t t k t p t k t p t k tz z z z z z z z z a                     . (5.59) 

Зробимо у (5.59) заміну дискретної змінної, поклавши 

 t k   . (5.60) 
Отримаємо: 

 1 1 2 2  +k k k p k p kz z z z z z z z z a                              . (5.61) 

Знайдемо математичне очікування E  від обох частин рівняння (5.61). 

Отримаємо: 
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     

   
1 1 2 2  

+ .
k k k

p k p k

E z z E z z E z z

E z z E z a
     

   

 



    

  

   



      

  
 

(5.62)
 

Враховуючи (5.22) та (5.53), із (5.62) маємо: 

 1 1 2 2  k k k p k p             (5.63) 

для всіх k  від 1 до p . 

Але при 0k   з урахуванням (5.56) отримаємо ще одне рівняння: 

 2
0 1 1 2 2  p p a            . (5.64) 

Відсутність результатів обчислення математичного очікування 

 kE z a   у рівняннях (5.63) та їх присутність у рівнянні (5.64) у вигляді 

дисперсії білого шуму 2
a  пояснюється тим, що згідно з властивостями біло-

го шуму кожний його імпульс корелюється (взаємпов’язується) лише сам із 

собою і зовсім не корелюється ні з яким іншим, навіть розміщеним у часі по-

ряд. Тож 

   2

0, 0

, 0k
a

при k
E z a

при k  
     
  

 . (5.65) 

З рівняння (5.64), з урахуванням (5.54), маємо: 

 2 2
1 1 2 2  a z p p            . (5.66) 

Тож, якщо для реалізації стаціонарного часового ряду tz  довжиною N  

вже обчислені оціночні середнє значення   і дисперсія 2
z  за відомими фор-

мулами 

 
1

1 N

t
t

z
N




  , (5.67) 

  22

1

1
1

N

z t
t

z
N

 


 
  , (5.68) 
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знайдені якимсь чином коефіцієнти 1 2, , , p    і обчислені за формулою 

(5.55) автоковаріації 1 2, , , p   , тоді знайти дисперсію білого шуму 2
a  за 

формулою (5.66) зовсім нескладно. 

Перш ніж викласти алгоритм отримання числових значень коефіцієнтів 

1 2, , , p   , розділимо всі рівняння системи (5.63) на 0 . 

У результаті цього отримаємо систему рівнянь вже не відносно автоко-

варіацій , 1,k k p  , а відносно автокореляцій , 1,k k p  , тобто систему 

 

1 0 2 1 3 2 1 1

1 1 2 0 3 1 2 2

1 2 2 1 3 0 3 3

1 1 2 2 3 3 0

,

,

,

 .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .
,

p p

p p

p p

p p p p p

        

        

        

        







  

    


    
     


     









 (5.69) 

або у матричній формі 

 M   , (5.70) 

де матриці  M p p ,  1p  ,  1p   мають вигляд 

 

1 2 1

1 1 2

2 1 3

1 2 3

1

1

1

. . . . .
1

p

p

p

p p p

M

  

  

  

  







  

 
 
 
   
 
 
  









,  

 

1 1

2 2

3 3,               =

p p

 
 
 

 

   
   
   
    
   
   
      

 
.  

У рівняннях (5.70) невідомими є значення коефіцієнтів 1 2, , , p   . 
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Для розв’язання системи (5.70) спочатку визначаємо матрицю 1M  , яка 

є оберненою матриці M . Потім множимо матричне рівняння (5.70) зліва на 
1M  . У результаті цього отримуємо: 

 1 1M M M    , (5.71) 

або 

 1I M   , (5.72) 

і остаточно 

 1M   . (5.73) 

Рівняння (5.69), (5.70) носять назву рівнянь Юла-Уокера. Їх розв’язок у 

вигляді (5.73) дозволяє за попередньо обрахованими автокореляціями 

, 1,k k p   часового ряду tz  визначити вектор  1p   коефіцієнтів 

1 2, , , p    оператора регресії у моделі АР  p . 

 

5.9 Приклад ідентифікації дискретної ЛДС ЗП на основі моделей 

часових рядів 

Розглянемо процес  z t  формування струму якоря електродвигуна сис-

теми електропривода конвеєра, на який з бункера надходить вугілля кусками 

різного об'єму та форми для транспортування його до дробарки. 

У зв’язку з тим, що кількість вугілля, яке надходить з бункера на кон-

веєр у кожний момент часу, є величиною випадковою, то і момент наванта-

ження на валу електродвигуна теж буде величиною випадковою, відповідною 

масі вугілля, яке в даний момент часу знаходиться на конвеєрі. У свою чергу, 

такий же випадковий характер буде мати і обертальний момент електродви-

гуна, який врівноважує момент навантаження, і струм якоря електродвигуна, 

який створює обертальний момент. 

Якщо вимірювати струм якоря електродвигуна лише через рівні відріз-

ки часу t , то матимемо реалізацію часового ряду tz , наведену у табл. 5.1. 
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Таблиця 5.1 — Реалізація часового ряду tz  струму якоря електродвигуна системи 
електропривода конвеєра 

t  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
tz  20 50 40 20 30 50 10 40 50 20 

 

Побудуємо математичні моделі цього часового ряду tz  на основі авто-

регресії 1-го, 2-го та 3-го порядків, що мають вигляд: 

  1
1 1t t tz z a    , (5.74) 

  2
1 1 2 2t t t tz z z a       , (5.75) 

 (3)
1 1 2 2 3 3t t t t tz z z z a           . (5.76) 

Почнемо розв’язання задачі ідентифікації часового ряду tz  зі знахо-

дження оцінок його середнього значення  , дисперсії 2
a  та автоковаріацій 

1 2 3, ,   . 

  
10

1

1 1 20 50 40 20 30 50 10 40 50 20 33.
10 10t

t
z


             (5.77) 

 
     

             

10
2 2 22 2

1

2 2 2 2 2 2 2

1 1( ) 13 17 7
10 10

13 3 17 23 7 17 13 201.

z t
t

z 


      


           



 

(5.78)

 

 

    

         
   

9

1 t+1
1

1 1z 13 17 17 7
9 9

7 13 13 3 3 17 17 23

23 7 7 17 17 13 95,4.

t
t

z  


        

             

         



 

(5.79)

 

 

      

       
   

8

2 t+2
1

1 1z 13 7 17 13
8 8

7 3 13 17 3 23 17 7

23 17 7 13 106.

t
t

z  


         

            

       



 

(5.80)
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        

         

7

3 t+3
1

1 1z 13 13 17 3 7 17
7 7

13 23 3 7 17 17 23 13 157,6.

t
t

z  


            

              


 

(5.81)

 

Тепер підрахуємо автокореляції 1 2 3, ,   . 

 1 1
1 2

0

95,4 0,475
201z

 
 

      . (5.82) 

 2 2
2 2

0

106 0,527
201z

 
 

      . (5.83) 

 3 3
3 2

0

157,6 0,784
201z

 
 

      . (5.84) 

Запишемо рівняння Юла-Уокера для моделі АР  1  (5.74): 

 1 1 0 1     . (5.85) 

Підставляючи значення 1  із (5.82) в (5.85), отримаємо: 

 1 0,475   . (5.86) 

Тож модель АР  1  для часового ряду tz , заданого табл. 5.1, буде мати 

вигляд 

  1
10,475t t tz z a    , (5.87) 

де ta  — імпульс білого шуму з дисперсією (згідно з виразом (5.66)): 

    2 2
1 1 201 0,475 95,4 155,69a z           . (5.88) 

Таким чином, якщо потрібно за допомогою моделі (5.87) спрогнозувати 

одинадцяте значення часового ряду tz , заданого табл. 5.1, то повинні його 

десяте значення перемножити на (–0,475) і до цього результату додати зна-

чення імпульсу білого шуму ta , генерованого комп’ютером за стандартною 

програмою, в яку треба лише задати значення дисперсії цього шуму, визна-

чене за формулою (5.88), тобто 2 155,69a  . 

Тепер запишемо рівняння Юла-Уокера для моделі АР  2  (5.75): 
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 1 0 2 1 1

1 1 2 0 2

,
,

    
    

 
  

 (5.89) 

або 

 1 2

1 2

0,475 0,475,
0,475 0,527.
 

 
  

   
 (5.90) 

Розв’язуючи цю систему двох рівнянь з двома невідомими 1 2,  , отри-

маємо: 

 1

2

1,050,
0,972.



 

  
 (5.91) 

Тож модель АР  2  для часового ряду tz , заданого табл. 5.1, буде мати 

вигляд 

  2
1 21,050 0,972t t t tz z z a       , (5.92) 

де ta  — імпульс білого шуму з дисперсією (згідно з виразом (5.66)): 

 
   

   

2 2
1 1 2 2 201 1,05 95,4

0,972 106 2,2.
a z             

     
 

(5.93)
 

Але дисперсія 2
a  ніколи не може мати від’ємний знак, отже, отриман-

ня результату (5.93) свідчить про неадекватність моделі АР  2  для часового 

ряду tz , заданого табл. 5.1. 

Зрозуміло, що ще гірший результат принесе спроба моделювати цей 

часовий ряд за допомогою АР  3  (5.76). 

Тож зупиняємося на моделі (5.87). 

Але, якби 2
a  було б більшим за нуль, тоді і друга модель теж мала б 

право на існування. І для того, щоб здійснити вибір, необхідно було б знайти 

суму квадратів відхилень, спрогнозованих за допомогою моделі значень ча-

сового ряду від отриманих експериментально. Та модель, для якої ця сума 

відхилень виявиться найкращою, і буде оптимальною для часового ряду, 

який моделюється. 
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У цьому підрозділі розглянуто приклад розв’язання задачі ідентифіка-

ції часового ряду лише на основі моделі авторегресії. 

Всім, хто забажає використовувати інші моделі, рекомендуємо зверну-

тись до книги Дж. Бокса, Г. Дженкінса «Анализ временных рядов. Прогноз и 

управление» (Вип. 1) [6], в якій розглянуто приклади використання всіх ін-

ших моделей. 

 

5.10 Завдання для самоперевірки 

1. Що таке «часовий ряд»? Наведіть приклади стаціонарного та неста-

ціонарного часового ряду. 

2. Дайте означення операторів зсуву назад та вперед, різницевому 

оператору та оператору суми. 

3. Що собою являє модель часового ряду у формі лінійного фільтра? 

4. Що таке білий шум? Які його основні властивості? 

5. Що таке регресія і авторегресія? 

6. Синтезуйте модель часового ряду у формі авторегресії. 

7. Як пов’язані між собою передаточна функція лінійного фільтра та 

оператор авторегресії для часового ряду? 

8. Що собою являє ковзне середнє часового ряду і модель у формі ко-

взного середнього? 

9. Побудуйте модель часового ряду у формі авторегресії — ковзного 

середнього. 

10. Яким чином можна нестаціонарний часовий ряд трансформувати у 

стаціонарний? 

11. Побудуйте модель нестаціонарного часового ряду у формі авторег-

ресії — проінтегрованого ковзного середнього. 

12. Дайте означення автоковаріації і автокореляції часового ряду. Як 

знайти їх числові оцінки? Які основні їх властивості ви знаєте? 

13. Для чого потрібні і як виводяться рівняння Юла-Уокера? 
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14. Як розв’язати рівняння Юла-Уокера? 

15. За реалізацією часового ряду синтезуйте його модель у формі авто-

регресії з ідентифікацією цієї моделі. 

 

 

Розділ 6 УЗАГАЛЬНЕНИЙ ПІДХІД ДО ІДЕНТИФІКАЦІЇ 

ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ З ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ 

ПАРАМЕТРАМИ 

У попередніх розділах цього навчального посібника викладення мате-

ріалу щодо ідентифікації ЛДС ЗП відбувалось за принципом від простих за-

дач до більш складних, нарощуючи ступінь складності в умовах збереження 

доступності викладеного матеріалу. 

Тож, засвоївши ці розділи, кожен, хто користуватиметься цим навчаль-

ним посібником, уже буде в змозі осягнути і узагальнений підхід до іденти-

фікації ЛДС ЗП, запропонований професором Я. З. Ципкіним і викладений у 

цьому посібнику в авторській інтерпретації. 

 

6.1 Постановка задачі ідентифікації динамічної системи 

Як уже відзначалось у вступі до навчального посібника, метою іденти-

фікації динамічної системи є визначення структури і параметрів її математи-

чної моделі за інформацією про вхідний вплив та реакцію системи на нього. 

Здійснювати процес ідентифікації зручно за допомогою спеціально 

сконструйованої моделі, значення параметрів якої можна змінювати.  

Графічну інтерпретацію цього процесу, за умови його реалізації за до-

помогою комп’ютера, можна подати у вигляді, наведеному на рис. 6.1, на 

якому ЛДС    — лінійна динамічна система, параметри   якої необхідно 

ідентифікувати;  *M   — модель заданої структури, параметри *  якої мо-

жна цілеспрямовано змінювати згідно з алгоритмом А, який реалізується за 
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допомогою комп’ютера в результаті обробки вектора усіх спостережень 

 x k , зібраних до дискретного моменту часу , 0,1,2,kT k   спостерігачем 

С;  u k  — вхідний вплив на систему, що ідентифікується;  y k  — реакція 

системи на вхідний вплив;  *y k  — вихідний сигнал моделі;  k  — 

нев’язка, яка визначається як 

         * *,k y k y k x k     ; (6.1) 

КПВ   F k  — комп’ютерна програма визначення функції втрат   F k , 

структура якої задаються дослідником; КПВ  *J   — комп’ютерна програ-

ма визначення середніх втрат  *J  , які є математичним очікуванням від 

функції втрат, тобто 

       * *,J E F x k   ; (6.2) 

і служать критерієм якості ідентифікації;  k  — дискретне випадкове збу-

рення, яке є стаціонарним часовим рядом, не залежить від вхідного впливу 

 u k , має симетричну густину розподілу  f  , тобто 

    f f   , (6.3) 

нульове середнє, тобто 

    0E k  , (6.4) 

обмежену числом 2
  дисперсію та кореляційну функцію білого шуму, тобто 

     
2, 0,

0, 0.

m
E k k m

m
 

    


 (6.5) 
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ЛДС(β)

С

КПВ
F(ε)

КПВ
E{F(ε)}

 *M 

 k

 y k  k

 *J 

 x k

*


 *y k

 u k

A

 
Рисунок 6.1 — Графічна інтерпретація процесу ідентифікації ЛДС ЗП 

Звертаємо увагу на те, що в разі стаціонарного випадкового збурення 

ЛДС з ненульовим середнім його завжди можна привести до умови (6.4) 

шляхом попереднього центрування. 

Процес ідентифікації розпочинається вибором структури математичної 

моделі ЛДС ЗП, вибором модельної конструкції, параметри якої можна змі-

нювати, і вибором функції втрат, математичне очікування від якої визначає 

середні втрати від неадекватності внутрішнього процесу функціонування 

ЛДС ЗП вибраній моделі, котрі служитимуть критерієм якості ідентифікації. 

Сам процес ідентифікації полягає в послідовному наближенні параметрів мо-

делі до таких значень, за яких досягається мінімум середніх втрат. Це набли-

ження здійснюється за допомогою алгоритмів ідентифікації. 

Зупинимось детальніше на всіх складових цього процесу. 
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6.2 Клас математичних моделей, в якому здійснюватиметься 

ідентифікація динамічної системи 

Оскільки складні динамічні системи або мають в одному із своїх за-

мкнутих контурів, наприклад, контурі управління, комп’ютер, або аналізу-

ються чи оптимізуються з використанням комп’ютера, то найбільш загаль-

ною формою математичної моделі для адекватного описання процесів в них є 

різницеве рівняння, яке для ЛДС ЗП в символах рис. 6.1 матиме вигляд: 

        
1 0 0

, 0,1,2,
n n n

m m m
m m m

y k a y k m b u k m c k m k
  

         . (6.6) 

Поява у правій частині рівняння (6.6) для визначення поточного зна-

чення вихідної координати  y k  суми   зважених коефіцієнтами ma  попере-

дніх n  значень цієї вихідної координати  y k m  обумовлена наявністю у 

динамічної системи пам’яті, створюваної внутрішніми накопичувачами енер-

гії, яка вимагає при визначенні поточного значення вихідної координати вра-

ховувати у якійсь мірі її значення, набуті в попередні дискретні моменти ча-

су. З цих же причин у правій частині рівняння (6.6) задіяні не лише поточні 

значення вхідного впливу  u k  та випадкового збурення  k , а й зважені 

відповідними коефіцієнтами суми їх попередніх значень. 

Якщо ввести оператор запізнення   як такий, що здійснює операцію 

     , 1,2, ,m y k y k m m n      , (6.7) 

то рівняння (6.6) можна привести до вигляду 

          uy k W u k W k      , (6.8) 

де 

    
     

 
,u

B C
W W

A A
 

 
 

   (6.9) 

— операторні передаточні функції ЛДС ЗП, в яких 

   2 3
1 2 31 n

nA a a a a          , (6.10) 
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   2 3
0 1 2 3

n
nB b b b b b          , (6.11) 

   2 3
0 1 2 3

n
nC c c c c c          . (6.12) 

Звертаємо увагу на те, що операторні передаточні функції  W   ЛДС 

ЗП, хоч вони і отримані з використанням різницевих рівнянь, не є адекватни-

ми дискретним передаточним функціям  W z  цих систем, оскільки перші 

пов’язують між собою вхідну і вихідну координати, задані в дискретному ча-

сі, а другі пов’язують між собою ці координати, перетворені в функції ком-

плексної змінної за допомогою Z -перетворення. Але вони легко перетворю-

ються одна в одну з врахуванням того, що 

   1Z z  , (6.13) 

     m mZ y k z Y z    . (6.14) 

Загальна структурна схема ЛДС ЗП, зв’язок між вхідним впливом  u k  

та реакцією системи на нього  y k  в присутності випадкового збурення чи 

завади  k  описується рівнянням (6.8), наведена на рис. 6.2. 

 k

 u k  y k

 W 

 uW 
 

Рисунок 6.2 — Загальна структурна схема ЛДС ЗП з операторними 
моделями 

Окрім загальної структурної схеми ЛДС ЗП, наведеної на рис. 6.2, при 

розв’язанні практичних задач ідентифікації часто використовують за наявно-

сті відповідних умов один із трьох спрощених її варіантів. 

Розглянемо кожен із цих спрощених варіантів. 
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У першому варіанті (рис. 6.3) випадкове збурення  k , назвемо його 

зовнішнім шумом, надходить на той же вхід системи, що і керуючий вплив 

 u k , тобто стохастичність системи породжується зашумленням вхідного си-

гналу. 

 k
 u k  y k

 uW 
 

Рисунок 6.3 — Структурна схема ЛДС ЗП з зашумленим вхідним сигналом 

Із структурної схеми, наведеної на рис. 6.3, легко бачити, що замість 

математичної моделі (6.8) у цьому випадку матимемо 

         uy k W u k k    , (6.15) 

або — з врахуванням (6.9) — 

    
      B

y k u k k
A





   . (6.16) 

Домножаючи обидві частини рівняння (6.16) на  A   та враховуючи 

співвідношення (6.7), матимемо 

         
1 0

, 0,1,2,
n n

m m
m m

y k a y k m b u k m k m k
 

         . (6.17) 

У другому, спрощеному щодо структури (рис. 6.2), варіанті випадкове 

збурення  k , яке теж буде зовнішнім шумом, надходить на вихід системи, 

додаючись до її реакції на вплив  u k  (рис. 6.4), тобто стохастичність систе-

ми породжується зашумленням вихідного сигналу. 

 k
 u k  y k

 uW 
 

Рисунок 6.4 — Структурна схема ЛДС ЗП з зашумленим вихідним сигналом 
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Із структурної схеми, наведеної на рис. 6.4, легко бачити, що замість 

математичної моделі (6.8) у цьому випадку матимемо 

        uy k W u k k    , (6.18) 

або — з врахуванням (6.9) — 

    
     B

y k u k k
A





   . (6.19) 

Домножаючи обидві частини рівняння (6.19) на  A   та враховуючи 

співвідношення (6.7), матимемо 

           
1 0

, 0,1,2,
n n

m m
m m

y k a y k m k m b u k m k k 
 

          . (6.20) 

У третьому, спрощеному щодо структури рис. 6.2, варіанті випадкове 

збурення  k , яке тепер уже буде внутрішнім шумом, надходить на вихід 

системи, пройшовши через операторну передаточну функцію 

    
1W

A
 





, (6.21) 

яка залежить виключно лише від інерційних параметрів системи (рис. 6.5), 

тобто стохастичність системи породжується внутрішнім шумом системи. 

 k

 u k  y k

 W 

 uW 
 

Рисунок 6.5 — Структурна схема ЛДС ЗП з внутрішнім шумом 

Із структурної схеми, наведеної на рис. 6.5, легко бачити, що замість 

математичної моделі (6.8) у цьому випадку матимемо 

          uy k W u k W k     


, (6.22) 

або — з врахуванням (6.9) та (6.21) — 
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    
       1B

y k u k k
A A



 

    . (6.23) 

Домножаючи обидві частини рівняння (6.23) на  A   та враховуючи 

співвідношення (6.7), матимемо 

        
1 0

, 0,1,2,
n n

m m
m m

y k a y k m b u k m k k
 

        . (6.24) 

Неважко помітити, що, якщо в рівняннях (6.9) покласти: 

    0, 1B C   , (6.25) 

то рівнянням (6.8) задаватиметься модель авторегресії, а якщо в рівняннях 

(6.9) покласти: 

    0, 1B A   , (6.26) 

то рівнянням (6.8) задаватиметься модель ковзного середнього. 

У першому розділі цього навчального посібника формулою (1.13) була 

задана інтегральна модель лінійної динамічної системи з імпульсною перехі-

дною характериcтикою  g t  та реакцією  y t  на вхідний вплив  x t . 

В символах даного розділу для випадку безперервного часу і зашумле-

ності вихідного сигналу, пов’язаної з похибками вимірювань і похибками об-

числень, ця модель матиме вигляд 

        
0

y t u t g d t   


   . (6.27) 

Для дискретного часу kt kT  при 1T   інтегральне рівняння (6.27), яке 

було визначене для безперервних функцій, перетворюється на сумарне рів-

няння 

        
0

n

m
y k g m u k m k


    . (6.28) 

Порівнюючи рівняння (6.28) з рівнянням (6.6) та його операторним 

аналогом (6.8), бачимо, що (6.28) може бути отриманим із (6.6) за умови, що 

     1A C    (6.29) 
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та 

   , 0,1,2, ,mb g m m n   . (6.30) 

Тож виходить, що і сумарне рівняння (6.28) може розглядатись як 

окремий випадок загального різницевого рівняння (6.6). 

А позначаючи 

    mu k u k m  , (6.31) 

бачимо, що рівняння (6.28) є регресією вихідної координати  y k  на вхідну 

координату  u k  та її попередні значення  mu k . 

Тож у подальшому рівняння (6.6) та його операторний аналог (6.8) і 

будуть розглядатись як основні математичні моделі ЛДС ЗП. 

А ідентифікація ЛДС ЗП полягатиме у визначенні оцінок усіх коефіціє-

нтів в рівнянні (6.6) за інформацією про значення вхідного впливу та реакції 

системи на нього, виміряні в дискретні моменти часу. Всі ці коефіцієнти бу-

демо позначати вектором 


, який є вектором-стовпцем, але який для зручно-

сті запишемо в транспонованому вигляді 

  1 0 1 0 1, , ; , , , ; , , ,T
n n na a b b b c c c 


   . (6.32) 

Легко бачити із наведених різницевих математичних моделей ЛДС ЗП, 

що для динамічних систем з ковзним середнім завади виконується тотож-

ність 

 0 1c  , (6.33) 

а тому вектор 


 буде мати порядок на одиницю менший від вектора, визна-

ченого виразом (6.32); для динамічних систем з внутрішнім шумом і для ди-

намічних систем з зашумленим вихідним сигналом крім тотожності (6.33) 

виконуватиметься ще й тотожність 

 0, 1,2, ,mc m m   , (6.34) 

а тому вектор 


 матиме вигляд 

  1 0 1, , ; , , ,T
n na a b b b 


  . (6.35) 
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Цілком очевидним є і те, що для ЛДС ЗП з зашумленим вхідним сигна-

лом теж буде справедливим вираз (6.35). 

Тож в багатьох практичних задачах ідентифікації доводиться визначати 

суттєво меншу кількість параметрів математичної моделі у порівнянні з тією, 

яка задається вектором (6.32). 

 

6.3 Модельна конструкція, параметри якої можна змінювати 

Наступним етапом після вибору структури моделі ЛДС ЗП є побудова 

модельної конструкції, настроюванням параметрів *  якої можна визначити 

такі значення коефіцієнтів 


 моделі ЛДС ЗП, за яких ця модель адекватно 

описувала б процеси, що протікають у динамічній системі. Різними авторами 

таких модельних конструкцій запропоновано чимало, але візьмемо ту, що ви-

користана Я. З. Ципкіним, а саме: 

           1 2* 1y k W u k W y k      , (6.36) 

в якій  1W  ,  2W   — поки що невідомі операторні передаточні функції, 

параметри яких можна настроювати, причому на  2W   накладається умова 

  2 0 1W  , (6.37) 

що означає прогнозувальний характер моделі (6.36), оскільки нульовому зна-

ченню оператора запізнення   відповідає відсутність впливу останнього 

значення вихідної координати динамічної системи  y k  на вихідну коорди-

нату модельної конструкції  *y k . 

Ще однією особливістю модельної конструкції (6.36) є відсутність в ній 

збурення  k , що діє на динамічну систему, оскільки воно є випадковим з 

невідомими параметрами, а тому не може бути заведеним у конструкцію мо-

делі, параметри якої настроюються. 

Підставляючи (6.36) і (6.8) в (6.1), знайдемо, що для нев’язки  k  буде 

справедливим вираз 
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              * ** uk y k y k W u k W k         , (6.38) 

де 

        *
2 1u uW W W W      , (6.39) 

      *
2W W W     . (6.40) 

Якщо за функцію втрат  F   візьмемо квадрат нев’язки, то критерієм 

адекватності модельної конструкції (6.36) динамічній системі, що ідентифі-

кується, будуть виступати середні втрати, які є математичним очікуванням 

функції втрат і одночасно функціоналом     від невідомих операторних 

передаточних функцій  1W  ,  2W  , тобто 

       * 2
1 2,J E k W W    . (6.41) 

Очевидно, що в разі оптимальної настройки коефіцієнтів моделі крите-

рій (6.41) буде мати найменше значення, а це, в свою чергу, означає, що оп-

тимальну структуру і оптимальні значення коефіцієнтів операторних переда-

точних функцій  1W  ,  2W   можна знайти, мінімізуючи функціонал     

за 1W  та 2W . 

Згадуючи те, що (6.41) — це дисперсія нев’язки, яка є випадковою ве-

личиною, а також те, що дисперсію випадкової величини можна визначити за 

допомогою рівності Парсеваля через передаточні функції системи, які її фо-

рмують, та спектральні густини вхідного впливу і завади, можна записати, 

що 

 
    

       

2
1 2

* * * *

,

1 1 1 ,
2 u u u

L

W W E k

dW W S W W S
j   



   
   

  

    
         

    


 
(6.42)

 

де  uS   — спектральна густина керуючого впливу  u k ,  S   — спектра-

льна густина завади  k , а L -контур інтегрування на комплексній площині 

по колу одиничного радіуса з центром в початку системи координат. 
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Поставимо умову, щоб структура модельної конструкції, як і внутрішня 

структура динамічної системи, що ідентифікується, не залежали від керуючо-

го впливу  u k . Оскільки для пошуку цієї структури намагаємося використа-

ти функціонал    , то виставлена умова збігається з умовою, що цей функ-

ціонал не залежить від спектральної густини  uS  . Але, у свою чергу, із 

правої частини виразу (6.42) випливає, що це можливо лише за умови, що 

  * 0uW   . (6.43) 

При виконанні умови (6.43) функціонал     стає залежним лише від 

 2W  , оскільки, підставляючи (6.39) в (6.43), матимемо 

      1 2uW W W    , (6.44) 

а (6.42) перетворюється у 

 

        

     

2 * *
2

2 2

1 1
2

1 1 1 .
2

L

L

dW E k W W S
j

dW W W W S
j

  

  

  
  

  
   

 
      

 

   
       

   








 

(6.45)
 

Мінімізація цього функціонала зводиться до прирівнювання до нуля 

його першої варіації за  2W   та 2
1W


 
 
 

, яке приводить в силу ідентичності 

структури обох інтегралів, які при цьому формуються, та виразу (6.5), при 

виконанні якого матимемо 

   2S   , (6.46) 

до рівняння 

    2 2
1 1 0

L

dW W W W 


  
  

   
      

   
 , (6.47) 

в якому 2
1W


 
 
 

 — перша варіація операторної передаточної функ-

ції 2
1W


 
 
 

. 
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Як відомо з теорії автоматичного управління, інтеграл в лівій частині 

рівняння (6.44) дорівнює нулю за виконання двох умов, одна з яких полягає в 

тому, щоб полюси усіх передаточних функцій, які характеризують ЛДС ЗП 

як по каналу проходження керуючого впливу так і по каналу проходження 

завади, знаходилися на комплексній площині всередині круга одиничного 

радіуса з центром в початку координат, а друга умова полягає в тому, щоб 

виконувалась рівність 

    2W W const   . (6.48) 

Задаючи в рівнянні (6.48) 0   і враховуючи умову (6.37) та співвід-

ношення (6.9), (6.10), (6.12), знайдемо, що 

      
 2 0
0

0 0
0

C
const W W c

A    . (6.49) 

Одразу ж зауважимо, що, як було показано вище, для більшості важли-

вих для практики задач маємо 

 0 1c  . (6.50) 

Із (6.48) та (6.49) випливає, що 

        
 

10
2 0 0

AcW c W c
W C



 

 
     . (6.51) 

А підставляючи в (6.44) вираз (6.51), знайдемо, що 

        
 1 2 0u

B
W W W c

C


  


    . (6.52) 

Підстановка ж (6.51) і (6.52) в (6.36) приводить до оптимальної за сере-

дніми втратами структури математичної моделі ЛДС ЗП з придатними для 

настроювання параметрами у вигляді 

    
     

   0 0* 1
B A

y k c u k c y k
C C

 
 

 
     

 
. (6.53) 

Нагадаємо, що в явному вигляді  A  ,  B  ,  C   наведені у виразах 

(6.10), (6.11), (6.12), а для більшості практичних задач ідентифікації справед-

ливим є (6.50). 
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Якщо в моделі (6.53) перейти від операторів запізнення   до самих за-

пізнень в аргументах вхідної і вихідної координат згідно з виразом (6.7), то 

отримаємо оптимальну різницеву модель ЛДС ЗП у вигляді 

           
01 0 1

* *
n n n

m
m m

m m m

cy k a y k m b u k m y k m y k m
c  

          , (6.54) 

або (для найбільш розповсюдженого випадку, коли є справедливим (6.50)) 

           
1 0 1

* *
n n n

m m m
m m m

y k a y k m b u k m c y k m y k m
  

          . (6.55) 

Модель (6.55) можна записати і в дещо іншому вигляді, якщо ввести 

вектор-стовпець спостережень  x k  та вектор-стовпець параметрів моделі 


, 

які в транспонованому варіанті мають вигляд: 

 
               

         
1 , 2 , , , , 1 , , , 1

* 1 , 2 * 2 , , * ,

Tx k y k y k y k n u k u k u k n y k

y k y k y k y k n y k n

       

       

  


 
(6.56)

 

  1 2 0 1 1 2, , , , , , , , , , ,T
n n na a a b b b c c c 


   . (6.57) 

З врахуванням виразів (6.56) та (6.57) модель (6.55) матиме вигляд: 

       * , Ty k f x k x k   
   . (6.58) 

Якщо до вектора-стовпця спостережень  x k  додамо ще й значення 

 y k , тобто сформуємо вектор-стовпець  X k


, який у транспонованому варі-

анті матиме вигляд 

       ,T TX k y k x k
  , (6.59) 

то нев’язку (6.1) можна подати і так: 

              , , Tk X k y k f x k y k x k         
     . (6.60) 

В разі, якщо вектор параметрів моделі 


 знайдено шляхом мінімізації 

критерію ідентифікації (6.41), тобто він є оптимальним вектором О


, то ма-

тимемо 

    k k  , (6.61) 
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тобто у цьому випадку нев’язка  k  визначатиметься виключно лише зава-

дою  k , а критерій ідентифікації (6.41) матиме найменше значення, яке до-

рівнюватиме дисперсії 2
  випадкової величини  k , тобто 

             2 2 2,О ОJ E F X k E k E k         


. (6.62) 

Звертаємо увагу на те, що при отриманні (6.62) використано не лише 

вираз (6.61), але і (6.5). 

 

6.4 Критерій якості ідентифікації 

Як вже було зазначено раніше, за критерій якості ідентифікації будемо 

брати середні втрати  J 


, які в загальному вигляді задаються виразом (6.2), 

а з врахуванням (6.32) можуть розглядатись як функція  3 2n   змінних,  

якими виступають складові вектора параметрів 


, пошук оптимальних зна-

чень яких здійснюється в процесі розв’язання задачі ідентифікації. 

Як відомо з курсу математичного аналізу, щоб знайти координати точ-

ки оптимуму функції багатьох змінних, необхідно: 1) взяти від цієї функції 

перші частинні похідні за кожною координатою і, прирівнявши їх нулю, по-

будувати систему такої кількості рівнянь, скільки координат потрібно знай-

ти; 2) розв’язати отриману систему рівнянь — її розв’язок і буде задавати ко-

ординати точки оптимуму цієї функції.  

А для того, щоб з’ясувати характер оптимуму — це мінімум чи макси-

мум функції — потрібно взяти другі частинні похідні за усією сукупністю 

координат від цієї функції і з’ясувати, буде позитивно чи негативно визначе-

ною матриця цих других частинних похідних в точці оптимуму, тобто чи бу-

дуть більшими від нуля всі її діагональні мінори у випадку позитивної визна-

ченості матриці, або чи будуть меншими від нуля всі її діагональні мінори у 

випадку негативної визначеності матриці. При позитивній визначеності мат-
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риці других похідних функції в точці оптимуму матимемо у цій точці міні-

мум функції, а при негативній — максимум. 

Якщо позначити вектор-стовпець перших частинних похідних від сере-

дніх втрат  J 


 розмірністю   3 2 ,1n  , вектор-стовпець координат в то-

чці оптимуму О


 розмірністю   3 2 ,1n  , матрицю других частинних похі-

дних від середніх втрат в точці оптимуму  2 ОJ 


 розмірністю 

    3 2 , 3 2n n  , вектор-стовпець перших частинних похідних від функції 

втрат    ,F X k 


 розмірністю   3 2 ,1n  , матрицю других частинних 

похідних від функції втрат в точці оптимуму    2 , ОF X k 


 розмірністю 

    3 2 , 3 2n n  , а також врахувати те, що операції інтегрування (знахо-

дження математичного очікування — символ E ) та диференціювання можна 

міняти місцями, то все, що сказано у перших трьох абзацах цього підрозділу 

для випадку мінімуму значення критерію, математично можна подати так: 

       , 0 ОJ E F X k       
  

, (6.63) 

       2 2 , 0О ОJ E F X k    
 

 , (6.64) 

де 

         , 3 1 ,1 , 1,2, , 3 2
i

J
J n i n






         




 ; (6.65) 

        
    

,
, , 3 1 ,1 , 1,2, , 3 2

i

F X k
F X k n i n

 
 



         




 ; (6.66) 

    
      

2
2 , , 3 2 , 3 2

, 1,2, , 3 2

О
О

i

J
J n n

i n

  
  

            

  


; (6.67) 
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       

      

2
2

,
, ,

, 3 2 , 3 2 .
, 1,2, , 3 2

О

i

О

F X k
F X k

n n
i n



 
 

 

 


     
   


 

 




 



 

(6.68)

 

Якщо задамось критерієм якості ідентифікації у вигляді середніх втрат 

 J 


, які є математичним очікуванням функції втрат    ,F X k 


, тобто 

       ,J E F X k  
 

, (6.69) 

то основою його є функція втрат  F  , від якої вимагається лише те, щоб 

вона була парною функцією від нев’язки  k , тобто щоб для неї виконува-

лась умова 

    F F   . (6.70) 

Візьмемо функцію втрат у вигляді квадратичної функції від нев’язки, 

тобто нехай 

     2F k k  , (6.71) 

де  k  задається виразом (6.60). Нехай відомо, що дисперсія нев’язки є кон-

стантою 

 const  . (6.72) 

Сформуємо функцію 

       22

2 22 2

Ty k x kk

 


 

 


 
. (6.73) 

Функція (6.73) задає параболоїд в просторі  3 2n   координат вектора 

параметрів моделі 


 з вершиною, розміщеною у тій же самій точці, в якій 

розміщена вершина параболоїда (6.71), але з деформацією кожного значення 

функції (6.71) на 2
1

2 
. Цілком очевидно, що, беручи частинні похідні від фу-
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нкцій (6.71) і (6.73) за кожною складовою вектора параметрів моделі 


, при-

рівнюючи їх нулю і розв’язуючи отримані системи рівнянь, матимемо тото-

жні результати. 

А тепер давайте сформуємо функцію 

  
2

221
2

f e 







 


   (6.74) 

і візьмемо від неї натуральний логарифм зі знаком «мінус». Отримаємо 

         22

2 2ln ln 2
2 2

Ty k x k
f const

 


  

 

 
    

 
. (6.75) 

Беручи частинні похідні від функцій (6.75) і (6.73) за кожною складо-

вою вектора параметрів моделі 


, прирівнюючи їх нулю, усереднюючи і 

розв’язуючи отримані системи рівнянь, і в цьому випадку матимемо тотожні 

результати. 

Тож виходить, що в разі мінімізації квадрата нев’язки за функцію втрат 

можна брати замість функції (6.71) функцію (6.75). 

А тепер звернемо увагу на вираз (6.61), згідно з яким в разі викорис-

тання оптимального вектора параметрів моделі О


 нев’язка  k  стає тото-

жною випадковому збуренню  k , що діє на динамічну систему. Якщо це 

збурення підпорядковане нормальному закону розподілу і виконується умова 

(6.4), то густина його розподілу матиме вигляд 

  

2

221
2

f e 







 



  . (6.76) 

Порівнюючи функції (6.74) і (6.76), бачимо, що вони відрізняються 

тільки позначенням аргументу, тобто 

    f f
 

 


 . (6.77) 

А це, у свою чергу, означає, що за оптимальну функцію втрат  ОF   в 

критерії якості ідентифікації (6.69) в разі, якщо випадкова завада   підпо-
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рядкована нормальному закону розподілу з густиною  f  , можна викорис-

товувати функцію 

    lnОF f
 

 


  . (6.78) 

Ми довели справедливість виразу (6.78) для випадку, коли завада, що 

діє на динамічну систему, підпорядкована нормальному закону розподілу. А 

професор Ципкін Я. З. встановив, що цей вираз є справедливим для функції 

втрат динамічної системи, що ідентифікується, при будь-якому розподілі її 

випадкового збурення. 

 

6.5 Алгоритми ідентифікації 

Згідно з постановкою задачі ідентифікації для отримання оптимальних 

значень усіх складових вектора параметрів моделі О


 необхідно розв’язати 

систему рівнянь (6.63), яку розв’язувати потрібно через нелінійність цих рів-

нянь або у випадку лінійності через велику їх кількість в системі одним із ме-

тодів послідовних наближень. 

Якщо структура середніх втрат (6.69) може бути заданою в явному ви-

гляді, тобто вдалося б взяти в явному вигляді інтеграли при визначенні мате-

матичного очікування від функції втрат, то алгоритм ідентифікації, тобто ал-

горитм розрахунку оцінки вектора параметрів моделі динамічної системи, 

може бути заданим у вигляді 

            01 1 , 0 , 1,2, ,m m Г m J m m M          
    

 , (6.79) 

де  Г m  — квадратна матриця розмірністю     3 2 , 3 2n n  , в залежності 

від вигляду якої алгоритм (6.79) задає той чи інший метод послідовних на-

ближень. 

Так, наприклад, якщо  

   , 0Г m I    , (6.80) 
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де I  — одинична матриця розмірністю     3 2 , 3 2n n  , то алгоритм (6.79) 

задає градієнтний метод послідовних наближень, а якщо 

       12 1Г m J m


  


 (6.81) 

— то метод Ньютона. 

Блок-схема алгоритму ідентифікації (6.79) зображена на рис. 6.6. Вона 

відповідає автономній дискретній динамічній системі, в якій лінія затримки 

ЛЗ, що охоплена позитивним зворотним зв’язком, разом із суматором вико-

нує функцію дискретного інтегратора (дигратора). 

 J 


 Г m

 0


 1m 


 m


 
Рисунок 6.6 — Блок-схема алгоритму ідентифікації, який використовує 

критерій середніх втрат, заданий в явному вигляді 

Якщо ж структура середніх втрат (6.69) не може бути заданою в явному 

вигляді, то алгоритм ідентифікації, тобто алгоритм розрахунку оцінки векто-

ра параметрів моделі динамічної системи, необхідно задавати в іншому ви-

гляді, а саме: 

            1 , 1m m Г m F X m m       
  

, (6.82) 

де, знову ж таки,  Г m  — квадратна матриця розмірністю     3 2 , 3 2n n  , 

в залежності від вигляду якої алгоритм (6.82) задає той чи інший метод по-

слідовних наближень.  

Так, наприклад, якщо 
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      , 0Г m m I m    , (6.83) 

де I  — одинична матриця розмірністю     3 2 , 3 2n n  , то алгоритм (6.82) 

задає градієнтний метод стохастичної апроксимації 

Блок-схема алгоритму ідентифікації (6.82) зображена на рис. 6.7. Вона 

відповідає не автономній дискретній динамічній системі, оскільки на вхід не-

лінійного перетворювача, який задає градієнт функції втрат, надходить, фор-

муючи рекурентний режим обчислень, поточний вектор спостережень  X m


. 

   ,F X m 
  Г m

 0


 1m 


 m


 X m


 
Рисунок 6.7 — Блок-схема алгоритму ідентифікації, який використовує 

функцію втрат 

Ми не будемо зупинятись на питаннях збіжності алгоритмів ідентифі-

кації, а відзначимо лише те, що при гладких функціях втрат і випуклих функ-

ціях середніх втрат в задачах ідентифікації стійких динамічних систем наве-

дені вище алгоритми є збіжними, тобто з ростом числа ітерацій m  оцінка ве-

ктора  m


 наближається до його оптимального значення О


. Реально ж зу-

пиняємо процес ітерацій тоді, коли оцінка перестає змінюватись у тому роз-

ряді значень після коми, який влаштовує за точністю обчислень. 

 

6.6 Завдання для самоперевірки 

1. Які етапи процесу ідентифікації ЛДС ЗП ви знаєте? 

2. Дайте графічну інтерпретацію процесу ідентифікації ЛДС ЗП. 
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3. Для чого потрібна функція втрат і як визначаються середні втрати 

при розв’язанні задачі ідентифікації? 

4. Обгрунтуйте загальну форму структури математичної моделі ЛДС 

ЗП. 

5. Як задаються операторні передаточні функції ЛДС ЗП? 

6. Чи є різниця між операторною передаточною функцією ЛДС ЗП і 

дискретною? 

7. Як виглядає математична модель ЛДС ЗП з зашумленим вхідним 

сигналом? 

8. Як виглядає математична модель ЛДС ЗП з зашумленим вихідним 

сигналом? 

9. Як виглядає математична модель ЛДС ЗП з внутрішнім шумом? 

10. Доведіть, що сумарне рівняння є різновидністю різницевої матема-

тичної моделі ЛДС ЗП. 

11. В чому особливість модельної конструкції в теорії ідентифікації 

ЛДС ЗП, запропонованої Я. З. Ципкіним? 

12. Доведіть, що коефіцієнти рівнянь у модельній конструкції за 

Я. З. Ципкіним є оптимальними за критерієм мінімуму середніх втрат. 

13. Як виглядає оптимальна за критерієм мінімуму середніх втрат різ-

ницева математична модель ЛДС ЗП за Я. З. Ципкіним? 

14. Як виглядає векторне критеріальне рівняння, з якого визначається 

вектор оптимальних параметрів математичної моделі ЛДС ЗП? 

15. Як виглядає критеріальна векторна умова мінімуму в точці оптиму-

му критерію якості ідентифікації? 

16. Доведіть, що оптимальна функція втрат при розв’язанні задачі іден-

тифікації ЛДС ЗП має логарифмічну структуру. 

17. Яким буде алгоритм ідентифікації ЛДС ЗП при явній структурі кри-

терію середніх втрат? 

18. Яким буде алгоритм ідентифікації ЛДС ЗП при використанні лише 

функції втрат? 
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ЧАСТИНА III 

ІДЕНТИФІКАЦІЯ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ 

З РОЗПОДІЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ ТА НЕЛІНІЙНИХ 

ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ 

Розділ 7 МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ 

СИСТЕМ З РОЗПОДІЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

7.1 Загальна характеристика лінійних динамічних систем з 

розподіленими параметрами 

В усіх попередніх розділах здійснювалась побудова математичних мо-

делей електромеханічних систем за умови, що їх параметри є зосередженими 

в просторі. 

Але існує досить багато фізичних процесів, що протікають в динаміч-

них об’єктах, параметри яких не можна вважати зосередженими в одній точці 

простору. 

Більше того, деякі об’єкти при моделюванні за одними ознаками мають 

зосереджені параметри, а за іншими — переходять в клас об’єктів з розподі-

леними параметрами. 

Нагадаємо, що будь-яку динамічну систему відносять до класу систем з 

розподіленими параметрами, якщо в її структурі є хоча б один елемент, реак-

ція на вхідний сигнал у якому суттєво запізнюється у порівнянні з реакціями 

усіх інших елементів цієї системи. 

У класі електронних систем — це системи, в структурі яких використо-

вуються лінії затримки сигналу. У класі електричних систем — це системи з 

довгими лініями електропередачі. У класі електромеханічних систем — це 

електроприводні системи з тросами, довгими штангами, конвеєрами і трубо-

проводами. У класі систем автоматичного керування технологічними проце-

сами — це системи з хімічними реакціями, з плавильними печами, з термоус-

тановками для випалювання, сушки чи випарювання та з іншими об’єктами, 
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процеси в яких через особливості динаміки чи протяжність у просторі проті-

кають суттєво повільніше, ніж в контурах управління ними. У класі автома-

тизованих систем управління — це системи з комп’ютерною обробкою інфо-

рмації за алгоритмами, що характеризуються суттєво більшими затратами 

часу на їх реалізацію у порівнянні з часом обробки інформації і прийняття 

рішень в інших контурах автоматизованої системи. 

Які ж особливості є характерними саме для систем з розподіленими па-

раметрами? 

Спробуємо дати відповідь на це запитання в загальних рисах на конк-

ретних прикладах. 

В підйомних кранах вантажі піднімаються і опускаються з використан-

ням тросів. Оскільки трос сплітається з великої кількості тонких сталевих 

дротів, то він має властивість витягуватись чи скорочуватись в залежності від 

ваги вантажу, прикріпленого до одного з його кінців. 

При підніманні вантажу трос спочатку витягується в «струну», але по-

тім, навіть при постійній швидкості обертання вала електродвигуна, який на-

мотує трос на котушку, завдяки взаємодії сил, обумовлених вагою вантажу і 

інерцією, в тросі виникають небажані повздовжні коливання, котрі розгой-

дують вантаж у вертикальній площині, заважаючи точно встановити його на 

нове місце і завдаючи цьому місцю та вантажу шкідливі удари. 

Як ще один приклад електромеханічних систем з тросами розглянемо 

систему електропривода конуса, яким закривається кругле завантажувальне 

вікно доменної печі на її вершині. Через це вікно у доменну піч до початку 

плавлення завантажується шихта. При завантаженні шихти металевий конус, 

призначенням якого є відкривання і закривання завантажувального вікна і 

який є підвішеним на тросі, знаходиться в своєму нижньому положенні, від-

криваючи широку щілину між конусом і місцем його посадки у завантажува-

льному вікні та створюючи можливість шихті через цю щілину висипатись у 

доменну піч. 
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Після завантаження шихти за допомогою троса, інший кінець якого 

прикріплено до котушки, з’єднаної з валом електродвигуна, металевий конус 

підтягується, закриваючи завантажувальне вікно. 

Висота деяких доменних печей сягає 70 метрів. Відстань від вертика-

льної осі доменної печі до місця встановлення електропривода конуса біля її 

підніжжя має аналогічний порядок. Тож довжина троса, яким передається 

рух від вала електродвигуна до конуса, може сягати 150 метрів. 

За рахунок повздовжніх коливань троса при підтягуванні конуса він за-

вдає таку кількість ударів по своєму ложу у завантажувальному вікні домен-

ної печі і такої сили, що кожна доменна піч не менше одного разу на рік ви-

магає ремонтних робіт для відновлення щільного прилягання в системі «ко-

нус — вікно». 

За допомогою електроприводів приводять у рух насоси перекачуваль-

них станцій нафтопроводів і компресори перекачувальних станцій газопро-

водів, котрих в Україні багато тисяч кілометрів. 

Основним результувальним параметром, яким регулюється продуктив-

ність нафто- і газопроводів, є тиск в рідині чи газі, котрий створюється дією 

насосів та компресорів і який передається вздовж трубопроводу зі швидкістю 

звуку, яка залежить від складу рідини чи газу. 

Через невисоку швидкість розповсюдження звукових хвиль, запізнення 

в їх появі на виході відрізка трубопроводу від однієї перекачувальної станції 

до іншої можуть сягати суттєвих значень, без врахування яких ефективної 

системи стабілізації тиску в трубопроводі побудувати не можна, оскільки си-

гнал з виходу об’єкта регулювання надходить по каналу зворотного зв’язку 

на регулятор, встановлений на вході об’єкта, зі значним запізненням і може 

слугувати причиною появи коливань тиску зі значною амплітудою. 

Для ряду конвеєрних транспортних систем, які є складовими в більш 

складних системах, наприклад, в системах випалювання залізорудних коту-

нів, чи системах сушіння сипких матеріалів, важливим є дотримання однако-

вої товщини шару матеріалу на конвеєрній стрічці. При нерівномірній подачі 
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матеріалу на стрічку на вході конвеєра стабілізувати товщину шару матеріа-

лу на цій стрічці можна лише змінюючи швидкість обертання приводних 

електродвигунів. І додаткові складнощі у побудові такої системи стабілізації 

створюються саме тим, що має місце запізнення появи вихідного сигналу 

об’єкта регулювання. І, звичайно ж, чим довшим є конвеєр, тим більшим бу-

де запізнення появи сигналу на його виході. 

В теорії автоматичного керування розроблено багато способів управ-

ління об’єктами з розподіленими параметрами, але кожен з них базується на 

тому, що відомою є математична модель об’єкта. 

Тож, в наступних підрозділах цього розділу покажемо, як отримати ма-

тематичну модель того чи іншого процесу, який протікає в об’єктах з розпо-

діленими параметрами. 

 

7.2 Рівняння математичної фізики як моделі елементів систем з 

розподіленими параметрами 

Почнемо з побудови математичної моделі довгої лінії електропередачі 

ЛЕП (рис. 7.1), за допомогою якої електроенергія від генератора Г електро-

станції з електрорушійною силою E  через підвищувальний трансформатор 

ПТ з приведеним повним опором ПZ  та знижувальний трансформатор Т з 

приведеним повним опором TZ  передається до навантаження Н з повним 

опором HZ . 

Об’єднаємо опір TZ  знижувального трансформатора Т з опором HZ  

навантаження в сумарний опір KZ , підключений до кінця лінії електропере-

дачі. 

Тоді функціональну схему (рис. 7.1) можна замінити принциповою 

схемою, наведеною на рис. 7.2, на якій довга лінія електропередачі ЛЕП по-

дається як послідовний ланцюг Г-подібних чотириполюсників з параметрами 

jR , jL , jG , jC  (на рис. 7.2 показано лише один з них: j -ий), де jR  — пито-
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мий активний опір j -ої ділянки фази ЛЕП, а jL , jG , jC  — відповідно, пи-

тома індуктивність, питома активна провідність і питома ємність цієї ділян-

ки. 

 

Г ПТ ЛЕП Т Н Н 
 

Рисунок 7.1 — Функціональна схема однієї фази електричної системи, до 
складу якої входить генератор Г електростанції, підвищувальний 

трансформатор ПТ, довга лінія електропередачі ЛЕП, знижувальний 
трансформатор Т та навантаження Н 
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Рисунок 7.2 — Принципова схема однієї фази електричної системи 

Позначимо  ,u x t ,  ,i x t , відповідно, напругу і струм на вході j -го 

елемента схеми фази ЛЕП. Тоді на виході j -го елемента довжиною dx  ма-

тимемо напругу і струм, що дорівнюють: 
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     

     

,
, , ,

,
, , .

u x t
u x t u u x t dx

x
i x t

i x t i i x t dx
x


    


     

 (7.1) 

Запишемо перший та другий закони Кірхгофа для j -го елемента схеми 

фази ЛЕП, опускаючи у першому законі диференціали 2-го порядку, які є не-

скінченно малими величинами 2-го порядку малості. Матимемо: 

              , ,
, , ,j j

u x t i x t
u x t u x t dx R dx i x t L dx

x t
  

        
, (7.2) 

              , ,
, , ,j j

i x t u x t
i x t i x t dx G dx u x t C dx

x t
  

        
. (7.3) 

Розкриваючи квадратні дужки в лівій частині рівнянь (7.2), (7.3) і діля-

чи ці рівняння на dx , отримаємо: 

      , ,
,j j

u x t i x t
R i x t L

x t
 

   
 

, (7.4) 

      , ,
,j j

i x t u x t
G u x t C

x t
 

   
 

. (7.5) 

Приймаючи умову, що параметри jR , jL , jG , jC  є величинами стали-

ми і однаковими для всіх ділянок схеми фази ЛЕП, рівняння (7.4), (7.5) мож-

на записати так: 

 

     

     

, ,
, ,

, ,
, .

u x t i x t
R i x t L

x t
i x t u x t

G u x t C
x t

 
     


      

 (7.6) 

Диференціальні рівняння (7.6) в частинних похідних і задають матема-

тичну модель довгої лінії електропередачі. Для отримання їх однозначного 

розв’язку необхідно задати початкові  , 0i x ,  , 0u x  та граничні  0, 0i , 

 0, 0u  або  , ki l t ,  , ku l t  умови. 

Замість системи двох диференціальних рівнянь в частинних похідних 

1-го порядку (7.6) відносно функцій  ,u x t ,  ,i x t  як модель довгої ЛЕП 
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можна використовувати і одне диференціальне рівняння в частинних похід-

них 2-го порядку відносно лише однієї функції  ,u x t : 

  
2 2

2 2 0u u uLC RC GL GRu
tx t

  
    

 
, (7.7) 

або лише однієї функції  ,i x t : 

  
2 2

2 2 0i i iLC RC GL GRi
tx t

  
    

 
, (7.8) 

які легко отримати із рівняння (7.6) шляхом додаткового диференціювання і 

підстановки одного рівняння в інше. 

Покажемо це на прикладі отримання рівняння (7.8). 

Перший крок: продиференціюємо за x  друге рівняння системи (7.6), в 

результаті чого отримаємо: 

      2 2

2
, , ,i x t u x t u x t

G C
x t xx

  
  

  
. (7.9) 

Другий крок: підставимо замість першого члена в правій частині рів-

няння (7.9) його значення із першого рівняння системи (7.6), в результаті чо-

го отримаємо: 

        2 2

2
, , ,

,
i x t i x t u x t

G R i x t L C
t t xx

   
          

. (7.10) 

Третій крок: продиференціюємо перше рівняння системи (7.6) за t , в 

результаті чого отримаємо: 

      2 2

2
, , ,u x t i x t i x t

R L
x t t t

  
  

   
. (7.11) 

Четвертий крок: пам’ятаючи про те, що при незалежних змінних чер-

говість диференціювання функції від них для отримання змішаної частинної 

похідної 2-го порядку ролі не грає, підставимо замість останнього члена в 

правій частині рівняння (7.10) його значення з рівняння (7.11), в результаті 

чого отримаємо: 
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          2 2

2 2
, , , ,

,
i x t i x t i x t i x t

GR i x t GL C R L
t tx t

    
        

    
. (7.12) 

П’ятий крок: переносимо усі члени рівняння (7.12) в одну сторону і 

зводимо подібні члени, в результаті чого отримаємо рівняння (7.8). 

Аналогічним способом шляхом вилучення функції  ,i x t  та її похідних 

із системи (7.6) виводиться і рівняння (7.7). 

Легко бачити, що обидва вони мають однакову структуру. 

В теорії диференціальних рівнянь в частинних похідних рівняння (7.7), 

(7.8) відносять до рівнянь математичної фізики гіперболічного типу. З цих 

рівнянь шляхом прирівнювання до нуля окремих параметрів можна отримати 

математичні моделі трубопровідних ліній і тросів. 

Очевидно, що в трубопроводах витік газу чи рідини через стінку відсу-

тній, тому для них справедливою буде умова 

 0G  . (7.13) 

З фізики відомо, що для гідравлічних і пневматичних систем аналогом 

електричної напруги  ,u x t  є тиск  ,p x t , а аналогом електричного струму 

 ,i x t  є об’ємна витрата  ,Q x t , тобто для трубопроводів є справедливим 

 
   
   

, , ,

, , .

u x t p x t

i x t Q x t





 (7.14) 

З врахуванням умов (7.13), (7.14) з (7.7), (7.8) знайдемо, що математич-

ні моделі гідравлічних або пневматичних трубопроводів мають вигляд: 

      2 2

2 2
, , ,

0
p x t p x t p x t

LC RC
tx t

  
  

 
, (7.15) 

      2 2

2 2
, , ,

0
Q x t Q x t Q x t

LC RC
tx t

  
  

 
. (7.16) 

В рівняннях (7.15), (7.16): 

 2
8 ДR

f


 , (7.17) 
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 L
f


 , (7.18) 

 2
fC
a

 , (7.19) 

де f  — площа поперечного перерізу труби, Д  — динамічний коефіцієнт 

в’язкості газу чи рідини,   — густина газу чи рідини, a  — швидкість розпо-

всюдження звуку в газі чи рідині. 

Рівняння (7.15), (7.16) залишаються в класі гіперболічних рівнянь ма-

тематичної фізики. 

Якщо цікавить передача тепла вздовж довгого ізольованого стержня, 

то, враховуючи умови 

    , ,u x t x t , (7.20) 

 
0,
0,

G
L


 
 (7.21) 

для опису процесу зміни температури  ,x t  в часі і вздовж стержня, з рів-

няння (7.7) отримаємо модель: 

    2

2
, ,

0
x t x t

RC
tx

  
 


, (7.22) 

яку називають рівнянням теплопровідності і відносять до класу параболіч-

них рівнянь математичної фізики. 

В рівнянні (7.22) 

 cRC 


 , (7.23) 

де   — густина матеріалу стержня, c  — питома теплоємність цього матеріа-

лу, а   — коефіцієнт його теплопровідності. 

Аналогічну модель за умови (7.21) та умови 

    , ,i x t q x t  (7.24) 

із рівняння (7.8) можна отримати для опису процесу розповсюдження тепло-

вого потоку  ,q x t  в часі та вздовж стержня, а саме: 
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    2

2
, ,

0
q x t x t

RC
tx

 
 


, (7.25) 

для якої є також справедливою умова (7.23). 

Слід зазначити, що рівняннями параболічного типу описуються також 

процеси передачі низькочастотних сигналів в телеграфних і телефонних ка-

белях, для яких в достатньому для практичних розрахунків наближенні вико-

нується умова (7.21). 

Тож процес розповсюдження напруги  ,u x t  в такому кабелі досить 

точно описується рівнянням 

    2

2
, ,

0
u x t u x t

RC
tx

 
 


, (7.26) 

а процес розповсюдження струму — рівнянням 

    2

2
, ,

0
i x t i x t

RC
tx

 
 


. (7.27) 

З теорії подібності відомо, що аналогом електричної напруги  ,u x t  

для механічних систем є швидкість руху тіла  ,v x t , аналогом електричного 

струму  ,i x t  є сила  ,F x t , яка діє на тіло, а аналогами індуктивності L , 

активного опору R  та ємності C , відповідно, є податливість n , механічна 

провідність тертя h  та маса m . 

Виходячи з указаних аналогій, а також з того, що для тросів, як і для 

трубопроводів, справедливою є умова (7.13), із рівнянь (7.7), (7.8) можна за-

писати математичні моделі для троса у вигляді: 

      2 2

2 2
, , ,

0
v x t v x t v x t

n m h m
tx t

  
    

 
, (7.28) 

      2 2

2 2
, , ,

0
F x t F x t F x t

n m h m
tx t

  
    

 
. (7.29) 

Ці моделі суттєво спрощуються, не вносячи суттєвих похибок, якщо не 

враховувати механічну провідність тертя в тросі, тобто за умови, що 

 0h  . (7.30) 
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У цьому випадку з рівнянь (7.28), (7.29) матимемо: 

    2 2

2 2
, ,

0
v x t v x t

n m
x t

 
  

 
, (7.31) 

    2 2

2 2
, ,

0
F x t F x t

n m
x t

 
  

 
. (7.32) 

Рівняння (7.31), (7.32) в математичній фізиці носять назву рівнянь ко-

ливання струни. 

Завершимо розгляд математичних моделей об’єктів з розподіленими 

параметрами моделлю широко розповсюдженого теплообмінника типу «тру-

ба в трубі» (рис. 7.3). 

  

x 
θ1 v1 

v2 

v1 

θ2 

θs 

 
Рисунок 7.3 — Повздовжній розріз секції теплообмінника 

типу «труба в трубі» 

Цю модель запишемо лише для процесу зміни в часі та вздовж труби 

температури в рідких середовищах 1 , 2  та у стінці s , що їх розділяє. 

При розробці цієї моделі використано дуже розповсюджений і практи-

чно підтверджений принцип, що швидкість зміни температури   рідини, що 

переміщується зі швидкістю v  в часі та вздовж труби, яка характеризується 

відповідними похідними, пропорційна різниці температур цієї рідини та стін-

ки, від якої надходить потік тепла, тобто 
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 (7.33) 
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де 1  — температура рідини в зовнішній трубі, 2  — температура рідини у 

внутрішній трубі, s  — температура тонкої стінки внутрішньої труби, яка 

розділяє рідини, 1s , 2s , 1s , 2s  — коефіцієнти теплопровідності між сті-

нкою внутрішньої труби і рідинами, 1 , 2  — коефіцієнти, які характеризу-

ють режими роботи теплообмінника і визначаються через швидкість рідин, 

тобто: 

 в режимі току (коли обидві рідини рухаються по трубах в одному на-

прямку): 

 1 1 2 2,v v   , (7.34) 

 в режимі протитоку (коли обидві рідини рухаються по трубах назу-

стріч одна одній): 

 1 1 2 2,v v    . (7.35) 

Моделлю (7.33) і завершимо розгляд моделей елементів систем з роз-

поділеними параметрами, що базуються на рівняннях математичної фізики. 

Очевидно, що у випадках, коли необхідно проаналізувати лише проце-

си, які протікають в конкретних об’єктах з розподіленими параметрами, до-

статньо задати початкові та граничні умови і розв’язати відповідні рівняння 

математичної фізики, що описують процеси в цих об’єктах. Якщо ж об’єкт з 

розподіленими параметрами є складовою ланкою системи, то аналіз процесу 

в ньому буде не таким простим. 

 

7.3 Аналіз математичних моделей систем з розподіленими 

параметрами 

В найбільш загальному вигляді математична модель об’єкта з розподі-

леними параметрами на основі диференціальних рівнянь в частинних похід-

них отримана у вигляді (7.6). 

Як показано в попередньому підрозділі, із системи рівнянь (7.6) можна 

отримати всі інші важливі для практики моделі об’єктів з розподіленими па-
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раметрами як в класі диференціальних рівнянь математичної фізики гіпербо-

лічного типу, так і параболічного. 

Тож немає потреби аналізувати всі отримані в попередньому підрозділі 

моделі. Достатньо провести аналіз найбільш загальної моделі у вигляді (7.6) і 

показати як розповсюдити отримані результати на всі інші випадки. 

Вважаючи початкові умови нульовими, перетворимо за Лапласом рів-

няння системи (7.6), вважаючи незалежною змінною час t , а x  розглядаючи 

як параметр. В результаті перетворення отримаємо: 

      ,
,

dU x p
R pL I x p

dx
    , (7.36) 

      ,
,

dI x p
G pC U x p

dx
    . (7.37) 

Звертаємо увагу, що після перетворення за Лапласом, тобто взяття ін-

тегралів Лапласа за змінною t , функції  ,U x p ,  ,I x p  стають функціями 

лише однієї незалежної змінної x  з параметром p , тож в рівняннях (7.36), 

(7.37) маємо право розглядати не частинні похідні від функцій, як було в 

(7.6), а звичайні. 

Продиференціювавши за x  рівняння (7.36), отримаємо: 

      2

2
, ,d U x p dI x p

R pL
dxdx

   . (7.38) 

Підставивши в рівняння (7.38) значення похідної струму з рівняння 

(7.37) і перенісши всі члени в одну сторону, матимемо: 

        
2

2
,

, 0
d U x p

R pL G pC U x p
dx

      . (7.39) 

Рівняння (7.39) є диференціальним рівнянням 2-го порядку відносно 

 ,U x p  за змінною x , характеристичне рівняння якого має вигляд: 

    2 0R pL G pC      . (7.40) 

Коренями рівняння (7.40), очевидно, є 

    1,2 R pL G pC      . (7.41) 
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Зауважимо, що корінь 1 , як правило, називають коефіцієнтом розпо-

всюдження хвилі, або хвилевою сталою, і позначають як  

      p R pL G pC     . (7.42) 

Введення (7.42) дає нам право стверджувати, що 

        1 2,p p p p      . (7.43) 

З теорії диференціальних рівнянь відомо, що загальний розв’язок ди-

ференціального рівняння 2-го порядку (7.39) можна записати у вигляді: 

          1 2
1 2, p x p xU x p a p e a p e     , (7.44) 

або, враховуючи (7.42), (7.3), у вигляді: 

          
1 2, p x p xU x p a p e a p e     . (7.45) 

Для визначення  1a p ,  2a p  використаємо граничні умови, які, як ви-

дно з рис. 7.2, мають вигляд: 

        0, 0, 0ПU p E p I p Z p для x    , (7.46) 

      , , KU l p I l p Z p для x l   . (7.47) 

Підставляючи 0x   в рівняння (7.44), отримаємо: 

      1 20,U p a p a p  , (7.48) 

або, з врахуванням (7.46): 

          1 2 0, Пa p a p E p I p Z p    . (7.49) 

Продиференціювавши (7.45) за x , отримаємо: 

              
1 2

, p x p xdU x p
p a p e p a p e

dx
         . (7.50) 

Зіставлення рівнянь (7.36) та (7.50) дає нам право записати, що 

                
1 2, p x p xR pL I x p p a p e p a p e            , (7.51) 

або 

              2 1, p x p xp a p p a p
I x p e e

R pL R pL
   

 
 

. (7.52) 

При 0x   з рівняння (7.52) матимемо: 
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          2 10,
p a p p a p

I p
R pL R pL

  
 

 
, (7.53) 

При x l  із рівняння (7.52) матимемо: 

              2 1, p l p lp a p p a p
I l p e e

R pL R pL
   

 
 

, (7.54) 

а з рівняння (7.45): 

          
1 2, p l p lU l p a p e a p e     . (7.55) 

Підставляючи (7.53) в (7.49), а (7.54) і (7.55) в (7.47), отримаємо два рі-

вняння з двома невідомими  1a p ,  2a p , а саме: 
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 (7.56) 

або 

 
             
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    
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               

 (7.57) 

Розв’язуючи систему рівнянь (7.57), знайдемо, що 

 

            
           

           

            
           

           

1

2

,

.

p l
K

p l
П K

p l
K П

p l
K

p l
П K

p l
K П

R pL p Z p R pL e E p
a p

R pL p Z p R pL p Z p e

R pL p Z p R pL p Z p e

R pL p Z p R pL e E p
a p

R pL p Z p R pL p Z p e

R pL p Z p R pL p Z p e















 

 



 

 







      
  
      


      

      


     



      









 (7.58) 

Нехай 
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(7.59)

 

Підставляючи значення  1a p ,  2a p  із (7.58) у (7.45) з врахуванням 

(7.59), отримаємо: 
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(7.60)

 

Оскільки передаточна функція об’єкта  ,W x p  — це відношення пере-

творених за Лапласом вихідного сигналу  ,U x p  до вхідного  E p , то 
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(7.61)

 

а рівняння (7.60) можна записати і так: 

      , ,U x p W x p E p  . (7.62) 

Якщо довга лінія є об’єктом управління, а тому цікавими є процеси, що 

в ній протікають, як у часі, так і в просторі, тобто вздовж обох координат t , 

x , то в структурній схемі такої системи цю лінію слід враховувати передато-

чною функцією (7.61). 

Якщо ж довга лінія є елементом зв’язку між регулятором та об’єктом 

управління, то не будемо цікавитись процесами, які протікають у самій лінії 

вздовж координати x , а цікавитимось лише передавальними властивостями 

лінії, і тому у структурній схемі її слід враховувати передаточною функцією 

 ,W l p , яку отримаємо із (7.61) підстановкою x l , тобто функцією 

        
 

2
,

, , , , ,
K

П K

R pL p Z p
W l p

A R L Z Z p





 . (7.63) 
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Для трубопроводів структура передаточних функцій (7.61), (7.63) збері-

гається, але в зв’язку з виконанням для них умови (7.13) змінюється вираз, за 

допомогою якого визначається параметр  p , тобто замість (7.42) будемо 

використовувати 

    * p pC R pL   . (7.64) 

А для процесу передачі тепла в довгому ізольованому середовищі у 

зв’язку з виконанням умови (7.21) змінюється як параметр  p , тобто за-

мість (7.42) слід використовувати 

  * p pRC  , (7.65) 

так і структура передаточних функцій (7.61), (7.63), тобто замість них слід 

використовувати 
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 
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(7.66)

 

      
 

2 *
* ,

* ,* , , ,
K

H K

R p Z p
W l p

A R Z Z p



 
 , (7.67) 

де 
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p l
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R p Z p R p Z p e





  

  

   

  
 
(7.68)

 

Нагадаємо, що рівнянням математичної фізики параболічного типу 

описується не лише процес передачі тепла, а й процес передачі низькочасто-

тних сигналів в телефонних і телеграфних лініях. А тому для передаточних 

функцій телефонних і телеграфних довгих ліній теж будуть справедливими 

співвідношення (7.65) – (7.68). 

Ще більш простими є вирази для  p ,  ,W x p ,  ,W l p , за допомо-

гою яких в системах управління описуються троси, оскільки для них викону-
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ється не лише умова (7.13), але й умова (7.30). Для тросів замість (7.42), 

(7.61) та (7.63) матимемо: 

  * * p p LC p n m    , (7.69) 
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(7.70)
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(7.72)

 

Тепер розглянемо більш детально модель теплообмінника «труба в 

трубі» (7.33). 

Перетворюючи за Лапласом третє рівняння системи (7.33), отримаємо: 
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(7.73)

 

де 

     0
, 0 ,s s t

x x t 


  (7.74) 

— початкова умова вздовж стінки, що розділяє рідини з температурами 1  і 

2 . 

Аналогічно, перетворюючи за Лапласом перше і друге рівняння систе-

ми (7.33), матимемо: 
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 (7.75) 
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 (7.76) 

— початкові умови для температури в обох рідинах вздовж труби. 

Підставляючи в рівняння (7.75) значення  ,s x p  із (7.73), отримаємо: 
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(7.77)
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(7.78)

 

Перетворюючи рівняння (7.77), (7.78) за Лапласом за просторовою ко-

ординатою x , матимемо: 
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(7.79)
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(7.80)

 

Позначимо: 
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 (7.81) 

З врахуванням (7.81), рівняння (7.79), (7.80) можна переписати так: 
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(7.83)

 

Підставляючи рівняння (7.82) в (7.83), отримаємо рівняння відносно 

 2 ,q p  та початкових  1 , 0q ,  , 0s q ,  2 , 0q  і граничних  1 0, p , 

 2 0, p  умов, розв’язуючи яке отримаємо двовимірне зображення за Лапла-

сом моделі температурного процесу  2 ,q p , застосовуючи до нього двови-

мірне обернене перетворення за Лапласом, знайдемо  2 ,x t . 

За аналогією, підставляючи рівняння (7.83) у (7.82) і застосовуючи на-

ведений вище алгоритм, знайдемо  1 ,x t . 

Слід зазначити, що якщо теплообмінник є елементом якоїсь замкнутої 

системи керування, то в структуру цієї системи він увійде структурною схе-

мою, наведеною на рис. 7.4. 

Оскільки передаточні функції окремих ланок на цій схемі легко визна-

чаються її зіставленням з рівняннями (7.82), (7.83), то окремо виписувати їх 

не будемо. 

Але, як і в кінці попереднього підрозділу, ще раз наголошуємо на тому, 

що структурною схемою, наведеною на рис. 7.4, з відповідно визначеними 

двовимірними передаточними функціями, теплообмінник «труба в трубі» 
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слід задавати лише у випадках, коли він є складовою ланкою більш складної 

системи, наприклад, системи автоматичного керування, і процеси в ньому ці-

кавитимуть у взаємозв’язку з процесами в інших складових ланках цієї сис-

теми. 
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 0,qs  

 p,q2  

 
Рисунок 7.4 — Структурна схема теплообмінника «труба в трубі» 

Якщо ж викликають цікавість лише процеси, що протікають в тепло-

обміннику, який розглядається сам по собі, то простіше такий аналіз здійс-

нювати шляхом безпосереднього розв’язання рівнянь (7.33) чисельними ме-

тодами за допомогою комп’ютерів, оснащених пакетами Mathcad чи Matlab. 
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7.4 Математичні моделі систем з чистим запізненням 

В класі систем з розподіленими параметрами особливе місце займають 

системи з чистим запізненням. 

Це, наприклад, технологічні об’єкти з переміщенням матеріалів за до-

помогою конвеєрів, пристрої з лініями затримки сигналу чи хімічні реактори 

з конвеєрним або лопатевим переміщенням реагентів. 

Їх особливе місце пояснюється тим, що після визначення чистого запі-

знення проходження сигналу в таких об’єктах процеси в них можна описува-

ти за допомогою звичайних диференціальних рівнянь, а не рівнянь в частин-

них похідних, що значно простіше. 

Почнемо розгляд моделей об’єктів з чистим запізненням з найпрості-

шого з них — лінії затримки (ЛЗ) сигналу (рис. 7.5). 

 

ЛЗ  tx   ty  

 tx  

0 

а) в) 

б) г) 

t 1 

 ty  

0 
t 1 

Зpe    pX   pY  
З  

 
Рисунок 7.5 — Функціональна і структурна схеми лінії затримки 

та графіки її вхідного  x t  і вихідного  y t  сигналів 

Як видно з рис. 7.5, в та рис. 7.5, г, ЛЗ лише затримує проходження вхі-

дного сигналу, не змінюючи його форми. 

Знайдемо передаточну функцію ЛЗ. 

За визначенням вона дорівнює відношенню перетворених за Лапласом 

вихідного та вхідного сигналів. Тож 
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   
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


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
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
 




  



  









 

(7.84)

 

Якщо згадати, що АФЧХ об’єкта — це 

            j
p j

W j W p P jQ A e  


   


    , (7.85) 

де  P  ,  Q  ,  A  ,     — відповідно, дійсна, уявна, амплітудна та фа-

зова частотні характеристики, то із (7.84), (7.85) випливає, що: 

 
 
       
   

;

cos , sin ;

1, .

Зj
ЛЗ

ЛЗ З ЛЗ З

ЛЗ ЛЗ З

W j e

P Q

A



   

   

 
   
   

 (7.86) 

На рис. 7.6 наведені усі частотні характеристики ЛЗ, що визначаються 

співвідношеннями (7.86), які є її математичними моделями в частотній обла-

сті. 

 

 ЛЗA

 ЛЗQ

 ЛЗP

 ЛЗ



-1 

1 

 ЛЗ       ЛЗЛЗЛЗ A,Q,P

2


2




0 
З

*



2


 
Рисунок 7.6 — Частотні характеристики лінії затримки сигналу 
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Очевидно, що всі моделі, визначені для лінії затримки сигналу, будуть 

справедливими і для конвеєрних ліній з тією лише різницею, що характерис-

тики  W p ,  W j ,  P  ,  Q   і  A   будуть мати множником коефіці-

єнт передачі Kk , який буде меншим одиниці в разі, якщо частина матеріалу, 

що насипається на конвеєр на його вході, просипаючись, не доходить до його 

кінця, тобто для конвеєра 

 
   
       
   

, ,

cos , sin ,

, .

З Зp j
K K K K

K K З K K З

K K K З

W p k e W j k e

P k Q k

A k

 

   

   

   
   
   

 (7.87) 

Перейдемо до розгляду хімічних реакторів. 

 

 th1   tx   ty  

   ty,tx  

0 

а) б) 

t 

   tyth 1  
   ttx 1  

З  

0y  

 th a2   tx   ty  

   ty,tx  

0 

в) г) 

t 

   tyth a 2  
   ttx 1  

З  

0y  

 th k2   tx   ty  

   ty,tx  

0 

д) е) 

t 

   tyth k 2  
   ttx 1  

З  

0y  

 
Рисунок 7.7 — Можливі варіанти перехідних характеристик хімічних 

реакторів 

На рис. 7.7 наведені можливі варіанти перехідних характеристик хіміч-

них реакторів  1h t ,  2ah t ,  2kh t , які є їх реакціями на одиничний вхідний 

сигнал  1 t . 

Криві  1h t ,  2ah t ,  2kh t  в першому наближенні можна описати рів-

няннями: 
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       1
1 0, 1 1Зt

З Зh t y e t       , (7.88) 

         1 2
2 0 1 2, 1 1a З a Зt t

a З a a Зh t y a e a e t            , (7.89) 

 
         

 

2 2
2 0, 1 cos sin

1 ,

k Зt k
k З З З

З

h t y e t t

t

      




   
       

  
 

 

(7.90)

 

в яких t  — незалежна змінна (час), З  — числовий параметр, який характе-

ризує запізнення реакції об’єкта на вхідний сигнал, 0y , 1aa , 2aa , 1 , 1a , 1a , 

2k ,   — числові коефіцієнти. 

Зазначимо, що одиничні функції  1 Зt  , що дописані як множники в 

рівняння (7.88) – (7.90), необхідні в структурі цих рівнянь для того, щоб фо-

рмально «обнуляти» функції  1 , Зh t  ,  2 ,a Зh t  ,  2 ,k Зh t   при значеннях 

аргументу t , менших З . Автори посібників і монографій з інженерною осві-

тою, до речі, про це часто забувають. 

Формально, функції (7.88) – (7.90) є розв’язками диференціальних рів-

нянь, відповідно: 

    1 1З З
dyT y k x t t
dt

       , (7.91) 

при 

 1 0
1

1 , y k
T

   ; (7.92) 

      
2

1 2 1 22 1З З
d y dyT T T T y k x t t

dtdt
         , (7.93) 

при 

 

1 2
1 2

1 2 1 2

1 2 0
1 2

, ,

1 1, , ;

a a

a a

T Ta a
T T T T

y k
T T

 

    

   


 (7.94) 
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    
2

2
2 2 1З З

d y dyT T y k x t t
dtdt

          (7.95) 

при 

 

2

2 0

1 ,

, .k

T

y k
T





  

  

 (7.96) 

Подаючи на вхід хімічного реактора вхідний сигнал  x t  у вигляді оди-

ничного стрибка  1 t  і фіксуючи за допомогою самописця реакцію  y t  цьо-

го хімічного реактора, отримаємо графік його перехідної характеристики 

 Зh t  , з якого одразу ж визначаються параметри З  та 0y . 

Підставляючи ці параметри З  та 0y  в рівняння (7.88), якщо графік 

отриманої експериментально перехідної характеристики  1 , Зh t   має вигляд, 

наведений на рис. 7.7, б, отримаємо рівняння з одним невідомим 1 , для 

розв’язання якого відносно 1  достатньо на графіку характеристики  1 , Зh t   

взяти лише одну точку і підставити її координати  1*, *, Зt h t   в рівняння 

(7.88). Підставивши знайдені значення 1  і 0y  в співвідношення (7.92), ви-

значимо коефіцієнти моделі (7.91), чим завершимо її ідентифікацію. 

Якщо графік експериментально отриманої перехідної характеристики 

 2 ,a Зh t   має вигляд, наведений на рис. 7.7, г, то для отримання чотирьох 

параметрів 1aa , 2aa , 1a , 2a , які однозначно визначаються згідно зі співвід-

ношеннями (7.94) лише через два параметри 1T , 2T , необхідно спочатку під-

ставити співвідношення (7.94) в рівняння (7.89), а потім взяти дві точки на 

графіку характеристики  2 ,a Зh t   і, підставивши їх координати  2*, *,a Зt h t   

та  2**, **,a Зt h t   в рівняння (7.89), побудувати систему двох рівнянь з дво-

ма невідомими 1T , 2T . Розв’язуючи цю систему двох рівнянь, знайдемо чис-
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лові значення 1T , 2T , підставляючи які в модель (7.93), здійснимо її ідентифі-

кацію. 

Якщо ж графік експериментально отриманої перехідної характеристики 

 2 ,k Зh t   має вигляд, наведений на рис. 7.7, е, то для отримання двох неві-

домих параметрів 2k ,   необхідно взяти дві точки на графіку характерис-

тики  2 ,k Зh t   і, підставивши їх координати  2*, *,k Зt h t   та 

 2**, **,k Зt h t   в рівняння (7.90), побудувати систему двох рівнянь з двома 

невідомими 2k ,  , розв’язавши яку, знайти числові значення цих невідо-

мих. Підставивши ці числові значення в рівняння (7.96) і розв’язавши їх, 

знайдемо числові значення параметрів T ,  , підставивши які разом з коефі-

цієнтом k  в модель (7.95), здійснимо її ідентифікацію. 

Два важливих зауваження: 

1. В книгах, присвячених аналізу систем з розподіленими параметрами, 

обов’язково фігурують графічні або графоаналітичні методи визначення кое-

фіцієнтів моделей (7.91), (7.93), (7.95). Ці методи вирішено не розглядати, 

оскільки в еру комп’ютерів та пакетів прикладних програм типу Mathcad чи 

Matlab, за допомогою яких рівняння 2-го порядку з будь-якими коефіцієнта-

ми розв’язуються дуже просто і швидко, на наш погляд, недоцільно «засмі-

чувати» матеріал викладенням методів, розроблених в іншу епоху і розрахо-

ваних на ручні розрахунки. 

2. В околі точки стаціонарного режиму автоматичної системи в разі ви-

користання елемента з розподіленими параметрами типу хімічного реактора 

як об’єкт регулювання, в силу недопущення регулятором значних відхилень 

режиму у цій системі від стаціонарного, структуру такого об’єкта регулю-

вання з достатнім для практичних задач ступенем адекватності можна подати 

у вигляді послідовного з’єднання ланки чистого запізнення і структурної 

ланки з передаточною функцією  , 1, 2, 3iW p i   не вище другого порядку 

(рис. 7.8), де 



 
195 

  1
1 1

kW p
T p




 (7.97) 

— в разі, якщо перехідна характеристика має вигляд, наведений на 

рис. 7.7, б; 

  
 2 2

1 2 1 2 1
kW p

T T p T T p


  
 (7.98) 

— в разі, якщо  , Зh t   має вигляд, наведений на рис. 7.7, г, і 

  3 2 2 2 1
kW p

T p Tp


 
 (7.99) 

— в разі, якщо  , Зh t   має вигляд, наведений на рис. 7.7, е. 

В наведеному вище легко переконатись, якщо перетворити за Лапласом 

рівняння (7.91), (7.93), (7.95) і знайти відношення перетвореного за Лапласом 

вихідного сигналу  Y p  до вхідного  X p . 

 
Зpe   

 pX   pY   
321 ,,i

pWi
  

 
Рисунок 7.8 — Структурна схема об’єкта з розподіленими параметрами 

типу хімічного реактора як складової ланки системи 
автоматичного регулювання процесів в ньому 

Виникає запитання: «А що ж робити, якщо процес в об’єкті з розподі-

леними параметрами типу хімічного реактора необхідно дослідити в усьому 

діапазоні можливих змін вхідного сигналу  x t ?». 

Адже у цьому випадку використання наближених моделей у вигляді 

звичайних диференціальних рівнянь не вище 2-го порядку з аргументом, що 

запізнюється, типу (7.91), (7.93), (7.95) може призвести до суттєвих похибок. 

Більш точну ідентифікацію процесів в таких об’єктах можна здійснити, 

використовуючи їх модель у формі імпульсної перехідної характеристики 

 g t , заданої у просторі ортонормованих функцій   i t , 0,1, ,i n  , тобто 

у вигляді 
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    
0

n

i i
i

g t C t


 , (7.100) 

де  i t , 0,1, 2, ,i n   — функції, для яких виконуються умови ортогональ-

ності 

    
0

0,i j i jt t dt i j   


   , (7.101) 

або 

              
0

0,i j i jw t t w t t t t w t dt i j   


    , (7.102) 

якщо вони ортогональні з вагою  w t , а також умови нормування 

  2

0

1i i i i t dt   


    , (7.103) 

або 

          2

0

1i i i iw t w t w t t w t dt   


    . (7.104) 

Найпростішою і добре відомою студентам технічних університетів сис-

темою ортогональних функцій є система  cos k t ,  sin k t , 1, 2,k  , в 

якій (7.100) є розкладом функції  g t  в тригонометричний ряд Фур’є. 

Більш складними системами ортогональних функцій є поліноми Ермі-

та, Ляггера, Чебишова, зі способом отримання яких за методикою Грама-

Шмідта можна ознайомитись в будь-якому підручнику з функціонального 

аналізу. 

На рис. 7.9 показана схема ідентифікації імпульсної перехідної харак-

теристики  g t  в просторі ортогональних функцій   i t , 0,1, ,i n  . 

На цій схемі  
iC , 0,1, ,i n   — коефіцієнти розкладу (проекції) 

функції  g t  в просторі   i t , 0,1, ,i n  ; 
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      *t y t y t    (7.105) 

— похибка апроксимації функції  g t  ортогональним рядом (7.100); 

  2

0

T
J t dt   (7.106) 

— критерій адекватності моделі (7.100), який є функціоналом похибки  t . 

 

 
T

dtt
0

2   tg  

 0 t  0C  
 tx1  

 1 t  
1C  

 tx2  

 tn  nC  
 txn  

  
 t*y  

 tx  J   ty   t   t2  

 
Рисунок 7.9 — Схема ідентифікації імпульсної перехідної характеристики 

 g t  динамічного об’єкта в просторі ортогональних функцій 

  i t , 0,1, ,i n   

Ідентифікація імпульсної перехідної характеристики  g t  ортогональ-

ним рядом (7.100) зводиться до такого налаштування коефіцієнтів 

0 1, , , nC C C  (рис. 7.9), яке приводить до мінімального значення критерію 

адекватності (7.106). 

Маючи значення  g t , завжди можна, перетворивши її за Лапласом, 

отримати передаточну функцію  W p  об’єкта. 

Ідентифікацію у такий спосіб можна здійснювати в процесі нормальної 

експлуатації об’єкта, але в цьому випадку структурна схема об’єкта не може 
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бути показана у вигляді, зображеному на рис. 7.8, тобто вона не містить в со-

бі ланку запізнення в чистому вигляді. 

Але за допомогою аналогової ЕОМ можна здійснити ідентифікацію 

об’єкта з розподіленими параметрами так, що і ланка чистого запізнення в 

його структурній схемі зберігається, і коефіцієнти диференціального рівнян-

ня високого порядку, які є одночасно і коефіцієнтами передаточної функції, 

визначаються в процесі нормальної експлуатації цього об’єкта. 

В загальному вигляді схема цього способу ідентифікації показана на 

рис. 7.10, на якому модель об’єкта задається диференціальним рівнянням з 

аргументом, що запізнюється (ДРАЗ), а критерій адекватності моделі має той 

же вигляд, що і в попередньому випадку, тобто визначається функціоналом 

(7.106). 

 

 
T

dtt
0

2  

 t*y  

 tx  J   ty   t   t2  

ДРАЗ 

Об’єкт 

 
Рисунок 7.10 — Схема ідентифікації об’єкта з розподіленими параметрами 

за допомогою моделі у вигляді диференціального рівняння  
з аргументом, що запізнюється (ДРАЗ) 

Для розкриття суті цього способу ідентифікації припустимо, що процес 

в об’єкті реально описується диференціальним рівнянням 
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коефіцієнти якого і значення чистого запізнення З  не знаємо, а знаємо лише 

показники n  та m . 

Позначимо оператор диференціювання d
dt

 символом D . Тоді матиме-

мо: 

 
2

2
2, , ,

n
n

n
d d dD D D
dt dt dt

   . (7.108) 

Запізнення аргументу в усіх членах правої частини на З  можна подати 

як дію оператора ЗDe   на відповідну функцію, тобто 
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 (7.109) 

З врахуванням співвідношень (7.108), (7.109) ДРАЗ (7.107) можна пе-

реписати так: 

 
   

   

1
1 1

1
1 1 0

1

,З

n n
n n

Dm m
m m

a D a D a D y t

b D b D b D b e x t







    

     




 

(7.110)
 

або 
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(7.111)
 

Нехай є можливість вхідний сигнал  x t  подати на аналогову ЕОМ, на 

якій набрано такої ж структури диференціальне рівняння 

 
   

   *

1
1 1

1
1 1 0

1

0,

n n
n n

Dm m
m m

D D D y t

D D D e x t

  

   







     

      




 

(7.112)
 



 
200 

параметри i , 1, 2, ,i n  ; s , 1, 2, ,s m   та *  якого в процесі моделю-

вання можна змінювати. 

Підстроюючи ці параметри, домагаємось виконання умови 

  2

0

min
T

J t dt  . (7.113) 

Ті значення вказаних параметрів *
i , *

s , *
* , які задовольняють умову 

(7.113), і приймаємо за оцінки відповідних коефіцієнтів ia , sb , З . 

Проте слід зазначити, що ця задача належить до класу некоректних, 

оскільки експонента з аргументом, що запізнюється, не може бути представ-

лена однозначно, а розраховується шляхом розкладення в зрізаний ряд з на-

перед невідомою кількістю членів, оскільки запізнення теж є невідомим. 

Завершимо цей підрозділ навчального посібника тим, як можна знайти 

математичну модель об’єкта з розподіленими параметрами у вигляді його ім-

пульсної перехідної характеристики  g t  з врахуванням запізнення З  в разі, 

якщо і вхідний  x t , і вихідний  y t  сигнали цього об’єкта є стаціонарними 

випадковими процесами. У цьому випадку структурна схема об’єкта матиме 

вигляд, зображений на рис. 7.11. 

 
ЗDe   

 tx   ty   tg  
 

Рисунок 7.11 — Структурна схема об’єкта з розподіленими параметрами 
у вигляді послідовного з’єднання ланки чистого запізнення і 

ланки з імпульсною перехідною характеристикою  g t  

Як показано в другій частині цього навчального посібника, стаціонарні 

випадкові процеси  x t ,  y t  у цьому випадку входять до рівняння Вінера-

Хопфа кореляційною  xR   та взаємною кореляційною  yxR   функціями. 

Користуючись тим же підходом, який використано у другій частині на-

вчального посібника, легко показати, що рівняння Вінера-Хопфа у випадку 

об’єкта з розподіленими параметрами матиме вигляд: 
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      
0

,yx З x ЗR R g d      


   , (7.114) 

в якому  ,   є змінними, а З  є параметром, який легко знаходиться з графі-

ків  xR  ,  yxR   (рис. 7.12). 

     yxx R,R  

 yxR   xR  

З  
  

 
Рисунок 7.12 — Можливий варіант графіків функцій  xR  ,  yxR   

Підставляючи значення З  в рівняння (7.114) і розв’язуючи це рівняння 

одним із методів, наведених в другій частині навчального посібника, знайде-

мо функцію  g t  для подання об’єкта з розподіленими параметрами у вигля-

ді структури, зображеної на рис. 7.11. 

 

7.5 Завдання для самоперевірки 

1. В чому суть «розподіленості параметрів» об’єктів? Наведіть при-

клади об’єктів з розподіленими параметрами. 

2. Що таке принципова схема однієї фази електричної системи? Зо-

бразіть її. 

3. Виведіть систему диференціальних рівнянь 1-го порядку в частин-

них похідних, які описують процеси в довгій електричній лінії. 

4. Як отримати математичну модель довгої електричної лінії у вигляді 

диференціального рівняння в частинних похідних 2-го порядку гіперболічно-

го типу? 

5. За яких умов із загального рівняння гіперболічного типу можна 

отримати рівняння, які описують: 
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 процеси передачі тиску і об’ємних витрат в гідравлічних і пневма-

тичних трубопроводах; 

 процеси передачі температури в довгому ізольованому середовищі; 

 коливальні процеси в тросах? 

6. Як виглядає модель у часовому просторі теплообмінника типу 

«труба в трубі»? 

7. Отримайте передаточну функцію довгої лінії. 

8. Як із загальної передаточної функції довгої лінії отримати переда-

точні функції трубопроводу, теплопроводу і троса? 

9. Як виглядає структурна схема теплообмінника «труба в трубі», і 

якими є передаточні функції її структурних ланок? 

10. Як виглядають передаточні функції і частотні характеристики ліній 

затримок і конвеєрів? 

11. Як виглядають експериментальні перехідні характеристики хіміч-

них реакторів? 

12. За яким принципом підбираються математичні моделі хімічних реа-

кторів? 

13. Як визначити параметри математичних моделей хімічних реакто-

рів? 

14. Який вигляд має структурна схема хімічного реактора як складової 

частини системи автоматичного регулювання? 

15. Запишіть множину можливих передаточних функцій хімічного реа-

ктора, що працює в складі системи автоматичного регулювання. 

16. Які функції є ортонормованими? Наведіть приклад. 

17. Запишіть модель імпульсної перехідної характеристики динамічно-

го об’єкта в ортогональному базисі. 

18. Як виглядає схема ідентифікації імпульсної перехідної характерис-

тики динамічного об’єкта в ортогональному базисі? В чому суть ідентифіка-

ції? 
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19. Складіть схему ідентифікації об’єкта з розподіленими параметрами 

за допомогою моделі у вигляді диференціального рівняння з аргументом, що 

запізнюється (ДРАЗ). 

20. Як визначити параметри моделі у вигляді ДРАЗ в процесі нормаль-

ної експлуатації об’єкта? 

21. Як виглядає рівняння Вінера-Хопфа для об’єкта з розподіленими 

параметрами? 

22. Як визначити чисте запізнення З  та імпульсну перехідну характе-

ристику  g t  об’єкта з розподіленими параметрами, на вхід якого надходить 

стаціонарний випадковий сигнал? 

 

 

 

Розділ 8 МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ НЕЛІНІЙНИХ 

ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ З АНАЛІТИЧНИМИ НЕЛІНІЙНОСТЯМИ 

Аналітичними нелінійностями будемо називати такі статичні характе-

ристики нелінійних динамічних систем, тобто характеристики «вхід-вихід» 

після завершення перехідних процесів переходу від одного рівня входу до 

іншого, які не мають розривів і можуть бути апроксимовані безперервними 

функціями з безперервною першою похідною. 

 

8.1 Математичні моделі нелінійних динамічних систем, статичні 

характеристики яких допускають лінеаризацію 

Класичним і надзвичайно розповсюдженим прикладом нелінійних ди-

намічних систем, статичні характеристики яких допускають лінеаризацію, є 

системи з електромеханічним перетворенням енергії, обов’язковою складо-

вою яких є електромагнітні підсистеми. Цими складовими можуть бути елек-

тродвигуни, електричні генератори, електромагнітні муфти, магнітні підси-
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лювачі, тягові соленоїди та інші елементи, характерною особливістю яких є 

наявність котушки індуктивності, намотаної на сталеве осердя. 

Спільним для всіх цих елементів електромеханічної системи є те, що їх 

характеристики намагнічування, які є залежністю магнітного потоку   в 

осерді від струму I  в обмотці, мають вигляд, наведений на рис. 8.1. 
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Л

0 

 
Рисунок 8.1 — Графік характеристики намагнічування  f I   

електромагнітної системи 

Із цього рисунка видно, що лінійною характеристику намагнічування 

 f I   можна вважати лише при значеннях струму I  в обмотці, які не пе-

ревищують ЛI . А при ЛI I  магнітна система починає насичуватись, і маг-

нітний потік   в сталевому осерді хоча й збільшується зі зростанням струму 

I , але не пропорційно значенням струму. 

Тож, якщо елемент електромеханічної системи з характеристикою на-

магнічування  f I  , наведеною на рис. 8.1, працює при значеннях струму 

в обмотці ЛI I , то система з таким елементом буде належати до класу лі-

нійних, і для математичного моделювання процесів в ній можна використо-

вувати весь той математичний апарат, який наведено в попередніх двох час-

тинах даного навчального посібника. 

Але, якщо цей же елемент працює при значеннях ЛI I , наприклад, 

при HI I , то лінійною його характеристику намагнічування вже вважати не 
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можна, оскільки, якщо її вважати лінійною, це означатиме, що при HI I  ма-

гнітний потік   в осерді повинен бути рівним Л
H , в той час як насправді він 

дорівнює H  (див. рис. 8.1). 

Оскільки аналіз процесів в лінійних системах є найбільш простим і уза-

гальненим, то плавні аналітичні нелінійності типу «насичення» намагаються 

«покрити» відрізками прямих так, щоб цих відрізків було найменше при до-

пустимих значеннях похибок заміни реальної нелінійної кривої ламаною, 

складеною з відрізків прямих. Процес заміни плавних нелінійностей ламани-

ми лініями, що складаються з відрізків прямих, називають їх лінеаризацією. 

Приклад такого «покриття», тобто лінеаризації, наведено на рис. 8.2, на 

якому крива 0 a b c d     замінюється ламаною * *0 a b c d    , тобто 

вона «покривається» трьома відрізками *0 a , * *a c , *c d  прямих. 

 

I 

HI  ЛI  

  

d  

H  

Л  

0 

с 
b 

a 

d 
с* 

a* 

*aI  

ЗI  
*cI  

*c  

З  

*a  

dI  

 
Рисунок 8.2 — Варіант «покриття» кривої намагнічування  f I   

відрізками прямих 

У цьому випадку під час аналізу процесів, що протікають в даному 

елементі електромеханічної системи, при значеннях струму ЛI I  як харак-

теристику намагнічування  f I   будемо використовувати відрізок прямої 



 
206 

*0 a , при значеннях струму Л ЗI I I   — відрізок прямої * *a c , а при зна-

ченнях струму ЗI I  — відрізок прямої *c d . 

Очевидно, що такою заміною кривої намагнічування ламаною лінією 

будемо мати певну похибку моделювання, найбільші значення якої досяга-

тимуться в точках  * *,a aI  ,  * *,c cI  . 

Але якщо в усталеному режимі роботи елемент працює в точці 

 ,H HI  , то з рис. 8.2 легко побачити, що у цій точці похибка моделювання 

дорівнюватиме нулю. 

Тож виходить, що кускова лінеаризація плавної нелінійної характерис-

тики елемента електромеханічної системи, допускаючи певну похибку при 

моделюванні перехідних процесів, дозволяє звести цю похибку до нуля при 

математичному моделюванні усталеного режиму. 

Якщо елемент електромеханічної системи працює здебільшого не в но-

мінальному  ,H HI  , а в якомусь іншому режимі, наприклад,  ,З ЗI  , то 

підхід залишається тим же, однак в цьому випадку точку «b» ламаної сумі-

щаємо з точкою  ,З ЗI   кривої. 

Три важливих зауваження: 

1. Під час математичного моделювання нелінійних динамічних систем 

з елементами, що мають аналітичні нелінійні характеристики типу наведених 

на рис. 8.1 та рис. 8.2, необхідно не забувати «зшивати» рішення сусідніх ма-

тематичних моделей в моменти часу, коли процес, що моделюється, входить 

в точки стику ламаних, якими лінеаризується нелінійна характеристика. 

2. Якщо моделюється нелінійна динамічна система з регулятором, що 

не допускає суттєвих відхилень процесу від заданого режиму роботи, то при 

моделюванні усталеного режиму такої системи та близьких до нього перехі-

дних режимів завжди достатньо враховувати лише один лінійний відрізок 

ламаної, що «покриває» нелінійність в області, для якої точка заданого ре-

жиму є внутрішньою. При цьому чим більшим є коефіцієнт підсилення регу-
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лятором вхідного сигналу, тим меншою буде похибка моделювання, оскільки 

з ростом коефіцієнта підсилення регулятора звужується область відхилення 

робочої точки на нелінійній характеристиці елемента системи від точки зада-

ного режиму. 

3. Кусково-лінійна апроксимація нелінійної характеристики елемента 

системи в загальному вигляді  y f x  непридатна для використання в зада-

чах оптимізації цієї системи аналітичними методами, оскільки в точках стику 

ламаної перша похідна dy
dx

 має розрив 1-го роду, а другої похідної 
2

2
d y
dx

 не 

існує взагалі, в той час як аналітичні методи оптимізації вимагають існування 

як 1-ої, так і 2-ої похідних нелінійної характеристики перетворення в усіх то-

чках області оптимізації. 

 

8.2 Метод ідентифікації нелінійних динамічних систем з 

екстремальними статичними характеристиками 

Загальна характеристика методу. Запропоновано метод ідентифікації 

нелінійних динамічних систем з екстремальними характеристиками, для реа-

лізації алгоритму якого на систему потрібно подавати спочатку сходинковий, 

а потім синусоїдальний вхідний впливи і реєструвати реакції системи на ці 

впливи. Розрахункові співвідношення запропонованого методу отримані згі-

дно з ідеологією Фур’є-інтегрального методу ідентифікації і передбачають 

розкладення вхідного впливу і реакції системи на нього у відрізки рядів 

Фур’є. 

 

8.2.1 Вихідні умови та постановка задачі 

Досить широкому класу динамічних систем в хімічній технології та те-

плоенергетиці з вхідним впливом  x t  та реакцією на нього  y t , динаміка 

яких характеризується імпульсною перехідною характеристикою  g t , при-
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таманна статична характеристика  y f x , яка має екстремальний характер 

(рис. 8.3). 

yexst

xexst x

y

 
Рисунок 8.3 — Екстремальна статична характеристика нелінійної  

динамічної системи 

Тож, щоб повністю ідентифікувати таку нелінійну систему, необхідно 

визначити обидві ці характеристики і  g t , і  y f x . 

Саме така задача і ставиться. 

Для розв’язання цієї задачі висунемо дві вихідні передумови, згідно з 

першою з яких пропонується ідентифікувати статичну нелінійну характерис-

тику  y f x  системи степеневим поліномом третього порядку, тобто 

 2 3
1 2 3y c x c x c x   . (8.1) 

Звичайно, для апроксимації екстремальної статичної характеристики, 

наведеної на рисунку 8.3, можна використати і степеневий поліном другого 

порядку, оскільки у нього точка екстремуму буде мати такі ж самі координа-

ти  ,exst exstx y , але використаємо степеневий поліном третього порядку, тому 

що він точніше передає характер наростання координати y  при початкових 

значеннях координати x . 
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А як другу вхідну передумову використаємо відомий підхід, оснований 

на тому, що структура динамічної системи розглядається у вигляді послідов-

ного з’єднання її інерційної лінійної частини з імпульсною перехідною хара-

ктеристикою  g t  і проміжним вихідним сигналом  *x t  та нелінійної без-

інерційної ланки з характеристикою  *y f x  (рис. 8.4). 

 
Рисунок 8.4 — Структура нелінійної динамічної системи з виділенням 

інерційної лінійної частини та безінерційної нелінійної частини 

Очевидно, що після введення другої вихідної умови в рівнянні (8.1) по-

трібно замість x  розглядати *x . 

 

8.2.2 Ідентифікація нелінійної статичної характеристики 

Як відомо, вихідний сигнал  *x t  лінійної частини нелінійної динаміч-

ної системи можна знайти за допомогою інтеграла згортки 

      *x t x t g d  




  , (8.2) 

який за умови фізичної реалізовності цієї системи 

    , 0,
0, 0,
g t t

g t
t

 
 


 (8.3) 

набуває вигляду 

      *

0

x t x t g d  


  . (8.4) 

Згідно з теорією Фур’є-інтегрального методу ідентифікації динамічних 

систем розкладемо вхідний сигнал  x t  у відрізок ряду Фур’є на вибраному 

проміжку часу T . В результаті цього матимемо 
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   1
n

jk t
k

k n
x t a e 


  , (8.5) 

де 1
2
T
  , а 

 

 

       

 

1

0

1 1
0 0

1

1 1cos sin ,

, 1 , , 1,0,1,2, , .

T
jk t

k

T T

a x t e dt
T

x t k t dt j x t k t dt
T T

k n n n



 

 

 

    



 
 

. (8.6) 

Одразу ж відзначимо, що при формуванні якогось сигналу фізичної си-

стеми з обмеженим запасом енергії, він завжди може бути апроксимований з 

заданою точністю відрізком ряду Фур’є. 

Підставляючи значення  x t  з виразу (8.5) у вираз (8.4), отримаємо 

      1*

0

n
jk t

k
k n

x t a e g d   





  . (8.7) 

або 

    1 1*

0

n
jk t jk

k
k n

x t a e g e d  





   . (8.8) 

Якщо згадати, що передаточна функція лінійної частини нелінійної ди-

намічної системи — це 

    
0

pW p g e d 


  , (8.9) 

а її амплітудно-фазова частотна характеристика (АФЧХ) — це 

     p j
W j W p





 , (8.10) 

то рівняння (8.8) нескладно привести до вигляду 

     1*
1

n
jk t

k
k n

x t a W jk e 


  . (8.11) 

Підставляючи значення  *x t  з виразу (8.11) у вираз (8.1) матимемо 
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   

   

1

1 1

1 1

2 3

2 1 3 1 .

n
jk t

k
k n

n n
jk t jk t

k k
k n k n

y t c a W jk e

c a W jk e c a W jk e



 



 



 

 

   
       

   



 
 

(8.12)

 

В разі якщо вхідний сигнал  x t  являє собою синусоїду з частотою 1 , 

тобто 

  
1 1

1 1
1sin

2 2 2

j t j t
j t j te e A Ax t A t A e e

j j j

 
 


 

       
, (8.13) 

рівняння (8.12) перетвориться на рівняння 

 

      
    
    

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1 1

2
2 1 1 1 1

3
3 1 1 1 1 ,

j t j t

j t j t

j t j t

y t c a W j e a W j e

c a W j e a W j e

c a W j e a W j e

 

 

 

 

 

 










   

   

  

 

(8.14)

 

у якому 

 1 1,
2 2
A Aa a
j j   . (8.15) 

Підносячи до степеня в рівнянні (8.14) і групуючи члени з однаковими 

гармонічними складовими, отримаємо 

 

     
      

      

   
   

1

1

1 1

1 1

2 1 1 1 1

2
1 1 3 1 1 1 1 1

2
1 1 3 1 1 1 1 1

2 22 2 2 2
2 1 1 2 1 1

3 33 3 3 3
3 1 1 3 1 1

2

3

3

.

j t

j t

j t j t

j t j t

y t c a a W j W j

c a c a a W j W j W j e

c a c a a W j W j W j e

c a W j e c a W j e

c a W j e c a W j e





 

 

 

  

  

 

 




 









  

    

   

   

  

 

(8.16)

 

Тепер розкладемо у відрізок ряду Фур’є на тому ж проміжку часу T  

вихідний сигнал  y t , який є реакцією динамічної системи на вхідну синусо-

їду, тобто подамо його у вигляді 

   1
m

jk t
k

k m
y t b e 


  , (8.17) 
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де 1
2
T
  , а 

 

 

       

1

0

1 1
0 0

1

1 1cos sin ,

3, 2, 1, 0, 1, 2, 3.

T
jk t

k

T T

b y t e dt
T

y t k t dt j y t k t dt
T T

k



 

 

 

   



 
 

(8.18) 

Оскільки у правій частині рівняння (8.16) маємо лише сталу складову і 

гармоніки з частотами 13 , 12 , 1 , 1 , 12 , 13 , то зрізаний ряд (8.17) 

для реакції  y t  системи на синусоїду частоти 1  теж буде мати лише ці 

складові — саме тому значення k  при визначенні коефіцієнтів Фур’є kb  за-

дані лише в межах від –3 до 3. 

Підставляючи значення  y t  з виразу (8.17) при 3m   у рівняння 

(8.16), отримаємо тотожність, яка виконуватиметься лише тоді, коли коефіці-

єнти Фур’є при однакових гармоніках у правій та лівій частинах цієї тотож-

ності будуть рівними. 

Завдяки цьому отримаємо таку систему рівнянь 

 

   
      
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  

  











  



 

 

 

    

   

  





 
 


 (8.19) 

З шостого та сьомого рівнянь цієї системи знайдемо, що 

 
   

3 3
3 3 3 3 3

1 1 1 1

b bc
a W j a W j 








 
, (8.20) 

з четвертого та п’ятого рівнянь отримаємо 
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   

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1 1

b bc
a W j a W j 








 
, (8.21) 

а з другого та третього — 

    
   

1 1 1 1 3 1 1 1 1 3
1

1 1 1 1

, , , , , ,b f a a c W b f a a c W
c

a W j a W j 
   



  


 
, (8.22) 

де 

 
        

        

2
1 1 1 3 3 1 1 1 1 1

2
1 1 1 3 3 1 1 1 1 1

, , , 3 ,

, , , 3 .

f a a c W c a a W j W j W j

f a a c W c a a W j W j W j

  

  

  

 

   


 

 (8.23) 

Як бачимо, перше рівняння системи (8.19) є надлишковим, тож його 

можна використати як критерій правильності розв’язання задачі. 

Ще одним критерієм правильності розв’язання задачі може служити 

поява суттєво відмінних від нуля значень коефіцієнтів Фур’є з номерами 

3k   та 3k    у вихідному сигналі  y t  при його розкладенні в ряд (8.17) 

за умови, що на вхід системи надходить лише синусоїда однієї частоти 1 . 

Це означатиме, що реальна статична характеристика  y x  об’єкта повинна 

апроксимуватись степеневим поліномом з порядком вище 3-го. При наявнос-

ті гармонік з частотою 14  та 14  в сигналі  y t  для апроксимації характе-

ристики  y f x  поліном потрібно брати 4-го порядку, а при наявності гар-

монік з частотою 15  та 15  цей поліном повинен мати 5-ий порядок, і далі 

за зростанням. 

Слід зазначити, що підвищення порядку полінома для апроксимації ха-

рактеристики  y f x  не надто ускладнює отримання виразів для розрахун-

ку коефіцієнтів цього полінома за умови використання на вході об’єкта сину-

соїди лише однієї частоти, оскільки для отримання співвідношень виду (8.19) 

і в цьому випадку в виразі виду (8.14) степені розкриваються за формулою 

бінома Ньютона. 
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Із співвідношень (8.20), (8.21), (8.22) випливає, що ідентифікувати екс-

тремальну статичну характеристику  y f x  нелінійної динамічної системи 

класу, що розглядається, можна лише за умови, що є відомими значення 

АФЧХ  W j  лінійної інерційної частини цієї системи на частотах 1  та 

1 , тобто відомими є  1W j  та  1W j . Тож далі піде мова про те, як 

знайти ці значення. 

 

8.2.3 Ідентифікація лінійної інерційної частини нелінійної 

динамічної системи 

З фізики будь-якої динамічної системи випливає, що допоки її масовий 

чи енергетичний об’єм не наповниться масою чи енергією, які надходять ра-

зом із вхідним впливом, принаймні, наполовину, доти процеси в цій системі 

наростають лінійно за винятком близької до нуля зони нечутливості або лю-

фту.  

 
Рисунок 8.5 — Графік перехідного процесу в динамічній системі після 

подачі на її вхід сходинкового впливу на рівні його усталеного значення 

Тож, якщо сформувати вхідний вплив на нелінійну систему так, щоб 

його рівень відповідав усталеному рівню реакції цієї системи на прикладений 

вхідний вплив (рис. 8.5), то можна стверджувати, що в діапазоні значень ви-
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хідної координати  y t  від 0,1 устy  до 0,5 устy  система вестиме себе як ліній-

на. 

І якщо вхідний вплив подається стрибком від 0 до устx , то у вказаному 

діапазоні значень  y t  вихідна координата буде збігатися з перехідною хара-

ктеристикою  h t  лінійної частини цієї системи, яка для системи з одним 

об’ємом концентрації енергії чи маси має вигляд: 

   11
t

Th t K e
 

  
 
 

, (8.24) 

для об’єкта з двома об’ємами концентрації енергії чи маси — 

   1 2
1 2 1 21 , 1

t t
T Th t K e e   

  
     
 
 

, (8.25) 

або 

   11 cos
t

Th t K e t
 

  
 
 

, (8.26) 

а для об’єкта з трьома об’ємами концентрації енергії чи маси — 

   31 2
1 2 3 1 2 31 , 1

tt t
TT Th t K e e e     

  
       
 
 

, (8.27) 

або 

   1 2
1 2 1 21 cos , 1

t t
T Th t K e e t    

  
     
 
 

. (8.28) 

Для більшої кількості об’ємів концентрації енергії чи маси ряд апрок-

симативних функцій для  h t  можна продовжити, користуючись тим самим 

принципом, але в цьому немає необхідності, оскільки в задачах синтезу сис-

тем екстремального регулювання передаточну функцію лінійної частини не-

лінійної динамічної системи немає сенсу брати вище третього порядку, адже 
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екстремальний регулятор робочу точку від точки екстремуму далеко не від-

пускає. 

Тож для апроксимації  h t  у вигляді (8.24) потрібно з кривої  y t  (див. 

рис. 8.5) скористатись двома точками в діапазоні  0,1 0,5уст устy y t y   для 

визначення параметрів K , 1T . Очевидно, що їх можна знайти з системи рів-

нянь 

  
1

1
1 1

t
Th t K e

 
  
 
 

, (8.29) 

  
2

1
2 1

t
Th t K e

 
  
 
 

. (8.30) 

Для апроксимації  h t  у вигляді (8.26) для визначення параметрів K , 

1T  та   потрібно скористатись уже трьома точками з цього ж діапазону 

[0,1 ; 0,5 ]уст устy y . Для них система рівнянь матиме вигляд 

 

 

 

1

1

2

1

1 1

2 2

1 cos ,

1 cos ,

t
T

t
T

h t K e t

h t K e t









  
   
  
  


 
   
 
 

 (8.31) 

  
3

1
3 31 cos

t
Th t K e t

 
  
 
 

. 

У такий же спосіб можна розрахувати параметри всіх інших апрокси-

мацій характеристики  h t . 

Після цього необхідно, скориставшись кількома (наприклад, M ) точ-

ками діапазону [0,1 ; 0,5 ]уст устy y  з індексом l , розрахувати для всіх знайде-
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них апроксимацій  ih t , 1,i r  середній квадрат i  похибки апроксимації за 

виразом 

   2*

1
, 1,

M

i l l
l

y h t i r


    , (8.32) 

де *
ly  — значення перехідної характеристики, взяте з експериментального 

графіка (див. рис. 8.5), а  lh t  — значення цієї характеристики, вирахуване за 

апроксимувальним виразом. 

Те з чисел 1 2, , , r   , яке буде найменшим, і визначатиме найкращу 

апроксимацію перехідної характеристики  h t  лінійної частини динамічної 

системи за критерієм мінімуму суми квадратів похибок на «свіжих» точках. 

Знаючи перехідну характеристику  h t  лінійної частини об’єкта, легко 

знайти її передаточну функцію  W p , адже  

    dh t
g t

dt
 , (8.33) 

а для отримання  W p  за відомою  g t  потрібно скористатись виразом (8.9). 

В свою чергу значення  1W j  та  1W j , які потрібні нам для іден-

тифікації екстремальної статичної характеристики  y f x , отримаємо пря-

мою підстановкою у вираз для передаточної функції  W p , отриманий за пе-

ретворенням (8.9), замість оператора p  значень 1j  та 1j . 

Звичайно, якщо після кількох однотипних експериментів з подачею на 

вхід об’єкта однакового рівня вхідного впливу сходинкового характеру отри-

маємо експериментальні криві  y t , які не збігатимуться у діапазоні 

[0,1 ; 0,5 ]уст устy y , то параметри апроксимацій  h t  у вигляді (8.24) – (8.28) 

слід обчислювати, користуючись стандартною процедурою методу най-

менших квадратів. 
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8.3 Завдання для самоперевірки 

1. Які нелінійності відносять до аналітичних? 

2. В чому полягає суть лінеаризації нелінійних характеристик динамі-

чних систем? 

3. Про що не слід забувати при лінеаризації нелінійностей? 

4. Для якого класу нелінійних динамічних систем можна застосувати 

Фур’є-інтегральний метод ідентифікації? 

5. Який вигляд мають зрізані ряди Фур’є при апроксимації ними вхід-

ного і вихідного сигналів нелінійної динамічної системи? Як знайти коефіці-

єнти Фур’є цих сигналів? 

6. Розкрийте суть алгоритму ідентифікації статичної характеристики 

нелінійної динамічної системи Фур’є-інтегральним методом? 

7. Яким чином можна перевірити адекватність статичної характерис-

тики нелінійної динамічної системи степені полінома, вибраного як її мате-

матична модель?  

8. Який експеримент потрібно провести на динамічній системі, щоб 

отримати інформацію, потрібну для ідентифікації її інерційної лінійної час-

тини? 

9. Розкрийте суть алгоритму ідентифікації лінійної частини нелінійної 

динамічної системи. 

10. За допомогою якого критерію можна перевірити якість ідентифіка-

ції лінійної інерційної частини нелінійної динамічної системи? 

 

 



 
219 

Розділ 9 МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ НЕЛІНІЙНИХ 

ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ З РЕЛЕЙНИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

9.1 Математичні моделі релейних елементів з симетричними 

характеристиками 

Практично жодна електромеханічна динамічна система не обходиться 

без релейних елементів, характеристики «вхід — вихід» яких мають вигляд, 

наведений на рис. 9.1. Надалі релейні елементи з такими характеристиками 

будемо називати симетричними. 

а)  

x

y

0y

0y

01 0  x,

 

б)  

x

y

0y

0y

01 0  x,

0x
0x

 

в)  

x

y
0y

0y

01 0  x,

0x
0x

 

г)  

x

y

0y

0y

010 0  x,

0x  
0x

0x
0x

 
Рисунок 9.1 — Характеристики «вхід — вихід» симетричних релейних елементів: 

а) без зони нечутливості та гістерезису; 
б) з зоною нечутливості, але без гістерезису; 
в) без зони нечутливості, але з гістерезисом; 
г) з зоною нечутливості та гістерезисом 

Фізично найпростіше реалізувати симетричний релейний елемент з ха-

рактеристикою, наведеною на рис. 9.1, б. Як показано на рис. 9.2, він являє 

собою котушку 1 з рухомим осердям 2, з’єднаним з рухомими контактами 3 

чотирьох пар контактів, нерухомі контакти 4 яких з’єднані з джерелом, на-

приклад, постійного струму 5. 
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Рисунок 9.2 — Принципова схема релейного елемента з характеристикою, 

наведеною на рис. 9.1, б 

При подачі на вхід цього елемента сигналу x  у вигляді напруги, при-

кладеної до котушки 1, вихідний сигнал y  у вигляді напруги джерела по-

стійного струму з’явиться лише тоді, коли вхідна напруга стане більшою 0x  і 

створить такий струм, магніторушійна сила від якого стане достатньою для 

втягування осердя 2 і замикання верхньої пари контактів 3-4 при одній поля-

рності вхідного сигналу x , або нижньої — при протилежній полярності. 

Якщо магнітна характеристика осердя релейного елемента має практи-

чно помітну петлю гістерезису, то цей релейний елемент матиме характерис-

тику «вхід — вихід», наведену на рис. 9.1, г. 

Що стосується характеристик, наведених на рис. 9.1, а та рис. 9.1, в, то 

для їх реалізації потрібні вже спеціальні схеми виконання і включення коту-

шки і осердя. 

Схемними і конструктивними способами можна отримати й інший ха-

рактер релейних характеристик, в тому числі і несиметричний уздовж однієї 

або обох осей координат. 

В загальному вигляді математичну модель релейної характеристики без 

гістерезису можна записати як 

  y x  , (9.1) 

а з гістерезисом — як 
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     *
0

,ty t x t   . (9.2) 

Покажемо, який вигляд мають оператори  , *  для характеристик, 

наведених на рис. 9.1. 

Якщо ввести знакову функцію 

  
1, 0,

0, 0,
1, 0,

x
sign x x

x

  
 
  

 (9.3) 

де символ   читається як «для будь-якого», то оператор   моделі релейної 

характеристики без гістерезису і без зони нечутливості (див. рис. 9.1, а) ма-

тиме вигляд: 

    1 0x y sign x   , (9.4) 

а оператор   моделі релейної характеристики без гістерезису, але з зоною 

нечутливості: 

      0
2 0 02

yx sign x x sign x x       . (9.5) 

Для релейного елемента з гістерезисом (рис. 9.1, в та рис. 9.1, г) харак-

терним є те, що його характеристика має зони неоднозначності, перебування 

в яких залежить не лише від поточних значень x , а й від значень x  в попере-

дні моменти часу. Крім того, цей оператор залежить від параметра  , який 

для релейної характеристики без зони нечутливості має значення: 

  0 0,t y y   , (9.6) 

а для релейної характеристики з зоною нечутливості: 

  0 0, 0,t y y   . (9.7) 

З урахуванням викладених зауважень оператор *  моделі релейної ха-

рактеристики з гістерезисом (рис. 9.1) має вигляд: 

          *
0, , 1, 2,i

t t ttx t y sign i   
  

     
(9.8)

 

де для характеристики без зони нечутливості (рис. 9.1, в) 
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    
       
       

0 0 0 01

0 0 0 0

1,

1,

t
tt

t

x t x x x t x y

x t x x x t x y


 









 

 

          
          

 (9.9) 

та 

    
       

       
       

0 0 0 0

2
0 0 0 0

0 0 0 0

1,

0 0,

1

t

t tt

t

x t x x x t x y

x x t x x x t x

x x t x x t x y

 

     

 



 



 

 

 

        

         

          

 (9.10) 

— для характеристики з зоною нечутливості (рис. 9.1, г). 

Символами t , t  позначено значення моменту часу t  за мить після йо-

го досягнення ( t ) і за мить до нього ( t ). 

В подальшому, пам’ятаючи про те, що значення t  розглядається при 

t t , а значення t  розглядається при t t , в загальному вигляді оператор 

моделі релейної характеристики з гістерезисом будемо записувати у вигляді 

          * *, ,i
ttx t x   
  . (9.11) 

Додаючи в рівняння (9.11) параметр *
0x  — зміщення вправо або вліво 

по осі x , або додаючи в рівняння (9.11) параметр *
0y  — зміщення вниз або 

вгору по осі y , можна сформувати модель несиметричної релейної характе-

ристики як з гістерезисом, так і без нього; як з зоною нечутливості, так і без 

неї. 

Ми в цьому навчальному посібнику будемо розглядати моделі лише 

симетричних релейних характеристик. 

Звертаємо увагу на те, що якщо вхідний сигнал x  релейного елемента 

може змінюватись неперервно в заданому діапазоні значень, то вихідний си-

гнал y  може мати лише два  0 0,y y  або три  0 0, 0,y y  значення, які 

з’являються на виході релейного елемента стрибком при досягненні його вхі-

дним сигналом x  порогового значення 0, 0x  чи 0x . 
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Ще однією характерною особливістю релейного елемента, яка випли-

ває з попередньої, є те, що при подачі знакозмінного сигналу x  на його вхід 

на виході цього елемента матимемо послідовність імпульсів однакової висо-

ти, але різного знака, різної ширини і з різними проміжками між ними. 

Відзначимо, що якщо вхідний сигнал x  не є випадковим процесом, то 

цілком визначеною буде і вихідна послідовність імпульсів релейного елемен-

та, для якої завжди можна записати математичну модель. 

 

9.2 Математичні моделі нелінійних динамічних систем з релейними 

елементами 

Структуру будь-якої замкненої нелінійної динамічної системи з одним 

релейним елементом і з негативним зворотним зв’язком завжди можна при-

вести до вигляду, наведеного на рис. 9.3, де РЕ — релейний елемент, а ЛЧ — 

сукупність усіх елементів з лінійними характеристиками «вхід — вихід». 

 

РЕ ЛЧ РЕ 
 ty   tx   tu   tz  

 
Рисунок 9.3 — Структурна схема замкненої нелінійної динамічної системи 

з одним релейним елементом і з негативним зворотним зв’язком 

Якщо перетворити за Лапласом сигнали  u t ,  x t ,  y t ,  z t  та алге-

браїчні і диференціальні чи інтегральні рівняння, що описують лінійну час-

тину ЛЧ, тобто перевести процес створення математичної моделі на компле-

ксну площину, то структурну схему, наведену на рис. 9.3, можна привести до 

вигляду, наведеного на рис. 9.4, де  W p  — передаточна функція ЛЧ. 
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РЕ  pW  РЕ 
 pY   pX   pU   pZ  

 
Рисунок 9.4 — Структурна схема замкненої нелінійної динамічної системи 

з одним релейним елементом і з негативним зворотним зв’язком 
на комплексній площині 

Для схеми на рис. 9.4 цілком очевидними є такі співвідношення: 

      Z p W p Y p  , (9.12) 

      X p U p Z p  . (9.13) 

Що ж до зв’язку між сигналами x , y  та характеристикою РЕ на ком-

плексній площині, то формально його можна записати як 

      Y p L x t   (9.14) 

у випадку математичної моделі РЕ у вигляді (9.1), де  L   — оператор Лап-

ласа; 

      * ,Y p L x t    (9.15) 

— у випадку математичної моделі РЕ у вигляді (9.2); 

        * ,Y p L x t     (9.16) 

— у випадку математичної моделі РЕ у вигляді (9.11). 

Зв’язуючи між собою співвідношення (9.12), (9.13) і (9.14) або (9.15) чи 

(9.16), матимемо для сигналу  X p  на вході РЕ: 

          X p U p W p L x t    , (9.17) 

або 

          * ,x p u p W p L x t     , (9.18) 

або 

            * ,x p u p W p L x t      . (9.19) 
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Якщо ж викликає цікавість вихідний сигнал  Z p  лінійної частини не-

лінійної системи, то, пам’ятаючи, що 

      x t u t z t  , (9.20) 

із співвідношень (9.12) – (9.16) та (9.20) матимемо 

         Z p W p L u t z t      , (9.21) 

або 

         * ,z p W p L u t z t       , (9.22) 

або 

           * ,z p W p L u t z t        . (9.23) 

Розглянемо процес отримання вищенаведених співвідношень на двох 

прикладах. 

Приклад 1. Нехай нелінійною динамічною системою, процеси в якій 

хочемо описати, є система регулювання електрорушійної сили  e t  генерато-

ра за допомогою вібраційного регулятора на основі релейного елемента. 

 

РЕ Г РЕ 
 ty   tu  

Я К 
 ti   tz  0y  

0y  
ЛЧ 

 te   tx  

 
Рисунок 9.5 — Функціональна схема системи регулювання ЕРС генератора 

за допомогою вібраційного регулятора на основі релейного елемента 

Функціональна схема такої системи матиме вигляд, наведений на 

рис. 9.5, на якій: 

Г — генератор, 
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К — котушка електромагніта реле, 

Я — якір електромагніта реле, 

РЕ — контакти реле, 

ЛЧ — лінійна частина системи. 

Як бачите, котушку і якір реле віднесли до лінійної частини системи, а 

контакти — до релейного елемента, що формує релейну характеристику, на-

приклад, виду (9.1), графік якої має вигляд, показаний на рис. 9.1, б. 

Фізично сигнал  u t  являє собою переміщення рухомої контактної гру-

пи реле під дією пружини, натяг якої можна змінювати, а сигнал  z t  — це 

переміщення тієї ж рухомої контактної групи реле під дією якоря реле, кот-

рий, втягуючись у котушку, переборює дію пружини. 

Якщо   0z t  , то     0x t u t x   і одна група контактів реле, яку нази-

вають нормально замкнутою, замикається, подаючи напругу 0y  на обмотку 

збудження генератора, викликаючи цим появу  e t . 

Коли      x t u t z t   стає меншим 0x , нормально замкнута контактна 

група реле розмикається і обнуляє напругу на обмотці збудження генератора, 

викликаючи зменшення  e t . Зменшення  e t  приводить до зменшення  z t  

і настає момент, коли      x t u t z t   стає більшим 0x , що приводить до 

замикання нормально замкнутої групи контактів реле. 

Оскільки інерційність як механічної, так і електромагнітної частин реле 

незначна, то частота перемикань контактів реле є високою і різниця 

   u t z t  стабілізується біля 0x , а напруга збудження генератора  y t  ста-

білізується біля 0y . 

Перейдемо до математичної моделі описаного вище процесу. 

Зв’язок між ЕРС  e t  генератора, яка подається на вхід котушки елект-

ромагніта реле, та струмом в котушці, як відомо з теоретичних основ елект-

ротехніки, задається диференціальним рівнянням 1-го порядку, що має ви-

гляд 
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 K K
diT i k e
dt
  , (9.24) 

де K
K

K

LT
r

  — електромагнітна стала часу електромагніта, KL  — індуктив-

ність котушки, а Kr  — активний опір цієї котушки, 1
K

K
k

r
  — коефіцієнт 

передачі котушки від вхідної напруги до струму в ній. 

Зв’язок між струмом  i t  в котушці електромагніта і лінійним перемі-

щенням  z t  якоря електромагніта, як відомо з фізики, задається диференці-

альним рівнянням 2-го порядку, що має вигляд 

 2
0 02 Mz z z k i       , (9.25) 

де   — коефіцієнт затухання коливань якоря електромагніта, 0  — частота 

власних коливань цього якоря, а Mk  — коефіцієнт передачі від струму  i t  в 

котушці електромагніта до лінійного переміщення  z t  його якоря. 

Зв’язок між напругою  y t , що подається на вхід обмотки збудження 

генератора, та ЕРС  e t  його якоря, як відомо, задається диференціальним 

рівнянням 1-го порядку, що має вигляд 

 Г Г
deT e k y
dt

  , (9.26) 

де ОЗГ
Г

ОЗГ

LT
r

  — електромагнітна стала часу обмотки збудження генератора, 

ОЗГL  — індуктивність обмотки збудження, ОЗГr  — активний опір цієї обмо-

тки, 
*
Г

Г
ОЗГ

kk
r

  — коефіцієнт передачі від напруги, що подається на вхід об-

мотки збудження генератора, а *
Гk  — коефіцієнт передачі від струму в обмо-

тці збудження до ЕРС якоря генератора, який визначається з характеристики 

холостого ходу генератора. 
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Для замикання системи рівнянь, що описують систему вібраційного ре-

гулювання ЕРС генератора, функціональна схема якої наведена на рис. 9.5, 

залишилось лише зв’язати вхідний  x t  та вихідний  y t  сигнали релейного 

елемента РЕ рівнянням виду 

   * ,y x t   , (9.27) 

конкретний вигляд якого залежить від наявності чи відсутності зони нечут-

ливості та гістерезису. 

 

РЕ  pWГ  РЕ 
 pY   pU  

 pWЯ   pI   pZ  

0y  
ЛЧ 

 pX   pE  

 pWK  

 
Рисунок 9.6 — Структурна схема нелінійної динамічної системи 

вібраційного регулювання ЕРС генератора 

Перетворюючи рівняння (9.24), (9.25) та (9.26) за Лапласом і переходя-

чи до передаточних функцій, отримаємо на комплексній площині структурну 

схему системи вібраційного регулювання ЕРС генератора у вигляді, показа-

ному на рис. 9.6, де 

  
1

Г
Г

Г

kW p
T p




 (9.28) 

— передаточна функція генератора, 

 
1

K
K

K

kW
T p




 (9.29) 

— передаточна функція котушки електромагніта реле, 

   2 2
0 02

М
Я

kW p
p p 


 

 (9.30) 
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— передаточна функція якоря електромагніта реле. 

Структурна схема, що наведена на рис. 9.6, легко приводиться до зага-

льного вигляду, показаного на рис. 9.7, де 

        ЛЧ Г K ЯW p W p W p W p    (9.31) 

— передаточна функція лінійної частини системи, яка після підстановки у 

(9.31) виразів (9.28), (9.29), (9.30) набуває вигляду 

  
     2 2

0 01 1 2
Г K M

ЛЧ
Г K

k k kW p
T p T p p p 

 


     
. (9.32) 

 

РЕ  pWЛЧ  РЕ 
 pY   pX   pU   pE  

0y  

 
Рисунок 9.7 — Узагальнена структурна схема системи 

вібраційного регулювання ЕРС генератора 

З врахуванням викладеного вище для системи вібраційного регулюван-

ня ЕРС генератора матимемо такі математичні моделі: 

 для сигналу  x p  на вході РЕ: 

    
        *

2 2
0 0

,
1 1 2

Г K M

Г K

k k kX p U p L x t
T p T p p p


 

 
     

     
, (9.33) 

 для вихідного сигналу  Z p  лінійної частини системи: 

  
           *

2 2
0 0

,
1 1 2

Г K M

Г K

k k kZ p L u t z t
T p T p p p


 

           
. (9.34) 

Приклад 2. Нехай нелінійною динамічною системою, процеси в якій 

хочемо описати, є система стабілізації кутової швидкості  t  електродвигу-

на ЕД при змінах у часі моменту технологічного навантаження  THM t  елек-

тропривода, функціональна схема якої має вигляд, наведений на рис. 9.8, на 

якій  ДM t  — обертальний момент якоря електродвигуна. 
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ЕД M   tMTH   t  

 tM Д  
 

Рисунок 9.8 — Функціональна схема системи стабілізації кутової швидкості 
електродвигуна при змінах у часі моменту технологічного 

навантаження електропривода 

У цій системі регулювання немає релейного елемента в явному вигляді, 

але він неявно формується у зв’язку з наявністю так званого сухого тертя, за 

рахунок якого створюється момент   , котрий не дозволяє почати рух в 

системі до тих пір, поки ДM  не стане більшим за   , і завжди має знак, 

протилежний знаку ДM . Тобто, у цьому випадку, за рахунок ефекту сухого 

тертя, маємо замість функціональної схеми, наведеної на рис. 9.8, функціона-

льну схему, наведену на рис. 9.9, на якій момент  * ,  , що виникає за ра-

хунок сухого тертя, описується співвідношенням, що має вигляд 

    *
0, sign      . (9.35) 

 

ЕД M   tMTH  *  

 tM Д  

РЕ   ,**  

 
Рисунок 9.9 — Функціональна схема системи стабілізації кутової швидкості 

електродвигуна при змінах у часі моменту технологічного 
навантаження та при врахуванні сухого тертя 

Якби не було сухого тертя і в’язкого демпферування, то модель руху 

електричного двигуна, як відомо, мала б вигляд 

 Д TH
dJ M M
dt

  , (9.36) 
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де   — кутова швидкість обертання вала ротора електродвигуна, а J  — при-

ведений до цього вала момент інерції махових мас, з ним з’єднаних. 

Але при наявності гальмівних складових, обумовлених в’язким демп-

феруванням та сухим тертям, для моделювання руху електродвигуна замість 

лінійного рівняння (9.36) необхідно використовувати більш складне неліній-

не рівняння 

  ,CT ВД CT CT Д THJ k M M          , (9.37) 

в якому ВДk  — коефіцієнт в’язкого демпферування, а нижній індекс «СТ» бі-

ля кутової швидкості   означає, що розглядається її значення, яке враховує 

вплив сухого тертя. 

Рівняння (9.37) легко приводиться до виду 

  ,M CT CT Дв Д ТН CTT k M М          , (9.38) 

де M
ВД

JT
k

  — електромеханічна стала часу електродвигуна, а 1
Дв

ВД
k

k
  — 

коефіцієнт передачі електродвигуна від моменту до кутової швидкості з вра-

хуванням в’язкого демпферування. 

 

Яr
1  U  ДU  ЯI  ДM  

THM  

Двk   dt
TM

1  

k  

РЕ 
  ,СТ  

2 

1 3 
СТ  

Мk  

 
Рисунок 9.10 — Структурна схема в часовій області електричного двигуна, 

навантаженого моментом THM , модель якого враховує 
в’язке демпферування і сухе тертя 

Легко бачити, що графічний образ рівняння (9.38) має вигляд, наведе-

ний на рис. 9.10, в якому враховано те, що 

 Д M ЯM k I  , (9.39) 
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 Д Д
Я

Я

u e
I

r


 , (9.40) 

 Дe k   , (9.41) 

де ЯI  — струм якоря, Дe  — ЕРС його обертання, Дu  — напруга, що при-

кладена до його обмотки, Яr  — активний опір цієї обмотки, а Mk  і k  — ко-

ефіцієнти, значення яких можна знайти у будь-якому підручнику з електро-

привода. 

Суміщаючи на схемі рис. 9.10 1-ий суматор з 2-им і позбавляючись від 

3-го суматора та переходячи на комплексну площину, матимемо схему, що 

зображена на рис. 9.11. 
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Рисунок 9.11 — Структурна схема на комплексній площині електричного 

двигуна, навантаженого моментом THM , модель якого враховує 
в’язке демпферування і сухе тертя 

У свою чергу, пам’ятаючи, що на схемі (рис. 9.11) ланка з передаточ-

ною функцією  

   M
ЗЗ

Я

k kW p
r


  (9.42) 

задає негативний зворотний зв’язок для ланки з передаточною функцією 

  
1

Дв
Дв

M

k
W p

T p



, (9.43) 

цю схему можна легко привести до схеми, зображеної на рис. 9.12, на якій 
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  1
M

Я

kW p
r

 , (9.44) 

а 

   2
2

2

1
11

1

Дв

M

ДвM

Я M

k
kT pW p kk k T p

r T p



 

 


, (9.45) 

де 

 2
Я

M
Я M Дв

rT T
r k k k

 


, (9.46) 

 2
Я

Дв
Я M Дв

rk k
r k k k

 


. (9.47) 

 

 pU Д   pM*
Д  

 pMTH  

РЕ 

 pСТ  
 pW1   pW2  

 
Рисунок 9.12 — Узагальнена структурна схема на комплексній площині 

електричного двигуна, навантаженого моментом THM , модель якого 
враховує в’язке демпферування і сухе тертя 

А далі вчинимо так. 

Спочатку запишемо чому дорівнюватиме різниця *
Д THM M . Зі схеми 

(рис. 9.12) видно, що 

            *
1Д TH Д THM p M p M p W p U p M p      . (9.48) 

Очевидно, що аналогом рівняння (9.48) є рівняння 

     M p L M t   , (9.49) 

в якому 

         1
1 Д THM t L W p U p M p     (9.50) 
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є оберненим перетворенням Лапласа виразу, який стоїть в правій частині рів-

няння (9.48). 

Враховуючи співвідношення (9.49) і (9.50), маємо право структурну 

схему рис. 9.12 подати у вигляді, зображеному на рис. 9.13. 

  pM  

РЕ 

 pСТ  
 pW2  

 
Рисунок 9.13 — Еквівалентна структурна схема на комплексній площині 

електричного двигуна, навантаженого моментом THM , 
модель якого враховує в’язке демпферування і сухе тертя 

Із схеми рис. 9.13 видно, що вже звели початкову структуру нелінійної 

динамічної системи, графічно заданої на рис. 9.10, до структури, що склада-

ється лише з лінійної частини і релейного елемента. 

Але для аналізу релейних систем зручніше, щоб суматор був на вході 

релейного елемента. Тож здійснимо ще одне структурне перетворення схеми, 

показаної на рис. 9.13, — перенесемо суматор з входу ланки з передаточною 

функцією  2W p  на її вихід. В результаті цього переносу отримаємо схему, 

зображену на рис. 9.14. 

 
 pM  

 pСТ  

 pW2  

РЕ 

 pW2  

 p*
CT  

 p  

 p*  

 
Рисунок 9.14 — Структурна схема, яка є еквівалентною схемі, показаній на 

рис. 9.13, але з суматором, перенесеним на вхід 
релейного елемента  
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На рис. 9.14 маємо, як і в схемі на рис. 9.3, класичне для аналізу 

з’єднання релейного елемента та лінійної частини. 

Для цієї схеми є справедливим: 
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 





  

      

 



 





     

 (9.51) 

Система рівнянь (9.51) і є математичною моделлю електричного двигу-

на, навантаженого моментом THM , моментом від в’язкого демпферування 

ВДk   та моментом від сухого тертя  ,  , з приведеним до входу релей-

ного елемента суматором. 

Як бачимо, синтез цієї моделі зводиться до визначення передаточної 

функції лінійної частини нелінійної динамічної системи і перерахунку її зов-

нішніх сигналів до входу релейного елемента. 

 

9.3 Аналіз процесів в нелінійних динамічних системах з релейними 

елементами 

Нехай релейний елемент РЕ (рис. 9.15, а) має характеристику, що зо-

бражена на рис. 9.1, а, яка для зручності повторена на рис. 9.15, б. 

На рис. 9.15 легко бачити, що яким би не був вхідний сигнал  x t  

(рис. 9.15, в) релейного елемента, його вихідний сигнал  y t  завжди являти-

ме собою послідовність імпульсів однієї і тієї ж висоти 0y , знак кожного із 

яких визначатиметься знаком функції  x t  між двома сусідніми значеннями 

kt  і 1kt   аргументу t , в яких ця функція перетинає вісь абсцис, а протяжність 
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 1 , 0,1,k k kt t t k      (9.52) 

дорівнюватиме відрізку часу між цими сусідніми його значеннями kt  і 1kt  . 

 

x  

y  

0y  

0y  

РЕ  tx   ty  

 tx  

0 

0 

а) в) 

б) г)  ty  

0y  
t0 t1 t2 t3 t4 t 

t0 t1 t2 t3 t4 t 

 
Рисунок 9.15 — Графічна інтерпретація формування вихідного сигналу 

релейного елемента без зони нечутливості і гістерезису 

 

РЕ  tx   ty  

 tx  

0 

а) в) 

б) г)  ty  

0y  

t0 

t 
t1 t2 t3 t4 

t 

x  

y  

0y  

0y  

0x  
0x  

0x  

0x  

t5 t6 t7 t8 

 
Рисунок 9.16 — Графічна інтерпретація формування вихідного сигналу 

релейного елемента з зоною нечутливості, але без гістерезису 

Якщо ж релейний елемент РЕ (рис. 9.16, а) має характеристику, що зо-

бражена на рис. 9.1, б, яка для зручності повторена на рис. 9.16, б, то, очеви-
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дно, що його реакцією на вхідний сигнал  x t  (рис. 9.16, в) буде вихідний си-

гнал  y t , зображений на рис. 9.16, г. 

Ми знову маємо знакозмінну послідовність імпульсів однакової висоти 

0y , але протяжність кожного з них буде меншою від значення, що задається 

формулою (9.52). А між кожною парою сусідніх імпульсів з’являється про-

міжок часу, в який вихідний сигнал  y t  релейного елемента дорівнює нулю. 

Тепер розглянемо випадок, коли релейний елемент РЕ (рис. 9.17, а) має 

характеристику, що зображена на рис. 9.1, в, яка для зручності повторена на 

рис. 9.17, б. 

Очевидно, що у цьому випадку реакцією релейного елемента РЕ на вхі-

дний сигнал  x t  (рис. 9.17, в) буде вихідний сигнал  y t , зображений на 

рис. 9.17, г. 
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Рисунок 9.17 — Графічна інтерпретація формування вихідного сигналу 

релейного елемента з гістерезисом, але без зони нечутливості 

На відміну від попереднього, у цьому випадку не буде нульових зна-

чень вихідного сигналу  y t , але на відміну від випадку, який розглянули 

найпершим, кожний наступний імпульс буде з’являтись не в момент перехо-
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ду сигналу  x t  через нуль, а з запізненням, значення якого залежатиме як 

від форми сигналу  x t , так і від ширини 02x  гістерезисної петлі. 

Останнім розглянемо випадок, коли релейний елемент має характерис-

тику, що зображена на рис. 9.1, г, яка для зручності повторена на рис. 9.18, б. 

Очевидно, що і в цьому випадку вихідний сигнал  y t  релейного еле-

мента матиме вигляд знакозмінної послідовності імпульсів однакової висоти, 

але, як і у випадку, розглянутому другим, тут матимуть місце проміжки часу 

з нульовим значенням вихідного сигналу  y t  між сусідніми імпульсами, і, 

одночасно, як і у випадку, розглянутому третім, тут матиме місце запізнення 

появи кожного наступного імпульсу. 
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Рисунок 9.18 — Графічна інтерпретація формування вихідного сигналу 

релейного елемента з зоною нечутливості і гістерезисом 

Усі розглянуті випадки об’єднує одне — релейний елемент створює на 

вході лінійної частини нелінійної динамічної системи знакозмінну послідов-

ність імпульсів однакової висоти. А це, в свою чергу, означає, що вихідний 

сигнал лінійної частини нелінійної системи, який одночасно є і складовою 

вхідного сигналу релейного елемента (рис. 9.3), можна знайти як суму реак-

цій лінійної частини нелінійної динамічної системи на кожний із імпульсів 

вхідної імпульсної знакозмінної послідовності. 
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Тож, як бачимо, задача аналізу суттєво нелінійної динамічної системи з 

релейним елементом зводиться до: 

1) пошуку моментів , 0,1,kt k   переключення релейного елемента 

під дією вхідного сигналу  x t ; 

2) перетворення за Лапласом суми імпульсів знакозмінної послідовнос-

ті, яка з виходу РЕ надходить на вхід лінійної частини системи; 

3) оберненого перетворення за Лапласом вихідного сигналу лінійної 

частини системи, заданого в залежності від форми характеристики релейного 

елемента одним із співвідношень (9.21), (9.22) або (9.23). 

Для конкретизації цього поки що загального алгоритму розв’язання за-

дачі аналізу суттєво нелінійних динамічних систем з релейним елементом 

припустимо спочатку, що нам уже відомі моменти , 0,1,kt k  переключен-

ня релейного елемента, що має характеристику  y x  , показану 

рис. 9.15, б. 

Тоді модель імпульсу висотою   01 k y   і протяжністю kt  (9.52) у ча-

совій області матиме вигляд: 

 
           

 

0 1

1

1 1 1 ,

,

kk k k
k k

k
k k

y t y t t t t

t t t





      

 
 

(9.53)
 

де  1 t  — це одинична східчаста функція, для якої справедливо 

  
1, 0,

1
0, 0.

t
t

t


  
 (9.54) 

Про що уже зазначалось раніше, але для зручності повторили і тут. 

Перетворюючи за Лапласом вираз (9.53), отримаємо 
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
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   (9.55) 
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Роблячи заміну змінних у першому інтегралі  k
kt t   , а у другому 

інтегралі  
1

k
kt t   , із (9.55) отримаємо 
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   
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 
  

 



 
        
 
 

 
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  

     

 

 

 

(9.56)

 

Узагальнюючи результат (9.56) на суму із n  імпульсів, що слідують 

один за одним щільно, тобто без проміжків, матимемо: 
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

            

 

 
 

(9.57)
 

Співвідношення, очевидно, буде справедливим для зображення за Лап-

ласом вихідного сигналу релейного елемента з характеристикою, показаною 

на рис. 9.15, б. Тобто справедливою є тотожність 

       1
1
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0
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n
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k

yL x t e e
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


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       . (9.58) 

Пам’ятаючи, що 

      x t u t z t  , (9.59) 

що випливає із структурної схеми рис. 9.3, із співвідношень (9.21) і (9.58) ма-

тимемо: 
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або 
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У першій частині цього навчального посібника було показано, що зо-

браження за Лапласом перехідної характеристики  h t  системи має вигляд: 

       
0

pt W p
L h t h t e dt

p


   . (9.62) 

Знайдемо, чому дорівнюватиме зображення за Лапласом зміщеної на 

час kt  перехідної характеристики цієї ж системи. 

З означення — 

     
0

pt
k kL h t t h t t e dt


    . (9.63) 

Здійснимо у (9.63) заміну змінної. Нехай 

 kt t   , (9.64) 

тоді 

 
,

0 .k

dt d
t t





    

 (9.65) 

З врахуванням (9.64) і (9.65) з (9.63) отримаємо: 
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(9.66)

 

Отримавши співвідношення (9.66), отримуємо водночас і право записа-

ти його з використанням оберненого перетворення Лапласа у такому вигляді: 

    1 kpt
k

W p
h t t L e

p
  

   
 

. (9.67) 

Якщо маємо зображення за Лапласом вихідного сигналу  Z p , то, за 

означенням, його оригіналом у часовій області буде 

     1z t L Z p . (9.68) 

Підставляючи у (9.68) вираз (9.61), матимемо: 
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З врахуванням (9.67), співвідношення (9.69) можна переписати так: 
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або 
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Враховуючи, що 

 0 0t   (9.72) 

(це випливає з рис. 9.15), рівняння (9.71) можна переписати і так: 
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Для наочності розпишемо вираз (9.73) для трьох значень n . 

Нехай 0n  , тоді  
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Нехай 1n  , тоді: 
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Нехай 2n  , тоді: 
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А знаючи вихідний сигнал лінійної частини системи  z t , при задано-

му керувальному сигналі  u t , за допомогою виразу (9.59) легко знаходимо 

значення  x t  сигналу на вході релейного елемента РЕ (рис. 9.3) для будь-

якого моменту часу t . 

Усі викладки, що присвячені отриманню математичних моделей, необ-

хідних для аналізу нелінійних динамічних систем з релейними елементами, 

зроблені за умови, що відомими є моменти переключення , 0,1,kt k    ре-

лейного елемента. 

Тож, для побудови замкненого алгоритму аналізу даного класу систем 

необхідно цей алгоритм доповнити способом визначення моментів переклю-

чення релейного елемента. 

Із рис. 9.15 легко бачити, що моменти переключення , 0,1,kt k    ре-

лейного елемента, на вхід якого надходить сигнал  x t , є коренями рівняння 

   0kx t  , (9.77) 

яке після підстановки в (9.77) виразу (9.59) набуває вигляду 

    k ku t z t . (9.78) 

В рівнянні (9.78), нагадаємо,  u t  — керувальний сигнал, що подається 

на вхід системи, а  z t  — вихідний сигнал її лінійної частини. 

Із виразів (9.78) і (9.74) легко бачити, що момент 1t  першого переклю-

чення РЕ після включення системи в роботу шляхом подачі керувального си-

гналу  u t  знаходиться з рівняння 

    1 0 1u t y h t  , (9.79) 
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в якому  h t  — попередньо знайдена експериментально чи оберненим пере-

творенням Лапласа виразу (9.62) перехідна характеристика лінійної частини 

системи, що аналізується. 

Оскільки в проміжку часу 1 2t t t   для сигналу  z t  справедливим є 

рівняння (9.75), то момент переключення 2t  можна знайти з рівняння 

      2 0 2 0 2 12u t y h t y h t t     , (9.80) 

яке отримуємо підстановкою (9.75) у (9.78). 

Аналогічно, момент переключення 3t  знайдемо з рівняння 

        3 0 3 0 3 1 0 3 22 2u t y h t y h t t y h t t        , (9.81) 

яке отримуємо підстановкою виразу (9.76) у (9.78). 

Узагальнюючи, можна стверджувати, що будь-який  1n  -ий момент 

переключення РЕ може бути знайдений з рівняння 
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(9.82)

 

яке отримуємо, підставляючи вираз (9.73) у (9.78). 

Із рис. 9.15 видно, що вхідний сигнал  x t  релейного елемента в мо-

мент 1t  першого переключення має похідну  1x t  з від’ємним знаком, а в мо-

мент 2t  другого переключення — з додатним знаком. І далі знаки у похідній 

чергуються. 

В загальному вигляді це чергування знака похідної  kx t  сигналу  x t  

в точках переключення можна задати умовою 

    1 0,
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k
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k
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
, (9.83) 

або (з врахуванням виразу (9.59)) умовою 
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яку називають умовою належних напрямків переключень. 

Важливе зауваження: аби не пропустити якийсь момент переключен-

ня, рівняння (9.82) необхідно розв’язувати методом послідовних наближень з 

достатньо малим кроком ітерації. 

Тепер розглянемо питання стосовно того, яких змін зазнає алгоритм 

аналізу релейних динамічних систем, якщо релейний елемент матиме харак-

теристику, відмінну від показаної на рис. 9.15, б. 

Почнемо розгляд з систем з релейною характеристикою, наведеною на 

рис. 9.17, б. 

Легко бачити, що у цьому випадку знакозмінна імпульсна послідов-

ність  y t  на виході релейного елемента РЕ має такий самий характер, як і у 

вже розглянутому випадку. Відмінність лише в рівнянні, за допомогою якого 

знаходяться моменти переключень , 1, 2,kt k   . 

Із рис. 9.17, в видно, що рівняння для визначення моментів переклю-

чень , 1, 2,kt k    у цьому випадку матиме вигляд 

     01 ,
1, 2, ,

k
kx t x
k
  

 
 

(9.85)
 

або (з врахуванням (9.59)) 

       01 k
k ku t z t x    , (9.86) 

що еквівалентно 

      01 ,
1, 2, .

k
k ku t x z t

k
   

 
 

(9.87)
 

Із того ж рис. 9.17, в видно, що умова належних напрямків переклю-

чень залишається такою ж, як і в попередньому випадку і задається тими ж 

виразами (9.83), (9.84). 

Що ж стосується сигналу  z t  на виході лінійної частини релейної не-

лінійної системи даного класу, то для нього є справедливими ті ж вирази 
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(9.73) – (9.76), що і для того випадку, для якого ці вирази отримані і які зо-

бражено на рис. 9.15. 

Тепер перейдемо до аналізу релейних динамічних систем з релейними 

характеристиками, показаними на рис. 9.16, б і рис. 9.18, б. 

Легко бачити, що знакозмінна імпульсна послідовність  y t  на виході 

релейного елемента в обох цих випадках має один і той же характер, що не 

дивно, оскільки релейну характеристику, яка наведена на рис. 9.16, б, можна 

отримати з релейної характеристики, що наведена на рис. 9.18, б, при 1  . 

Тож достатньо розглянути випадок, показаний на рис. 9.18. Зробимо це. 

Нехай 1 2 3, , ,t t t   — це моменти переключення, які виникають у моме-

нти переходу сигналу  x t  через пороги 0x , а 1 2 3, , ,t t t     — через пороги 

0x . 

Із рис. 9.18, в можна бачити, що усі ці моменти є коренями рівнянь: 

     01 k
kx t x   , (9.88) 

     1
01 ,

1, 2, ,

k
kx t x

k
   

 
 

(9.89)
 

які за допомогою виразу (9.59) трансформуються у рівняння: 

      01 ,k
k ku t x z t     (9.90) 

      0 01 ,
1, 2, .

k
k ku t x z t

k
    

 
 

(9.91)
 

Очевидно (рис. 9.18, в), що умова належних напрямків переключень 

для обох цих випадків буде задаватись однаковими за структурою виразами, 

аналогічними (9.83) і (9.84), а саме: 

    1 0k
kx t    , (9.92) 

    1 0,
1, 2, ,

k
kx t
k

   






 (9.93) 

або (з врахуванням виразу (9.59)): 
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      1 0k
k ku t z t       , (9.94) 

      1 0,

1, 2, .

k
k ku t z t

k

      


 


 (9.95) 

Дивлячись на рівняння (9.90), (9.91), бачимо, що при заданих  u t , 0x , 

  для їх розв’язання відносно kt  і kt , 1, 2,k   необхідно знати вихідний 

сигнал  z t  лінійної частини (ЛЧ) релейної динамічної системи. 

Перш ніж перейти до виведення розрахункових співвідношень для сиг-

налу  z t  звертаємо увагу на те, що він формується лише за рахунок впливу 

імпульсів висотою   01 k y   між моментами kt  і 1kt  , оскільки між момента-

ми 1kt   і 1kt   вхідний сигнал  y t  дорівнює нулю. 

Як знайти реалізацію  z t  ЛЧ системи на таку послідовність імпульсів 

уже відомо (див. вирази (9.53) – (9.71), в яких усюди 1kt   необхідно замінити 

на 1kt  ). Тобто маємо право записати: 

 
           

1

0 1 0
0

1

1 1 ,

.

n k n
k k n

k

n n

z t y h t t h t t y h t t

t t t








             

 

  
(9.96)

 

А для проміжку часу 1 1n nt t t     рівняння (9.96) набуває вигляду 

 
       0 1

0

1 1

1 ,

.

n k
k k

k

n n

z t y h t t h t t

t t t




 

        

  

  
(9.97)

 

Пам’ятаючи, що 0 0t  , розкриваємо (9.96), (9.97) для трьох значень n . 

Нехай 0n  , тоді: 

для 0 1t t t  : 

    0z t y h t  , (9.98) 

для 1 1t t t   : 

      0 0 1z t y h t y h t t     . (9.99) 
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Нехай 1n  , тоді: 

для 1 2t t t  : 

        0 0 1 0 1z t y h t y h t t y h t t        , (9.100) 

для 2 2t t t   : 

          0 0 1 0 1 0 2z t y h t y h t t y h t t y h t t            . (9.101) 

Нехай 2n  , тоді: 

для 2 3t t t  : 

 
       

   
0 0 1 0 1

0 2 0 2 ,

z t y h t y h t t y h t t

y h t t y h t t

        

     
 

(9.102)
 

для 3 3t t t   : 

 
       

     
0 0 1 0 1

0 2 0 2 0 3 .

z t y h t y h t t y h t t

y h t t y h t t y h t t

        

         
 

(9.103)
 

Для знаходження моменту переключення 1t  необхідно у вираз (9.91) 

підставити значення  z t  із (9.98) і розв’язати відносно 1t  отримане рівняння 

    1 0 0 0 1u t x y h t    . (9.104) 

Аналогічно, для знаходження моменту переключення 1t  необхідно у 

вираз (9.90) підставити значення  z t  із (9.99) і розв’язати відносно 1t  отри-

мане рівняння 

      1 0 0 1 0 1 1u t x y h t y h t t      . (9.105) 

Для знаходження наступних моментів переключень необхідно рекурен-

тно продовжити цей процес отримання і розв’язання рівнянь спочатку стосо-

вно kt , а потім стосовно kt , починаючи з 2k  . 

Очевидно, що всі отримані в цьому випадку співвідношення будуть 

справедливими і при 1  . А саме при такому значення   релейний елемент, 

зображений на рис. 9.18, а, з релейною характеристикою, наведеною на 

рис. 9.18, б, перетворюється на релейний елемент, зображений на рис. 9.16, а, 

з релейною характеристикою, наведеною на рис. 9.16, б. 
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Тож, для аналізу релейних динамічних систем з релейною характерис-

тикою, зображеною на рис. 9.18, б, необхідно використовувати всі отримані 

вище математичні моделі, починаючи з (9.88), поклавши 1   в тих із них, 

які цей параметр мають у своїй структурі. 

На завершення розділу зауважимо, що аналіз релейних динамічних си-

стем з несиметричними релейними характеристиками, наприклад, такими, як 

показано на рис. 9.19, майже нічим не відрізняється від вищевикладеного. 

 y

x

0y

*y

 
Рисунок 9.19 — Приклад несиметричної релейної характеристики 

Єдине, чим доповнюється алгоритм аналізу таких систем, є те, що у ви-

хідному сигналі  z t  лінійної частини системи з’являється додатковий член 

    *
0дz t y y h t   , (9.106) 

який характеризує реакцію лінійної частини системи з перехідною характе-

ристикою  h t  на усталений вплив *y  релейного елемента, характеристика 

якого центрована цим значенням. Тобто у цьому випадку для сигналу  z t  

замість моделей (9.70) і (9.71) необхідно використовувати моделі, відповідно: 

 
         

1
*

0 1
0

1

1 ,

;

n k
k k

k

k k

z t y y h t h t t h t t

t t t








             
  

 

  
(9.107)

 

             
1

*
0 1

0

1

1 1 ,

.

n k n
k k n

k

n n

z t y y h t h t t h t t h t t

t t t








                 
  

 

 (9.108)
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Аналогічні поправки до отриманих моделей сигналу  z t  будуть мати 

місце і при несиметризації інших із розглянутих симетричних релейних хара-

ктеристик. 

 

9.4 Завдання для самоперевірки 

1. Що собою являють релейні динамічні системи і де вони знаходять 

застосування? Наведіть приклади. 

2. Який вигляд має релейна характеристика без зони нечутливості і гі-

стерезису? Як виглядає її математична модель? 

3. Який вигляд має релейна характеристика з зоною нечутливості, але 

без гістерезису? Як виглядає її математична модель? 

4. Який вигляд має релейна характеристика без зони нечутливості, але 

з гістерезисом? Як виглядає її математична модель? 

5. Який вигляд має релейна характеристика з зоною нечутливості і гі-

стерезисом? Як виглядає її математична модель? 

6. Які дві характерні особливості релейних динамічних систем, 

пов’язані з вихідним сигналом їхнього релейного елемента, ви знаєте? 

7. Як виглядають функціональна і структурна схеми релейної динамі-

чної системи, придатні для аналізу процесів в ній? 

8. Отримайте в загальному вигляді математичну модель вхідного сиг-

налу релейного елемента релейної динамічної системи. 

9. Отримайте в загальному вигляді математичну модель сигналу на 

виході лінійної частини релейної динамічної системи. 

10. Продемонструйте процес отримання математичної моделі релейної 

динамічної системи на прикладі системи вібраційного регулювання електро-

рушійної сили генератора. 

11. Продемонструйте процес отримання математичної моделі релейної 

динамічної системи на прикладі системи стабілізації кутової швидкості елек-

тродвигуна електропривода. 
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12. Побудуйте графіки вхідного та вихідного сигналів релейного еле-

мента: 

 без зони нечутливості і гістерезису; 

 з зоною нечутливості, але без гістерезису; 

 з гістерезисом, але без зони нечутливості; 

 з зоною нечутливості і гістерезисом. 

13. В чому суть аналізу релейної динамічної системи? Що треба знати? 

14. Виведіть математичні співвідношення, за допомогою яких можна 

здійснити аналіз релейної динамічної системи, що має релейну характерис-

тику без зони нечутливості і без гістерезису. 

15. З яких рівнянь знаходяться моменти переключень релейного елеме-

нта? 

16. Що собою являє умова належних напрямків переключень? 

17. В чому відмінність аналізу релейних динамічних систем з релейни-

ми елементами без зони нечутливості і без гістерезису та без зони нечутливо-

сті, але з гістерезисом? 

18. Яка особливість аналізу релейних динамічних систем з релейним 

елементом, що має і зону нечутливості, і гістерезис? 

19. Як можна використати математичні моделі, що розроблені для ви-

падку релейної характеристики з зоною нечутливості і гістерезисом, для ана-

лізу релейних динамічних систем, що мають релейну характеристику з зоною 

нечутливості, але без гістерезису? 

20. Продемонструйте знання алгоритму визначення моментів переклю-

чень релейного елемента, визначивши декілька перших моментів. 

21. Як аналізувати релейні динамічні системи з несиметричними ре-

лейними характеристиками? Наведіть приклад. 
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ПІДСУМКИ 

У першій частині навчального посібника показано, як побудувати ма-

тематичні моделі лінійних детермінованих неперервних та дискретних дина-

мічних систем із зосередженими параметрами. 

Розкриті особливості синтезу математичних моделей у часовому прос-

торі, на комплексній площині, у частотній області та у просторі змінних ста-

ну. 

Моделі синтезуються у класі диференціальних та різницевих рівнянь, 

передаточних функцій та частотних характеристик із використанням як пря-

мих алгоритмів обробки інформації, так і оптимальних. 

Обґрунтовано і доведено до розрахункових співвідношень і алгоритму 

застосування Фур’є-інтегральний метод ідентифікації динамічних систем, 

який є єдиним методом ідентифікації, що дозволяє визначити одночасно і за 

одним алгоритмом як оптимальні значення параметрів математичної моделі, 

так і її оптимальну структуру. 

У другій частині навчального посібника показано, як побудувати мате-

матичні моделі лінійних динамічних системах із зосередженими параметра-

ми, в яких має місце високий рівень зовнішніх завад та внутрішніх шумів, що 

змушує відносити їх до класу стохастичних систем. 

Розкрито особливості синтезу математичних моделей лінійних динамі-

чних систем на основі кореляційної теорії стаціонарних випадкових процесів, 

для яких виконується умова ергодичності. 

Показано, як будувати алгоритми ідентифікації стохастичних систем на 

основі Фур’є-інтегрального методу. 

Запропоновано моделі часових рядів, за допомогою яких можна здійс-

нювати прогнозування розвитку динамічних процесів, що належать до класу 

стохастичних. 

Викладена у стислому, але доступному вигляді загальна теорія синтезу 

математичних моделей стохастичних лінійних динамічних систем з зосере-
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дженими параметрами, оптимальних за критерієм мінімуму середніх втрат, 

основи якої закладені Я. З. Ципкіним. 

У третій частині навчального посібника показано, як будувати матема-

тичні моделі нелінійних динамічних систем взагалі і релейних систем зокре-

ма. 

Викладено теорію і алгоритм застосування Фур’є-інтегрального методу 

для ідентифікації нелінійних динамічних систем з аналітичними нелінійнос-

тями. 

Наведено алгоритми аналізу процесів в релейних динамічних системах 

з використанням перетворення за Лапласом характеристик їх лінійних час-

тин. 

Здійснено аналіз особливостей ідентифікації лінійних динамічних сис-

тем з розподіленими параметрами і синтезована найбільш загальна матема-

тична модель цього класу систем. 

Побудовані також математичні моделі таких об’єктів з розподіленими 

параметрами, як довгі електричні лінії, кабелі зв’язку, гідравлічні та пневма-

тичні трубопроводи, теплопроводи, троси, лінії затримки, конвеєри і хімічні 

реактори. Наведено алгоритми їх аналізу і як самодостатніх об’єктів, і як 

структурних ланок систем автоматичного регулювання в умовах дії як дете-

рмінованих, так і стохастичних вхідних сигналів. 
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УКРАЇНСЬКО-АНГЛІЙСЬКИЙ СЛОВНИК ОСНОВНИХ ТЕРМІНІВ 

Z-перетворення — Z-transform 
Автоковаріація — autocovariation 
Автокореляція — autocorrelation 
Амплітудна частотна характеристика — gain characteristic 
Амплітудно-фазова частотна характеристика — gain-phase characteristic 
Аналого-цифровий перетворювач (АЦП) — Analog-to-digital converter (ADC) 
Білий шум — white noise 
Вагова (імпульсна перехідна) характеристика — impulse response function 
Випадкова величина — random variate 
Гармоніки — harmonics 
Гістерезис — hysteresis 
Густина ймовірностей — probability density function 
Дельта-функція (функція Дірака) — delta function (Dirac's delta) 
Детермінована система — state-determined system 
Динамічна система — dynamic system 
Дискретна система — discrete system 
Дисперсія — variance 
Диференціальне рівняння — differential equation 
Електростанція — electric power station 
Ергодичний процес — ergodic process 
Запізнення — time-delay 
Зворотний зв’язок — feedback 
Змінна стану — state variable 
Зображення функції — image of function 
Зона нечутливості — dead space 
Ідентифікація — identification 
Інерційна лінійна частина — inertial linear part 
Інтеграл згортки — convolution integral 
Ковзне середнє — moving average 
Комплексна площина — complex plane 
Кореляційна функція — correlation function 
Крива (характеристика) намагнічування — magnetization curve 
Ланка запізнення — time-delay element 
Лінійна система — linear system 
Лінійний фільтр — linear filter 
Лінія електропередачі — transmission line 
Математична модель — mathematical model 
Математичне очікування — expected value 
Метод найменших квадратів — least-squares method 
Модель авторегресії — autoregressive model 
Моделювання — simulation 
Момент навантаження — load moment 
Нелінійна система — nonlinear system 
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Неперервна функція — continuous function 
Нестаціонарний часовий ряд — nonstationary time series 
Нормальний розподіл (розподіл Гаусса) — normal distribution (Gaussian 
distribution) 
Обернена скінченна різниця — backward finite difference 
Обертальний момент — torque 
Область зображень — images area 
Обмотка збудження — drive winding 
Оригінал функції — original of function 
Передаточна функція — transfer function 
Перетворення Лапласа — Laplace transform 
Перехідна характеристика — step response 
Початкові умови — initial conditions 
Простір змінних стану — state variables space 
Пряма скінченна різниця — forward finite difference 
Реалізація часового ряду — time series realization 
Релейний елемент — relay element 
Решітчаста функція — lattice function 
Рівняння в скінченних різницях — finite difference equation 
Рівняння Вінера-Хопфа — Wiener-Hopf equations 
Рівняння теплопровідності — thermal conduction equation 
Рівняння Юла-Уокера — Yule-Walker equations 
Ряд Фур’є — Fourier series 
Середньоквадратичне відхилення — mean square deviation 
Система з зосередженими параметрами — lumped parameter system 
Система з розподіленими параметрами — distributed parameter system 
Спектральна густина — spectral density 
Статична характеристика — static characteristic 
Стаціонарний часовий ряд — stationary time series 
Стохастична система — stochastically disturbed system 
Стохастичний процес — stochastic process 
Сходинкова функція — step function 
Трансформатор — transformer 
Фазова площина — phase plane 
Фазова частотна характеристика — phase characteristic 
Фазовий простір — phase space 
Функція розподілу — cumulative distribution function 
Фур’є-інтеральний метод ідентифікації (ФІМІ) — Fourier-integral method of 
identification (FIMI) 
Центрування часового ряду — series centering 
Цифроаналоговий перетворювач (ЦАП) — Digital-to-analog converter (DAC) 
Часовий ряд — time series 
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