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ПЕРЕДМОВА ДО ПЕРШОГО ВИДАННЯ
Ця книга написана на основі лекцій з курсу "Дискретна математи­

ка'1, які автор впродовж останніх 15 років читав студентам першого 
курсу механіко-математичного факультету Національного універси­
тету імені Тараса Шевченка.

На жаль, до цього часу межі предмету “Дискретна математика” 
чітко не окреслені. В наукових класифікаторах (AMS classification, 
Mathematics Subject Classification) відсутня рубрика "Дискретна ма­
тематика". Найчастіше дискретну математику означають як розділ 
математики, який вивчає проблеми, що стосуються скінченних мно­
жин. В першу чергу до дискретної математики зараховують ком­
бінаторний аналіз — розділ математики, присвячений розв’язанню 
проблем вибору і розташування згідно з певними правилами частин 
деякої скінченної множини. До дискретної математики відносять 
різницеве числення, яке є дискретним аналогом диференціального 
числення, і грає важливу роль в комбінаторному аналізі та теорії 
графів.

В застосуваннях дискретної математики особливе місце займа­
ють задачі, пов’язані з розробкою технічних пристроїв з дискрет­
ним принципом дії, з впорядкуванням тих чи інших об’єктів або дій, 
побудовою складних конструкцій шляхом оптимального поєднання 
окремих елементів. Раціональна організація комп’ютерних алгорит­
мів в інформатиці, раціональне планування виробництва, оптиміза- 
ція портфеля цінних паперів — все це проблеми дискретної матема­
тики, Нині спостерігається підсилений інтерес до дискретної мате­
матики як збоку математиків, так і зі сторони представників інших 
наук.

Основна увага в книзі зосереджена на питаннях комбінаторного 
аналізу. В систематизованому і доступному широкому колу чита­
чів вигляді викладені основні питання комбінаторики, розглянуто 
основні методи комбінаторного аналізу, проілюстровано їх застосу­
вання на численних прикладах. Читач книги матиме можливість 
познайомитися з основними комбінаторними числами — числами Фі- 
боначчі, Каталана, Стірлінга, Бернуллі, Белла. Книга містить ком­
пактний виклад основних понять та результатів теорії графів.

В кожному розділі книги подано велику кількість прикладів та



задач (з повними розв’язками). З метою заохочення читача до само­
стійних досліджень в книзі сформульовано декілька нерозв’язаних 
до цього часу проблем.

Книга є навчальним посібником для студентів університетів, які 
навчаються зі спеціальностей "Математика", "Статистика", "При­
кладна математика", та студентів технічних і економічних універси­
тетів. Оскільки книга є підручником для студентів молодших курсів, 
вона не містить складних математичних конструкцій з арсеналу 
сучасної математики; значна частина книги доступна допитливим 
учням фізико-математичних шкіл та ліцеїв. Книга видана в рам­
ках реалізації Tempus-Tacis проекту NP22012-2001 "Improvement 
of education in economical-statistical area in Ukraine", що фінанс­
ується ЄС. Автор користується нагодою висловити щиру подяку 
за підтримку координатору проекту професору Д.С.Сільвестрову 
(Малардаленський університет, Швеція) і адміністратору проекту 
Е.Д.Сільвестровій (Малардаленський університет, Швеція). При 
написанні книги автор користувався порадами та підтримкою своїх 
учнів та колег — Ю.В.Козаченка, О.І.Пономаренка, Н.М.Зінченко,
О.Д.Борисенка; поява книги зовсім була б неможливою без допомо­
ги і словом і ділом з боку І.Р.Дідковського, Г.С.Багро і О.М.Ядренко
— велике їм спасибі!

Автор
Київ, Квітень 2003

ПЕРЕДМОВА ДО ДРУГОГО ВИДАННЯ
В другому виданні зроблено багато виправлень. Щиро дякую 

М.М.Астаф’євій, В.В.Масол, О.І.Кльосову та М.П.Моклячуку, які 
уважно прочитали перше видання книжки і допомогли усунути 
численні огріхи.

Автор
Київ, Квітень 2004
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РОЗДІЛ 1

М нож ини та операції з ними

Дискретна математика — рятівний 
круг, кинутий студентам, які потопа­
ють в морі абстракцій.

З передмови до книги Д. Кнут, Р. Грехем,
О. Паташник, ’’Конкретная математика”

Поняття множини є первісним. Ми не даємо йому визначення. 
Будь яка сукупність елементів довільного роду утворює множину. 
Можна розглядати множину усіх натуральних чисел, множину усіх 
студентів певної студентської групи, множину усіх мешканців даного 
міста. Множина вважається означеною, якщо вказані всі її елемен­
ти. Ці елементи можуть бути вказані з допомогою деякої загальної 
ознаки або просто з допомогою деякого списку, в якому перерахо­
вані всі елементи множини. Останній спосіб можливий лише в тому 
випадку, коли множина має скінчене число елементів; такі множини 
називаються скінченними.

Наведемо основні позначення, якими будемо користуватися далі. 
Множини позначатимемо великими латинськими літерами, їх еле­
менти — малими літерами. Запис

а Є А

читається: елемент а належить множині А (а є елементом множини 
Л), а запис

а А

означає: а не належить множині А (а не є елементом множини А). 
Кількість елементів множини А  (якщо ця множина скінченна) 
будемо позначати N(A).  Оперуючи зі скінченними множинами, ми 
часто будемо означати множину, перераховуючи всі її елементи в 
фігурних дужках. Наприклад, якщо А — { 1,2,3,4,5} то N(A)  — 5. 
Зазначимо також, що в деяких книжках для кількості елементів 
множини А  вживається ще таке позначення: \А\. ■
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Підмножини. Будемо говорити, що множина А є підмножиною 
множини В , якщо кожен елемент а, який належить множині А, на­
лежить також і множині В. Будемо писати в цьому випадку

А С В

(читається: множина А  є підмножиною множини В).
П риклад 1. Нехай А  — {1,2}, В  =  {1,2,.3,4}. Тоді А С В.
Якщо множина А  є підмножиною множини В  і, разом з тим, 

множина В  є підмножиною множини Л, то будемо говорити, що 
множини А  і В  рівні і писатимемо А  =  В.

Операції над множинами. Над множинами виконують певні 
операції. Найголовніші з них — об’єднання, переріз, різниця, допов­
нення.

Означення 1. Об’єднанням A  U В  множин А і В  називається 
множина тих і лише тих елементів, які належать принаймні одній з 
множин А або В .

П риклад 2 . Нехай А — {1,2,3}, В  =  {3,4,5}. Тоді A U В  =  
{1,2,3,4,5}.

Звертаємо увагу читача, що при утворенні об’єднання множин 
кожен елемент враховується лише один раз.

Безпосередньо з означення операції об’єднання випливає, що ця 
операція задовольняє умови комутативного та асоціативного за­
конів

A  U В  =  В  U А,

A  U (В  U С) = (В  U A) U С.
Можна розглядати об’єднання будь-якого числа множин.

Означення 2 . Об’єднанням A ilM 2U...lM n множин А\, Л г , Ап 
називається множина тих і лише тих елементів, які належать при­
наймні одній одній з множин Лі, Л.2, Ап.

Зауважимо, що операція об’єднання (додавання) множин при­
зводить до незвичних для додавання чисел рівностей А и  А = Л,
Л и Л и . . . и Л  =  л.

Означення 3. Перерізом Л П В  множин Л і В  називається мно­
жина тих і лише тих елементів, які належать і множині Л, і множині 
В.
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П ри клад  3. Нехай А — {1,2,.3,4}, В  — {2,3,4,5}.
Тоді А П  В  = {2,3,4}. Неважко переконатися, що операція пере­

різу задовольняє комутативний та асоціативний закони

А П В  =  В  П А,

А П ( В П С )  = ( В П А ) П С .
Доведемо, що операції об’єднання і перерізу пов’язані між собою 
дистрибутивним законом.

Теорема 1. Має місце рівність

АП (В  U С) = (АП  В) U (АП  С). (1)

Д о в е д е н н я .  Нехай х — довільний елемент, який належить мно­
жині А  П (В  U С). Це означає, що х Є А  та, х Є В и С .  Таким 
чином, х Є В  або х  Є С. Отже, х  Є А  П В  або х  Є А ПС.  Тобто
х Є (АП В) U (АП С). Отже, ми встановили

A n ( B u C )  С ( A n B ) U ( A n C ) .

Нехай тепер х — довільний елемент з множини (А П В) U (А П С ). 
Тоді х  належить А  і х  належить jВ, або ж г Е Є А т а я є С . В  обох 
випадках х є А т & х Є В и С .  Отже,

(А П В)  U (А П С) С А  П (В U С).

Отже, рівність (1) справедлива.
Зауважимо, що множина А  П В  може бути неозначеною, якщо 

множини А  і В  не мають спільних елементів. Щоб запобігти цьому, 
будемо розглядати ще так звану порожню множину 0, яка не мі­
стить жодного елемента. Тоді вважатимемо, що А  П В  =  0, якщо А 
і В  не мають спільних елементів.

Порожня множина грає роль нуля в операціях над множинами

A  U0 =  А, А  П0 =  0.

О значення 4. Різницею А \ В  множин А  і В  називається множина, 
яка містить ті і лише ті елементи, які належать А  і не належать В.

П ри клад  4. Нехай А  — {1,2,3,4, 5}, В  =  {1,2 ,5 ,6}. Тоді А \В  — 
{3,4}.

В багатьох ситуаціях доводиться розглядати підмножини однієї й 
тієї ж множини U. Будемо називати її універсальною множиною.
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Означення 5. Нехай U — універсальна множина, A EU. Допов­
ненням А до множини А  називається множина А =  U \  А.

П риклад 5. Нехай U =  {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, А =
{2,4,6,8, 10}. Тоді А — {1,3,5,7,9}.

Теорема 2. Нехай А С U, В  С Ы. Тоді мають місце рівності

A  U В  =  А  П В, (2)

А П В ^ А и В .  (3)

Рівності (2) і (3) називають правилами де Моргана. 1
Доведемо (2). Нехай х  довільний елемент, який належить A U В. 

Це означає, що х ф A \J B ) тобто х ф А  і х ^ В. Отже, х  Є А і х Є В, 
тобто х Є Ап  В. Таким чином, А и  В С Ап  В. Нехай х Є А П В. 
Тоді х ф А, х £ В, і, значить, х ^ A U В, тобто х Є A U В. Отже, 
І П В  С Л и В .  Цей доводить рівність (2).

Рівність (3) пропонуємо довести читачеві самостійно.
Наочно операції над множинами можна ілюструвати, зображаючи 

множини у вигляді областей (кругів) (рис.1 — рис.5) на площині. Ці 
ілюстративні малюнки іноді називають діаграмами Ойлера2 - Вена3. 

В

А с  В  
Рис. 1

A U B  
Рис. 2

А П В  
Рис. З

А \ В
Рис. 4

1Морган де Август (27.06.1806 * 18.03.1871) — шотландський математик, автор багатьох праць з аналізу, 
алгебри, математичної логіки, елементарної математики та історії математики.

2Ойлер Леонард (L. Euler, в рос. транскрипції Л. Эйлер) — видатний швейцарський математик, академік 
Російської академії наук, тривалий час жив в Санкт Петербурзі. Автор багатьох видатних праць з математики, 
механіки, фізики, астрономії.

3Венн Джон (Wenn, 1834 - 1923) — англійський математик і логік. Професор Кембріджського університету.
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Взаємно однозначна відповідність. Нехай задано дві множи­
ни А і В. Будемо говорити, що між цими множинами встановлена 
відповідність, якщо кожному елементу а з А  відповідає деякий еле­
мент Ь з В  і для кожного елемента b з В  існує елемент а з  А, такий 
що b відповідає а . Відповідність називається взаємно однозначною, 
якщо кожному елементу а з А  відповідає лише один елемент Ь з В  і 
різним елементам множини А  відповідають різні елементи множини 
В .

Д еякі позначення числових множ ин. В цій книзі ми часто 
будемо розглядати певні числові множини. Наведемо стандартні по­
значення для деяких з них.

Z  =  —2, —1,0,1,2,...}  — множина всіх цілих чисел;
Z + — {1,2,.. .,п,...} - множина всіх натуральних чисел;
Zq = {0, 1,2, . . . ,7г,...} — множина всіх невід’ємних цілих чисел (її 

елементами є всі натуральні числа і число нуль);
Z~ — множина всіх від'ємних цілих чисел;
Q — множина всіх раціональних чисел (чисел виду —, де' II'

m e Z , n e Z +).

Теоретико-множинні та логічні символи. Перерахуємо деякі 
георетико-множинні та логічні символи, які будемо вживати в цій 
книзі. Звичайно, це робить виклад більш стислим, але ми не буде­
мо зловживати стислістю викладу. Проте зазначимо, що вживання 
символів допомагає при конспектуванні лекцій.

— тягне за собою, спричиняє;
— тоді і лише тоді;

V — для всіх, для кожного;
З — існує;
З! — існує лише один;

defабо <=> за означенням;
х Є А  — елемент х  належить множині А;
х ^ А  — елемент х  не належить множині А.

П риклади  вж иван н я логічних символів
1. а > b > 0 = >  а2 > б2;
2 . А с  В  < = >  У х  Є  А  = >  х  Є  В ;
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3. Vn Є n(n +  1) > =  2;
4. 3x : x Є Z  a:2 =  1;
5. 3 !x : rr Є Z + = >  x 2 =  1;

6. А П В {x : x Є A i  x Є В}.
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РОЗДІЛ 2
Основний принцип комбінаторики.
П равило множ ення

Суть математики — в конкретних 
прикладах і конкретних проблемах.

П. Халмош4

Приклади вчать не менше ніж правила.
І.М. Гельфанду приписують вираз "Тео­
рії приходять і відходять, а приклади 
залишаються ".

В. Арнольд5

Людині часто доводиться мати справу з задачами, в яких треба 
підрахувати число всіх можливих способів здійснення певної дії.

Скількома способами п’ять покупців можуть розташуватись в 
черзі до каси? Скількома способами можуть бути розподілені золо­
та, срібна і бронзова медалі в чемпіонаті України з футболу? Задачі 
такого типу звуться комбінаторними.

З комбінаторними обчисленнями доводиться мати справу пред­
ставникам багатьох спеціальностей: вченому-хіміку при розгляді різ­
них можливих типів зв’язку атомів в молекулах, біологу при вивчен­
ні різних послідовностей чергування амінокислот в білкових сполу­
ках, агроному, який розглядає різні можливі способи посівів на кіль­
кох ділянках, диспетчеру при складанні графіку руху.

Комбінаторні міркування лежать в основі розв’язання багатьох 
задач теорії ймовірностей — важливого розділу сучасної математи­
ки, який вивчає випадкові явища. Посилений інтерес до комбінато­
рики останнім часом зумовлений бурхливим розвитком інформати­
ки6, кібернетики, обчислювальної техніки.

У будь-якій комбінаторній задачі в тій чи іншій мірі фігурує так 
зване правило множення.

4П. Халмош (Paul R. Halmosh) — американський математик. Російською мовою перекладено його книги 
"Теория меры", "Гильбертово пространство в задачах", "Конечномерные линейные пространства".

5В.1. Арнольд — академік Російської академії наук, професор Московського Університету.
6Зазначимо, що одна з найкращих навчальних книг з дискретної математики (Д. Грехем, Д. Кнут, О. Па- 

ташник, Конкретная математика, М., Мир, 1998) має підзаголовок — Основание информатики. 
Монументальний покищо семитомний твір (Д. Кнут, Искусство программирования для ЭВМ) розпочинається 
з тому, присвяченого комбінаториці та дискретній математиці.1
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Щоб сформулювати це правило, розпочнемо з такої задачі, яка 
яскраво ілюструє ситуацію.

З міста А  до міста В  веде п різних доріг, з міста В  до міста С веде 
т  різних шляхів. Скількома способами можна здійснити подорож з 
міста А в місто СІ

Відповідь очевидна: п • га, бо обравши один з п можливих шляхів з 
міста А в місто і?, ми матимемо т  різних продовжень подорожі з В 
в С.

Міркування, які були проведені при розв’язанні задачі, доводять 
справедливість такого простого правила, яке називають правилом 
множення або основним принципом комбінаторики.

Якщо деякий вибір А можна здійснити п способами, а для кож­
ного з цих способів другий вибір В  можна здійснити т способами, 
то вибір А і В  (у вказаному порядку) можна здійснити п - т спо­
собами.

Задача 1. На вершину гори веде 8 доріг.
а) Скількома способами турист може піднятися на гору і спусти­

тися вниз?
б) Скількома способами турист може піднятися на гору і спусти­

тися вниз, якщо підйом і спуск здійснюються різними шляхами?
а) Відповідь: 8 х 8 =  64. б)Відповідь: 8 х 7 =  56.
Сформулюємо тепер правило множення в загальному вигляді. Не­

хай треба виконати одна за одною k дій. Якщо першу дію можна 
здійснити п\ способами, другу дію (після того, як здійснена перша)
— 712 способами, третю дію (після того, як здійснені попередні дві) — 
щ  способами, і так до fc-тої дії, яку можна здійснити щ  способами, 
то загальне число способів здійснення дій дорівнює

П\ X 722 X * ‘ • X Щ.

Задача 2 . Скільки різних дільників має число 24?
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Оскільки 24 =  23 • 3, то кожен дільник числа 24 має вигляд 2'1 - З*2, 
де показник і\ може приймати значення 0, 1,2,3,4, а показник %2 
може приймати значення 0,1. Щоб виписати всі дільники числа 24, 
треба здійснити дві дії: обрати і\ (є чотири можливості для цього), а 
далі обрати %2 (є дві можливості). Отже, число усіх дільників числа 
24 дорівнює 4 x 2  =  8.

Проаналізувавши глибоко розв’язання задачі 2, неважко переко­
натися в справедливості такої теореми, яку часто використовують в 
теорії чисел.

Теорема 1. Нехай розклад натурального числа п на прості 
множники має вигляд

п = рТ-- рГ - . - рТ-

Тоді число усіх дільників числа п дорівнює

(оі\ +  1)(«2 +  1) . . . (o!fc +  1).

Д о в е д е н н я .  Кожен дільник числа п має вигляд

Р11 : і>2 ■■■*#» 

де 0 < і\ < аі ,  0 <  %2 <  оі2 , • • *, 0 <  ik <  oik-
Обрати дільник — це обрати і\ (а і+ 1  можливих значень), І2 («2+1 

можливих значень),..., обрати (ajk + 1 можливих значень). Для за­
вершення доведення теореми досить застосувати правило множення.

З ад ач а  3. Скільки чотиризначних чисел можна утворити з цифр 
ОД, 2,3,4,5, якщо

а)цифри можуть повторюватись;
б)жодна цифра не повторюється більше одного разу.
в)Скільки серед усіх чотиризначних чисел, утворених з цих цифр, 

таких, які діляться на п’ять?
Р озв’язання. а)Першою цифрою може бути будь-яка з цифр, 

крім цифри 0. Отже, для першої цифри існує 5 можливостей. Дру­
гою, третьою і четвертою може бути будь-яка з шести цифр 0, 1, 2,3, 
4,5. Отже, загальне число чотиризначних чисел дорівнює 5 * 6 - 6 • 6 =  
5 - б3 =  1080.

б)Першою цифрою може бути одна з п’яти цифр 1,2,3,4,5.  Якщо 
перша цифра обрана, то для другої є п’ять можливостей, для третьої
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- чотири можливості, для четвертої — три. Таким чином, існує 5 • 5 *
4 • 3 =  300 чисел, у яких всі цифри різні.

в)Для першої цифри є 5 можливостей, для другої і третьої 
по 6 можливостей, а для останньої — дві можливості (або 5, або 
0). Отже, число чисел, які діляться на п’ять, дорівнює 5-6-Є-2 =  360.

Д екартів добуток двох множин.
Число елементів декартового добутку.
Означення 1. Декартовим добутком множин X  та У називаєть­

ся множина усіх впорядкованих пар (х, у), де х Є X, у Є У.
В символічному запису це означення має вигляд:

X  x Y  < Ш > { ( х , у ) : х є Х , у є У } .

П риклад. Нехай X  = {1,2}, Y  =  {а,Ь,с}.
Тоді X  х Y  =  {(1, а), (1,6), (1, с), (2, а), (2, Ь), (2,с)}. Число еле­

ментів в множині X  х Y  дорівнює 6.
Теорема 2 . Нехай X  та Y  скінченні множини, N( X)  = п, 

N(Y)  -  т. Тоді 
N ( X  x Y )  = N ( X)  ■ N(Y)  = n - m .

Д о в е д е н н я .  Нехай X  = {x\, X2, ■ ■ ■ , xn}, Y  = {yi ,y2 , ■ ■ ■ ,Ут}- 
Перепишемо всі елементи декартового добутку у вигляді таблиці з 
п рядків

(хі,уі) {хі,у2) . . .  (хі, ут)
(Х2,У\)  ( Я 2 , 2 / г )  • • •  ( х 2 , У т )

(хп,уг) (хп,у2) . . .  (хп,ут ).
В щй таблиці — т  стовпців. Отже, число елементів декартового 
добутку дорівнює п • т.

Число відображень множини X  у множину Y. Нехай X  та 
У — дві множини.

Означення 1. Будемо говорити, що задано відображення ср(х) : 
X  —» Y  множини X  у множину У, якщо кожному х з множини X  
поставлено у відповідність у з множини У.

Вживають іноді й іншу термінологію: говорять, що на множині X  
задана функція із значеннями в множині У.
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Припустимо, що множини X  та У скінченні, N ( X )  = n, N ( Y)  = 
т. Скільки ж можна означити різних відображень (р : X  —» У?

П риклад. Нехай X  =  {1,2}, У =  {а, 6}, Опишемо всі можливі 
відображення X  в У. Кожне відображення X  в У (кожна функція, 
означена на множині X  із значеннями в У) описується таблицею 
значень. У нашому випадку усіх таких таблиць 4:

1 2 1 2 1 2 1 2

Y а а а b ь а Ь Ь

Теорема 3. Нехай X  та У скінченні множини, N ( X )  — п. 
N(Y)  =  т.

Тоді число усіх відображень X  в У дорівнює т п.
Д о в е д е н н я .  Нехай X  = { х і , х 2, . . .  ,х п}, Y  =  {уь  у2, . . . ,  ут}. 

Відображення задається таблицею значень функції

X L--, XI х2 . . . Хк . . .

У Уі 1 Уі2 Ук У in
У верхньому рядку цієї таблиці виписані аргументи Ж2, .. •, хп 

функції (р(х), а в нижньому значення (р(х). В кожній клітинці 
нижнього рядка може бути будь-який елемент з множини У = 
{уІ і ■ • • ,Ут}' Отже, в силу правила множення число усіх можливих 
таблиць дорівнює т  х т  х * • • х т  =  т п .'s" 1

п-раз

Щ е дек ілька задач .
З ад ач а  4. У класі вивчають 10 дисциплін. В п’ятницю шість уро­

ків, причому всі уроки різні. Скількома способами можна скласти 
розклад на п’ятницю?

Відповідь: 1 0* 9 *8 *7- 6 - 5  =  151200.
Зад ач а  5. П’ять хлопчиків і п’ять дівчаток сідають на 10 розта­

шованих поряд стільців, причому хлопчики сідають на місця з 
непарними номерами, а дівчатка — на місця з парними номерами. 
Скількома способами це можна зробити?

Відповідь: 5! -5! =  14400.
\ j  З ад ач а  6 . Скільки існує шестицифрових чисел, які не містять 
нуль в десятковому записі і діляться на 9?
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Відповідь: 95 • 3 =  177147. Перші п’ять цифр обираємо довільно, 
а останню обираємо так, щоб сума цифр числа ділилась на 9.

Задача  7. а)У прямокутну таблицю, яка містить т  рядків та п 
стовпців, записують числа 1 та — 1. Скільки різних таблиць утво­
риться при цьому?

б)Скільки серед цих таблиць таких, у яких добуток в кожному 
рядку і кожному стовпчику дорівнює одиниці?

Р озв’язання, а)В кожній з т п  клітинок ми виписуємо 1 або — 1. 
Тому загальне число таблиць згідно з правилом множення дорівнює
2 ^ т

б)Всі таблиці, які мають вказану властивість, можна отримати 
так. Всюди, крім останнього рядка і останнього стовпця, виписуємо
1 або —1. Отримаємо 2(w_1^n_1) таблиць. Нехай р — добуток всіх 
виписаних чисел. Тепер в кожному з перших т — 1 рядків на пере­
тині з п-тим стовпцем пишемо 1 або — 1 так, щоб добуток чисел в 
рядку дорівнював 1; позначимо через х добуток чисел, які будуть 
виписані в n-тому стовпці. Далі в кожному з перших п — 1 стовпців 
на перетині з m-тим рядком виписуємо 1 або — 1 так, щоб добуток 
чисел в стовпчику дорівнював 1. Добуток чисел, які будуть вписані 
в m-тому рядку, позначимо через у. Зауважимо, що числа х та у ма­
ють однаковий знак, бо рх — 1, ру — 1, р2ух  =  1, ху — 1. Випишемо 
на перетині ш-того рядка і n-того стовпця 1 з тим знаком, який 
мають х та у . Тоді добуток чисел в n-тому стовпці і m-тому ряд­
ку дорівнюватиме 1. Склали таблицю, яка має шукану властивість. 
Отже, число всіх таблиць, які мають вказану властивість дорівнює
2 (m -l)(n —1)

Задача  8 . Кожна з вершин при основі трикутника сполучена пря­
мими з п точками, обраними на бічній стороні, протилежній до цієї 
вершини. На скільки частин поділять трикутник ці прямі? Скільки 
точок перетину утвориться всередині трикутника?

Р озв’язання. Нехай В  і С  вершини при основі трикутника ABC. 
Прямі, які проведені з вершини В, ділять трикутник на (п + 1) 
частин. Прямі, які проведені з вершини С, ділять кожну з цих 
частин на п +  1 частин. Тому загальне число частин дорівнює 
(п + 1) • (п +  1) =  (п + І)2. Всередині трикутника буде п2 точок 
перетину.
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З ад ач а  9. Кожна з трьох вершин трикутника сполучена прямими 
з п точками, розташованими на бічній стороні, протилежній до цієї 
вершини. На скільки частин ділять ці прямі трикутник, якщо жодні 
три з них не перетинаються в одній точці?

Р о зв ’язання. Нехай В  і С вершини при основі трикутника A B C . 
Прямі, які проведені з точок В  і С, ділять трикутник на (n -1- І)2 
частин. Кожна з прямих, яка виходить з вершини А, перетинається з 
усіма 2п прямими, які проведені з вершин В  і С (звичайно всі точки 
перетину різні, бо жодні три з них не перетинаються в одній точці). 
Отже, кожна з прямих, які проведені з точки А , ділиться іншими 
прямими на 2п+1  частин і, значить, збільшує загальне число частин 
на 2гс+1. Тому загальне число частин дорівнює (п+ 1)24 ^ 2 п + 1 )  =  
З п2 +  Зп +  1. \

З ад ач а  10. Відстань від А  до В  — 999 км. Уздовж дороги стоять 
кілометрові стовпи, на яких зазначені відстані до А  і до В:

0 999 1 998 2 997 998 1 999 0

Скільки серед цих стовпів таких, на яких є тільки дві різні цифри?
Р озв’язання. Сума двох чисел, записаних на одному стовпі, 

дорівнює 999. Тому, якщо ми розглянемо один стовп, на якому є 
лише дві різні цифри, то коли одна цифра є с, то другою цифрою 
обов’язково повинна бути цифра 9 - е .  Усіх таких стовпів, на яких 
є числа зображені цифрами с або 9 -  е, вісім (на кожному з перших 
трьох місць може стояти одна з цифр с або 9 -е , а цифри на трьох ін­
ших місцях відновлюються автоматично). Усіх можливих пар цифр 
(с, 9 —с) є п’ять: (0 ,9), (1, 8), (2 ,7), (3,6), (4,5). Отже, число всіх сто­
впів, на яких є тільки дві різні цифри, дорівнює 8 ♦ 5 =  40.
V З ад ач а  11. (^)) Яке найбільше число частин, на яке можуть роз­
бити площину п прямих?
б) Скільки серед цих частин таких, які є необмеженими областями?
в) Яке найменше число, на які розбивають площину п прямих?

Р озв’язання, а) Очевидно, число частин, на які розбивають пло­
щину п прямих буде найбільшим, якщо жодні три прямі не перети­
наються в одній точці.

Будемо проводити прямі послідовно і уважно стежити, на скільки 
збільшується число частин. На початку маємо одну частину. Піс­
ля проведення першої прямої число частин збільшиться на одиницю.
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Проведемо другу пряму так, щоб вона перетиналася з першою пря­
мою. Точка перетину цієї прямої ділить її на дві частини - промені, 
кожен з яких межує з новими частинами. Отже, після проведення 
другої прямої число частин збільшується на 2.

Припустимо, що вже проведено п — 1 пряму так, що жодні не 
перетинаються в одній точці. Проведемо наступну пряму. Наступна 
пряма перетне кожну з проведених раніше прямих, причому всі точ­
ки перетину будуть різними. Тому вони поділять нову пряму на п —2 
відрізки і дві півпрямі. Кожний з відрізків і кожна з двох півпрямих 
поділять певну область на дві частини. Отже, після проведення п-ої
прямої загальне число частин збільшиться на п. Отже, загальне чис-

Л . ПІП + 1)ло частин дорівнює 1 + 1 + 2 + З Н -------Ь(п — 1 ) + п  =  Ц —
А

б)Межами необмежених частин є напівпрямі, а їх число дорівнює 
2п. Отже, число необмежених частин дорівнює 2п.

в) Найменше число частин буде тоді, коли прямі паралельні. Воно 
дорівнює sn =  п  +  1.

Зауваж ення. Перевірте, що три прямі можуть розділити пло­
щину на 4, 6 або 7 частин (відсутнє число 5); чотири прямі можуть 
розділити площину на 5, 8, 9, 10 і 11 частин (відсутні числа 6, 7).

піп  4- 1)Н ерозв’язан а  проблема 1 . Нехай п + 1 < к < 1 - { —
Для яких к п прямих можуть розітнути площину на к частин?

Задача  12. На площині проведено п кіл^так, що кожні два з 
них перетинаються і жодні три не мають спільної точки. На скільки 
частин ділять площину ці кола?

Р озв’язання. Будемо провадити кола послідовно і стежити, на 
скільки збільшується числа частин. Перше коло ділить площину на 
дві частини. Проведемо друге коло, його периметр при перетині з 
першим ділиться на дві частини, кожна з яких входить до межі 
нової частини; таким чином, число частин збільшиться на 2. Якщо 
вже проведено п — 1 коло, то при проведені га-ого кола число частин 
збільшиться на 2(п — 1). Отже, загальне число частин, на які ділять 
плойщну п кіл, побудованих за вказаними в умові задачі правилами, 
дорівнює 2 +  2 +  2 - 24------ \- 2(п — 1) =  2 +  2{1 +  2 Н------ 1- (п — 1)} =
о , М П -  І) „2 _ , о2  -f 2-----------=  п  — п  +  2.
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РОЗДІЛ з

Основи комбінаторики

На наших очах відбувається включення 
комбінаторики в русло сучасної мате­
матики; цей процес визначається, по- 
перше, різким оновленням її апарату, до 
якого поступово підключаються різно­
манітні теорії і методи з інших обла­
стей математики, і по-друге не менш 
різким розширенням областей застосу­
вань і предмету комбінаторики. Важ­
лива, але не єдина роль в цих змінах на­
лежить зміні статусу дискретної ма­
тематики у з в ’язку з появою інформа­
тики, комп’юторики, -  ці зміни підси­
лили інтерес математиків до комбіна­
торики.

А.М. Вершик7

Число підмнож ин п ~елем ентної множ ини. Нагадаємо, як­
що кожен елемент я, який належить множині А , належить також і 
множині J5, то множина А  називається підмножиною множини В\ 
позначається це так: А С В.

Поставимо таке питання. Нехай множина X  містить п  елементів, 
N(X)  =  п. Скільки різних підмножин має множина X I  Домовимося 
вважати, що порожня множина 0 є підмножиною будь-якої множи­
ни.

П риклад  1. Двохелементна множина X  =  {а, Ь} має такі під- 
множини: {а}, {6}, {а, 6}, {0}. Число всіх підмножин цієї множини 
дорівнює 4 =  22.

П ри клад  2 . Трьохелементна множина X  = {а, &, с} має такі під- 
множини: {а}, {&}, {с}, {а, &}, {а, с}, {&, с}, {а, 6, с}, {0}. Число усіх 
підмножин дорівнює, таким чином, 8 =  23.

7А.М. Вершик — відомий російський математик, професор Санкт-Петербурзького університету. Цитату 
взято з передмови до книги Р. Стенли, Перечислительная комбинаторика, М., Мир, 1990.
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Теорема 1. Число усіх підмножин множини X , яка містить 
п елементів, дорівнює 2п.

Наведемо декілька доведень цієї важливої теореми.
П е р ш е  д о в е д е н н я .  Нехай множина X  =  {хі ,х2> ■ • • міс- 

тить п елементів. Позначимо через qn число усіх підмножин мно­
жини X . Зафіксуємо деякий елемент з X, наприклад , х\. Розіб’ємо 
всі підмножини множини X  на два класи /Сі і /Сг- До класу /Сі 
віднесемо ті підмножини, які містять в собі елемент яі, а до класу 
ІС2  підмножини, які не містять Х \ .  Клас /С2 ■— це клас усіх підмно­
жин МНОЖИНИ {х2,Жз, . . .  7хп}. Число множин в цьому класі дорів­
нює qn- 1. Очевидно, число підмножин в класі /Сі також дорівнює 
qn- 1, бо кожна підмножина з класу /Сі одержується приєднанням 
х\ до деякої множини з класу XV Тому

Повторюючи рівність (1) (п — 1) раз, отримаємо qn =  2П_1 • q\. Але 
множина, що складається з одного елементу, має дві підмножини. 
Тому qi =  2. Отже, qn =  2П.

Д р у г е  д о в е д е н н я .  Нехай А  С X . Поставимо у відповідність 
А набір з нулів та одиниць за таким правилом: на &-тому місті цього 
набору пишемо 1, якщо елемент Xk належить множині А, і нуль, як­
що елемент Xk не належить множині А. Отже, кожній підмножині 
відповідає свій набір нулів та одиниць. Наприклад, порожній підмно­
жині відповідатиме набір складений з п  нулів; підмножині { х \ ,я п}, 
що містить два елементи з X, відповідатиме набір (1,0, . . . ,1) .  Від­
повідність між підмножинами та наборами з нулів та одиниць є вза­
ємно однозначною. Число всіх можливих наборів, які можна скласти 
з нулів та одиниць, дорівнює, згідно з правилом множення,

п-раз

Тому й число усіх підмножин дорівнює 2п.
Т р е т є  д о в е д е н н я .  Поставимо у відповідність кожній підмно­

жині А  множини X  функцію

Qn — 2 * q>fi—1. (1)

s

Фа {х ) -
1, якщо х  Є А
0 , якщо х £ А,
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означену на множині X  із значеннями в множині {0, 1}. Відобра­
ження Фа (х ) : X  —» {0, 1} називають індикатором. Число усіх таких 
відображень згідно з теоремою 3 розділу 2 дорівнює 2п.

Множину усіх підмножин множини X  називають булеаном мно­
жини на честь англійського математика Джорджа Буля (1815-1864). 
Позначають булеан так: 2х . Ми встановили таким чином, що 
N(2X) =  2П.

Задача 1. Скільки є підмножин множини Х  =  { 1 , 2 , 3 , . . . ,2п)  , 
які містять принаймні одне парне число?

Р озв’язання. Число всіх підмножин множини X  дорівнює 22п. 
Число підмножин, які не містять жодного парного числа — це число 
підмножин множини {1 ,3 , . . . , 2п  — 1}, тобто 2п. Отже, відповідь

_ 2 п

Число ^-елементних п ідм нож ин м нож ини X .  Скільки серед 
всіх підмножин множини X  є fc-елементних підмножин (підмножин, 
які містять k елементів)?

Позначимо через С* число fc-елементних підмножин множини, 
яка містить п елементів. Без обчислень можна зазначити, що С\ =  
П, =  С'п~к (кожній /^-елементній підмножині ми можемо поста­
вити у відповідність її доповнення, і ця відповідність буде взаємно 
однозначною відповідністю). Розглядаючи уважно приклади 1 та 2, 
приходимо до висновку С2  =  2, С\ =  З, С \ =  3.

Теорема 2 . Число всіх к-елементних підмножин множини, що 
складається з п елементів, дорівнює

^ k _  п(п  — 1) . . .  (п — k + 1) _ п! 
п =  1 - 2 - 3 . . . к  =  к\(п — к)\ ‘

Зазначимо, що символ п\ (читається n-факторіал) позначає добу­
ток 1 • 2 * 3 . . .  п всіх натуральних чисел від 1 до п  включно. Зручно 
вважати (ми переконаємося далі, з яких причин), що 0! =  1.

Д о в е д е н н я .  Щоб побудувати £;-елементну підмножину множи­
ни X  треба до (&—1)-елементної підмножини додати один з п —(к—1) 
елементів, які не входять в цю підмножину. Оскільки число (к — 1)- 
елементних підмножин дорівнює С^-1, і кожну з них можна пере­
творити в ^-елементну п — к-1-1 способом, то таким чином, ми діста­
немо (п — к + 1)С^_1 підмножин. Але не всі вони будуть різними,
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бо кожну fc-елементну підмножину можна побудувати к способами: 
додаванням кожного з її елементів. Тому обчислене нами число в к 
раз більше, ніж число ^-елементних підмножин. Отже,

kC* = ( n - k  + l ) C t \

звідки отримуємо рекурентне співвідношення

Сі = (2)
Повторимо (проітеруємо) це співвідношення

. _  (п — к + 1) __ ( п - к  + 1 ) ( п - к  + 2)„ к_2 _
к к к - 1  "

(п -  к + 1) (п -  к +  2) (п — к + (к — 1 ) ) 1 _
~  к к - 1  ■" к - ( к -  2) " _

_  (п — к +  1)(п — к +  2) . . .  (п — 1)п 
к(к — 1) . . .  2 • 1

Домноживши чисельника і знаменника на (п — А;)!, отримаємо

Г к
п к ) ( п - к ) У

Числа (7* називаються біноміальними коефіцієнтами. Пояснення 
цієї назви буде дано в наступному параграфі. Довільна А;-елементна 
підмножина n-елементної множини називається комбінацією еле­
ментів з п по к.

В підручниках з комбінаторики, які не вживають теоретико-мно- 
жинної термінології, дають таке означення.

Комбінація з п по к — група к предметів з даних п предметів, 
причому порядок розміщення предметів в групі не є істотним.

Задача  2 . Скількома способами з 10 студентів можна обрати де­
легацію, яка складається з трьох студентів?

Шукане число способів дорівнює числу трьохелементних підмно­
жин в множині з 10 елементів:



Зад ач а  3. Скількома способами з п’яти книг можна обрати три 
книги?

Шукане число способів дорівнює числу трьохелементних підмно- 
жин в множині з п’яти елементів:

Зад ач а  4. В скількох точках перетинаються діагоналі опуклого 
n-кутника, якщо відомо, що жодні три з них в одній точці не пере­
тинаються.

Зазначимо, що кожній точці перетину відповідає чотири верши- 
ни n-кутника, а кожним чотирьом вершинам n-кутника відповідає 
одна точка перетину (точка перетину діагоналей чотирикутника з 
вершинами в даних чотирьох точках). Тому число всіх точок пере­
тину дорівнює

Зад ач а  5. Довести, використовуючи лише комбінаторні мірку­
вання (тобто не використовуючи (3)), що

Р озв’язання. Нехай X  =  {хі>х2 , - •. ,х п}. Зафіксуємо який- 
небудь елемент, наприклад х \ . Розіб’ємо всі fc-елементні підмножини 
на два класи /Сі і /С2- До К,\ віднесемо ті fc-елементні підмножини, які 
МІСТЯТЬ В собі елемент Хі ]  ДО /С2 віднесемо ті ^-елементні підмножи­
ни, які не містять Х\ .  Число підмножин, які входять до /С2, дорівнює 

бо кожна така множина є ^-елементною підмножиною (п — 1)- 
елементної МНОЖИНИ {Я 2 ,# 3 , ■ • ■ > хп}- Число підмножин, які входять 
ДО /Сі, дорівнює С^ІІ, бо, викинувши з кожної такої МНОЖИНИ Х\ ,  

одержимо (к — і)-елементну ПІДМНОЖИНу МНОЖИНИ {#2 , • • ■ , Хп}. От-

jb=0

Р о зв’язання. Оскільки — число А;-елементних підмножин 
множини, яка містить п  елементів, то сума, яка стоїть в лівій ча­

/4 __

п 4!(п — 4)!
(п — 3)(п — 2)(п — 1)п 
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(4)

Зад ач а  6 . Довести рівність
71

(5)
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стині рівності (5), являє собою число усіх підмножин п-елементної 
множини =  1 відповідає порожній множині).

Зад ача  7. Міжнародна комісія складається з 9 осіб. Матеріали 
комісії зберігаються в сейфі. Скільки замків повинен мати сейф, 
скільки ключів до них треба виготовити і як їх розподілити серед 
членів комісії, щоб доступ до сейфу був можливий тоді і тільки тоді, 
коли збереться не менше 6 членів комісії?

Розглянемо задачу також у випадку, коли комісія складається з 
п осіб, а сейф можна відкрити, коли збереться не менше т  членів 
комісії.

Р озв’язання. Які б (m — 1) членів комісії не зібрались, є замок, 
який вони не можуть відкрити, але ключ до цього замка повинен 
бути у кожного з п  — (т — 1) = п — m 4-1 інших членів комісії. Тому 
число замків С™-1, а ключів С™~г * (п — m +  1).

Розглянемо випадок п  =  3, т =  2. Повинно бути С\ — замки, 
а ключів С\ • (3 — 2 +  1) =  6. Позначимо замки літерами А, В, С, 
ключі до них (до кожного замка — два!) а, а, Ь, 6, с, с. Схему роздачі 
ключів пояснимо з допомогою таблиці

Номер члена 
комісії

Замок, який він 
не може відкрити

Ключі, які є в 
члена комісії

Перший А Ь,с
Другий В а,с
Третій С a,b

Зад ач а  8 . В опуклому n-кутнику проведено всі діагоналі. Відомо, 
що жодні три з них не перетинаються в одній точці. На скільки 
частин поділиться при цьому многокутник?

Р озв’язання. Будемо проводити діагоналі послідовно і уважно 
стежити, на скільки збільшується при цьому число частин. На по­
чатку маємо одну частину. Проведемо першу діагональ, число ча­
стин збільшиться на одиницю. Проведемо другу діагональ так, щоб 
вона перетнула першу. Утвориться 4 частини, тобто число частин 
збільшиться на 2. Уважне спостереження показує, що число частин 
збільшується при кожному проведенні на число діагоналей та число 
точок перетину, які при цьому з ’являються. Отже, число частин, на
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які поділиться многокутник дорівнює

1 -Ь (число точок перетину) 4- (число діагоналей) =  

п(п  — 3) (п — 1)(п — 2 )(п2 — 3 п +  12)
—  1 +  С п

24

Геометрична інтерпретація С*. Розглянемо прямокутну сіт­
ку квадратів розмірами т х п  ("шахове місто", яке складається з 
т х п прямокутних кварталів, поділених п — 1 "горизонтальними" 
і m — 1 "вертикальними" вулицями (рис. 7)). Яке число різних 
найкоротших доріг на цій сітці, які ведуть з лівого нижнього кута 
(точки (0 ,0)) в правий верхній кут (точку (m,n))?

(0, 7г)

п

( т ,  п

т (ттг,0)
(Рис. 7)

Відзначимо, що кожен найкоротший шлях з точки (0,0) в точку 
(ггг, п) складається з т + п  відрізків, причому серед них є т  горизон­
тальних і п вертикальних відрізків. Обравши вертикальні відрізки, 
ми повністю визначаємо шлях. Тому загальне число шляхів дорів­
нює числу способів, якими з 771 +  п  відрізків можна вибрати п  вер­
тикальних відрізків, тобто С "+п.

Можна було розглядати вибір не п  вертикальних, а т  горизон­
тальних відрізків, і ми отримали б тоді відповідь С™+п. Таким чи­
ном, ми встановили рівність С ^+п =  С ^+п, в справедливості якої 
неважко переконатися, використовуючи рівність (3), і довели таке 
твердження.

Теорема 3. Число найкоротших шляхів з точки (0 ,0) в точку 
(туп) дорівнює

ґ~іт^т+п
ґ~ІТІ
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Дамо ще одне ("геометричне”) доведення рівності
С  к _ ґ~ік—\ і /~ік

п —  71—1 "Г ТІ—1 ’

Число найкоротших шляхів з точки (0,0) в точку А — (к,п  — к) 
дорівнює С*Цп_к) =  С'п (рис. 8). Всі такі шляхи можна розбити на

У\ А\ А (к ,п  — к) 

А 2

0
X

(Рис. 8)

дві групи: шляхи, які проходять через точку А\ = (к — 1,п  — к) 
(їх число дорівнює С%~J+(n_jfc) =  C*z\) і шляхи, які проходять через
точку Ач — (к,п — к — 1) (число їх дорівнює С ^цп_к_^  =  С ^ ) .  

Зад ач а  9. Довести тотожність
П

£ ( с п)2 =  с?п- (6)
к~0

Р озв’язання. Підрахуємо число найкоротших шляхів з точки 
(0,0) в точку (п, п) =  А. З однієї сторони це число дорівнює С?21п.
З іншої сторони кожен такий шлях проходить через одну і тільки 
одну з точок Ак =  {к,п — к), (0 < к < п), які лежать на діагоналі 
B D  (рис. 9). Число шляхів з точки (0,0) в точку А/- дорівнює

У 
В
\

\
\

\
\

о D
X

(Рис. 9) 
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СкЦп-к) -  c l  а число шляхів з точки Ak в точку А  дорівнює 
С{п-к)+к = Сп- Тому число шляхів з точки (0,0) в точку А  дорівнює
Сп X С* =  (С*) . Додавши число шляхів, які проходять через кожну
3 точок Ak к = 0, 1, . . .  ,п отримаємо загальну кількість шляхів з 
точки (0,0) в точку А = (п,п), тобто Отже, має місце (6).

Впорядковані множини. П ерестановки та  розм іщ ення. 
О значення 1. Множина А  називається впорядкованою, якщо 

кожному елементу цієї множини поставлено у відповідність певне 
число (номер елемента) від 1 до п, де п  число елементів множини, 
так що різним елементам відповідають різні числа.

Кожну скінченну множину можна перетворити у впорядковану, 
якщо, наприклад, переписати всі елементи множини в деякий спи­
сок, а потім поставити у відповідність кожному елементу номер міс­
ця, на якому він стоїть у списку.

Теорема 4. Множину, яка містить п елементів, можна впо­
рядкувати

Рп =  п\
способами.

Д о в е д е н н я .  Нехай є множина А, яка містить п  елементів. Бу­
демо послідовно вибирати елементи множини А  і розташовувати їх 
у певному порядку на п місцях. На перше місце можна постави­
ти будь-який з п  елементів. Після того, як заповнено перше місце, 
на друге місце можна поставити будь-який з (п — 1) елементів, які 
залишились, і так далі. За правилом множення всі п місць можна 
заповнити способами п(п — 1) . . .  2 • 1. Отже, множину А, яка містить 
п елементів можна впорядкувати п! способами.

Різні впорядкування певної множини називають перестановками 
цієї множини.

Задача 10 . Скількома способами можна розташувати на полиці
4 книги?

Розв’язання. Шукане число способів дорівнює числу способів 
упорядкування множини, що містить 4 елементи, тобто Р4 =  1 • 2 • 
3*4 =  4! =  24 .

Задача 11. Скількома способами можна впорядкувати множину 
{1, 2 ,3 , . . . ,  2п} так, щоб кожне парне число мало парний номер?
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Р озв’язання. Парні числа можна розставити на місцях з парни­
ми номерами (таких місць п) п\ способами; кожному способу розта­
шування парних чисел на місцях з парними номерами відповідає п! 
способів розташування непарних чисел на місцях з непарними но­
мерами. Тому загальне число перестановок вказаного типу згідно з 
правилом множення дорівнює (п!) х (п!) =  (п!) .

Задача  12. Скількома способами можна розташувати на шаховій 
дошці 8 тур так, щоб вони не могли бити одна одну?

Р озв’язання. При вказаному розташуванні тур на кожній 
вертикалі і в кожній горизонталі лише одна тура. Нехай а\ — 
номер вертикалі, в якій стоїть тура з першої горизонталі, а<і — 
номер вертикалі, в якій стоїть тура з другої горизонталі,..., as — 
номер вертикалі, в якій стоїть тура з останньої горизонталі. Тоді 
(аі, аг, . . . ,  as) є деяка перестановка чисел 1, 2, . . . ,  8. Серед чисел 
аі ,аг , . . .  ,08 немає жодної пари рівних, бо тоді дві тури потрапи­
ли б в одну вертикаль. Отже, кожному розташуванню тур, при 
яких жодна тура не б’є іншу, відповідає певна перестановка чисел
1 , 2 , . . . ,8. Навпаки, кожній перестановці чисел відповідає таке 
розташування тур, при якому вони не б’ють одна одну. Отже, число 
шуканих розташувань тур дорівнює 8! =  40320.

Впорядковані підмнож ини даної множини (розміщ ення).
Нехай множина А  містить п елементів. Скільки різних впорядкова­
них fc-елементних підмножин можна утворити з її елементів?

П риклад  1. Перерахуємо усі двохелементні впорядко­
вані підмножини трьохелементної множини {а,6, с}: {а, &},
{6, а} ,  { а ,с } ,  { с ,а } ,  {Ь,с}, {с,Ь}.

О значення. Впорядковані fc-елементні підмножини називають 
розміщеннями з п по к.

В підручниках з комбінаторики, які не використовують терміно­
логію з теорії множин, дають таке означення розміщень.

Розміщення з п по к — це групи по к предметів із даних п пред­
метів, причому порядок предметів в групі є істотним.

В прикладі ми перерахували всі розміщення з п по к.
Теорема 5. Число розміщень з п по к дорівнює

Ап =  п(п  -  1) . . .  (п — к +  1). (7)
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Д о в е д е н н я .  Будемо конструювати fc-елементну підмножину 
шляхом послідовного вибору елементів: перший елемент може бу­
ти обраний п способами, другий — (га — 1) способами, після того як 
уже обрано (к — 1) елементів, наступний fc-ий елемент може бути 
обраний п ~  (к — 1) =  п — А; +  1 способами. Тому згідно з правилом 
множення =  п(п — 1) . . .  (п — к +  1).

Зазначимо, що в англомовній літературі для числа розміщень з п 
по к вживається таке позначення

(п)к =  п(п  — 1) . . .  (п — к + 1).

Теорема 6 . Має місце співвідношення між числом розміщень 
із п по к і числом комбінацій з п по k

ЛІ = СІ ■ k;!. (8)

Д о в е д е н н я .  Розглянемо всі fc-елементні підмножини множини 
А (їх число позначаємо С^). Кожну з них упорядкуємо (це можна 
зробити к\ способами). Тоді ми одержимо всі fc-елементні впорядко­
вані підмножини. Отже, An =  Cjl * А:!.

Таким чином, ми отримали ще одне зовсім коротке доведення 
формули для С%:

к _  А^ п(п  — 1) . . .  (п — к +  1) ‘ пі
n = J d = =  к \ ( п - к ) \ '

Зад ач а  13. Скількома способами можна розсадити чотирьох уч­
нів на 25 місцях?

Шукане число способів дорівнює числу розміщень з 25 по 4: А\ь —
25 • 24 • 23 • 22 =  303600

Задача  14. Студенту треба скласти 4 екзамени впродовж 8 днів. 
Скількома способами це можна зробити?

Р озв’язання. Шукане число способів дорівнює числу 4-елемент- 
них впорядкованих підмножин (дні складання екзаменів) множини 
з 8 елементів, тобто А\  =  8 • 7 ♦ 6 * 5 =  1680 способів. Якщо студент 
хоче складати останній екзамен на восьмий день, то число способів 
дорівнює 4-^7  =  4- 7- 6 - 5 =  840.
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РОЗДІЛ 4
Біном Н ью тона та біноміальні тотожності

Існують буквально тисячі тотожностей, які

ношень настільки багато, що, коли хто-небудь 
відкриває нову тотожність, це вже нікого не хви­
лює, хіба що тільки самого автора! Для того щоб 
вміло користуватися формулами при аналізі алго­
ритмів, обов’язковою умовою є вільне оперування з 
біноміальними коефіцієнтами, тому в цьому пункті 
ми спробуємо пояснити просто і зрозуміло, як з 
ними оперувати. Марк Твен пробував одного разу 
звести всі анекдоти до дюжини основних типів (про 
дочку фермера, про тещу і т.д.); ми ж спробуємо 
сконцентрувати тисячі тотожностей в один неве­
ликий набір основних операцій, з допомогою яких ми 
можемо розв’язати майже будь-яку задачу відносно 
біноміальних коефіцієнтів.

Д. Кнут. Искусство программирования для ЭВМ, с. 85

Як розкрити дужки при обчислені виразу (а +  Ь)п , коли нату­
ральне число п > 3? Відповідь на це питання дає така теорема. 

Теорема 1 . Має місце рівність

містять біноміальні коефіцієнти, і впродовж віків 
багато людей їх відкривають. Проте таких співвід-

Біном Нью тона. Відомо, що

(а + b)2 =  а2 +  2 ab +  б2,

(в + Ь)̂  = о? + За26 + ЗаЬ2 -Ь 6̂ .
(1)
(2)

(а +  Ь)п =  С%ап +  C lnan- lb +  • • • +  Cknan~kbk +  * • • +  СппЬп =
п

(3)

де

п к\(п — к)\ (4)

зо



Цю теорему називають біноміальною теоремою, а числа Ск -  бі­
номіальними коефіцієнтами. Рівність (3) часто називають біномом 
Ньютона (1643-1727), хоча ця назва історично не є справедливою. 
Формулу (1) знали ще математики древнього Вавилону. Древньо- 
грецькі математики придумали для неї красиву геометричну інтер­
претацію.

b

а

а Ь 
(Рис. 10)

Формулу (3) в XI - XII століттях знали східні математики, зо­
крема Омар Хайям (1048 - 1131). Детальне вивчення біноміальних 
коефіцієнтів провів в 1654 році французький математик Блез Пас­
каль (1623*1662). Заслуга Ньютона в тому, що в 1664-1665 роках 
він встановив, що формула (3) узагальнюється для довільного по­
казника (дробового та від’ємного), але при цьому в правій частині 
з ’являється нескінченне число доданків (ряд). Ряд Ньютона для 
(1 +  х)а ми розглянемо в розділі 9 і будемо використовувати його 
при розв’язанні комбінаторних задач.

Д о в е д е н н я  теореми 1. Перемножимо (а +  Ь) п раз
(а 4- Ь)(а +  Ь) ...  (а +  Ь)у розкриваючи дужки. Тоді одержимо су-
s*11*........  V  ' ■11 11 ̂

п-раз
му добутків виду cfifife . . .  ck . . .  сій, в яких кожне dk дорівнює або а 
або b (а , якщо з к-ої дужки взяли а; 6, якщо з /с-ої дужки взяли
Ь). Проведемо далі операцію зведення подібних членів. Розіб’ємо всі 
доданки на (п +  1) групу Во, В \ , . . . ,  В,и відносячи до Bk ті додан­
ки виду Ькап~к, в яких Ь зустрічається рівно к раз, а а — (п — к) 
раз. Число доданків в групі В^ дорівнює С к (таким числом способів 
серед п множників di,cfe) ■ ■ • ,dn можна вибрати к множників, які 
дорівнюють 6). Отже,

ті
(а + Ь)п = ^ С кпап~кЬк. 

к=0

а b

ab Ь2

а2 ab

з і



Деякі важливі наслідки з теореми 1.
Н аслідок 1.

£ < £  =  2". (5)
*=0

Рівність (5) отримується, якщо в (3) покласти а =  Ь =  1.
Н аслідок 2 .

£ с * ( - 1)* =  0, (п >  1). (6)

Для доведення покладемо в (3) а =  1, Ь =  — 1.

Трикутник П аскаля. Нагадаємо таку важливу властивість бі­
номіальних коефіцієнтів

Ckn+1 = C* + C t \  (7)

встановлену в розділі 3 (рівність 4).
Рівність (7) показує, що біноміальні коефіцієнти можна послідов­

но виписувати у вигляді трикутної таблиці, яка називається трикут­
ником Паскаля, названого так на честь французького математика 
Блеза Паскаля.

п — 1 1 1

п =  2 1 2 1

п = 3 1 3  3 1
п = 4 1 4  6 4 1
п =  5 1 5 10 10 5 1

В n-ому рядку трикутника Паскаля стоять коефіцієнти розкладу 
(а +  b)J\  причому кожен коефіцієнт, крім крайніх двох, які дорівню­
ють 1, дорівнює сумі відповідних коефіцієнтів з попереднього рядка.

Рівність (5) стверджує, що сума чисел в n-ому рядку трикутника 
Паскаля дорівнює 2П. Рівність

Скп =  С Г* (8)

стверджує симетричність трикутника Паскаля: кожен рядок три­
кутника Паскаля читається однаково, як зліва направо так і справа 
наліво.
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Як ведуть себе числа С% при фіксованому п  і зростанні к і  Спо­
глядання декількох рядків трикутника Паскаля дає підставу споді­
ватись, що при зростанні к до середини рядка числа С% зростають, 
а потім спадають.

ffi - 1 71 ___  1
Теорема 2 . При к < —-— С^+1 > С а  при к > —-—

Z Z
С^+1 < Найбільшим серед чисел ,п ) є число

п п— 1 п-Ц
Сп ( я к щ о  п парне) та Сп2 =  Сп2 (якщо п непарне). 

Д о в е д е н н я .  Відзначимо, що
С*+1 п - к  
С * ~  к +  1 '

Якщо к < то ~— -  > 1 і С*+1 > Сп- Якщо ж  к > П \  то
Z к -f- 1

л  __
-г— -  < 1 і Сп+1 < Сп. Таким чином, при фіксованому п  біноміальні
гС “{- 1
коефіцієнти спочатку зростають, а потім спадають. Якщо п непарне 
(п — 2га +  1) число, то найбільших біноміальних коефіцієнтів два 
С™ =  С™+1] якщо ж п — парне число (n =  2т ) ,  то найбільшим є 
коефіцієнт С2^ .  Радимо читачеві ще раз поглянути на трикутник 
Паскаля.

Н айваж ливіш і біноміальні тотож ності. Існує надзвичайне 
розмаїття тотожностей біноміальних коефіцієнтів. Встановимо деякі 
тотожності, які найбільш часто використовуються і тому є найваж­
ливішими.

Теорема 3. Має місце рівність

скп = \ Ctl (9)
Д о в е д е н н я .  Рівність (9) іноді називають правилом винесення за, 

знак біноміального коефіцієнта. Рівність випливає з представлення 
Сп (рівність 4) через факторіали. Маємо

Г к "! п {п — 1)! п  , і
11 к\(п — к)\ к (к -  Щ п  -  к)\ к п~1'

З ад ач а  1. Довести тотожність
ТІ

^ к С І  = п Т - \  (10)
к=1
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Р озв’язання. Скористаємося правилом винесення за знак біно­
міального коефіцієнта. Маємо

ті п ТІ

Ё  * СІ =  Ё  с £ і  =  п  • £  c t і .
к—1 к—1 &=1

Зробимо заміну індексу, поклавши к — 1 =  т\ Матимемо
п  п —1

$ > C *  =  n £  <Z_1 = n 2 ”~1
к=1 г=0

(ми використали рівність (5)).
Задача  2 . Довести, що

Сп = 0. (11)
Ь=1

Р о зв’язання. Використаємо (9). Отримаємо

*=1 *=1 

Після заміни індексу А; — 1 =  г, будемо мати

" E ^ ( - i ) r = o
г=0

(ми використали рівність(б)). 
Зад ач а  3. Довести, що

у -  1 с* (12)
f ^ k  + 1 ” п +  1 'к=0

Згідно з правилом винесення за знак біноміального коефіцієнта

пк+\ _  71 +  1 гЬ
~  к Т І  п '

Тому

у-' 1 Г к V 4 1 X к +1 r*fc+1 =
Г ^  +  і "  ■ fe fc +  1 п +  1 "+1К—U К—U
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= ЇГ Т Ї £  =  +  с » «  +  "  +  с »«‘>
А:=0

~  п"+  2 (^п+1 +  Сп+1 Н-------Ь Сп+11

(ми використали рівність (5)).
Теорема 4. Має місце рівність

cJL ,) =
2П+1 _  J

ТІ +  1

п—г
/ПГГ __  Ґ~1'І— 1 ) S~iV— 1 І , іП Г — 1 ____ \  л  /~ЇТ' — 1

“  °п-1 +  Un-2 "І г ° г-1 ~  2^ (13)
&=0

Д о в е д е н н я .  Дамо геометричне доведення, використовуючи гео­
метричну інтерпретацію біноміальних коефіцієнтів. Розглянемо всі 
найкоротші шляхи з точки (0,0) в точку (r, п — г). Розіб’ємо всі ці 
шляхи на п класів Б 0> * * • > A i-ъ  відносячи до класу В ті шляхи,
які перетинають пряму х =  1/2 в точці (1/ 2, fc), (к =  0 , 1, . . . , n — 1). 
Очевидно, до класу Bk входить шляхів (рис. 11). Тому

У

к

(гу п — г)

X

(Рис. 11)

виконується рівність (13). Якщо замінити в рівності (13) г на г +  1, 
а п на п  +  1, то отримаємо рівність

71— V

/~*Г-Н _ Ґ~1Г і \  Л /ПГГ°п+1 ~  “Г ^П-1  ̂ h Ог — 2 ^  Ці-*-
к=0

Замінивши в (14) п  — к на 5, матимемо рівність

*7'+1

(14)

п
Ґ~1Г+1 _ \  Л /ПГГ
°п+1 — / (15)

S —г
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Теорема 5. Має місце рівність

п+тгь (іб)

П ер ш е  д о в е д е н н я .  Всі fc-елементні підмножини множини 
А =  {аь . . . ,  а„, оп+і , . . . ,  ап+го} (число їх дорівнює Ск+т) розіб’ємо 
на к +  1 класів Vo, Vi, . . . ,  И , відносячи до класу V* всі ті підмно­
жини, які містять рівно і елементів з індексами не більшими, ніж п. 
Кожну підмножину з класу Ц можна дістати, приєднуючи до дея­
кої г-елементної підмножини множини {аі , . . . ,  ап} (fc — г)-елементну 
підмножину множини {ап+і ,а п+2> * ■ ■ >ап+т}. Тому клас V, м іс т и т ь  

СгпСк~г підмножин. Отже, виконується рівність (16). При к = т  = п 
з (16) отримуємо

Д р у г е  д о в е д е н н я .  При доведенні використаємо таке заува­
ження: якщо два многочлени Р{х)  і Q(x) при всіх х  рівні, то коефі­
цієнти цих многочленів при однакових степенях співпадають. Справ­
ді, якщо Р(х) = Q(x) при всіх х, а коефіцієнти при деякому степені 
х неоднакові, то Р(х)  — Q(x) буде многочленом з ненульовими кое­
фіцієнтами, що має безліч коренів, а це суперечить основній теоремі 
алгебри.

Запишемо рівність

Використовуючи формулу бінома Ньютона, переконуємося, що кое-

Отже, рівність (16) виконується.
Рівність (16) іноді називають композицією (рос. термін свертка) 

Вандермонда за іменем французького математика Августа Вандер- 
монда (1735-1796), який її встановив у 1772 році.

Т р е т є  д о в е д е н н я  тотожності (16). Уявимо собі, що з групи, 
яка містить п  чоловіків та т  жінок, ми обираємо k осіб. Ми можемо

п

(17).

(1 +  ж)"(1 +  х)т =  (1 +  х)п+т. (18)
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це зробити С*+т способами (ліва частина тотожності). Всі такі ком­
панії з к осіб можна класифікувати за кількістю чоловіків; і чоло­
віків з множини п чоловіків можна обрати С7п способами; приєднати 
до них групу з (к — і) жінок з множини т  можна С ^ г способами. 
Отже, число тих компаній, де є рівно і чоловіків, дорівнює СгпС ^ г 
(і =  0 , 1, . . . ,  к). Звідси й випливає справедливість тотожності (16).

З ад ач а  4. Довести, що

C m s~yQ і s~im— l / o l  . , s~iQ r^im __ ґ~іт.
п ^ к ' ^ п —1 ^ к + \  ' * * ’ ' ^ п - т ^ к Л - т  ^п+Л +І* (19)

Р о зв ’язання. Скористаємося геометричною інтерпретацією С.„. 
Розглянемо всі найкоротші шляхи, які ведуть з точки (0,0) в точку 
(п — т  +  к +  1 ,га). Розіб’ємо всі ці шляхи на класи Lo, L \ }. . . ,  Lm, 
відносячи до класу Lr всі ті шляхи, які перетинають пряму х =  к + \  
в точці (А; +  \ , г )  (рис. 12).

И

к к .

(п — т  +  к -f 1, га)

(Рис, 12)

Кожен шлях з Lr складається з трьох частин (шляху з точки 
(0 ,0) в точку (А,г), горизонтального відрізку, який сполучає точки 
(к,г) і (А +1, г) ,та шляхузточки (А; +  1,г) в точку (п — га+А +  1, г)). 
Тому загальне число шляхів, які входять до Lr , дорівнює С[+ГС™_7ГГ- 
Загальне число шляхів з (0,0) в (п — т  +  к +  1, га) дорівнює 
Отже, (19) має місце.

М ала  теорема Ф ерма. Уважно розглядаючи трикутник Пас­
каля, ви не могли не помітити таку цікаву обставину: якщо номер 
рядка п  є простим числом п =  р, то всі біноміальні коефіцієнти, 
крім крайніх двох, які рівні 1, діляться на р. (Перевірте це для 
п =  3, п — 5, п  =  7 !) Має місце таке твердження.
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Теорема 6 . Якщо р — просте число, то кожне з чисел 
С$ , . . . ,  C j r1 ділиться на р.

Д о в е д е н н я .  Нехай 1 <  г  <  р — 1. Розглянемо

р ( р - 1 ) . . - ( р - г + 1 )  _ ^ ( р - 1 ) . . . ( р - Г  + 1)
Ч  -  -  ^  -  Р ^  •

Оскільки р — просте число i l  < г < р  — 1, то р не може діли­
тися на г\. Таким чином, (р — 1). . .  (р — т +  1) ділиться на Н, а

(р -  1) . . . (р -  г +  1)
Ср =  р~--------— -------------- — ділиться на р.

З теореми 6 випливає так звана м ала теорема Ферма, яка грає 
важливу роль в теорії чисел, алгебрі, комбінаториці. Ми розгляне­
мо спочатку два часткових випадки цієї теореми, представлені у 
вигляді задач.

Задача 5. Довести, що при кожному натуральному п п3 — п д і ­

л и т ь с я  на 3.
Р озв’язання. Доведемо сформульоване твердження методом ма­

тематичної індукції. При п =  1 п3 -  п =  0 ділиться на 3. Нехай 
твердження задачі справедливе при п =  к: к3 — к ділиться на к. 
Доведемо, що тоді воно справедливе і при п =  к +  1. Маємо

(к +  І)3 -  (к + 1) = к3 + Зк2 -h3k + 1 ~ к -  1 = (к3 -  к) + 3к(к +  1)

ділиться на 3, бо за припущенням індукції к3 — к ділиться на 3.
Задача 6 . Довести, що при кожному натуральному п п ь — п ді­

литься на 5.
Розв’язання. Знову використаємо метод математичної індукції. 

При п =  1 твердження задачі справедливе: п5 — п = 0 ділиться на
5. Припустимо, що при п =  к : къ — к ділиться на 5. Доведемо, що 
(к +  І)5 — (А; +  1) ділиться на 5. Справді,

(к +  І)5 -  (* +  1) =  (А;5 +  5к4 +  10Л:3 +  10к2 +Ък +  1) — (Л +  1) =

-  (А;5 -  к) +  5к(к3 +  2к2 +  2к +  1)

ділиться на 5, бо къ — к ділиться на 5 за припущенням індукції.
Теорема 7. (М ала теорема Ф ерма) Якщо р просте число, то 

при будь-якому натуральному п число пр — п ділиться на р.
Д о в е д е н н я .  При 7г — 1 число пр — п ділиться нар. Припустимо, 

що кр — к ділиться на р, і доведемо, що (к + 1)р — (к +  1) ділиться
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р—1 р—1

(к + 1)р -  { к + 1) =  kp + J 2 c pkr + 1  -  (fc+ 1) =  (fcp -  *0 + £ c pfcr
г—1 г—1

ділиться на р, бо кр — к ділиться на р за припущенням індукції, а 
при кожному 1 < г < (р — 1) ділиться н ар  в силу теореми 6. Отже, 
теорема 7 доведена.

Ш пернерові сімейства та  теорем а Ш пернера. Нехай X  — 
множина, що містить п  елементів.

О значення 1. Набір Т  підмножин з X  будемо називати шперне- 
ровим сімейством, побудованим на множині X, якщо будь-які дві 
множини з F  не містять одна одну.

П ри клад  1 . Нехай X  =  {а, Ь}. Набір А\ =  {а}, А<і =  {£>} є шпер- 
неровим сімейством, а набір Аі =  {а}, А 2 =  {а, Ь}, не є шпернеровим 
сімейством, бо А\ С Л2.

П ри клад  2 . Нехай X =  {а, Ь, с} — трьохелементна множина. 
Тоді набори підмножин:

Т \  : М , { Ь } , { с } ,

■̂ 2 : { а , 6} , { а , с } , { Ь , с } ,

•• { а } , { Ь , с } ,

!Fі  : {а, Ь, с}

є шпернеровими сімействами. Ці сімейства є максимальними шпер- 
неровими сімействами: до кожного з цих сімейств не можна приєд­
нати ще одну підмножину так, щоб отримане сімейство було шпер­
неровим. Сімейство

F& ■ { « } ,  { « ,  с } ,  {& ,с }

не є шпернеровим.
Має місце теорема.
Теорема 8 . Нехай Т  : А\, А 2 , Аз , . . . ,  А ш — шпернерове сімей­

ство, побудоване на п-елементній множині. Тоді

т  < СІ?\ (20)

В дійсності має місце більш загальне твердження.
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Теорема 9. (Ямамото-Любеля-Мешалкіна.) Якщо Т - шперперо- 
ве сімейство

£  р д а  5 PD

Для кожної підмножини А С {1,2,..., гг} позначимо через р(А) су­
купність усіх тих перестановок чисел {1,2, ...,п}, початковий відрі­
зок яких утворюють елементи А. Число цих перестановок дорівнює 
N(A)(n — N(A)).  Умова Шпернера рівносильна тому, що множини 
р(А), А Є F  попарно не перетинаються. Тому

£  N(A)(n -  N{A)) < n!.
Ac?

Звідси випливає (21). Оскільки С п ^  <  то з (21) випливає (20).
Задача 7. Нехай А і , А т різні підмножини множини X , причо­

му А і П Aj  '= 0 при і Ф j .  Довести, що т  < 2ті" 1.
Розв’язання. Розглянемо сімейство підмножин

А \ , . . . ,  Аш, А \ , . . . ,  Ат .

В цьому сімействі немає однакових підмножин, тому 2т < 2П, звідки 
т  < 2П" 1. Межа 2П_1 є точною. Щоб переконатися в цьому досить 
зафіксувати елемент а Є X  і розглянути сімейство всіх підмножин 
X, які містять цей елемент, їх буде рівно 2П_1.

Задача 8 . Нехай канонічний розклад числа п на прості множ­
ники має вигляд п = рірг .. .pr , a m  максимальне число дільників 
числа п, які не ділять один одного. Довести, що

т < С І? \

Розв’язання. Нехай X  =  {1, 2, . . .  ,г}. Кожному дільнику числа 
п, який має вигляд Pij>i2.. .р*й 1 <  іі < г*2 < г’з < * * * < по­
ставимо у відповідність підмножину А 8 =  {гь , . .  ,га} множини X. 
Отримаємо сімейство підмножин Аі, Аг, . . . ,  Ат . Оскільки дільни­
ки не ділять один одного, то А і С A jу і ф j  тобто Аі, Аг, . . . ,  Aw є

ГГ] *
сімейством Шпернера і т < Сг2 .

Відзначимо декілька нерозв’язних проблем, сформульованих зна­
менитим угорським математиком Полем Ердьошем.
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Н ерозв’я зан а  проблема 2 . Скільки різних Шпернерових сі­
мейств можна побудувати на множині X , яка містить п елементів? 
Вказати оцінки для числа шпернерових сімейств знизу та зверху.

Н ерозв’я зан а  проблема 3. Яку максимальну кількість підмно- 
жин множини X  можна вибрати так, щоб об’єднання
будь-яких двох підмножин не містило третю?

Н ерозв’я зан а  проблема 4. Яку максимальну кількість підмно­
жин А \ , . . . ,  Ak множини X  можна вибрати так, щоб об’єднання не 
збігалося з третьою підмножиною?

Н ерозв’я зан а  проблема 5. Яку максимальну кількість підмно­
жин А і , . . . ,  Ak можна сконструювати таким чином, щоб симетрична 
різниця довільних двох підмножин містила принаймні г елементів? 
Нагадаємо, що симетричною різницею множин А  та В  називається 
об’єднання двох множин А \  В  та В \А  .

Н ерозв’я зан а  проблема 6 . (П роблем а А дам ара) Розгляне­
мо множину усіх квадратних п  х п матриць із елементами

Для кожної матриці обчислимо визначник \А\. Чому дорівнює най­
більше з чисел {|А|}?

Н ерозв’язан а  проблема 7.
Ті ж питання для множини матриць, де

Н ерозв’язан а  проблема 8.8 Довести, що

Тут

8Проблему подаємо за матеріалами статті O.K. Толпиго "Колекція нерозв’язаних проблем", У світі мате* 
матики, т.З, в.З (1997).
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Зауважимо, що
оо

V Y r"1 4-1 _  27Г\/3 +  9 
2_J^in )  — *27 ’
П ~  1

00 1 1 

£ ^ > ~ ’ =  3 с<2)'

У ' ( - і ) " - 1Л ( с !” )-■ = ? « з ) .

п~1
оо

1 7 1  п=1

Результат для £(4)перевірено чисельно. Автором проблеми є Альф 
ван дер Портен.
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РОЗДІЛ 5
П ерестановки та  комбінації з повторенням и

Страшні слова, коли вони мовчать, 
коли вони зненацька причаїлись, 
коли не знаєш, з чого їх почать, 
бо всі слова були уже чиїмись.
Хтось ними плакав, мучився, болів 
із них почав і ними ж і завершив.
Людей мільярди, і мільярди слів, 
а ти їх маєш вимовити вперше!
Все повторялось: і краса, й потвор­
ність.
Усе було: асфальти й спориші.
Поезія — це завжди неповторність, 
якийсь безсмертний дотик до душі.

Ліна Костенко

П ерестановки з повторенням и. Розглянемо множину А, яка 
містить п  елементів. Поставимо таке питання: Скількома способами 
можна представити множину А  у вигляді об’єднання множин В\ і 
В 2 таких, що N(B\ )  =  ku N ( B 2) =  k2 (Вг П В2 =  ^ і  +  ^  =  п)?

Множину Ві  ми можемо обрати C kl способами; до множини В 2 
зараховуємо n — к\ = к2 елементів, які залишилися після вибору В\.  
Таким чином, шукане число способів дорівнює

f e i ! ( n - Ац)! W M V
Наступне питання. Скількома способами можна представити мно­

жину А  у вигляді об’єднання т  підмножин

А  =  В г U В 2 U • • • U В т

так, щоб N(Bi )  = к\, N ( B 2) = к2}. . ■ = кт, де кі, к2, . . . ,  кт
дані числа (к\ > 0, к2 > 0 , . . . ,  кт >  0; к\+ к2+- ■ ■+кт — п)? Множи- 
ни В \,В 2, . . .  уВ т не повинні мати спільних елементів. Всі описані 
вище розбиття множини А  на т  груп можна побудувати так: візь­
мемо довільну А;і-елементну підмножину В\ множини А  (це можна
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зробити Сп1 способами); з п — к\ елементів, які залишились, утво­
римо /ф*-елементну підмножину і?2 (це можна зробити спосо­
бами) і т.д. Загальне число способів вибору т  множин за правилом 
множення дорівнює

s-чкі ґчкз s~ikm _
п ^п —к\ п—к\—к2 ' ’ ' п—к\—к2------&т-1

n! (n — fci)! (п — к\ — kz)\
к\\(п — fci)! к2]-(п — кі — &г)! кз\(п — к\ — к2 -  fc3)!

( п - к і —к і --------- fcm-і)! п\X  _ ______________________________ -___ —  -----------------------
^2 * ! к\\к2І  • * * к гп\

(нагадаємо, що — 0! =  1).
Отже, ми довели таку теорему.
Теорема 1. Нехай &і, к<і, . . . ,  кт — цілі невід3ємні числа} причому 

к\ + к2  + • • • +  кш =  п. Число способів, якими можна представи­
ти множину А , яка містить п елементів, у вигляді об’єднання 
множин, число елементів яких становить відповідно &і,...  , 
дорівнює

Числа Cn(ki}.. .  fcm) називаються поліноміальними коефіцієнта­
ми. В англомовній літературі вони позначаються так

"  Vкі ,к2, - . - кт)
Задача  1 .  Скількома способами можна розселити 8 студентів в 

трьох кімнатах: одномісній, трьохмісній і кімнаті на чотири місця? 
Відповідь: розселення можна здійснити

С8(1'3-4) = ЇШ Г  2 8 0 '

способами.
Зад ач а  2 . Скількома способами четверо юнаків можуть запро­

сити до танцю чотирьох із шести дівчат?
Відповідь: шукане число способів дорівнює

с » ( 1 ' М ' 2 )  =  Ї Ш Т Ш Й  =  3 6 0 '
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З ад ач а  3 .  Скільки різних слів можна утворити, переставляючи 
букви в слові мама?

Р озв’язан н я . Перенумеруємо номери місць на яких стоять бук­
ви: А = {1, 2,3,4}. Слово визначене, якщо вказані номери місць, де 
стоїть буква л і, і номери місць, де стоїть буква а. Нехай В  і — мно­
жина номерів тих місць, де стоїть буква м , В 2 ~~ множина номерів 
місць, де стоїть буква а. Тоді А  =  {1, 2,3,4} =  В\ U В 2 . Складемо 
таку таблицю, в якій будуть міститися усі можливі слова

Ві 1 2 3 4
{1,2} м м а а
{1,3} м а м а
{1,4} м а а м
{2,3} а м м а
{2,4} а м а м
{3,4} а а м м

Як бачимо, число різних слів, які можна утворити, переставля­
ючи букви в слові мама, дорівнює числу представлень множини
А  =  {1,2,3,4} у вигляді об’єднання двох множин В\ і В 2  таких,

4!
що N(Bi)  = 2, iV(jB2) =  2, тобто дорівнює =  6.

Розглянемо більш загальну ситуацію. Нехай маємо к\ букв aj, &2 
букв аг, . . .  , кт букв ат , к\ +  А:2 Н-------\-кт = п. Підрахуємо, скіль­
ки різних слів можна утворити з цих букв. Перенумеруємо місця, 
на яких стоять букви, числами 1,2, . . . ,  п. Кожне слово визначаєть­
ся множинами В\ (номери місць, де стоїть буква аі), В 2 (номери 
місць, де стоїть буква аг), . . . ,  В т (номери місць, де стоїть буква 
ат ) . Тому число різних слів дорівнює числу способів, якими можна 
представити множину А  =  {1, 2, . . .  п)  у вигляді об’єднання множин 
В \ , . . .  Вт , тобто дорівнює

Сп(к\ , . ,  кт) =  —
. . . гьт .

П ри клад  1. Число різних слів, які дістанемо, переставляючи літери
10!

в слові м атем атика, дорівнює =  151200.
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Звичайно, можна говорити не про букви, а про предмети різних 
типів. Твердження, сформульоване вище, можна сформулювати так.

Теорема 2 . Число різних перестановок п предметів, серед яких 
є к\ предметів першого типу, к2 предметів другого типу, . . . ,  кт 
предметів т-того типу, дорівнює

Сп(кь  . . . кт) = —  у  —  ■
кг\к2\ . . .  кт\

Наведемо ще одне доведення цієї теореми. Позначимо через 
Сп(кі7...  кт) число усіх перестановок описаного в умові теореми ти­
пу. Розглянемо одну перестановку і замінимо в ній однакові пред­
мети різними. Тоді число усіх перестановок, які можна утворити з 
розглянутої нами перестановки, дорівнює .. • кт\. Зробивши це 
для кожної перестановки, дістанемо п! перестановок. Отже,

Сп(к\) ’ • ■ кт)к\\к2^ • • ■ кт\ = ті!,

звідки

C n ( f c i , - . - U =  , »  ,n! vfci!fc2! ■ - • кт\
Задача  4. Скільки різних сигналів можна скласти, змінюючи

порядок семи прапорців: одного червоного, двох синіх, трьох зелених 
і одного білого?

Відповідь: шукане число сигналів дорівнює

Сі(1' 2' 3' 1) =  Ї!2Й Ш = 420'

Комбінації з повтореннями. Комбінаціями з т non  з повто­
реннями будемо називати групи, що містять п предметів, при­
чому кожен предмет належить до одного з т типів, а порядок 
розташування предметів в групі не є істотним.

Число усіх можливих комбінацій з т  по п з повтореннями позна­
чимо /£ . Розглянемо декілька прикладів.

П риклад 2 . Нехай типи предметів а і Ь, п = 2. Тоді комбінації 
з повторенням мають вигляд аа, ab, bb. Отже, безпосереднім підра­
хунком переконуємося, що / 2 = 3.
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П ри клад  3. Нехай типи предметів а і Ь) п  — 3. Комбінації з 
повторенням мають вигляд aaa,aab,abb,bbb. Таким чином, / |  =  4.

П ри клад  4. Нехай типи предметів а, 6, с; т  =  3, п = 2. Комбіна­
ції з трьох по два мають вигляд: аа, аб, ас, 66, Ьс, сс. Отже, / |  =  6.

" П ри клад  5. Комбінації з трьох по чотири (ш =  3; типи а, 6, с; 
п = 4) мають вигляд:

аааа aaab ааас aabb aabc
aacc abbb abbc abcc ассс
bbbb bbbbc bbcc bccc cccc .

Таким чином, =  15.
Теорема 3. Число усіх комбінацій з т  по п  з повтореннями 

дорівнює
£71 _ S-ІТП— 1 ______ ґ~т (Г\\
J m ~ ~  ^ n + r a —1 1* \ )

' Д о в е д е н н я .  Кожна комбінація повністю визначається, якщо 
вказати, скільки предметів кожного з т  типів в неї входить. По­
ставимо у відповідність кожній комбінації набір з нулів та одиниць, 
утворений за таким правилом: напишемо підряд стільки одиниць, 
скільки предметів першого типу входить в комбінацію, далі постави­
мо нуль і після нього напишемо стільки одиниць, скільки предметів 
другого типу містить ця комбінація і т.д. Проілюструємо алгоритм 
для комбінацій з прикладів 2 і 3.

П ри кл ад  6 . (п =  3 , т  =  2)

ааа <— > 1110 

aab <— ► 1101 

abb <— ► ІОН 
bbb і— > 0111 .

П ри клад  7. (п =  2, т  =

аа <— ► 1100 

ab <— ► 1010 

ас <— ► 1001 

bb <— ► 0110 

Ьс <— > 0101 

сс <— > 0011 .
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Таким чином, кожній комбінації з m u o n  відповідає набір з п одини­
ць та 7П — 1 нулів і, навпаки, за кожним таким набором однозначно 
відновлюється комбінація. Тому число комбінацій з т  по п з повто­
реннями дорівнює числу наборів довжини n + m —1, які складаються
з п одиниць та т — 1 нулів, тобто дорівнює С ^т -і  =  С ^ т_г.

П риклад 6 . Кості з доміно є комбінаціями з повтореннями з семи 
цифр 0,1,2,3,4,5,6 по 2. Число усіх таких комбінацій дорівнює

_ /о2  _ yoG _ /пг2 _ по
J7  ° 2 + 7 - 1  — — ZO.

Розглянемо ще декілька застосувань теореми 3.
Теорема 4. Число цілих невід’ємних розв’язків рівняння

Хі +  z2 Н-------h x m = n (3)
дорівнює = C'r"+m_1.

Д о в е д е н н я .  Існує взаємно однозначна відповідність між 
розв’язками рівняння (3) та комбінаціями з т  предметів по п. Якщо 
маємо невід’ємні цілі числа Х\, Х2, . . . ,  х п, які задовольняють рівнян­
ню (3), то можемо утворити комбінацію з т  по п, взявши х\ пред­
метів першого типу, Х2 предметів другого типу,.. . ,  хт т- того типу. 
Навпаки, маючи комбінацію з т  предметів по п з повтореннями, 
дістанемо розв’язок рівняння (3) (х\ — число предметів першого ти­
пу, X2 “  число предметів другого типу,..., хт — число предметів 
m-того типу).

Тому число цілих невід’ємних розв’язків рівняння (3) дорівнює
fn   л т -1   лпJm ^п+т-1 ^п + т-1*

Теорема 5. Число цілих додатних розв’язків рівняння

+  * ■ * +  х т — п (4)
(жі > 0,^2 >  о , . . .  ,жто > 0)

дорівнює C™Zi .
Д о в е д е н н я .  Зазначимо, що т  < п  є необхідною умовою існу­

вання розв’язку рівняння (4).
Віднімемо від обох частин рівняння (4) га. Отримаємо

(хх ~  1) +  {х2 -  1) Н-------Ь (хт -  1) =  п -  Ш.
Покладемо Хі — 1 =  уі. Тоді Уі > 0 і . . .  ,ут є невід’ємними 
розв’язками рівняння

2/1 +  У2 Н-------+  Ут =  п - т .
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Згідно з теоремою 4 число невід’ємних розв’язків цього рівняння 
дорівнює С (̂:^і)+т_1 =  С ^ і1.

Зад ач а  5. Скількома способами можна вибрати 3 букви з 12 букв 
А, А, А, Т, Т, Т, Г, Г, F, Ц, Ц, Ц?

Р о зв ’язан ня. Маємо справу з комбінаціями з повтореннями: т  =
4 (чотири типи предметів А, Т, Г, Ц), а п  =  3. Тому шукане число 
/ І  =  Сз+4- i  ~  Cq ~  20.

Задача має відношення до теорії білкового коду, запропонованої 
американським фізиком російського походження Г. Гамовим. Букви 
А, Т, Г, Ц позначають нуклеотиди: аденін, тимін, гуанін, цитозин. 
Число трійок нуклеотидів дорівнює 20 — числу стандартних аміно­
кислот, на які розкладається молекула білка.

З ад ач а  6 . Скільки різних часткових похідних порядку п  має 
нескінченно диференційована функція т  змінних?

Р о зв ’язан ня. Часткові похідні порядка п  нескінченно диферен­
ційованої функції не залежать від порядку диференціювання, а за­
лежать лише від того, скільки раз ми диференціюємо по кожній 
змінній. Якщо за першою змінною диференціювати к\ раз, за дру­
гою — &2 раЗ)..., за m-ою кт раз (fci+foH------\-кт = п), то отримаємо
часткову похідну

dnf ( x  і , х 2, . . . , х т)
дХудХ22 . ■ ■ дХт'

Тому число різних часткових похідних дорівнює числу невід’ємних 
розв’язків рівняння (3), тобто дорівнює / ” =

Наприклад, функція трьох змінних має 15 різних похідних чет­
вертого порядку.

Розм іщ ення частинок в ком ірках  (модель Максвела- 
Больцмана і модель Бозе-Ейнштейна). Розглянемо застосування 
отриманих вище результатів до питань розміщення частинок в ко­
мірках. Ці питання грають важливу роль в статистичній фізиці.

Теорема 6 . Нехай п частинок, які моснсна розрізнити, розподі­
лені в т  комірках (областях простору).

Тоді число всіх мож ливих розміщень частинок дорівнює т п. 
Число таких розміщень, при яких у першій комірці знаходить­
ся к\ частинок, у другій — к<і частинок,..., у т -ій — кт частинок
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дорівнює
тії

&2> • ■ • & т )  “  *7 j т Г-
f ci ! . . .  k m \

Д о в е д е н н я .  Перенумеруємо комірки номерами 1,2, . . .  , т  і ча­
стинки номерами 1,2, . . .п.  Розташування частинок визначене, як­
що кожній частинці з номером к вказано номер ik комірки, де вона 
знаходиться. Таким чином, розташування частинок описується на­
бором (і\, і2).. .  іп), де кожне ik може набувати одного з m  значень
1,2, . . . ,  т .  Число таких наборів згідно з правилом множення дорів­
нює

п раз
Отже, число усіх можливих розміщень частинок дорівнює т п.

Нехай В і — множина номерів частинок, які потрапили в першу 
комірку, В 2 — множина номерів частинок з другої комірки,..., Вт — 
множина номерів частинок з ш-ої комірки. Тоді

{1,2, . . .  , n } = U Z i B i -

Згідно з теоремою 1 число тих розміщень частинок, при яких у 
першій комірці к\ частинок, у другій к2 частинок,..., у т~ій комірці 
кт частинок дорівнює Сп(к\ , . . . ,  кт).

Розглянута нами модель розміщення частинок в статистичній фі­
зиці називається моделлю Максвела-Больцмана.

Н аслідок 1 .

£  Сп(къ . . . , к т) = т п. (5)
fcjH----hfcrn=«
fc1>0.....Jkm >0

Уявимо тепер, що ми розглядаємо розміщення однакових частинок.
Теорема 7. Нехай п однакових частинок розміщені в т ко­

мірках. Тоді число всіх можливих розміщень частинок дорівнює 
fm =  Сп+тл-1 =  С'^+т_1. Число тих розміщень, при яких в кожній 
комірці є принаймні одна частинка, дорівнює С™~і-

Д о в е д е н н я .  Оскільки частинки не розрізняються, число розмі­
щень частинок визначається набором (х\ух 2і . . . хт ), де Х{ — число 
частинок в і-ій комірці, тобто число розміщень частинок дорівнює
числу невід’ємних розв’язків рівняння Х \ + . Х 2 + -----\*хт =  п. Обидва
твердження випливають з тверджень теорем 3 та 4 відповідно.
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Модель розміщення частинок, яку ми розглянули, називається 
моделлю Бозе-Ейнштейна.

П оліном іальна теорем а. Розглянемо питання про те, як роз­
кривати дужки при обчисленні виразу виду (а\ 4- а>2 +  * • • +  ат) п- 

Теорема 8 . (Поліноміальна теорема.) Вираз

(аі +  &2 +  • * * +  &т)п 

дорівнює сумі всіх мож ливих доданків виду

де к\ +  &2 Н-------\~кш — п, тобто

Д о в е д е н н я .  Перемножимо аі +  а2 +  • • * +  аш послідовно т  
раз. Тоді одержимо т п доданків виду djcfe . . .  dn, де кожен множник 
дорівнює або а \у або а25..., або аш. Позначимо через В (к\, &2>. . . ,  кт) 
сукупність усіх тих доданків, де а\ зустрічається множником к\ раз, 
а,2 зустрічається множником к2 раз, . . . ,  ат зустрічається множни­
ком кт раз. Число таких доданків дорівнює Сп{к\, &2, . . . ,  кш) — 
числу способів представлення множини {1,2, . . . п }  у вигляді су­
ми т  множин так, щоб множина B s мала к3 елементів {кя >  0, 
к\ +  к2 + • * ■ +  кт =  п ) ; множина B s — це множина тих і для яких 
di — as). Згідно з теоремою 1

Cn( h  , /̂ 2, • • • } кт) — Т |7 |
к \\к2 \

Отже, має місце рівність (6).
При т  — 2 рівність (6) набуває вигляду

п\
ki\k2\ . - - k mV

Поклавши к2 =  к ) к\ =  п  — А:, будемо мати
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Отже, формула біному Ньютона є частковим випадком поліноміаль- 
ної теореми. Поклавши в (6) а\ — а<і =  . . .  ат =  1 отримаємо ще одне 
доведення рівності (5).

Задача  7. Скільки доданків в правій частині розкладу (6)?
Число доданків дорівнює числу невід’ємних розв’язків рівняння 

кі + к2 + . . .  кт =  п, тобто дорівнює /"  =  =  C?l+m_v
Задача  8 . Записати розклад (х + у +  z )z.
Знайдемо всі невід’ємні розв’язки рівняння к\ +  &2 +  = 3 (їх

число дорівнює / І  — С'з+3_1 =  10). Складемо таку таблицю

1̂ +  2̂ +  h x kl ?/- zk< 3!
jfei \Ы Ы

(3,0,0) X і 1

(0,3,0) У3 1

(0,0,3) z3 1

(2, 1,0) 2x у 3
(2,0 , 1) x^z 3
(1Д .1) xyz 6

(1, 2,0) xy2 3
(1,0, 2) x z2 3
(0 , 2, 1) y2z 3
(0 , 1,2) yz2 3

Отже,

(z+ y+ z)3 =  х*+yz+ xz+3х2у+ 3х2 z+3xy2+3xz2+3у2 z+3yz2+%xyz.
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РОЗДІЛ 6
М етод вклю чення і виклю чення

Вміння розв’язувати задачі є мистец­
твом, яке досягається практикою, 
подібно до вміння плавати. Ми ово­
лодіваємо будь-якою майстерністю 
з допомогою наслідування й досвіду. 
Навчаючись плавати, ви відтворюєте 
те, що роблять інші руками та но­
гами, тримаючи голову над водою, і 
ось, кінець-кінцем, ви оволодіваєте цим 
мистецтвом з допомогою вправ. Нав­
чаючись розв’язанню задач, ви повинні 
спостерігати і наслідувати інших, аж 
поки не оволодієте цим мистецтвом з 
допомогою вправ.

Дьєрдь Пойа

Ч исло елементів в об’єднанні д ек ількох  м нож ин. Розпоч­
немо з числа елементів в об’єднанні двох множин.

Нехай треба підрахувати число N(A\  U А 2 ) елементів, які нале­
жать об’єднанню двох множин А\ і А2. Розглянемо N(A\) 4- і\Г(Аг). 
Це число, яке ми отримаємо, перелічивши всі елементи множини Аі, 
а потім всі елементи множини А 2 . Але при цьому спільні елементи 
множини А\ і А 2  (їх число N(A\ П А2)) будуть враховані двічі. Тому

N(A\  U Аг) =  N(Ai)  +  N(A2) -  N ( A X П A 2) (1)

З допомогою формули (1) можна дістати формулу для числа еле­
ментів в об’єднанні будь-якого числа множин. Наприклад, для трьох 
множин маємо:

N(A\ U Аг U A3) =  N(A\  U (Аг U A3)) =

=  N(A\) — TV (Аг U A3) — N(A\ П (Аг U A3)) =

=  N(Ai) -Ь N(A2) 4* АГ(Аз)-“

— ./V(A2 П A3) — N((A\ П A 2) U (Аі П A3)) =
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= N i A J  + N ( A 2) + N ( A 3)~

- N ( A 2 П A3) -  N ( A i n  A 2) -  Щ А г D A3)+ 

-\-N(A\ П A 2 П A3).

Таким чином,

N ( A X и Л 2 и A3) =  N (A {)  +  N {A 2) 4- N ( A 3)~  

—{N (A i  П A 2) +  N{A\ П A3) +  N ( A 2 П A3) }  +  N(A\ П A 2 П A3). (2) 

Теорема 1. Має місце рівність
m

N ( A 1U A 2 U - - - U A m) = J 2 N ( A i) -  Y 1  Щ Л к П А І2)+
i=1

+ ^ 2  (̂-̂ *1 гї «̂2 ^  ^ 3) ------ •" (3)
l< i i< * 2 < i3 < m

+ ( - l )fc_1 N (Ah П АІ2 П ■ ■ ■ П A ik)+

------- 1- (—l ) m 1 N (A jx Г\Аі2 П ’ • • П Airn).
<^2 <**'<»т<ТП

Радимо читачеві довести формулу (3) методом математичної ін­
дукції. Ми ж розглянемо суто комбінаторне доведення рівності (3).

Нехай а — довільний елемент з об’єднання U™ jA*. Припустимо, 
що елемент а належить рівно г  множинам з множин Аі, А2}. . .  Ат . 
Елемент а враховується в правій частині (3) С}. — С2 +  С3 — • • • +  
(—1)Г_1С£ раз. Але,

сі - с2т + сі - ■ ■ • +  {-іу-1с; =
= і -  { а ,0 -  сі + сі - с* +  • • • +  ( - і у - 1^ }  =  і -  (і -  і)г =  і

(при г > 1 ми використали біноміальну формулу).
Таким чином, кожен елемент а, який входить в об’єднання мно­

жин Аі, А 2). . . ,  А тп в правій частині рівності (3) враховується рівно 
один раз. Це й доводить справедливість (3).



З ад ач а  1 . В науково-дослідному інституті працює 67 осіб. Серед 
них 47 володіють англійською мовою, 35 — німецькою мовою, а 23 
співробітника знають і англійську і німецьку мови. Скільки спів­
робітників, які не володіють жодною з цих мов?

Р озв’язан ня. Нехай А\ — множина співробітників, які володі­
ють англійською мовою, А 2  ~~ множина тих, хто володіє німецькою. 
Число тих, хто знає принаймні одну з цих мов, за формулою (1) 
дорівнює 47 +  35 -  23 =  59. Тому не володіють жодною з цих мов 
67 — 59 =  8 співробітників.

З ад ач а  2 . Розглядаються всі перестановки п  чисел 1 ,2 , . . .п .  
Знайти число D n тих перестановок, у яких принаймні одне число 
стоїть на місці зі своїм номером.

Р о зв ’язан н я . Позначимо через А к множину тих перестановок, у 
яких на А;-ому місці стоїть к. Тоді

Dn = N {A \ U Л2 U • ■ • U An).
Множина Аіх П Аі2 П * • • П Аік містить ті перестановки, у яких на 
місцях іі, І2, . . . ,  %к стоять числа £і, Ї2, . . . ,  ік з & на інших п —  к місцях 
числа впорядковані довільно. Тому

N ( A h П А І2 П • * • П А іJ  =  (n -  fc)! ,

а  і
М(Ак П А І2П - - - П А ік)  = С Ь ( п - к ) \  = ^ .

К !

З теореми 1 випливає, що
Dn = N(Ai  U А2 U ■ • • U А п) =  .

- " ■ ( i i - s + s — •+ <-1̂ й ) -  (4)
Розглянемо ще одне застосування методу виключення і включення.

Теорема 2. Нехай JVjm](Ai U А^ U • • • U А п) число елементів, які 
входять рівно в т  множин з набору множин А\ U А<і U • • • U А п. 
Тоді

N[m]{Al \JA2 \ J - - - \ j A m) = C% Y ;  N ( A h n A i2n - - - n A ir J -



+ (_1 )п-,пСш J 2  N (А^Т) А і2 П • • ■ П А іп). (5)

Д о в е д е н н я .  Нехай а довільний елемент, який входить в к мно­
жини з множин Аі, А 2, . . . ,  А п. Для доведення теореми досить по­
казати, що елемент враховується в правій частині рівності (5) один 
раз, якщо к =  га і не враховується жодного разу, якщо к ф тп. Якщо 
к < га, то а не враховується в сумі (5) жодного разу; якщо к = га, 
то а враховується в (5) один раз, бо а входить лише в одну з множин 
виду А іх Г\Аі2П - - 'Г\Аік. Нехай тепер к > га. Елемент а враховується 
С™ раз в сумі

£  М(Аі1П А І2П - - - П А іт),

СІп+ї в сумі

'У у А ії п • • • n
1 1 <І2 < <hn+l

Ск В сум і

^   ̂ N(Ai і П А-і2 П • * • П Ajfc),
l< ii< i2<'"<ik<k

в інших сумах у правій частині (5) елемент а не враховується, бо він 
входить лише в множин. Таким чином, елемент враховується в (5)

C m p m  /mm л ш + 1  , л т  /-іт+2 , /  і \ к —т п s~ik /д \
т к _ ° m + l U fc +  -----------r ( - L )  U k (Oj

раз. Залишилось довести, що ця сума дорівнює нулю. Справді, 
оскільки

Т\ и  ./~17П /~ЧГ _ ' ‘_____  ґ~17Пґ~ік—Г
r к ~  m\{r -  m)\ ' r\(k -  r)\ ~  к к- т’ 

то сума (6) дорівнює

с? -  с *:™-1 +  • • • +  ( - і )к-тс°к-т) = с? ( і  -  і)к~т = о.
Зад ач а  3. Знайти число всіх перестановок чисел 1,2, в

яких рівно га чисел стоять на своїх місцях.
Р озв’язання. Нехай А{ — множина тих перестановок, у яких на 

і-ому місці стоїть і. Тоді згідно з теоремою 2
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N H (Ai u A 2 и • • • и АО =

}
Застосування методу вклю чення і ви клю чен ня в теорії

чисел. Нагадаємо деякі відомості з теорії чисел. Нехай а і b на­
туральні числа. Найбільшим спільним дільником а і b називаєть­
ся найбільше натуральне число, яке одночасно є дільником а і Ь. 
Позначимо найбільший спільний дільник так: (а, 6), зокрема запис 
(а, Ь) =  1 означатиме, що числа а і b взаємно прості.

Найменшим спільним кратним чисел а і b називається найменше 
число, яке ділиться на а і Ь одночасно. Найменше спільне кратне 
будемо позначати [а,Ь].

Розглянемо канонічний розклад чисел а і b на прості множники:

(не обмежуючи загальності, можна вважати набори простих множ­
ників Рі,Р2ї • • -Рк однаковими для обох чисел). Тоді

де символи шіп{а,/3}, тах{а,/?}  позначають відповідно найменше 
і найбільше з чисел а і /3.

З ад ач а  4. Знайти найбільший спільний дільник і найменше 
спільне кратне чисел а = 120, b = 42.

Р о зв ’язан н я . Запишемо канонічні розклади чисел а і 6 на прості 
множники:

(7)

її _  тах{огі,/?і} тах{а2Дг} тах{£**,&}
> и\ — Pi У2 ■ ■ * Рк (8)

а = 120 =  2331517°, Ь = 42 = 21315°71.
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Маемо згідно з рівностями (7) і (8)

(а, Ь) = (120,42) =  21315°7° =  6,

[а, Ь] =  42 =  23315171 =  840.

Домовимося далі писати коротко d | а, якщо число d є дільником 
а, d /а, якщо d не є дільником а.

Нехай х  — дійсне невід’ємне число. Через [х\ будемо позначати 
найбільше ціле число, яке не перевищує х.

Ми будемо використовувати без доведення таке твердження з тео­
рії чисел.

Теорема 3. Якщо а | п, b \ п, а і b взаємно прості, то аЬ | п.

Задача  5. Скільки чисел серед 1,2,3, . . .  ,99,100 таких, які не 
діляться на жодне з чисел 2, 3, 5?

Р озв’язання. Підрахуємо спершу кількість чисел, які діляться 
принаймні на одне з чисел 2, 3, 5. Нехай А\ — множина тих чисел, 
які діляться на 2, А 2  — множина тих чисел, які діляться на З, А$ — 
множина тих чисел, які діляться на 5. Тоді

Щ А г )  =
100

=  50, N ( A 2) =
100 =  33,

N ( A 3) = 100 = 20, N(A\  П A 2 ) —
100
2-3 =  16,

N(Ai  П A3) =
100
2 -5 =  10, N ( A 2 r \A3) =

100
3-5 = 6,

N{A\  П A<i П .A3) =
100

2 - 3 - 5
=  3.

Тому

N{Ai  UA2 U As) =  50 +  33 +  20 -  (16 +  10 +  6) +  3 =  74.

Відповідь: кількість чисел, які не діляться на жодне з чисел 2, 3, 5, 
дорівнює 100 — 74 =  26.
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Зазначимо, що в підрахунках N(AiC\A2), N(AiC\Az)1 N ( A 2n A 3), 
N(A\  П А2 П Лз) м и  використовували теорему 3.

Теорема 4. Нехай є натуральне число п і натуральні числа 
а і , й 2 , . . . ,  а ш попарно взаємно прості (а*, a j )  =  1, і ф  j .

Тоді число цілих чисел к, таких що 0 < k < п і k не ділиться 
на жодне з чисел а.і, а2, . . . ,  ат, дорівнює

п
П
аі

т

+  Е
1<гі<г2<тп

П

т
П

а Ііа І2 ■ * * а Іт J
(9)+ ( - 1)"  Е

Д о в е д е н н я .  Так само, як і при розв’язанні попередньої задачі, 
будемо шукати кількість чисел, які не діляться на жодне з чисел 
а \у а2і. . . ,  ат. Нехай А\ — множина тих чисел k (k >  0), які діляться 
на <ц. Тоді

п
а*

п
ач . а

ч . J

Згідно з рівністю (3)
/  т \  77і

"  1>  1- Е
а=1 г=1

П
а,

m
П

т П
+ ( - і ) га У2

1<іі<і2< -< іт<т

Далі залишається зауважити, що кількість чисел, які не діляться 
на жодне з чисел аі, а2, . . . ,  ат , дорівнює п — N  (IJ™ і А;), з в і д к и  й 
отримаємо рівність (9).

З ад ач а  6 . Скільки серед чисел, які не перевищують 35, таких, 
що не діляться ні на 3, ні на 7, ні на 8?

Р о зв ’язан ня. Згідно з  (9) кількість таких чисел дорівнює

35 —

юсо Є3 5 ] [ з 5 ] \  (
3 5 1

3 5  1 3 5  1
+ +

8 ) ч
+

і
00СО

1

+ оо

13 7 3 - 7

35
3 - 7 - 8 =  35 -  (11 +  5 +  4) +  (1 +  1 +  0) -  0 =  17.
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Функція Ойлера. В теорії чисел і деяких інших розділах мате­
матики велику роль грає функція Ойлера, названа так на честь зна­
менитого швейцарського математика Леонарда Ойлера (1707-1783).

Функція Ойлера (р(п), де п натуральне число, - це число таких 
цілих що 0 < к < п і (fc, п) = 1.
Наведемо табличку перших значень функції (р(п)

п k < п ,  (к , п ) =  1 <р(п)
1 1 1

2 1 1

3 1,2 2

4 1,3 5
5 1,2,3,4 4
6 1,5 2

7 1,2,3,4,5,6 6

8 1,3,5,7 4

Задача 7. Нехай р просте число. Чому дорівнює </>(р)? 
Розв’язання. Якщо число р просте, то всі числа, що не переви­

щують р, є взаємно простими з р . Тому (р{р) = р — 1.
Теорема 5. Нехай п =  p f 1Р2 * . . . “  канонічний розклад числа 

на прості множники. Тоді

= (10)

Д о в е д е н н я .  Розглянемо спочатку випадок т  =  2. Тоді п =  
Рі1Р%2. Взаємно простими з п  будуть числа, які не діляться ні на рі, 
ні на р2 . Покладемо в рівності (9) а\ =  рі, й2 =  ръ Будемо мати

<р(п) = п  -  ( — +  —)  +  = п ( і -  —)  ( і  -  —^ .
VPi n j  Р1Р2 V Р і /  V Р2/

Це є частковим випадком рівності (10). В загальному випадку треба 
покласти в рівності (9) а\ =  р і , . . .  , ат  =  рт . Рівність (9) набуде 
вигляду
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\  Р 1/ \  Р2/  V Р т /
Розглянемо деякі властивості функції Ойлера <р(п).
Означення 1. Функція /(п ), яка означена на множині Z + на­

туральних чисел, називається мультиплікативною, якщо для будь- 
яких натуральних а і b таких, що (а, Ь) =  1

f (a - b )  =  f (a)f(b).  (12)

Теорема 6 .  Функція Ойлера (р(п) мультиплікативна. 
Д о в е д е н н я .  Нехай а і Ь взаємно прості числа. Розглянемо ка­

нонічні розклади цих чисел на прості множини

а =  рТ р?  ■ ■ ■Рат . ь =  Чі1(І2 ■ ■ ■ Чг -
Оскільки а і Ь взаємно прості, то рі ф qj (1 <  і <  ттг, 1 < j  < т).
Далі відзначимо, що

є канонічним розкладом числа на прості множники, і тому в силу 
теореми 5



ip{a ■ b) — ip(a)ip(b),
тобто функція <р(п) мультиплікативна.

Відзначимо таку властивість мультиплікативних функцій. 
Теорема 7. Нехай f(x )  мультиплікативна функція, 

п =  РігР2 2 • • - Pm1 ~~ канонічний розклад числа на прості множни­
ки. Тоді

т

Е  / №  =  п  { / «  +  / Ы  +  ■ ■ ■ +  Л р Т ) }  • (1 3 )
d\n і —1

У лівій частині рівності (13) стоїть сума, поширена на значення 
функції /  для всіх дільників числа п (включаючи одиницю і саме 
п).

Д о в е д е н н я .  Кожен дільник числа п має вигляд

Рі
де 0 < pi < а і , . . . , 0  < в,,, < а т. В силу мультиплікативності 
функції /

Д р М  ■ • - ifc )  = /(р?1) / ^ 2) • • • /(*&)•
Сума всіх дільників

0=1 <*2 <*т
Е  л < о  =  Е  Е "  - Е  / ( А л А  ■ ■ ■ / ( * )  -
rf|n /3і=0 йг=0 /Зт=0

т
=  п  { / W  +  f w  +  • • • +  Л р ? ‘ »  ■

г—1

Зад ач а  10. Обчислити У^(p(d).
rf|8

Р озв’язання. Маємо

'У  ̂\p(d) =  ^(1) +  <£>(2) +  9 (̂4) +  ^ (8) — 1 +  1 +  2 +  4 =  8.
d\B

Відповідь у задачі не є випадковою. Має місце така теорема. 
Теорема 8 .

] Г с р (й )= п . (14)
d\n

Таким чином,
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Д о в е д е н н я .  Нехай п  =  p ivp%2 .. -р%к — канонічний розклад чис­
ла п на прості множники. Тоді згідно з теоремою 7 маємо

тп

d\n і= 1

тп

П  {і +  (рі -  і) +  (р? -  рО +  • • • +  (рГ -  р?  *)}
і=1

тп

п.
г=1

Ф у н к ц ія  М е б іу с а .  Означимо на множині натуральних чисел 
функцію /і(п) таким чином:

ц{п) = <

1, якщо п = 1,
0, якщо п  ділиться на квадрат простого числа, (15) 
(—1)*, якщо канонічний розклад п  має вигляд 

п  — Р\1>2 • • * Р Ь  Де прості МНОЖНИКИ рІЗНІ.

Функція, означена рівністю (15) називається функцією Мебіуса на 
честь німецького математика Августа Мебіуса (1790-1868). 

Наведемо таблицю перших значень функції /х(п).

Таблиця /х(п)

п канонічний розклад п ц(п)
1 1

2 2 ( - 1)1 =  -1
3 3 ( - 1)1 — !
4 II to to 0

5 5 ( - 1)х =  -1
6 6 =  2 - 3 ( - 1)4 =  1
7 7 ( - 1)1 =  -1
8 00 II to со 0

9 9 =  З2 0

10 10 =  2 - 5 ( - 1)2 =  1
11 11 ( - 1)1 =  -1
12 12 =  223 0
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Функція Ойлера виражається через функцію Мебіуса. Запишемо, 
наприклад, </?(60) , використовуючи рівність (11). Маємо

60 Z'60 60 6(Л
*>(60) =  Т ~ ( г  +  ' з  +  5 " )  +

60 60 60 \  60 
+ -Г + —  +

</|60

2-3  25 3 *5 /  2-3*5
ЗО 
d

(під знаком суми перераховуються всі дільники числа 60).
Уважний розгляд запису (р(п) у вигляді рівності (11) приводить 

до висновку, що справедлива така теорема.
Т е о р е м а  9 . Має місце рівність

^ (n ) =  м ф ? . (16)
d\n

де в правій частині перераховуються всі дільники числа п. 
З а д а ч а  11. Обчислити /,t(d).

d\10
Р о з в ’я з а н н я .  Використовуючи таблицю д(п), маємо

У  ̂i^id) =  м(1) “Ь м(2) +  5) +  м(Ю) =  1 — 1 — 1 +  1 =  0.
с/| 10

Т е о р е м а  10 . Л ри  п  >  2 £  ^ (d )  =  0.
d|n

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що

п — Р\ Р2 • • -Рт '
Кожен дільник числа п має вигляд

d =  p M . . . p f r .

де 0 < Д- < (г =  1 ,2 , . . . ,  т). Якщо хоча б для одного і Д- > 2, 
то для такого дільника /і(с?) =  0. Якщо fj,(d) ^  0, то дільник d має 
вигляд d = РігРі2.. .  Рік, де {ргург2 • - - Рік} деяка підмножина множини 
ІРчРі2 • • -Рїт)- Число таких підмножин С *, a //(d) для відповідного 
дільника дорівнює (—l)fc. Таким чином,

5 ^/*(d) =  і  -  с й  +  с* —  +  ( - і ) т с™ =  (1 -  і)т  =  о.
d\n
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ти:

Теорема 11. Нехай д — функція, яка означена на множині на­
туральних чисел і

f(n) = Yl9^- (18)
d\n

Тоді g може бути виражена через функцію /  з допомогою співвід­
ношення

9Іп ) = V (d)f 0 )  • (19)
d\n

Д о в е д е н н я .  Зробимо спочатку таке зауваження: якщо d | п і 
с І то с І п  і d І Справді, оскільки d | п, то існує натуральне 
число s таке, що п = ds. З того, що с =  випливає, що існує 
натуральне t таке, що s ~  ^ = ct. Тому п  =  dc£ =  c(cft), тобто с | п, 
і 1?-

Розглянемо суму n {d )f . Використовуючи (18), будемо ма-
d\n

E m «o / Q ) - E m -o  Е  »<<=>-
d|n d|n c|J

= X] » ( d)9(c),
(c,d)eS

де в подвійній сумі ведеться підсумовування по множині S  пар (с, d), 
для яких d \ п і с \ 7j.  Але згідно з зауваженням, зробленим вище, 
ця множина збігається з множиною пар (с, d)) для яких с | п  і d | 
Тому ми можемо записати подвійну суму у вигляді

c|n \d|a /

_  П  ,  ч
Сума в круглих дужках дорівнює нулеві, коли — > 2 (теорема 10).
  С
Тому остаточно маємо

9(п) м(<0 =  я Н М 1) =  5(п),
d|l

що й доводить рівність (19).
Теорему 11 називають принципом обертання Дедекінда-Ліувілля 

на честь німецького математика Ріхарда Дедекінда (1831-1916) та 
французького математика Ж озефа Ліувіля (1809-1882).
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5 3  ¥>(<0 =  П.
d\n

Застосовуючи принцип обертання Дедекінда-Ліувілля, отримаємо 
звідси рівність

р(п) =  5 3 ^ 5 -
djn

Де ще одне доведення теореми 9.

За теоремою 8
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РОЗДІЛ 7

К о м б ін а т о р и к а  в і д о б р а ж е н ь  т а  б і н а р н и х  в ід н о ш е н ь

Вчитпи абстрактному, не навчивши 
конкретному — це гріх, який не мож­
на вибачити.

3. Мелзяк9

В ід о б р а ж е н н я ,  к л а с и ф і к а ц і я  в і д о б р а ж е н ь .  Розпочнемо з 
такого означення.

О з н а ч е н н я  1. Нехай X  та Y  дві множини. Будемо говорити, що 
задано відображення <р множини X  в множину У, якщо кожному 
елементу х, х Є Х у поставлено у відповідність елемент у, у Є Y.

При відображенні <р відповідність між х  та у записують з допо­
могою рівності у =  (р(х) . Самому відображенню відповідає запис
t p : X ' - + Y .

Множина X  називається областю означення відображення, а 
множина Y  =  {у  : у — tp(x),x Є X }  — областю значень відо­
браження ір.

Множина ір~г(у) = {х : ір(х) =  у}  тих х  Є X , для яких (р(х) =  т/, 
називається прообразом у.

Якщо множини І  та У скінченні, X  = {х \ , . . . , x n}, Y  =  
{Уь--->2/та} то відображення : X  —► Y  зручно задавати з до­
помогою таблиці значень

X x \ X 2 . . . X k . . .

i p { x ) Уі і УІ2 Уч У і п

(і)

З а д а ч а  1. Нехай X  =  { 1 ,2 } , a Y  — {а, Ь}. Побудувати всі мож­
ливі відображення <р : X  —► Y  і для кожного з них вказати прооб- 
рази t p ~ l { y ) .

Складемо таблиці значень можливих відображень:

і)
1 2

a a Ч> ! (а) =  і 1. 2}, =-1

®3. Мелзяк (Z.A.Melzak) — сучасний американський математик, автор двохтомного трактату Companion 
to Concrete Mathematics, v .l, Mathematical Techniques and Various Applications, Wiley, 1973; v.2, Mathematical 
Ideas, Modelling and Applications, Wiley, 1976.
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2)

3)

4)

а ¥>-!(«) =  {1}, V -\b )  = { 2},

а
<р !(а) =  {2}, <р \Ь ) = {1},-1

(р !(а) =  0, ¥, 1(Ь) =  {1| 2}.

Всього є чотири різних відображення X  =  { 1 , 2 } в У  =  {а, Ь}.
Теорема 1 . Нехай N ( X )  = п, N(Y)  =  т.

Тоді число усіх можливих відображень множини X  в множину Y  
дорівнює т 11.

Д о в е д е н н я .  Нехай X  =  { х \ , . . .  , х п}, Y  == {^/і,. . .  ,ут}. Складе­
мо всі можливі таблиці (1) відображень. Оскільки в кожній клітинці 
нижнього рядка таблиць (1) може стояти одне з можливих значень 
у, то число усіх можливих таблиць за правилом множення дорівнює

хп ■ ?т^... щ  — т п. 
п-раз

О значення 2. Відображення (р : X  —> Y  називається
сюр Активним, якщо для кожного у E Y  ір~1 (у) ф 0.

Таким чином, якщо відображення <р сюр’єктивне, то для кожного 
у Є Y  N  (<р~1 (у)) > 1. Для скінченних множин повинна виконува­
тися необхідна умова існування сюр’єктивних відображень:

N ( X )  > N(Y) . (2)

Проілюструємо поняття сюр’єктивності відображення таким рисун­
ком:

X  Y
Сюр’єкція.
(Рис. 13)

Зад ач а  2 . Які з відображень в задачі 1 є сюр’єктивними?
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Відповідь: відображення 2 і 3 — сюр’єктивні; відображення 1 і 4 - 
не сюр’єктивні.

О з н а ч е н н я  3. Відображення <р : X  —* Y  називається
ін ’єктивним, якщо для будь-якого у Є Y  його повний прообраз 
<р~г(у) містить не більше одного елемента. Якщо X  та У скінчен­
ні множини, то необхідна умова існування ін’єктивних відображень 
така:

N ( X )  < N(Y) .  (3)

З а д а ч а  3 . Нехай X  = {1,2,3}, Y  — {уі, 2/2? Уз̂  2/4}- Переконатися, 
що відображення з таблицею значень

X 1 2 3
Y Уі 2/2 Уі

є ін’єктивним.
Р о з в ’я з а н н я .  Умова ін’єктйвності виконується, бо <£_1(2/і) =  {1},

<Р- 1 Ы  =  0 , ¥>- 1 (ї/з) =  { 2 } , =  { 3 } .
З а д а ч а  4 . Які з відображень в задачі 1 є ін’єктивними? 
Відповідь: відображення 2 і 3 — ін’єктивні, відображення 1 і 4 — 

не ін’єктивні.
Рисунок, який ілюструє поняття ін’єктивного відображення:

X  Y  
Ін’єкція.
(Рис. 14)

Т е о р е м а  2 . Нехай N ( X )  =  п, N ( Y )  =  т  (п <  т ). Число 
ін ’єктивних відображень множини X  в Y  дорівнює

т (т  — 1 ) . . .  (га — п  +  1). (4)

Д о в е д е н н я .  Якщо відображення ер : X  —>Y  ін’єктивне, то в кож­
ній клітинці таблиці (1) кожне із значень зустрічається не більше 
одного разу. Тому за правилом множення число усіх можливих таб­
лиць ін’єктивних відображень обчислюється за формулою (4).

69



О з н а ч е н н я  4 . Відображення <р : X  Y  називається бієктив- 
ним, якщо воно є одночасно ін’єктивним, і сюр’єктивним.

Із сюр’єктивності випливає, що для кожного у Є У 
N  (ір^іу))  > 1, а з ін’єктивності випливає, що N  < 1. Та­
ким чином, бієктивність відображення означає, що АГ (<£>- 1(у)) =  1 
для кожного у Є У. Умова у = <р(х) однозначно визначає єдине 
значення х  Є X . Бієктивне відображення (р : X  —► Y  встановлює 
взаємно однозначну відповідність між множинами X  та У. Якщо 
множини скінченні, це означає, що

N ( X )  = N(Y) .  (5)

З а д а ч а  5. Які з відображень в задачі 1 є бієктивними?
Відповідь: відображення 2 і 3 — бієктивні, відображення 3 та 4 не 

є бієктивними.
З а д а ч а  6 . Нехай X  =  {1,2,3}, У =  {уі,У2,Уз}- Переконатися, 

що відображення, яке задане таблицею

1 2 3
У Уі 2/2 Уз

бієктивне.
Р о з в ’я з а н н я .  Для кожного у Є У N(ip~1 (y)) =  1.
Т е о р е м а  3 . Нехай N ( X )  — N(Y)  = п. Число бієктивних відо­

бражень множини X  в множину У дорівнює п\.
Це наслідок теореми 2 при п — т.
Скільки ж є сюр Активних відображень?
Т е о р е м а  4 . Нехай N ( X )  =  п, АГ (У) =  т, (п > т). Число 

D(n,m) сюр’єктивних відображень дорівнює
т

D (n ,m ) =  5 3 ( _ 1)*Cm(TO ~  *)"• (6)
к~ 0

Д о в е д е н н я .  Підрахуємо число не сюр’єктивних відображень. 
Позначимо через А\ множину тих відображень ip : X  —► У, в 
таблиці значень яких відсутнє у і (і =  1,2 Тоді число не
сюр’єктивних відображень дорівнює



В таблиці відображень (1), які належать до множини А{, в кож­
ній клітинці нижнього рядка відсутнє у і . Тому згідно з правилом 
множення N(Ai)  =  (га — l )n. З аналогічних міркувань

N ( A h П А к ) ~ ( т -  2)",

N (A il П А І2 ■ • • П А ік) =  (ш -  к)п.

Використовуючи формулу для числа елементів в об’єднанні т  мно­
жин, матимемо

N  ф і А Л = С І ( т - 1 ) п - С І ( т - 2 ) п +  - - -  +  ( - 1 ) т - 1 С ^ ( т - т Г  

Число сюр’єктивних відображень дорівнює

( т  \ т

І )  А і  =  ш "  -  Y V - l  ( ш  -  к ) п =

в ммгіі
і= 1 /  fc=l

m

/с=0
Таким чином, формула (6) має місце.

Зауважимо, що для числа сюр’ективних відображень можна вка­
зати ще таку формулу

D ( n , m ) =  Е  Р )
 ̂1 +̂ 2+" ’ —«

( ■ t7 ,П‘—:—г — це число тих таблиць відображень (р, де у і зустрі-

чається рівно к\ раз, 3/2 — раз? • • •> Ут, ~  кт раз). Отже, має місце 
рівність

• т

D(n' m ) = . „ J L .  W b j = g (- 1)‘" l c ” ( r a - 4 ” (8)
kl>l,k2 >l,...tkin>l

Б і н а р н і  в ід н о ш е н н я .
О з н а ч е н н я  5 . Бінарним відношенням на множині X  будемо на­

зивати будь-яку підмножину декартового добутку X  х X .  Якщо
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р Є X  х X  і (x ,x f) Є р, то будемо писати хрхг і говорити: еле­
мент х перебуває у відношенні р з елементом x f. Якщо (я, х')єр, то 
пишемо хрх'.

П р и к л а д  1. Нехай X  =  { 1 ,2 ,3 ,4 ,5 } ;  хрх\ якщо х є дільником 
X і . Тоді

р -  {(1, 1), (1,2), (1, 3), (1,4), (1,5), (2,2), (2, 4), (3 ,3 ), (4 ,4 ) , (5,5)} .

П р и к л а д  2 . Нехай X  =  — множина натуральних чисел; хрх\
якщо х  < х Тоді (3, 7) Є р, (5,1) ^  р.

Скільки різних бінарних відношень можна означити на скінченній 
множині?

Т е о р е м а  5. Нехай N ( X )  =  п . Число усіх бінарних відношень,
2

л?сг можна означити на множині X , дорівнює 2 п .
Д о в е д е н н я .  Задати бінарне відношення на множині X  — це 

вказати деяку підмножину р декартового добутку X  х X . Декартів 
добуток містить п2 елементів. Тому число його підмножин дорівнює 
2 п\

О з н а ч е н н я  6 . Бінарне відношення р на множині X  називається 
рефлексивним, якщо для кожного х Є X  хрх.

Зокрема, це означає, що всі пари (х ,х )} х Є X  належать р. Бі­
нарне відношення в прикладі 1 є рефлексивним. Бінарне відношення
з прикладу 2 також є рефлексивним.

П р и к л а д  3 . Нехай X  =  Z + — множина натуральних чисел, хрх\ 
якщо х < X і . Відношення р не є рефлексивним.

О з н а ч е н н я  7 . Множину D — {{х,х) : х Є X }  з X  х X  будемо 
називати діагоналлю.

Якщо відношення р рефлексивне, то D  С р.
Т е о р е м а  6 . Нехай N ( X )  =  п. Число усіх рефлексивних відно­

шень на X  дорівнює 2п3”п =  2 п п̂~1\
Д о в е д е н н я .  Кожне рефлексивне відношення р повністю мі­

стить діагональ D і ще деяку підмножину, складену з елементів, 
що знаходяться "зовні" діагоналі. Число таких елементів дорівнює 
п 2 — п. Тому число рефлексивних відношень дорівнює 2п ~п.

О з н а ч е н н я  8 . Бінарне відношення р називається симетричним, 
якщо з того, що (х,х') Є р випливає, що (я', х) Є р.

П р и к л а д  4 . Нехай X  =  Z + — множина натуральних чисел. Бі­
нарне відношення хрх\ якщо х  і X і взаємно прості числа, є симет-
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ричним.
П р и к л а д  5 . Нехай X  = Z + — множина натуральних чисел, хр х\ 

якщо х —Xі ділиться на т  (т — фіксоване число) (інший запис: хр х \ 
якщо х  =  х(( mod га)). Тоді відношення р — симетричне.

П р и к л а д  6 . Нехай X  =  { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 }  , xpxf — якщо 
х — х ! ділиться на 5. Тоді відношення р — симетричне і рефлек­
сивне.

Т е о р е м а  7 . Нехай N ( X )  = п . Число усіх симетричних бінарних
. п(п+1)

4 відношень, які можна визначити на множині Х 3 дорівнює 2 2

Д о в е д е н н я .  Будемо вважати, що X  =  {1, 2, . . .  ,п}. Графік р 
симетричного відношення (р С X  х X )  разом з кожною парою 
(x , x f) Є р, х ф хг містить і пару (ж',х). Тому графік однозначно 
визначається, якщо вказати: а) які пари (х,х)  Є D <Z р він містить;
б) які пари виду (x , x f) , x  < x f він містить. Число підмножин, скла­
дених з пар виду а), дорівнює 2П, а число підмножин складених з

9 n(n—1)
пар виду б) дорівнює С* =  2 2 . Тому число усіх симетричних від­
ношень дорівнює

О з н а ч е н н я  9 . Бінарне відношення називається антисиметрич- 
ним, якщо з того, що х р х \ х  ф  X і ) випливає, що (х\х)Єр.

П р и к л а д  7 . Нехай X  = {1, 2, . . . ,  п}; х р х \  якщо х  <  х '. Тоді р
— антисиметричне відношення.

Якщо р — антисиметричне відношення і хрх' та х 'рх , то х = х*.
Т е о р е м а  8 . Нехай N ( X )  =  п. Тоді число усіх антисиметричних 

відношеньj якг можна визначити на множині X  дорівнює 2 п • 3е".
Д о в е д е н н я .  Нехай X  = {1,2, . . .  ,п}. Для кожної пари (ж, х ,)) 

х < Xі має місце одна з трьох можливостей

(х, Xі) Є р, т о д і  (х \  х) Єр,
(х,х')Єр, ( х ' , х ) є р ,
(х,х')Єр,  (х ' , х )Єр.

Графік антисиметричного відношення може містити також деяку 
підмножину діагоналі. Тому число усіх антисиметричних відношень 
дорівнює

2" • 3е" =  2" • З2̂ .
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О з н а ч е н н я  10 . Бінарне відношення р на X  називається транзи­
тивним, якщо із хрх' і х'рх" випливає, що хрх".

П р и к л а д  8 . Відношення р в прикладі 7 є транзитивним. 
О з н а ч е н н я  11 . Бінарне відношення р на множині X  називається 

відношенням еквівалентності, якщо воно рефлексивне, симетричне 
і транзитивне.

П р и к л а д  9. Відношення р в прикладі 6 є відношенням еквіва­
лентності.

Будемо позначати відношення еквівалентності символом То­
ді характеристичні властивості відношення еквівалентності запису­
ються так:

рефлексивність: х ~  х, 
симетричність: х ~  х* => х! ~  я, 
транзитивність: х ~  ж', х 1 ~  х п => х ~  хп.
Важлива властивість відношення еквівалентності полягає в тому, 

шо з його допомогою можна встановити розбиття множини X  на 
частини, які називаються класами еквівалентності

О з н а ч е н н я  12 . Нехай х Є X .  Класом К(х),  породженим елемен­
том х з допомогою відношення еквівалентності будемо називати 
множину К(х)  = {у : у ~  х , у  Є X}.

Теорема 9. Нехай х m ax' не еквівалентні. Тоді К(х)ПК(х') — 0. 
Д о в е д е н н я .  Нехай z  Є X  і таке, що z  Є К(х)Г)К(х '). Тоді z ~  ж, 

z ~  х'. В силу симетрії відношення ~  х ~  z. Отже, х ~  z, z ~  
X і . В силу транзитивності відношення ~  х ~  а це суперечить 
припущенню.

Розбиття X  на класи еквівалентності будується так. Розгляне­
мо довільний елемент х Є X .  Побудуємо К(х)  — множину тих 
елементів, які еквівалентні х . Якщо К(х)  =  X, розбиття на кла­
си еквівалентності складається з одного лише класу. Якщо ж існує 
х \  х%К{х),  то будуємо клас K ( x f) і т.д., поки не вичерпаємо всю 
множину X, і не прийдемо до розбиття множини X  на класи екві­
валентності.

П р и к л а д  10 . Переконайтеся, що розбиття на класи еквівалент­
ності в прикладі 6 має вигляд

{1,6},{2,7}{3,8},{4,9},{5>10}.

Ясно, що кожному розбиттю множини X  на множини , які не пе­
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ретинаються, відповідає таке відношення еквівалентності, для якого 
це розбиття є розбиттям на класи еквівалентності. В цьому випадку 
ми оголошуємо елементи х  і у еквівалентними, якщо вони належать 
одній і тій же множині розбиття.

П р и к л а д  1 1 . Нехай X  — множина усіх студентів механіко-мате­
матичного факультету Київського університету, Лі  — множина сту­
дентів г-ого курсу (і—1,2,3,4,5). Нехай х  Є Х % у Є Y.  Будемо гово­
рити, що хру , якщо х  та у вчаться на одному й тому ж курсі. Тоді 
р — відношення еквівалентності, а

5

* = U Л і
і—1

є розбиттям X  на класи еквівалентності.
Множину всіх класів еквівалентності називають фактормножи- 

ною множини X  за відношенням еквівалентності р : Х/р.
Природно поставити запитання у випадку N{ X)  — п  , скільки 

різних відношень еквівалентності можна означити на множині X.  
Питання зводиться до такого: скільки існує різних розбиттів мно­
жини X  на множини, які не перетинаються?

Відповідь на це питання ми дамо в розділі 14.

і
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РОЗДІЛ 8
Ф о р м у л и  о б е р т а н н я  д л я  б ін о м іа л ь н и х  к о е ф іц іє н т ів

В математиці слід запам’ятовувати
не формули, а процес мислення.

В.П. Єрмаков10

Ф о р м у л и  п ід с у м о в у в а н н я  д л я  к р а т н и х  с у м . В наступному 
викладі нам часто доведеться мати справу з сумами виду

Sv  =  аік5 №
{і,к)єТ>

де Т> — деяка область на площині. Очевидно, в (1) мова йде про 
обчислення суми всіх значень функції в точках (г, к) з області Т>. В 
(1) перераховуються всі точки області Т> з цілочисельними коорди­
натами. Такі суми називають кратними сумами.

Читач повинен добре освоїти техніку зміни порядку підсумову­
вання кратних сум, розглядаючи приклади деяких областей.

П р и к л а д  1. Розпочнемо з найпростішої області V  — прямокут­
ника (рис. 15).

Нехай V  =  {(г, k) : 0  < і < п ,0  < k < ш}. При підрахунку суми 
Sz> = dik можна діяти двома способами.

Перший: для кожного фіксованого і (і =  0 ,1 , . . . ,  п) підрахувати
т

аж, а потім додати всі отримані суми. Будемо мати
к= 1

(п, т)

і

(Рис. 15)
10В.П. Єрмаков (1845-1922) — професор Київського університету.

т і /  т

Sv  =  ^  ( £  а'ік 
і —0 \ к ~ 0
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71

Другий: для к (к =  0, 1, . . . ,  га) підрахувати а^, а потім додати 

всі отримані суми. Матимемо
г—і

7 7 1 / 7 1

А:—0 \  г'=0

Таким чином,
71 /771 ) т ( п

=  Е Е «
А’=0 \  /=0

(2)

П ри клад  2 . Нехай в попередньому прикладі =  а*• bfc. Тоді
7 1 / 7 7 1  \  n  /  m  \  ті т

* > - Е ( Е « *  = £ “ . Е * *  = Е « . Е ‘ ь
г=0 \ k = 0  /  г—0 \  А;=0 /  і= 0 А;=0

П ри клад  3. Нехай £> =  {(г, .&) : 0 <  к <  і < п}.

(Рис. 16)

Перший спосіб підрахунку: для кожного і (0 <  і < п) підраховує- 

мо Е  а^, а потім додаємо всі отримані суми. Матимемо
/г=0

ті /  і

Sy  -  ( УЗ аік І •
і=0 \/г=0

71

Другий: для кожного к (к = 0 ,1, . . . ,  п) підраховуємо суму у .
і=к
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а потім додаємо всі отримані суми. Матимемо (див. рис. 17)

П  і  71

Зу  =  аік І ■
к—О V і~к

Отже,
п /  г п /  п

Sv = X! Ylaik = Х л  Y2aik
і —0 \  А;—0 /  А:=0 \  і —к

П риклад  4. Нехай Т> =  {(г, к) : 0 <  і < к < п}.

к

(Рис. 18)

Тоді
П / П ті /  к

S v  =  Х л  Х ^ *  =  Х л  Х ! а ^  ■

(3)

г=0 \  к=і /  к—0 \  г=0

П риклад  5. Нехай V  = {(г, к) : г > 0, к > 0, і + к <  п} (рис. 19)
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(Рис. 19)

Тоді
П n

Sv = £  ( £ aik) = 53 ( 5 3 atk) •
г=0 \ k = 0 /  k=0 \ i= 0  J

П ри клад  6 . Нехай Обчислимо суму Sv

дeT> = {(г, A:) : 1 <  г <  к < п} (рис. 20).

к

V

(г,А;)€Х>

(Рис. 20)

Позначимо через =  5 3  а*' аА: (це сума по точках з цілочи-
1 <і<к<п

сельними координатами з області V, які лежать над діагоналлю 
і — к), =  ^ 2  аі • ak (сума по точках з цілочисельними ко-

1 <к<і<п
ординатами, які лежать під діагоналлю). Оскільки точки (г,к) та 
(&,г) симетричні відносно діагоналі, то S fv  =  5^. Маємо рівність

п п п п

2 ^ + 5 Ж Е £ ^ =  
к=1 і—1 k= 1 \к= 1
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Звідси *и((ёа*У-х>*
(  \ k = l  J  k= 1

Остаточно маємо

^  = 5 U E 4  = ^ ( ( E a , ) 2 + X:«24 -
k= l [  \At=1 /  A=1 J

П риклад  7. Розглянемо подвійну суму s -  Е  (̂ /z Q>i)X
1 <і<к<ті

x(bk — bj). В силу симетрії відносно перестановки і та к

У   ̂ (&г ^/с)(^г Ьк)  —  У  ^ (^А: ^ i ) ( p k  &*)•
1<А:<г<п

Тому суму S  можна об’єднати саму з собою, використовуючи 
співвідношення

Е  +  Е  - Е -  Е  ■
1 < і< к< п  1< к< і< п  1<г=к<п1<к<п

Отримаємо *

2.S =  ^ 2  (аі ~  ак)(Ьі ~ Ьк) ~  (а* -  а к){Ьі -  Ьк). (4)
!<*<« 1 < і~ к < п1 <fc<«

Друга сума в попередній рівності перетворюється на нуль, а перша
зазнає таких очевидних перетворень

п п

і—І к=1

П п  71 71 71 71 71 п

= ^2 ̂ 2а̂ 1 ~ ^2 52 ак̂г ~ X/ ̂ 2 а,̂ к+ ^2 ̂ 2 ак̂ к ~
г=1 к=1 і= 1 fc=l і= 1 fc=l г=1 Ат=1

71 П 71 71 71 71

= п £ афк ~'YlakY2bi~lt2ail[2bk + n'i}2акЬк = (5)
fc=l *:=! г=1 і=1 fc=l fc=l

71 /  71 \  71

= 2 п ^ 2  акЬк ~  2 І ah І Y 1 Ьк- 
к = 1 \ к=1 )  к=1
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Отже, порівнюючи (4) і (5), отримуємо таку цікаву рівність
п \  /  п \  п

( ^2 Ьк ) =  п ^ а ф к  -  ^2 (ак-  ai)(bk -  bt). (6)
к=1 /  \  А:~ 1 /  к= 1 1 <і<к<ті

З рівності (6) отримуємо такі важливі наслідки.
Т е о р е м а  1 . (Нерівність П.Л. Чебишева для сум.) Якщо а\ < 
< ' ’ ' < &п та <  Ь2 <  • • • <  Ьп, то

± а ) ( ± Ь ^ ] < п ± а ф к. (7)
,к=1 /  \ к = 1  /  А:=1

Якщо а\ <  а2  <  * • • <  ап та Ь\ > Ь2 > - * - > Ьп, то

І2аМ І 2 ь\ ^ пІ2а̂ - (8)
к —1 /  V  /с—1 /  А:=1

Т е о р е м а  2 . Нехай делтса перестановка множини
{ 1 , 2 , . . .  п } . ЇЬЛ* найбільше значення суми

п

akbik (9)
А:—1

досягається при <  ■ • • <  Ьіп, а найменше при
К  ^  >  • * • >  6jn.

Ф о р м у л и  о б е р т а н н я  д л я  б ін о м іа л ь н и х  к о е ф іц і є н т ів .  
Т е о р е м а  3 . Якщо для всіх п

п

а„ =  £ с * ( - 1) \ ,  (10)
к=0

то ТІ

bn = J 2 Cn(-!)*«*• (11)
/г=0

Навпаки, з представлення (11) випливає (10).
Д о в е д е н н я .  Доведемо, що з (10) випливає (11). Використо­

вуючи співвідношення (10) для а*;, матимемо

£ с * ( - і ) Ч  =  j 2 c kn(-i)kj 2 crk( - i y br.
k=Q k —0 7*—О
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У правій частині рівності ми маємо справу з подвійною сумою по 
точках з цілими координатами з області {(fc, т) : 0 < г < к < п}. 
Змінюючи порядок підсумування матимемо

п п

r=0 k—r  

n , n

=  ___ - ___ ( - l V V ___ ^  ~ r -)!___ Y -1)*г ! (п -г )Г  ’ {к -  r) \ (n -  k ) \ K ’ ’

Зробимо заміну індексу у внутрішній сумі, поклавши к — г =  г, 
к =  т + і (і — новий індекс). Будемо мати

U  \tz г](п -г - г>] /
n / П—Г \ n

= ^ c r( - i ) r+i =  £ < ^ ( - 1)^(1 - 1) " -  =  К
r= О \  г=0 /  r —0

(ми використали біноміальну формулу і ту обставину, що (1—1)П_Г =
0 при г < п).

Те, що з (11) випливає (10) не потрібно окремо доводити, бо це 
випливає з симетрії формул (10) та (11).
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РОЗДІЛ 9

Ч ислові ряди , степеневі ряди , б іном іальний р яд

Ліна Костенко

Ч ислові ряди . Далі нам часто доведеться розглядати суми 
нескінченного числа доданків. В курсах математичного аналізу такі 
суми звуться рядами.

Нехай маємо нескінченну суму

вираз покищо точного смислу не має, оскільки здійснити нескін­
ченне число додавань неможливо.

Що ж  саме розуміти під сумою нескінченного числа доданків? 
Приймемо таке означення.

О значення 1. Нехай

Якщо існує границя lim Sn = S  , то ряд (1) називається збіжним і
число S  називається сумою цього ряду. Якщо не існує, то ряд (1) на­
зивається розбіжним. Сума Sn називається частковою сумою ряду. 
Отже, ряд збігається, якщо послідовність його часткових сум має 
скінченну границю.

+  0̂2 +  * * * +  ttjfe +  . . . . (і)
оо

Sn — d\ +  * * * “Ь fln- (2)
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П риклад  1. Розглянемо ряд

1 1
+  Г-ТГ +  --- + 1 _  А  і

л. -п — 2 ^ Т п Г .1-2 2 -3  jfe(A +  l) f^k(k + iy
Маемо

1 1 1Sn — z—~ ~—— +  • ■ • +
1-2 2 -3  п(п  + 1)

2 J  y2 3 J  у7т ті ~Ь 1J ті “І-1
Бачимо, що lim Sn =  1. Отже, ряд збігається і його сума дорівнює71—>00
1.

П риклад  2 . Розглянемо ряд

1 1 1 1 Н— Н— у= +  • • * Н— 7= +  ... (3)
у/ 2  у/з л/п w

Маємо нерівність

„ , 1 1  1 1 г -
Sn — 1 +  +  —7= Н-------+  —р  > п • —  =  0 г,

у 2 л/З Vn Vn
яка показує, що lim Sn =  +оо. Таким чином, ряд (3) розбігається.

п—► оо
П риклад  3. Розглянемо ряд

1 +  ( - 1) +  ! +  ••• +  ( - 1)*-1 +  . . . .

Маємо

Sn = 1 +  ( - 1) +  ! +  ■•• +  ( - 1 )"-1
1, якщо п — непарне,
О, якщо п — парне.

Як бачимо, lim Sn не існує. Отже, ряд розбігається.п—+00
П риклад  4. Розглянемо ряд

оо

1 + t + t 2 + --- + tk + ■■■ = (4)
к=О

Дослідимо поведінку часткової суми ряду, коли п —у оо. Маємо



якщо t ф 1. При t =  1 Sn =  n, lim 5n =  oo і ряд розбігається.n—>-00
1

При |£| ^  1 lim t — Oj lim Sji — . Отжб) при |£| ^  1 ряд (4)ГО—> ОО п—>00 1 — £
збігається і його сума дорівнює 5(£) =  ------ . При Ш >  1 lim tn — oo,

1 — t  n—*00
так що ряд (4) розбігається. При t =  — 1 ряд (4) перетворюється в 
ряд, який було розглянуто в прикладі (3). Він розбігається. Отже, 
ряд (4), який іноді називають геометричним рядом, збігається при 
t Є (—1,1).

П ри клад  5. Нехай О < а  <  1. Розглянемо ряд

1 1  1 ^  1
+  ¥  +  ¥  +  " '  +  к °  + к~ 1

Маємо нерівність

1 , 1 1  1 1
ТГ — 1 +  ^Г +  ^гН-------1--- а > п ' ~а ~Ка 2а 3“ Па Па

П
1-а

А:—1

з якої випливає, що lim Sn = +оо. Отже, ряд розбігається.П—>00

Гармонічний ряд.
П ри клад  6 . Розглянемо ряд

1 + і + і + . . . + ‘ + . . . _ £ і .  (5)
А:=1

Ряд (5) називається гармонічним рядом, його вперше розглядав 
знаменитий німецький математик Лейбніц (1646-1716) в 1673 році. 
Пояснимо причину назви гармонічного ряду. Як відомо, середнім 
гармонічним п  чисел а і , . . . ,  ап називається

п

лі 0.2 а.п
Кожен член ряду (Б) є середнім гармонічним своїх сусідніх членів:

1 _  2_______ __ 2_______

”  ~  ( і )-1 +  Ш ~ ‘ ~  < » - 1) +  ( » + 1)'
Часткову суму ряду (5) позначимо

1 1  1



Числа Нп називаються гармонічними числами. Вони грають важ-* 
ливу роль в комбінаториці; деякі їх властивості ми будемо вивчати 
пізніше.

Гармонічний ряд  розбігається. Щоб переконатися в цьому,
розглянемо графік функції f (x )  =  —.

X

1 2 З
(Рис. 21)

Побудуємо систему прямокутників, зображених на рисунку 21, з
площами 1, Сума площ цих прямокутників

і 2 і ”  і# п =  1 Н----- j-----1-------1—  перевищує площу під графіком функції
^ 2 3  п

у = — на відрізку [1, п +  1]. Тому 
х

71+1

(7)

Звідси випливає, що lim Нп =  +оо, і, таким чином, ряд (5) розбі-
п—>00

гається. Проте розбігається він дуже повільно. Ойлер, наприклад, 
встановив, що # юоо ^  7,48, Я юооооо =  39.

Більш точно характер росту ми охарактеризуємо пізніше, коли 
будемо вивчати гармонічні числа.

П риклад 7. Нехай s > 1. Розглянемо ряд
оо

1 +  ^  + +  ^  +

1=  V — 
ksк=1

(8)

Щоб довести збіжність цього ряду, звернемося до графіка функції 
1



1 X і

1 2 З х
(Рис. 22)

Площа під графіком цієї функції на відрізку [1,+оо) дорівнює

— Позначимо часткову суму ряду (8)

,  і  і  і
1 Ч- -— “І- — Ч” * * * Ч“ — • 

2е 3s пя (9)
1

Будуючи систему прямокутників під графіком функції у =  — , от-
X'

римаємо нерівність
+00

= 1 + 4  + h  + ■■■ + —s< 1+ /2s 3s ns J x s

S — 1 5 —  1

Таким чином, послідовність часткових сум ряду (8) обмежена. 
Крім того, вона монотонно зростає. Тому існує lim і, значить,п—>00
ряд (8) збігається. Його сума залежить від s і являє собою знамениту 
дзета-функцію Рімана

ОО л

с с ) - Е = -
А:=1

(10)

Як функція дійсного змінного дзета-функція була введена в 1737 
році Леонардом Ойлером, який подав таке зображення £(s) у вигляді 
нескінченного добутку: перенумеруємо всі прості числа (р\ =  2,р2 =
3,рз =  5 і т.д.; як відомо, простих чисел нескінченно багато); тоді

(п)\ ч г  /р=2

Рівність (11) є однією з найважливіших властивостей дзета- 
функції £(s). Вона дає можливість встановити зв’язок дзета-функції
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з багатьма іншими важливими теоретико-числовими функціями. 
Ось наприклад деякі з них:

+оо

lnC(s) =  s [  dx,
J x(xs -  1)
2

C(s) ^  ns ’
00 / \

« • w - E 2̂
П—1

де n(x) — число простих чисел, які не перевищують х, fx(n) — функ­
ція Мебіуса (ми вже мали з нею справу!), т(п) — число дільників 
числа п.

Найбільш глибокі властивості дзета-функції пов’язані з її продов­
женням в комплексну площину. Вперше продовження дзета-функції 
на всю комплексну площину став вивчати Ріман в 1876 р. Ши­
роко відома гіпотеза Рімана про нулі дзета-функції: "Будь-який 
нетривіальний нуль дзета-функції має дійсну частину рівну ^и. Ця 
гіпотеза фігурувала серед 23 проблем, про які говорив Давид Гіль­
берт на математичному конгресі в 1900 році. До цього часу вона не 
підтверджена і не спростована. В травні 2000 р. Математичний Ін­
ститут Клея (Clay Mathematical Institute) опублікував перелік семи 
проблем; за розв’язання будь-якої з них буде присуджена нагорода в 
один мільйон доларів. Проблема Рімана входить до цього переліку11.

Степеневі ряди. Степеневим рядом називають ряд виду
оо

а0 Ч~ d\t +  сі2̂ 2 -f* • * * ~Ь +  * • * =  o,ktk. (12)
к=0

Ряд, який ми розглянули в прикладі 4, є степеневим рядом. Члени 
степеневого ряду залежать від параметра t. Сума степеневого ряду 
S(t) Є функцією ВІД t. Якщо лише скінченне ЧИСЛО коефіцієнтів CLk в 
рівності (12) відмінні від нуля, сума ряду (12) є многочленом. Тому

11 Більш детально про згадані проблеми можна довідатись з статті В.В.Некрашевияа та В.І.Сущанського 
"Математичні проблеми XXI століття"(У світі математики, т.7., в.1,2001) та Алайн Джексон "Мільйон доларів 
за розв’язання математичної проблеми" (У світі математики, т.7., в.4, 2001).
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не дивно, що функції, які є сумами степеневих рядів, мають багато 
властивостей притаманних многочленам.

Множина тих при яких збігається ряд (12), називається об­
ластю збіжності ряду.

В курсах математичного аналізу доводять такі важливі власти­
вості степеневих рядів:
1) область збіжності степеневого ряду є множина вигляду

{ t : \t\ < R},

до якої можуть додаватись точки t =  —R  та і =  і? , або одна з цих 
точок;
2) степеневі ряди можна додавати та перемножати, збираючи коефі­
цієнти при однакових степенях t так, як це робиться при множенні 
многочленів;
3) якщо два степеневі ряди мають однакову суму при всіх t з області 
збіжності цих рядів, то коефіцієнти при відповідних степенях цих 
рядів рівні;
4) степеневий ряд в області збіжності можна інтегрувати та дифе­
ренціювати будь-яке число раз;
5) коефіцієнти степеневого ряду однозначно відновлюються, зокре­
ма, мають місце рівності

де S(t) — сума ряду (12);
6) якщо ряд (12) збігається для деякого t ~  to, то він збігається для 
всіх t таких, що \t\ < £оі
7) число Я, про яке йде мова у властивості 1), називається радіусом 
збіжності степеневого ряду (12) і визначається формулою

lim
n—>00

(формула Адамара12).
12 Адам ар Ж ак (1865-1963) — видатний французький математик, член Паризької академії наук, автор фун­

даментальних результатів в багатьох розділах математики: теорії функцій, теори диференціальних рівнянь, 
теорії чисел. Ідеї Адамара справили значний вплив на розвиток функціонального аналізу. Багато уваги при­
діляв питанням шкільного викладання, написав підручник з геометрії, який перекладено українською мовою 
(Геометрія. Частина 1, Планіметрія, "Радянська школа", 1951; Геометрія. Частина 2, Стереометрія, "Радянсь­
ка школа", 1953).
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Формули (13) часто використовують при побудові розкладів 
функцій в степеневі ряди.

П риклад  8 . Доведемо, що при |£| < 1

^  _  t y  =  1 +  C lnt +  C%+1 t2 -і------ h Ск+к_гік Н--------

оо

=  Е С"+* - / -  (14)
к—0

Ця рівність є частковим випадком біноміальної формули, яку ми 
розглянемо нижче. Проте цікавим є і безпосереднє доведення. Ско­
ристаємося методом повної математичної індукції.

При п =  1 формула (14) має місце (приклад 4). Припустимо, що 
(14) має місце. Тоді

- - ОО 00
1 __ 1 1 _  р к  f k f r

( l - t V * 1 ’ Z - /  ■
v ' v ' k=0 r—0

Перемножимо ці ряди і зберемо коефіцієнти при відповідних степе­
нях t. Коефіцієнт при tk дорівнює

С п  +  C'n +  C'n+i Н----Ь С п + к - і •

Використовуючи рівність

СО і /~іі і ґ~і2 і і ґ~ік __ /~ік
п ' ' Tl-Ы “Г * * * Т

яка випливає з рівності (13) із розділу 4, матимемо

1 00 
(1 I  V)n+_1 =  1 +  ^  +  ^п+1<2 4-------h Cn+k- l t k Н-----=  ^

що й доводить рівність (14).
П риклад  9. Розкласти в степеневий ряд функцію f( t)  — ef 
Оскільки f \ t )  =  =  • • * — =  Є*, TO /W (0) =  1 і згідно з

(13) розклад функції /(£) =  е* має вигляд

00 tk
к\  

к=0

В курсах математичного аналізу встановлюють, що областю збіж­
ності ряду (15) є вся числова вісь.
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П ри клад  10 . Розкласти в степеневий ряд функцію у =  ln (l -И). 
Розглянемо рівність

(див. приклад 4). Степеневий ряд можна в області збіжності інте­
грувати почленно. Нехай 0 < t < 1. Проінтегруємо (16) почленно по 
х  від 0 до t. Матимемо

Ряд (17) збігається при \t\ < 1.
Для нас дуже важливим в наступному викладі буде розклад в 

степеневий ряд функції (1 +  t )a .

Б іном іальний  р я д  Н ью тона. Формулу для (1 +  t)a, яку ми 
встановили, коли а  є натуральним числом, можна узагальнити для 
будь-якого показника а. Справедлива така теорема.

Теорема 1. Нехай а  - дійсне число і

Ми не будемо доводити теорему 1. Відсилаємо читача до курсів 
математичного аналізу.

Ряд (19) називається біноміальним рядом Ньютона, коефіцієнти 
цього ряду будемо називати біноміальними коефіцієнтами і позна­
чати

——  = 1 - х  + х 2 ------+ ( - l ) kx k + . . .  (16)
1 +  X

о

Отже

(17)

( a ) k  =  а ( а  —  1 ) . . .  ( а  —  /с +  1). (18)

Має місце формула

(19)

Ряд в правій частині збігається на відкритому інтервалі (—1,1).

к \  к \
(2 0 )

91



Зауважимо, що при а  =  п

/~ік _ ґ"ік _Оп
к \ ( п  — А;)!

і Ск — 0, коли к >  п.
Більшість біноміальних тотожностей, які ми встановили в розділі

4, залишаються справедливими для С*, означеними рівністю (20). 
Доводиться лише змінювати доведення, опираючись на більш за­
гальну біноміальну формулу (19).

П р и к л а д  11 . Справедлива рівність

Cka = C ka _ 1 + C t-l (21)
Для доведення прирівняємо коефіцієнти при tk в обох частинах 

правильної рівності

(1 +  t)a = (1 +  0 а"1 +  t( l  +  t)a~ \

П р и к л а д  12 . Має місце рівність
т

C'Z+ 0  = J 2 C* - Crr k- (22)
к=0

Для доведення досить прирівняти коефіцієнти при іш в обох ча­
стинах рівності

(1 +  t ) a+0 =  (1 +  f ) “ ( 1 +  t f .

П р и к л а д  13. Має місце рівність

( - 1 1 * ^  =  ^  (2 3 )

Справді,
Г к _  { - а ) { - а  -  І ) . . .  { - а  -  к  +  І )  _  

с - ° _  к\ ; ~

t i\fc(a )(a  +  !) • • • (a  +  к ~  1) _  { л \ к г і к
-  l _ i j -  І - 1 /  Ь а + к - 1-

Звідси й випливає (23).
П р и к л а д  14. При |£| < 1 виконується рівність

1 00
= (24)

к—0 
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Формула (24) випливає з біноміальної формули (19), в якій t треба 
замінити на — а а  на —а, і прийняти потім до уваги рівність (23). 

Введемо таке позначення

[а]п =  а(а  +  1) . . .  (а  +  п — 1). (25)

Тоді рівність (24) можна записати у вигляді

( і - г “ =  Е ^ -  (26)
к= 0

С п ів в ід н о ш е н н я  В а н д е р м о н д а ,  с п ів в ід н о ш е н н я  Н е р л у н -
д а .  Вирази (а)п = а (а  — 1) . . .  (а — п  +  1) і [а\п = а ( а  +  1) . . .  (а  +
п  — 1) називають відповідно спадним і зростаючим факторіальними
степенями.

Т е о р е м а  2 . Має місце рівність
п

(а + /?)„ =  £ С *  (а)* (/?)„_*. (27)
Ас—0

Д о в е д е н н я .  Запишемо такі рівності

( i + t ) a+is = ( i + t ) a - ( і + t f ,

3 } r f
' v lc\ ' v I rl

Прирівнюючи коефіцієнти при tn в лівій і правій частині останньої 
рівності, будемо мати

(а +  0 )п (a )fc (P)n-k
7г! к\ (п — к)\

А:—0 V ’

Помноживши на п! обидві частини (28), отримаємо рівність (27), 
яка називається співвідношенням Вандермонда.

Т е о р е м а  3 . Справедлива рівність
71

[а +  /?]„ =  C^a]* [/?]„-*. (29)
к=0
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Д о в е д е н н я .  Розглянемо такі рівності
(1 _ 4)-(а+Я =  (! _  t y a  . (! _

y fc +  f l * ,* f M u  v M l /г
2 ^ fc! ^  k! ^  r \
k=Q k—Q r =0

Прирівнюючи коефіцієнти при tn в лівій та правій частинах рівності, 
матимемо

[а -І- (3\п _  А І а\к [Р]п~к /оПч
n!  к\  ( п - Л ) Ґ  { }к=0 v '

Помноживши обидві частини рівності (ЗО) на п!, отримаємо рівність 
(29), яку називають співвідношенням Нерлунда.
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РОЗДІЛ 10

М етод генератрис в ком бінаториці

Генератриса є механізмом, який тро­
хи нагадує торбу. Замість того, щоб 
нести окремо багато предметів, а це 
може виявитися обтяжливим, ми зби­
раємо їх докупи, і тоді нам треба нести 
лише один предмет — торбу.

Дьєрдь Пойа

Генератриса числової послідовності. Ми розпочинаємо знай­
омство з одним з найбільш потужних методів комбінаторики — ме­
тодом генератрис.

О значення 1. Генератрисою числової послідовності {ап} нази­
вається сума степеневого ряду

Зазначимо, що в російськомовній літературі замість терміну гене­
ратриса вживається термін "производящая функция".

Теорема 1. За генератрисою A(t)  однозначно відновлюються 
коефіцієнти ап.

Це твердження випливає з тих властивостей степеневих рядів, які 
ми перелічили в розділі 9. Будемо називати його теоремою єдиності 
для генератрис.

П р и кл ад  1 . Генератрисою послідовності ап =  1,п >  0 є функція

П ри клад  2 . Генератрисою послідовності ап =  (—І)71, п  > 0 є 
функція

оо

(1)

A{t) =  1 + t + t 2  + . . .  + tn + --- =  =  Y ~T. (1*1 < !)• (2)

A (t)  =  1 - t  + t2 - - - .  + (-1 )ktk +  • •. =  r l i , (|t | < 1). (3)
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П риклад  3. Генератрисою послідовності ап = -j є функція

00 ік

« = Е г ‘ '  ( 4 )
к=0

П риклад  4. Генератрисою послідовності

к _  а (а  -  1) . . .  (а -  к +  1) 
к!

є функція
.А(г) =  (і +  г)". (5)

П риклад  5. Генератрисою послідовності 
де [а]к =  ot{a +  1) . . .  (а +  А; — 1) є функція

A(t)  =  (1 -  t)-*. (6)

П риклад  6 . Генератриса послідовності Ск+к {к = 0 ,1 , . . . )  дорів­
нює

00 1 
т  = ' E c t u f  =  -  (і -  о — 1.

к—О
(7)

П риклад  7. Нехай генератриса послідовності {ап : п — ОД, ...  } 
дорівнює A(t). Генератриса "зсуненої" на к одиниць послідовності

{0 , п < к,
и

дорівнює tkA(t).  Справді,
ОО 00

С(і) =
п =О п~к

Зробимо заміну індексу підсумування, поклавши п — к =  г. Тоді 
матимемо

00 оо

C(t) =  Or th+r = tk Y ] artr = tkA(t).
r=0 r= 0

П риклад  8 . Нехай генератриса послідовності {ап} дорівнює 
A(t).  Тоді генератриса C(t) послідовності =  п • ап(п =  0, 1, . . . )
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дорівнює C(t) = tA '( t). Справді, диференціюючи почленно рівність 
(1), матимемо

00 ^
A!(t) =  ^   ̂nantn =  d\ -Ь 2й2і "Ь Заз 2̂ -Ь • • ♦ =  ~С(£). 

п=о г
Отже,

C(t) =  £Д'(і). (7)
П ри клад  9. Нехай генератриса {ап} дорівнює A(t).  То­

ді генератриса послідовності (ао, а2, сц, . . . ,  а2пі • • •) дорівнює
~(A(t) + A ( - t ) ) .

П р и к л а д  1 0 . Нехай генератриса { а п} дорівнює A(t).  То­
ді генератриса послідовності (аі, аз, а^, . . . ,  а2 п+і, * • •) дорівнює

\ (A ( t)  -  A ( - t ) ) .
П р и к л а д  1 1 . Нехай генератриса {а71} дорівнює A(t).  Тоді гене­

ратриса послідовності {спап} дорівнює A(ct).
О з н а ч е н н я  2 . Композицією послідовностей {ап} і {6П} нази­

вається послідовність {сп}
ті

Сп ~  ^   ̂&кЬТі—к • ( 8 )

А:—О

Зазначимо, що в російськомовній математичній літературі замість 
терміну "композиція" вживається термін "свертка". Те, що послі­
довність {Сп} є композицією послідовностей {ап} і {6П}) позначають 
так: {ап} * {Ьп}.

Т е о р е м а  2 . Нехай генерашриси послідовностей {ап} і {Ьп} дорів­
нюють відповідно A(t)  і B(t),  а послідовність {сп} є композицією 
послідовностей {ап} і {6П}. Тоді генератриса {Сп} дорівнює

A( t ) -B( t ) .

Д о в е д е н н я .  Знайдемо коефіцієнт при tn в добутку двох рядів
ОО 00

A(t)B(t)  = J 2 ^ t k - J 2 brtr-
А:=0 г=О

Ті
Він дорівнює афп-к =  Сп- Таким чином, A(t)  • B(t) є генератри-

к—О
сою композиції послідовностей {ап} і {Ьп}.
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П риклад  12. Композицією послідовності {ап} і послідовності,
тотожно рівної одиниці (Ьп =  1 для всіх натуральних п), є по­

ті 71 П
слідовність sn =  Справді, • 1 =  =  sn. Тому, як-

к=о &=0 /с=0
що генератриса {ап} дорівнює A(t),  то генератриса послідовності

71
Sn — ^ a k  дорівнює

к=0
Л(і)
1 - t

(нагадаємо, що генератриса послідовності, тотожно рівної одиниці, 
дорівнює — у).

П риклад  13. Знайдемо послідовність {а„} таку, що ао = 1 і
71

akan^k =  1 для всіх натуральних п. Ми шукаємо послідовність
fc=о
{ап}, композиція якої з самою собою є послідовністю, складеною з 
самих лише одиниць. Якщо генератриса послідовності {ап} дорів­

нює A(t),  то A 2 (t) = — 7 , звідки A{t) =  —= = .
1 V  (1  —

З біноміальної теореми для а  =  —- випливає, що

(=к\ (=*\ (=&) (-&=±\
ап =  ( - 1)пС"і =  (—l)n > 2 / V 2 / \ _2. Ч ---- 2_±  =

х '  т  п!

1*3*5 . . .  (2п — 1)
™ 2 пп\

Запровадивши скорочене позначення

1 - 3 * 5 . . .  (2« — 1) =  (2п — 1)!!,

будемо мати
(2п - 1)Н 

”  2пп\ ‘
Ідея застосування методу генератрис така: нехай треба знайти всі 

члени послідовності ап. За допомогою рекурентного співвідношення 
для ап, чи, можливо, виходячи з комбінаторних міркувань, обчислю­
ють генератрису\A(t ) .  Розкладаючи потім A(t)  в ряд і знаходячи
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коефіцієнти при £п, тим самим знаходять ап. Істотним при цьому є 
використання теореми єдиності для генератрис.

Честь відкриття генератрис поділяють Ніколя Бернуллі (1728 
р.) та англійський математик Дж. Стірлінг (1730 р.) Почина- 
ючи з 1741 року, Леонард Ойлер систематично використовував 
генератриси в своїх дослідженнях з теорії чисел. Знаменитий 
французький математик П’єр Лаплас розвинув метод генератрис 
в своїй класичній роботі "Аналітична теорія ймовірностей"(1812 p.).

Проілюструємо застосування методу генератрис на прикладі ком­
бінацій з повтореннями.

П ри клад  14. (Комбінації з повторенням.)
Нагадаємо, що комбінаціями з т п о п з  повтореннями називають­

ся групи, які містять п  предметів, причому кожен предмет є одного 
з га типів і порядок предметів в групі не є істотним. Нехай — 
число комбінацій з т  по п. Всі комбінації з т  n o n  можна розділити 
на два класи: ті, які не містять предметів першого типу (їх число 
дорівнює У^_і), і ті, які містять принаймні один предмет першого 
типу (їх число дорівнює z ;^ 1), бо кожна така комбінація одержуєть­
ся приєднанням до предмета першого типу деякої комбінації із т  — 1 
по п. Тому

Зазначимо, що / ” =  1, а для того, щоб рівність (9) була справед­
ливою при ш = 1, будемо вважати, що /о =  І.

нувши суму по всіх п від нуля до нескінченності, будемо мати

ГП _  rn І 1
J тп J тп—1 ' Jm (9)

звідки отримуємо

(10)

З рівності (10) випливає, що

1 1 1 
1 ^  = * • • ^  1^ ( 0 *
1
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oo ОС ^

Ai{t) = '£ f?r= J2tn = — t -
п=0 п=0

Отже,
-  00 00 

^  =  7 T T 7 W  =  Е  ^ „ - . 1 ”  =  Е  £ * “ •
'  '  71=0 п = 0

Таким чином,
/ П __ ҐЧ71

т  ^ n+ m —1'

Розглянемо ще один приклад застосування методу генератрис до 
розв’язання комбінаторної задачі.

П риклад  15. На колі взято 2п точок. Скількома способами мож­
на сполучити попарно ці точки п хордами, які не перетинаються 
всередині кола?

Позначимо через ап число способів, якими можна розбити на па­
ри 2п точок, взятих на колі, так щоб хорди, які сполучають ці пари 
точок, не перетиналися. Позначимо точки буквами в такому поряд­
ку, як вони розташовані на колі: А\, А2, . . . ,  А п. Точку А\  можна 
сполучити лише з однією з точок А 2: А 4 , . . .  Л2п) бо в протилежно­
му випадку по кожну сторону від хорди, ЩО ВИХОДИТЬ З А \ , буде 
розташоване непарне число точок і, значить, при попарному сполу­
ченні точок між собою принаймні одна хорда перетинає хорду, яка 
виходить з А\.

Підрахуємо, скільки існує різних способів сполучення точок, при 
яких А\ сполучена з A 2 k. По одну сторону від A \A 2k розташовано 
2 к — 2 точок, їх можна сполучити а*-і способами. Комбінуючи ко­
жен з а&_і способів сполучення точок А 2, . . . ,  А 2 к-і з кожним з an_k 
способів сполучення точок A 2 k+u ■ • • >А2пі дістанемо, що число та­
ких способів попарного сполучення, при яких А\ сполучена з A 2 k, 
дорівнює dk-idn-k> Але к може набувати значень 1,2, . . .  п і тому

&п =  &7і—1 “Ь &п—2̂ 1 "Ь * ' * “І” О'ті—кО'к— 1 -}-■•• -f- (Х\(Хп —2 -Ь dn—\. (И)

Покладемо do = 1 і розглянемо генератрису
00

•4(0 =  X ]
1 1 = 0

Але
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послідовності {ап}. Тоді (11) перепишеться у вигляді

Gn =  Я0ап-1 +  ^71-2̂ 1 +  • • • +  Сіп-к^к-1 +  • • • +  а іап_2 +  dn-lCLo (12)

(ті > 1).
Помножимо обидві частини рівності (12) на і" і розглянемо суму по 
п. Матимемо

ОО ОО

^   ̂ant — t ^   ̂t (d-o^n—1 2̂ 1 -f- • • • -j- • * • ~Ь — 1 ̂ 0) •
П—0 71—1

оо

Оскільки ^ ^ a ntn = A(t)  — 1 то, застосовуючи теорему 2 розділу 9,
п —1

отримаємо рівність
A ( t ) - l  = t A 2 {t) (13)

(в правій частині (12) фігурує композиція {ап} * {ап}).
Розв’язуючи квадратне рівняння (13) відносно A(t),  будемо мати

A t )  =  — ■ j f 7 (1 4 )

Оскільки Д(0) =  оо =  1, то в формулі (14) треба обрати знак — 
Зауважимо також, що

1 4* у/\  — 41 
lim ------ ---------=  оо.
t ~ >  о 21

Це ще один аргумент на користь знака — в (14). Отже, генератриса 
послідовності {ап} дорівнює

A t )  =  1 ~ ^ ГЖ. (15)

Тепер залишається знайти коефіцієнти при tn в розкладі в степене­
вий ряд функції (15). Для цього використаємо біноміальний розклад

при а  =  -  (теорема 1 з розділу 9). Будемо мати

/с—1

00

+-f. 2 k - 1
k= 1
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Звідси згідно (15)

_  1 — л/1 — 4t 1 fe_i
2І 2 “  2к 2 к — 1  Л—1

Зробимо заміну індексу підсумування, поклавши к ~~ 1  = \п . Тоді 
матимемо

1 оо 

п —0

Отже,

Іноді генератрису можна знайти, не користуючись рекурентними 
співвідношеннями, а виходячи з деяких комбінаторних міркувань. 
Розглянемо декілька прикладів.

П р и к л а д  16 . (Генератриса для числа комбінацій) Нехай аі, аз
— деякі числа. Розглянемо добуток

(1 +  а і£)(1 +  а 2̂ )(1 +  аз£).

Перемноживши та зібравши коефіцієнти при однакових степенях 
будемо мати

(1 +  а іі)(1 +  а,2 І) ( 1  Н" аз0  =
=  1 +  (аі +  о>2 + аз)< +  (аіа2 +  a ja3 +  a2a3)t2 +  aia2a3t3 =  (17)

=  1 +  <A-\t +  Л-2 ^  A$t3:
Відзначимо, що число доданків в кожному коефіцієнті Л г дорів­

нює числу комбінацій із трьох по г. Наприклад, виписавши відпо­
відні індекси при аі в кожному доданку А2

(1,2),(1,3),(2,3),

дістанемо всі комбінації із трьох чисел {1,2,3} по 2. Покладемо в 
рівності (17) аі =  а2 =  аз =  1. Тоді коефіцієнт при tr дорівнюватиме 
числу комбінацій з трьох по т. Отже, (1 + t ) 3 є генератрисою для 
числа комбінацій із трьох предметів.

Ясно, що всі наші міркування зберігають силу при розгляді до­
бутку

(1 +  ajt)( 1 +  a,2 t ) . . .  (1 +  an£),
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і тому (1 +  t)n є генератрисою числа комбінацій із п  предметів.
П р и к л а д  1 7 . Розглянемо комбінації з повтореннями з трьох 

предметів (нехай це будуть числа 1, 2, 3), причому встановимо обме­
ження: 1 і 2 можуть зустрічатись не більш двох раз, а 3 — не більш 
одного разу.

Розглянемо добуток

(1 +  a\t + a \t2){ 1 +  a2t +  a \t2){ 1 +  a3t) =

=  1 -h t{aі +  0&2 +  03) H" ^(^1 +  &1&2 +  &1G3 +  &2<23 +  ^2)“!“ 

-\-t^((l2 (l2 +  d2 CL̂ +  &1&2 H” &2<23 ^ 1̂ 2аз)“І"

+£4(a2a2 +  а ^ а з  4- а іа2аз) +  ^а^а^аз =

=  1 +  A it + A 2 t 2 +  A tf 3  +  Arf4 +  A5£5.

Знову ж, число доданків в кожному коефіцієнті А г дорівнює чис­
лу всіх можливих комбінацій з трьох предметів при вказаних вище 
обмеженнях. Наприклад, виписавши відповідні індекси в кожному 
доданку A3, дістанемо всі можливі комбінації з трьох чисел 1,2,3 по 
3: 112, 113, 122, 223, 123. Тому при а\ — = а3 =  1 кожен ко­
ефіцієнт А г дорівнює числу відповідних комбінацій. Таким чином, 
генератриса числа всіх комбінацій із вказаними обмеженнями дорів­
нює

(і + 1  +  t2){i + 1  +  г2)(і + t) = (i + t + 1 2)2( 1 + 1 ).

Приклади, які ми розглянули, дають уявлення про те, як написати 
генератрису при наявності інших обмежень.

П р и к л а д  1 8 . Для числа комбінацій з необмеженим повторенням 
предметів одного з т  типів і без обмежень на число появ будь-якого 
предмету генератриса числа комбінацій дорівнює

A{t)  =  (і + t + t 2  + . . . ) m = 1 . .W  V '  ( 1  _  t y n

Знову прийшли іншим шляхом до результату прикладу 14.
П р и к л а д  1 9 . Для числа комбінацій з необмеженими повторення­

ми предметів т  типів і додатковою умовою обов’язкової наявності 
предмету кожного типу принаймні один раз генератриса дорівнює



4-ТП
A(t) = (t + t 2  + . . . ) m = ^j— ^ m

00 oo
_ ±m V  л /on  j.n _ \  л л г і +Ti+m
— 1  2 Ls ^n+m-l1  ”  °п + т-11

n—0 n=0
(ми використали результат прикладу 14). Зробимо заміну індексу 
підсумування, поклавши п + тп = г . Матимемо

оо

т— тп

Отже, число комбінацій із вказаними обмеженнями дорівнює С ^ 1.
П риклад  20. Генератриса числа комбінацій з необмеженими по­

втореннями предметів m  типів (приклад 19), але з додатковою умо­
вою, що кожен предмет присутній парне число раз, дорівнює

001 ^
(1+(Ч ( і + . . . + г = ЇГГ^ = Е ^ - . ^

П риклад  21. Нехай Ап - число цілих невід’ємних розв’язків х\,
Х2у . . . , Х г рІВНЯННЯ

к\Х\ +  к2 Х2  Н-------h krx r = п (19)

де кі, к2, . . . ,  кг дані натуральні числа. Позначимо через A(t) гене- 
ратрису Ап. Тоді

л ^ \ =  ( і - ^ ) ( і  (20) 
Справді, запишемо г рівностей:

1 =  1 +  t2kl + ійкі + ...

---------г -  =  1 +  f  2fcr +  i 3Av +
1 —
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Якщо перемножити ці рівності почленно, то показники при степе­
нях t  матимуть вигляд к \ Х \  +  кчх<і Н-------b fcrxr , де всі Х{ набувають
цілих невід’ємних значень. Число всіх можливих представлень п  у 
вигляді (19) якраз і буде коефіцієнтом при t n  в тому розкладі, який 
ми дістанемо після перемноження всіх рівностей (21).

Результат задачі 21 може бути використаний при розгляді задач, 
пов’язаних з розміром монет.

Б к с п о н е н ц ій н а  г е н е р а т р и с а  Іноді буває так, що генератриса 
послідовності {ап} є складною, а в той же час послідовність
має просту генератрису, і набагато простіше мати справу з генера- 
трисою цієї послідовності.

О з н а ч е н н я  3. Експоненційною генератрисою послідовності {ап} 
називається сума степеневого, ряду

П р и к л а д  2 2 . Експоненційною генератрисою послідовності ап =  
1 (п =  0 , 1, . . . )  є функція

Прикметник "експоненційна" є природнім саме тому, що екс- 
поненційна функція є експоненційною генератрисою послідовності

П р и к л а д  2 3 . Функція (1 +  t)n є генератрисою для числа розмі­
щень з п  по оскільки

П р и к л а д  2 4 . Нехай Д (£) — експоненційна генератриса послідов­
ності {ап}. Тоді tA(t )  є експоненційною генератрисою послідовності 
(0, do? 2а і , . . . ,  тшп_ і , . . . )  =
Справді,

оо

(22)

(1 +  t)n = J ^ n ( n  -  І ) . . .  (n -  k + 1)—.
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Зробимо заміну індексу підсумування, поклавши п + 1 =  к. Мати­
мемо

00 ^  00

*4(0  =  Е а*-і • _  1); =  0 +  2  Ла*-1 '
/с=1 А'*—-1

П риклад  25. Нехай A(t)  експоненційна генератриса послідовно­
сті (ао,аі ,аг, .. .)• Тоді A!(t) е експоненційною генератрисою послі­
довності (аі, аг , . . .  )■ Справді,

00 у-Ті—1 °° 4-ТІ— 1
^ ( О  =  Ё  Пап“̂ Г  =  ^  а" (п -  1)!'П—1 ' 71=1 ' '

Зробимо заміну індексу, поклавши п — 1 =  к. Будемо мати
оо к

A  (t) — у :  ак+і —.
/г—0

Означення 4. Нехай {an} і {Ьп} дві послідовності. Біноміальною 
композицією цих послідовностей називається послідовність

п

сп =  ^  Ckakbn„k- (23)
&=0

Теорема 3. Нехай {ап} і {Ьп} послідовності з експоненційни- 
ми генератрисами Л(і) і B(t) відповідно. Тоді експоненційна ге­
нератриса біноміальної композиції цих послідовностей дорівнює
A(t)B(t).

Справді,
0° j-k 00 JT

A(t)B(t) = ^ 2  ^  br—.
k= 0  ' r=0

Зберемо коефіцієнти при tn. Матимемо
00 /  00 , \

El V  — k I tn =
l ^ f c !  (n — Л:)! /71—0 \jfc=0 V } J

00 (  71 wl \  fn 00 fn
=  2  (  Ё  * i ( n  _  fc) ! afcb” - 4  ^  =

n = 0  \ k = 0 /  п - 0

де cn визначається рівністю (23).
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П р и к л а д  26 . Знайдемо експоненційну генератрису послідовності 
{ап}, визначеної таким чином: ао — а\ =  1, ап = ап„і +  (п — 1)а„_2 
при п > 2. Нехай

00 Г
і

п п !п—0
■̂ (f) =  £ a

Маємо

*4(£) =  1 + 1  +  an—
00 tn

п=2 П !

tn
— 1 + t (ttn-1 +  {p* l)^n-2) 7* (24)'  n!

n=2
00 ̂  jn 00 ̂

Нехай J(i) =  і # ( i)  =  -  l)a„_2—.
n=2 n=2
00 ̂  jn-1

Тоді J '(i) =  V a „ _ i  ------ —r =  A(t)  -  1,
f r j  I™ - 1)1n —2

oo .n_ !

H (t) — £  an-2 , _  „і і — *-4(0-
n=2  ̂ ' '

Диференціюючи обидві частини (24), матимемо

A f(t) — (1 +  t)A(t).

Звідки
[In A(t)]' = 1 + 1 .

Інтегруючи це диференціальне рівняння з використанням умови 
Д(0) — 1, отримаємо

A(t) — exp |^  +  ■ (25)

Г е н е р а т р и с и  і ф о р м у л и  о б е р т а н н я .  З  допомогою генератрис 
можна отримувати формули обертання для біноміальних коефіцієн­
тів.

Т е о р е м а  4 . Нехай для всіх натуральних п
п

ап =  ^ ( - l ) fcC*6„-fc- (26)
к= 0
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Тоді ТІ
bn = Y ^ - l )kCka+k-ian-k- (27)

к= 0
Д о в е д е н н я .  Припустимо, що генератриси A(t)  і B(t) послідов­

ностей {ап} і {Ьп} пов’язані співвідношенням

A{t) = B ( t ) ( l - t ) a. (28)

Тоді, прирівнюючи коефіцієнти при tn в обох частинах рівності (28), 
будемо мати рівність (26). Але з (28) випливає, що

B(t) = A( t ) ( l  -  t )’ a. (29)

Прирівнюючи коефіцієнти при tn в обох частинах рівності (29), от­
римаємо (27). Зазначимо, як випливає з доведення, рівності (26) і 
(27) є взаємно оберненими.

Теорема 5. Нехай
ТІ

К  =  ] Г  c f a - k .  (зо)
k=G

Тоді п

<4. =  Х ) ( - 1)* Ф » -* . (31)
к=0

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що експоненційні генератриси послі­
довностей {ап} і {Ьп}

00 00 ^

А * )  =  Z )  а " ^ Т ’ =  S ь
п=()

пов’язані співвідношенням

,  ̂ ТІ Іпі п\
п=() п ~ 0

B(t) =  eU (t). (32)

Тоді, прирівнюючи коефіцієнти при tn в обох частинах рівності (32),
отримаємо рівність (ЗО). Але, якщо має місце (32), то

A(t)  -  B{t)e~K (33)

Прирівнюючи коефіцієнти при tn в обох частинах рівності (33), от­
римаємо рівність (31). Як видно з доведення, формули (ЗО) і (31) є 
взаємно оберненими.
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РОЗДІЛ 11
Ч исла Фібоначчі

Геометрія володіє двома коштовностя­
ми: одна з них -  це теорема Піфаго- 
ра, а інша -  поділ відрізка в середньому 
і крайньому відношенні. Першу можна 
порівняти з мірою золота, друга ж на­
гадує дорогоцінний діамант.

Йоган Кеплер (1571-1630)

Задача Фібоначчі про кроликів Найбільш яскравою демон­
страцією ефективності застосування методу генератрис є знаход­
ження формули для загального члена послідовності

1,1,2,3,5,8,13,21,34, . . .  (1)

в якій кожен натуральний член, починаючи з другого, є сумою двох 
попередніх.

Числа цієї послідовності називаються числами Фібоначчі, на честь 
італійського математика Леонардо Пізанського (1180-1240), відомо­
го під прізвищем Фібоначчі (Fibonacci, або filius Вопассі -  син Бонач- 
чі). Леонардо народився в Пізі, освіту здобув в Алжирі, засвоївши 
під керівництвом арабських вчителів арифметику і алгебру арабів. 
У торговельних справах Леонардо багато подорожував. Під час по­
дорожей в Північну Африку, Єгипет, Сірію, Візантію він грунтовно 
познайомився з арабською і грецькою математикою. Праці класиків 
античної науки були відомі тоді, в основному, з арабських перекла­
дів.

Фібоначчі, безперечно, був найвидатнішим європейським матема­
тиком епохи, яка передувала Відродженню. За його книгами "Кни­
га абаку"(1202 p., 1228 p.), "Практика геометрії"(1220 p.), "Кни­
га квадратів"(1225 р.) навчалось багато європейських математиків 
впродовж декількох століть мало що не до часів Декарта і Ойлера. 
"Книга абаку" була присвячена не лише практиці розрахунку, але 
й питанням теоретичної арифметики. Зокрема, за цією книгою Єв­
ропа познайомилась з арабськими (точніше індійськими) цифрами 
й сучасною системою запису чисел.
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З ініціативи Фібоначчі стали проводитися математичні турніри 
(щось подібне до сучасних шкільних математичних боїв). Пізніше 
такі змагання між математиками стали популярні саме в Італії. В 
будові всіх згаданих вище книг Леонардо явно відчувається їх по­
ходження від математичних турнірів. Основну роль в них грають 
числові задачі, подані з розв’язаннями і коментарями.

Зокрема, в "Книзі абаку" Леонардо формулює знамениту задачу 
про кроликів, яка приводить до вивчення послідовності (1). Сьогод­
ні, безперечно, назвали б цю задачу задачею олімпіадного типу.

Початок формулювання задачі подамо в дослівному перекладі.

"Дехто помістив пару кроликів у деякому місці, обгороже- 
ному з усіх сторін стіною, щоб дізнатись, скільки пар кроли­
ків народиться при цьому впродовж року. Природа кроликів 
така, що через місяць пара кроликів народжує на світ іншу 
пару, а народжують кролики після другого місяця від свого 
народження."

Звичайно Фібоначчі припускав, що кролі живуть вічно, і експе­
римент розпочинається з новонародженої пари кролів. На другому 
місяці залишається все ще одна пара. На третьому місяці їх стане 
дві, на четвертому — 3, на п’ятому 5. Якщо позначити число пар 
кроликів, які є на n-тому місяці через Fm то F\ =  1, F2 — 1, F3 =  2, 
F4 =  3 і загальне правило для обчислення Fn буде таким:

Fn =  Fn~ 1 4- Fn~2 (п >  1). (2)

Фібоначчі в "Книзі абаку"(1228 р.) вказав перші чотирнадцять 
членів послідовності Fn. Чотири століття пізніше (1608 р.) Йоган 
Кеплер чітко сформулював закономірність (2).

Наведемо декілька перших чисел послідовності Фібоначчі:

п 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 337

Наше найближче завдання — вказати формулу для для обчис­
лення загального члена послідовності Фібоначчі Fn.

З а г а л ь н и й  ч л е н  п о с л ід о в н о с т і  Ф іб о н а ч ч і .  Будемо шукати 
генератрису послідовності {Fn}

110



Fq =  0,
Fi =  l,
F2  = 1,
Fn =  F„_i +  Fn —2 (тг >  3).

Помножимо першу рівність на £°, другу — на і, третю — на £2, чет­
верту — на Vі і розглянемо суму по всіх п від 0 до нескінченності. 
Тоді будемо мати

Вважатимемо, що Fo =  0. Запишемо рівності

ОО 00

F(t) —- t -Ь t 2 +  ^   ̂-Fn_itn +  ^   ̂-Рн—2̂ П-
П=3 71,=3

Відзначимо, що
00

£  F„-i«n =  F2i3 +  F3f4 +  • • • =  t(F(t) -  f),
n=3

00

5 3  Я .-2*" =  Fit 3  + F2 t4 +  • • • =  i2F(i).
1 1 = 3

Таким чином, маємо рівняння для знаходження невідомої функції
т

F(t) =  t + t 2  +  t(F(t) — і) -j- £2,Р(£),
F(t) = t + tF(t) + t 2 F(t).  (4)

З (4) випливає, що

т  -  (5)

Якщо розкладемо функцію (5) в степеневий ряд, то коефіцієнт 
при tn це і є Fny яке ми шукаємо. Спочатку розкладемо дробово- 
раціональну функцію (5) на прості дроби.

Нехай t\ і І2 — корені квадратного рівняння t2  +  t — 1 =  О



Відзначимо, що t2 — ti — л/5, і \ і2 =  — 1. Маємо

т  -  < r n ^ T  т

Будемо шукати розклад F(t)  у вигляді

т  =  ^ + j h '  <8)

де А і В  поки що невизначені коефіцієнти. Для знаходження А по­
множимо обидві частини рівності (8) на (t — 1 \). Матимемо

t _4 +  В ( 1 ~  *і)
t - t 2 t - t 2  

Поклавши в цій рівності t =  t\, отримаємо

Л ~*і .
“  І2  у/ь

Аналогічним шляхом, множення (8) на (t — £2) і підстановки t = £2, 
отримаємо

В = ~ І 2  =  —
1̂ “  2̂ л/5

(нагадаємо, що £2 — £і =  л/5). Отже,

Будемо вважати, що \t\ < min{|£i|, |^21}- Тоді, використовуючи
 ̂ оо

геометричний ряд ------ — ^ 2  x?l j отримаємо
п=0

ОО -j ОО J -  ̂ ч

™ (10)
Отже,

1 / 1  1 \  1 /■* _  ,'1 2̂



п / п

1 #  { ( (- 1г1 ^ )  -  ( . 1 Г  ( - У *

і ( ( i + V E Y  ( і - у/ ь

V5

Сформулюємо отриманий результат. 
Теорема 1. Має місце рівність

(и)

Проконтролюємо правильність наших обчислень, поклавши в (11) 
п = 0, п =  1, п = 2. Матимемо Fq = О

„ 1 U l  + 2 y / b + b \  ( і - 2 л / 5  + 5 \ \

F> = 7 !  U — J  " I — 5— J I  1

Формула (11) вперше була опублікована Даніелем Бернуллі (1700— 
1782) в 1728 році, але про неї забули, і вона була перевідкрита фран­
цузьким математиком Жаком Біне (1786-1856) в 1843 році. 

Формулу (11) називають формулою Біне.

Властивості чисел Фібоначчі. Числа Фібоначчі мають багато 
чудових властивостей. Ми сформулюємо деякі з них у формі задач 
або у формі теорем.

Задача 1. Довести, що
п

Y 2 p k = Fn+2-  1. (12)
к~\

Запишемо рівності

F\ =  F3 — F2)
F2  — F4 — F3,
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Додавши почленно всі ці рівності отримаємо рівність (12), 
Задача  2 . Довести, що

п

Jfc=l
Запишемо рівності

F\ =  F2,
F3  = F4 — F2 ,

-?2п-1 =  F2n — F 2n-2-

Додаючи почленно ці рівності, отримаємо (13).
Зад ач а  3. Довести, що

П
У л ^ 2 к =  і*2п+1 1-
*=1

Розглянемо рівності

F\ +  F2  + -----b i*2n—1 +  ^ 2n =  ^ 2n+2 “* 1,

і7! +  F3 H-------h F2n-1 =  F 2n.

Віднімаючи від (15) рівність (16), матимемо

І*2 + ^4 +  * * * +  F2n — F2n+ 2 — F*in — 1 =  F2n+i — 1

Задача 4. Довести, що
п

Е п 2 =  в д +1. 
к= 1

Зауважимо, що

FkFk+1 — Fk-\Fk = Fk(Fk+1 — Fjfe_i) =  і**.



F{ =  F F 2,
F '2 = F2 F3 — F 1 F2 ,

F„ =  FnFn+1 — Fn_iF„.

Додаючи почленно ці рівності, отримаємо (17).
Теорема 2 . Має місце рівність

Fn+k = Fn-iFk + FnFk+1. (18)

Д о в е д е н н я .  Проведемо доведення методом математичної індук­
ції. При к =  1 твердження (18) справедливе, бо Fn+i =  Fn~\F\ +  
FnF2 = Fn-\  +  Fn. При к =  2 твердження задачі також має місце, 
бо Fn+2 — Fn—\F2 + FnFz =  Fn_i +  2FU =  Fn+i +  Fn.

Таким чином, є підстави для проведення індуктивного доведен­
ня. Індуктивний перехід здійснимо дещо своєрідно: припустимо, що 
теорема справедлива при & =  т т а &  =  т  +  1, і  доведемо, що (18) 
має місце при к =  т  +  2. Отже, припускаємо, що

Fn-\-m =  Fn—\F ,п Fn Fm+1 ,

Fn+m+\ “  Fji—1 j +  F nF m_|_2-

Додамо почленно ці рівності. Будемо мати

-̂ n+m "Ь -fn+m+l =  -̂ n+m+2 ”

~  Fn̂ ( F m +  Fm+j) +  F rt(Fm+i +  F m+2) =  Fn̂ iFm +2 +  F„F„,,+3.

Таким чином, рівність (18) має місце і при к =  m +  2.
Теорема 2 має цікаві наслідки. Покладемо в рівності (18) к =  п. 

Тоді матимемо

^2n — Fn̂ F n +  F nFn+i =  FnFn+2 .

Отже, F2n ділиться Fn.
Поклавши в (18) к =  2п, отримаємо F3,,, =  Fn-\F2n + FnF2n+i. 

Це означає, що F3n ділиться на F n, бо ми тільки що довели, що F2n 
ділиться на Fn.

Теорема 3. При будь-яких натуральних k i n  F*r„ ділиться на
Fn.

Запишемо рівності
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Доведіть це методом математичної індукції, використовуючи рів­
ність (18).

Теорема 4. Має місце співвідношення

Fn+1Fn_! -  F% = (-1 )"  (19)

Рівність (19) можна встановити методом математичної індукції. По­
дамо інше доведення. Має місце матрична рівність

ft а  ■
яка легко доводиться методом математичної індукції. Розглянемо 
визначник в обох частинах рівності (20) і, користуючись теоремою 
про визначник добутку матриць, отримаємо (19).

Співвідношення (19) іноді називають формулою Касіні, на честь 
французького математика Жана-Домініка Касіні, який встановив 
його в 1680 році. Правда, Йоган Кеплер знав його ще в 1608 році.

Теорема 5. Сусідні числа послідовності Фібоначчі взаємно 
прості. Справді, нехай d — спільний дільник чисел Fn+i і Fn_і. З 
рівності Fn+i == Fn +  Fn_i, випливає, що d є дільником Fm а це 
суперечить рівності (19).

Ч исла Ф ібоначчі та біноміальні коефіцієнти. Існує цікавий 
зв’язок між числами Фібоначчі та біноміальними коефіцієнтами.

Розглянемо трикутник Паскаля, записаний дещо в інший формі, 
ніж це ми робили раніше.

Номер
діагоналі

трикутник Паскаля Сума чисел 
на діагоналі

1 1 і*і =  1
2 1 1 F2  = 1
3 1^2  1 F3 =  2
4 І ^ З ^ З  1 F4  = 3
5 і / 4 / 6 ^ 4  Л Fb = 5
6 1А  ^  н / і О  5 1 F6 =  8
7 1 ^6  /1 5 ^  20 15 6 1 F7 = 13
8 1 ^ 7 ^ 2 1  35 35 21 7 1 F8 =  21
9 1^8  28 56 70 56 28 8 1 F0 = 34
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Ми бачимо, що сума чисел на кожній висхідній діагоналі, вказаній 
в таблиці стрілками, дорівнює відповідному числу Фібоначчі.

Позначимо через Тк суму елементів на fc-ій висхідній діагоналі. 
Досить довести, що 2 +  Тп-1 =  Тп. Сума чисел на (п — 2)-й вис­
хідній діагоналі дорівнює

Додавши ці рівності, та використавши основну біноміальну тотож­
ність С* =  Ckz\ +  одержимо

тобто суму чисел, які лежать на n-ій висхідній діагоналі. Таким чи­
ном, Тп =  2 +  Тп-1 , звідси випливає, що Тп =  Fn.

Підсумуємо результати наших досліджень.
Теорема 6 . Сума чисел на п-ій висхідній діагоналі трикутника 

Паскаля дорівнює Fn. Сума всіх чисел трикутника Паскаля, які 
лежать вище п-ої висхідної діагоналі, включаючи числа самої 
діагоналі, дорівнює Fn+2 — 1*

Фібоначієві системи числення. Одна з найбільш цікавих і 
важливих властивостей чисел Фібоначчі полягає в тому, що з їх 
допомогою можна побудувати спеціальну систему числення — Фі~ 
боначієву систему числення.

Будемо записувати коротко: j  »  /с, якщо j  > к +  2.
Теорема 7. Будь-яке натуральне число п має єдине представ­

лення виду

Розпочнемо з такої леми, яка формулює більш загальне тверджен­
ня.

Л ем а 1. Нехай для нескінченної послідовності чисел
1, аі, аг, . . . ,  а*, .. • при кожному к виконується рівність

де fci » к 2 »  »  кг.
(21)
(22)

(23)
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Тоді кожне натуральне число п може бути записане у вигляді су­
ми деякого числа з чисел з цієї послідовності.

Д о в е д е н н я .  Доведемо, що кожне натуральне п, яке задоволь­
няє нерівності

ТІ < 1 +  +  &2 +  ' • ' +  &k- Ъ (24)
можна представити у вигляді деякого числа з чисел аі, а2, . . . ,  а*,.. 
Для к = 1 це твердження справедливе, якщо п < 1  +  1 , т о п = 1 і  
п =  а\ є шуканим представленням.

Припустимо, що твердження справедливе при к =  N  і доведемо 
його справедливість для А; =  ЛГ +  1. Досить розглянути випадок

1 + й\ +  &2 +  * * • +  cln ^  ті < 1 +  аі +  <12 * * * +  Cljv +  OjV+b (25)

бо для п < 1+ аН ------І-адг твердження справедливе за припущенням
індукції. З умови (23) маємо

0 < 1 +  а\ +  • * * +  cln “  O'N+i ^  п ~  &iv+i < 1 +  аі +  а2 +  * * * +  aiv-

Якщо п — адг+і =  0, то твердження леми справедливе, бо n =  â v+i* 
Якщо ж п — адг+і > 0, то на підставі припущення індукції п — 
ajv+i можна представити у вигляді суми чисел аі, а2, ■. •, адг, і тоді 
п матиме вигляд суми цих чисел і ajv+i- Лема доведена.

Для доведення теореми досить застосувати до послідовності Фі­
боначчі F\ — 1, і<2, . . .  Fk, ■.. лему Умови леми виконані: F\ — 1,
Ffc < 1 +  F\ + -----і- jPjb—і =  Fk+i — 1 (використано рівність (12)).

Для побудови зображення числа у вигляді (21) в ролі F^ виби­
рається найбільше число Фібоначчі, яке не перевищує п; потім в 
ролі F&2 вибирається найбільше число Фібоначчі, яке не перевищує 
п — Ffcj, і так далі. Якщо к\ =  к, то з нерівності F*2 < n — F/^ < F^ 
випливає к »  А̂ . Оскільки А;і обирається однозначно, то представ­
лення (21) для кожного п є єдиним.

Наприклад, представлення одного мільйона є таким:

1000000 =  832040+121393+46368+144-1-55 =  F30+ F26+ F24+ F 12+ F1Q.

Будь-яка система однозначного представлення чисел може бути си­
стемою числення. Теорема 7 приводить нас до фібоначієвої систе­
ми числення. Будь-яке натуральне число п можна представити у 
вигляді набору нулів та одиниць, поклавши
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т
п = {ЬтЪт-1 • • • ь2) «=*• те =  £  t>kFk.

к—2
Ця система числення нагадує двійкову систему числення, за ви- 

нятком того, що в ній ніколи не зустрічаються дві одиниці підряд. 
Подамо для прикладу зображення перших десяти чисел в фібона- 
чієвій системі числення

1 =  (000001)F 2 =  (000010)F 3 -  (000100)F
4 -  (000101)/г 5 -  (ООІООО)іг 6 =  (001001)^

7 -  (001010)^ 8 =  (010000)F 9 =  (010001)F
10 =  (010010)f.

Ч и с л а  Ф іб о н а ч ч і  і з о л о т и й  п е р е р із .  Природно виникає пи­
тання про границю відношення чисел Фібоначчі при зростанні п. 
Має місце таке твердження.

Т е о р е м а  8 .
Fn+i 1 +  \/5lim71—>00 Fn 2

Д о в е д е н н я .  Справді, з формули Біне випливає, що
П+1 / „ /~\ п+1і I-W5 \

Fn+1
F,, 71

№  - №

iW5 _  f iWE)  ( Ы Е \ п
2 \ 2 J Vi+Vs/п

Беручи до уваги, що 1 -  у/5
І + у/5 

lim

1—л/5 
1+л/5

< 1 і тому 

- V 5
71

71—> ОО 1 + V5
=  0,

отримуємо (26).

(26)
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т 1 +  л /5
Ч и с л о  ip =  — - —  грає дуже важливу роль як в математиці, так і

в світі мистецтв (живопису, архітектурі, скульптурі, музиці, поезії), 
де ще з античних часів воно розглядалося як естетично найбільш 
сприятливе. В багатьох книгах для цього числа вживається позна­
чення (р на честь знаменитого грецького скульптора Фідія, який сві­
домо користувався ним в своїх скульптурах.

В математиці число <р з ’являється при розв’язанні здавалося б 
зовсім різних проблем. Як зазначає в одній зі своїх книг відомий 
американський популяризатор математики Мартін Гарднер, "число 
(р має майже такий універсальний характер, як і число 7гм.

Щоб з ’ясувати геометричний смисл числа з ’ясуємо питання про 
поділ відрізку в середньому і крайньому відношенні.

Розглянемо відрізок АВ. Будемо говорити, що точка 
С ділить відрізок в середньому і крайньому відношен­
ні, якщо довжина більшої частини відрізка так відносить­
ся до довжини меншої частини відрізка, як довжина всьо­
го відрізка до довжини більшої частини: якщо ми позначимо

 ---- 1------------ 1---------1—

А С В

(Рис. 23)

АС = а, С В  = b (рис. 23), то сформульована умова означає, що
а а + Ь 
Ь = а ’

звідки а2  = ab + Ь2. Поділивши обидві частини цієї рівності на б2, 
будемо мати

/ а \ 2 а

Ш  - ь  +  1 -

Позначимо — =  х. Тоді
х 2  =  х + 1 (27)

Додатній корінь (а саме він нам потрібен!) рівняння дорівнює

х  —  ̂ . Таким чином, ми прийшли до числа ір.
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Говорять ще, що точка С здійснює золотий переріз відрізка А В , 
АСа відношення —— = <р називають відношенням золотого перерізу.
С В

Число <р є ірраціональним числом, бо, як відомо, у/b  є ірраціо­
нальним числом; його наближене значення

<р = 1+2^  = 1,618033989 ...

Зазначимо, що і  =  0,618033989 .... Число <р є єдиним додатнім чис-

*  . і  лом, яке переходить в обернене при відніманні одиниці: ір — 1 =  —.
Число ер допускає такі цікаві представлення:

1
Ч3 = 1 Н---------------- :--------- і

1 +
1

1 + -----
1

1 + 1 +  . . .  

та

ір=  у і  +  а / і  +  \/1 +  ....

На початку епохи Відродження математики, художники, архітек­
тори та скульптори були надзвичайно захоплені вивченням і вико­
ристанням пропорції золотого перерізу.

В 1509 році знаменитий італійський математик Лука Пачолі 
(1454 - 1519) опублікував трактат "Про божественну пропорцію", в 
якому було описано багато чудових властивостей золотої пропорції 
в різних геометричних плоских та просторових фігурах. Книга 
була ілюстрована другом Луки Пачолі знаменитим італійським 
вченим та художником Леонардо да Вінчі (1452 - 1519), який вико­
ристовував золотий переріз в композиції своїх картин. Німецький 
художник і математик Альбрехт Дюрер (1471 - 1527) на основі 
книги Луки Пачолі став досліджувати пропорції людського тіла і 
використовував їх у своїх картинах. Його книга носить назву "Про 
пропорції людського тіла, знайдені і описані Альбрехтом Дюрером 
з Нюрнберга на користь всім, хто любить таку науку". Статистичні
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дослідження підтверджують наявність пропорцій золотого перерізу 
у багатьох людей. Деякі з них такі: відношення росту людини до 
відстані від підлоги до її пупа наближено дорівнює ір\ таким же є 
відношення довжини ліктя до довжини кисті.

Ч и с л а  Ф іб о н а ч ч і  в  с у ч а с н и х  д о с л ід ж е н н я х .  Числа Фібонач­
чі інтенсивно досліджувалися в XX столітті. Цьому сприяли нові 
проблеми комбінаторики, інформатики. Числа Фібоначчі з успіхом 
використовуються при сортуванні та обробці інформації, генеруван­
ні випадкових чисел, дослідженні проблем штучного інтелекту.

З 1963 року в США регулярно виходить журнал "Fibonacci Quar­
terly", де публікуються статті, присвячені виключно числам Фібо­
наччі.

Інтерес до вивчення чисел Фібоначчі посилився після появи в 1970 
році роботи молодого ленінградського математика Юрія Матіясєви­
ча, в якій він поставив останню крапку в розв’язанні десятої пробле­
ми Гільберта, встановивши, що не існує алгоритму, який дозволяє 
встановити, чи має задане поліноміальне діофантове рівняння з ба­
гатьма змінними і раціональними коефіцієнтами розв’язки в цілих 
числах. Істотну роль у роботі Ю. Матіясєвича зіграло використання 
деяких властивостей чисел Фібоначчі.

Сформулюємо для прикладу одну з лем Ю. Матіясєвича.
Л е м а .  Число Фібоначчі Frn ділиться на F 2 тоді і лише тоді, 

коли т кратне nFn.
Радимо читачеві довести це самостійно. Для цього цілком досить 

знання розглянутих вище властивостей чисел Фібоначчі.
Незважаючи на те, що історія чисел Фібоначчі нараховує більше 

восьмисот років, є ряд проблем, відповіді на які не відомі до цього 
часу. Ось деякі з них.

Н е р о з в ’я з а н а  п р о б л е м а  9 . Кількість простих чисел серед 
чисел Фібоначчі скінченна чи нескінченна?

Щ е  д е я к і  з а д а ч і ,  п о в ’я з а н і  з  ч и с л а м и  Ф іб о н а ч ч і.
З а д а ч а  5. Знайти число підмножин множини { 1 , 2 , . . .  п}, які не 

містять жодної пари послідовних чисел.
Р о з в ’я з а н н я .  Число шуканих підмножин позначимо ап. Заува­
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жимо, що а\ — 2 (маємо дві підмножини, які не містять двох послі­
довних чисел 0, {1}), аг =  3, бо серед підмножин множини маємо 
три підмножини, які не містять послідовних чисел 0, {1}, {2}. Якщо 
п — 3, то серед підмножин множини {1,2,3} є п’ять підмножин, 
жодна з яких не містить двох послідовних чисел. Це підмножини
0> {1}> (2}> {3}, {1,3}. Отже, аз =  5.

Встановимо рекурентне співвідношення для ап. Розглянемо мно­
жину {1,2, . . .  п, п +  1, п +  2}. Всі її підмножини, які не містять 
двох послідовних чисел (їх число, згідно з нашими позначеннями, 
дорівнює ап+2)5 поділимо на два класи. До першого класу віднесе­
мо підмножини, які не містять п +  2. Число підмножин у першому 
класі дорівнює ап+\. Кожна з підмножин другого класу, звичайно, 
не містить п +  1. Вилучивши з кожної підмножини другого класу 
п +  2, одержимо підмножини множини {1,2, . . .  ,п}, жодна з яких 
не містить двох послідовних чисел. Таким чином, число множин, 
які ми віднесли до другого класу, дорівнює an. Отже, отримуємо 
рекурентне співвідношення

^n+2 =  ^n+1 "Ь" &П-)

з якого випливає аз =  5 =  а 4 =  8 =  FG і взагалі, ап =  Fn+2*
З а д а ч а  6 . Знайти число розкладів числа п на частини, які пере­

вищують 1.
Р о з в ’я з а н н я .  Позначимо через ап шукане число. Очевидно, а2 =

1 (маємо один розклад 2 =  2), а3 =  1 (теж маємо лише один розклад 
З =  3), а4 = 2 (в цьому випадку маємо два розклади 4 =  2+2,4 =  4). 
Встановимо рекурентне співвідношення для ап. Розглянемо розклад

77, 1 =  -f- +  ••*-}- Ьі > 2 (28)

Серед an+1 розкладів (28) є an_i таких, де Ь\ =  2, an_2 таких, де 
Ьі =  3 , . . . ,  а\ таких, де Ь \— щ \  розклад, де b\ =  п +  1. Тому

fln+i — an-i +  an_2 +  ап-з +  • V* +  0 ,1 +  1. (29)

Згідно з (29) an_2 +  an_3 Н-------b а\ +  1 =  an. Тому

ап+ 1  =  оп— і

З цього співвідношення маємо =  2 =  F3, as =  3 =  F4 і, взагалі, 
Оц —  F п—1.
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З а д а ч а  7. Знайти число розкладів натурального числа п на ча­
стини, які рівні 1 або 2.

Р о з в ’я з а н н я .  Позначимо шукане число розкладів через ап. За­
значимо, що а\ =  1 (маємо один розклад 1= 1), =  2 (маємо
два розклади 2 =  1 +  1,2 =  2), аз =  3 (маємо три розклади 
3 = 1  +  1 + 1 , 3 = 1  + 2 , 3  =  2 + 1 ) .  Розглянемо розклад

71 +  1 =  Ьі +  І>2 +  ’ * * +  Ь/с, 1 ^  Ьі < 2.

Число таких розкладів, в яких 6і =  1 дорівнює an, а число тих 
розкладів, де Ьі =  2, дорівнює ап_і. Таким чином, ап+і =  ап +  ап_і. 
Отже, а3 =  3 =  F4, а4 =  5 =  . . . ,  ап =  F„+i.

З а д а ч а  8 . Знайти число розкладів числа п на непарні доданки. 
Р о з в ’я з а н н я .  Нехай ап шукане число. Тоді =  1 (маємо один 

розклад 1 =  1), а2  = 1 (маємо лише один розклад 2 =  1 +  1), аз =  2 
(маємо два розклади 3 =  3,3 =  1 +  1 +  1). Розглянемо розклад

п +  1 =  Ь\ +  &2 +  ■ * * +  h ,  Ьі — непарні числа.

Число Ь\ може приймати значення {1,3, . . .  ,п}, якщо п непарне, і 
{1,3, . . . , п +  1}, якщо п парне. Тому

ап+1 =  ап +  а„_2 Н-Ь а2 +  1 (п парне),

ап+1 =  ап +  ап_2 Н-------V а\ (п непарне).

Звідси випливає, що
=  ап +  ап_і

Таким чином, а\ =  1, а2 =  1, аз =  2 =  і*з, і, взагалі, ап =  Fn.
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РОЗДІЛ 12

Ч и с л а  К а т а л а н а

Математичні поняття мертві і неру­
хомі в своїх означеннях і наповнюють­
ся життям в математичних доведен­
нях. Ці доведення є основним змістом 
математики, саме в них таїна і кра­
са математики: нема нічого більш пре­
красного, ніж просте і ясне доведення 
нетривіального положення.

А.В. Скороход

Числа Каталана, які ми будемо вивчати в цьому параграфі, 
менш відомі, ніж числа Фібоначчі, але їм притаманна та ж сама 
особливість виникати при розгляді різних комбінаторних задач, 
здавалось би на перший погляд зовсім далеких одна від одної.

З а д а ч а  п р о  п ід р а х у н о к  ч и с л а  2 п -в и м ір н и х  в е к т о р ів  з  
с п е ц іа л ь н и м и  в л а с т и в о с т я м и .  Будемо розглядати множину 2п- 
вимірних векторів виду

де кожна компонента Єі набуває двох значень: 1 або — 1

Поставимо перед собою декілька питань.
З а д а ч а  1. Скільки є таких векторів?

Відповідь: 22п. Це випливає з правила множення.
З а д а ч а  2. Скільки серед них таких векторів, для яких

2 71

1
Відповідь: С2 п> бо такі вектори містять п компонент рівних 1 і п 
компонент рівних —1.

(єі ,£2) • •• ї£2п~1)Є2п)і (1)

(2)

(3)
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З а д а ч а  3 . Скільки серед векторів (1) таких, що для кожного к

О з н а ч е н н я  1. 2п-вимірні вектори (£і,£2, • ■ • >£2n)j які задоволь­
няють умови (2), (3), (4), будемо називати векторами Каталана, а 
число таких векторів називається числом Каталана.

Такі числа вперше розглядав знаменитий Леонард Ойлер. Назва 
числа Каталана зроблена на честь бельгійського математика Ежена 
Каталана (1814-1894).

Наше найближче завдання — знайти формулу для обчислення Сп.

Поставимо у відповідність кожному вектору (1) геометричну 
траєкторію на папері в клітинку: якщо є* =  1 на г-ій ділянці траєк­
торії, траєкторія йде вгору і вправо, якщо Єі — — 1 на г-ій ділянці 
траєкторії, траєкторія йде вниз і вправо. Траєкторії, для яких вико­
нані умови (3) і (4), будемо називати траєкторіями Каталана. Побу­
дуємо для п =  1 та п =  2 траєкторії, які задовольняють умову (3) 
(рис. 24 — рис. ЗО).

(fc =  l , 2, . . . , 2n - l )

k
(4)

2 п

і =  0. Число таких векторів позначимо Сп.
і= 1

71=1

У У

(1,-1)

о 2 ж
(Рис. 24)
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п =  2

(Рис. 25)

(1 .-1 , i , - i )

(1 ,—1Г1 ,Ы )

X

(Рис. 28)
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Ми бачимо, що при п = 1 є дві траєкторії, які задовольняють 
умову (3), серед них лише одна є траєкторією Каталана. При п =  2 
число всіх траєкторій, які задовольняють умову (3), дорівнює С\ =  
6; серед цих траєкторій лише дві є траєкторіями Каталана. Отже,
Сг =  1,С2 =  2.

Наголосимо ще раз: а) траєкторія Каталана розпочинається в 
точці (0 ,0); б) закінчується в точці (2п ,0), в) не перетинає пряму 
У =  - і -

Складемо рекурентне співвідношення для Сп.
Розглянемо траєкторію Каталана з довжиною 2п. Нехай 2г — абс­

циса точки, де траєкторія вперше дотикається осі О Х. Ця траєк­
торія обов?язково проходить через точку К ( 1,1) і L(2 r — 1, 1) і не 
перетинає пряму у — 0. Ділянка траєкторії, що сполучає К  і L, є 
траєкторією Каталана по відношенню до прямої у — І. Тому число 
траєкторій Каталана, які вперше дотикаються до осі О Х  в точці 
(2г, 0), дорівнює Сг-\С п- г (рис. 31) бо число траєкторій Каталана,
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(Рис. 31)
які сполучають (2r, 0) і (2n, 0), дорівнює Cn- r. Покладемо Со = 1 
(тоді можемо вважати, що число траєкторій, які вперше досягають 
осі в точці (2п ,0) дорівнює Сп — Сп~іСо). Таким чином,

п

Г= 1

Cq — 1.
Позначимо через C(t) генератрису шуканої послідовності

00

c(t) = Y ic”tn-

(5)

(6)

(7)
77=0

Помножимо обидві частини рівності (5) на f  \  а рівності (6) на і 
розглянемо суму по п від нуля до нескінченності. Будемо мати

оо п
C(t) = J2tn + 1  =

оо

П=1 \  Г~ 1

71—1

= * Х > П_1 + 1  = (8)
п=0 г= 0

= і  +  t c \ t )
71

(ми зробили заміну індексу г — 1 =  і в сумі Сг-\С п- г та викори-
Г — 1

стали теорему 2 з розділу 10 про генератрису композиції). 
Отже, отримали квадратне рівняння для функції C(t)

tc2(t) -C(t) + 1 =  О,
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звідки _____

C(t) = 1 ± ^ T t- (9)

Але при t = 0 C(t) =  С0 =  1. Тому в (9) треба обрати перед ра­
дикалом знак Тепер залишається знайти коефіцієнт при tn в 
розкладі функції _____

C(t) =  1 ~ ' ^ =rTt- (10)

Але ми вже робили це при розгляді прикладу 15 з розділу 10, ви­
користовуючи біноміальний ряд з показником а = і встановили, 
що

і  -  v T ^ l i  =  £  і  с .  t .  ( 1 1 )

2і  п п  +  1п—0
Отже, має місце теорема. 

Т е о р е м а  1.

=  ТГГТ^п- (12)п +  1

З а д а ч а  п р о  ч и с л о  р о з с т а н о в о к  д у ж о к  п р и  в и к о н а н н і  б і­
н а р н о ї  о п е р а ц ії-  Розглянемо систему елементів: х \ 1 х2> . . . ,  хп. По­
значимо через Qn число усіх способів розставити п — 1 пар дужок 
в цій системі для виконання бінарної операції над кожною з пар 
отриманих виразів. Розглянемо приклади таких розстановок для 
п =  2, п = 3 та п — 4.

Якщо п — 2, Q2 = 1, бо маємо лише один спосіб розстановки 
дужок: (хі, £2)* Якщо п =  З, Q3 =  2, бо можливих розстановок дві:

(хь (х2, х 3));
( ( Х 1 , Х 2 ) Х 3 ) .

Якщо п =  4, Q4 = 5, бо є 5 можливих розстановок

( х і , ( х 2,(а :з ,х 4 ))); 
( х і , ( ( х2, х 3) , х 4));

( ( х і , х 2) , ( х з , х 4)); (13)
(((® і,® 2),а:з),а:4);
( (х1, ( х 2, х 3) ) , х і ).
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Зазначимо, що зовнішня дужка об’єднує два вирази, кожен з яких 
містить к і ті— к елементів (к — 1 ,2 , . . . ,  п ~  1). Наприклад, у перших 
двох розстановках (13) к =  1, в третій розстановці к — 2, в четвертій 
та п’ятій к = 3.

Звідси випливає рекурентне співвідношення
п—1

Qn = '52QkQn-k- (14)
к= 1

Покладемо також Q\ =  1.
Порівняймо уважно співвідношення (14) та співвідношення (5) і 

(6), які визначають числа Каталана Сп. Якщо в (5) зробити заміну 
індексу г — 1 =  /с, то будемо мати рівність

п—1
Сп = ^ С кСп- к+ъ (15)

k= 0

З порівняння (14) і (15) випливає, що Qn — Сп-\.
Т е о р е м а  2. Має місце рівність

Qn =  С„_1 =  і  csr_V (16)Tt

З а д а ч а  О й л е р а  п р о  р о з б и т т я  б а г а т о к у т н и к ів  н а  т р и к у т ­
н и к и . Підрахуємо число способів Тп розбиття опуклого (п +  2)- 
кутника з поміченими вершинами на трикутники діагоналями, які 
не перетинаються. Очевидно, Ті =  1 Т2 =  2 (див рис.). Перенумерує­
мо вершини (п +  2)-кутника числами 1,2, . . . ,  n, п +  1, п +  2. Ребро, 
суміжне з і-ою та (і +  1)-ою вершинами позначимо (і, і +  1). Нехай 
при деякому розбитті s є номер вершини трикутника, протилежної 
до сторони (п + 2 ,1). Якщо s =  2 або s =  п +  1, то число відповідних 
розбиттів дорівнює тп- 1- Для 1 <  s < п число розбиттів дорівнює 
добутку числа розбиттів s-кутника на число розбиттів (п — $ + 3)-
кутника, тобто дорівнює Te_2̂ n-e+i* Якщо покладемо То =  1, то
отримаємо

п~ 1
Tn = Y ,T ,T n - ,- i .  (17)

«=0
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Порівнюючи рекурентне співвідношення (17) із співвідношенням 
(5), в якому зроблено заміну індексу г — 1 =  s, прийдемо до висновку
тп =  сп.

М е т о д  т р а є к т о р ій  р о з в ’я з а н н я  к о м б ін а т о р н и х  з а д а ч .  Для
багатьох комбінаторних задач можна вказати таку геометричну ін­
терпретацію, яка зводить задачу до підрахунку числа шляхів (траєк­
торій), що мають певну властивість. В цьому і полягає метод траєк­
торій. Ми вже користувалися ним при доведенні деяких біноміаль­
них тотожностей та при розгляді чисел Каталана на початку цього 
розділу.

Термін "метод траєкторій11 запровадив Б.В.Гнєденко та його учні 
студенти Київського університету В.С.Королюк та В.С.Михалевич, 
які успішно використовували в 1954-1956 році метод траєкторій 
при знаходженні точних формул для статистичних критеріїв типу 
Колмогорова-Смірнова. Ці роботи мали значний науковий резонанс і 
покликали за собою велику кількість робіт інших математиків. Відо­
мий американський математик Віллі Феллер (1906-1970) в 1963 році 
включив до другого видання першого тому своєї книги спеціальний 
розділ про метод траєкторій.

З а д а ч а  4 . Біля каси зібрались m-fn  осіб, причому п з них мають 
монети вартістю 50 копійок, а інші ш мають лише одну гривню. На 
початку в касі нема грошей. Білет коштує 50 копійок. Скільки всього 
є способів такого розташування т + п покупців в чергу до каси, при 
якому жодному покупцеві не доведеться чекати здачі (т < п)?

Припустимо, що покупці певним способом розташовані в чергу до 
каси. Нехай ві дорівнює 1, якщо і-й покупець має 50 коп., є і =  — 1, 
якщо г-й покупець має гривню. Розглянемо суму

Sk =  Єї -Ь 62 +  * • • +  £k- (18)

Очевидно, Sk є різниця між кількістю монет 50 коп. і кількістю 
купюр розміром 1 гривня, які подані до каси першими к покупцями.
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(Рис. 32)
Розглянемо систему координат X O Y .  Побудуємо в ній точки 
Ak(h) Sk) (к ~  1 ,2, . . . ,  т  +  п) і розглянемо також ламану лінію, 
яка сполучає точку 0(0,0) з точкою Ат+П(п +  га,п — га) і про­
ходить через точки А і , А 2 , . . . 1 А т+п-і  (рис. 32). Будемо називати 
таку ламану траєкторією, яка відповідає даному способу розташу­
вання покупців у черзі. Кожна траєкторія містить т  +  п відрізків, 
п з яких піднімаються вгору, а т  опускаються вниз. Якщо вказа­
ти номери тих відрізків, які піднімаються вгору, то траєкторія буде 
визначена повністю.

Отже, загальне число траєкторій дорівнює С™1+п. Траєкторії, що 
відповідають тим способам розташування покупців, при яких жоден 
покупець не чекає здачі, не перетинають пряму у =  — 1. Справді, 
якщо для якогось к Sk-1 =  0, Sk =  —1, то це означає, що перші 
к — 1 покупців подали до каси однакову кількість монет 50 копійок 
і купюр 1 гривня, а к-й покупець вимушений чекати здачу.

Знайдемо число траєкторій, які перетинають пряму у = — 1. По­
ставимо у відповідність кожній траєкторії Т, яка перетинає або до­
тикається до прямої у — — 1, нову траєкторію Т* за таким правилом: 
до першої точки дотику з прямою у =  — 1 траєкторія Т г збігаєть­
ся з Т, а далі є симетричним образом траєкторії Т  відносно прямої 
у =  — 1 (на рис. 32 траєкторія позначена пунктирною лінією). Всі 
траєкторії V  закінчуються в точці А'ш+П(п +  га, m  — п — 2), яка є 
симетричним образом точки А т+п відносно прямої у — — 1. Вста­
новлена відповідність є взаємно однозначною. Тому число траєк­
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торій, що перетинають пряму у = — 1, дорівнює числу ламаних, які 
сполучають точки О і А'т+п. Це число легко підрахувати: якщо та­
ка траєкторія містить у відрізків, які йдуть вниз, і х відрізків, які 
йдуть вгору, то

х +  у =  т  +  п,

у — х = п + т  — 2 .
(19)

З (19) випливає, що у — п -1-1. Таким чином, число траєкторій, 
які перетинають у = —1, дорівнює Шукане число траєкторій
дорівнює

" + 1 ~ т  (20)л п  __  1 _  ґ ~і п

'~/т+п  ^ тЛ-п ' - ' ' т + п ' 71 +  1
Якщо т  =  п, отримуємо такий результат: число траєкторій, які 
сполучають точку (0,0) з точкою (2п, 0) дорівнює

-  Ї Т Ї  <*■
Це нове доведення теореми 1.

Зад ача  5. (Задача про балотування.)
Кандидат А  зібрав на виборах а голосів, а кандидат В  — b го­

лосів, де а > Ь. Виборці голосували послідовно. Скільки існує таких 
способів подачі голосів, при яких А  завжди буде попереду від В  за 
кількістю поданих за нього голосів?

Нехай дорівнює 1, якщо і-й голос подано за А, £* =  — 1, якщо 
і-й голос подано за В. Позначимо S* =  Єї +  £ч Л-------Ь с*Л розгляне­
мо в системі координат X O Y  ламану лінію, яка сполучає точки О, 
(1,5і ) , . . . ,  (fc,Sjb), . . .  ,(а  +  Ь,5а+ь) (рис. 33). Очевидно, Sa+b =  а - 6 .

(Рис. 33)
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Кожному способу подачі голосів відповідає траєкторія, яка сполу­
чає точки О і (а+Ь, а —6). Траєкторія містить а-\-Ь відрізків, причому 
а з них йдуть вгору. Тому загальне число траєкторій дорівнює C(*+h. 
Кандидат А завжди буде попереду від Б, якщо відповідна траєк­
торія проходить через точку (1,1) (пеший голос повинен бути за А) 
і не перетинає вісь ОХ. Число таких траєкторій може бути підра­
ховане за формулою (20), в якій треба покласти п ~  а — 1 } т  ~  Ь. 
Отже, шукане число способів подачі голосів дорівнює

! а —1 + 1 —Ь _ а - Ь  
а+І,~1 а - 1  +  1 а + Ь а+ь'

Задачу про балотування в розглядав в 1878 році Уітворт, автор 
однієї з перших монографій з комбінаторики, та французький мате­
матик Жозеф Бертран (1822-1900) в 1887 році.
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РОЗДІЛ 13
Р із н и ц е в и й  о п е р а т о р

Гарні математики бачать аналогії між 
теоремами та теоріями, а кращі мате­
матики — аналогії між аналогіями.13

Гамов Георгій14

В л а с т и в о с т і  р із н и ц е в о г о  о п е р а т о р а .  Коли одній функції ста­
виться у відповідність за певним правилом інша функція, то мате­
матики говорять, що задано оператор. Оператори оперують з функ­
ціями, утворюючи нові функції.

Наприклад, в диференціальному численні важливу роль грає опе­
ратор D взяття похідної, який означено так:

О Л х) =  1 і т М ^ М  =  /'(х ). (!)
h -*  0 П,

Він означений на множині тих функцій, для яких існує границя (1). 
Такі функції називають диференційованими.

Для функцій дискретного аргументу аналогом поняття похідної 
є поняття різницевого оператору.

О з н а ч е н н я  1. Припустимо, що функція f (x)  така, що її область 
визначення разом з точкою х  містить і точку х + 1. Операція пере­
ходу від /(х ) до f ( x  + 1) — f ( x )  називається різницевим оператором:

Д/0) = /(* + 1) - /О)- (2)

З (2) випливають такі властивості оператора Д.
Теорема 1. Оператор А однорідний: якщо с константа, то

Д (с/( х)) = сД /О ). (3)

Д о в е д е н н я .  Маємо

Д (с/(х)) =  cf{x + 1) -  cf(x) =  c(f(x +  1) -  /(ж)) =  сДДж). 

Теорема 2. Оператор А є адитивним оператором, тобто

Д (/(я ) +  ?(ж)) =  Д Д х) +  Ад(х). (4)
13Цитується за книгою: С. Улам, Приключения математика, РХД, Москва, Ижевск, 2001.
14 Георгій Гамов (1904-1968) — американський фізик теоретик. Народився в Одесі, з 1934 року працював в 

США. Розробив теорію а  розпаду, зробив перші розрахунки генетичного коду.
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Д (/(я) +  д(х)) =  ( / (х +  1) +  д(х +  1)) -  (f ( x ) + д{х)) =

= A f ( x )  + Ag(x).
З теорем 1 та 2 випливає наступна властивість.
Теорема 3. Оператор А  є лінійним оператором, тобто для 

будь-яких констант С\ та с 2

Д (сі/(х) +  с2 д(х)) =  сі A f ( x )  + с2 Ад(х).  (5)
П риклад 1. А (ах Н- Ь) =  а.
Справді, А (ах +  Ь) — (а(х +  1) +  6) — (ах +  Ь) =  а.
П риклад 2. А( х2) =  2 х +  1.
Дійсно, Д(х2) =  (х -Ь І)2 — X і  = х 2  +  2х +  1 — х 2 =  2х + 1.
П риклад 3. А(2Х) =  2Х+1 — 2х =  2 х.
^  * л 1 1 1 - 1П риклад 4. А — =

Д о в е д е н н я .  Маємо

X X +  1 х х(х  +  1)'

. Поряд з різницевим оператором введемо оператор зсуву Е , по­
клавши

Я/(х)=/(* + 1), (6)
та одиничний оператор І, поклавши

1/0*0 =  /(as). (7)
Тоді

Д/(ж) =  f ( x  +  1) -  f (x)  = E f ( x ) -  І /(х )  (8)
Символічно можна записати, що А =  Е — І.

Нехай гг(х) та г;(х) дві функції. Як діє оператор А на добуток цих 
функцій?

Теорема 4. Має місце рівність

A (uv) — uA v  +  EvAu. (9)
Д о в е д е н н я .  Маємо

А(гі(х)г>(х)) =  и(х  +  l)v(x  +  1) — v(x)u(x)  =
=  и(х +  l)v(x +  1) — u(x)v(x  +  1) +  u(x)v(x + 1) — u(x)v(x) =

— v(x +  l)[i/(x +  1) — u(x)] +  u(x)[v(x 4-1) — v(x)] =
=  uA v + E v A u .
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Степені різницевого оператора. Індуктивно, з допомогою рів­
ності A nf (x)  =  A (A n~1 f(x)) ,  означимо оператор Ап, дія якого по­
лягає в n-кратному застосуванні оператора А.

П риклад  5. Маємо за означенням

Д2/ ( х) =  Д(Д/(х)) =  A ( f ( x  +  1) -  / ( х)) =

=  ( /(*  + 2) -  f ( x  + 1)) -  ( f { x  + 1) -  f (x) )  =

=  f ( x  +  2) — 2 f ( x  +  1) +  /(ж).
П риклад  6. Знову ж за означенням, використовуючи результат 

прикладу 5, маємо
Д3/(х ) =  Д (Д 2 f (x))  =  Д(/(ж  +  2) -  2f ( x  +  1) + f (x))  =

=  ( f{x  +  3) — 2f ( x  +  2) +  f { x  -f 1)) — ( f (x  -j- 2) — 2f ( x  4-1) +  f ( x ))

= f ( x  +  3) — 3f (x  +  2) +  3f (x  +  1) — /(^)-
Теорема 5. Справедлива така формула

и
Д "/(* ) =  £ ( - l ) fcC £ /(s  +  " - * ) •  (Ю)

A;=0
Д о в е д е н н я .  В справедливості формули (10) при п = 2 та п — З 

ми тільки що переконалися. Припустимо, що формула (10) справед­
лива при п = г — 1, і доведемо її справедливість при п — г. 

Запишемо (10) при п =  г — 1
г—1

Л г~ 7 ( * )  =  Е ( - 1)"С' - і / ( х  +  Г - - 1 - А : ) ,
к= 0

і застосуємо до обох частин рівності оператор Д. Тоді отримаємо
г—1

А 7 (* ) =  Е ( - 1)"с ' - 1/(^  + г - к ) ~
к=0

j=0
В другій сумі зробимо заміну індексу, поклавши к =  j  -f- 1. Будемо 
мати

А7(х) = £(-і)*с?-г/(*  + г -  *)+
к~0

138



+ £ ( - 1  f C ^ f i x  + r - k ) .
k = 1

Об’єднавши обидві суми та використавши основне рекурентне 
співвідношення для біноміальних коефіцієнтів, отримаємо (10) при 
п = г . Таким чином, рівність (10) доведена.

Зауважимо, що в символічному численні операторів з операто­
рами можна оперувати як з числами. Тому, наприклад, з рівності 
Е ~ І  — А  маємо

ТІ
А п = J 2 ( - l ) kCkE "-kIk. (11)

к —0

Застосовуючи символічну операторну рівність (11) до функції f (x)  
отримаємо (10).

Рівність Е п =  (Д 4-1)” у застосуванні до функції f (x)  дає таке 
співвідношення

п
E nf ( x ) =  f ( x  + n) =  £ с £ Д * / ( * ) .  (12)

к = 0

П риклад 7. Розглянемо функцію f (x)  =  хп.
Нехай тп < п .  Розглянемо Д га(хп). Тоді згідно з (10)

m
&m{xn) = ^ ( - l ) feC*,(a: +  m -  к)'1.

к —О

Поклавши в цій рівності х =  0,
тп

дт0п = Y ^ {-l)kCk„{m -  к)п. (13)
к= 0

Згідно з теоремою 4 розділу 7 це є число сюр’єктивних відображень 
множини X, що містить п елементів, в множину У, яка містить тп 
елементів. Числа (13) називаються числами Моргана.

Розглянемо ще одне застосування формули (10). Нехай (х)п =  
х(х — 1). . .  (х — п -j-1). Вважаємо, що (х ) 0 = 1.

Теорема 6. Має місце співвідношення

А к(х)п =  (п)к(х)п- к (14)
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при к < п; А к(х)п = 0 при к >  п.
Нехай к =  1, тоді

А(х(х  — 1). . .  (х — п  +  1)) =  (х +  1 )х(х — 1). . .  (х — (п — 2)) —

—х(х  — 1) . . .  (х — (п — 1)) =

— х(х  — 1) . . .  (я — (п — 2)) х ((х +  1) — (х — (п — 1))) =

=  П{х)п- 2 =  (n)i(x)n-i.
Продовжуючи далі, маємо

А 2 (х)п = А(п(х)„-1) =  7іД(х)„_і =  п(п -  1)(х)„_2 =  (п)2 (х)„-2 -

Припустимо, що А к~ \х ) п = (п)к- і(х )п-(к- 1)- Тоді

А к(х)п =  Д ((n)*_i(a:)„_(fc_i)) =  (п)к-і(п -к + 1 )(х )п- к = (п)к(х)п- к.
Отже, формула (14) має місце.

П риклад  8. Нехай (х)4 =  х(х  — 1)(х — 2)(х — 3).
Тоді

Д (я)4 = 4(ж)з =  4х(х — 1)(х — 2)
Д 2(я)4 =  (4)2(х)2 =  4 ■ Зх(х — 1) =  12о;(х — 1)
Д 3(х)4 =  (4)з(х)і =  4 • 3 • 2 х =  А\х 
Д4(ж)4 =  (4)4(ж)0 =  4!
Д 4(о:)4 =  0 при к > 4.

П р и к л а д  9. Маємо

А п(х)п — (п)п(х) о =  п! (15)

А н т и р із н и ц е в и й  о п е р а т о р ,  о б ч и с л е н н я  с у м  з н а ч е н ь  ф у н к ­
ц ії.

О з н а ч е н н я  2 . Антирізницевою функцією для функції (р(х) буде­
мо називати таку функцію /(ж), що

Д/(®) =  ¥>0*0- (16)
Будемо позначати її А ~ 1 ір(х). Оператор переходу від функції (р(х) 
до f (x )  =  А ~ 1 <р(х) називається антирізницевим оператором. Зазна­
чимо, що антирізницева функція є аналогом первісної функції в інте­
гральному численні. Як і первісна функція, антирізницева функція 
визначається неоднозначно.
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Теорема 7. Якщо f (x)  антирізницева функція для ц>{х), а С(х) 
періодична функція з періодом 1 , то функція f (x)  -\-С(х) також є 
антирізницевою функцією для <р(х).

Д о в е д е н н я .  Нехай f (x)  антирізницева функція для ср(х). Це 
означає, що Д f (x)  ~  <р(х). Розглянемо Д(/(х)  +  С{х)). Маємо

Д (/(х) +  С(х)) =  (Д х +  1) +  С(х  +  1)) -  (/(х ) +  С(х)) =

= ( f ( x +  !) -  /0*0) +  (С{х +  1) -  С(х)) =  Д/(ж) =  <р(х),
бо за умовою С(х +  1) =  С(х).  Отже, f (x)  +  С(х) - антирізницева 
функція для ір(х).

Наведемо таблицю антирізницевих функцій. Вона є дискретним 
аналогом таблиці первісних функцій в інтегральному численні. 

Таблиця антирізницевих функцій.

(р(х) д  V (^)

1 2 х 2 х

2 ах
ах 

а — 1

3 (х)к
(х)к+1 
к +  1

4 cos(x)
sin(:r -  \) 
2sin(l/2)

5
1

arctg х
a r c t g  1 +  X  +  X і

Радимо читачеві перевірити справедливість усіх клітинок таблиці. 
Зазначимо, наприклад, що справедливість (3) випливає з того, що 
згідно з рівністю (14)

A(x)k = k(x)k-1-

Тому

Д ¥ Т Т  “  +  ^  = «*■
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a rc tg fx  +  1) — a r c tg x  =  a rc tg  --------------1 +  X +  х г

Теорема 8. Нехай f (x )  - антирізницева функція для функції 
(р(х). Тоді

п—1
^2<P(k) =  f ( n ) - f ( m ) .  (17)
k—rn

Д о в е д е н н я .  Запишемо рівність

Д х  + 1 )  -  / ( х )  =  <р(х).

Покладемо в ній k =  га, т + 1 , . . . ,  п — 1. Матимемо

Д т  +  1) -  Д т )  =  <р(т) 
f (m  +  2) -  Д т  + 1) =  tp(m +  1)

Справедливість (5) випливає з відомої рівності

Д п) -  Д п  -  1) =  <р(п -  1).

Додавши почленно всі ці' рівності, отримаємо рівність (17). Рів­
ність (17) є дискретним аналогом формули Ньютона-Лейбніца в ін­
тегральному численні. Там, де це буде потрібно для скорочення за-**** * пису, ми будемо писати п в такому вигляді

п-1 п

к=тп
/ ( * )  • ( 1 8 ) . — * тп

П ри клад  10. Застосовуючи (17), маємо

2  л_і ак п а71 — І1 -Ь а -Ь а +  • • • +  а — — — —-------
а — 1 о а — 1

П риклад  11. Обчислимо суму
п-1

к2  =  І2 +  22 Н-------h (п -  І)2.
і

Оскільки х2 =  х(х — 1) +  х, то антирізницева функція для функції 

<р(х) =  х2 дорівнює ~(я)з +  х(я)2- Використовуючи формулу (17),
О &
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п —1

матимемо

Ї > 2 = ( } м з + і м 2)

Пізніше ми вкажемо загальну формулу для обчислення суми сте­
пенів чисел натурального ряду.

П риклад 12.
п—1

| > ( а ( , + * + ! ) )  =
sina(x  +  к) 

2 sin I

sin a(x  +  n) — sin ax  
=  2 sin I  '

Якщо покласти в цій рівності х =  —1/2, то отримаємо рівність

1 4- cos а  4- cos 2 а Л-----+  cos(n — 1)а =
sin cos 2 

2 sin I

П еретворення Абеля. Перетворення Абеля є дискретним ана­
логом формули інтегрування частинами в інтегральному численні.

к

Теорема 9. Нехай U(k) — Тоді
г—1

п —1

и(к 4* 1 )v(k 4- 1) =  U(n)v(n) — U(m)v(m)
к—т

п— 1
- J 2 l ( ( k ) A v ( k ) .  (19)

к~т
Рівність (19) можна переписати в символічному вигляді ще так

п —1 п~~ 1

УЗ и(к + 1 )v(k +  1) =  U(k)v(k)\™n — ^  U(k)Av(k).  (20)
к—тп k=m

Тепер вона ще більше нагадує формулу інтегрування частинами. 
Д о в е д е н н я .  Використовуючи теорему 4, маємо

A (U(k)v(k)) =  v(k + l)AU(k)  +  U(k)Av(k).
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Але AU(k)  =  U(k + 1 ) -  U{k) =  u(fc), 
і тому отримуємо рівність

и(к +  1 )v(k + 1 ) =  Д  (U(k)v(k)) — U(k)Av(k).  (21)

Покладаючи в рівності (21) к =  т ут + 1, . . .  ,п — 1 і підсумовуючи 
отримані рівності, отримаємо (19).

П риклад  13. Обчислимо суму

к=г
В нашому випадку щ  =  2fc, *;(&) — к—1, ZY(fc) =  2*—1. Підставляючи 
в рівність (20),

Різницеві рівняння. Надалі у(х) є невідома функція, а аргу­
мент набуває цілих невід’ємних значень. Ми розглянемо деякі рів­
няння для невідомої функції, які містять різницевий оператор Д. 

Означення 3. Рівняння виду

де у(х) невідома функція, а д(х) відома функція, називається ліній­
ним однорідним різницевим рівнянням першого порядку.

Порядок різницевого рівняння визначається степенем різницевого 
оператора.

Означення 4. Загальний розв’язок рівняння (22) — це функція 
у(ху С), яка залежить від константи С  і при довільному значенні С 
є розв’язком рівняння (22), і така, що кожен розв’язок рівняння (22) 
збігається з у(х, С ) при певному виборі константи С.

Теорема 10. Загальний розв’язок рівняння (22) має вигляд

п — 1

Е  k 2 k = (2П -  1 )(п -  1) -  E ( 2 fc -  1) =  (п -  2)2" +  2.

Дг/О) -  д{х)у{х) =  о, (22)

(23)
к= 0

Д о в е д е н н я .  Запишемо рівняння (22) у вигляді

у(х +  1) -  у{х) -  д(х)у(х) = 0,
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УІХ + 1) =  у(х)(д(х) + 1). (24)

Якщо покладемо у(О) =  С, то

?/(1) =  С(д{ 0) +  1),

2/(2) =  ОДО) +  l)(fl(l) +  l)

і т.д. повторюючи рівність (24), прийдемо до висновку, що має 
місце (23). Неважко й перевірити, що кожна функція виду (23) є 
розв’язком рівняння (22).

Розглянемо стисло основні факти з теорії однорідних лінійних різ­
ницевих рівнянь другого порядку зі сталими коефіцієнтами. Такі 
рівняння можна подати у вигляді

А 2 у(х) +  аАу(х)  +  Ьу(х) =  0. (25)

Розглянемо оператор L (А) =  А2 +  а А +  Ь. Це лінійний оператор,
бо А2 та А - лінійні оператори. В операторному вигляді рівняння
(25) запишеться у вигляді Ь(А)у(х)  — 0. Загальний розв’язок цього 
рівняння у(х, Сі, Сг) залежить від двох параметрів Сі та С2.

Теорема 11. Якщо у\[х) та У2 (х) — розв’язки рівняння (25), то 
С\У\{х) +  СгУг(^) є розв’язком рівняння (25) при будь-яких значен­
нях констант С\ та С<і.

Д о в е д е н н я .  Маємо

Ь(А)(Сіуі(х) + С2 у2 (х)) = СіЬ{А)уі(х)  +  C2 L(A)y 2 (x) =  0,

бо L(A)yi(x) = 0, L(A)y 2 (x) =  0.
Теорема 12. Якщо у\(х) та 2/2(2) такі, що

det ( Шо Уп)  ф 0, (26)
\2/20 2/21 /  7

де Ую =  Уі(0), уп — 2/і(1)> У20 = У2 (0 ), 2/21= 2/2(1), то функція
у(х) — С\у\{х) +  С2 У2 І%) є загальним розв’язком рівняння (25).

Д о в е д е н н я .  Дійсно, нехай у(0) =  ао,2/(1) =  Тоді з системи

Сі2/ю +  С2 У20 = ао
Сі 2/и +  С2 У2 1  — а і

звідки
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отримаємо

а0 2/20 2/ю ао
а \ 2/21 ги —  -

2/20 аі

2/ю 2/п
> 02 — -

2/ю 2/11
2/20 2/21 2/20 2/21

Сі =

Перепишемо рівняння (25) у вигляді

у(х  +  2) +  ру(х  +  1)4* qy{x) =  0, (27)

дер  =  а — 2, д =  а +  Ь+1.
Будемо шукати розв’язки рівняння (27) у вигляді деякої показни­

кової функції Xх. Підставляючи її в (27), матимемо
Л * + 2 +  +  д Х х  =  0

Скорочуючи на Xх, приходимо до рівняння

А2 +  рА +  <7 =  0. (28)

О значення 5. Рівняння (28) називається характеристичним рів­
нянням для рівняння (27). Загальний розв’язок рівняння (27) за­
лежить від характеру коренів характеристичного рівняння(28). Тут 
ми спостерігаємо повну аналогію з теорією однорідних лінійних ди­
ференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами.

Випадок перший: корені рівняння (28) дійсні та різні. Позначимо 
їх Аі та А2. Функції уі(х) =  Af, 2/2(#) =  А| є розв’язками рівняння
(27). Перевіримо, що для них виконуються умови теореми 12. Маємо:
2/ю =  Уі(0) — 1, уп  =  2/і(1) =  Аі, 2/20 == 2/2(0) =  1, 2/2і =  2/2(1) =  А2,

1 Аі 
1 А2 Аг — Аі Ф 0.

Отже, функція у(х) = CiAf +2 Af є загальним розв’язком рівняння 
(27).

Випадок другий: корені рівняння (28) дійсні та однакові: Аі =  А2 =  
А. Один корінь дає розв’язок у\{х) =  А*. Перевіримо, що функція 
у2 (х) = х \ х також є розв’язком рівняння (27), Справді,

(х + 2) А(ж+2) +  р{х +  1)А(ж+1) +  qXx =  Xх ((х +  2) А2 +  р(х +  1) A + q) =

= Ах(х(А2 + р \  + q)) + А(2А +  р)) =  0,
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бо Л — корінь характеристичного рівняння, і за теоремою Вієта Л +  
Х = -р .

Перевіримо умови теореми 12. Маємо ую — у\(0) =  1, уп  —
2/і(1 ) =  2/20 =  2/2(0) =  0, У 21 =  2/2 ( 1 ) =  А,
Таким чином,

1 Л
0 Л

Отже, в цьому випадку загальним розв’язком рівняння (27) буде 
функція

у(х) = Хх(Сіх+ с2).
Випадок третій: корені характеристичного рівнянні (28) ком­

плексні і різні. Нехай один з коренів а  4- і(3 , тоді другий буде спря­
женим до нього, тобто, а — і/З . Комплекснозначна функція (а 4- і(3)х 
є розв’язком рівняння (27), і з лінійності оператора Ь(Д) випливає, 
що дійсна та уявна частина цієї функції будуть розв’язками рівнян­
ня (27). Нехай а 4- і/3 =  рег<р. Тоді

(а +  іР)х — рх cos (рх + грї: sin ірх.

Таким чином, функції у\ — p^cos^x та у2 =  px simpx будуть дійс­
ними розв’язками рівняння (27).

Умови теореми 12 виконані. Справді, ую =  2/і(0) =  1, уц  =  
2/1 (1) =  pcosip, У2 0  =  2/2(0) =  0, У2 1  = 2/2(1) =  psinip, тому

1 р COS i f

0 р sin ip

Отже, функція

y(x) =  f f (C\pcos ip 4- C2 psintp)

є загальним розв’язком рівняння (27).
П р и к л а д  14 . (Числа Фібоначчі)
Розглянемо послідовність

Fq =  0, Fi =  1, F2  =  1, F3 =  2, F4 =  3, . . .

Різницеве рівняння для Fn записується так

Fп+ 2  “  Fn +  Fn-i-i.
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Характеристичне рівняння має вигляд

А2 - А - 1 =  0,

його корені
. 1 +  V5 , 1 - V 5
Аі =  — 2— ’ A2 =  - ^ ~

Отже, загальний розв’язок має вигляд

„ _  _  ( i  + y/ъУ  п ( 1 - V 5 4 "
Уп — Fn — С і f — - —  j  +  С 2

Беручи до уваги початкові умови уо = 0, уі =  1, складемо систему 
для знаходження Сі та С2 У

Сі + С2 =  о

з якої випливає

Сі =  - і ,  Сч — -С і  =
у/Е' “  у/ і ’

Отже,
„  і  ( і  + у /ь У  ( і - у / ь

Уп 2  )  v  2

Таким чином, ми ще раз отримали формулу Біне, яка розгляда­
лася в розділі 11.

П риклад  15. Розглянемо послідовність, визначену рекурентним 
співвідношенням

Уп+2 =  УпЛ-1 Н“ Уп-і (29)

з початковими умовами уо =  2, ух = 1.
Загальний розв’язок різницевого рівняння (29) має вигляд

і, враховуючи початкові умови, отримаємо

і ± л у  + ( М У .
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Члени послідовності Ln називаються числами Люка, на честь ві­
домого французького математика Едуарда Люка (1842 - 1891), ав­
тора знаменитого чотиритомного трактату з розважальної матема­
тики.15

Подамо декілька чисел з послідовності Люка:
п 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ln 2 1 3 4 7 И 18 29 47 76
Люка багато зробив в XIX столітті для популяризації чисел Фібо­
наччі, йому належить і термін пчисло Фібоначчі".

П риклад 16. Знайдемо загальний член послідовності, яка задо­
вольняє рекурентні співвідношенням

уп+2 ~ бУп+1 +  9уп =  0, уо =  1, уі =  6.

В даному випадку характеристичне рівняння має кратний корінь 
А =  3. Загальний розв’язок рівняння має вигляд

Уп =  З п ( С і П  +  С 2)

і, враховуючи початкові умови, прийдемо до висновку, що

уп = (п + 1)3".
П риклад 17. Знайдемо загальний член послідовності, яка задана 

рекурентним співвідношенням

Уп+2 +  Уп =  0, Уо =  Уі =  1.

Характеристичне рівняння має комплексні корені
. П7Т  727Г
А 1 = 2  =  cos —  +  і sin — , Х2 ~  —і£ Zi

Тому загальний розв’язок різницевого рівняння має вигляд
~  77.7Г . П7Г

уп =  Сі cos +  sin — .

Беручи до уваги початкові умови, отримаємо
П7Г П7Г

Уп =  COS —  + sin — .

Теорія неоднорідних різницевих рівнянь теж має багато аналогій 
з теорією диференціальних рівнянь.16

15Edouard Lukas, Recreation mathematiques, Gautier-Villars, Paris, 1891-1894 (Є російський переклад: Лю­
ка Э., Математические развлечения, Спб, 1883).

16 Більш детально з теорією різницевих рівнянь можна познайомитися за підручниками з різницевого чис­
лення. Відзначимо серед них, зокрема: Гельфонд А.О., Исчисление конечных разностей, М., Наука, 1967, 
Марков А.А., Числення скінченних різниць, Харків 1936.
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РОЗДІЛ 14
Ч и с л а  С т ір л ін г а  п е р ш о г о  т а  д р у г о г о  р о д у

Деякі послідовності чисел виникають 
в математиці настільки часто, що їх 
впізнають з першого погляду і наділя­
ють власними назвами.

З книги Д. Кнут, Р. Грехем, 0 . Паташник
’’Конкретная математика”

Числа Стірлінга, названі так на честь шотландського математика 
Джеймса Стірлінга (1692-1770), грають винятково важливу роль в 
комбінаториці, алгебрі та теорії ймовірностей.

Ч и с л а  С т ір л ін г а  п е р ш о г о  р о д у . Нехай

(х)п =  х(х -  1) . . .  (х -  п +  1). (1)

Покладемо також за означенням (х)о =  1. Зауважимо, що (х)п є 
многочленом n-ого степеня.

О з н а ч е н н я  1. Розкриємо дужки в (1) і запишемо у вигляді мно­
гочлена: п

(х )п = ^ 2  s{n, k)xk. (2)
k= 0

Коефіцієнти s(n, k ) при степенях х в розкладі (2) називаються чис­
лами Стірлінга першого роду.

П риклад  1. (х)і =  х . Тому

5(1,0) =  0, в(1,1) 1.

П риклад  2. (х)г =  х(х — 1) =  — х +  х2. Тому

s(2,0) =  0,5(2,1) =  —1,5(2,2) =  1.

П риклад  3. (х)з =  х(х — 1)(х — 2) =  х3 — Зх2 +  2х. Отже,

5(3,0) =  0, з( 3,1) =  2,5(3,2) =  -3 ,5(3 ,3) =  1.

П риклад  4. Для кожного натурального п

5 ( п ,  0 )  =  0 ,  s ( n ,  п )  =  1.
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Справді, вільний член в розкладі (2) дорівнює нулеві, а коефіцієнт 
при хп дорівнює одиниці.

Встановимо рекурентне співвідношення, яке виражає s(n +  1, к) 
через числа s(n, г).

Теорема 1. Має місце співвідношення

s(n +  1, к) — s(n, к — 1) — ns(n, к) (3)

при 1 < к < щ s(n +  1, п +  1) =  1.
Д о в е д е н н я .  Маемо

п

(х)„+1 =  (х)п(х -  п) =  (ж — n) Е  s (n > к)хк =
fc=o

П П
= ^  s(n, k)x k + 1  — п ^ 2  s (n > &)•

к=О jfe=0

У першій сумі виконаємо заміну індексу, поклавши к + 1 =  г. Будемо 
мати

п+ 1  п

(гг)п+1 “  5 Z  5(П’ Т ~ ^ ХГ “  П S(n ’ к)хк.
r= l Jk=0

Отже,
п+1

( ж ) „ + і  =  Е  s ( n  +  =
fc=о

П+1
— ^  (s(n +  1, к) — П5(n, &)) +  s(ti, n)xn.

Jb=0

Прирівнюючи коефіцієнти при хк в лівій і правій частинах рівності, 
отримаємо (3). Теорема 1 описує алгоритм побудови ’’трикутника 
чисел Стірлінга першого роду”. Його можна сформулювати так: 
щоб обчислити число s(n +  1, к) з номером к в (ті +  1)-ому рядку, 
треба від числа з номером (к — 1) в n-ому рядку відняти число з 
номером к , помножене на п.

П риклад 5. Числа в третьому рядку ми вже знаємо: s(3,0) =  
0, s(3 ,1) =  2, s(3, 2) =  3, s(3 ,3) =  1. Згідно з описаним алгоритмом

5(4, к) =  5(3, к — 1) — 3s(3, к).
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Маємо

fc =  1 e(4 ,1) =  —3 - 2 =  —6;
к = 2 s(4,2) =  5(3,1) -  3s(3,2) — 2 +  9 =  11;
к =  3 s(4 ,3) =  s(3 ,2) -  3s(3,3) =  - 3  -  3 =  -6 .

Радимо читачеві заповнити сьомий рядок трикутника чисел Стір­
лінга першого роду.

Таблиця чисел Стірлінга першого роду

п \ к 1 2 3 4 5 6
1 1
2 -1 1
3 2 -3 1
4 -6 11 -6 1
5 24 -50 35 -10 1
6 -120 274 -225 85 -15 1

Ч и с л а  С т ір л ін г а  д р у г о г о  р о д у . Позначимо через Vn сукуп­
ність усіх многочленів, степінь яких не перевищує п.

Очевидно Vn —- лінійний простір відносно операції додавання і 
множення на дійсні числа. Розглянемо систему многочленів з Vn *

(ж)о =  1, (х) і , . . . , (ж)п. (4)

Неважко перевірити, що система многочленів (4) лінійно незалежна 
і є базисом в Vn .

О з н а ч е н н я  2 . Розкладемо многочлен хп за системою много­
членів
(х)о, (ж) і, • • •, (х)„: П

xn = Y , S ( n , k ) ( x ) k .  (5)
к= 0

Коефіцієнти в розкладі (5) називаються числами Стірлінга другого 
роду.

П р и к л а д  6. Нехай п =  1. Оскільки х = (я)і, то 5(1,1) =  1. 
П р и к л а д  7 . Нехай п — 2. Маємо

х 2  =  х(х — I) + Х  = (х ) 2  + (х)і.

Таким чином, 5(2,0) =  0,5(2,1) =  1,5(2,2) =  1.
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х 3 = ж . х 2 = х {(х)2 + (х)і} = 
х(х — 1)(х — 2) + 2х(х ■— 1) + х(х — 1) +  х  =

= (х)з + 3(х)2 + ( х ) і .

Таким чином, 5(3,0) =  0, 5(3,1) =  1, 5(3, 2) =  3, 5(3, 3) =  1.
П риклад 9. 5(п, п) — 1 ,S(n,k)  =  0 при к > п. Все це випливає 

з (5).
Встановимо рекурентне співвідношення для 5(п, к).
Теорема 2. Має місце співвідношення

5(п -j- 1, к) — 5(п, к — 1) +  kS(n,  к). (6)
До в е д е н н я .  Маемо

n+l n
xn+1 =  ^  S(n  +  1, k)(x)k = x • xn = x • ^  S(n, k)(x)k =

k= 0 k= 0
Tl

= 5 (n > к) {(*)*(* ~ к )  + к (х)к} =
к= 0
ті п

= У ]5 (п , к)(х)к+1 +  g(n, А:) к (х)к.
к = 0 fc=0

Проведемо в першій сумі заміну індексу, поклавши к-\-1 — г. Будемо 
мати

п п+1

хп+1 =  S(n + 1, к)(х)к = ^ 2  r ~  !)(*)»•+
k=0 r =1

П

П риклад 8. Нехай п =  3. Маємо

У  ̂5(yi? fc) /с (x)& — (x)n_)_i+

n

k~l
Прирівнюючи коефіцієнти при (х)к в лівій та правій частинах рів­
ності, отримаємо (6).

Рівність (6) формулює алгоритм побудови "трикутника чисел 
Стірлінга другого роду": щоб отримати число з номером к в п +  1-­
ому рядку, треба до числа з номером к — ї в  n-ому рядку додати 
число з номером к, помножене на к.
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П риклад  10. Знайдемо числа четвертого рядка. Ми вже знаємо 
числа третього рядка:

5 (3 ,0 ) =  0, 5 (1,1 )  =  1, 5 (3 ,2 ) =  3 , 5 (3 , 3) =  1.

Тому

5(4,0) =  0,5(4,1) =  0 +  1 • 1 =  1 
5(4,2) =  1 +  2 -3 =  7 
5(4,3) =  3 +  3 • 1 =  6 

5(4,4) =  1.

Радимо читачеві самостійно побудувати п’ятий і шостий рядок таб­
лиці чисел Стірлінга другого роду.

Табли од чисел Стірліінга др](ТОГО роду
п \ к 1 2 3 4 5 6

1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1

Властивість ортогональності чисел Стірлінга. Справедливе 
таке твердження.

Теорема 3. Має місце рівність

] T s( n , k ) S ( k J )  = W  = <
к =т

1, п = т  
0, п ф т . (7)

Д о в е д е н н я .  Згідно з означенням чисел Стірлінга першого та 
другого роду маємо

п п /  к

(■х)п =  5Z s(n> = X] s(k’ m)(x)''ТО
к= 0 к=0 0

Подвійна сума поширюється на всі точки (&,га) з області, зображе­
ної на рисунку 34.
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Змінимо порядок підсумування. Будемо мати
п  к  п  71

■ Е Е  s(n, k)S(k , m)(x)rn = E E  s(n, k)S(k ,m)(x)m.
k~ 0  m=0 7n.= 0  A:=m

Отже,
n

(x)n =  E  (S(n > m )) (x )rn■
777—0

Прирівнюючи коефіцієнти при (д;)ш в лівій та правій частинах 
рівності, отримаємо (7).

Ф о р м у л и  о б е р т а н н я ,  в  я к и х  б е р у т ь  у ч а с т ь  ч и с л а  С т ір л ін -
га . В розділі 8 та розділі 10 ми вже мали справу з різними форму­
лами обертання. Формули обертання, в яких фігурують числа Стір- 
лінга, є особливо простими.

Т е о р е м а  4 . Справедливі взаємно обернені формули
п п

ап =  Е  s (n ’ k)bk <*==Ф' Ьп = *ї2  s (n ’ k )ah-
А:=0 А:=0

Д о в е д е н н я .  Припустимо для всіх цілих невід’ємних п

(8)

п

А—0
Ьп =

Розглянемо суму
п

j 2 s(n,k)bk = j 2 s(n >k) ( Е  S(k, m)ak і =
к

А,-0 Ат=0 \ т ~  0

155



п к

=  Е Е  s(n, k)S(ky т)ат.
к= 0 т —О

Змінимо порядок підсумування. Матимемо
п / п  \  п

^2ат ( s(n' k)s (k>т ) ) = ^2amS™=а"
т —0 \к=т  /  т = 0

(ми використали властивість ортогональності чисел Стірлінга). Та­
ким чином,

п

an = ^ 2 s (n , k )h-
к=О

Припустимо, що для всіх цілих невід’ємних п
п

an = Y l  s (n ’ к)Ьк- 
к~  0

п

Розглянемо ^ 5 ( n , f c ) a к- Маємо
к=о
п п

^ 5 ( п ,  fc)ajt =  Е  *<".*> Е  s(k, т)Ьт І =
к= 0  к— 0  \ т —0

п п п / п

Е Е  S(n, &)$(&, m)bm — Е 6-  Е  5(n, &)s(A;, га) І =
/ г = 0  т — 0  ш — 0  \ к —т )

п

=  Е  « - V
т=0

Теорема доведена.

Я в н а  ф о р м у л а  д л я  ч и с е л  С т ір л ін г а  д р у г о г о  р о д у . 
Т е о р е м а  5. М ає місце така формула

£ ( - 1  )‘С*(г -  г)"
ДГГ|П

*(» .г) =  ^ Г  =  - -------7і----------- • (9)
Д ов е д е н н я .  Нагадаємо, що згідно з теоремою 5 розділу 13

Д ГД * )  =  £ ( - l ) * C ? / ( s  + r - k ) .  (10)
Jk=0
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В ролі f (x)  в цій рівності візьмемо ■>'" ■ Матимемо

( У ^ ( —1 )lCl(x + г — і)п г < п
(11)

0, г > п.

Покладемо в (11) х =  0. Будемо мати

, У " ( - і y c ; ( r - i ) n г < п 
Д Г0П =  { “  '  Л ~  (12)

0, г > п.

Нагадаємо також, що

Д r(x)n =  (п)г(х)„_г (13)

(теорема 6 з розділу 13).
Згідно з означенням 5(п, к)

п
х п = y f S(n, к)(х)к- 

к—0

Застосуємо оператор Д г до обох частин цієї рівності. Будемо мати
п

А г{х)п =  S (n > k)(k)r(x)k-r- 
к=0

Поклавши в цій рівності х =  0 і взявши до уваги (г)г =  Н, отримає­
мо (9).

Комбінаторний смисл чисел Стірлінга другого роду. Роз­
глянемо множину Х } яка містить п елементів. Позначимо через Тп^  
число розбиттів цієї множини на к непорожніх множин.

П риклад 11. Нехай X  =  {1,2}. Тоді Т^\ — 1 , бо є лише одне 
розбиття на одну множину (сама множина). Є лише одне розбиття 
на дві множини: X  — {1} U {2}. Тому Т — 1.

П риклад 12. Нехай X  =  {1,2,3}. Тоді Т3д =  1 (є лише одне 
розбиття на одну множину — сама множина). Розбиттів на дві мно­
жини є три: {1,2} U {3}, {1,3} U {2} {2,3}U{1}; тому Т3?2 =  3. Є 
одне розбиття на три множини: X  — {1} U {2} U {3}, тому Тзі3 =  1.
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П риклад  13. Нехай N ( X )  =  n. Тоді

^  71— 1

Tn,n  =  1 )  ^ П , 1  ^  1 )  ^ n , 2  =  о  ^  ^  =

/c=l

Ц ( Е С* - 2) = 2n_1 — 1.
\fc=0 /

Т е о р е м а  6. Mae лмс^е рекурентне співвідношення

Tn,k =  Tn_ i^ -i +  (14)

Д о в е д е н н я .  Зафіксуємо елемент а Є X . Всі розбиття множини X  
на к множин поділимо на два класи:
перший клас містить ті розбиття, в яких фігурує одноелементна під- 
множина {а} (їх число дорівнює, очевидно, Тп_і,&_і); 
другий клас містить ті розбиття, в яких елемент а входить до якоїсь 
підмножини (ці розбиття можна отримати так: розглянути розбиття 
множини Х \{а}  на к множин і потім включити а в якусь із множин, 
тому число розбиттів другого класу дорівнює /сТп_і,*). Отже, має 
місце рекурентне співвідношення (14).

Продовжуючи далі, звернемо увагу на те, що рекурентне співвід­
ношення (14) збігається з рекурентним співвідношенням (6), якщо 
це останнє записати у вигляді

£(п, к ) =  S(n  — 1, к — 1) +  kS(n — 1, к). (15)

Уявімо собі, що ми побудуємо "трикутник чисел Тпу ’, виписуючи 
в n-ому рядку числа ТПуь (к =  1,2, . . .  , ті). Другий і третій рядки 
цього трикутника співпадають, відповідно, з другим і третім рядком 
"трикутника чисел 5(п, &)". Тому з (14) і (15) випливає, що для всіх 
ті і к =  S(tiy /с).

Отже, ми встановили таке важливе твердження.
Т е о р е м а  7. Число Стірлінга другого роду 5 (п , к) — це число 

розбиттів множини, що містить п елементів, на к множин.

Ч и с л а  Б е л а .
О з н а ч е н н я  3 . Число усіх розбиттів множини, яка містить п еле-
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ментів,
77,

вп =  5 (n - (16)
Ат—О

називається числом Бела.
Теорема 8. Має місце формула

оо

(17)В ” = - Ц -  
e U J -

Д ов е де н ня .  Оскільки А7̂ 71 =  0 при т > п ) то в силу (9) матимемо

00 А 7 О71 °°л ^
В » = Е — = Е г і

г= 0
Г! ,г~ 0  \  і= 0

Подвійна сума поширена по точках (г, гj з цілочисельними коорди­
натами області, зображеної на рисунку 35.

Змінимо порядок підсумування. Матимемо

(-1)* ( f ,  ( г - г )
<r J  (т  — о

ОО

в„  = Е
ТІ

г\■ п - \ (г ~ і) чг=0 \  г —г 4 7 /

Зробимо заміну індексу у внутрішній сумі, поклавши г — і 
Будемо мати

З

/ 1 \ І  0 0  ATI

в » = Е Ц г - Е ^ г-2! ^ ' ?! 
г—0

оо
Поклавши t = — 1 в розкладі е* =  , отримаємо рівність

z '  г!г=0
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Отже,
1 АП

в» = ; Е т гЄ *— '  7
І = 0 J

Формулу (17) називають формулою Добінського.
Подаємо невелику таблицю чисел Вела. Цю таблицю легко от­

римати, -підсумовуючи числа в кожному рядку "трикутника чисел 
Стірлінга"

п 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Аі 1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975

Бкспоненційна генератриса для  чисел 5(n, fc) при фіксова­
ному к.

Теорема 9. Експоненційна генератриса S (n} k) при фіксованому 
к мае вигляд

n=k
Д о в е д е н н я .  Зазначимо, що

A(etx) =  et(a;+1) -  etx =  еіх{еь -  1)

і значить
А г(еіх) =  [в* -  1]У*. (19)

Запишемо рівність

»“ = = і :  S ( £ s < " '*><*>*) <2о>
п—0 п=0 * \Ь= 0  /

Застосуємо до обох частин рівності (20) оператор А г по х. Матимемо

[е* - і і гє“ = £ ; £ £  *<"■ *) <*>•• (*>*-• <2 і>
n=0 * к=0

(ми використали рівність А г(х)ь =  (k)r(x)k- r)• Покладаючи в (21) 
ж =  0 і використовуючи те, що £(п, А:) =  0 при п < к, (г)г =  г!, 
будемо мати

[е‘ - 1 ] г . ґ 1



Таким чином, теорема 9 доведена.

Експоненційна генератриса д ля  чисел s(n, к) при фіксова­
ному к.

Теорема 10. Мае місце рівність

V2'  , , J n lnfc(l + t)
Й —  ( 2 2 )n=k

Д ов е де н ня .  Використовуючи біноміальний розклад
00 fn

(1 +  t)X = ^ 2  (х)ги
71= 0

oo tn f  n
запишемо рівність

(1 +  t f  =  M  s (n > k )xk
n=0 * \*=0

Змінивши порядок підсумування, матимемо
00 /  00 f 7l \

(1 +  0* =  ^ ® * ( $ ^ - ї *(п >л) ) -  (23)
к = 0  \ п = к  * /

З іншого боку

(1 +  t)x = ехЫ^  =  Y  ^
к = о

Прирівнюючи коефіцієнти при х к в рівностях (23) і (24), отримаємо 
(22). Теорема доведена.

Експоненційна генератриса чисел Б ела.
Теорема 11. Експоненційна генератриса чисел Бела Вп дорівнює

°С tn
B (t) = 5Z  Вп—\ =  exp {е* -  1} . (25)

Д ов е д е н н я .  Маємо

=  =  X /  т і ї

п П!п=0

00 -£71 <*> £71 П

71' { 71'п=0 п=0
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Змінивши порядок підсумування в правій частині рівності (26), бу­
демо мати

00 /  00 іп \
= £  ( Ё  ) =

п—0 \'ґі—к ’ /

---- *=0
(при цьому ми використали рівність (18)).
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РОЗДІЛ 15
Ч и с л а  Б е р н у л л і ,  ф о р м у л а  О й л е р а - М а к л о р е н а

Слава і популярність Ойлера є не лише 
наслідком незрівнянної сили його генія. 
їх  викликала надзвичайна широта нау­
кових інтересів

М.П. Кравчук17

Ми приступаємо до знайомства з числами Бернуллі, які грають 
надзвичайно важливу роль в комбінаториці, аналізі, алгебрі.

їх відкрив Якоб І. Бернуллі (1654-1705), розглядаючи проблему 
підсумування сум степенів чисел натурального ряду.

Знаменита робота Якоба Бернуллі "Ars conjectandi" ("Мистец­
тво передбачень") була видана його племінником Ніколя Бернуллі. 
В ній містилися відомості про числа, які ми будемо розглядати в 
цьому розділі. В четвертому розділі цієї роботи була вперше сфор­
мульована теорема про закон великих чисел, яку тепер називають 
теоремою Бернуллі. Назву числа Бернуллі запропонували Муавр і 
Ойлер.

М н о г о ч л е н и  А п е л я .
О з н а ч е н н я  1. Многочленами Апеля, породженими послідов­

ністю {ап,п > 0}, називається послідовність многочленів
п

A & ) = Y ; CnakXn~k- W
А;=0

Послідовність многочленів (1) ввів до розгляду французький мате­
матик Поль Апель (1855-1930).

П р и к л а д  1. Нехай ап =  1 для всіх п. Тоді
п

A ,(s) =  £ C * ® " - fc =  (l +  aOn.
А:=0

П р и к л а д  2 . Нехай ап — ( — 1)п, п > 0. Тоді
71

А п{х) =  £ ( - 1  )кС У ' к = ( х -  1)"
А;=0

17М.П. Кравчук (1892-1942) — видатний український математик, академік Національної академії наук.
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П риклад  3. Нехай ап — п. Тоді

. А,(я) = £  к С пхП~к =  Е к ' Т С п - У - к =к
к—О к=1

п

=  « Е СМ ^  
к—1

(ми застосували правило винесення за знак біноміального коефіцієн­
та). Зробимо далі заміну індексу, поклавши к — 1 =  г. Будемо мати

ті— 1

A , ( s )  =  п  £  C U * (n_1)“ r =  „ (1  +  а ; ) " -1.
г=0

Теорема 1. Послідовність {Ап(х)} має таку властивість

A j x )  = пЛп-і(х). (2)

Д о в е д е н н я .  Справді,
п —1

•А'пОс) =  £ . C * a fc(n  -  k )x M  =
k=о

П—1

= п У У__ _________ а і х ^ - ь  ~
и ^!(п - к  -  1)!&=0 ' '

п—1
= n 'Y 2 C t- iakX{-n к = пЛ п-l(x).

к=О

Теорема 2. Нехай F (t) — експоненційна генератриса {ап}
00 -J-TL

*■« =  £ % ; .  <3>
п=0

F (i,x ) — е7ссгюне«і$йна генератриса послідовності многочленів 
Апеля, породженої послідовністю {ап},

00 fn
F{t ,x) = Y J A n{x)—y  (4)

Тоді
п п171=0

F{t,x)  = etxF(t). (5)
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Д о в е д е н н я .  Маємо

Сума в правій частині рівності поширена по всіх точках (щк)  з 
області, зображеної на рисунку 36.

Змінюючи порядок підсумування в подвійній сумі, матимемо

Відомо, що =  extF(i).
Тоді — {v4n(x)} послідовність многочленів Апеля, породжена по­
слідовністю {ап}.

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що {*4п(я)} є послідовністю мно­
гочленів Апеля для якоїсь послідовності {Ьп}, експоненційну ге- 
нератрису якої позначимо Fb(t). Тоді згідно з теоремою 2

к п — к

п

(Рис. 36)

к = 0 п = к

Зробимо заміну індексу, поклавши п — к =  г. Матимемо

Теорема 3. Нехай
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F(t, x ) = є Fb(t). Але за умовою теореми
00 f n

F{t ,x)  = ex tY , * n - y = e xtFb{t).
71=0

00 tn -A  tn
Отже,

рь(*) =  = Щ2 апп\-
П = 0 71=0

Звідси випливає, що для всіх п ап = Ъп.

Ч исла Бернуллі
О значення 2. Послідовність В п чисел Бернуллі — послідовність, 

експоненційна генератриса якої дорівнює

/ 00

= 5> S - <6>
71=0

Знайдемо декілька перших чисел Бернуллі, використовуючи рів­
ність (6). Переходячи до границі в обох частинах рівності при і —> 0,
матимемо B q =  р п  ——  ̂ “  1- Перепишемо рівність (6) в такому 
вигляді

4 '  71=1

Переходячи до границі в обох частинах останньої рівності з вико­
ристанням правила Лопіталя, матимемо В\ =  —

М ногочлени Бернуллі
О значення 3. Послідовність многочленів Апеля, породжена по­

слідовністю чисел Бернуллі {В п}, називається послідовністю много­
членів Бернуллі.

Таким чином, многочлен Бернуллі степеня п має вигляд

В п{х) = Y , CnBkXn- k . (7)
к= 0
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П риклад 4. Згідно з (7)

В 0 (х) =  1, (8)

Ві(х) = х - і  (9)

Теорема 4. При п > 2 виконується рівність

в п{ 1) =  Ди (10)

Д о в е д е н н я .  Згідно з теоремою 2

(” .. t
(11)

n=0
Покладемо в (11) х = 1. Будемо мати

00 m 4- ( Л
2 - A W d  ~ 6 -  е . _ !  =
n=0

— t + —— - — і +  У^ Б „ — (12)є — 1 пі
п —0

Порівнюючи коефіцієнти при іп в лівій та правій частинах рівності
п

(12), отримаємо, що при всіх п > 2 і?„(1) =  В п =  Отже,
к=0ми встановили таке твердження.

Теорема 5. І7ргг п > 2 .має .шс^е рекурентне співвідношення
п

B n = J 2 CnBk- (13)
k = 0

Іноді співвідношення (13) приймають за означення чисел Бернуллі.
Використаємо (13) для знаходження ще декількох чисел Бернуллі 

та многочленів Бернуллі.
П риклад 5. Покладемо в (13) п =  3. Матимемо

і?з — Bq +  ЗВ\ +  ЗВ 2 +  В 3

звідки
і +  з ( ~ )  +  з б 2 =  о,
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* 4
Многочлен -62(0;) дорівнює

В 2 (х) =  х 2  -  ^ж +  і

П риклад  6 . Покладемо в (13) п = 4. Матимемо рівність

В4 — В о +  4£?і +  6І?2 +  45 з +  В4

звідки
1 4- 4 • (“ 2  ̂ 6 • — +  45з — 0, Вз — О

Отже, В% =  0, а
_   ̂ ч з 3 2 1Бз(ж) =  Ж3 -  -ж2 +  -ж.

Теорема 6. Всі числа Бернуллг з непарними номерами п (п > 3) 
дорівнюють нулеві.

Д о в е д е н н я .  Розглянемо функцію

t і 1 _ tn

n=2
Неважко переконатися, що функція >̂(£) парна, тобто при всіх t 

= ip(t). Звідси й випливає твердження теореми.
П риклад  7. Покладемо в (13) п = 5. Будемо мати рівність

jЕ?5 — B q +  5В\  +  10і?2 “Ь ЮВз "Ь 5В4 +

і - І  +  І +  б в . - о ,

Звідси ,64 =  ——г- Многочлен 5 4(х) має вигляд 
oU

04(ж) =  ж4 — 2ж3 +  ж2 —ои
П ри клад  8. Покладемо в (13) п =  7. Матимемо

В 7 = В0 + 7 Ві  + 2102 +  350з +  3504 +  2105 +  70 6 +  0 7,

1 +  7 ( - і )  +  2 і ф  +  3 5 ф  +  7В6 =  0 .
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Звідси

Подамо таблицю перших десяти чисел Бернуллі

п
Вп

0
0 X"зо 0 х

42

7
0

8
Xзо

9
0

10
66

Основна властивість многочленів Бернуллі.
Теорема 7. При всіх цілих невід’ємних п виконується рівність

А В п{х) =  пх*п~ 1 (14)

Д о в е д е н н я .  Радимо читачеві перевірити співвідношення (14) 
шляхом безпосереднього обчислення різницевого оператора від 
Вп(х). Ми ж використаємо для доведення експоненційну генератри- 
су послідовності {Вп(х)}.

Згідно з теоремою 2
00___ /П /

В п { х )  —  =  -------- 7  e tX .п\ е — 1
7}=0

(15)

Застосуємо до обох частин рівності (15) оператор А, враховуючи, 
що Aetx = еіх{еь — 1). Будемо мати

00
£ д  а д  -  =  —  е» (е* -  !) =
7І=0

Таким чином,

(t x f  00

n=0 ‘ к=0 А:—О к\ ‘

У правій частині цієї рівності проведемо заміну індексу підсумуван- 
ня, поклавши к +  1 =  п. Матимемо рівність

00 4-П 00 ±71

Е д а д ^ = Е ^ ‘ 7 ^ -
7L= 1 71=1

(п -  1)! ' (16)
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Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях tj отримаємо рів­
ність

А Вп(х) хп~1 
п\ (п — 1)!

Звідси й випливає (14).

С ума степенів чисел натурального ряду. Розглянемо суму 

S<"0 =  1 т +  2га +  • • • +  (п -  1)т  +  пт. (17)

Ми знаємо, що

S P  = 1 +  2 +  • • • +  (п -  1) +  n =  . (is)

П риклад  9. Обчислимо S2.
Розглянемо для цього рівність

(k + l f - к 3  = 3к2 + 3к + 1. (19)

Покладемо в (19) к =  1,2, . . .  , п послідовно і випишемо отримані
рівності

23 —  І 3 =  3 • І 2 +  3 • 1 +  1 
З3 -  23 =  3 • 22 +  3 • 2 +  1

(п  +  І ) 3 — п 3 =  3 • п 2 +  3 • п  +  1.

Додавши почленно ці рівності, матимемо

(„ + 1)5 - 1 =  3S® +  +

звідки отримаємо рівність

S(?> =  " ( " + 1) Р "  +  1) . (20)

Встановимо загальну формулу.
Теорема 8. Має місце рівність



Д ов е де н ня .  Запишемо рівність

А В т+г(х) = (т + 1)хт,

яка випливає з рівності (14). Покладемо в ній послідовно 
х — 1,2, . . . ,  (п — 1), п

Вт+1(2) — Вт+1(1) =  (га + 1) • 1т 
.Вт+1( 3 ) - В т+1(2) =  (ш +  1 ) . 2та

Вт+і(п +  1) -  Вт+1 (п) =  ( т  +  1) • пт.

Додавши почленно всі ці рівності, отримаємо

Вш+і(п +  1) -  Б т+1( 1) =  (m +  1)(1т  +  2™ +  • • - +  пт ).

Оскільки Вт+1(1) =  В т+іу звідси випливає (21).
П риклад 10. Застосуємо формулу (21) до обчислення Sn \  Нехай 

т  =  З
g ( 3 )  =  l 3  +  2 3 +  , . .  +  n 3 ==£ 4 ( n  +  l ) - £ 4

п 4
Маємо

4

ВА{п +  1) =  £  C4fcB*(n +  l )4- fc =
А;=0

(n +  І)4 +  4 ( - 0  (n +  І)3 +  6 • Q )  (п +  І)2 + В і.

Отже
о(3) __ (п +  -̂)4 “  ^(п +  ^)3 +  (n +  І)2 _

“  — 4 "

(п +  l)2[(n +  І)2 -  2(п +  1) +  1] п(п +  1)

Гіперболічні ф ункції та числа Бернуллі. Гіперболічні функ­
ції означаються так:

sh* =  — j —  (23)
(гіперболічний синус),

ch t =  - — (24)
etj +  е 1
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(гіперболічний косинус),

е* — е *
ег +  е

(гіперболічний тангенс),

th  t =  - rT - ^  (25)

el +  e 1
cth£ =  —------ 1 (26)

& — e 1

(гіперболічний котангенс).
Нагадаємо про зв’язок між тригонометричними функціями та по­

казниковою функцією в комплексній площині.
Теорема 9. Має місце формула Ойлера

cos х  +  і sin х =  егх. (27)

Д о в е д е н н я .  Поняття границі послідовності можна ввести звичай­
ним способом і для послідовності комплексних чисел.

Згідно з формулою Муавра
( х , х \ п . .
( cos — Ь і sm — 1 — cos х +  г sin x.
\ n nJ

Перейдемо до границі в лівій частині рівності, коли п —► оо. Мати­
мемо

( X  Х \ п  /  X  х \ п
cos — +  і sin —) =  lim (1 +  (cos---- 1) +  і sin —) -

п п / Ті—юо V п П/

= Ііш ( і  — 2 sin2 — +  і sin =  Ііш ( \ - \ - — +  о ( - ) \  — егх. п- > 00 \  п п /  00 п п J
Таким чином, має місце рівність (27). Покладемо в ній замість х 
—х . Матимемо

е~гх = cos х  — і sin х  (28)

Додаючи (а потім віднімаючи) почленно рівності (27) і (28), отри­
маємо так звані формули Ойлера



які виражають тригонометричні функції через показникову функ­
цію чисто уявного аргументу. Формули (29) і (ЗО) пов’язують три­
гонометричні та гіперболічні функції

cosx =  chzx, (31)

sinx = - s h i x ,  (32)
і

t gx  — —ithix ,  (33)
ctgx =  i c t h i x . (34)

Теорема 10. Має місце співвідношення
21

* ( c t h * - l )  =  — (35)

Д о в е д е н н я .  Справді,

е г ~  Є t )  6 і ~  е  ь

2і
e 2t — 1

Зазначимо, що питання областей збіжності степеневих рядів, які бу­
дуть розглядатися нижче, легко розв’язувати з допомогою формули 
Адамара. Ми не будемо кожного разу проводити відповідні дослід­
ження, а будемо вказувати лише області збіжності.

Теорема 11. Функція cth t (гіперболічний котангенс) має таке 
представлення при 0 < |£| < 7Г

і 00 о2к
сй1‘ = ї  +  Е в “ Щ Т (“ "1 <36>

к,—1

Дов еде ння .  З рівності (35) випливає, що

cth £ =  1 +  -  2І
t е2і — 1

Використовуючи означення чисел Бернуллі (рівність (6)), будемо 
мати

1 ^  (2 і)"cth t = 1 Н—  В
t п п -71—0
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(ми поклали п = 2к, враховуючи, що числа Бернуллі з непарними 
номерами дорівнюють нулеві).

З (36) можна отримати представлення функції ctg t .
Т е о р е м а  12 . Функція ctg t при 0 < |£| < 7Г має представлення

= <38>
h=1

Д о в е д е н н я .  Використовуючи рівності (34) і (36), отримаємо

22к{ І 00 2 2к 

fc—1
j 2 k - l  j . 2 k - l

(2  к)\

1 ° °  (  і  \ k r \2 k1 , d 1  +2 к—1
= 1  + 2 ^ в * ~ Щ Г і ■ft—- 1

Т е о р е м а  13 . Має місце рівність

th t =  2 cth 21  — cth t. (39)

Д о в е д е н н я .  Маємо

2
e2t + e 2t ef/ +  e 1

2 e2t + 2 e -2t -  (e* +  e“*)2
_  e-t gt _|_ 

e2t +  e~2* — 2 e* — e‘ *
e2i — e“2* e* 4- e 1 

Т е о р е м а  14 . |£| < § .має ліісг^е рівність

th t.

00 п2к(г)2к -\\
(40)



Д о в е д е н н я .  Використаємо рівність (39) та представлення (36) для 
cth£. Матимемо

Д о в е д е н н я .  Використовуючи рівності tg t  =  —ith(^)  та (40), от­
римаємо (41).

З числами Бернуллі пов’язані й інші корисні розклади в степеневі 
ряди.

Наприклад, почленно інтегруючи (41), отримаємо при |ж| < |  
рівність

ТО, інтегруючи почленно ЦЮ рівність, отримаємо при \х\ < 7Г

Відзначимо без доведення встановлену Ойлером рівність, яка 
пов’язує числа Бернуллі з дзета-функцією Рімана:

Теорема 15. При \t\ < |  має місце рівність

(42)

Оскільки

In sm x cos х 1  1
----------- =  — (х ctg X — 1)
sm x  х хx

(43)

(44)



Фундаментальні дослідження чисел Бернуллі провели російські 
математики В. Імшенецький (1832-1892), М. Сонін (1849-1915), 
український математик Г. Вороний (1868-1908). Числа Бернуллі 
набули особливого значення в дослідженнях німецького математика 
Е. Кумера (1810-1893), пов’язаних з великою теоремою Ферма. 
Комбінаторні результати, пов’язані з числами Бернуллі, грають 
важливу роль в деяких сучасних топологічних дослідженнях (див. 
наприклад, В. И. Арнольд, пИсчисление змей и комбинаторика 
чисел Бернулли, Эйлера и Спрингера, групп Кокстерап} Успехи 
матем. наук, т. ^1, вЛ, 1982, 3-45)-

Ф ормула О йлера-М аклорена. Припустимо,що нам треба об­
числити суму значень функції <р(х)

n—1

Ми вже зазначали в розділі 13, що якщо нам вдасться відшукати

повідь на це питання дає формула Ойлера-Маклорена, яку ми зараз 
встановимо.

Нагадаємо деякі позначення, які ми ввели в розділі 13. Оператор 
Д переводить функцію f (x)  в функцію f ( x  +  1) — f ( x ), оператор 
D — оператор диференціювання — Df(x )  = f ( x ) ,  оператор І — 
одиничний оператор, який діє за правилом I f (x)  = f(x).

функцію f (x )  таку, що Д f (x)  =  <р(х) (таку функцію в розділі 13 ми 
називали антирізницевою функцією для функції <р(х) ), то

j=m
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Наведемо спочатку послідовність міркувань, які проводив Ойлер; 
їх можна розглядати як евристичне доведення формули, яку значно 
пізніше стали називати формулою Ойлера-Маклорена.

Розглянемо формулу Тейлора

л « + а . ) = f ( x ) + q i (A l)+ m ( A x ) 4 . . . + г м { А х Г + . . .

Покладемо в ній А х  = 1 і перепишемо в такому вигляді

- / ( * ) •  (44
Ойлер в своїх міркуваннях вільно поводився з операторами як з 
числами. Рівність (47), вживаючи символи операторів, можна пере­
писати так

Д/(.) = { v w + ^ ^ ^ -  т

A f ( x )  =  (еР -  l ) f (x) .

Остання рівність виконується для кожної функції, і це означає, що 
різницевий оператор Д є тотоікнім з оператором eD — І.

Отже, якщо для даної функції ір{х) треба знайти функцію таку, 
що A f ( x )  =  <р(х), то

/ (х )  = А~1(р = ~ - ^ ф ) .  (48)

Застосуємо до обох частин рівності (48) оператор D , будемо мати

D , v j ^ B k

k=Q
Df{x)  =  f ( x )  =  =  £  ~ -D k<p(x) =

0° p
=  E * f * W(*)- (49)

fc=0
t  ^  th

(нагадаємо, що ——— =  ; крім того, ми вважаємо D° =  1).
Є І , fciк—О

Проінтегруємо обидві частини рівності (49) по х  від т  до п. Мати-
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f

мемо
n

f{n) -  f(m) = J  <p(x) dx + Y ^ 1̂  {ip{k x)(n) -<p{k 1)(m)}. (50) 

Отже,
m k~ 1

71—1 л oo

2  ' / Ф) te -J2 ТГ ^ (A_1)(n) ~ ¥j(fc' 1-(m)} (51)
і=т і  k= i ‘

(вважаємоj що (x) =  <p(x)).
Це і є формула Ойлера-Маклорена. Наше "доведення" не є стро­

гим; ми ніде не цікавилися обгрунтуванням можливості відповід­
них операцій та збіжністю нескінченних рядів, які при цьому вини­
кають. Залишилося, наприклад, відкритим питання про збіжність 
ряду в правій частині рівності (51). Зауважимо, якщо <р(х) много­
член, то в правій частині рівності (51) буде фігурувати скінченна 
сума, і формулу (51) можна вважати справедливою. Леонард Ойлер 
опублікував формулу в 1732 році, трохи пізніше (1742 р.) її відкрив 
шотландський математик Колін Маклорен, професор Едінбурзького 
університету.

Встановимо тепер формулу Ойлера-Маклорена з залишковим чле­
ном. )

Теорема 16. Якщо функція (fi(x) має похідні до 1~того порядку 
включно, то

„  і 71П—1

І=т „  fc=1

n
+т

т
п

J  dx (52)
т

Д о в е д е н н я .  Досить довести (чому, ми пізніше пояснимо деталь­
ніше) формулу (52) при т  =  0 ,n  =  1 J  =  1. В цьому випадку вона 
має вигляд

і і 

¥>(0) =  J  Ф )  dx -  і[у>(1) -  <р(0)} +  J  ^ y p V ( z )  dx. (53)
0 о
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Рівність (54) справді, має місце, бо В\(х)  =  х — - і 
і і 

J (р(х) dx -  <р(1) -  v?(0)] +  d(P(x ) =
О О

1 1
=  J  <р(х) dx -  і[у>( 1) -  9?(0)] +  (х -  i )  v?(x)|o -  J  <р(х) dx =

О о
1 1

=  J  <р(х) dx -  ^[¥>(1) -  <р(0)] +  [̂<*>(1) +  v?(0)] -  J  <р(х) dx = <р(О).
О о

Доведемо далі, що

Г 1 И
<р{0) =  J  <р{х) dx +  Е  —  ^ (fc_1)(x)

О А'=1
1

+(_1 у+1 J  ̂ м^(0(ж) f a '

+

(55)

Будемо доводити (55) методом математичної індукції. При I =  1 
формула (55) має місце (рівність (54)). Припустимо, що (55) спра­
ведлива, і доведемо, що

і
f  *+1 D

¥>(0) =  І ір(х) dx + ^ 2 ~ р <p(fc_1)(x)
о fc=1

і

+ ( - i )i+2 / | f | | ^ +1)w & .
о

+

(56)

Перепишемо цю рівність в такому вигляді
( 1

</>(0) -  <
V0

1 І
J  ч>{х) dx + ^ T j j -  (р{к- 1 ](х)
n А:—1

Ві+і 
( І+ 1)1
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Згідно з припущенням індукції ліва частина цієї рівності дорівнює
і

( - і ) г+1/  - ) dx■
о

Отже, нам потрібно довести рівність
і 1

+о

(57)
0

Проінтегрувавши частинами в правій частині, матимемо

( _ 1 ) і+ 1  j  Щ / (І) і х  =  _ ^ и .  v (..( l ) |V (_ 1). |! ± lM 1
Н~0

звідки
[В«+1 +  ( - 1 ) ' Б /+г] [ ^ ) ( 1 ) - ^ ( 0 ) ] = 0 .

Ця остання рівність виконується: якщо І парне число, то Ві+і =  0 
(числа Бернуллі з непарними номерами дорівнюють нулеві), якщо
І — непарне, то Ві+і — Ві+і =  0. При інтегруванні частинами ми 
використали властивість многочленів Бернуллі

В1+\{х ) =  (1 +  1)Ж®).
яка випливає з того, що Ві(х) — послідовність многочленів Апеля.

Таким чином, рівність (55) доведено. Замінимо в (55) (р(х) на 
<р(х +  1). Будемо мати



I

+ ( -1  )M  JM  f B * X + % V \ x + l)dx . (58)

Зробимо заміну х + 1  = z. Формулу перепишемо у вигляді

і
<Р( 1) =  /  <P(z) dz  +  £  T f  <p{k~l\ z )

{ к=1 '

2

+ ( - l ) w  J  ^ур¥> (0М  dz■

+

(59)

Загальна формула (53) отримується як сума рівностей такого ти­
пу; наприклад,

2

+ір(0 ) + ір(1 ) = J i p { z ) d z  + Y 2 ^  <Р(к
0 А'=1

2

+ ( - і ) ,+7

Враховуючи, що В2&+1 =  0 при к > 1 та </^°)(х) =  ¥>{х), формулу 
(53) можна записати у вигляді

n-і " і
£  ¥>0') =  /  ¥>(®) +  £  
j="» га к=і 2fc! <р

ТІ
+

т

п

+ ( -1 )2,+1 /  ^ £ V ' > ( * )  <іх. (60)
т

Нехай
п

Д21 = ( -1 )а+1/ ^ ^ (эдМ<г*. (б і)
гп

Наведемо без доведення такий результат про поведінку залишкового 
члена в (60).
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Т е о р е м а  17 . Якщо ^ 2 1\ х )  > 0 при т < х < п  то
В 2 1

ІДяІ < if П
ТП

(62)

(це означає, що залишковий член R 21 обмежений величиною остан­
нього члена в розкладі (60) ( члена, який стоїть безпосередньо перед 
залишковим членом)).

Т е о р е м а  18 . Нехай відомо, що <р̂2 1+2 \ х )  > 0 , ір̂ 2 1+4 \ х )  > 0 при 
т < х < п. Тоді

п

т
(63)

при деякому ві (0 < ві < 1).

Ф о р м у л а  С т ір л ін г а  д л я  п\ Дослідимо асимптотичну поведінку 
п!, використовуючи формулу Ойлера-Маклорена. Розглянемо

71—1 Ті—1
In (п — 1) ! = V i n *  =  ^ Г ^ (х ) , де <р(х) = In*. Зазначимо, що

k= 1 к= 1

v m {x) = t i l ! .  (-!>»-■,
ТІ п

J  <р(х) dx  =  J

п
71 Г

— / dx — n l n n  — (n — 1).

X
ТІ п п

dx  = I In х dx — х  ln х  (

1 1 1 
Співвідношення (60) в даному випадку ( т  = 1, ір(х) — In х)  набу­

де вигляду
71—1 - І

lnfc =  n l n n  — п — -ІПП +  6Г + В 2 к
( 2 к — 1 ) 2 к п2к~ k=l к= 1 v '

В константу а  ми включили результат нижньої підстановки.
Покладемо в (64) І =  1 і використаємо теорему 17 та оцінку (62).

Будемо мати
п -1   ̂ ^

E lnfc =  n l n n  — п  — - 1 п п  +  — ---- 1- сг +  (65)2 12пк—\

ДЄ |Й2І < - і - .  Хоча </?"(х) =  — ^  < 0, ми маємо право застосувати 
12п х

теорему 17, бо можна замість 1п(п—1)! розглянути — ln(n—1)!, тобто
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замість <р(х) =  1п(я) можна розглядати ір(х) =  — In ж. Додавши д 
обох частин рівності (65) Inn, будемо мати

п~1 ^

Inn! =  V^lnA: =  (n +  - )  Inn — n +  —— h R 2  4- a.
ТҐл ^К — 1

Звідси випливає, що
n! — ann+2Є_пе ^ ,  (66)

де |0n| < 1 (константа а ~  еа покищо невизначена, ми знайдемо її 
пізніше).

Подамо ще одне доведення формули Стірлінга, яке не опирається 
на формулу Ойлера-Маклорена.

Лема 1. При \х\ < 1 має місце рівність

1 +  X (  ж3 х 2 к + 1  \
ln Y ^  = 2 \ x + J  + ' ' '  + 2 k ^ i  + - - J -  (67)

До в ед е нн я .  Проінтегруємо почленно ряд

Будемо мати
1 - t

00 х к + 1

звідки

к= 0

0 0  к -4-1

^  - * )  =  - £  V -  ( 6 8 )к~ 0
Підставляючи в (68) —х замість х } отримаємо рівність

я *+і
1п(1 +  х) =  2 ( - 1)к' 1П Г -  (69)

Аї=0

Віднімаючи від (69) ряд (68), отримаємо рівність (67).
Л ем а 2. Мають місце нерівності

1 < ( „  +  І ) . „ ( і  +  і ) < 1  +  щ і т ї у . (70)
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1
Д о в е д е н н я .  Покладемо в рівності (67) х = ------ Будемо мати

2іТі “І- 1

1
+  ••• +In І 1 +  -  ) =  —2 —  

п )  2 п + 1

<

З (2п +  І)2 5 (2п + І)4

1 1

1 +

2 к + 1  (2 п + l ) 2fc 

1 1  1 11
+  тг

2n + 1 V з (2n + І)2 3 (2п + І)4
1

З (2п + 1)2 к

2 ті 1

1 (2п +  І)2
З 1 (2п4-1)2

\ /

П +  з
1 +

12 п{тг +  1)

Звідси випливає, що

П + - ')  In ( і  + - ' )  < 1 +  —— ^
2 J \  п )  12п(п +  1)

Таким чином, права частина нерівностей (70) доведена. Ліва части­
на (70) очевидна, бо

1

П +  2 7 ІП Vі  +  п )  1 +  3 (2п + І )2 ' 5 (2п + І)4
1

+  -

Як наслідок з нерівностей (70) отримаємо важливі для нас нерів­
ності

7 1 + £

(71)

Л ем а 3. Нехай
7і\

&п , іJ2, 2 Є~П
Тоді послідовність {ап} монотонно спадає, а послідовність 
| а п • є~Т̂  j- монотонно зростає.
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Доведення .  Зазначимо, що

ап п! е ' п- 1(п +  1 ) п + 1 + 1 2 _  і /  1 \  ^  і
<Ьі+і е~п пп+ї ( п + 1)! е \  п

Це означає, що ап+\ < аш послідовність {ап} монотонно спадає 
існує lira ап = а. Продовжуючи далі, маємо

п —>00

ап 1 Л  1 \П+2 1 „1 1— _ М _|--- І < — Є 12п(«+1) — Є12п 12(п+1)
е пJ б 

звідки
1  1__апе 12« < ап+\е 12(»+і).

Таким чином, маємо картину, зображену на рисунку 37.
__ і_ОпЄ «п. . ап

а
(Рис. 37)

Звідси випливає, що
п\ Jb_

ап = ---- тт = аеи™Є~П . ПП+2
де 0 < вп < 1. Таким чином,

тг! =  ae“n -пп+^ е ^ .  (72)
Константу а ми поки що не знаємо. Для знаходження а доведемо 
дві такі леми.

Лема 4. Мають місце рівності
2L
2

s in * n х  d x  =/о
7Т
2/

2п , (2n — l)(2n — 3) . . .  3 • 1 7Г

2n(2n -  2) . . .  4 • 2 2 ’

(2n +  l)(2n — 1) . . .  5 • 3 '
0

Нехай (2n)\\ =  2 • 4 . . . ( 2 n -  2)2n, (2n +  1)!! =  1 • 3 . . .  (2n +  1).
Тоді попередні рівності можна записати в скороченому вигляді так



2/sin271"1"1 x dx =
(2 n)\\

(2 n + 1)!! ’
(74)

Д о в е д е н н я  леми. Позначимо через Jm інтеграл

Jm =  J  S in m X dx

Інтегруючи частинами, матимемо
7L
2

Jm =  — J  sinm_1 X  d(cosx) — —sinm xxcosx +
0

+(m  — 1) I sinm 2 x  cos  ̂x dx =

=  ( m  — 1) J  sinm 2x(l — sia2x) dx.

Таким чином, маємо співвідношення

Jm = (jn l)t/m_2 (m 1) i/m,

звідки випливає рекурентна рівність
m  -  1

— Jm—2 -m (75)

7Г
Послідовно застосовуючи цю рівність, приходимо або до J0 =  — (при

2

парному ті), або до J\ = J  sin х dx =  1.

Таким чином, отримуємо або (73), або (74) в залежності від парності 
п.

Л ем а 5. Справедлива рівність

2 1
(76)-  =  lim2 71—►ОО

(2п)!!
(2п — 1)!! 
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Рівність (76) називають формулою Валіса (Wallis, 1616-1703).
7ГД о в е д е н н я  леми. Зазначимо, що при 0 < х < — виконуються 

нерівності
sin2"+1 х  < sin2" х  < sin2"-1 X.

Проінтегруємо ці нерівності в межах від 0 до ~:

2 п-1j  sin2n+1 х dx < J  sin2n x dx < j  sin
о о 0

Звідси в силу (73) і (74)

(2гг)!! ^ (2гг —  1)!! тг ^ (2гг —  2)!!

(2п + 1)!! < (2та)!! 2 < (2п -  1)!!

х dx.

або
(2 п)\\

(2 п — 1)!!_
1 7Г

2п +  1 2 <
(2гг)!!

_(2п — !)!!_
1

2 п (77)

Різниця між крайніми частинами в цій нерівності дорівнює

(2 п)\\
2 п(2 п +  1) _(2п -!)!!_

1 7ГЗ (77) випливає, що ця різниця не перевищує —  —, і, значить, пря-
2 п 2

мує до нуля при ті —> оо. Звідси й випливає (76).
Повернемося тепер до знаходження константи а у формулі (72). 

Обчислимо а, використовуючи (72). Матимемо
2

£  -  lim  -------- -
2 п-юо 2гг +  1

(2 тг)\\
Ііш ------ -П-+ОС 2 тг +  1

22п(п!):
(2гг — 1)!!

Отже, а =  д/SF. Сформулюємо отриманий результат. 
Т е о р е м а  19. Має місце 'рівність

(27г)!

а
Т

От

п\ =  \/27Гп"+2Є "є12", (78)

де 0 <  в п <  1.
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РОЗДІЛ 16

К о м б ін а т о р и к а  в  т е о р і ї  г р у п  і п ід с т а н о в о к

Не треба забувати, що існують уза­
гальнення двох родів: малоцінні і по­
вноцінні. Перші — узагальнення шляхом 
розрідження, інші — шляхом згущення. 
Розрідити — значить, наколотивши во­
ди, зробити ріденьку юшечку, згусти­
ти — значить скласти корисний, по- 
живний екстракт. Сполучення понять, 
мало пов’язаних одне з одним для зви­
чайного представлення, в одне об’ємне 
є згущенням. Так згущає, наприклад, 
теорія груп міркування, які раніше, бу­
дучи розсіяними в алгебрі, теорії чи­
сел, геометрії‘ аналізі, виглядали зовсім 
різними. Навести приклади узагальнень 
шляхом розрідження ще легше, але ми
не хочемо наживати собі ворогів.

Г.Поліа, Г.Сеге "Задачи и теореми
из анализа" (з передмови)

Поняття групи є одним із основних в сучасній математиці. Теорія 
груп вивчає в найбільш загальній формі операції, які найчастіше 
зустрічаються в математиці (прикладами таких операцій є дода­
вання і множення чисел, додавання векторів, послідовне виконання 
перетворень і т. п.). Теорія груп вивчає не довільні операції, а лише 
ті, що мають певні властивості, які формулюються в означенні 
групи.

О з н а ч е н н я  г р у п и  т а  п р и к л а д и  г р у п
О з н а ч е н н я  1 . Нехай Q — довільна непорожня множина. Буде­

мо говорити, що на Q задана бінарна операція *, якщо будь-яким 
двом елементам х та у з Q поставлено у відповідність деякий третій 
елемент z із Q (ми будемо позначати його z =  х * у).

188



Означення 2. Будемо називати Q групою відносно операції *, 
якщо виконуються такі властивості:
1) для будь-яких х , у, z  із G

(х * у) * Z  = X * (у * z) (1)

2) в G існує елемент е такий, що

х * е  — е * х  = х (2)

для всіх х Є б  (елемент е часто називають одиницею групи або
нейтральним елементом);
3) для кожного х Є б існує такий елемент х \  що

х  *  X і  =  X і  * х  —  є  ( 3 )

(елемент Xі називають оберненим до елемента х } його іноді познача­
ють Х ~ 1 ).

Означення 3. Якщо для будь-яких х ? & у з б х * у  = у * х ,  то 
група Q називається комутативною або абельовою.

Зазначимо, що замість * для позначення операції в залежності 
від ситуації можуть вживатися інші позначення: х. Наведемо
декілька прикладів груп.

П риклад 1. Нехай Z  — множина цілих чисел з операцією, яка 
є звичайним додаванням. Виконуються властивості 1-3, роль ней­
трального елементу грає 0, протилежним до т  числом є — т.  Мно­
жина Н  всіх парних чисел в свою чергу є групою відносно операції 
додавання. В цьому випадку говорять, що Н  є підгрупою в Z .

П риклад 2 . Множина Л4 =  {1, —1, і, —і} з операцією множення 
комплексних чисел є групою. Таблиця, яка зображає результати всіх 
операцій в групі, називається таблицею Келі (Cayley Arthur, 1821- 
1859). Для групи М  таблиця Келі має такий вигляд

1 -1 і -і
1 1 -1 і -і
-1 -1 1 -і і
і і -і -1 1

-і -і і 1 -1

Нейтральним елементом є одиниця. Симетричні елементи визна­
чаються рівностями (—1)' =  —1, (і)' =  —і, (—і)* = і .
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1 а
0 1

з операцією множення, де а  Є Д, утворює абельову групу. Справді,
1 а \  ( 1  f 3 \  ( 1  0 \  ( І  а \  ( І  а  - \ -  ( З '

0 17 VO і )  \0 і)  \р і)  \0 1
нейтральним елементом є одинична матриця, й симетричним еле­
ментом для матриці

( ї ї

є матриця
' 1 - а
0 1

П риклад  4. Розглянемо рівносторонній трикутник AB C  і мно­
жину обертань цього трикутника за годинниковою стрілкою 
на 0°, 120°, 240° відносно центра та множину я, у, z симетричних ві­
дображень відносно осей (рис. 38).

П риклад 3. Множина Q усіх матриць виду

В  В А А

У  z

(Рис. 38)

Добуток у * s означає, що до трикутника A B C  спочатку застосо­
вується перетворення s, а потім перетворення у (рис. 39).

А С А



Сукупність перетворень {і,г, s, х, у, z)  трикутника A B C  в себе 
утворює групу. Нейтральним елементом є перетворення і.

Таблиця Келі для цієї групи має вигляд

і. г s X У Z

і і г s X У Z

г г s і У Z X

s s і г Z X У
X X z У і S г
У У X Z г і S

z z У X S г і

Суміжні класи, теорема Л агранж а.
Означення 3. Якщо група Q скінченна, то N(Q)  називається 

порядком групи.
Означення 4. Сукупність Н  елементів групи Q, замкнена від­

носно операції групи Q і така, що з д Є Я  випливає, що д~х Є Я , 
називається підгрупою.

П риклад 5. У прикладі 2 множина Я  =  {1, - 1} є підгрупою 
групи М \ множина {—і, і, —1} не є підгрупою.

П риклад 6 . У прикладі 4 перетворення {г,г, s} утворюють під­
групу.

Означення 5. Нехай Н  — підгрупа групи Q. Лівий клас суміж­
ності дН групи Q по підгрупі Я  — це множина елементів виду gh , 
де h пробігає всі елементи підгрупи Я, а д є фіксованим елементом
із Q, який називають представником класу суміжності.

П риклад 7. Нехай Q =  М  =  {1, —1, г, - і}  а Я  =  {1, - 1} . Тоді

1 - Я  =  { 1 , - 1 }, 
( - 1 ) .  Я  =  { 1 , - 1 }, 

і • Я  =  {г, —і} , 
( - і ) . Я  =  { і , - і } .

Ми бачимо, G =  {1, —1} U {і, —і}.
П риклад 8 . Розглянемо приклад 4: Q- група перетворень три­

кутника, Я  — підгрупа {і,х} . Тоді

гН =  =  {«,#},
sH  =  {si, sx} =  {s, г},
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уН  =  {yi ,yx}  =  {j/, г}, 
гЯ  =  {гг,гх} =  {г, у}, 
я #  =  {хг, ££} =  {гг, г},
2:Я — {z i , zx} =  {г, s}.

Ми бачимо, що G ~  {і, х )  U {s, z) U  {r, y}.
З а д а ч а  1. Нехай x, y ) z, a , b , c ~  елементи групи Q. Тоді 
xy =  xz  =Ф> у ~  ^(ліве скорочення), 
ax ~  bx a = b(праве скорочення)
Р о з в ’я з а н н я .  Оскільки Q група, існує обернений елемент х~1. 

Помножимо на нього обидві частини рівності xy = xz. Отримаємо 
ланцюжок рівностей, враховуючи властивості 1-3: 

х~ 1 (ху) — x~l(xz)
(х~гх)у — (x~lx)z (згідно з 1), 
еу = ez (згідно з 3), 
у — z (згідно з 2)
Аналогічно доводять праве скорочення.
З а д а ч а  2 . Нехай а і Ь — елементи групи Q. Тоді рівняння ах = b 

має єдиний розв’язок.
Р о з в ’я з а н н я .  Якщо рівняння має два розв’язки х та х ) то ах — 

ах =  Ь
Застосовуючи правило лівого скорочення (задача 1), матимемо 

х =  х. Очевидно, х =  а~гЬ є розв’язком, бо а(а~гЬ) ~  (аа~1)Ь ■= 
e b ^ b  .

Т е о р е м а  1. Нехай Q група, Н- підгрупа в Q. Якщо д\ Є Q, д\ Є 
Q, то ліві класи суміжності д\Н і д2 Н або збігаються, або не 
перетинаються.

Д о в е д е н н я .  Нехай ліві класи суміжності д\Н  і (/2 Я  мають спіль­
ний елемент х. Це означає, що х  — g\h\, де h\ - деякий елемент 
Я, X =  ^2^2 при деякому /і2 З Я. З рІВНОСТІ g\h\ =  #2 2̂ маємо 
#і =  Нехай у довільний елемент з класу #іЯ. Тоді у =  ді/ї,
де /і Є Я , у =  g2 h2 h \ lh = g2 (fi2 h^ lh) . Оскільки h2 h^lh Є Я, 
то у Є <?2Я. Отже, #іЯ  С дгН. Аналогічно можна встановити, що 
#2Я  С #іЯ  . Таким чином, # іЯ  =  #2#*

О з н а ч е н н я  6 . Множину усіх лівих класів суміжності групи Q 
відносно підгрупи Я  будемо позначати Q/Я .
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Припустимо, що група Q скінченна, тоді підгрупа Н  скінченна. 
Нехай Я  =  { h i , . . . , h m}. Тоді дН  =  {ghi , . . .  ,ghm}, причому всі 
елементи ghi різні, бо якщо ghi — ghj, то з правила лівого скоро­
чення випливає, що hi =  hj. Таким чином, N(H)  = N(gH).  Отже, 
маємо таке твердження.

Теорема 2 . Якщо група Q скінченна, а Н  підгрупа Q, то

N(G) = N ( H ) N ( G / H ).

Теорема 3. (Теорема Лагранжа) Якщо G скінченна група по­
рядку п, а Н підгрупа G порядку т, то число т  є дільником числа 
п .

Група підстановок. Розглянемо множину всіх бієктивних пере­
творень множини Х =  {1,2, . . . , п } в  себе. Ці перетворення назива­
ються підстановками степеня п. Множина всіх підстановок утворює 
групу відносно операції послідовного здійснення перетворень. Ця 
група називається симетричною групою степеня п і позначається

П риклад 9. Якщо X  =  {1,2,3}, то група *5з складається з шести 
підстановок

( І  2 3 \ ( 1  2 3 \ ( 1 2  3 \
6 \1  2 3J ’ Sl у2 1 3 / ’ в 2  1,3 2 і ) '

1 2 3 \ А  2 3 \ / 1 2  3'
S 3 _ 1 1 3 2J ’ S4 — \2 3 і )  ’ S5 _ V3 1 2

Маємо, наприклад,

А 2 3 \ / 1 2  3 \ /1 2 З'
S2'S3“l3 2 і ]’(і 3 2 ) ~ І2 З 1 ,_S4;

1 2 3 \ / 1 2  3 \ /1  2 З'
Sl-Ss 1 2 1 37 ’ ІЗ  1 27 “  VI 3 2 1 _ S 3 ’

1 2 3 \ / 1 2  3 \ /1 2 З'
S 3 ' S2 1 1 3 2 / ' І З  2 1 / “  ІЗ  1 2 1 _ S 5 ’
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_i ( I  2 3 \ Л  2 3 \ ( I  2 3 \
51 = * ’ (,2 1 3;Л 2 1 3j =  Vl 2 з ) = е'

Таблиця Келі для групи Sз має вигляд

e Si s 2 S3 S4 S5

Є e Si s 2 S3 s 4 S5

S i Si e 54 S5 S 2 S3

S2 52 S5 e S4 S3 Si

S3 S3 S4 S5 e Si S2

S4 s 4 S3 Si S2 S5 e

*5 S5 S2 S3 S i e S4

О р б іт и  і ц и к л и  п ід с т а н о в о к .  Нехай підстановка s діє на мно­
жині X  =  { 1 , 2 , . . . ,  п}. Означимо на множині X  бінарне відношення 
таким чином.

О з н а ч е н н я  7. Нехай х Є X,  х' Є X.  Будемо вважати, що х ~  х ', 
якщо існує таке j, що х' =  sJ*(x).

Перевіримо, що це відношення є рефлексивним, симетричним І • 
транзитивним. Справді, х ~  ж, х =  е(х). З х ~  х' випливає х ~
X , оскільки 3 X і — si(x) випливає, що х' =  s ^ ( x f). Виконується й 
властивість транзитивності: якщо х  ~  х', х ~  х", то ж ~  х", бо з 
рівності х' =  5г(х), х" =  sJ*(x') випливає, що х п =  st+^(x). Отже, 
відношення ~  є відношенням еквівалентності.

Розглянемо розбиття X  на класи еквівалентності за цим відно­
шенням

X =  Х г U • • • U Х к, Х>П Xj  = 0(і ф j ) .  (4)
О з н а ч е н н я  8 . Блоки розбиття (4) називаються орбітами або 

класами транзитивності підстановки s Є 5.
Очевидно, s(Xi) =  Х \ , . . . ,  s(Xjk) =  Х к і звуження підстановки s 

на орбіти Х і , . . . ,  Xk є знову підстановками.
О з н а ч е н н я  9 . Звуження Si підстановки s на орбіту Хі  називаєть­

ся циклом цієї підстановки.
Він є підстановкою степеня N(Xi) ,  яка діє на множині Х{. Її мож­

на записати у вигляді циклу з довжиною k =  N(X{)
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з урахуванням того, що s^(x) =  х ( 1  < і < к).
Це дозволяє розкласти підстановку 5 на цикли

(хь  S i ( x i ) ,  . . . , S ^ V l ) )  • • • (x k , 8 к ( Х к ) ,  • ■ • , s ' k ^ i X k ) ) .

Якщо підстановки sj, 52, . . . ,  доозначити до підстановок степеня 
п, покладаючи S i ( x )  =  х  при х Є X  \ Х { ,  то цей запис можна роз­
глядати як розклад підстановки s у вигляді добутку незалежних 
циклів

8  =  5і52. . .Sfc.

Оскільки орбіти X i t X 2 , - ‘ - X k  не мають спільних елементів, то до­
буток не залежить від порядку співмножників. Зазначимо також, 
що запис циклу

si = (x,si(x),...,slj-1(x)) 

є однозначним з точністю до циклічного зсуву

(s’,(x),sj'+1( x ) , . . . , s ',+'i- 1), 0 < U <  /і — 1.

Приклад 10. Розглянемо цикли для підстановок з S3

so =  е(х) : три цикли (1), (2), (3);

Si =  ( 2 \  з ) : Два цикли (1,2), (3);

(1 2 3 \
3  2  і )  : два цикли (1>3)> (2У>

S3 =  {* з два цикли (1), (2,3);

( і  2 3 \
s4 =  ( 2 3 А  ■ один цикл (1,2,3);

(1 2 3 \
З 2 ) : 0ДИН ЦИКЛ (1і2’3)'
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So =  (l)(2)(3);Sl -  (1,2)(3); s2 =  (1,3)(2); 
s3 = '(1)(2, 3); s4 =  (1,2,3); s5 =  (1,2,3).

П риклад  11. Підстановка із 5V

f 1 2 3 4 5 6 7 
s _  VI 3 7 5 6 4  2

має цикли (1), (237), (546). Отже, s =  (1)(237)(564).
Означення 10 . Підстановка s Є Sn має порядок ру якщо sp = е і 

р є найменшим серед чисел, які мають цю властивість.
Теорема 4. Порядок р підстановки s дорівнює найменшому 

спільному кратному довоюин циклів, які входять в розклад під­
становки s.

Справді, якщо розклад підстановки s має вигляд s — S\S2 . ..  Sjt, 
то sp =  s f s f . . .  Оскільки s^(i — 1,2, . . . ,  fc), to p збігається з 
найменшим спільним кратним чисел ^  , h-

Цикл з довжиною 2 називається транспозицією і позначається 
т(х, у). Кожен цикл можна представити у вигляді добутку транспо­
зицій, наприклад, так

( х і , х 2, . .  . , Хі )  =  ( х 1, х 2) ( х 1, х з ) . . .  ( х і , х і - і ) ( х і , х і ) .

О значення 11. Підстановка s Є S  належить цикловому класу 
{1аі2а2...  тгап}, якщо вона містить а  і циклів з довжиною 1, а<і цик­
лів з ДОВЖИНОЮ 2, . . . , Qtj циклів з довжиною j ,  . . . ,  а п циклів з 
довжиною п (1 • а і +  2 * аг ~b-----Ь п • а п =  п).

Нехай (7( а і , а2, . . . ,  а п) число підстановок в цикловому класі 
{1аі2а2 . . . п ^ } .

Теорема 5.
7ї\

( 7 ( а і ,  а г , . . . ,  а п) _ а ~ г- (5)
1 а 2̂ а2. . .  папа і !о:2- • ■ •

Д о в е д е н н я .  Розглянемо розклад підстановки s Є Sn з циклово­
го класу {1аі2а2. . .  пап} у вигляді добутку незалежних циклів

S =  (жі)(ж2) • • • (хаі)(уі, г г)(у2, z2) . . .  (уа2, Za2) . . .

Шляхом усіх можливих перестановок при збереженні дужок можна 
отримати будь-яку іншу підстановку з цього класу. Перестановки,

Таким чином, можна записати рівності
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які здійснюють циклічні зсуви елементів всередині дужок, і пере­
становки, які переводять повністю елементи з однієї дужки в іншу 
дужку з такою ж кількістю елементів, очевидно, не дають нових 
підстановок. Число таких підстановок дорівнює і аі2 а2.. ,п аті . По­
множивши цю величину на число різних підстановок у цикловому 
класі { 1 аі2 а2...  na”}, отримаємо число всіх перестановок. Таким чи­
ном,

де в утворенні суми беруть участь всі невід’ємні цілі розв’язки рів­
няння 1 ■ а і +  2 • с*2 +  • * • +■ п  • а п ~  п. Враховуючи (6), отримуємо 
звідси рівність

Нехай С(п,к)  число підстановок степеня п, які мають к циклів. 
З теореми 5 випливає така теорема.

Теорема 6. Маємо рівність

Д о в е д е н н я  . Покладемо С(0,0) =  1, С (п ,0) =  0 при п > 0, 
С(п,к)  =  0 при к > п або при п, або при к від’ємних. Тоді це 
співвідношення можна поширити на всі цілі значення п та к.

Для доведення (9) зафіксуємо деякий елемент х  Є X  і розіб’ємо 
множину всіх підстановок з к циклами на два класи. До першого

І-аі+2-агН---)гп-ап=п

і
1. (7)

1*«і +2-а2~\---\-П‘С£п~п

(8)
«1+а^--ho£n=fc

(9)
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класу віднесемо ті підстановки, в яких елемент х входить до одно- 
елементного циклу; число підстановок в цьому класі дорівнює 
С(п — 1 ,к  — 1). До другого класу віднесемо всі інші підстанов­
ки з к циклами, тобто ті, в яких фіксований елемент х входить 
до неодноелементного циклу; число таких підстановок дорівнює 
(п — 1 )С(п — 1, к).

Отже, має місце (9).
Розглянемо генератрису С(п, к):

п
Сп{х) =  Ĵ ^ C ( n }k)xk\ (10)

к=і

Помноживши обидві частини рівності (9) на хк і розглянувши суму 
по к від 1 до п, матимемо

Сп(х) =  (п +  х -  1)Сп-і(х) (п =  1 , 2 , . . . ) .

Повторюючи це співвідношення багатократно і враховуючи, що 
Со(х) = 1, отримаємо таке твердження.

Теорема 8 .

Сп(х) =  х(х  +  1) . . .  (х +  п — 1). (11)

Розглянемо рівність
ТІ

(я)п = х(х — 1)... {х — п + 1) = ̂  s(n, к)хк\ (12)
к—0

яка визначає числа Стірлінга s(n,k) першого роду. Замінюючи в (12) 
х на —х, отримаємо

C(n,k)  = ( - l ) n+ks(n,k).  (13)

Ми встановили комбінаторний смисл чисел Стірлінга першого 
роду: |s(n,fc)| це. число підстановок з к циклами елементів п- 
елементної множини. З рівностей (13) та (9) випливає таке реку­
рентне співвідношення для s(n, &), яке ми встановлювали в розділі
14 раніше:

s(n, к) — s(n — 1, к — 1) +  (n — 1 )s(n — 1, к). (14)
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РОЗДІЛ 17

Т е о р ія  г р а ф ів
Існує декілька причин зростання інте­
ресу до теорії графів. Безсумнівним є 
той факт, що теорія графів застосо­
вується в таких областях, як фізика, 
хімія, теорія з в }язку, проектування об­
числювальних машин, електротехніка, 
машинобудування, архітектура, дослі­
дження операцій, генетика, психологія, 
соціологія, антропологія і лінгвістика. 
Ця теорія тісно пов’язана також і з 
багатьма розділами математики, серед 
яких — теорія груп, теорія матриць, 
числовий аналіз, теорія ймовірностей, 
топологія і комбінаторний аналіз.

Ф.Харарі 18 „Теория графова

О с н о в н і о з н а ч е н н я  і п о н я т т я  т е о р і ї  г р а ф ів .  Наочно граф 
можна уявляти як геометричну конфігурацію, яка складається з 
точок (вершин) і ребер (ліній або відрізків, які сполучають деякі 
точки).

Дамо формальне означення графа.
Нехай X  =  {#і , . . . ,  хп}- деяка скінченна множина (множина вер­

шин), Л 2̂ - множина всіх невпорядкованих пар елементів з Х \ М 2 — 
{(xj, Xj) . Xi £ X , Xj £ X , і 7̂  J1}*

О з н а ч е н н я  1. Граф Г(Х, W ) ~~ пара множин X , W  С Л^2- Мно­
жина X  — це множина вершин, множина W  — це множина ребер. 
Якщо (xi,xj) Є W y то ми говоримо, що ребро (xi,xj) сполучає вер­
шину Х і  з вершиною X j ]  інша термінологія - ребро (x*, X j )  і вершини 
Хі та Xj інцидентні

П риклад 1. Нехай X  — {1,2,3}. Побудуємо всі графи з множи­
ною вершин X . В цьому випадку М 2 =  {(1,2), (1, 3), (2,3)}. Маємо 
8 графів:

18Американський математик, автор книг '‘Graph Theory"(poc. переклад "Теория графов", Мир, М., 1973), 
"Graphical Enumeration"(рос. переклад "Перечисления графов", Мир, 1977).
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{1,2,3}
{(1-2)}

*  =  {1,2,3} *  =  {1,2,3}
W  =  {(2,3)} W  = {(1,3)}

1 2 1

=  {1,2,3} *  =  {1,2,3} *  =  {1,2,3}
= {(1,2), (1,3)} W  =  {(1,2), (2,3)} W = {(1,3), (2,3)}

1 21 2

*  =  {1,2,3} 
W  =  Ф

*  =  {1,2,3} 
W  =  {(1,2), (1,3), (2,3)} 

(Рис. 40)

= Л 2̂

Означення 2. Граф Г(Х, W ) називається повним, якщо W  =
Л<2-

Якщо множина X містить п вершин, то, очевидно, число ребер 
повного графа дорівнює С2.

Означення 3. Граф називається порожнім, якщо W  = 0. 
Природно виникає питання: скільки є різних графів з множиною 

вершин X, якщо N( X)  =  п.
Теорема 1. Число усіх різних графів з п вершинами дорівнює

n(n—1)
2 п =  2 2 .

Справді, граф Г(Х, W*) повністю визначено, якщо вказано множину 
Ж, яка є підмножиною М 2 - Множина М 2 містить С\ елементів, 
тому число усіх її підмножин дорівнює 2<*

Означення 4. Вершини Хі та Xj графа Г(Х, W)  індидентні, якщо 
(xi ,xj )  Є W.

Означення 5. Степенем d(xi) вершини Хі графа Y(X,  W)  нази­
вається число вершин Xj, які інцидентні вершині Хі (число відрізків 
ЯКІ ВИХОДЯТЬ 3 вершини Х і ) .
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Приклад 2. На малюнку 41 вказано степені вершин графа.

(Рис. 41)

Означення 6 . Якщо й(х{) =  1, то вершина Хі називається кін­
цевою вершиною графа Г(Х, W). Якщо d(x{) =  0, то вершина Хі 
називається ізольованою.

Задача 1. Вкажіть кінцеві та ізольовані вершини графа, зобра­
женого на малюнку, поданому нижче:

З О *  З

(Рис. 42)

Лема про рукостискання. Нехай Г(Х, W) граф з множиною 
вершин X  =  {#1, . . . ,  £п}. Тоді

п
J 2 d(xi) = 2 N ( W)  (1)
г=1

Д ов е де н ня .  Зауважимо, що кожне ребро графа в сумі JZiLi d(xi) 
враховується двічі, і тому справедлива рівність (1).

Назва леми пов’язана з такою інтерпретацією: якщо п  осіб потис­
нуть один одному руки, то загальне число рукостискань є парним 
числом.

З рівності (1) випливає таке твердження: число вершин непарного 
степеня в графі T ( X yW)  обов’язково є парним числом.
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Розглянемо граф Г( Х} W).  Нехай

1 , ( x i , X j )  Є W,
0, (xi,xj) $ W  .

Означення 7. Матриця А  =  (а^) називається матрицею суміж­
ності (інцидентності) графа T(X, W) .

Задача 2. Записати матрицю суміжності графа Т ( Х } W),  зобра­
женого на рисунку 43

Матриця суміжності графа T ( X , W)  — це симетрична матриця, 
елементи якої дорівнюють нулеві або одиниці (діагональні елементи 
дорівнюють нулеві) і така, що сума чисел в будь-якому рядку і будь- 
якому стовпці дорівнює степеню відповідної вершини.

Означення 8. Послідовність ребер (х̂,#̂), (х7;2,хгз),...,
(Хц_2, a v J ,  ( х ^ ,  я*,), в якій сусідні ребра інцидентні одній і тій же 
вершині називають ланцюгом. Ланцюг називається простим, якщо 
всі вершини, належні йому (крім, можливо, першої і останньої), різ­
ні; число ребер у цьому випадку називають довжиною ланцюга.

Якщо Х{г =  Хіп то ланцюг називається циклом. Цикл, в якому всі 
вершини різні, називається простим.

Задача 3. Вказати ланцюги, які ведуть з вершини 1 до вершини 
6 в графі, зображеному на рис. 44.

1 2

(Рис. 43)

Відповідь:
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2 5

(Рис. 44)

Відповідь:
(1,3), (3,4), (4,6) — простий ланцюг,
(1.2), (2,5), (5,6) — простий ланцюг,
(1.3), (3,4), (4,6), (6, 5), (5,2), (2,1) — простий цикл.
О з н а ч е н н я  9. Граф Г ( Х \  W ;) є підграфом графа Г(Х, W ), якщо

X і С X , W f С W. Якщо X і =  X, то підграф Г(Х', W 1) називається 
остовним підграфом.

О з н а ч е н н я  1 0 . Граф Г(Х, W) є сумою графів Г(Хі, W \ ) , . . . ,  
r(Xk,Wk),  якщо

к к

X  = [ j x it W  = \J W i
i= 1 i= l

ця сума називається прямою, якщо Хг- П Xj =  0, і ^  j.
О з н а ч е н н я  1 1 . Граф Г(Х, Ж ) називається зв’язним, якщо будь- 

лтсг дві вершини x.-L та (а;г* Є X , x j  Є X )  сполучені ланцюгом з 
початком в Хі і кінцем в Xj. З симетрії випливає, що в цьому випадку
і вершина Xj сполучена з вершиною Х{.

Т е о р е м а  2 . Кожен граф є прямою сумою з в ’язних графів. 
Д о в е д е н н я .  На множині вершин X  графа T ( X , W)  визначимо 

відношення XipXj, якщо Хі сполучається з Xj. Відношення р є від­
ношенням еквівалентності. Позначимо через Хі  =  {х : хрхі].  Тоді 

к
X  = 1J Х{, (Xj П Xj  =  0) і є розбиття X  на класи еквівалентності.

і—1
Графи Т(Х і} Wi) є зв’язними графами і

к

г ( х ,ж )  =  у г № , ^ )  (2)
*=1

е прямою сумою зв’язних графів.
Ці графи називаються компонентами з в ’язності.
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Задача 4. Знайти компоненти зв’язності графа, зображеного на 
рис. 45.

2?------- т З 7

9

4 5 6 8

(Рис. 45)

Оцінки для  числа ребер з к компонентами зв ’язності. 
Теорема 3. Нехай Г(Х, W ) граф, який складається з п вершин, 

т ребер і k компонент зв ’язності. Тоді виконуються нерівності

Перше, ніж наводити доведення теореми 3 перевіримо її справед­
ливість на декількох прикладах.

П риклад 3. Розглянемо порожній граф з трьома вершинами. 
Маємо п =  З, т ~  0 , k ~  3. Нерівність (3) приймає вигляд 3 — 3 <
0 < 0.

П риклад 4. Нехай Г(Х,  W)  — повний граф з трьома вершинами. 
Тоді n =  3 ,m  =  3,fc =  l. Нерівність (3) запишеться у вигляді 
3 - 1 < 3 < С ?  =  3.

П риклад 5. Розглянемо граф, зображений на рис. 416в цьому 
випадку п =  3, т = 2У k — 1. Нерівність (3) приймає вигляд 3 — 1 <

Повернемося до доведення теореми 3.
Д о в е д е н н я  теореми 3. Доведемо спочатку нерівність п — k < 
т.  Будемо доводити індукцією за числом ребер. Припустимо, що

п — k < т  < Cl_k+l. (3)

2 < С \ = 3.

(Рис. 46)

нерівність справедлива для всіх графів з числом ребер т — 1.
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Нехай Г(Х, W ) граф з п вершинами, т  ребрами і к компонента­
ми зв’язності. Викреслимо максимальне можливе число ребер так, 
щоб не змінювалося число компонент зв’язності. Число ребер в от­
риманому графі позначимо то .

Розглянемо для прикладу граф, зображений на рис. 47.

В ньому n =  4, т  =  5, & =  1. Викресливши два ребра, отримаємо 
граф з п == 4, к =  1, mo =  3. Викреслити далі яке-небудь ребро, не 
порушуючи зв’язності, вже не можна.

Повернемося до графа, отриманого з Г(Х,  W).  Викресливши в ньо­
му ще одне ребро, ми отримаємо граф з числом компонент зв’язності 
на одиницю більшим. В силу індуктивного припущення, справед­
ливого, бо то — 1 < m  — 1, маємо п — (к +  1) <  гао — 1, звідки 
п — к < mo < га.

Для доведення верхньої оцінки в нерівності (3) замінимо кожну 
компоненту повним графом. Нехай Сі та Cj два повних графи, от­
риманих з компонент зв’язності Х і та Xj,  а щ та щ  число ребер в 
цих компонентах {щ > щ  > 1). Замінимо Сі на повний граф, до­
давши одну вершину, a Cj замінимо на повний граф, віднявши одну 
вершину. Тоді загальне число вершин не зміниться, а число ребер 
збільшиться на додатню величину

Отже, для того, щоб число ребер у графі ГрГ, W)  було максимально 
можливим (при фіксованих пі к ) ,  граф Г(Х, W)  повинен складатись

(Рис. 47)

(Рис. 48)
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із (к — 1) ізольованих вершин і повного графа з п — к +1  вершинами. 
Звідси й випливає нерівність (3).

З нерівності (3) випливає такий наслідок.
Наслідок. Будь-який граф з п вершинами і більше ніж =

ребрами є з в ’язним.
Справді, якщо граф з п вершинами має дві компоненти зв’язності, 

то максимальне число ребер не перевищує С2_г.

Орієнтовані граф и, граф и  з петлями, граф и з паралель­
ними дугами. Розглядають і інші види графів.

Означення 12. Нехай X  =  { Х \ , . ..  7 Х п} множина вершин, М 2
— множина впорядкованих пар елементів з X  (будемо називати їх 
дугами). Орієнтованим графом Т(Х,  W)  називатимемо пару мно­
жин (.X , W),  де W  С  М 2-

Дуга (х, Xі) називається дугою з х в х'.
П риклад  6 . На рис. 49 зображено орієнтований граф X  =

{1,2,3}, W =  {(2,1), (2,3), (3,2), (1,3)}.

2

(Рис. 49)

Теорема 4. Число усіх орієнтованих графів з п вершинами 
дорівнює 2 п(п~1\

Д о в е д е н н я .  Справді, число впорядкованих пар елементів з X  
дорівнює п(п — 1), тому число всіх можливих множин дуг дорівнює
2'/г(п—1)

О значення 13. Нехай X  ~  { х і , . . . , х п} — множина вершин. 
Орієнтованим графом з петлями будемо називати пару множин 
(X, W ) , A e W c X x X .

П риклад 7. На рис. 50 зображено орієнтований граф з петлями, 
в якому X =  {1,2, 3}, W  = {(1, 1), (1, 2), (1,3), (3,1)}.
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i QЛ
2 3
(Рис. 50)

Теорема 5. Число орієнтованих графів з петлями, які мають 
п вершин, дорівнює 2 п .

Д о в е д е н н я .  Справді, число різних множин W  (підмножин мно-
2

жини X  х X )  дорівнює 2П .
Якщо розглядається одночасно декілька типів графів, то графи, 

які описуються означенням 1, будемо називати простими графами.
Якщо в означенні 1 до множини Л^2 невпорядкованих пар приєд­

нати ще множину всіх пар виду (х^х*), то відповідний граф нази­
вається простим графом з петлями.

Теорема 6 . Число всіх простих графів з п вершинами і петлями 
дорівнює

2"2^  =  2 °"+1.

Надалі, якщо не обумовлене протилежне, ми будемо розглядати 
прості графи.

Ойлєрові граф и. Теорія графів — одна з небагатьох математич­
них дисциплін, дата народження якої може бути встановлена абсо­
лютно точно.

Перша робота з теорії графів належить Леонарду Ойлеру. Вона 
з’явилася в публікаціях Санкт-Петербурзької Академії наук у 1736 
році.

Праця Ойлера розпочиналася з розгляду однієї ломиголовки — 
так званої "задачі про кенігзберзькі мости".

Місто Кенігзберг (нині Калінінград) розташоване на берегах річ­
ки Прегель і двох островах. Різні частини міста сполучені сімома 
мостами. Щонеділі жителі міста любили здійснювати прогулянки 
по місту.

Ойлер поставив питання: чи можна здійснити прогулянку, вий­
шовши з дому і повернувшись до нього, таку, щоб по кожному мосту
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пройти рівно один раз.
Сформулюємо задачу, як задачу теорії графів. Схематична карта 

міста зображена на рисунку 51.

(Рис. 51)

Чотири частини міста зображені літерами Д  B, C,D.  Оскільки 
нас цікавлять лише переходи через мости, ми можемо вважати А, 
В , С, D вершинами графа, ребра якого відповідають мостам. Цей 
граф зображено на рисунку 52.

Ойлер зауважив, що цей граф не являє єдиного циклу; з якої б 
вершини ми не почали б обхід, ми не можемо обійти весь граф і 
повернутись назад, не проходячи жодного ребра двічі. Якби такий 
цикл існував, то з кожної вершини виходило б стільки ребер, скільки 
в неї входить, інакше кажучи степінь кожної вершини був би парним 
числом. Таким чином, відповідь на питання Ойлера — негативна.

Виклавши розв’язання задачі про кенігзберзькі мости, Ойлер у 
своїй праці поставив питання: на яких графах можна знайти цикл, 
який містить всі ребра графа, при чому кожне ребро зустрічається 
в циклі рівно один раз?

Дамо строгі означення.
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Означення 14. Зв’язний граф називається ойлеровим графом, 
якщо існує замкнений ланцюг, який проходить через кожне ребро. 
Такий ланцюг будемо називати ойлеровим ланцюгом, або ойлеровим 
циклом.

Означення 15. Граф називається напівойлеровим, якщо існує 
ланцюг, який проходить через кожне його ребро рівно один раз.

П риклад 8 . На рисунку 53 зображено напівойлерів граф, * зіроч­
кою відзначено початок і кінець ланцюга, який проходить через 
кожне ребро рівно один раз.

1

П риклад 9. На рисунку 54 зображено ойлерів граф і ойлерів 
ланцюг; цифрами в кружечках вказано степені вершин.

@ ® 
(Рис. 54)

Зірочкою відзначено початок і кінець ланцюга.
П риклад 10. На рисунку 55 зображено приклад неойлерового 

графа.
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(Рис. 55)

Які ж необхідні і достатні умови, щоб граф був ойлеровим? До­
ведемо лему, яка далі буде грати істотну роль.

Л ем а 2 . Якщо степінь кожної вершини графа ГрГ, W ) не мен­
ший двох, то граф містить цикл.

Д о в е д е н н я .  Якщо в графі є петлі або кратні дуги, то тверджен­
ня леми очевидне. Тому надалі будемо припускати, що Г(Х, W) є 
простим графом. Нехай х  — довільна вершина графа Г(Х, W). По­
будуємо по індукції маршрут

х 0 —► хі х 2 - - -,

обираючи вершину х\, суміжну з х0) а при і > 1 обираючи вершину 
Хі+і, суміжну з Хі і відмінну від Хі- і  (існування такої вершини вип­
ливає з умови леми). Оскільки T( X , W)  має скінченне число вер­
шин, то врешті-решт ми прийдемо до вершини Хо, з якої вийшли. 
Отримали цикл хо —► х\ —► х 2 —> .. • —> xq.

Теорема 7. Для зв'язного графа Г(Х, \У) наступні умови екві­
валентні:

1 ) T ( X , W)  — ойлерів граф;
2) кожна вершина Г(Х, W ) має парний степінь;
3) множину ребер графа Г ( Х У W)  можна розбити на прості цик­

ли.
Д о в е д е н н я .  1) 2) Нехай С — ойлерів цикл графа T(X,W) .

Будемо рухатись по циклу С. Проходження кожної вершини збіль­
шує її степінь на 2, і оскільки кожне ребро входить в С рівно один 
раз, то будь-яка вершина має парний степінь.

2) =>► 3) Оскільки Г — зв’язний граф, степінь кожної вершини 
дорівнює принаймні 2; тому в силу леми 2 T( X, W)  містить про­
стий цикл С. Виключимо ребра циклу С, отримаємо остовний під-

2 1 0
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граф Г(Х, W\), в якому кожна вершина має парний степінь. Якщо в 
Т (Х , Wi) немає ребер, то (3) доведено. В протилежному випадку за­
стосуємо проведені вище міркування до Г(Х, W\), отримаємо граф 
Т( Х} W2 ), в якому степені всіх вершин є парними і т.д. Одночасно з 
порожнім графом Т ( Х , Wn), (Wn — 0) отримаємо розбиття множини 
ребер на п простих циклів.

3) => 1) Нехай множину ребер можна розбити на прості цикли. 
Нехай Сі — один з простих циклів. Якщо Г ( Х , W ) складається тіль­
ки з цього циклу, то Т ( Х , W ) — ойлерів граф. У протилежному ви­
падку існує інший простий цикл, який має вершину v , спільну з С\. 
Ланцюг, який розпочинається з v і складається з циклу Сі і наступ­
ного за ним циклу С2, є замкненим ланцюгом, який містить всі ребра 
графа Г(Х, W ), кожне один раз. Отже, Г(Х, W) — ойлерів граф.

З теореми 7 випливає наступна теорема.
Т е о р е м а  8 . Зв ’язний граф є ойлеровим тоді і тільки тоді, коли 

кожна його вершина має парний степінь.
П р и к л а д  11. Граф, зображений на рис. 56 є ойлеровим.

A F

(Рис. 56)

Множина ребер цього графа є об’єднанням двох простих циклів 
АВ  -► ВС  -+ CQ QD -► D E  -> E F  FQ  -> QA  і АС  -> 
CD D F  —► FA.

Т е о р е м а  9 . З в ’язний граф є напівойлеровим тоді і тільки тоді, 
коли в ньому не більше двох вершин непарного степеня.

Якщо граф має дві вершини з непарними степенями, то для будь- 
якого напівойлерового ланцюга одна з цих вершин буде початковою, 
а друга — кінцевою. Для доведення досить сполучити відрізком вер­
шини з непарними степенями.

Зауважимо, що згідно з лемою про рукостискання число вершин 
непарного степеня є парним.
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П риклад 12. Граф, зображений на рис. 57 є напівойлеровим.

(Рис. 57)

Ось один з можливих варіантів обходу ЕА АВ  —> ВС CD  —>
D F  -► FC С А —> A F  -► F E  -+ ED.

Початковою точкою маршруту є точка Е , а кінцевою точкою є 
точка D .

Спробуємо для довільного графа вказати найменше число ланц­
югів таких, що жодні два з них не мають спільних ребер і всі вони 
повністю накривають разом весь граф. Очевидно, якщо на графі є 
таке сімейство ланцюгів, то кожна вершина непарного степеня по­
винна бути або початковою, або кінцевою вершиною якогось ланц­
юга. Загальне число вершин з непарним степенем згідно з лемою 
про рукостискання є парним, скажімо, рівним 2к. Таким чином, 
кожне сімейство ланцюгів, які накривають граф, повинно містити 
принаймні к ланцюгів.

Доведемо, що існування 2к вершин з непарним степенем є і до­
статньою умовою існування ланцюгів, які накривають граф.

Теорема 10. На будь-якому з в ’язному графі з 2k вершинами 
непарного степеня існує сімейство ланцюгів, які в сукупності міс­
тять всі ребра графа рівно один раз кожне.

Д о в е д е н н я  . Позначимо вершини з непарними степенями

Аі, Л2, . . .  А к\ І?і, В 2, ■ ■ •,

Якщо ми додамо до нашого графа ребра

А \В \У А 2 В2, . . .  , А кВ к,

то всі вершини отриманого графа будуть парними і на ньому знай­
деться ойлерів цикл V.  При відкиданні доданих ребер цикл V  роз­
падеться на к окремих ланцюгів, які містять всі ребра графа.
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П риклад 13. Граф, зображений на рис. 58 має чотири вершини
А

(Рис. 58)
з непарним степенем A , B yE , F  і накривається двома ланцюгами 
E B F A і BC AFED .

В розважальній математиці ось уже впродовж декількох століть 
розглядаються задачі, які можна сформулювати як задачі пошуку 
певних маршрутів в графах, зокрема, пошуку ойлерових циклів. Ось 
приклад однієї з таких задач.

П риклад 14. За одним разом (тобто розчерком) викреслити фі­
гуру, подану нижче:

(Рис. 59)
Граф на рисунку 59 називається шаблею Магомета.

Більшість збірників математичних задач з розважальної матема­
тики містять задачі про лабіринти.19 Лабіринт складається з кори­
дорів та їх перехресть. Отже, він може бути зображений графом, в 
якому ребра відповідають коридорам, а вершини — перехрестям.

В термінах графів задача про лабіринт може бути сформульо­
вана так: визначити метод пошуку такого ланцюга в графі, який 
розпочинається з вершини ао і напевне досягає іншої даної верши­
ни аі (виходу). Щоб не було нескінченного блукання циклічними

19Див., наприклад, Ліо Кі, Ломиголовки (Ігри без партнера), К. ТВіМС, 1996; Е. Люкас, Математические 
развлечения, СПб, 1883; Е.И. Игнатьев, В царстве смекалки, Петроград, 1923; Е.И. Игнатьев, В царстве 
смекалки, М., "Наука", 1978.
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маршрутами, необхідно мати можливість запам’ятовувати пройдені 
вершини та ребра.

Ойлеровим графом повинен бути і план огляду будь-якої вистав­
ки, і вздовж приміщень виставки потрібно розставити покажчики 
обходу таким шляхом, щоб кожен експонат був оглянутий рівно один 
раз.

Припустимо, що експонати розташовані з обох сторін шляху,який 
проходить територією виставки. Виявляється,що тоді, яким би не 
був відповідний граф (аби лишень він був зв’язний), можна провести 
відвідувача так, щоб кожний шлях був пройдений двічі — по одному 
разу в кожному напрямі.

Теорема 11. У зв'язному графі існує орієнтований цикл, який 
проходить через ребро по одному разу в кожному з двох напрямів.

Д о в е д е н н я .  Сформулюємо загальне правило побудови ланцю­
га, який проходить вздовж усіх ребер графа рівно по одному разу 
в кожному напрямі. Розпочнемо з довільної вершини Aq і пройде­
мо вздовж A qA j, відзначивши це ребро маленькою стрілкою в точці 
А\ , яка показує вибраний напрям. Потім переходимо послідовно до 
інших вершин. Одні й ті ж вершини можна відвідувати й декілька 
раз. Кожного разу, потрапивши в якусь вершину, ми будемо ставити 
на відповідному ребрі стрілку, яка вказує напрям прибуття. Крім то­
го, потрапляючи в якусь вершину вперше, ми як-небудь відзначимо 
вхідне ребро, щоб потім його можна було відрізнити від інших.

Виходячи з вершини, ми завжди будемо обирати ще невикори­
станий напрям: або ребро, по якому ми зовсім не проходили, або 
ребро помічене стрілкою, яка вказує на те, що ми по ньому прибули. 
Домовимось також, що тільки тоді, коли у нас немає вибору, ми ви­
користаємо для виходу ребро, яким вперше прийшли в цю вершину.

Будемо продовжувати шлях до тих пір, поки це взагалі можливо. 
В кожній вершині є однакове число можливостей для входу і для 
виходу. Тому рух може закінчитися лише в точці Aq. Залишається 
перевірити, що у всіх вершинах всі ребра будуть пройдені в обох 
напрямах.

Для точки Ао це ясно — всі ребра, які виходять, будуть викори­
стані, оскільки в протилежному випадку ми могли б рухатися далі; 
тому і всі ребра, які входять, також будуть використані, бо їх чис­
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ло дорівнює числу ребер, які виходять. Зокрема, ребро AqA\ буде 
пройдено в обох напрямках. Але це означає, що всі ребра, які інци­
денті А \ , також будуть пройдені в обох напрямах, бо перше ребро, 
яке входить в Лі, ребро AqAi, за умовою, повинно використовува­
тися для виходу лише в останню чергу. Теж саме міркування можна 
застосувати до наступного ребра А \А 2 і наступної вершини А 2  і т.д.

Отже, в усіх вершинах, які будуть досягнуті, всі ребра виявляться 
пройденими в обох напрямах. Оскільки наш граф є зв’язним, це 
означає, що він буде повністю обійденим.

Зауважимо, що описаний метод обходу графа може бути викори­
станий для розв’язання задач, пов’язаних з пошуками маршрутів 
виходу з лабіринтів.

Гамільтонові граф и.
Означення 16. Зв’язний граф називається гамгльтоновим гра­

фом, якщо існує замкнений ланцюг, який проходить через кожну 
вершину графа рівно один раз. Такий ланцюг будемо називати га- 
мільтоновим ланцюгом, або гамільтоновим циклом.

Означення 17. Зв’язний граф називається папівгамільтоновим, 
якщо існує ланцюг, який проходить через кожну його вершину рівно 
один раз.

Назва гамільтонів граф виникла у зв’язку з тим, що в 1859 році 
відомий ірландський математик сер Вільям Гамільтон20 випустив 
до продажу своєрідну іграшкову ломиголовку. Її основною части­
ною був правильний додекаедр, зроблений з дерева. Це один з так 
званих правильних многогранників: його гранями є 12 правильних 
п’ятикутників, у кожній з його вершин сходиться три ребра. Кожна 
з вершин гамільтонового додекаедра була позначена назвою одного 
з великих міст Земної кулі — Брюсель, Кантон, Делі, Лондон і т.
д. Задача полягала в знаходженні шляху вздовж ребер додекаедра, 
який проходить через кожне місто рівно один раз. Гамільтонів цикл 
на додекаедрі не покриває, звичайно, всіх ребер додекаедра, бо в 
кожній вершині він проходить рівно по двох ребрах.

П риклад 15. Граф, зображений на рис. 60

20Гамільтон Вільям (1805-1865) — ірландський математик і астроном — один з творців теорії векторного 
числення, теорії комплексних чисел та теорії кватерніонів.
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не є гамільтоновим.
П риклад 16. Граф, зображений на рис. 61

(Рис. 60)

є напівгамільтоновим.
П риклад 17. Граф, зображений на рис. 62

є гамільтоновим.
Не дивлячись на подібність в означеннях ойлерових та гамільто- 

нових графів, відповідні теорії для цих класів графів диже відріз­
няються.

Н ерозв’язана проблема 10 . Встановити критерій гамільтоно- 
вості графа.

Це одна з головних нерозв’язаних задач теорії графів!
До теорії гамільтонових графів відноситься і задача про бродячо- 

го торговця, або задача про комівояжера. В задачі про бродячого 
торговця мова йде про деякий район, та торговця, який повинен 
відвідати певну кількість міст цього району. Відстані між містами 
відомі, і треба знайти найкоротший шлях, який проходить через усі 
міста і закінчується в початковому пункті.

Міста можна зображати вершинами деякого графа, в якому кож­
ній парі вершин приписана відстань /х(а, Ь). Мова йде про пошук
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Оскільки розглядається скінченне число вершин, то задача може 
бути розв’язана (при невеликій кількості вершин) шляхом просто­
го перебору. Ефективних алгоритмів для розв’язання цієї задачі не 
створено, хоча цій проблемі присвячено багато досліджень, і існує 
надзвичайно багата література.

Н ерозв’язана проблема 11. Розробити ефективний алгоритм 
розв’язання задачі про комівояжера.

Тут є багато результатів і конкретних досягнень. Наприклад, в 
США знайдена найкоротша циклічна авіалінія, яка проходить че­
рез всі головні міста США. Проте пошуки ефективних алгоритмів 
тривають.

Встановлено різні достатні умови гамільтоновості графа. Сфор­
мулюємо дві з них.

Теорема 12. (О. Оре, I960) Якщо для будь-якої пари и і у несу- 
міжних вершин графа Г( Х, \ ¥)  з п вершинами (п > 3) має місце 
нерівність

то граф Г(Х, W) гамільтонів.
Нагадаємо, що d(u) — степінь вершини и , тобто число ребер, які 

виходять з вершини и.
Д о в е д е н н я .  Будемо доводити від супротивного. Припустимо, 

що існує негамільтонів граф з п вершинами, в якому для будь-якої 
пари несуміжних вершин и і v виконується умова (4). Додавання до 
графа нових ребер не порушує умову (4). Позначимо через Q мак­
симальний негамільтонів граф, тобто такий граф, приєднання до 
якого нового ребра перетворює граф на гамільтонів. Очевидно, Q 
не може бути повним графом, бо повний граф гамільтонів. Тому в 
Q існує пара несуміжних вершин и і v. Приєднання до Q ребра uv 
перетворює граф Q на гамільтонів в силу максимальної негамільто- 
новості Q. Таким чином, існує гамільтонів ланцюг, який сполучає и 
і V, він проходить через всі вершини (рис. 63)

d(u) +  d(v) >  n, (4)

-ф— . . .  —%■ + v

всі п вершин
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Оточимо кожну з d(u) вершин, які суміжні з и, кружечком, і вер­
шину, яка лежить лівіше, квадратиком так, як зображено на рисун­
ку, поданому нижче:

(Рис. 63)

—--•— — •---• V
(Рис. 64)

d(u) з цих п — 1 вершин оточені кружечком; 
d(u) з цих ті — 1 вершин оточені квадратиком; 
п — d(u) — не оточені квадратиком.

Зазначимо, що в силу умови теореми

d(y) > п — d(u) > п — d(u) — 1. (5)

Звідси випливає, що вершина v суміжна з деякою вершиною, яка 
оточена квадратиком. Таким чином, виходить, що граф Q має га- 
мільтонів цикл, зображений на рис. 65.

(Рис. 65)

Отже, прийшли до суперечності. Теорема доведена.
З теореми 12 випливає наступна теорема.
Теорема 13 (Г. Дірак, 1952 р.) Якщо для будь-якої вершини и 

графа Г(Х, W) з п вершинами (п > 3) виконується нерівність 
d(u) > то граф Г(Х, W ) гамільтонів.

Ліси та дерева
Сьогодні ми ходили в ліс — зелений, 
у продумі він над тобою весь — 
то в зламі рис, то в формі розгалужень 
хрусткий, як мисль пістрявий.

Павло Тичина
О значення 18. Лісом називається граф, який не містить циклів. 

Зв’язний ліс називається деревом.
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П риклад 18. На рис. 66 зображено ліс, що складається з чоти­
рьох компонент, кожна з яких є деревом:

Y ^ Y

(Рис. 66)

П риклад 19. Прикладом дерев є так звані генеалогічні дерева 
(родоводи). Подамо для прикладу родовід київських князів21.

(Рис. 67)

Теорема 14. Нехай Т(Х,  W ) граф, що має п вершин та т ребер.
Тоді такі умови еквівалентні:

1 . T { X , W ) -  дерево;

2. Г(Х, W )— зв ’язний граф і т  = п — 1;

3. Г(Х, W )— ациклічний граф і т  = п — 1;

4. будь-які дві вершини графа Г(Х, W ) сполучаються єдиним про­
стим ланцюгом;

5. Г(Х, W )— ациклічний граф, який має таку властивість: яку б 
пару його несуміжних вершин сполучити ребром, отриманий 
граф буде містити рівно один цикл.

21 Подаємо за книгою Михайло Грушевський "Ілюстрована історія України"., Київ-Львів, 1913.
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Д о в е д е н н я .  1) =ф- 2) Скористаємося індукцією по п. При п =  1 
твердження є тривіальним. В дереві немає циклів. Викресливши 
одне ребро, ми отримаємо дві компоненти Т\ та Т2, кожна з яких 
є деревом. Нехай TL містить щ вершин та га7; ребер. Тоді за припу­
щенням індукції

ті =  Пі “  1. (4)

Загальне число ребер графа дорівнює

т — ті +  ш2 +  1 =  (тії — 1) +  (п2 — 1) +  1 =  (пі +  п2) — 1.

2) =ф- 3) Граф Г(Х, W) зв’язний і т  — п —1. Припустимо, що граф 
Г(Х, W) має цикл і нехай е — ребро цього циклу. Викреслимо ребро
е. Отримаємо зв’язний граф, який має п — 2 ребер, а це суперечить 
теоремі 3. Таким чином, Г(Х, W ) ациклічний граф.

3) => 4) Нехай к — число компонент зв’язності. Нехай компонента 
Ті має щ вершин і ті ребер. Оскільки Ті — дерево, то га* = п,; — 1. 
Далі маємо

п — 1 =  ш =  Ш1 + Ш 2  +  . ■ .+ША; =  (пі — 1) +-(n2 — 1) +  . . . +  (njfc — 1) =

= (Пі +  П2 +  . . . +  ТІ*) — fc =  П — fc,

тобто к = 1. Таким чином, Г( Х, \ ¥)  — зв’язний граф, і тому будь- 
які дві вершини и і v сполучаються ланцюгом. Якби таких ланцюгів 
було два, то їх об’єднання становило би цикл.

4) =>. 5) Нехай Г(Х, W)  циклічний граф. Візьмемо дві вершини, 
які належать одному циклу. Вони сполучені принаймні двома про­
стими ланцюгами. Отже, граф T( X , W)  ациклічний. Нехай и і v — 
дві його несуміжні вершини. Приєднаємо до графа T( X , W)  ребро 
(u,v).  Тоді отримаємо цикл.

5) =>> 1) Треба довести, що граф T( X , W)  зв’язний. Якби його 
вершини и і v належали різним компонентам зв’язності, то граф, 
отриманий приєднанням ребра (u,v),  не мав би циклів, що супере­
чить 5).

О значення 19. Вершина v Є W  називається кінцевою верши­
ною, якщо d(v) =  1.

Теорема 15. У будь-якому дереві з п вершинами, (п > 2) є при­
наймні дві кінцеві вершини.
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Д ов е д е н н я .  Нехай d\, d2, • • •, dn — степенева послідовність вер­
шин дерева. Згідно з лемою про рукостискання

ті
= 2(п -  1),

і=і
при чому всі di > 0. Значить, принаймні два числа з послідовності 
d\y с?2, . . . ,  dn дорівнюють одиниці.

Наступна теорема належить Артуру Келі22, який досліджував де­
рева в зв’язку з структурними хімічними формулами.

Теорема 16. Число різних дерев, які можна побудувати на п  
даних вершинах, дорівнює tn =  nn“2.

Д о в ед е н н я .  Цю теорему Артур Келі встановив у випадку п — 6 
в 1889 році. При доведенні ми використаємо метод, який запропону­
вав Прюфер23. Нехай

Х =  {1,2 (5)

множина вершин дерева. Для будь-якого дерева Г, побудованого 
на X , введемо деякий символ, який характеризує його однозначно. 
Згідно з теоремою 15 існують кінцеві вершини в Т. Позначимо через 
Ьі першу кінцеву вершину в послідовності (5), а через е\ =  (аі,&і) 
відповідне кінцеве ребро. Викреслимо з Т  ребро Є\ і вершину Ь\. 
Отримаємо нове дерево Ті. В Ті розглянемо кінцеву вершину Ъч та 
кінцеве ребро Є2- Викреслимо З Ті кінцеву вершину &2 та кінцеве 
ребро Є2. Отримаємо дерево Т%. Продовжуємо процедуру далі, поки 
не залишиться одне ребро: викресливши ребро еп_2 =  (ап- 2, ^ - 2), 
отримаємо одне-єдине ребро ап_і,Ьп_і, яке сполучає дві вершини, 
що залишились. Тоді набір

сг(Т) = [аі,а2, . . . , а п_2] (6)

однозначно визначається за деревом Т, і двом різним деревам відпо­
відають різні набори. Кожна вершина щ з ’являється в (6) d(a*) — 1 
разів.

Навпаки, за набором (6) можна однозначно відновити дерево Т  та­
ким чином. Знаходимо в (5) першу вершину Ь\, яка не входить в (6).

22Артур Келі (Сауіеу) (1821-1895) — англійський математик. Працював в Кембриджському університеті.
Основні досягнення з основ алгебраїчної геометрії, теорії груп, неевклідової геометрії.

23H.Priifer "Neuer Beweie Satzes fiber Permutationer", Archiv der Math, und Phys., v.27, (1918), p. 142-144.
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Це визначає ребро е\ = Викреслюємо вершину а\ з набору
(6) і Ь\ з (5) і продовжуємо процедуру далі, викреслюючи з наборів 
(6) і (5). В наборі (6) кожна вершина набуває п можливих значень
1,2, . . . ,  п. Звідси згідно з. правилом множення випливає твердження 
теореми Келі. Набір (6) називається кодом Прюфера дерева Т.

П риклад 20. Проілюструємо доведення теореми Келі на прикла­
ді дерева Т  (рис.68 — рис.70).

(Рис. 68)
Беремо кінцеву вершину Ь\ =  3 і кінцеве ребро (1,3). Викреслимо з 
Т  вершину 3 та ребро (1,3). Отримаємо дерево Т\ :

(Рис. 69)

Візьмемо кінцеву вершину £>2 =  2 і кінцеве ребро (1,2). Викреслимо 
62 і ребро (1,2). Отримаємо дерево Т2 :

і
(Рис. 70)

Записуємо сг(Т) =  [1,1].
Простежимо процедуру відновлення дерева Т. Пишемо два набо­

ри

і ■ < ґ) =  [і, і]

I I :  {1,2,3,4}.

Беремо в II вершину Ь\ =  2, якої немає в І, розглядаємо ребро 
(аі,Ьі) =  (1,2). Викреслюємо з а(Т)  аі =  1, a II b\ =  2. Обираємо 
b2 =  3. Тоді (а2,Ь2) =  (1,3). Залишилось ребро (1,4). Отже, отрима­
ли граф

І 4

(Рис. 71)

2 2 2



З метою ілюстрації доведення наступної теореми розглянемо та­
кий приклад.

П риклад 21. Розглянемо на прикладі як можна утворити граф 
з множиною вершин {1,2,3,4,5} з степенями вершин d\ — 3, d2 =
2, с?з — 1, с̂4 =  1, =  1. Розглянемо графи на множині вершин
{1,2,3,4}:

х 3 2 1 4aj •------ •-----•----- •
(Рис. 72) 

d\ — 2, g?2 =  2, d$ =  1, с?4 =  1;

3 1 2 4о) •------ •---- •----- •
(Рис. 73) 

d\ =  2, с?2 =  2, с?з =  1, d4 =  1;

в)
(Рис. 74) 

di =  3, d2  =  1, d% =  1, di =  1;

Приєднаємо вершину 5. Отримаємо графи

а) 3 2 1 4
(Рис. 75) 

d\ =  3, d2  = 2, ds =  1, di =  1, d$ = і;

rfi

Г•------і-----> »
б) 3 1 2 4

(Рис. 76)
З, с?2 =  2 , d% =  1, с?4 =  1, ds

в)
1
4

=  і;

di =
(Рис. 77)

З, d2  =  2, =  1, с̂4 =  1,^5 =  і;
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Теорема 17. Нехай п > 2, a d \} d2}. . . ,  dn додатні числа, су­
ма яких дорівнює 2 п — 2. Число дерев з вершинами з множини 
{1, . . . ,  п} і степенями вершин d\, d2, . . . ,  dn дорівнює

-------------- (п ~ 2У__________  (7)
(di -  l)!(d2 — 1)!. . .  (dn -  1)! [<}

Д о в е д е н н я .  Будемо проводити доведення методом математичної 
індукції. При п = 2 теорема справедлива (d\ =  1, d2 =  1 і (7) 
має місце). Розглянемо множину вершин {1,2, . . . ,  п — 1} і множину 
степенів du d2, . . . ,  di — 1, . . . ,  dn-\. Маємо

число дерев з множиною число дерев з множиною
вершин {1,2 вершин {1, . . . ,  п -  1}
і степенями вершин і степенями вершин

di-, d2, . . .  j dn d i, . . . ,  d{ 1, . . . ,  dn—i 1

Згідно з припущенням індукції

число дерев з множ.
вершин{1,2, . . . ,  п} __ ___________ (п ~  3)!___________ __

і степенями вершин (d\ — 1)! . . .  (di — 2)!. . .  (dn-1 — 1)!
d i, d2, . . . ,  dn

(n -  2)!
( d , - l ) ! . . . ( 4 , - 1 - 1 ) 1 ( 4 , -1 ) 1

(ми використали основну властивість поліномі ал ьних коефіцієнтів; 
зазначимо також, що dn =  1). Теорема 15 доведена.

Ще одне доведення теореми Келі.
Теорема 18. Число усіх дерев на множині вершин {1,2, . . . ,  п} 

дорівнює
tn = пп~2. (9)

Д о в е д е н н я .  Згідно з поліноміальною теоремою

/ . \п -2  ( П  —  2 ) !  ^ -1 „кп _
(а! +  а2 +  . ■ - +  ап) — 2_^ jfc~T 1 ' " —

ik1 50,...tA:„>0 І ' - - '  П■
кі+к.2 + --.-\-кТі.~п—-2

(п — 2)! dl_i j -і— *у_____  d
> tliu >  1 ( d i  -  1 ) ! . . .  ( d „  -  1)! 1

• • • а„
<*1

(d i- l)  + . ..+(rfn - l )= n - 2
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Поклавши аі =  а2  =  . . .  =  ап =  1 і врахувавши (8), отримаємо (9).
П риклад 22 . Подаємо всі 42 =  16 дерев з множиною вершин 

{1,2,3,4}:

З 4'
(Рис. 78)

Коди Прюфера цих дерев:

11, 12, 13, 14, 
21, 22, 23, 24, 
31, 32, 33, 34, 
41, 42, 43, 44.
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РОЗДІЛ 18
З а с т о с у в а н н я  д и с к р е т н о ї  м а т е м а т и к и  в  е к о н о м іц і ,  ф ін а н ­

с а х , о р г а н із а ц і ї  в и р о б н и ц т в а

Об’єм, глибина і структурна складність 
сучасної математики роблять необхідним 
знаходження нових підходів до взаємодії ма­
тематичних досліджень між різними обла­
стями і настійне покращення доступу ма­
тематичних ідей до нематематиків. На да­
ний момент, ми, математики часто маємо 
слабе уявлення про те, що робиться в на­
уці і техніці, в той же час вчені- експери- 

» ментатори та інженери у багатьох випад­
ках не підозрюють про ті можливості, які 
дає прогрес чистої математики. Ця жах­
лива незбалансованість повинна бути лікві­
дована привнесенням інших наук у підго­
товку математиків і викладанням чистої 
математики вченим та інженерам. По­
трібно багато зусиль з боку математиків 
для того, щоб донести основні математич­
ні теорії та ідеї (особливо ті, які розви­
нені в останні десятиліття) до широкої 
аудиторії. Необхідно підготувати нове по­
коління математиків-професіоналів, здат­
них встановлювати взаємодію між чистою 
математикою і прикладними науками.

Михайло Громов24

У наш час такі дисципліни як економіка, соціологія, фінансова 
математика і фінансова інженерія, дослідження операцій, теорія ав­
томатичного управління, хімія широко використовують методи дис­
кретної математики і отримані в ній результати.

24 Михайло Громов — один з найбільш впливових і активних сучасних математиків. Закінчив Ленінградсь­
кий університет. Нині працює в інституті вищих досліджень у Парижі. Цитату взято зі статті "Можливі 
напрямки розвитку математики в наступних десятиліттях", Notices, v.45, №7, 1998; укр. переклад, У світі 
математики, т.7, в.1, 2001, с. 3-5).
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Ці результати грають важливу роль при розробці різних техніч­
них пристроїв з дискретним принципом дії, побудові комп’ютерних 
алгоритмів в інформатиці, організації раціонального використання 
цінних паперів на ринку цінних паперів, у плануванні виробництва.

В дискретній математиці особливе місце займають задачі, пов’я- 
зш  з впорядкуванням тих чи інших об'єктів чи послідовності дій, і 
побудовою складних конструкцій шляхом раціонального поєднання 
окремих елементів.

Мета цього короткого розділу — проілюструвати розмаїття засто­
сувань дискретної математики. Виклад буде носити більш описовий 
характер; на відміну від попередніх розділів доведенням ми будемо 
приділяти менше уваги.

1. З а д а ч а  п р о  с п о л у ч е н н я  м іс т  т а  з а д а ч а  к о м ів о я ж е р а .
Уявимо собі, що потрібно побудувати сітку залізничних шляхів, які 
б сполучали п даних міст, причому так, щоб пасажир міг з кожно­
го міста проїхати в будь-яке інше. Якщо з економічних міркувань 
потрібно, щоб кількість рейок була мінімальною, то ясно, що граф, 
вершини якого відповідають містам, а ребра залізничним коліям, 
повинен бути деревом. Задача тепер полягає в тому, щоб серед пп~2 
дерев (згадаємо теорему Келі), які сполучають ці міста, знайти те, 
яке вимагає найменшої кількості рейок. Відстані між містами вва­
жаються відомими.

Більш загальне формування задачі таке. Нехай Т (Х , W) — зв’яз­
ний граф, і нехай кожному ребру е приписане невід’ємне дійсне чис­
ло /і(е), яке називається його мірою (вагою). Необхідно знайти ал­
горитм побудови остовного дерева Т, у якого сума мір м(Т) є най­
меншою можливою (при утворенні суми перераховуються всі ребра 
графа; остовне дерево — дерево, яке зв’язує всі вершини графа).

Один із можливих алгоритмів пошуку такого дерева називається 
алгоритмом Краскала (алгоритмом "найближчого сусіда”). Опише­
мо його. Позначимо через п число вершин графа, а через т — число 
ребер.

1. Обираємо довільну вершину х\ і порівнюємо ваги всіх ребер, 
інцидентних цій вершині. Ребро з мінімальною вагою включаємо в 
шукане дерево. Позначимо через х 2  іншу вершину обраного ребра.
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2. Переглядаємо всі ребра, які інцидентні вершинам х\ та х<і; оби­
раємо серед них ребро з мінімальною вагою і включаємо його в май­
бутнє дерево. Іншу вершину цього ребра позначимо хз.

3. Розглянемо тепер три вершини хі ,х2,хз; порівнюємо ваги ре­
бер, інцидентних кожній з цих вершин, обираємо ребро з найменшою 
вагою і включаємо його в шукане дерево.

4. Продовжуємо процедуру далі і кожен раз при виборі нового 
ребра стежимо, щоб не виникав цикл з участю обраних ребер.

Теорема І.а) Описана процедура описує мінімальне остовне де-

Наскільки складним є описаний алгоритм? Під складністю алго­
ритму розуміють сумарне число порівнянь ваг всіх ребер, які потріб­
но здійснити при реалізації алгоритму. Загальне число порівнянь у 
нашому випадку дорівнює

де с деяка константа.
П риклад  1. Описаний вище алгоритм по відношенню до графа 

на рис. 79 (цифри біля ребер вказують ваги ребер) дає такий

результат: еі — А В У Є2 =  B D , ез =  D E , є\ — ВС.
Побудова мінімального остовного дерева є важливою задачею, яка 

зустрічається в багатьох прикладних задачах. З цього питання про­
водилось і проводиться багато досліджень; вдалось знайти алгоритм

25Доведення можна знайти в книзі Н.Кристофидес, Теория графов. Алгоритмический подход, М., Мир, 
1978; див. також Р.Уилсон, Введение в теорию графов, М., Мир, 1977.

рево.
б) В процесі побудови не буде циклів25.

А

С 9 D 
(Рис. 79)

із складністю с log log га. Існує величезна література з цих питань.26

26Див., наприклад, Рейнгольд Э., Нивергельд Ю., Дэо Н. Комбинаторные алгоритмы. Теория и практика, 
М., Мир, 1980.
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Близькою до розглянутої задачі є задача про комівояжера, в якій 
треба знайти алгоритм для розв’язання такої проблеми. Комівояжер 
повинен відвідати п міст. Як він повинен рухатись, щоб побувати в 
кожному місті, пройшовши найкоротший шлях? Як бачимо задача 
зводиться до пошуку гамільтонових циклів.

П риклад 2. Найкоротшим шляхом у прикладі 1 е такий шлях: 
A - + B - * D ^ > E ^ C ^ > A \  його довжина дорівнює 26.

З пошуками найкоротшого дерева, яке накриває задану множину 
вершин Р  С X  графа Г(Х,  W),  пов’язана так звана задача Штей-

97пера.
Євклідова задача Штейнера вперше була поставлена як геомет­

рична задача, в якій необхідно задану множину точок площини 
сполучити лініями так, щоб сума довжин відрізків була мінімаль­
ною.28

2 . Задача про планування виробництва. В ряді галузей про­
мисловості, зокрема в хімічній та фармакологічній, виникає така 
задача планування виробництва. Треба виготовити п продуктів, ви­
користовуючи один єдиний тип апаратури чи реактор. Апарат (ре­
актор) повинен бути переналагоджений (очищений) чи не повинен 
бути переналагоджений після того, як виготовлено продукт рі (але 
до того, як почалося виробництво продукту pj), узалежності від ком­
бінації (pi,pj). Припустимо, що ці продукти виробляються в непере­
рвному циклі так, що після виробництва останнього з продуктів зно­
ву відновлюється в тому ж фіксованому циклі виробництво першого 
продукту.

Природно виникає питання, чи можна знайти циклічну послідов­
ність виробництва продуктів рі(і =  1,2, . . . ,  п), яка не вимагає пере­
налагодження апаратури.

Нехай Г(Х, W)  — орієнтований граф, вершини якого представ­
ляють продукти, а існування ребра {x^xj )  означає, що продукт pj 
може бути виготовлений після виготовлення продукту рі без перена­
лагодження апаратури. Відповідь на це питання залежить від того, 
чи має граф Г(Х, W)  гамільтонів цикл.

27Штейнер Якоб (1796-1863)- швейцарський математик, один з творців проективної геометрії.
28Курант Р., Роббинс Г. Что такое математика, М., Наука (1970); Gilbort E.N., Polack Н. "Steiner minimal 

trees", Journal of SIAM (Appl.MatH), 16, p .l, 1968.
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Достатні умови існування гамільтонових циклів ми встановили в 
розділі 17 (теореми Оре та Дірака).

Якщо граф Г( X yW)  має гамільтонів цикл

7 ХІ2 Хіп 5

то відповідна послідовність продуктів

Р і і  > Р і ч  ) • • • ї Р і п

може бути виготовлена без переналагодження апаратури.
Якщо граф Г(Х, W)  немає жодного гамільтонового циклу, то ми 

будуємо граф Гі(Хі, Wi), в якому

Х х = Х и { Уі},

Wi = W  и {(х,уі ) , х  Є X }  U {(уі , х) , х  Є X }  ,

тобто приєднуємо до графа Г(Х, W)  фіктивну вершину у\ разом з 
ребрами, які сполучають кожну з вершин з X.

Якщо граф Ti (Xi jWi)  має гамільтонів цикл, то він буде мати 
вигляд

що приводить до такої послідовності виробництва продуктів

Яч-П ■ ■ • , Pin,  Pi l l  ■ * ■Ріг

з єдиною операцією переналагодження після виробництва останньо­
го продукту і початком виробництва першого продукту. Таким чи­
ном, фіктивна вершина грає роль мітки, яка вказує те місце в по­
слідовності робіт, де необхідне переналагодження апаратури.

Якщо граф Гі(Хі, W\) не має гамільтонового циклу, будуємо граф 
Т2 (Х2, W2), В якому

Х 2  — Х\  U  {у2},

W 2 = Wi U{{x , y2) , x  Є X }  U  {(у2, х), х Є X }  ,

і аналогічно будемо діяти далі.
Теорема 2 . Якщо граф Гт( ХШ) Wm), в якому



т

w 2 =  W i  и  и  { ( x , p j ) , x  Є X } ( J { ( ^ , z ) , x  Є X }

містить гамільтонів цикл, а граф Гт _і(Х ш_і, Wm~i) такого цик­
лу не містить, то число т е мінімальне число переналагоджень, 
і якщо гамільтонів цикл в Гт (Хт , Wrn) має вигляд

У з  1 Х іТ+і , • ■ • , X j g , у ш  , % i s + 1 , . . . ,

то продукти повинні вироблятися в послідовності

Р і а + і  п о тім  Р і к  і > • • ■>Р і - у  і т - Д-

ПОТІМ

Доводиться теорема методом індукції.

В плануванні виробництва важливу роль грають різні алгоритми 
пошуку найкоротшого шляху в графі. Нехай T (X 1 W ) — граф, реб­
рам якого приписані ваги су. Задача полягає в пошуку шляху від 
даної вершини s  Є X  до вершини t  Є X ,  яка досягається з s, з міні­
мальною чи максимальною сумою ваг. Ці алгоритми реалізуються в 
методах сітьового планування та управління (СПУ). В зарубіжній 
літературі ці методи називають PERT (Project Evaluation Research 
Task), CPM (Critical Path Method).

Задача про максимальний потік. Одна з найбільш важливих 
задач в прикладній теорії графів — задача про максимальний потік.

Ось приклад такої задачі. Є сітка шосейних доріг, які сполучають 
деякі населені пункти. Для кожного шосе відома його пропускна 
здатність. Необхідно вказати маршрут між будь якими заданими 
двома пунктами, який гарантував би максимальний транспортний 
потік між ними.

Потоки можуть носити різний характер. Мова може йти про ін­
формаційні, транспортні, комунікаційні та інші потоки.

Різні варіанти задач про потоки вивчались багатьма авторами, і
з цієї проблеми існує величезна кількість робіт.29

29Відзначимо, наприклад, книги: Ермольев Ю.М., Мельник И.М. Экстремальные задачи на графах, Наукова 
думка, К., 1968; Форд Л., Фалкерсон Д. Потоки в сетях, М., Мир, 1966.
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Нехай Г(Х, W) — граф, ребрам якого приписані дійсні числа, які 
називаються пропускними здатностями. У графі виділено дві вер­
шини: s Є X ,  яка називається джерелом, та вершина t  Є X ,  яка 
називається стоком. Вздовж ребер графа протікають потоки. Про­
пускну здатність ребра (xi , xj )  будемо позначати через q^, а вели­
чину потоку вздовж цього ребра — через zir Числа qij та гц будемо 
вважати цілими невід’ємними.

Припустимо, що для мережі існує "мережеве витікання" (для дже­
рела) і "мережевий притік"для стоку величини V  і виконуються 
умови

53 Zsi ~ 53 = ^
ХіЄГ(а) ^ЄГ-Н*)

( Г ( 5 ) множина вершин, які досягаються з вершини s).
Природно дотримуватися умови гц < qij для всіх (xi,xj) Є W.
При цих умовах треба знайти таку множину потоків по ребрах, 

щоб величина V  була максимальною.
Нехай X  =  Х \ U  Х 2, Х \ П  Х 2 =  0- Множину ребер, які беруть 

початок в Х ь а закінчуються в Х 2, будемо називати розрізом графа
Г(Х,И0.

Мінімальний розріз — це розріз з мінімальною пропускною здат­
ністю. Говорять, що розріз відокремлює вершини Хі та xj, якщо 
Х {  Є Х і ,  a X j  Є Х 2.

Теорема 3 . Величина максимального потоку від джерела s до 
стоку t дорівнює мінімальному значенню величин розрізів, які 
відокремлюють s від  £.30

Задача про призначення на посади та задача  про одру­
ж ення. Нехай є декілька вакантних посад і група осіб, які прагнуть 
їх обійняти, причому кожен претендент має достатню кваліфікацію 
для декількох, але, взагалі кажучи, не всіх посад. Питання в задачі 
про призначення на посади ставиться так: чи можна кожному з цих 
людей надати одну з тих посад, яку він здатен обійняти?

Сформулюємо задачу в термінах графів. Позначимо множину 
претендентів через М, а множину посад — через Р. Побудуємо граф,

30Декілька доведень цієї теореми можна знайти в книзі Р.Уілсона Введение в теорию игр, М., Мир, 1977; 
числові алгоритми, основані на використанні теореми наведено в книзі Н. Кристоф идее Теория графов. Алго­
ритмический подход, М., Мир, 1978
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проводячи ребра (т, р ), які сполучають кожну людину з множини 
М  з тією посадою, яку вона може обійняти. Отримаємо так званий 
дводольний граф. Це граф, множина вершин якого розпадається на 
дві множини М  і Р  такі, що жодні дві вершини з однієї й тієї ж  
множини не сполучаються між собою.

Звичайно, для існування розв’язку задачі необхідно, щоб число 
вакантних посад було не менше від числа претендентів. Але ця умова 
не є достатньою.

П риклад 3. Група претендентів складається з двох теслярів, та 
одного теслі, який може бути і водопровідником. Є чотири вакант­
них посади: одна для теслі, три для водопровідників. Один з тес­
лярів залишиться без роботи, хоча число вакантних місць є біль­
шим, ніж число претендентів, і серед претендентів є представники 
обох професій.

Нехай число претендентів дорівнює N.  Ясно, що для розв’язності 
задачі повинна виконуватися така умова.

Яку б групу з k претендентів ми не розглянули, повинно знай­
тися принаймні k посад, кожну з яких може обійняти принаймні 
один з обраних k претендентів 1 < к < п.

Будемо називати цю умову умовою розмаїтості. Виявляється, 
що умова розмаїтості є й достатньою.

Теорема 3. Якщо виконана умова розмаїтості, то кожен пре­
тендент отримає прийнятну для нього роботу.

Задачі про призначення на посади можна дати іншу інтерпрета­
цію. Розглянемо групу юнаків та дівчат. Кожен юнак знайомий з 
декількома дівчатами. Питання таке: при яких умовах можна одру­
жити юнаків так, щоб кожен юнак був одружений із знайомою дів­
чиною?

П р и к л а д  4 . Є чотири юнаки {&і, 62, £>з, &4 І та п’ять дівчат 
{<7і, 0 2 > <?з> #4 , 5s}- Схему знайомств показано в таблиці

юнаки дівчата
Ьі 51)54,55
&2 5і
Ьг 52,53,54
h 52,54

Схема одружень може бути такою: Ь\ <74, 62 5ь з̂ ^  5з, &4 52•
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Т е о р е м а  4 . Р о зв ’язання задачі про одруження можливе тоді і 
тільки тоді, коли будь-які k юнаків знайомі в сукупності не мен­
ше, ніж  з k дівчатами.

Д о в е д е н н я  достатності. Будемо доводити методом математич­
ної індукції. Нехай твердження задачі справедливе, якщо число юна­
ків менше, ніж т  (при т  =  1 теорема справедлива).

а) Припустимо, що будь-які k юнаків (1 < k < т)  в сукупності 
знайомі з k +  1 дівчиною (тобто умова розмаїтості має місце з од­
нією "зайвою"дівчиною). Одруживши одного юнака з знайомою дів­
чиною, отримаємо компанію т — 1 юнаків, для якої виконана умова 
розмаїтості, тому теорема справедлива в силу припущення індукції.

б) Припустимо, що є k юнаків (к < ш), які знайомі в сукупності
з к дівчатами. За індуктивним припущенням їх можна одружити. 
Залишається т — к неодружених юнаків, але будь-які s серед них 
(1 < s < т  — к) повинні бути знайомі з s дівчатами. Якщо це не 
так, то ці s юнаків разом з уже обраними знайомі менше, ніж з k + s

4 дівчатами, що суперечить припущенню.
Таким чином, для компанії з т  — к юнаків виконана умова 

розмаїтості і за припущенням індукції ми можемо одружити їх, 
зробивши кожного щасливим.

М а т е м а т и ч н і  м о д е л і  р и н к у  ц ін н и х  п а п е р ів .  В цьому 
короткому огляді ми розглянемо деякі найпростіші елементарні ма­
тематичні моделі ринку цінних паперів. Незважаючи на їх простоту, 
навіть примітивність, розгляд цих моделей дозволяє отримати якіс­
но принципову картину ринку цінних паперів і дістати уявлення про 
проблеми, які там виникають. В математиці дуже часто початкове 
вивчення явища розпочинається з розгляду елементарної моделі, 
яка віддзеркалює основні принципові властивості реального явища.

Р и н о к  ц ін н и х  п а п е р ів .  На відміну від основного ринку, де то­
варом є продукція, послуги чи праця, фінансовий ринок — це ринок, 
де товаром є гроші, цінні папери, благородні метали.

Проблеми, які виникають при математичному аналізі ринку цін­
них паперів відносяться до розділу математики, який називається
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фінансовою математикою31. В фінансовій математиці широко ви­
користовуються методи теорії ймовірностей, причому деякі з них є 
зовсім новітніми і вимагають знайомства з сучасними результатами 
теорії випадкових процесів. У нашому короткому викладі ми будемо

. Q9опиратися лише на інтуїтивне поняття рівноможливості .
Основними (первинними) цінними паперами на фінансовому рин­

ку цінних паперів є акції та облігації Акція — цінний папір, який 
випускається акціонерними товариствами та корпораціями з метою 
залучення капіталу шляхом продажу акцій. Власник акції має пра­
во на участь в обговоренні діяльності акціонерного товариства (одна 
акція — один голос) і на отримання частки прибутку (дивідендів). 
Грошова сума, яка вказана на акції, називається її номінальною вар­
тістю, а ціна, за якою акція продається на ринку, її курсом. Курс 
акції коливається. Він залежить від отриманого дивіденду та пер­
спектив його зростання.

Облігація — цінний папір, наприклад, банківський рахунок, кре­
дитний договір, боргове зобов’язання. На відміну від акцій, ціна 
яких хаотично змінюється, ціна облігації завжди зростає. За стабіль­
ної ситуації облігація — безризиковий актив. Крім основних цінних 
паперів — акцій та облігацій, на міжнародному ринку все ширше 
розповсюджуються так звані похідні цінні папери (деривативи). Це 
опціони, варанти, ваучери, ф ’ючерсні та форвардні контракти.

Опціон дає право власнику цього цінного паперу придбати (про­
дати) інші цінні папери (акції, валюту тощо) за обумовленими 
наперед умовами. За часом погашення опціони бувають двох типів: 
європейські — з фіксованою датою виконання і американські — 
можуть бути пред’явлені до виконання в будь-який момент часу 
до фіксованої дати. Варант — це цінний папір, що випускається 
компанією або фірмою, і надає його власнику право придбати 
вказану кількість акцій даної фірми або компанії по фіксованій 
ціні. Варант може бути використаний у будь-який момент часу до 
фіксованої дати. Ваучер — це цінний папір, що дає право власнику

31 Початкові відомості про фінансову математику можна отримати з статті Є.Федорова "Гроші-гроші- 
гроші", У світі математики, т.8,в.1, с.9-19, 2002 р. ("Квант”, 2000, J05, стр.9-12).

32Більш досвідченим читачам можна рекомендувати книги з фінансової математики: Т.Уотшем, К.Парамоу 
Количественные методьі в финансах, М., Финансы "ЮНИТИ", 1999., М.М.Леоненко, Ю.С.Мішура, 
В.М.Пархоменко, М.Й.Ядренко Теоретико-ймовірностні та статистичні методи в економетриці та фінансо­
вій математиці, К., 1995, Інформтехніка. Фундаментальною монографією з фінансової математики е книга 
А.Н.Ширяева Основы стохастической математики т.1-т.2 М., Фазис, 1998.

235



придбати будь-яку акцію по номінальній вартості (зазначеній на 
акції). Ф’ючерс, або ф ’ючерсний контракт — це угода про купівлю 
або продаж деякого товару в майбутній фіксований момент часу 
за зазначеною наперед ціною. Ф’ючерсні контракти укладаються 
як на купівлю-продаж товарів чи сировини — руди, пшениці і т.п., 
так і на купівлю-продаж валюти. Особливістю таких контрактів є 
те, що вони укладаються на біржі і контрактні ціни визначаються 
відкритими ринковими аукціонами.

М о д е л і  р и н к у  ц ін н и х  п а п е р ів .  В залежності від того, які цінні 
папери є в активі ринку, ми будемо розрізняти три моделі.

А-ринок, в активі якого є одна акція, ціна якої хаотично змі­
нюється. Найпростіший приклад — коливання курсу валюти, на­
приклад, евро. Припустимо, що сьогодні курс євро по відношенню 
до гривні А. Тоді вважатимемо, що у наступний день (изавтра") 
курс може прийняти одне з двох значень: А(1 +  т) або А(1 +  га), де
— 1 < п < 771, причому ці варіанти не однаково можливі (це так звана 
модель А-ринку). Ми будемо говорити, що сьогодні відомий прогноз 
курсу валют на завтра. Післязавтра курс може бути А( 1 +  га)2, 
А{ 1 +  т)( 1 +  п) або А( 1 +  п ) 2  і так далі:

Курс валюти описується так званим біноміальним деревом. В нашій 
моделі точна ціна акції завтра невідома сьогодні. Вона стане визна­
ченою лише завтра.

В-ринок — ринок облігації, ціна якої змінюється за фіксованою 
ставкою. Найпростіший приклад облігації — банківський рахунок. 
Нехай сьогодні на рахунку в банку капітал В. Відбувається щорічне 
нарахування процентів, з процентною ставкою г. Тоді через рік ка­
пітал становитиме В(  1 +  г), через два роки В(  1 +  г)2, через п років

Може бути, що проценти нараховуються частіше, ніж один раз на
В(1 +  г)п.
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рік. Тоді капітал після к років становитиме

т^ = в(і + ̂ )тк,
\ т /

де т  — кількість періодів нарахування впродовж одного року. Як­
що відбувається неперервне дисконтування (нарахування процен­
тів), капітал після к років буде дорівнювати

Тк = lim l f m) = lim В ( l  + — ) mk = erk.
га—► оо ' m->oo \  ТЇІ/

А В -ринок — ринок з двома активами: акцією і банківським рахун­
ком. Динаміка зміни банківського рахунку відбувається за законом 
Вк+і = В к(г -f 1). Динаміка ціни акції має вигляд Ак+1 =  А к ( 1  +р),  
де р може набувати двох значень тп і п (взагалі кажучи, ці два 
значення не є однаково можливими; надалі для спрощення буде­
мо вважати "шанси"для р однаковими), будемо припускати, що 
—1 < п < г < тп. При зроблених припущеннях модель ЛБ-ринку 
називається моделлю Кокса-Росса-Рубінштейна. Звичайно, на ре­
альному фінансовому ринку є велике розмаїття акцій і облігацій. 
Модель ЛЯ-ринку з двома активами і двома нерівноможливими ці­
нами акцій непогано відображає принциповий стан реального ринку 
цінних паперів і допомагає розуміти його основні проблеми.

Задача гравця на ринку цінних паперів полягає в тому, щоб оп­
тимально розміщувати свій капітал у цінні папери — активи ринку, 
прагнучи збільшити прибуток і мінімізувати ризик операції. Роз­
поділ гравцем капіталу в активи ринку називають інвестиційним 
портфелем гравця.

П риклад 1. Розглянемо модель Л£?-ринку в момент часу, коли 
вартість акції становить 100 доларів. Гравець має капітал 1000 до­
ларів і розподіляє його таким чином 1000 =  400 +  6 х 100 =  х +  100у, 
поклавши на банківський рахунок 400 доларів і купивши 6 акцій. 
Інвестиційний портфель (хуу) =  (400,6). Особливо привабливі та­
кі стратегії управління портфелем, при яких прибуток може бути 
отриманий при нульових вкладеннях капіталу.

Приклад 2 . Розглянемо модель Л-ринку з одним активом — ак­
цією. Нехай сьогодні акція коштує 100 доларів. Гравець купує опціон 
на купівлю трьох акцій завтра по ціні 100 доларів. Ціна опціону — це
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премія С  продавцеві, котру гравець виплачує в день придбання оп- 
ціону. Це той капітал, яким оперує продавець, обслуговуючи опціон. 
Прогноз на завтра ціни акції 110:95. Якщо завтра ціна ціна акції ста­
новитиме 110 доларів, то гравець пред’являє опціон на погашення, 
купує 3 акції по 100 доларів, негайно продає їх по 110 доларів. Його 
доход в цьому випадку становитиме D =  3(110 — 100) — ЗО доларів, 
а прибуток Р  =  ЗО — С. Якщо ж завтра акція буде коштувати 95 
доларів, то він не пред’являє опціон до погашення. Доход в цьому ви­
падку дорівнює D =  0, а його прибуток від’ємний Р  =  0 — С =  —С. 
Середній прибуток дорівнює

±(30 -С) + \(-с)  =  15 -  с.
Середній доход d = 15 доларів, середній прибуток р — 15 — С до­
ларів. Якщо ціна опціону С > ЗО, то він збитковий. Якщо ЗО > 
С > 15, то можна отримати прибуток у першому випадку, але в се­
редньому опціон збитковий. Чим менша ціна опціону, тим вища для 
гравця прибутковість.

Мінімальна премія С продавцеві, при якій він може обслуговувати 
опціон, не залучаючи додатковий капітал, називається справедливою 
ціною опціону. Якою ж повинна бути справедлива ціна опціону в 
прикладі, який ми розглядаємо?

Нехай продавець, отримавши премію С, розподілив її таким чи­
ном: С = £ + 100у (;х — рахунок в банку, у — кількість акцій). Завтра^ 
стане відомою ціна акції, продавець має новий капітал.

Ціна акції Капітал
100 С -  х +  ЮОу
110 х + Ш у  = С + 10у
95 х +  95 у =  С — 5у

Продавець виконає опціон, якщо зуміє виплатити доход покуп­
цеві, не ризикуючи додатковим капіталом. Для цього повинні вико­
нуватись нерівності

С +  IQy > ЗО,
С -  by > 0 ,

С > 0 , у > 0.
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Неважко переконатися, що мінімальне значення С досягається при 
у — 2. Таким чином, справедлива ціна опціону С — 10. Стратегія 
продавця така: отримавши від покупця 10 доларів, бере в борг (або 
вкладає свої) 190 доларів і купує дві акції по 100 доларів. Якщо 
завтра ціна акції стане 110 доларів, то продавець опціону, реалізу­
вавши 2 акції має доход 220 доларів, цього досить, щоб повернути 
борг 190 доларів і виплатити доход ЗО доларів покупцеві. Якщо ж 
акція буде коштувати 95 доларів, то після продажу двох акцій у 
продавця буде 190 доларів на повернення боргу. Середній прибуток 
покупця 5 доларів, а продавця 0 — він не ризикував.

Інвестиційна ціна. Розглянемо модель А В -ринку з двома акти­
вами — банківським рахунком та акцією. Збережемо всі попередні 
умови і позначення. Ціна акції сьогодні а. Припустимо, що учасни­
ка ринку чекають виплати завтра (погашення опціону чи виконання 
умов контракту). Нехай М  і N  — суми, які він повинен виплатити 
в залежності від нової ціни акції а(1 +  ш) або а(1 + п) відповідно. У 
таких випадках говорять, що гравцеві пред’явлене платіжне дору­
чення. Мінімальний капітал С , котрий гарантує виконання платіж­
ного доручення (отримання завтра капіталу М  або N  в залежності 
від нової ціни акції відповідно) називається інвестиційною ціною 
проекту. Справедлива ціна опціону — це його інвестиційна ціна.

Нехай гравець розподілив сьогодні капітал

С  =  х  +  ay.

Тоді завтра його капітал буде

ж(1+г)+ау(1-Ьт) =  С( \ + г ) + а у ( т —г) =  х ( г ~  т )+ С ( 1 +т) =  М  

або

z(l +  r) +  ay(l +  n) =  C (l + r )+ay(n  — r) — х(г — п) + С (1 +  гс) =  N.

З цих рівностей знаходимо

^  M z  + N ( z — 1) М  — п Mq + N ( l —q)
С = -------—--------- , у =  -------- г, х = С - у а  = -------— ^

1 + г а(тп — п) 14 - т
г — п п +  1

де z = --------, q = -------- .m — п n — m
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Таким чином портфель (х, у ) забезпечує стратегію, яка гарантує 
отримання необхідного капіталу завтра, тобто виконання платіжно­
го доручення. Знаходження таких стратегій (їх називають хеджа­
ми) — одна з найважливіших задач фінансової інженерії33.

33Для більш детального знайомства з фінансовою інженеріею можна рекомендувати книги: Маршалл Дж., 
Бансал В.К. Финансовая инженерия М.: ИНФРА-М, 1998. Галиц Л. Финансовая инженерия. Методы и способы 
управления финансовыми рисками М.: ТВП, 1998.

240



Література

1. І.І. Єжов, А.В. Скороход, М.Й. Ядренко, Елементи комбінато­
рики, К., "Вища школа", 1972. (Є російський переклад: И.И. Ежов, 
А.В. Скороход, М.И. Ядренко, Элементы комбинаторики, М., "На­
ука", 1977.)

2. В.Н. Сачков, Введение в комбинаторные методи дискретной 
математики, М., "Наука", 1982.

3. Р. Грехем, Д. Кнут, О. Паташник, Конкретная математика. 
Основание информатики, М., "Мир", 1998.

4. Р. Уилсон, Введение в теорию графов, М., "Мир", 1977.
5. О. Ореу Графы и их применение, М., "Мир", 1965.
6. А.Я. Оленко, М.И. Ядренко, Дискретна математика, Видавни­

чий центр Киівського університету, 1997.
7. С.К.Ландо, Лекции о производящих функциях, М., МЦ НМО, 

2002.

241



Предметний покажчик

Акція 235
Антирізницевий оператор 140 
А-ринок 236 
АВ-ринок 237

Бінарне відношення 71 
Біном Ньютона ЗО 
Біноміальна композиція 
Булеан 21

Варант 235 
Вершина 

-графа 199 
-інцидентна 200 
-кінцева 201 

Відношення 71
-антисиметричне 73 
-бінарне 71 
-еквівалентності 73 
-рефлексивне 72 
-симетричне 72 
-транзитивне 73 

Відображення 67 
-бієктивне 69 
-ін’єктивне 69 
-сюр’єктивне 68

Гамільтонів ланцюг 215 
Гамільтонів цикл 215 
Генератриса 95

-числової послідовності 95 
-експоненційна 105 

Гіперболічний 
-синус 171

-косинус 171 
-котангенс 172 
-тангенс 172 

Граф 199
-гамільтонів 215 
-зв’язний 202 
-напівгамільтонів 215 
-напівойлерів 209 
-ойлерів 209 
-орієнтований 206 
-повний 200 
-порожній 200 

Група 189 
-абелева 189 
-комутативна 189 
-підстановок 194 
-симетрична

Дзета-функція Рімана 87 
Декартів добуток 14 
Дерево 218

Задача
-про бродячого торгівця 216 
-про комівояжера 216 
-про одруження 232 
-про планування вироб­

ництва 229 
-про призначення на посади 

232
-про сполучення міст 227 
-Штейнера 229 

Золотий переріз 119

242



Індикатор множини 21 
Інвестиційний портфель 237 
Інвестиційна ціна 239

Класи еквівалентності 74 
Комбінації з повтореннями 43 
Компоненти зв’язності 203 
Код Прюфера 222 
Кратні суми 76

Ланцюг 202
-замкнений 209 
-ойлерів 209 

Лема про рукостискання 201 
Лівий клас суміжності 191 
Ліс 218

Матриця
-інцидентності 202 
-суміжності 202 

Метод
-включення і виключення 

53
-траєкторій 132 

Множина
-впорядкована 27 
-порожня 7 
-універсальна 7 

Многочлени 
-Апеля 163 
-Бернуллі 166 

Модель Кокса-Росса-
Рубінштейна 237

Нерівність Чебишева 81

Облігація 235 
Об’єднання множин 6 
Опціон 235

-американський 235 
-європейський 235

Перестановка 27 
Перестановка з повтореннями 

43
Переріз множин 6 
Перетворення Абеля 143 
Підгрупа 191 
Підграф 203 
Підстановка 188 
Поліноміальна теорема 51 
Порожня множина 7 
Порядок групи 191 
Правило

-винесення 33 
-множення 11 

Пряма сума графів 203

Ребро графа 199 
Різниця множин 7 
Різницевий оператор 136 
Розміщення 27 
Розріз графа 232 
Ряд

-біноміальний 91 
-гармонічний 85 
-степеневий 88

Співвідношення 
-Вандермонда 93 
-Нерлунда 93 

Степінь вершини 217 
Суміжні класи 191

Таблиця Келі 189 
Теорема

-Дірака Г. 218

243



-Келі 221 
-Лагранжа 193 
-Оре О. 217 
-Ферма 37 

Траєкторія Каталана 126 
Трикутник Паскаля 32

Універсальна множина 7

Фінансова математика 227 
Фінансова інженерія 227 
Формула 

-Біне 113 
-Добінського 159 
-Стірлінга 182 
-Ойлера 172 
-Ойлера-Маклорена 176 

Функція
-Мебіуса 63 
-мультиплікативна 61 
-Ойлера 60

Хедж 239

Цикл
-ойлерів 209 
-орієнтований 214 
-простий 202 

Цикли підстановок 194 
Цикловий клас 196

Числа
-Бела 159 
-Бернуллі 166 
-Каталана 126 
-Моргана 139
-Стірлінга першого роду 150 
-Стірлінга другого роду 152 
-Фібоначчі 109

Шабля Магомета 213

244



Зміст
П ередмова............................................................. З

Розділ 1. Множини та операції з н и м и ..............................  5
Розділ 2. Основний принцип комбінаторики. Правило

множення ............................................................. 11

Розділ 3. Основи комбінаторики........................................ 19
Розділ 4. Біном Ньютона та біноміальні коефіцієнти . . ЗО
Розділ 5. Перестановки та комбінації з повтореннями . 43
Розділ 6. Метод включення і виключення........................  53
Розділ 7. Комбінаторика відображень та бінарних від­

ношень ...................................................................  67
Розділ 8. Формули обертання для біноміальних коефі­

цієнтів ...................................................................  76
Розділ 9. Числові ряди, степеневі ряди, біноміальний ряд 83
Розділ 10. Метод генератрис в комбінаториці .................. 95
Розділ 11. Числа Фібоначчі....................................................  109
Розділ 12. Числа К аталан а....................................................  125
Розділ 13. Різницевий о п ер ато р ........................................... 136
Розділ 14. Числа Стірлінга першого та другого роду . . 150
Розділ 15. Числа Бернуллі, формула Ойлера-Маклорена 163
Розділ 16. Комбінаторика в теорії груп підстановок . . . 188
Розділ 17. Теорія графів .......................................................  199
Розділ 18. Застосування дискретної математики в еко­

номіці, фінансах, організації виробництва . . 226
Література .......................................................... 241

245


