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ВСТУП 

 

Життя сучасного суспільства практично неможливе без 

радіоелектронних засобів. Телебачення, радіомовлення, телефононія, 

радіолокація, радіонавігація, промислова, медична та аграрна 

електроніка – далеко не повний перелік радіоелектронних засобів, які ши-

роко використовуються у нашому житті. 

Будь-яка система забезпечується сукупністю електричних і електрон-

них засобів різної складності, які складаються з елементів, до яких 

прикладені електричні напруги або протікають електричні струми. Таким 

чином, щоб розробляти, виготовляти, правильно експлуатувати 

різноманітну радіоелектронну апаратуру, необхідно, перш за все, знати 

процеси, які протікають в електричних колах за певних умов, а також за-

кони, за якими ці процеси протікають. Основні з таких законів вивчаються 

в дисципліні «Теорія електричних кіл і сигналів». 

Дисципліна «Теорія електричних кіл і сигналів» — фахова 

загальнотехнічна дисципліна, яка є базовою для бакалаврів, спеціалістів, 

магістрів за напрямами підготовки «Телекомунікації», «Радіотехніка», а 

також інженерів у галузі зв’язку.  

В наслідок скорочення аудиторного навчального навантаження особ-

ливу увагу слід приділяти самоосвіті фахівців і насамперед їхній роботі з 

підручниками, навчальними посібниками та іншою допоміжною літера-

турою. Сучасний бібліотечний фонд налічує багато фахової літератури для 

інженерів у галузі зв’язку. Стан її дуже зношений, залишкова кількість не-

достатня для широкого використання в навчальному процесі. Тому 

посібник, що охоплює основні розділи з дисципліни, обсяг яких більший за 

передбачений аудиторним навантаженням, є основною складовою 

позааудиторної роботи студентів. 

У зв'язку з обмеженим обсягом посібника усі питання, пов'язані з про-

грамою дисципліни, подано у повному обсязі, але стисло. У посібнику 

розглянуто основи теорії електричних кіл постійного і гармонічного 

струмів, перетворення електричних схем і методи їх розрахунку, нелінійні 

кола в режимі постійного струму, а також лінійні електричні кола в режимі 

періодичних негармонічних сигналів. 

При підготовці розділів навчального посібника значну увагу приділено 

наочності та єдності їх викладення. З метою кращого засвоєння матеріалу 

більшала частина теоретичного матеріалу супроводжується прикладами. 

Кожен розділ містить перелік питань та задач, що дозволяють закріпити 

вивчений матеріал.  

Рівень викладеного матеріалу потребує попередніх знань студентами 

вищої математики та фізики, зокрема, операцій з комплексними числами, 

диференціальних рівнянь, рядів Фур’є, перетворень Лапласа, векторного 

аналізу тощо. Посібник розрахований на студентів денної та заочної форм 

навчання. 
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1 ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ І ЗАКОНИ ТЕОРІЇ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ 

 

 

Основне завдання теорії електричних кіл і сигналів – це вивчення ме-

тодів аналізу і синтезу електричних кіл. Завдання аналізу полягає у розра-

хунках електричних величин для заданого кола. В свою чергу завдання си-

нтезу полягає в створенні електричного кола із заданими властивостями. 

 

1.1 Електричний струм, напруга, потужність, енергія та одиниці їх 

вимірюваня 

 

 Електричним струмом називають впорядкований рух електричних 

зарядів під впливом електричного поля. Миттєвим значенням струму  ti  

називають швидкість зміни заряду q у часі: 

 

 
dt

dq

t

q
ti

t






 0

lim ,                                       (1.1) 

 

де q  – електричний заряд, що пройшов за час t  через поперечний пере-

різ провідника.  

Заряд вимірюється в кулонах  Кл , час – у секундах  с , електричний 

струм – в амперах  А .  

Нехай є провідник (рис. 1.1, а). Позитивний напрямок струму, що про-

тікає в провіднику вибирається довільно і вказується стрілкою. Як функція 

часу струм  ti  може приймати позитивні і негативні значення. Якщо в ре-

зультаті розрахунків струму, що виконані з умовно обраним позитивним 

напрямком, струм має знак плюс, то це означає, що його напрямок збіга-

ється з обраним позитивним напрямком. А якщо струм має знак мінус, то 

він спрямований протилежно обраному напрямку. 

 

 

  

 

 

 

 

 

Рисунок 1.1 – Позначення електричного струму і напруги 

 

Електрична напруга  tu  між двома точками a і b (рис. 1.1, б) елект-

ричного кола визначається кількістю енергії W, що затрачається на пере-

міщення одиничного заряду із точки a у точку b. Одиниця вимірювання 

напруги – вольт  B . 

Електричне коло 

(двополюсник) 

+ 

 – 

i(t) u(t) 

i(t) a 

b 

а) б) 
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 
dq

dW

q

W
tu

q






 0

lim .                                      (1.2) 

 

Позитивний напрямок відліку напруги  tu  відповідає напрямку пере-

міщення позитивно заряджених часток від більш високого потенціалу точ-

ки a до більш низького потенціалу точки b. 

Електрична енергія, витрачена на переміщення одиничного заряду 

між двома точками з напругою  tu  до моменту часу t  визначається рів-

нянням виду: 

 

   



t

dttituW ,                                         (1.3) 

 

оскільки  
q

dqtuW
0

, а dttiqd )( .      

                

Енергія, що надійшла в коло за проміжок часу від 1t  до 2t , визначаєть-

ся інтегралом: 

 

   
2

1

t

t

dttituW .                                        (1.4) 

 

Одиниця виміру енергії – джоуль (Дж). 

Миттєва потужність визначається похідною енергії за часом: 

 

     titu
td

Wd
tp  , звідки 

2

1

)(

t

t

dttpW .                (1.5) 

 

Потужність вимірюється у ватах –  Вт . Якщо   0tp , то відбувається 

процес поглинання енергії, якщо   0tp  – процес віддачі. 

 

1.2 Електричне коло, його елементи і моделі. Пасивні елементи 

 

Електричне коло - сукупність електротехнічних пристроїв, що скла-

дається з відповідним чином з'єднаних джерел і приймачів електричної 

енергії, призначених для генерації, передачі, розподілу і перетворення еле-

ктричної енергії. Джерелами електричного кола є пристрої, які створюють 

(генерують) струми і напруги. Приймачами електричного кола називають 

пристрої, що споживають або перетворюють електричну енергію в інші 

види енергії. 
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В основі аналізу електричних кіл лежить принцип моделювання: при 

аналізі електричного кола створюється фізична модель, що містить деяку 

основну інформацію про це коло. Далі формується математична модель – 

система рівнянь, за допомогою яких описується фізична модель. 

У електричному колі виділяють пасивні та активні елементи. До паси-

вних елементів належать: резистивний опір, індуктивність і ємність. 

Резистивним опором називають ідеалізований елемент кола, що воло-

діє властивістю необоротного розсіювання енергії (рис. 1.2). 

 

 

 

 

Рисунок 1.2 – Умовне позначення резистивного опору 

 

Математична модель резистивного опору визначається законом Ома: 

 

RRRR uGiiRu  , ,                                  (1.6) 

 

де R – опір (Ом), G – провідність, одиниця вимірювання – сименс (См). 

Опір і провідність є взаємооберненими величинами 
R

G
1

 . 

Закон Ома визначає вольт-амперну характеристику (ВАХ) резистивно-

го опору. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            а)                                                     б) 
 

Рисунок 1.3 – ВАХ резистивного опору 

 

Якщо резистивний опір не залежить від величини і напрямку струму, 

то має місце пряма пропорційність між напругою і струмом. У цьому ви-

падку резистивний  опір називається лінійним (рис. 1.3, а). А якщо ні, то 

резистивний опір називається нелінійним (рис. 1.4). 

 

 

 
 

Рисунок 1.4 – Умовне позначення нелінійного резистивного опору 

R iR 

uR 

i  i 

u u 

лінійний нелінійний 

НЕ 



9 
 

ВАХ нелінійного резистивного опору наведена на (рис. 1.3, б). 

Миттєва потужність, що надходить у резистивний опір, визначається 

співвідношенням виду:  

 
22
RRRRR uGiRiup  .                                    (1.7) 

 

Електрична енергія, що надійшла в резистивний опір і перетворена в 

тепло, починаючи з деякого моменту часу, наприклад 00 t , до розгляну-

того моменту t , рівна: 

 

 
t

R

t

R

t

RR tduGtdiRtdpW
0

2

0

2

0

.                          (1.8) 

 

У випадку постійного струму ( constIti RR )( ) або напруги 

( constUtu RR )( ) отримаємо закон Джоуля-Ленца: 

 

tUGtIRW RRR
22  .                                    (1.9) 

 

Індуктивним елементом називають ідеалізований елемент електрич-

ного кола, що наближається по властивостях до котушки індуктивності, у 

якій накопичується енергія магнітного поля (рис. 1.5). 

При цьому термін «індуктивність» і відповідна йому умовна позначка 

L  застосовуються для позначення, як самого елемента кола, так і для кіль-

кісної оцінки. Одиниця вимірювання – генрі (Гн). 

 

 

 

 

Рисунок 1.5 – Умовне позначення індуктивного елементу 

 

Математична модель індуктивного елементу визначається співвідно-

шенням виду: 

 

LiL , 



w

k
k

1

,                                 (1.10) 

 

де   – потокозчеплення,   – магнітний потік одиниці їх виміру вебер 

(Вб), w – число витків у котушці.  

Рівняння (1.10) визначає вебер-амперну характеристику. Зв'язок між 

напругою і струмом на індуктивному елементі визначається співвідношен-

ням виду: 

L iL 

 uL 
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td

id
L

td

d
u L
L 


 ,                                      (1.11) 

 

звідки  


t

LL

t

LL

t

LL dtu
L

idtu
L

dtu
L

dtu
L

i
00

0 1
)0(

111
.  

 

З виразу (1.11) видно, що якщо через індуктивний елемент протікає по-

стійний струм, то напруга на ньому дорівнює нулю, а це можливо у випад-

ку, коли опір на індуктивному елементі дорівнює нулю. Тому індуктив-

ність еквівалентна коротко замкненій (КЗ) ділянці (рис. 1.6). 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.6 – Еквівалентне позначення індуктивного елементу по постій-

ному струму 

 

Миттєва потужність, що надходить в індуктивний елемент, визначаєть-

ся як: 

 

td

id
iLiup L
LLLL  .                                  (1.12) 

 

Це рівняння  показує, що потужність пов'язана із процесом накопичен-

ня або втрати енергії магнітного поля. Енергія магнітного поля, накопи-

чена в індуктивному елементі до моменту t, визначається у вигляді: 

 

L

iL
td

td

id
iLtdpW L

i
L

L

t

LL

L

22

22

0


 



.                 (1.13) 

 

Якщо частина магнітного потоку, пов'язаного з індуктивним елементом 

1L , зв'язана одночасно і з іншим індуктивним елементом 2L , то ці два еле-

менти, окрім індуктивностей 1L  і 2L  мають параметр M , що називається 

взаємна індуктивність, вимірюється так само як індуктивність у генрі 

(Гн). 

Ємнісним елементом називають ідеалізований елемент електричного 

кола, що наближено заміняє конденсатор, у якому накопичується енергія 

електричного поля (рис. 1.7). При цьому термін «ємність» і відповідна йо-

L iL 

 uL 

iL КЗ 

uL = 0 
Схема заміщення 
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му умовна позначка C  застосовуються для позначення, як самого елемента 

кола, так і для кількісної оцінки. Одиниця вимірювання – фарад  (Ф). 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.7 – Умовне позначення ємнісного елементу 

 

Математична модель ємнісного елементу визначається співвідношен-

ням виду:  

 

CuCq  .                                            (1.14) 

 

 Це рівняння визначає вольт-кулону характеристику. Зв'язок між стру-

мом і напругою на ємнісному елементі визначається як: 

 

td

ud
C

td

qd
i C
C  ,                                    (1.15) 

 

звідки  


t

CC

t

CC

t

CC tdi
C

utdi
C

tdi
C

tdi
C

u
00

0 1
)0(

111
.     

 

З виразу (1.15) видно, що при постійній напрузі струм дорівнює нулю, 

тобто ємнісний елемент еквівалентний розриву кола (рис. 1.8) або холос-

тому ходу (ХХ). 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.8 – Еквівалентне позначення ємнісного елементу по постійному 

струму 

 

Потужність, що надходить у ємнісній елемент, визначається як:  

 

td

ud
uCiup C
CCCC  .                                 (1.16) 

 

C 
iC 

 

uC 

 

uC 

XX iC = 0 

Схема заміщення 

C 
iC 

 

uC 
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Рівняння (1.16) показує, що потужність пов'язана з процесом накопи-

чення або втрати енергії електричного поля. Енергія накопичена у ємніс-

ному елементі до моменту t визначається співвідношенням вигляду: 

 

C

quC
td

td

ud
uCtdpW CC

u

C

t

CC

C

22

22

0

 


.                (1.17) 

 

1.3 Заміщення фізичних пристроїв ідеалізованими елементами еле-

ктричного кола 

 

Розглянуті ідеалізовані резистивний, індуктивний і ємнісний елементи 

можуть бути найпростішими моделями реальних фізичних пристроїв. До 

реальних фізичних пристроїв можна віднести: резистор, котушку індукти-

вності, конденсатор. 

 При постійному і змінному струмі в області нижніх частот резистор 

можна розглядати як ідеалізований резистивний елемент (рис. 1.9). 

 

 

 

Рисунок 1.9 – Модель резистора при постійному і змінному струмі 

 

Розглянемо конденсатор, який складається із двох паралельних плас-

тин, що розділені шаром діелектрика. При постійній напрузі та ідеальному 

діелектрику конденсатор пропускати струм не буде (розрив у колі). При 

змінній напрузі в області нижніх частот модель конденсатора, крім ємніс-

ного елемента, може містити паралельну провідність пG , що враховує 

втрати енергії в діелектрику (рис. 1.10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.10 – Модель конденсатора при змінній напрузі 

 

Тепер уявімо собі найпростішу котушку індуктивності у вигляді де-

кількох кругових витків провідника, по якому протікає струм. При постій-

ному струмі котушка індуктивності може бути зображена як опір кR , який 

враховує опір витків провідника. При змінному струмі в області нижніх 

частот котушка індуктивності може бути зображена як індуктивність L  із 

послідовно підключеним опором кR  (рис. 1.11). 

 C  

пG  

R  
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Рисунок 1.11 – Модель котушки індуктивності при змінному струмі 

 

В області більш високих частот моделі резисторів, котушок індуктив-

ності і конденсаторів стають більш складними. Наприклад, на надвисоких 

частотах (НВЧ) у резисторі починає проявлятися поверхневий ефект, що 

виражається в нерівномірному розподілі струму по перерізу провідника 

(скін-ефект). У результаті цього опір провідника починає рости зі збіль-

шенням частоти. 

 

1.4 Активні елементи. Незалежні і залежні джерела 

 

Активними елементами є залежні і незалежні джерела енергії. До за-

лежних джерел відносять: електронні лампи, транзистори, операційні під-

силювачі. До незалежних джерел відносять: акумулятори, електрогенера-

тори, термоелементи. Незалежні джерела підрозділяються на джерела на-

пруги і джерела струму. 

Незалежним джерелом напруги (ЕРС) називають ідеалізований дво-

полюсник, напруга на затискачах якого не залежить від струму, що проті-

кає через нього (рис. 1.12). 

                                                                                        
                                                      abдж UE   

 

 
 

 

Рисунок 1.12 – Умовне позначення ідеального незалежного джерела  

напруги 

 

Внутрішній опір ідеального незалежного джерела напруги (ЕРС) до-

рівнює нулю. ВАХ такого джерела представляється у вигляді суцільної лі-

нії (рис. 1.13). 

  

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.13 – ВАХ ідеального та реального незалежного джерела напруги 

 L   кR  

+ – 

Uab 

b a 

Eдж 

u 

i 

Uab 

 



14 
 

Реальне незалежне джерело напруги (ЕРС) має внутрішній опір джR   

(рис.1.14). 

           
          IRUE джabдж   

 

       

 

Рисунок 1.14 – Умовне позначення реального незалежного джерела  

напруги 

 

ВАХ реального незалежного джерела напруги представлена пунктир-

ною лінією (рис. 1.13). 

Незалежним джерелом струму називають ідеалізований двополюсний 

елемент, струм якого не залежить від напруги на його затискачах 

(рис. 1.15). 

 

 
                                                                 abJ UU    

 

 

 

Рисунок 1.15 – Умовне позначення ідеального незалежного джерела  

струму 

 

Внутрішній опір ідеального незалежного джерела струму дорівнює 

нескінченності. ВАХ ідеального джерела струму представлена у вигляді 

суцільної лінії (рис. 1.16).  

      

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.16 – ВАХ ідеального та реального незалежного джерела струму 

 

Реальне незалежне джерело струму має внутрішню провідність джG  

(рис.1.17). 

ВАХ реального незалежного джерела струму представлена пунктир-

ною лінією (рис. 1.16). 
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дж

дж
R

1
G   

                                              abJ UU   

 

 

Рисунок 1.17 – Умовне позначення реального незалежного джерела струму 

 

ВАХ реального незалежного джерела струму представлена пунктир-

ною лінією (рис. 1.16). 

Можливий перехід від схеми незалежного джерела напруги (ЕРС) до 

еквівалентної схеми незалежного джерела струму по формулах: 

 

дж

дж
дж

R

E
J  , 

дж

дж
дж

G

J
E  , 

дж
дж

G
R

1
 .                   (1.18) 

 

Залежне джерело являє собою чотириполюсник із двома парами зати-

скачів: вхідних (1, 1’) і вихідних (2, 2’). Розрізняють чотири типи залежних 

джерел: 

1. Джерело напруги, кероване напругою (ДНКН). 

2. Джерело напруги, кероване струмом (ДНКС). 

3. Джерело струму, кероване напругою (ДСКН). 

4. Джерело струму, кероване струмом (ДСКС). 

Покажемо умовні позначення залежних джерел різного типу. 

В ДНКН (рис. 1.18) вхідний опір дорівнює нескінченності, вхідний 

струм дорівнює нулю, а вихідна напруга пов'язана із вхідною рівністю ви-

ду 12 uHu u . Коефіцієнт HU характеризує підсилення по напрузі. 

 

 

 

 

 
 

 

Рисунок 1.18 – Джерело напруги, кероване напругою 

 

В ДНКС (рис. 1.19) вхідний струм i1 керує вихідною напругою u2, тоб-

то 12 iHu R . Вхідна провідність дорівнює нескінченності, вхідна напруга 

дорівнює нулю. Коефіцієнт HR має розмірність опору. 
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Рисунок 1.19 – Джерело напруги, кероване струмом 

 

В ДСКН (рис. 1.20) вхідна напруга u1 керує вихідним струмом i2, тобто 

12 uHi G . Вхідний струм дорівнює нулю, вхідний опір дорівнює нескін-

ченності. Коефіцієнт HG має розмірність провідності. 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.20 – Джерело струму, кероване напругою 

 

В ДСКС (рис. 1.21) керуючим струмом є вхідний струм i1, тобто 

12 iHi I . Вхідна провідність дорівнює нескінченності, вхідна напруга до-

рівнює нулю. Коефіцієнт HI характеризує підсилення по струму. 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.21 – Джерело струму, кероване струмом 

 

Прикладом залежного джерела є операційний підсилювач (ОП). Опе-

раційний підсилювач (рис. 1.22) має два входи: 1 – неінвертуючий і 2 – ін-

вертуючий. Ідеальний ОП являє собою ДНКН з нескінченно великим кое-

фіцієнтом підсилення HU та з нескінченно великим вхідним опором і вихі-

дною провідністю. 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.22 – Схема операційного підсилювача 
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1.5 Електрична схема. Топологія електричного кола 

 

Електричною схемою називають графічне зображення електричного 

кола. Мікросхемою (інтегральною схемою) називають інтегральне елект-

ричне коло, що містить сотні і тисячі найпростіших активних і пасивних 

елементів. 

 Для аналізу електричних кіл останнім часом застосовують топологічні 

методи, що полягають у представлені електричного кола у вигляді графа. 

Граф – геометрична система ліній (гілок), що з'єднують задані точки (ву-

зли). Граф, у якого гілки орієнтовані по напрямку струмів у гілках, є оріє-

нтованим (напрямленим).  

Нехай дана електрична схема у вигляді (рис. 1.23): 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.23 – Схема електричного кола 

 

Для цього кола орієнтований граф буде мати вигляд (рис. 1.24): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.24 – Орієнтований граф електричного кола 

 

Основні поняття і визначення в топології кіл: 

1. Вузол – місце з'єднання затискачів трьох і більш елементів (рис. 

1.25). Для зручності вузол може відображатись не однією, а декількома то-

чками, які зображають один і той самий вузол.  

2. Гілка (вітка) – це частина кола (схеми), що включається між двома 

вузлами, через які вона обмінюється енергією з колом. Найпростішою гіл-

кою є двополюсний елемент. Гілки, приєднані до однієї пари вузлів, утво-

рюють паралельне з'єднання. 
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Рисунок 1.25 – Зображення вузла електричного кола 

 

3. Шлях – послідовне з'єднання гілок кола. 

4. Контур – будь-який замкнений шлях, що починається та закінчуєть-

ся в одній точці і вздовж якого кожен вузол проходить не більше ніж один 

раз (рис. 1.26).  
 

 
Рисунок 1.26 – Зображення контуру електричного кола 

 

Залежно від числа контурів у схемі, розрізняють одноконтурні (нероз-

галужені) і багатоконтурні (розгалужені) схеми. У ряді випадків зручно 

замінити багатоконтурну схему одноконтурною, що спрощує розрахунки. 

5. Система незалежних контурів - це сукупність контурів, кожен з 

яких відрізняється від будь-якого іншого хоча б одним елементом. 
 

Приклад. Проведемо топологічний аналіз наступної схеми: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Кількість вузлів 4вузN . Для зручності вузол 1 відображається не однією, а декі-

лькома точками. 

1R  2R  

3R  

 4R  

1E  

2E  

L  

C  

 

J  

 

4  3  

2  1 

1 І ІІІ

ІІ 

ІV 

Вузол 
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Кількість гілок 7гN . Так гілка, що з’єднує вузли 2 і 3 складається з резистора 1 

та джерела ЕРС 1E , а гілка, що з’єднує вузли 1 і 2 складається з резистора 3R  та коту-

шки індуктивності L . 

Кількість джерел напруги 2EN . Кількість джерел струму 1JN . 

Контури I, II, III та IV є прикладом системи незалежних контурів. 

 

На практиці при аналізі електричних схем розрізняють послідовне, па-

ралельне та змішане з’єднання елементів. 

Послідовним називають з’єднання двополюсних елементів та гілок, 

якщо струм на всіх компонентах з’єднання змінюється за одним і тим са-

мим законом, а загальна напруга на його зовнішніх виводах у будь-який 

момент часу дорівнює алгебраїчній сумі напруг його компонентів. 

Характерним для послідовного з’єднання (рис. 1.27) є розміщення його 

елементів один за одним і відсутність відгалуження частини струму, який 

через них проходить на інші елементи. 

 

 
Рисунок 1.27 – Послідовне з’єднання елементів 

 

Паралельним називають з’єднання, якщо елементи та гілки приєднані 

до однієї пари вузлів, напруга на всіх компонентах з’єднання змінюється за 

одним і тим самим законом, а загальний струм на його зовнішніх виводах у 

будь-який момент часу дорівнює алгебраїчній сумі струмів його компоне-

нтів (рис. 1.28). 

 

 
Рисунок 1.28 – Паралельне з’єднання елементів 

 

Змішане з’єднання елементів включає в себе послідовне та паралельне 

з’єднання елементів. 

 

1.6 Закони Ома і Кірхгофа 

 

Закон Ома: сила електричного струму I  прямо пропорційна напрузі 

U , що діє на ділянці кола і обернено пропорційна опору R  цієї ділянки.  
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UG
R

U
I  .                                       (1.19) 

 

Застосовується закон Ома для гілок або для одноконтурного замкнено-

го кола. При написанні закону Ома слід вибрати довільно позитивний на-

прямок струму. 
 

Приклад. Закон Ома для гілки, що містить джерела ЕРС і резистори: 

 

 

 

 

 

21

21

RR

EEVV
I ba




 . 

 

У загальному випадку закон Ома записується:  

 

      





ab

ba

R

EVV
I .                                     (1.20)  

 

Для замкненого контуру вираз (1.20) запишеться у наступному вигляді: 

 

 



R

E
I .                                              (1.21) 

 

I закон Кірхгофа: алгебраїчна сума всіх струмів, що сходяться в будь-

якому вузлі, дорівнює нулю. При цьому знаки струмів беруться з ураху-

ванням обраних напрямків струмів: усім струмам, спрямованим від вузла, 

умовно приписується знак «плюс», і відповідно усім струмам спрямованим 

до вузла умовно приписується знак «мінус».  

Математичний запис I закону Кірхгофа: 

 

0
1




n

k
kI .                                          (1.22) 

 

Приклад. Записати рівняння по першому закону Кірхгофа для вузла 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

R1 R2 E1 E2 I 

a b 

1I  2I  

3I  

4I  

1 
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Для вузла 1 за першим законом Кірхгофа запишемо:  

 

02143  IIII , звідки 2143 IIII  . 

 

Остання рівність показує закон збереження енергії. 

 

II закон Кірхгофа: алгебраїчна сума ЕРС замкненого контуру дорів-

нює алгебраїчній сумі падінь напруг на ньому. 

Математичний запис II закону Кірхгофа: 

 





n

k
kk

n

k
k IRE

11

.                                     (1.23) 

 

Напрямок обходу контуру вибирають довільно. У лівій частині рівнян-

ня ЕРС, напрямки яких збігаються з напрямком контуру беруться позитив-

ними. При записі правої частини рівності зі знаком «+» беруться падіння 

напруги в тих гілках, у яких обраний позитивний напрямок струму збіга-

ється з напрямком обходу контуру. 
 

Приклад. Для заданого контуру записати рівняння за другим законом Кірхгофа. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для контура за другим законом Кірхгофа запишемо:  

 

4422331121 IRIRIRIREE  . 

 

Напруги на резистивних елементах визначаються наступним чином: 

 

111 IRUR  , 222 IRUR  , 333 IRUR  , 444 IRUR   

. 

Закон збереження енергії: у будь-який момент часу сума миттєвих 

потужностей усіх пасивних гілок кола дорівнює сумі миттєвих потужнос-

тей, що генеруються джерелами напруги і струму. 

 

Напрямок обходу 

1R  

1E  

2R  

2E  

3R  
4R  

1I  

 3I  

2I  

4I  

1RU  

3RU  

2RU  

4RU  
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1.7 Принцип еквівалентності. Перетворення електричних схем 

 

Принцип еквівалентності: напруги та струми в гілках схеми, яких не 

торкнулось перетворення, залишаються незмінними.  

Перетворення електричних схем включає в себе спрощення послідов-

но, паралельно та змішано зєднаних елементів. 

Послідовне з'єднання елементів: 

1. Розглянемо послідовне з'єднання резистивних елементів (рис. 1.29).  

                                           

 

                                              
 

Рисунок 1.29 – Перетворення послідовного з'єднання резистивних  

елементів 

 

Еквівалентний опір eR  у такому випадку визначається з виразу:  

 





N

n
nе RR

1

.                                            (1.24) 

 

2. Розглянемо послідовне з'єднання індуктивних елементів (рис. 1.30). 

 

 

 
 

Рисунок 1.30 – Перетворення послідовного з'єднання індуктивних  

елементів 

 

Еквівалентна індуктивність eL  у такому випадку визначається з виразу:  

 





N

n
nе LL

1

.                                            (1.25) 

 

3.  Розглянемо послідовне з'єднання ємнісних елементів (рис. 1.31). 

 

 

 
 

Рисунок 1.31 – Перетворення послідовного з'єднання ємнісних елементів 

 

Еквівалентна ємність eC  у такому випадку визначається з виразу:  

 

iR R1 R2 RN iR Rе 

L1 L2 LN iL Lе iL 

C1 C2 CN 

 

iC iC 

Cе 
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



N

n nе CC 1

11
.                                           (1.26) 

 

Паралельне з'єднання елементів: 

1. Розглянемо паралельне з'єднання резистивних елементів (рис. 1.32). 
 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.32 – Перетворення паралельного з'єднання резисторів 

 

Еквівалентний опір eR  у такому випадку визначається з виразу:  

 





N

n nе RR 1

11
.                                             (1.27) 

 

2. Розглянемо паралельне з'єднання індуктивних елементів (рис. 1.33). 

 

 

 

 

 

 
 

Рисунок 1.33 – Перетворення паралельного з'єднання індуктивностей 

 

Еквівалентна індуктивність eL  у такому випадку визначається з виразу:  

 





N

n nе LL 1

11
.                                            (1.28) 

 

3. Розглянемо паралельне з'єднання ємнісних елементів (рис. 1.34). 
 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.34 – Перетворення паралельного з'єднання ємнісних елементів 

Rе uR  R1 R2 RN uR 

 L1 L2 LN uL Lе uL 

C1 C2 CN Cе uC uC 
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Еквівалентна ємність eC   у такому випадку визначається з виразу:  

 





N

n
nе CC

1

.                                             (1.29) 

 

Змішане з'єднання резистивних елементів представлено на  

(рис. 1.35). 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.35 – Перетворення змішаного з'єднання резистивних елементів 

 

Еквівалентний опір eR  у такому випадку визначається з виразу:  

 

32

32
1

RR

RR
RRе 

 .                                        (1.30) 

 

Перетворення з'єднання «трикутника» в «зірку» наведено на 

(рис. 1.36). 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.36 – З’єднання резисторів зіркою а) і трикутником б) 

 

Складемо рівняння Кірхгофа для схеми (рис. 1.36, а). 

Rе uR 

R1 

 R2 R3 uR 

 1R  

 3R   2R  

 13U   12U  

 23U  

 1I  

  3    2  

 1 

 3I  
 2I  

 контур II 
 13R   12R  

 23R  

 13U   12U  

 23U  

 1I  

 3I   2I  

  12I   13I  

 23I    3    2  

 1 

 контур I 

а) б) 
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













.0

,0

,0

131323231212

23122

13121

RIRIRI

III

III

                           (1.31) 

 

Перші два рівняння системи (1.31) складені для вузлів 1 і 2, а третє - 

для контура I. Проведемо деякі перетворення: 

 












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2323131312
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232313131212

12223

12113
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RIRIRI

III

III

     (1.32) 

 

Перше та друге рівняння підставимо у третє, одержимо: 

 

23122321312131231221312112 )()( RIRIRIRIRIIRIIU  , 

 

оскільки 
12

12
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R

U
I  , то 23
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13112 R
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U
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12 RIRIR
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U  , 
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1( RIRIR
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R
R

U  , 

 

232131
12

231312
12 RIRI

R

RRR
U 


, звідки 

 

231312

1223
2

231312

1213
112

RRR

RR
I

RRR

RR
IU





 .                 (1.33) 

 

З іншого боку напругу 12U  можна визначити по контуру II (рис. 1.36, а). 

 

1122120 RIRIU  , звідки 221112 RIRIU  .          (1.34) 

 

Таким чином прирівнявши вирази (1.33) і (1.34), одержимо: 

 

231312
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2
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З виразу (1.35) видно, що опори в лівій частині рівності дорівнюють ві-

дповідним опорам у правій частині, тобто 
 

231312

1213
1

RRR

RR
R


 ,                                       (1.36) 

 

231312

1223
2

RRR

RR
R


 .                                       (1.37) 

 

За аналогією можна знайти і опір 3R : 

 

231312

2313
3

RRR

RR
R


 .                                       (1.38) 

 

Отримані формульні перетворення (1.36) – (1.38) будуть досить корис-

ні при визначенні еквівалентного опору лінійного електричного кола, що 

містить з'єднання типу «трикутник». 
 

Приклад. Визначимо еквівалентний опір лінійного електричного кола: 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Проведемо еквівалентне перетворення з «трикутника» в «зірку»: 
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По формулах перетворення одержуємо: 

 

231312

1213
1

RRR

RR
R


 ,  

 

231312

1223
2

RRR

RR
R


 ,  

 

231312

2313
3

RRR

RR
R


 . 

  

З останньої схеми видно, що опори 3R  та 4R , як і опори  2R  та 5R  з'єднані послі-

довно. У свою чергу, гілки з опорами 3R , 4R  та 2R , 5R  з'єднані паралельно. Отже, ек-

вівалентний опір усього кола визначається з виразу: 

 

5432

5243
1

)()(

RRRR

RRRR
RRe 


 . 

 

Для перетворення з’єднання «зірка» в «трикутник» застосовують 

вирази: 

 

3

21
2112

R

RR
RRR  ,                                      (1.39) 

 

2

31
3113

R

RR
RRR  ,                                      (1.40) 

 

1

32
3223

R

RR
RRR  .                                     (1.41) 

 

1.8 Принцип накладання. Теорема заміщення. Теорема взаємності 

 

Якщо розглядати напруги і струми джерел електричної енергії, як за-

даючі впливи (дії), а напруги і струми в окремих гілках кола як реакцію 

(відгук) кола на ці впливи, то принцип накладання можна сформулювати 

в такий спосіб: реакція лінійного електричного кола (ЛЕК) на суму впливів 

дорівнює сумі реакцій від кожного впливу окремо. 

Принцип накладання можна використовувати для знаходження реакції 

в лінійному колі, що перебуває як під впливом декількох джерел, так і при 

складному довільному впливі одного джерела. 

Якщо у ЛЕК діє кілька джерел електричної енергії, то для знаходження 

струму i  або напруги u  в якій-небудь гілці необхідно здійснити почерго-

вий вплив кожним джерелом та знайти відповідні часткові реакції ki  й ku  
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на ці впливи. Тоді результуюча реакція відповідно до принципу накладан-

ня визначається як: 

 





N

k
kii

1

, 



N

k
kuu

1

,                                       (1.42) 

 

де N  – загальне число джерел електричної енергії. 

При цьому джерела електричної енергії, які не враховуються при поче-

рговому впливі, а саме джерела напруги (ЕРС) заміняються закоротками, а 

джерела струму - розривами. 

Якщо у ЛЕК прикладена напруга складної форми, тоді необхідно розк-

ласти цей складний вплив на суму простих впливів та визначати реакцію 

кола на кожний простий вплив з наступним накладанням отриманих ре-

зультатів. 

 Для нелінійних кіл принцип накладання не застосовується – і ця об-

ставина часто служить критерієм оцінки лінійності або нелінійності елект-

ричного кола. Для оцінки лінійності електричного кола подамо на його 

вхід вплив )(tx  у вигляді напруги або струму (рис. 1.37) і будемо спостері-

гати реакцію )(ty  на виході кола. 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.37 – Зображення ЛЕК у вигляді чотириполюсника 

 

Якщо на вхід кола поданий вплив виду: )(tkx , а реакція на цей вплив 

)(tky , то коло лінійне. А якщо ні, то коло є нелінійним. 

Теорема заміщення: будь-яку гілку ЛЕК із напругою u та струмом i 

можна замінити джерелом напруги з uEДЖ   та джерелом струму  з 

iJ ДЖ  (рис. 1.38). 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.38 – Ілюстрація до теореми заміщення 
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Теорема взаємності: якщо джерело напруги (ЕРС), увімкнене у деяку 

гілку m ЛЕК (рис. 1.39), що складається із пасивних двополюсників, ви-

кликає в іншій гілці n цього кола частковий струм І, то це джерело напруги 

(ЕРС), будучи перенесене у гілку n, викличе в гілці m той самий частковий 

струм І. 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.39 – Ілюстрація до теореми взаємності 

 

1.9 Теорема про активний двополюсник. Теорема Тевеніна і     

Нортона 

 

Теорема про активний двополюсник використовується у випадку, коли 

треба знайти реакцію кола (струм або напругу) в одній гілці. При цьому 

іншу частину кола, до якого підключена дана гілка, зручно розглядати у 

вигляді двополюсника. 

Активний двополюсник – містить джерела електричної енергії, які не 

компенсуються взаємно усередині двополюсника, в противному випадку 

двополюсник пасивний. 

Розрізняють дві модифікації теореми про активний двополюсник: 

Теорема про еквівалентне джерело напруги (Теорема Тевеніна): 

струм у будь-якій гілці ЛЕК не зміниться, якщо активний двополюсник, до 

якого підключена дана гілка, замінити еквівалентним джерелом напруги 

(ЕРС) з напругою (ЕРС), рівною напрузі холостого ходу на затискачах ро-

зімкнутої гілки та внутрішнім опором джерела, рівним еквівалентному 

вхідному опору пасивного двополюсника з боку розімкнутої гілки. 

При перетворенні активного двополюсника у пасивний необхідно дже-

рела напруги (ЕРС) замінити закоротками, а джерела стуму – розривами. 

Теорема про еквівалентне джерело струму (Теорема Нортона): струм 

у будь-якій гілці ЛЕК не змінитися, якщо активний двополюсник, до якого 

підключена дана гілка, замінити еквівалентним джерелом струму зі стру-

мом, рівним струму короткого замикання цієї гілки, та внутрішньою про-

відністю, рівною еквівалентній вхідній провідності з боку розімкнутої гіл-

ки. 

Зв'язок між еквівалентним джерелом напруги і струму виражається 

співвідношеннями: 

 

ДЖДЖДЖ RJE  ,  ДЖДЖДЖ EGJ  ,  ДЖДЖ RG 1 .              (1.43) 
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Рисунок 1.40 – Ілюстрація до теореми про еквівалентне джерело напруги 

 

                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.41 – Ілюстрація до теореми про еквівалентне джерело струму 

 

1.10 Принцип дуальності. Теорема Телледжена. Баланс потужності 

 

Принцип дуальності: якщо для даного електричного кола справедливі 

деякі закони, рівняння або співвідношення, то вони будуть справедливі і 

для дуальних величин у дуальному колі. 

Використання принципу дуальності в ряді випадків дозволяє суттєво 

спростити розрахунки. Так, якщо знайдені рівняння для одного кола, то, 

використовуючи дуальні співвідношення можна відразу записати закони 

зміни дуальних величин у дуальному колі. 
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Таблиця 1.1 - Основні дуальні поняття і співвідношення 

Вихідні поняття Дуальні поняття 

Напруга Струм 

Опір Провідність 

Індуктивність Ємність 

I закон Кірхгофа II закон Кірхгофа 

)()( tiRtu RR   )()( tuGti RR   

td

tid
Ltu L

L

)(
)(   

td

tud
Cti C

C

)(
)(   

 dtti
C

tu CC )(
1

)(   dttu
L

ti LL )(
1

)(  

Теорема про еквівалентне  

джерело напруги 

Теорема про еквівалентне  

джерело струму 

Послідовне з'єднання Паралельне з'єднання 


k

kRR  
k

kGG    


k

kLL  
k

kCC  


k kCC

11
 

k kLL

11
 

 

Теорема Телледжена: сума добутків напруг і струмів усіх гілок кола, 

що задовольняють законам Кірхгофа, дорівнює нулю. 

 





ГN

n
nn iu

1

0 .                                              (1.44) 

 

Баланс потужності: для будь-якого замкненого електричного кола су-

ма потужностей, що віддаються джерелами електричної енергії джP , дорі-

внює сумі потужностей, що витрачаються (споживаються) в приймачах 

енергії спожP . 

 

  спождж PР .                                      (1.45)  

 

Рівняння балансу потужності описується виразом:   

 

   kkkJkkk RIJUIE 2 .                           (1.46) 

 

Слід звернути увагу на розміщення знаків при складанні рівняння ба-

лансу потужності. Якщо  напрямок напруги на джерелі протилежний на-

прямку струму, то доданок записується зі знаком «плюс», якщо співнапра-
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влені, то зі знаком «мінус». При записі правої частини рівняння балансу 

потужності всі доданки беруться зі знаком «плюс». 

 

 
                    IEP  ,              IEP  ,             JUP J  ,          JUP J  . 

Рисунок 1.42 - Ілюстрація до визначення знаків доданків у рівнянні  

балансу потужності 

 
Приклад. Скласти рівняння балансу потужності для резистивного електричного 

кола. 

 

 

       

 

 

 

 

 

 

4
2
43

2
32

2
21

2
1 RIRIRIRIJUIE J  , 

 

де 22 RIEU J   – напруга на джерелі струму. 

 

1.11 Запитання та задачі для закріплення 

 

1. Дайте визначення електричному струму, напрузі, енергії і потужнос-

ті. 

2. Що називається електричним колом? 

3. Які елементи електричного кола є пасивними? 

4. У чому відмінність лінійного резистивного опору від нелінійного? 

5. Який зв'язок між напругою і струмом, що протікає через індуктив-

ний елемент? 

6. Які елементи електричного кола є активними? 

7. Що називається незалежним джерелом напруги? 

8. У чому відмінність ідеального джерела струму від реального? 

9. Назвіть основні поняття і визначення в топології електричних кіл. 

10. Запишіть у загальному виді Закон Ома для гілки, що містить дже-

рела ЕРС і резистори. 

11. Сформулюйте І та ІІ закони Кірхгофа. 

12. У чому полягає принцип еквівалентності? 

13. Сформулюйте принцип накладання. 

 

I3 

R2 

R1 

R3 

R4 

E 

J 

 UJ 

I1 

I4 I2 

I 
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14. Сформулюйте теорему про еквівалентне джерело напруги. 

15. Для заданого електричного кола знайти еквівалентний опір між за-

тискачами ab, ac, af, bf та df якщо: Ом)(1001 R , Ом)(20042  RR , 

Ом)(40053  RR . 
 

 
 

16. Скласти систему рівнянь за законами Кірхгофа для заданого елект-

ричного кола. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 
17. Визначити баланс потужності для заданого електричного кола. 
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2 МЕТОДИ АНАЛІЗУ ЛІНІЙНИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ В РЕЖИМІ 

ПОСТІЙНОГО СТРУМУ 

 

 

Якщо відома конфігурація складного електричного кола і задані пара-

метри елементів, то розрахунки такого кола звичайно зводяться до визна-

чення струмів у гілках та потенціалів вузлів. Кількість невідомих струмів 

збігається із кількістю m  гілок. Якщо в деяких гілках містяться джерела 

струму, то невідомими для цих гілок є відповідні напруги джерел струму 

JU . Таким чином, для розрахунків кола у загальному випадку слід скласти 

систему з m  незалежних рівнянь. 

 

2.1 Метод струмів гілок 

 

Метод струмів гілок (МСГ), який ще називають методом рівнянь Кір-

хгофа заснований на законах Кірхгофа. Число рівнянь за МСГ дорівнює 

кількості невідомих струмів гілок і визначається як: 

 

Jгмсг NNN  ,                                          (2.1) 

 

де гN  - кількість гілок, JN  - кількість джерел струму. 

 

Кількість рівнянь IN , що складаються по I закону Кірхгофа рівна: 

 

1 вузI NN ,                                            (2.2) 

 

де вузN  - кількість вузлів. 

 

Кількість рівнянь ІIN , що складаються по II закону Кірхгофа рівна: 

 

JвузгII NNNN  1 .                                 (2.3) 

 

З виразу (2.3) видно, що при складанні рівнянь по II закону Кірхгофа 

слід вибирати незалежні контури, що не містять джерел струму.  

МСГ на практиці застосовується для розрахунку електричних кіл, що 

містять не більше трьох вузлів, так як електричне коло з більшою кількіс-

тю вузлів вимагає більшої кількості рівнянь, що в свою чергу значно 

ускладнює розрахунки. 

 

Для розрахунку лінійного електричного кола по постійному струму за 

МСГ необхідно: 

1. Позначити струми гілок і довільно вибрати їх позитивний напрямок.  
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2. Позначити усі вузли електричного кола і за виразом (2.2) визначити 

кількість рівнянь за I законом Кірхгофа. 

3. Визначити за виразом (2.3) кількість рівнянь за II законом Кірхгофа. 

4. Довільно обрати напрямки обходу незалежних контурів, для яких 

будуть складатись рівняння за II законом Кірхгофа .  

5. Скласти рівняння за I законом Кірхгофа.  

6. Скласти рівняння за II законом Кірхгофа.  

7. Об’єднати складені рівняння за I і ІІ законом Кірхгофа та отримати n 

систему рівнянь з n невідомими струмами гілок. Розв’язавши дану систе-

му, отримати числові значення струмів гілок. 

8. Якщо необхідно, то за допомогою узагальненого закону Ома розра-

хувати напруги гілок.  

Якщо на практиці, в результаті розрахунків, деякі струми мають 

від’ємне значення, то це означає, що вони насправді напрямлені протиле-

жно до відповідно обраного їм позитивного напрямку струму. 
 

Приклад. В заданому колі визначити струми гілок, якщо Ом)(2001 R ,
 

Ом)(1002 R , Ом)(103 R , В)(601 E , В)(482 E , В)(63 E . 

 

 
 

Позначивши струми гілок та вузли у колі визначимо кількість рівнянь за I законом 

Кірхгофа: 

1121  вузI NN . 

 

Визначимо кількість рівнянь за ІI законом Кірхгофа: 

 

201231  JвузгII NNNN . 

 

Позначимо напрямки обходу І та ІІ контурів. 

Складемо рівняння за І законом Кірхгофа для вузла 2: 

 

0321  III . 

 

Складемо рівняння за ІІ законом Кірхгофа для контурів І та ІІ: 
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,323322 EEIRIR   

 

.313311 EEIRIR   

 

Об’єднавши складені рівняння, отримаємо систему рівнянь:  

 















.

,

,0

313311

323322

321

EEIRIR

EEIRIR

III

 

 

Таким чином, визначення струмів гілок зводиться до розв’язку системи рівнянь з 

трьома невідомими. 

З першого рівняння системи виразимо струм 2I  і підставимо його значення у друге 

рівняння: 

 

   





























.

,

,

.

,

,

313311

3232312

312

313311

3233312

312

EEIRIR

EERRIIR

III

EEIRIR

EEIRIIR

III

 

 

З третього рівняння системи виразимо струм 1I  і підставимо його значення у друге 

рівняння та визначимо струм 3I : 

 

       
 


















































.

,

,

.

,

,

1

3331
1

32132

132321
3

312

1

3331
1

32323
1

33312

312

R

IREE
I

RRRRR

EEREER
I

III

R

IREE
I

EERRI
R

IREER

III

 

 

Підставивши значення опорів і ЕРС отримаємо: 

 















.А)(6,0

,А)(36,0

,А)(24,0

3

2

1

I

I

I

 

 

Струми 1I  та 2I  мають додатне значення, а струм 3I  - від’ємне, відповідно, на-

прямки перших двох струмів були обрані вірно, а напрямок третього струму – невірно. 

Таким чином, струм 3I  насправді напрямлений протилежно до відповідно обраного 

йому позитивного напрямку струму і на схемі позначається пунктирною стрілкою. 
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2.2 Метод контурних струмів 

 

Метод контурних струмів (МКС) є одним із основних методів 

розрахунків складних електричних кіл, яким широко користуються на 

практиці. При розрахунках методом контурних струмів вважають, що у 

кожному незалежному контурі проходить свій контурний струм. Рівняння 

складають щодо контурних струмів, після чого визначають струми гілок 

через контурні струми. Таким чином, МКС можна визначити як метод 

розрахунків, у якому за шукані вважають контурні струми.  

МКС є більш економічним, ніж МСГ, так як дозволяє зменшити кіль-

кість рівнянь до числа: 

 

Jвузгмкc NNNN  1 .                                   (2.4) 

 

Струм у будь-якій гілці кола можна представити у вигляді алгебраїчної 

суми контурних струмів, що протікають по цій гілці. Причому, якщо кон-

турний струм співпадає з напрямком струму у гілці, то він береться зі зна-

ком «плюс», якщо не співпадає – зі знаком «мінус». 

Вибирають і позначають відомі та невідомі контурні струми. 

Відомі контурні струми – це струми, що співпадають з відповідними 

струмами джерел струму і вони задані умовою задачі. У жодному разі не 

можна вибирати відомий контурний струм від джерела струму так, щоб він 

охоплював гілки з іншим джерелом струму. 

Невідомі контурні струми визначаються по II закону Кірхгофа. Неві-

домі контурні струми не повинні охоплювати гілки із джерелами струму, 

для них складається канонічна система рівнянь виду: 
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              (2.5) 

 

де kkR  – власний опір контуру k (являє собою арифметичну суму усіх 

опорів, що перебувають у k-му контурі),  

mkkm RR   – загальний опір контурів k і m (являє собою алгебраїчну суму 

опорів гілки (декількох гілок), що одночасно належать k-му та m-му конту-

рам), причому, якщо напрямки контурних струмів у загальній гілці для ко-

нтурів k і m збігаються, то 0kmR , а якщо ні, то 0kmR ,  
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
n

kkE – алгебраїчна сума ЕРС, включених у гілки, що утворюють контур k, 

причому, зі знаком «плюс» у цю суму входять ЕРС джерел, що діють згід-

но з обходом контуру, зі знаком «мінус» входять ЕРС джерел, що діють зу-

стрічно, 

kkI  – невідомі контурні струми, 

nJ  – відомі контурні струми у контурах, що містять джерела струму, 

nR  – загальний опір гілки контуру n з контуром, що містять джерело стру-

му. 

 

Для розрахунку лінійного електричного кола по постійному струму за 

МКС необхідно: 

1. Позначити всі струми гілок і довільно вибрати їх позитивний напря-

мок. 

2. Довільно вибрати сукупність незалежних контурів і нанести на схе-

му позитивний напрямок (відомих і невідомих) контурних струмів, що 

проходять в обраних контурах.  

3. Визначити за виразом (2.4) кількість рівнянь за II законом Кірхгофа. 

4. Скласти систему рівнянь виду (2.5) для контурних струмів. 

5. Визначити власні, загальні опори і контурні ЕРС та підставити їх у 

систему рівнянь (2.5).  

6. Розв’язати отриману систему рівнянь щодо контурних струмів. 

7. Визначити струми гілок через контурні струми за I законом 

Кірхгофа.  

8. Якщо необхідно, то за допомогою узагальненого закону Ома розра-

хувати потенціали вузлів.  
 

Приклад. В заданому колі визначити струми гілок методом контурних струмів, 

якщо Ом)(101 R ,
 

Ом)(502 R , Ом)(13 R , Ом)(44 R , В)(301 E , В)(12 E , 

А)(1J . 

 

     

 

 

 

 

 

       

 

 

 

 
Позначивши струми гілок і контурні струми у колі визначимо кількість рівнянь за 

II законом Кірхгофа: 

R1 I1 

I2 

R2 

R3 R4 

J 

UJ 

E1 E2 

 

J11 
I3 

I11 
I5 

I22 I4 
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.211461  Jвузгмкc NNNN  

Складемо систему рівнянь для контурних струмів: 
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де 11I , 22I  – невідомі контурні струми,  

JJ 11 – відомий контурний струм. 

 

Визначимо власні, загальні опори і контурні ЕРС: 

 

111 RR  , 4322 RRR   – власні опори першого та другого контурів, 

 

02112  RR  – загальний (спільний) опір між першим і другим контуром, 

 

2111 EEE  , 2122 EEE  – алгебраїчна сума ЕРС в першому і другому контурі, 

 




JR , 


  JRJR  - алгебраїчна сума добутків відомого контурного струму (в 

контурі, що містить джерело струму) та загального опору між першим (другим) конту-

ром і контуром, що містить джерело струму. 

 

Підставимо отримані значення в систему рівнянь: 

 

 







.

,

211132243

21111

EEJRIRR
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Визначимо з системи рівнянь контурні струми 11I  і 22I  та підставимо значення 

елементів: 
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Розрахуємо невідомі струми в гілках 54321 ,,,, IIIII , які визначаються через кон-

турні струми у вигляді: 

 

111 II  ,   2211112 IJII  ,   22113 IJI  ,   224 II  ,   22115 III  . 

 

Таким чином, одержимо: 

 

)(1,3111 AII  ,  )(1,102211112 AIJII  ,  А)(722113  IJI ,  

 

)(6224 AII  ,  А)(1,922115  III . 
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2.3 Метод вузлових напруг 

 

Метод розрахунків електричних кіл, у якому за невідомі вибирають 

потенціали вузлів схеми, називають методом вузлових напруг (МВН). У 

даному методі визначаються потенціали всіх вузлів, а струми гілок, що 

з'єднують вузли, знаходять за допомогою узагальненого закону Ома (1.20). 

МВН дозволяє зменшити кількість рівнянь до числа: 

 

Евузмвн NNN  1 ,                                      (2.6) 

 

де ЕN  – це кількість джерел ЕРС, що безпосередньо ввімкнені між двома 

вузлами. 

МВН, як і МКС є одиним із основних методів розрахунку електричних 

кіл. Даний метод є більш економічним, ніж МКС, якщо 1вузN  менше кі-

лькості незалежних контурів. 

При складанні рівнянь за МВН потенціал якого-небудь одного вузла 

(його називають базовим) прирівнюють до нуля. Для визначення потенці-

алів решти вузлів складається система канонічних рівнянь виду: 
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      (2.7) 

 

де ssG  – власна провідність вузла (являє собою арифметичну суму прові-

дностей усіх гілок (окрім провідностей гілок, що містять джерело струму), 

приєднаних до вузла s). Береться зі знаком «плюс», 

qssq GG   – загальна провідність вузлів s і q (являє собою суму провідно-

стей усіх гілок (окрім провідностей гілок, що містять джерело струму), що 

безпосередньо з'єднують вузли s та q). Береться зі знаком «мінус». Таким 

чином, провідності гілок із джерелами струму беруться такими, що дорів-

нюють нулю, і у власні та загальні провідності не входять! 

 
s

GE  – алгебраїчна сума добутків ЕРС гілок, що примикають до вузла s, 

на їхні провідності, 


s

J  – алгебраїчна сума струмів джерел струму, приєднаних до вузла s. 

При цьому зі знаком «плюс» беруться ті Е і J, які діють у напрямку до 

вузла, а зі знаком «мінус» – у напрямку від вузла. 
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Для розрахунку лінійного електричного кола по постійному струму за 

МВН необхідно: 

1. Позначити всі струми гілок та вибрати їх позитивний напрямок. 

2. Довільно вибрати базовий вузол та позначити усі інші вузли кола. 

3. Визначити за виразом (2.6) кількість рівнянь для МВН. 

4. Скласти систему рівнянь виду (2.7) для знаходження потенціалів ву-

злів. 

5. Визначити власні, загальні провідності і вузлові струми ( 
s

GE , 


s

J ) та підставити їх у систему рівнянь (2.7).  

6. Розв’язати отриману систему рівнянь щодо потенціалів вузлів. 

7. Визначити невідомі струми гілок через потенціали вузлів за узагаль-

неним законом Ома.  

 
Приклад. В заданому колі визначити струми гілок методом вузлових напруг, якщо 

Ом)(101 R ,
 

Ом)(502 R , Ом)(13 R , Ом)(44 R , В)(301 E , В)(12 E , 

А)(1J . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Позначимо струми гілок у колі. За базисний вузол оберемо вузол 4 ( В)(04 V ) і 

визначимо кількість рівнянь по МВН: 

 

12141  Евузмвн NNN , 

 

де 2ЕN , так як джерела ЕРС 1E  і 2E  безпосередньо ввімкнені між двома вузлами, 

між 2 та 4, і між 3 та 4 відповідно. 

Складемо рівняння  для визначення потенціалу 1V : 

 

 
11

133122111 JGEGVGVGV , 

де 1V  – потенціал вузла 1, 

1142 EEVV   – потенціал вузла 2, 

2243 EEVV   – потенціал вузла 3. 

R4 
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Визначимо невідомі коефіцієнти нашого рівняння: 

 

43
11

11

RR
G   – власна провідність гілок, приєднаних до вузла 1, 

 

3
12

1

R
G   – загальна провідність гілки, що з’єднує вузли 1 і 2, 

 

4
13

1

R
G   – загальна провідність гілки, що з’єднує вузли 1 і 3, 

 

0

1

 GE , оскільки немає гілок з ЕРС, що примикають до вузла 1, 

 

JJ 
1

, оскільки струм джерела струму спрямований від вузла. 

 

Після підстановки всіх коефіцієнтів одержимо рівняння у вигляді: 
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Визначимо з рівняння невідомий потенціал 1V  і підставимо значення елементів: 

 

.В)(2375,288,01
4

1

1

30

5

4

4

2

3

1

43

43
1 



 











 J

R

E

R

E

RR

RR
V  

 

За допомогою узагальненого закону Ома визначимо невідомі струми в гілках: 
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а струми 2I , 5I  визначимо за І законом Кірхгофа: 

 

132 III  ,  145 III   . 

 

Таким чином, одержимо: 
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,А)(6
4
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12
4 
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
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

R
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I  

 

А)(1,101,37132  III ,   

 

.А)(1,91,36145  III  

 

2.4 Метод еквівалентного генератора 

 

Метод еквівалентного генератора заснований на теоремі про актив-

ний двополюсник. Застосування даного методу доцільно для визначення 

струму в якій-небудь одній гілці складного електричного кола.  

Для розрахунку лінійного електричного кола по постійному струму ме-

тодом еквівалентного генератора необхідно:  

1. Розділити електричне коло на дві частини, таким чином, щоб отри-

мати гілку в якій будемо визначати струм і активний двополюсник від яко-

го живиться дана гілка.  

2. В отриманому активному двополюснику на затискачах позначити 

напругу холостого ходу xxU  за напрямком струму.  

3. В отриманому активному двополюснику, за допомогою рівняння за 

II законом Кірхгофа визначити напругу холостого ходу xxU , що дорівнює 

ЕРС еквівалентного джерела напруги джхх EU  . Причому рівняння скла-

дається для будь-якого контуру, що містить xxU . 

4. Розрахувати струми у гілках активного двополюсника будь-яким 

відомим методом.  

5. Визначити опір еквівалентного джерела. Для цього в активному дво-

полюснику гілки, де були включені джерела струму, заміняються розри-

вом, а гілки з ЕРС – перемичкою. В отриманому пасивному колі користу-

ються правилами еквівалентних перетворень визначається еквівалентний 

опір, що дорівнює опору на джерелі джекв RR  . 

4. За знайденими напругою холостого ходу і еквівалентним опором ви-

значити струм у шуканій гілці.  
Приклад. В заданому колі визначити струм 3I  методом еквівалентного генерато-

ра, якщо ,Ом)(105321  RRRR  ,Ом)(54 R  ,В)(51 E  ,В)(102 E  

,В)(473 E  .А)(14 J  
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Розділимо електричне коло таким чином, щоб відокремити гілку де протікає струм 

3I . В отриманому активному двополюснику на затискачах позначаємо напругу холос-

того ходу xxU  за напрямком струму.  

                                                  

 

 

 

 

 

 

 

Знаходимо xxU  по другому закону Кірхгофа, для цього розглядаємо контур 1 у да-

ній схемі: 

04  RIU xxx , звідки 4RIU xxx   . 

 

Знаходимо xI  по методу контурних струмів, для цього розглядаємо контур зі 

струмом xI  з урахуванням впливу джерела струму 4J . 

 

  1214421 EERJRRRIx  ,   
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
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Відповідно напруга холостого ходу: 

 

4RIEU xджxx  ,   
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Визначимо опір еквівалентного джерела. Для цього перетворимо активний двопо-

люсник у пасивний і за допомогою еквівалентних перетворень визначимо опір джерела 

еквдж RR  . 
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Для знаходження струму 3I  будуємо еквівалентну схему заміщення, що складаєть-

ся з гілки де протікає даний струм і еквівалентного джерела напруги з ЕРС рівною джE  

та внутрішнім опором джR .  

 

 

 

 

 

 

 

 

ндж

дж

RR

EE
I




 3
3 ,  

де 53 RRRн  . 

Підставимо значення елементів: 
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2.5 Метод накладання (суперпозиції) 
 

Метод накладання базується на принципі накладання. Для знахо-

дження невідомих струмів (напруг) в колі спочатку знаходять часткові 

струми (напруги), а невідомі струми (напруги) визначаються шляхом алге-

браїчного підсумовування часткових струмів (напруг). 

При використанні цього методу завдання розрахунків розгалуженого 

електричного кола з кількістю джерел рівною N  зводиться до спільного 

розв'язку N  кіл з одним джерелом. 

Для розрахунку лінійного електричного кола по постійному струму ме-

тодом накладання необхідно:  

1. Позначити всі струми гілок та вибрати їх позитивний напрямок.  

2. Вихідне коло, що містить кількість джерел рівну N , перетворити в 

N  підсхем, кожна з яких містить тільки одне із джерел, інші джерела ви-

микаються у такий спосіб: джерело напруги заміняється закороткою, а 

гілки із джерелами струму обриваються. При цьому необхідно пам'ятати, 

що внутрішні опори реальних джерел відіграють роль споживачів і вони 

залишаюся в підсхемах.  

3. Визначити часткові струми кожної з підсхем, задавшись їх напрям-

ком відповідно до полярності джерела, за допомогою відомих методів. У 

більшості випадків розрахунки проводяться за законом Ома з використан-

ням методу еквівалентних перетворень пасивних кіл.  

4. Визначити невідомі струми як алгебраїчні суми струмів допоміжних 

підсхем, причому при додаванні зі знаком «плюс» беруться струми 

Rдж 

Rн Eдж 

E3 

I3 
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підсхем, напрямок яких збігається з напрямком струму у вихідному колі, зі 

знаком «мінус» – інші.  

До переваг методу накладання відносять ту обставину, що розрахунки 

проводяться частинами, де складові струми і напруги визначаються досить 

просто. Однак при великій кількості джерел струму і напруги даний метод 

краще не використовувати. 

 
Приклад. В заданому колі визначити методом накладання струми 1I  та 2I , якщо 

,Ом)(1031  RR  ,Ом)(52 R  ,В)(30E  .А)(12J  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Позначимо всі струми гілок у колі та складемо дві схеми заміщення, так як маємо 

два джерела енергії (джерело ЕРС E  і джерело струму J ). 

Складемо спочатку схему заміщення, що містить лише одне джерело – це джерело 

ЕРС, при цьому на місці, де перебувало джерело струму, утворюється розрив (струму 

немає). Логічно припустити, що і в опорі 3R  струм дорівнює нулю. Позначимо часткові 

струми на місці струмів гілок та визначимо їх. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Так у гілці де був струму 1I  буде частковий струм  EI1 , що співпадає з ним за на-

прямком, а у гілці з струмом 2I  - частковий струм  EI 2 . Дану схему заміщення нази-

вають дільником напруги. 

Визначимо часткові струми  EI1  та  EI 2 : 

 

.А)(2
15

30

21
)(1)(2 


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RR

E
II EE  

 

Так, як 2)(22 RIU ER  , отримаємо формулу дільника напруги: 

 

2R  

J  1R  3R  

E  J  

1I  
2I  

2RU  E  2R  

1R  

)E(1I  
)E(2I  

     Дільник напруги 
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21

2
2

RR

RE
U R 


 .                                                      (2.8) 

 

Тепер складемо схему заміщення, що містить джерело струму, при цьому на місці, 

де перебувало джерело ЕРС, утворюється коротке замикання (напруга дорівнює нулю). 

Позначимо часткові струми на місці струмів гілок та визначимо їх. Для різноманітності 

візьмемо напрямок часткового струму )(1 JI  протилежним до струму 1I . Отриману 

схему заміщення називають дільником струму. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

По схемі видно, що опори 1R  і 2R  з’єднані паралельно. Визначимо еквівалентний 

опір паралельного з’єднання: 
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RR

RR
Rab 


 . 

 

З урахуванням еквівалентного перетворення спростимо схему розрахунків: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На цій схемі видно, що опори 3R  і abR  з’єднані послідовно, відповідно, через них 

протікає однаковий струм J . По закону Ома визначимо напругу abU : 

 

abab RJU  . 

 

За схемою дільника струму, враховуючи, що при паралельному з'єднанні напруга 

залишається однаковою, одержимо формули по визначенню струмів )(1 JI  та )(2 JI . 
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А)(8
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12

)( 21
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Отже, формули дільника струму запишуться: 

 

21

2
)(1

RR

R
JI J 
 ,     

21

1
)(2

RR

R
JI J 
 .                          (2.9) 

 

На останньому етапі визначимо істині струми в гілках 1I  та 2I : 

 

,А)(242)(1)(11  JE III  

 

.А)(1082)(2)(22  JE III  

 

У першому виразі присутній знак «мінус», оскільки струм )(1 JI  спрямований про-

тилежно струмам 1I  та )(1 EI . 

 

2.6 Запитання та задачі для закріплення 

 

1. У чому суть методу струмів гілок? 

2. Яка послідовність розрахунку електричного кола по методу контур-

них струмів? 

3. Чим метод вузлових напруг відрізняється від методу контурних 

струмів? 

4. Які теореми використовуються при визначенні струму окремо взятої 

гілки кола методом еквівалентного генератора? 

5. Що таке напруга холостого ходу? 

6. У чому суть методу суперпозиції (накладання)? 

7. Що називається дільником напруги? 

8. Що називається дільником струму? 

9. Зобразити електричну схему дільника напруги та розрахувати зна-

чення опорів, якщо на вході дільника напруги діє напруга B)(101 U , а на 

виході B)(32 U  і протікає струм А)(1,0I . 

10. Розрахувати струми гілок у колі  методами струмів гілок, контур-

них струмів, вузлових напруг та еквівалентного генератора, якщо відомо, 

що: B)(121 E , B)(72 E , Ом)(51 R , А)(1J , Ом)(2042  RR , 

Ом)(1053  RR . 
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3 ЛІНІЙНІ ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА В РЕЖИМІ ГАРМОНІЧНИХ 

КОЛИВАНЬ 

 

 

3.1 Гармонічні коливання. Основні поняття і визначення 

 

Гармонічні коливання – коливання, що відбуваються за законом си-

нуса або косинуса. Графічно гармонічні коливання представлені на 

рис. 3.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

                       а)                                                            б)  
 

Рисунок 3.1 – Гармонічне коливання струму а) та напруги б) 

 

Гармонічне коливання характеризується амплітудою, періодом, часто-

тою і фазою. 

Амплітуда змінного сигналу – максимальне по модулю значення на-

пруги mU  або струму mI .  

Період – інтервал часу, після закінчення якого миттєві значення )(ti  

або )(tu  повторюються. Позначається літерою T  і вимірюється в секун-

дах (c). 

Циклічна частота – число періодів в одиницю часу. Позначається лі-

терою f  і вимірюється в герцах (Гц). Циклічна частота пов’язана з періо-

дом наступним виразом: 

 

T
f

1
 .                                                   (3.1) 

 

Кутова частота – швидкість зміни кута (аргументу). Позначається лі-

терою   і вимірюється в радіанах за секунду (рад/с). Кутова частота 

пов’язана з циклічною частотою співвідношенням: 

 

f 2 .                                               (3.2) 
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Аналітично гармонічний струм можна представити у вигляді: 

 

   im tIti  sin , або    im tIti  cos ,           (3.3) 

 

де )(ti  – миттєве значення струму (А), 

i  – початкова фаза струму (рад). 

 

Аналогічно для гармонічної напруги: 

 

   um tUtu  sin , або    um tUtu  cos ,          (3.4) 

 

де )(tu  - миттєве значення напруги (В), 

u  – початкова фаза напруги (рад). 

 

Номінальні струми і напруги електротехнічних пристроїв визначають-

ся так званими діючими значеннями. Діюче (середньоквадратичне) зна-

чення гармонічного струму і напруги: 

 

 
T

dtti
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I
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21
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U
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21
.                       (3.5) 

 

Знайдемо зв'язок між амплітудними і діючими значеннями струму і на-

пруги. Задамо гармонічний струм у вигляді: 

 

  tIti m  cos .                                        (3.6)  

 

З виразу (3.6) видно, що початкова фаза струму дорівнює нулю. Здійс-

нимо підстановку виразу (3.6) у вираз (3.5): 
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Такі ж викладення можна показати і для напруги. У такий спосіб одер-

жуємо зв'язок між амплітудними і діючими значеннями струму і напруги: 
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mII  , 
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Середнє значення гармонічного струму і напруги дорівнює нулю. Це 

можна довести, якщо скористатися формулами по визначенню середнього 

значення періодичного негармонічного струму і напруги: 

 

 
T

dtti
T

I
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1
,  
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U
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1
.                       (3.9) 

 

3.2 Способи представлення гармонічних коливань 

 

Гармонічні коливання представляють у вигляді: часових діаграм, век-

торних діаграм, комплексних чисел, амплітудних і фазових спектрів. 

Часове представлення є наглядним (рис. 3.1), але важке при розв'язку 

завдань, оскільки вимагає проведення громіздких тригонометричних пере-

творень.  

Векторною діаграмою називають сукупність векторів, що зображують 

гармонічні коливання в електричному колі. Векторні діаграми будують для 

амплітудних або діючих значень. 

Представлення гармонічних коливань векторними діаграмами є більш 

зручним, при цьому кожному коливанню ставиться у відповідність оберто-

вий вектор певної довжини із заданою початковою фазою. 
Приклад. Нехай маємо гармонічні коливання струмів:    111 sin im tIti   та 

   222 sin im tIti  . Визначимо суму цих струмів:      tititi 213  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Результуючий струм буде рівний:    333 sin im tIti  . 

 

Із геометрії рисунка видно, що  1221
2

2
2

13 cos2 iimmmmm IIIII  , 
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Представлення гармонічних коливань за допомогою комплексних чи-

сел лежить в основі символьного методу розрахунків електричних кіл (ме-
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тод комплексних амплітуд). Комплексне число c  представляється за допо-

могою дійсної a  і уявної частини b .  

 

     jbac  ,                                         (3.10) 

 

де 1j  – уявна одиниця. 

Комплексне число також може позначатись крапкою зверху c . 

Якщо гармонічне коливання представлене функцією синуса, то можна 

записати його комплексну амплітуду: 

 

   im tIti  sin  → ij
mm eII

 ,                       (3.11) 

 

де mI  – комплексна амплітуда струму. 

Комплекс діючого значення з врахуванням виразу (3.8) запишеться: 

 

    im tIti  sin  → ij
eII

                          (3.12) 

 

де I  – комплекс діючого значення струму. 

У виразах (3.11), (3.12) комплексна амплітуда і комплекс діючого зна-

чення струму представлені у показниковій формі. Для запису в алгебраї-

чній формі скористаємось формулою Ейлера:  

 

   xjxe xj sincos  .                                 (3.13) 

 

Застосуємо вираз (3.13) до виразу (3.11) отримаємо: 

 

    bjaIjII imimm  sincos ,                     (3.14) 

 

де  imIa  cos ,  imIb  sin .            

 
Приклад. Нехай маємо гармонічні коливання струмів:    111 sin im tIti   та 

   222 sin im tIti  . Визначимо суму цих струмів:      tititi 213   за допомогою 

символьного методу. 

Кожному гармонічному коливанню струму ставимо у відповідність комплекс дію-

чого значення струму: 

 

   111 sin im tIti         111111 sincos1
ii

j
IjIeII i  

, 

 

   222 sin im tIti         222222 sincos2
ii

j
IjIeII i  

. 
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Слід помітити, що комплекс діючого значення струму ми представили як у показ-

никовій, так і в алгебраїчній формі. З теорії комплексних чисел відомо, що якщо відбу-

вається операція додавання (віднімання) комплексне число зручно представляти в алге-

браїчній формі, якщо відбувається операція множення (ділення) комплексне число зру-

чно представляти в показниковій формі. У даному прикладі здійнюється операція дода-

вання двох гармонічних коливань, тому комплекси струмів зручно представити в алге-

браїчній формі.  Визначаємо сумарний струм:  

 

         22112211213 sinsincoscos iiii IIjIIIII  . 

 

Останній вираз представлений в алгебраїчній формі, його необхідно перевести в 

показникову. Використаємо співвідношення, яке дозволяє комплексне число перевести 

з алгебраїчної форми в показову форму: 

 

cja

b
arctgj

ecebabjac
 ||22 ,                          (3.15) 

 

де 22|| bac   – модуль комплексного числа,  

a

b
arctgc   – аргумент комплексного числа.  

 

Таким чином, сумарний струм у показниковій формі можна записати у вигляді:  

 

3
33

ij
eII

 , 

 

де          2
2211

2
22113 sinsincoscos iiii IIIII   – модуль (діюче значення 

струму), 

2211

2211
3

coscos

sinsin

ii

ii
i

II

II
arctg




  – аргумент (початкова фаза струму). 

 

Отримані комплекси струмів зручно представити у вигляді векторної діаграми на 

комплексній площині: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Четвертий спосіб представлення гармонічних коливань – за допомогою 

амплітудних і фазових спектрів. Амплітудним спектром називається за-

лежність амплітуди від частоти. Фазовим спектром називається залеж-

ність фази від частоти. 

I1 

I2 

I3 

+ 

j 

 

φi1 

 

φi2 

 

φi3 

ω 

Im1 

Im2 

Im3 

Re 

Im 

 

φi1 

 

φi2 

 

φi3 

ω 
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Приклад. Побудувати амплітудний і фазовий спектр гармонічної напруги 

B)(),45500cos(5)( 0 ttu .  

З умови завдання зрозуміло, що амплітуда напруги B)(5mU , початкова фаза на-

пруги 
0

45u , кутова частота рад/c)(500 . Побудуємо амплітудний і фазовий 

спектр: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Приклад. Побудувати амплітудний спектр періодичного негармонічного коливан-

ня струму tItIIti  3sinsin)( 310 . 

З умови завдання зрозуміло, що ,0I ,1I  та 3I  є діючими значеннями струму нульо-

вої, першої і третьої гармоніки, кутові частоти яких дорівнюють відповідно 00  , 

1 ,  33 . Побудуємо амплітудний спектр: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3 Гармонічні коливання в резистивних, індуктивних і ємнісних 

елементах 

 

Нехай до резистивного елемента прикладена гармонічна напруга: 

 

   um tUtu  sin .                               (3.16) 

 

Згідно із законом Ома через резистор протікає гармонічний струм: 

 

Амплітуда, 

вольт 

Частота, срад  

Фаза, град 

Частота, срад  

B5Um   

0
u 45  

срад500  срад500  

0    3  

 0I  

 1I  

 3I  

 Амплитуда 

 Частота 
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       imu
m tIt
R

U

R

tu
ti  sinsin .              (3.17) 

 

На основі виразів (3.16), (3.17) побудуємо векторні діаграми амплітуд-

них та діючих значень напруги і струму для резистивного елемента 

(рис. 3.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.2 – Векторні діаграми амплітудних і діючих значень напруги та 

струму для резистивного елемента 

 

Видно, що 
R

U
I m
m  , 

R

U
I   та iu   – початкові фази напруги і 

струму рівні. 

Зсув фаз між вхідною напругою і струмом, що протікають у колі резис-

тивного елементу дорівнює: 

 

0 iuR .                                          (3.18) 

 

З виразу (3.18) можна зробити висновок, що у резистивному елементі 

зсув фаз між напругою і струмом дорівнює нулю. 

На векторній діаграмі зсув фаз відкладається від вектора струму до ве-

ктора напруги! 

Нехай в індуктивному елементі протікає струм:  

 

   im tIti  sin .                                    (3.19) 

 

Враховуючи зв'язок між струмом і напругою на індуктивності, одер-

жимо: 

   im tLI
td

id
Ltu  cos , 

   umim tUtLItu 





 

 sin
2

sin .           (3.20) 

 

З виразу (3.20) видно: 

R u(t) 

i(t) 

Um 

Im 

φi = φu 

b 

a 0 

U 

I 

φi = φu 

b 

a 0 
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 Lmmm XILIU   та LXILIU  ,               (3.21) 

 

де LX L   – реактивний опір на індуктивності (Ом), 

 

LX
B

L
L 


11

 – реактивна провідність в індуктивності (См), 

 

2


 iu  - початкова фаза напруги.  

 

Зсув фаз між вхідною напругою і струмом, що протікають у колі індук-

тивного елементу дорівнює: 

 

2


 iuL .                                    (3.22) 

 

З виразу (3.22) можна зробити висновок, що у індуктивному елементі 

зсув фаз між напругою і струмом дорівнює 90
0
. 

На основі виразів (3.19 – 3.22) побудуємо векторні діаграми амплітуд-

них та діючих значень напруги і струму для індуктивного елемента 

(рис. 3.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.3 - Векторні діаграми амплітудних і діючих значень напруги та 

струму для індуктивного елемента 

 

Нехай до ємнісного елемента прикладена напруга  tu , як у виразі 

(3.16): 

   um tUtu  sin , 

 

Враховуючи зв'язок між струмом і напругою на ємності, одержуємо: 

 

   um tCU
td

ud
Cti  cos , 

L u(t) 

i(t) 

Um 
Im 

φu 

φi 

φL  

0 a 

b 

U 
I 

φu 

φi 

φL  
 

0 a 

b 



57 
 

 

   imum tItCUti 





 

 sin
2

sin . 

 

Отже: 
 

Cmmm BUCUI    та  CBUCUI  ,                 (3.23) 

 

де CBC   – реактивна провідність у ємності (См), 

 

CBX CC  11  – реактивний опір на ємності (Ом), 

 

2


 ui  - початкова фаза струму. 

 

Зсув фаз між вхідною напругою і струмом, що протікають у колі ємні-

сного елементу дорівнює: 

 

2


 iuC .                                   (3.24) 

 

З виразу (3.24) можна зробити висновок, що у ємнісному елементі зсув 

фаз між напругою і струмом дорівнює -90
0
. 

На основі виразів (3.16), (3.23), (3.24) побудуємо векторні діаграми ам-

плітудних та діючих значень напруги і струму для ємнісного елемента 

(рис. 3.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рисунок 3.4 - Векторні діаграми амплітудних і діючих значень напруги та 

струму для ємнісного елемента 

 

 

 

 

C 

i(t) 

 u(t) 

Um 

Im 

φi 

φu 

φC 

 

a 

b 

0 

U 

I 

φi 

φu 

φC 

a 

b 

0 
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3.4 Гармонічні коливання в колі при послідовному з'єднанні          

R, L, C – елементів 

 

Розглянемо послідовне з’єднання R, L, C – елементів, що наведене на 

(рис. 3.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            

 

Рисунок 3.5 - Послідовне з’єднання R,L,C – елементів 

 

Припустимо, що у послідовному RLC-колі протікає струм  ti , як у ви-

разі (3.19): 

 

   im tIti  sin . 

 

Згідно з II законом Кірхгофа: 

 

               tdti
Ctd

tid
LRtitutututu CLR

1
.       (3.25) 

 

Підставимо вираз (3.19) у (3.25): 

 

   

.
2

sin
1

2
sinsin







 












 



im

imim

t
C

I

tLItRItu

         (3.26) 

 

Запишемо вираз (3.26) в більш компактному виді: 

 

       CmCLmLRmR tUtUtUtu  sinsinsin ,    (3.27) 

 

де RIU mmR   – амплітудне значення напруги на резистивному елементі, 

LmmmL XILIU   – амплітудне значення напруги на індуктивному 

елементі, 

 

 

  L 

 C 

 R 

 u(t) 

 uR(t) 

 uL(t) 

 uC(t) 

  

i(t) 
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CmmmC XI
C

IU 



1

 – амплітудне значення напруги на ємнісному еле-

менті, 

iR  , 
2


 iL , 

2


 iC  – початкові фази напруги на резисторі, 

індуктивності та ємності відповідно. 

 

На основі виразів (3.19), (3.25 – 3.27) побудуємо векторну діаграму ам-

плітудних значень напруг і струму для послідовного з’єднання R, L, C – 

елементів (рис. 3.6). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.6 – Векторна діаграма амплітудних значень напруг і струму при 

послідовному з’єднанні R, L, C – елементів 

 

З (рис. 3.6) видно, що активна складова напруги рівна: 

 

mRma UU  ,                                         (3.28) 

 

а реактивна складова напруги дорівнює: 

 

  XIXXIUUU mCLmmCmLmp  ,              (3.29) 

 

де 
C

LXXX CL 


1
 – реактивний опір. 

 

Для зручного аналізу послідовного RLC–кола використовують трику-

тник опорів (рис. 3.7). 

 

 

 

 

 

UmR 

Im 

Um 

Ump 
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b 

0 

φi 

φu 

 φ 
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Рисунок 3.7 – Трикутник опорів 

 

Визначимо з (рис. 3.7) повний опір кола Z  та зсув фаз між вхідною на-

пругою і струмом  : 

 

 
2

22222 1











C

LRXXRXRZ CL ,    (3.30) 

 

R

C
L

arctg
R

XX
arctg

R

X
arctg CL 







1

.            (3.31) 

 

Якщо 0 , то коло має індуктивний характер, якщо 0  – ємнісний 

характер. При 0  в колі відбувається резонанс напруг. 

Резонанс – це явище, коли зсув фаз між вхідною напругою і струмом 

дорівнює нулю. 

При резонансі напруг повний опір послідовного RLC–кола рівний ре-

зистивному опору, тому що реактивний опір дорівнює нулю. Визначимо 

частоту, на якій відбувається явище резонансу з умови: 

 

0
1

0
0 




C
L , звідки 

CL

1
0   (рад/c),               (3.32) 

 

де 0  – кутова частота резонансу. 

Підставимо вираз (3.2) у (3.32), отримаємо: 

 

CL
f




2

1
0  (Гц),                                (3.33) 

 

де 0f  – циклічна частота резонансу. 

 

 

 

 

X 

R 

Z 

φ 
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3.5 Гармонічні коливання в колі при паралельному з'єднанні        

R, L, C – елементів 

 

Розглянемо паралельне з’єднання R, L, C – елементів, що наведене на 

(рис. 3.8). 

 

 

                        

 

 

 

 

Рисунок 3.8 - Паралельне з’єднання R,L,C – елементів 

 

Припустимо, що на вхід паралельного RLC–кола прикладена напруга 

 tu , як у виразі (3.16): 

 

   um tUtu  sin . 

 

Згідно з I законом Кірхгофа: 

 

       titititi CLG  .                               (3.34) 

 

Використовуючи зв'язок між струмами і напругами на резисторі, інду-

ктивності та ємності, одержимо, так зване, інтегрально-диференціальне рі-

вняння виду: 

 

    dttu
Ltd

tud
CtuGti

1)(
)( .                      (3.35) 

 

Підставимо вираз (3.16) у (3.35) отримаємо: 

 

   

.
2

sin
1

2
sinsin







 












 



um

umum

tU
L

tUCtUGti

           (3.36) 

 

Запишемо вираз (3.36) в більш компактному виді: 

 

       LmLCmCGmG tItItIti  sinsinsin ,    (3.37) 

 

 

 G L  C u(t) 

i(t) 

 iG(t)  iL(t)   iC(t) 
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де mmG UGI   – амплітуда струму, що протікає через резистор, 

mCmmC UBUCI   – амплітуда струму, що протікає через ємність, 

mLmmL UBU
L

I 



1

 – амплітуда струму, що протікає через індуктив-

ність, 

uG  , 
2


 uL , 

2


 uC   – початкові фази струму, що протікає 

через резистор, індуктивність та ємність відповідно. 

 

На основі виразів (3.16), (3.34 – 3.37) побудуємо векторну діаграму ам-

плітудних значень напруги і струмів для паралельного з’єднання R, L, C – 

елементів (рис. 3.9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.9 - Векторна діаграма амплітудних значень напруги і струмів 

при послідовному з’єднанні R, L, C – елементів 

 

З (рис. 3.9) видно, що активна складова струму рівна: 

 

,mGma II                                              (3.38) 

 

а реактивна складова струму дорівнює: 

 

  mmLCmLmCmp UBUBBIII  ,                 (3.39) 

 

де 
L

CBBB LC 


1
 – реактивна провідність. 

 

За аналогією із трикутником опорів для зручності аналізу паралельного 

кола вводиться поняття трикутника провідностей (рис. 3.10). 
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Рисунок 3.10 – Трикутник провідностей 

 

Визначимо з (рис. 3.10) повну провідність кола Y  та зсув фаз між вхі-

дною напругою і струмом  : 

 

22 BGY  ,                                        (3.40) 

 

G

L
C

arctg
G

B
arctg






1

.                               (3.41)  

 

Якщо 0 , то коло має ємнісний характер, якщо 0  – індуктивний 

характер. При 0  наступає резонанс струмів.  

При резонансі струмів повна провідність паралельного RLC–кола дорі-

внює активній провідності, тому що реактивна провідність дорівнює нулю. 

Визначимо частоту, на якій відбувається явище резонансу струмів з умови: 
 

0
1

0
0 




L
C , звідки 

CL

1
0  , 

CL
f




2

1
0 .          (3.42) 

 

3.6 Закон Ома в комплексній формі для елементів R, L і C 

 

Символьний метод розрахунків дозволяє тригонометричні та геомет-

ричні операції звести до алгебраїчних операцій над комплексними числа-

ми, що значно спрощує розрахунки електричних кіл при гармонічному 

впливі. 

Припустимо, що струм  ti  дорівнює: 
 

   
.itj

m eIti
                                  (3.43) 

 

Запишемо комплексну амплітуду струму  ti : 

 

    tj
m

tjj
m

tj
m eIeeIeIti ii   ,             (3.44) 

 

де ij
mm eII

  - комплексна амплітуда струму.  

 

Y 

G 

B 
φ<0 
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Припустимо, що напруга  tu  дорівнює: 

 

   utj
m eUtu

 .                                  (3.45) 

 

Запишемо комплексну амплітуду напруги  tu : 

 

    tj
m

tjj
m

tj
m eUeeUeUtu uu   ,           (3.46) 

 

де uj
mm eUU

  – комплексна амплітуда напруги. 

Комплексні діючі значення струму  ti  і напруги  tu  визначаються як: 

 

ijm e
I

I


2
, ujm e

U
U


2

.                         (3.47) 

 

Запишемо закон Ома в комплексній формі для елементів R, L і C. 

1. Для резистивного елемента закон Ома записується: 

 

   tiRtu   або    tuGti  .                            (3.48) 

 

Перепишемо вираз (3.48) через комплексні амплітуди та комплексні 

діючі значеня напруг і струмів: 

 

mm IRU   або mm UGI  ,                            (3.49) 

 

IRU   або UGI  .                                  (3.50) 

 

Отримані вирази (3.49), (3.50) – закон Ома в комплексній формі для ре-

зистивного елемента. 

2. Для індуктивного елемента закон Ома записується: 

 

  tj
m eILj

td

id
Ltu   або      tj

m eU
Lj

dttu
L

ti 


 

11
.    (3.51) 

 

Перепишемо вираз (3.51) через комплексні амплітуди та комплексні 

діючі значеня напруг і струмів: 

 

mLmm IZILjU  ,  або  mLmm UYU
Lj

I 



1

,       (3.52) 
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IZILjU L ,  або  UYU
Lj

I L



1

,                 (3.53) 

 

де LjZ L   – комплексний опір індуктивності (алгебраїчна форма), 

Lj
Y L 


1

 – комплексна провідність індуктивності (алгебраїчна форма). 

Отримані вирази (3.52), (3.53) – закон Ома в комплексній формі для ін-

дуктивного елемента. 

Представимо комплексний опір і провідність індуктивності у показни-

ковій формі: 

22




j

L

j

L eXeLZ ,                                  (3.54)  

 

22

L

1











j

L

j

L eBeY .                                (3.55) 

 

 З виразів (3.54), (3.55) видно: 

 

LL XZ  , LL BY  .                                 (3.56) 

 

3. Для ємнісного елемента закон Ома записується: 

 

  tj
m eUCj

td

ud
Cti   або      tj

m eI
Cj

dtti
C

tu 


 

11
.   (3.57) 

 

Перепишемо вираз (3.57) через комплексні амплітуди та комплексні 

діючі значеня напруг і струмів: 

 

mCmm UYUCjI  ,  mCmm IZI
Cj

U 



1

,         (3.58) 

 

UYUCjI C ,  IZI
Cj

U C



1

,                   (3.59) 

 

де 
Cj

ZC 


1
 – комплексний опір ємності (алгебраїчна форма), 

CjY C   – комплексна провідність на ємності (алгебраїчна форма). 

Отримані вирази (3.58), (3.59) – закон Ома в комплексній формі для 

ємнісного елемента. 
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Представимо комплексний опір і провідність індуктивності у показни-

ковій формі: 

 

22

C

1











j

C

j

C eXeZ ,                             (3.60)  

 

22




j

C

j

C eBeCY .                              (3.61) 

 

 З виразів (3.60), (3.61) видно: 

 

CC XZ  , CC BY  .                              (3.62) 

 

3.7 Аналіз послідовно з'єднаних RL, RC, RLC – елементів символь-

ним методом розрахунків 

 

Проведемо аналіз послідовного RL–кола (рис. 3.11). 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.11 – Послідовне RL–коло і комплексна схема заміщення 

 

 На підставі II закону Кірхгофа в комплексній формі запишемо: 

 

  IZILjRIZIRUUU LLR  ,           (3.63) 

 

де Z  – повний комплексний опір кола. 

Визначимо повний комплексний опір RL–кола: 

 

  zjR

L
arctgj

eZeLRLjRZ




 22 ,         (3.64) 

 

де Z  – модуль комплексного опору,  

z  – аргумент комплексного опору. 

Визначимо зсув фаз між вхідною напругою і струмом RL–кола: 

 

 

  

  L 

  

u(t) 

 R  i(t)  R 

  

 ZL 

 I 

  

 U 

комплексна схема 

заміщення 



67 
 

R

X
arctg

R

L
arctg L

z 


 .                          (3.65)  

 

Побудуємо векторну діаграму комплексних діючих значень напруг і 

струму для послідовного RL–кола (рис. 3.12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.12 - Векторна діаграма комплексних діючих значень напруг і 

струму для послідовного RL–кола 

 

З векторної діаграми (рис. 3.12) видно, що зсув фаз між напругою і 

струмом більше нуля, отже коло носить індуктивний характер. 

Проведемо аналіз послідовного RС–кола (рис. 3.13) 

. 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.13 – Послідовне RС–коло і комплексна схема заміщення 

 

 На підставі II закону Кірхгофа в комплексній формі: 

 

IZI
Cj

RIZIRUUU CCR 










1

.             (3.66) 

 

Визначимо повний комплексний опір та зсув фаз між вхідною напру-

гою і струмом RС–кола: 

 

zjCR
arctgj

eZe
C

R
C

jRZ


















12

2 11
,          (3.67) 

 

 

φ 

U 

UL 

UR I + 

j 

комплексна схема 

заміщення 

 

  

 С 

  

u(t) 

 R  i(t)  R 

  

 ZС 

 I 

  

 U 



68 
 

R

X
arctg

CR
arctg C

z 



1

.                        (3.68) 

 

Побудуємо векторну діаграму комплексних діючих значень напруг і 

струму для послідовного RС–кола (рис. 3.14). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.14 - Векторна діаграма комплексних діючих значень напруг і 

струму для послідовного RС–кола 

 

З векторної діаграми (рис. 3.14) видно, що зсув фаз між напругою і 

струмом менше нуля, отже коло носить ємнісний характер. 

Проведемо аналіз послідовного RLС–кола (рис. 3.15). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.15 – Послідовне RLС-коло і комплексна схема заміщення 

 

 На підставі II закону Кірхгофа в комплексній формі: 

 

IZI
Cj

LjRIZIZIRUUUU CLCLR 










1

.  (3.69) 

 

Визначимо повний комплексний опір та зсув фаз між вхідною напру-

гою і струмом RLС–кола: 

zjR

C
L

arctgj

eZe
C

LR
C

LjRZ
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



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
















1

2

2 11
,  (3.70) 
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R

X
arctg

R

C
L

arctgz 





1

.                        (3.71)  

 

Повний опір послідовного RLС–кола дорівнює модулю повного ком-

плексного опору:  

2

2 1











C

LRZZ .                          (3.72)  

 

3.8 Аналіз паралельно з'єднаних RL, RC, RLC – елементів символь-

ним методом розрахунків 

 

Проведемо аналіз паралельного RL–кола (рис. 3.16). 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.16 – Паралельне RL–коло і комплексна схема заміщення 

 

 На підставі I закону Кірхгофа в комплексній формі: 

 

UYU
Lj

GUYUGIII LLG 










1

          (3.73) 

 

де Y  – повна комплексна провідність кола. 

Визначимо повну комплексну провідність RL–кола: 

 

yjLG
arctgj

eYe
L

G
L

jGY


















12

2 11
,     (3.74) 

 

де Y  – модуль комплексної провідності,  

y  – аргумент комплексної провідності. 

Визначимо зсув фаз між вхідною напругою і струмом RL–кола: 

 

G

B
arctg

LG
arctg L

y 

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.                        (3.75)  
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Побудуємо векторну діаграму комплексних діючих значень напруги і 

струмів для паралельного RL–кола (рис. 3.17). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.17 - Векторна діаграма комплексних діючих значень напруги і 

струмів для паралельного RL–кола 

 

З векторної діаграми (рис. 3.17) видно, що зсув фаз між напругою і 

струмом більше нуля, отже коло носить індуктивний характер. 

Проведемо аналіз послідовного RС–кола (рис. 3.18). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.18 – Паралельне RС–коло і комплексна схема заміщення 

 

На підставі I закону Кірхгофа в комплексній формі: 

 

  UYUCjGUYUGIII CCG  .            (3.76)  

 

Визначимо повну комплексну провідність та зсув фаз між вхідною на-

пругою і струмом паралельного RС–кола: 

 

  yjG

C
arctgj

eYeCGCjGY




 22 ,         (3.77) 

 

G

B
arctg

G

C
arctg

C
y 


 .                       (3.78) 

 

Побудуємо векторну діаграму комплексних діючих значень напруги і 

струмів для паралельного RС–кола (рис. 3.19). 
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Рисунок 3.19 - Векторна діаграма комплексних діючих значень напруги і 

струмів для паралельного RС–кола 

 

З векторної діаграми (рис. 3.19) видно, що зсув фаз між напругою і 

струмом менше нуля, отже коло носить ємнісний характер. 

Проведемо аналіз паралельного RLС–кола (рис. 3.20). 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.20 – Паралельне RLС–коло і комплексна схема заміщення 

 

 На підставі I закону Кірхгофа в комплексній формі: 

 

UYUCj
Lj

GUYUYUGIIII CLCLG 












1
.  (3.79) 

 

Визначимо повну комплексну провідність та зсув фаз між вхідною на-

пругою і струмом паралельного RLС–кола: 

 

yjG

L
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L

CG
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


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
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

1

.                     (3.81) 

 

Повна провідність паралельного RLС–кола дорівнює модулю повної 

комплексної провідності: 
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.
1

2

2












L

CGYY                          (3.82) 

 

3.9 Потужність в електричному колі при гармонічному впливі. Ба-

ланс потужності 

 

Нехай на вхід лінійного електричного кола (рис. 3.21) подана гармоні-

чна напруга: 

   tUtu m  sin .                                        (3.83) 

 

 

                                                                                     

 

 

 

Рисунок 3.21 – Лінійне електричне коло 

 

На вході кола гармонічний струм описується виразом виду: 

 

   im tIti  sin .                                   (3.84) 

 

Зсув фаз в колі дорівнює: 

 

iiu  .                                      (3.85) 

 

Визначимо середню за період потужність, що споживає коло: 

 

      
T

mm
T

dttt
T

IU
dttitu

T
P

00

sinsin
1

.             (3.86)  

 

З врахуванням того, що 
T




2
 отримаємо вираз для активної потуж-

ності кола при гармонічному впливі: 

 

 coscos
2

IU
IU

P mm .                             (3.87) 

 

Активна потужність вимірюється у ватах (Вт). 

 

  ЛЭЦ 
 

u(t) 

i(t) 

ЛЕК 
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Оскільки повний опір кола з одного боку 
I

U
Z  , з іншого 




cos

R
Z , то 




cos

IR
U . 

2
cos

cos
IRI

IR
P 


 , або 2UGP  .                      (3.88) 

 

Введемо поняття реактивної потужності при гармонічному впливі: 

 
22sin UBIXIUQ  .                            (3.89) 

 

Реактивна потужність вимірюється у вольт-амперах реактивних (ВАр). 

Крім активної і реактивної потужності використовують поняття ком-

плексної потужності:  

 
 jeSQjPS ,                                  (3.90) 

 

де 22 QPS   – модуль комплексної потужності, 

P

Q
arctg  – зсув фаз в колі. 

Таким чином, активну і реактивну потужність можна визначити як 

 SP Re  і  SQ Im .                                                         

Введемо поняття повної потужності, яка дорівнює модулю комплекс-

ної потужності: 

 

.22 UIQPSS                                 (3.91) 

 

Комплексна і повна потужність вимірюються у вольт-амперах (ВА). 

Потужності P, Q і S можна виразити іншим способом: 

 
 jeIUIUjIUS sincos .                     (3.92) 

 

Оскільки 0u , i , то вираз (3.92) запишеться: 

 

 
*0 IUeIeUS ijj  
,                                (3.93) 

 

де 
*
I  – комплексно–спряжений струм. 

Важливим поняттям є коефіцієнт потужності: 
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S

P
cos .                                           (3.94) 

 

 Чим вище cos , тим менше втрат енергії в лінії передачі і вище сту-

пінь використання електричних машин. Якщо 1cos   (зсув фаз між на-

пругою і струмом дорівнює нулю), то SP  , а 0Q , тобто коло носить 

чисто активний характер. 

Розглянемо узгодження передавача (генератора) і приймача (наван-

таження) енергії. Передавачем може бути генератор, а в якості наванта-

ження – антена (рис. 3.22). Метою такого узгодження є створення умов, за 

яких максимальна потужність енергії буде віддаватись приймачеві (наван-

таженню). 

                                                   

 

 

 

 

 

Рисунок 3.22 – Узгодження генератора і навантаження 

 

Визначимо умову виділення максимальної потужності в навантаженні. 

Для цього запишемо значення комплексного опору генератора гZ  і на-

вантаження нZ :  
 

ггг XjRZ  ,                                       (3.95) 

 

ннн XjRZ  .                                      (3.96) 

 

Комплекс струму в колі: 

 

 нгнг

г

нг

г

XXjRR

U

ZZ

U
I





 .                     (3.97) 

 

Діюче значення струму визначимо у вигляді: 

 

   22
нгнг

г

XXRR

U
II


 .                        (3.98) 

 

Активна потужність, що споживається навантаженням, визначається у 

вигляді: 

 

EГ 

UГ 

 ZГ 

ZН UН 

I 
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    н

нгнг

г
нн R

XXRR

U
RIP

22

2
2


 .                        (3.99) 

 

Отже, максимальна потужність у навантаженні виділяється при умо-

вах: 
 

нг XX  , нг RR  , тобто 
*
нннг ZXjRZ  ,             (3.100) 

 

де 
*

нZ  – комплексно-спряжене навантаження. 

Таким чином, можна зробити висновок, що найбільша активна потуж-

ність виділяється при роботі генератора на комплексно-спряжене наванта-

ження. 

Максимальна потужність, споживана навантаженням дорівнює: 

 

 
г

г
н

R

U
P

4

2

max  .                                            (3.101) 

 

 За аналогією із трикутниками опорів і провідностей уведемо трикут-

ник потужностей. Згідно з виразами (3.91) і (3.92) побудуємо трикутник 

потужностей для кола, що носить індуктивний характер  (рис. 3.23, а), а 

також для кола, що носить ємнісний характер (рис 3.23, б).  

 

 

 

 

 

                                а)                                            б) 
 

Рисунок 3.23 – Трикутники потужностей 

 

На підставі теореми Телледжена в комплексній формі: 

 

 0
*  IUS ,                                     (3.102)  

 

запишемо баланс комплексної потужності: 

 

  ндж SS ,                                       (3.103) 

 

де джS  – комплексна потужність джерела енергії, 

нS  – комплексна потужність навантаження. 

На практиці більш зручна наступна формула: 

 

S 

S 

Q 

P 

P 

Q 

φ 

φ 
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      



p

k
CkLkkkk

m

k
kJk

n

k
kk XXIjRIJUIE

1

22

1

*

1

*
,             (3.104) 

 

де 
*
kk IE  – комплексна потужність джерела ЕРС (напруги), 

*
kJk JU  – комплексна потужність джерела струму, 

kk RI 2  – активна потужність навантаження, 

 CkLkk XXI 2  – реактивна потужність навантаження. 

Наслідком умови балансу комплексної потужності є умови балансу ак-

тивної і реактивної потужностей: 

 

  ндж PP ,                                       (3.105) 

 

  ндж QQ .                                      (3.106) 

 

3.10 Методи розрахунків лінійних електричних кіл при гармоніч-

ному впливі 

 

Методика розрахунків лінійних електричних кіл при гармонічному 

впливі така ж, як і при постійному струмі, тільки у відповідних рівняннях 

необхідно підставити комплекси напруг і струмів та скласти комплексні 

схеми заміщення. 

Наведемо основні відмінності методів розрахунку лінійних електрич-

них кіл (методу струмів гілок, методу контурних струмів і методу вузлових 

напруг) по постійному та гармонічному струму. 

Так МСГ заснований на законах Кірхгофа, записаних у комплексній 

формі. Запишемо I та ІІ закони Кірхгофа в комплексній формі: 

 

0
1




n

k
kI ,                                         (3.107) 

 





m

k
kk

n

k
k IZE

11

,                                 (3.108) 

 

де kI  – комплекс діючого значення струму, 

kE  – комплекс діючого значення ЕРС, 

kZ  – комплексний опір. 

 

Канонічна система рівнянь по МКС складається у вигляді: 
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

























,

,

,

222111

2
22

2
222221121

1
11

1
122121111

n
kk

n
nnkkkkkk

nnkkk

nnkkk

EZJIZIZIZ

EZJIZIZIZ

EZJIZIZIZ









          (3.109) 

 

де kkZ  – власний комплексний опір контуру k,  

mkkm ZZ   – загальний комплексний опір контурів k і m,  


n

kkE  – алгебраїчна сума комплексних ЕРС, включених у гілки, що утво-

рюють контур k, 

kkI  – невідомі комплексні контурні струми, 

nJ  – відомі комплексні контурні струми у контурах, що містять джерела 

струму, 

nZ  – загальний комплексний опір гілки контуру n з контуром, що містять 

джерело струму. 

 

Канонічна система рівнянь по МВН складається у вигляді: 

 



























,

,

,

2211

22
22222211

11
11122111

nn
nnnnssnn

nnss

nnss

JYEYVYVYVYV

JYEYVYVYVYV

JYEYVYVYVYV









      (3.110) 

 

де ssY  – власна комплексна провідність вузла s, 

qssq YY   – загальна комплексна провідність вузлів s і q,  


s

YE  – алгебраїчна сума добутків комплексних ЕРС гілок, що примика-

ють до вузла s, на їхні комплексні провідності, 


s

J  – алгебраїчна сума комплексних струмів джерел струму, приєднаних 

до вузла s. 
Приклад. Визначити струми  ti1  та  ti2  в електричному колі за допомогою МСГ, 

МКС і МВН, якщо     В)(3050sin220 0 tte ,     А)(6050sin25 0 tti , 

,мкФ)(1002 С  мФ)(103 С , ,Ом)(5321  RRR  Гн)(121  LL . 
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Складемо комплексну схему заміщення для заданого електричного кола. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для комплексної схеми заміщення визначимо комплексні значення опорів та дже-

рел електричної енергії: 

 

В)(1032,1720
0

30 jeeEE jj e  
,   

 

А)(33,45,25
0

60 jeeJJ jj i  
. 

 

Ом)(25,50505
0

3,84
111

jejLjRZ  , 

 

Ом)(1,1501505
1 0

1,88

2
222

jej
Cj

LjRZ 


 ,  

 

Ом)(39,525
1 0

8,21

3
33

jej
Cj

RZ 


 . 

 

По МСГ складається система рівнянь:  

 









.

,

2211

12

ZIZIE

JII
 

 

Визначимо комплексні струми гілок 1I  та 2I : 

 

e(t) i(t) 

R1 L1 

 R2 

 L2 

 C2 

i1(t) 

i2(t) 

R3 C3 

 

1 

 

2 

Z1 Z3 

 Z2 
E J 

 I1 
I2 

 

1 

 

 2 

J 

I11 
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  








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



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,
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2
1
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2211
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ZZ

ZJE
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JII

ZJZZIE

JII
 

 

 

   

,А)(02,623,436,7

5,100

1,740

5,100

5,3637,644

10010

5,7501032,17

1505505

1,15051032,17

0

0

0

0

000

9,234

3,84

6,150

3,84

1,281,8860
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e
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j

ej

jj

eej
I

j

j

j

j

jjj


















 

 

.А)(42,269,173,133,45,202,623,4
0

6,135
2

jejjjI   

 

По МКС складається 1 рівняння: 

 

  EZJZZI  22111 . 

 

Визначимо невідомий контурний струм 11I : 

 

.А)(36,7
0

9,234

21

2
11

je
ZZ

ZJE
I 




  

 

Визначимо комплексні струми гілок через контурні струми: 

 

,А)(02,623,436,7
0

9,234
111 jeII j   

 

.А)(42,269,173,133,45,202,623,4
0

6,135
112

jejjjJII   

 

По МВН складається 1 рівняння: 

 

J
Z

E
ZZ

V 









121
1

111
. 

 

Визначимо потенціал вузла 1V : 

 












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E
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V
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5,100

5,7542
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Визначимо струми гілок через потенціали вузлів за узагальненим законом Ома: 

 

,

25,50

5,24152,280

25,50

5,2512,2631032,17
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1
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,А)(36,736,7

25,50

15,370 00
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V
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
, 

 

.А)(42,242,2
00

6,1354,224
2

jj eeI   

 

Від розрахованих комплексних струмів гілок 1I  та 2I  у показниковій формі пе-

рейдемо до їх миттєвих значень  ti1  та  ti2 : 

 

        ,А)(1,12550sin4,101,12550sin236,7sin2
00

111  tttIti i  

 

        .А)(6,13550sin42,36,13550sin242,2sin2
00

222  tttIti i  

 

Приклад. Провести повний аналіз електричного кола символьним методом, якщо 

на вході кола діє напруга       В)(1354398sin60sin
o

um ttUtu   і опори ма-

ють наступні чисельні значення: Ом)(1521  RR , Ом)(20LX , Ом)(25CX . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Визначимо комплексні опори гілок 321 ,, ZZZ  і еквівалентний опір усього кола 

еZ . 
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Розрахуємо комплекси діючих значень струму і напруги на вході кола: 
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Розрахуємо напругу між вузлами 1 і 2: 
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За законом Ома в комплексній формі визначимо струми 1I  та 2I : 

 

А)(17,073,075,0

25

72,18 0

0

0

8,166

1,53

9,219

1

12
1 je

e

e

Z

U
I

j

j

j





 , 

 

А)(8,096,025,1

15

72,18 0

0

0

9,219

0

9,219

2

12
2 je

e

e

Z

U
I

j

j

j





 . 

 

Запишемо вирази для миттєвих значень струмів  ,ti   ti1  та  ti2 . 

 

    А)(5,2004398sin28,1 0 tti , 

 

    А)(8,1664398sin275,0 0
1  tti , 

 

    А)(9,2194398sin225,1 0
2  tti . 

 

Побудуємо векторну діаграму струмів на комплексній площині: 
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Побудуємо на одному графіку залежності  tu  та  ti , причому для оптимального 

порівняння збільшимо амплітуду струму. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Визначимо період коливань T : 

 

мc)(43,1c)(1043,1
4398

221 3 






 
f

T . 

 

Визначимо активну P і реактивну Q потужності, що споживаються колом. 

 

Вт)(875,312
22

2
11  IRIRP ,  

 

ВАр)(75,69
2
1

2  IXIXQ LC . 

 

Розрахуємо величини реактивних елементів L і C, скориставшись формулами їх ре-

активних опорів: 

t, мс

i(t)

u(t)

 

I 

Re 

Im 

    0,3 А 

I1 

I2 
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LX L  , тобто мГн)(547,4Гн)(10547,4 3 


 LX
L , 

 

C
XC 


1

, тобто мкФ)(095,9Ф)(10095,9
1 6 


 

CX
C . 

 

3.11 Електричні кола з індуктивними зв'язками. Основні поняття 

 

Раніше ми розглядали електричні кола без врахування явища взаємоін-

дукції. При протіканні змінного струму 1i через котушку індуктивності 1L  у 

навколишньому просторі, згідно із законом про електромагнітну індукцію 

(закон Фарадея), створюється магнітний потік 11  (рис. 3.24, а). Якщо яка-

небудь частина цього потоку 12  пронизує витки іншої котушки 2L , то в 

ній виникає напруга взаємоіндукції 2Mu . 

 

td

id
MuM

1
122  .                                       (3.111) 

                                  

 

 

 

 

 

 

 
 

                           а)                                                            б) 
 

Рисунок 3.24 – Ілюстрація явища взаємоіндукції 

 

Якщо напруга u  прикладена до котушки індуктивності 2L , то напруга 

взаємоіндукції 1Mu  виникає на затискачах котушки 1L  (рис. 3.24, б). 

 

td

id
MuM

2
211  .                                   (3.112) 

 

Згідно із принципом взаємності: 

 

 MMM  2112 ,                                   (3.113)  

 

де M  – взаємоіндуктивність (Гн). 

 

L1 L2 u uM2 

Ф11 Ф12 

i1 

u 

i2 

L2  L1 uM1 

Ф21 Ф22 
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Розглянутий індуктивний зв'язок (рис. 3.24) носить однобічний харак-

тер, оскільки струм 1i  викликає напругу взаємоіндукції 2Mu , а струм 2i  – 

напругу взаємоіндукції 1Mu . 

У випадку замикання однієї з котушок на опір R  проявляється двосто-

ронній індуктивний зв'язок (рис. 3.25). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.25 – Двосторонній індуктивний зв’язок 

 

У котушці 1L  індукується напруга 1u : 

 

td

di
M

td

di
Lu 21

11  .                                   (3.114) 

 

У котушці 2L  індукується напруга 2u : 

 

td

di
M

td

di
Lu 12

22  .                                  (3.115) 

 

Включення котушок називається узгодженим (рис. 3.26), якщо потоки 

самоіндукції і взаємоіндукції складаються. У протилежному випадку 

включення називається зустрічним (рис. 3.27). Приклад узгодженого 

включення котушок індуктивності наведено на (рис. 3. 25) 

Ступінь зв'язку між котушками індуктивності 1L  і 2L  оцінюється кое-

фіцієнтом зв'язку: 

 

21 LL

M
k  .                                          (3.116) 

 

Якщо 1k  маємо жорсткий індуктивний зв'язок, якщо 0k  – відсут-

ність індуктивного зв'язку. 

 Для компактності та зручності зображення схем електричних кіл із 

взаємною індуктивністю вводять поняття однойменних затискачів – вуз-

лів, щодо яких однаково орієнтовані струми створюють суму потоків само-

 

R u2 u1 

i2 i1 

L2  L1 

Ф11 Ф22 Ф12 

Ф21 
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індукції і взаємоіндукції. Однойменні затискачі на схемі електричного кола 

позначаються зіркою або крапкою. 

                                                              

 

 

 

 

Рисунок 3.26 – Узгоджене включення котушок індуктивності 

                                                            

 

 

 

 

Рисунок 3.27 – Зустрічне включення котушок індуктивності 

 

3.12 Послідовне з'єднання котушок індуктивності. Види включення 

 

Розглянемо послідовне узгоджене включення котушок індуктивності 

1L  і 2L  (рис. 3.28). 

                                                      

 

 

 

 

 

Рисунок 3.28 – Послідовне узгоджене включення котушок індуктивності 

 

Опори 1R  і 2R  є внутрішніми опорами котушок індуктивності 1L  та 

2L . 

Для електричного кола (рис. 3.28) на підставі II закону Кірхгофа одер-

жуємо рівняння виду: 

 

             tututututututu MLRMLR  2211            (3.117) 

 

Перепишемо вираз (3.117) підставивши значення напруг:  

 

       
td

id
MLLtiRRtu 22121  .                      (3.118) 

 

У комплексній формі можна записати:  

 

   IMLLjIRRU 22121  .                       (3.119) 

 

 

L1 L2 

M 
i1 i2 

 

* 

 

* 

 R1 L1 

L2 R2 

u(t) 

i(t) * 

 * 

 M 

L1 L2 

M 
i1 i2 

 

* 

 

* 
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Визначимо комплексний повний опір кола:  

 

 MLLjRRZ 22121  .                           (3.120) 

 

Зсув фаз між вхідним струмом і напругою визначається: 

 

 













21

21 2

RR

MLL
arctg .                               (3.121) 

 

Напруга на котушці 1L  із втратами 1R :  

 

  IMLjRU  111 .                                  (3.122) 

 

Напруга на котушці 2L  із втратами 2R :  

 

  IMLjRU  222 .                                 (3.123) 

 

Побудуємо векторну діаграму напруг і струму при послідовному узго-

дженому включенні котушок індуктивності (рис. 3.29). 

                           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.29 – Векторна діаграма напруг і струму при узгодженому вклю-

ченні котушок 

 

Розглянемо послідовне зустрічне включення котушок індуктивності 

(рис. 3.30). 
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Рисунок 3.30 – Послідовне зустрічне включення котушок індуктивності 

 

Для електричного кола (рис. 3.30) на підставі II закону Кірхгофа одер-

жуємо рівняння виду: 

 

             tututututututu MLRMLR  2211 ,           (3.124) 

 

Перепишемо вираз (3.124) підставивши значення напруг:  

 

       
td

id
MLLtiRRtu 22121  .                       (3.125) 

 

У комплексній формі можна записати:  

 

   IMLLjIRRU 22121  .                       (3.126) 

 

Визначимо комплексний повний опір кола:  

 

 MLLjRRZ 22121  .                           (3.127) 

 

Зсув фаз між вхідним струмом і напругою визначається: 

 

 













21

21 2

RR

MLL
arctg .                               (3.128) 

 

Напруга на котушці 1L  із втратами 1R :  

 

  IMLjRU  111 .                                (3.129) 

 

Напруга на котушці 2L  із втратами 2R :  

 

  IMLjRU  222 .                               (3.130)             
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3.13 Паралельне з'єднання котушок індуктивності.                        

Види включення 

 

Розглянемо паралельне узгоджене включення котушок індуктивності 

1L  і 2L  (рис. 3.31). 

                                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.31 – Паралельне узгоджене включення котушок індуктивності 

 

Опори 1R  і 2R  є внутрішніми опорами котушок індуктивності 1L  та 

2L . 

Для електричного кола (рис. 3.31) складемо систему рівняння для ком-

плексів струмів і напруг на підставі законів Кірхгофа: 

 















,

,

,

122

211

21

зв

зв

ZIZIU

ZIZIU

III

                                    (3.131) 

 

де 111 LjRZ   – комплексний опір першої котушки, 

222 LjRZ   – комплексний опір другої котушки,  

MjZZZ зв  2112  – комплексний опір індуктивного зв'язку. 

 

З системи рівнянь (3.131) визначаємо комплекси струмів: 

 

ез

зв

зв
Z

U

ZZ

ZZZ

U
I

1

2

2
21

1 




 ,                                (3.132) 
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ZZZ

U
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


 .                               (3.133) 
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З іншої сторони у виразах (3.132), (3.133) еквівалентні комплексні опо-

ри індуктивно зв’язаних гілок езZ 1  і езZ 2  можна представити: 

 

..111 овнез ZZZ  ,                                     (3.134) 

 

..222 овнез ZZZ  ,                                    (3.135) 

 

де овнZ .1 , овнZ .2  – внесені комплексні опори за рахунок індуктивного 

зв’язку. 

Опори овнZ .1  і овнZ .2  можна легко визначити із виразів (3.132) – 

(3.135). 

Визначимо струм у нерозгалуженій частині кола: 

 

ез

зв

звезез Z

U

ZZZ

ZZZ

U

ZZ
UI 














2

11

21

2
2121

,                    (3.136) 

 

де езZ  - комплексний еквівалентний опір кола при узгодженому включенні. 

Побудуємо векторну діаграму струмів і напруги при паралельному уз-

годженому включенні котушок індуктивності (рис. 3.32). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.32 – Векторна діаграма струмів і напруги при узгодженому 

включенні котушок 

 

Розглянемо паралельне зустрічне включення котушок індуктивності 

(рис. 3.33). 
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Рисунок 3.33 – Паралельне зустрічне включення котушок індуктивності 

 

Для електричного кола (рис. 3.33) складемо систему рівняння для ком-

плексів струмів і напруг на підставі законів Кірхгофа: 

 










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ZIZIU
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                                     (3.137) 

 

де 111 LjRZ   – комплексний опір першої котушки, 

222 LjRZ   – комплексний опір другої котушки,  

MjZZZ зв  2112  - комплексний опір зв'язку. 

Видно, що по аналогії з узгодженим включенням можна легко визна-

чити комплекси струмів, еквівалентні та внесені комплексні опори. При 

цьому лише необхідно перед комплексним опором зв'язку звZ  поставити 

знак мінус. 
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де езZ  - комплексний еквівалентний опір кола при зустрічному включенні. 
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3.14 Методи аналізу індуктивно-зв'язаних електричних кіл 

 

Для аналізу індуктивно-зв'язаних електричних кіл зазвичай користу-

ються методом струмів гілок (МСГ) і методом контурних струмів (МКС). 

Інші методи не використовуються через велику кількість розрахунків або 

їх не можливо застосувати через наявність індуктивного зв’язку (МВН, ме-

тод еквівалентного генератора). 
 

Приклад. Провести аналіз індуктивно-зв'язаного кола по МСГ і МКС, якщо 

В)(50
0

30jeE  , А)(10
0

0jeJ  , ,мкФ)(100321  ССС  ,Ом)(20321  RRR  

Гн)(5321  LLL , Гн)(4M , рад/с)(628 . 

                                          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

По МСГ складається система рівнянь:  
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Підставимо значення елементів у систему рівнянь і визначимо комплексні струми 

гілок 2I  та 3I : 
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











.8,563601,2183,6248253,43

,

0
6,89

2

23

jeIj

JII

j
 

 















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














.А)(016,9

,А)(984,010016,9

0

000

8,179
2

9,108,179
3

j

jjj

eI

eeeI
 

 

По МКС складається 1 рівняння: 

 

EMjJ
C

LjRJ
CC

LLjRRI 











































2

22
32

323211
111

. 

 

Підставимо значення елементів і визначимо невідомий контурний струм 11I : 

 

      ,50251209,15314020108,31628040
0

30
11

jejjjI   

 

  ,253,4325120312412002,62484011 jjjjI   

 

.А)(984,0

3,6248

8,6150

2,624840

61463,243 0

0

0

9,1

6,89

7,87

11
j

j

j

e

e

e

j

j
I





  

 

Визначимо комплексні струми гілок через контурні струми: 

 

,А)(984,0
0

9,1
113

jeII    

 

.А)(016,910984,0
000

8,17909,1
112

jjj eeeJII    

 

Для можливості застосування усіх розглянутих методів розрахунку 

електричних кіл для кіл з індуктивними зв’язками користуються 

розв’язкою індуктивних зв'язків. Розв’язка полягає в складанні еквіва-

лентних схем, що не містять індуктивних зв'язків. 

Так на (рис. 3.34) наведено розв’язку індуктивного зв’язку, коли коту-

шки індуктивності з’єднані одноіменними затискачами, а на (рис. 3.35) – 

різноіменними затискачами.  

Після розв'язки індуктивного зв'язку можна застосовувати такі методи 

як: МВН і метод еквівалентного генератора. 
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Рисунок 3.34 – Розв’язка індуктивного зв’язку, коли котушки індуктивнос-

ті з’єднані одноіменними затискачами 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.35 – Розв’язка індуктивного зв’язку, коли котушки індуктивнос-

ті з’єднані різноіменними затискачами 
 

Приклад. Провести повний аналіз заданого індуктивно-зв'язаного кола, що пере-

буває під дією джерела струму мА)()200628sin(20)(  tti , якщо ,Ом)(401 R  

,Ом)(202 R  Ом)(4021  LL XX , Ом)(60CX , Ом)(40 MXM . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Знайдемо комплексне діюче значення джерела струму J : 

 

мА)(142,14
2

20

2

00
200200 jjjm eee

I
J i   . 
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 Для розрахунків 1I  та 2I  складемо для 1 контуру рівняння по II закону Кірхгофа і 

рівняння по I закону Кірхгофа для вузла a. При складанні першого рівняння треба вра-

хувати, що струм J  у першій індуктивності викликає ЕРС взаємної індукції на другій 

індуктивності. Ця ЕРС враховується як падіння напруги на опорі взаємоіндукції MXj . 

Так як J  у першій індуктивності і 1I  у другій індуктивності щодо однойменних затис-

качів, відзначених зірочками, протікають однаково, то ця додаткова напруга береться зі 

знаком плюс. У результаті одержимо: 
 

    021122  MLC XjJXjRIXjRI , JII  21 . 

 

Розв’язуючи рівняння, одержимо: 
 

  
 

 

,мА)(20

25,63

44,89142,14

2060

8040142,14

0

0

00
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4,63200

200

221

21
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j

j

jj

j
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ML

e

e

ee

j

je

XXjRR

XXjRJ
I






















 

 

мА)(8,2247,2284,3
0

7,99
21

jejIJI  . 

 

Розрахуємо напругу на індуктивності, що з’єднана із джерелом струму. З ураху-

ванням взаємоіндукції вона буде визначаться напругою самоіндукції 1LXjJ  і напру-

гою взаємоіндукції MXjI1 , яку треба записати зі знаком плюс, тому що струми 1I  і J  

щодо однойменних затискачів спрямовані однаково. 
 

.мВ)(6,128927,68543,10927,15396,898
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0
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Представимо векторну діаграму струмів і напруг. 
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3.15 Аналіз повітряного електричного трансформатора 

 

Трансформатором називають статичний пристрій, призначений для 

перетворення значень змінних напруг і струмів. Трансформатор може 

складатися із двох і більше обмоток (котушок). Розглянемо трансформа-

тор, що складається з двох розділених обмоток 1L  і 2L  без феромагнітного 

осердя із втратами 1R  та 2R  відповідно (повітряний трансформатор), схема 

якого подана на (рис. 3.36). Обмотка, до якої підключається джерело нази-

вається первинна, а до якої підключається навантаження – вторинна. На-

пруги між затискачами обмоток і струми в цих обмотках називають відпо-

відно первинними та вторинними напругами і струмами трансформатора. 

                                  

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.36 – Повітряний електричний трансформатор 

 

Опір навантаження в загальному випадку в комплексній формі запи-

шеться:  

ннн XjRZ  .                                       (3.141) 

 

Для контурів a і b на основі II закону Кірхгофа складемо рівняння для 

комплексів струмів і напруг: 

 

 21111 )(0 IMjLjRIU  ,               (3.142) 

 

12222 )(0 IMjLjRIU  .               (3.143) 

 

Введемо поняття струму намагнічування, який визначаться за умови 

нZ  (тобто 02 I ): 

 

11

1

LjR

U
I нм 

 .                                   (3.144) 

 

Якщо струм намагнічування 0нмI , а індуктивність котушки 1L , 

то ми отримаємо ідеальний трансформатор.  

 

1U  2U  Zн 

 R1  R2 

 L1 L2 

 M 
1I  2I  

a b 

 *  * 



96 
 

Якщо відсутні втрати у обмотках трансформатора 021  RR  і коефі-

цієнт зв’язку 1
21


LL

M
k , то ми отримаємо досконалий трансформа-

тор. 

Струм намагнічування досконалого трансформатора:  

 

1

1

Lj

U
I нм 

 .                                         (3.145) 

 

Для досконалого трансформатора вирази (3.142), (3.143) перепишуться 

у вигляді: 

 

2111 IMjLjIU  ,                        (3.146) 

 

1222 IMjLjIU  .                       (3.147) 

 

Виразимо з виразу (3.146) струм 1I , а з виразу (3.147) напругу 2U .  
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1
1

2

1

1
22222 U

L

L

L

U
MLjILjIU  . 

 

Після перетворень можна записати: 

 

нмI
L

L
II 

1

2
21 ,                                   (3.148) 
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1
1

2
2 U

L

L
U  .                                      (3.149) 

 

Введемо поняття коефіцієнта трансформації:  

 

1

2

L

L
kтр  .                                           (3.150) 

 

Якщо досконалий трансформатор є ідеальним, тобто 0нмI , то рів-

няння (3.148), (3.149) перепишуться: 

 

трkII  21 ,                                        (3.151) 

 

12 UkU тр  .                                        (3.152) 

 

Із рівнянь (3.151), (3.152) легко визначити коефіцієнт трансформації. 

 

1

2

2

1

U

U

I

I
kтр  .                                      (3.153) 

 

Для комплексно-спряжених значень: 

 

 
*
2

*
1

1

2

I

I

U

U
kтр  .                                       (3.154) 

 

З виразу (3.154) визначимо комплексну потужність споживану первин-

ною і вторинною обмотками: 

 
*
22

*
11 IUIU   або 21 SS  .                           (3.155) 

 

Отже комплексна потужність, споживана первинною обмоткою дорів-

нює комплексній потужності, що споживається вторинною обмоткою. Та-

ким чином, ККД ідеального трансформатора буде дорівнює одиниці (або 

100 %). 

Якщо до ідеального трансформатора підключається навантаження з 

комплексним опором 
2

2

I

U
Z н  , то вхідний опір трансформатора вхZ  ви-

значається у вигляді: 
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н

тртр

тр
вх Z

kIk

U
k

I

U
Z 






2

2

2

1

1 1

1

.                        (3.156) 

 

Вхідний опір трансформатора має такий же характер, як і навантажен-

ня, а відрізняється від нього по модулю в 2
трk  раз. 

 

3.16 Аналіз трифазних електричних кіл 

 

Генератор трифазної системи виробляє три гармонічні напруги з одна-

ковою амплітудою. Фази цих напруг зсунуті відносно одна одної на кут 

120° (рис. 3.37). Трифазне електричне коло може бути подане сукупністю 

трьох однофазних кіл, які називають фазами та позначають літерами А, В, 

С. 

Значення гармонічних напруг записуються: 

 

).34cos()(

),32cos()(

),cos()(







tUtu

tUtu

tUtu

CmC

BmB

AmA

                         (3.157)  

 

Діючі значення фазних напруг рівні між собою: 

 

 фCBA UUUU  .                                    (3.158) 

 

Випадок, коли 2  наведений на (рис. 3.37). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.37 – Часова та векторна діаграми напруг трифазного генератора 

 

Три обмотки генератора можуть з'єднуватися між собою двома спосо-

бами: зіркою та трикутником (рис. 3.38). 
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                                а)                                                  б) 
 

Рисунок 3.38 – Трифазне коло з’єднання зіркою а), з’єднання  

трикутником б) 

 

Визначимо напруги на затискачах: 

 

BAAB UUU  , СAAС UUU  , CBBС UUU  ,       (3.159) 

 

де лBCACAB UUUU   – лінійні напруги. 

 При з'єднанні зіркою: 

 

фл UU 3 .                                      (3.160) 

 

Наприклад якщо В)(127фU , тоді В)(2201273 лU . 

При з'єднанні трикутником:  

 

фл UU  .                                        (3.161) 

 

Представимо схему трифазного кола, у якого обмотки генератора і на-

вантаження з'єднані зіркою (рис. 3.39). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.39 – Трифазне коло при з’єднанні зіркою 

 

Визначимо лінійні струми: 
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A

A
A

Z

U
I  , 

B

B
B

Z

U
I  , 

C

C
C

Z

U
I  .                         (3.162)  

 

З іншої сторони з (рис. 3.39) видно: 

 

CBA IIII 0 ,                                    (3.163) 

 

де 0I  – струм у нейтральному проводі. 

У режимі симетричного навантаження: 

 

 ZZZZ CBA  ,                                   (3.164) 

 

одержуємо 

 

,0
Z

U

Z

U

Z

U
I CBA   

 

    .01
1 3432

0   jjA
CBA ee

Z

U
UUU

Z
I            (3.165) 

 

Струм у нейтральному проводі дорівнює нулю, отже, його наявність у 

схемі необов'язкова. 

 

3.17 Запитання та задачі для закріплення 

1. Що називається гармонічним коливанням? 

2. Дайте визначення періоду і частоті гармонійного коливання? 

3. Який зв'язок між кутовою і циклічною частотою?  

4. Як визначаються діючі значення струму і напруги? 

5. Який зв'язок між діючим значенням і амплітудним? 

6. Які способи представлення гармонійних коливань Ви знаєте? 

7. Що називається векторною діаграмою? 

8. У чому сутність символьного методу розрахунку електричних кіл? 

9. Як перевести комплексне число з показової форми в алгебраїчну фо-

рму? 

10. Що таке модуль і аргумент комплексного числа? 

11. Що називають амплітудним і фазовим спектром? 

12. Як визначається реактивний опір на індуктивності? 

13. Як визначається реактивна провідність у ємності? 

14. Як визначається повний опір послідовного RLC–кола? 

15. Яке явище відбувається в послідовному RLC–колі, коли зсув фаз 

дорівнює нулю? 
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16. Що таке активна, реактивна і комплексна потужності кола? Одини-

ці виміру? 

17. Як визначається повна потужність кола?  

18. Запишіть умову передачі максимуму активної потужності від дже-

рела до приймача. 

19. Що Ви розумієте під напругою самоіндукції і взаємоіндукції? 

20. Які види включення котушок індуктивності Ви знаєте? 

21. Що таке електричний трансформатор? 

22. Представити комплексне діюче значення напруги в тригонометрич-

ній і показниковій формах. Записати миттєве значення напруги. 

В)(155 jU  .  

23. Дві індуктивності мГн)(121 L  і мГн)(352 L ввімкнені послідов-

но. Визначити їх еквівалентний опір на частоті Гц)(1000f . 

24. В послідовному RLC-колі до входу прикладена напруга В)(15U , 

падіння напруги на індуктивності В)(3Lu , на ємності В)(12Cu . Ви-

значити падіння напруг на резисторі Ru .  

25. З миттєвого значення струму А)()30sin(8)(  tti , записати 

комплексну амплітуду струму в показниковій, тригонометричній та алгеб-

раїчній формах. 

26. Електричне коло утворене послідовним включенням резистора з 

опором Ом)(100R  і конденсатора з ємністю мкФ)(4C . На вхід кола 

подається змінна напруга В)(5U  з частотою Гц)(100f . Визначити 

струм у колі I , зсув фаз між напругою і струмом  , напруги на елементах 

кола RU  та CU . 

27. В послідовному RLC–колі до входу прикладена напруга В)(10U , 

падіння напруги на індуктивності В)(5Lu , на ємності В)(11Cu , опір 

резистора Ом)(40R . Визначити комплексну потужність, що спожива-

ється колом. 
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4 ЧАСТОТНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ 

 

 

4.1 Комплексна частотна характеристика, амплітудно-частотна і 

фазо-частотна характеристики 

 

Залежність величин, що характеризують процеси в електричному колі, 

від частоти називають частотними характеристиками кола. 

Будь-яка схема може бути подана у вигляді багатополюсника (рис. 4.1), 

який містить джерела зовнішньої дії та пасивні елементи, на яких необхід-

но дослідити відгуки (реакції) на ці дії. 

Полюси 1-1′, до яких під’єднане джерело зовнішньої дії, називаються 

вхідними.  

Полюси 2-2′, 3-3′, .... n-n′, на яких визначається відгук, називаються ви-

хідними. 

                                               

 
 

Рис. 4.1 – Узагальнене зображення електричного кола у вигляді багатопо-

люсника 

 

Розглянемо чотириполюсник рис. 4.2. На вхідні затискачі 1-1′ якого 

подається сигнал у вигляді напруги з комплексною амплітудою 1mU , або 

струму з комплексною амплітудою 1mI , а реакція знімається з вихідних за-

тискачів 2-2′, також у вигляді напруги або струму з комплексними амплі-

тудами 2mU , 2mI . 
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Рис. 4.2 – Зображення електричного кола у вигляді чотириполюсника 

 

Комплексною частотною характеристикою (КЧХ) називається від-

ношення комплексної амплітуди (діючого значення) реакції кола до ком-

плексної амплітуди (діючого значення) вхідного впливу. 

Комплексні частотні характеристики діляться на вхідні і передатні. 

Якщо відгуком на вхідну напругу 1mU  в діапазоні частот є вхідний струм 

1mI , тоді комплексна частотна характеристика,  називається вхідною про-

відністю кола: 

 

                 вх
m

m
Y Y

U

I

U

I
jH

вх


1

1

1

1 .                                (4.1) 

 

У випадку, коли відгуком є вхідна напруга 1mU  при заданому вхідному 

струмі 1mI , тоді маємо характеристику, яка називається вхідним опором 

кола. 

 

  вх
m

m
Z Z

I

U

I

U
jH

вх
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1

1

1

1                               (4.2) 

 

Передатні КЧХ бувають чотирьох видів: 

 

              
1

2

1

2

U

U

U

U
jH

m

m
U   – КЧХ по напрузі,                  (4.3) 

 

 
1

2

1

2

I

I

I

I
jH

m

m
I   – КЧХ по струму,                     (4.4) 

 

 
1

2

1

2

I

U

I

U
jH

m

m
Z   – КЧХ по опору,                      (4.5) 

 

 
1

2

1

2

U

I

U

I
jH

m

m
Y   – КЧХ по провідності.                (4.6) 

 



104 
 

У загальному виді КЧХ можна представити як: 

 

               sincos HjHeHjH j ,        (4.7) 

 

де            22
ImRe  jHjHjHH  – амплітудно-

частотна характеристика (АЧХ), 

 

       
  



jH

jH
arctgjH

Re

Im
arg  – фазо-частотна характеристика 

(ФЧХ). 

  
Приклад. Визначимо КЧХ по напрузі, а також АЧХ і ФЧХ заданого кола. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Зобразимо комплексну схему заміщення: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вираз для КЧХ по напрузі запишеться: 

 

      CRj

Cj
RCj

ZZ

Z

ZZI

ZI

U

U
jHU 






















1

1

1

1

21

2

211

21

1

2 . 

 

КЧХ можна представити в показовій формі: 

 

 
     

 CRarctgj

CRarctgj
U e

CReCRCRj
jH 

 








22
1

1

1

1

1

1
. 

 

 З останнього виразу отримаємо вирази для АЧХ та ФЧХ:  

 

 
 21

1

CR

H


  ,   

 

 

u1(t) u2(t)  C 

 R 
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   CRarctg  . 

 

На основі отриманих виразів побудуємо графіки АЧХ та ФЧХ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для зручності аналізу кіл на практиці використовують нормовану 

КЧХ: 

 

   
 

max




jH

jH
jT ,                                        (4.8) 

 

а також нормовану АЧХ:  

 

   
 max



H

H
T .                                          (4.9) 

 

Уведемо поняття підсилення: 

 

    HD ln  (Нп);     HD lg20  (дБ),                 (4.10) 

 

та ослаблення: 

 

   



H

lnA  (Нп);    



H

lgA  (дБ),                     (4.11) 

 

де (Нп) – непер, (дБ) – децибел, причому (Нп)115,0(дБ)1  , а 

(дБ)69,8(Нп)1  . 

Для оцінки частотних інтервалів уводять поняття октава і декада. В 

інтервалі частот  21,  число октав і декад розраховуються відповідно: 

 

1

2
2log



октавN ,                                      (4.12) 

 

  H(ω) φ(ω) 

 

ω 

 

ω  1 

  

 0 
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   –900 
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1

2lg



декадN ,                                           (4.13) 

 

Тобто декади301,0октава1  , а октави32,3декада1  . 

 

Приклад. Визначити число октав і декад, якщо (рад/с)2301  , а 

(рад/с)9202  . 

Розрахуємо спочатку число октав і на основі результату визначимо число декад. 

 

24loglog 2
1

2
2 



октавN . 

 

602,02301,0301,0  октавдекад NN . 

 

4.2 Послідовний коливальний контур. Основні поняття і              

визначення 

 

У послідовному коливальному контурі (рис. 4.3) має місце резонанс 

напруг із частотою: 

 

CL

1
0  , 

CL
f




2

1
0 .                              (4.14) 

 

При цьому повний опір контуру при резонансі є повністю активний RZ  . 

                                                                                 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.3 – Послідовний коливальний контур 

 

Визначимо реактивні опори на індуктивності і ємності при резонансі: 
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Із виразів (4.15), (4.16) видно, що реактивні опори на індуктивності і 

ємності рівні та визначають характеристичний опір контуру: 

 

 
C

L
XX CL 00

.                                    (4.17) 

 

Резонансні властивості контуру характеризуються добротністю: 

 

Ta

p

W

W
Q  2 ,                                            (4.18) 

 

де pW  – максимальне значення реактивної енергії, що запасається в конту-

рі при резонансі, 

TaW  – активна енергія, що поглинається в контурі за період T . 

Величина обернена до добротності називається  згасання: 

 

Q
d

1
 .                                                (4.19) 

 

У контурі відбувається періодичний обмін енергії електричного і маг-

нітного полів, тобто 

 

const
UCIL

W
mm

p 
22

22

00 .                           (4.20) 

 

Значення активної енергії, що розсіюється в контурі, визначається як: 

 

2

2

2
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0
TRI

TRIW
m

Ta  .                                 (4.21) 

 

З врахуванням виразів (4.20) і (4.21) визначимо добротність послідов-

ного коливального контуру: 
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4.3 Частотні характеристики послідовного коливального контуру 

 

Електричні кола проявляють свої частотні властивості за рахунок ная-

вності в них реактивних елементів, опори яких залежать від частоти. 

Для послідовного коливального контуру можна записати: 

 

  LX L  ,                                            (4.23) 

 

 
C

XC 


1
,                                           (4.24) 

 

      CL XXX ,                                   (4.25) 

 

    22 XRZ .                                    (4.26) 

 

На основі виразів (4.23) – (4.26) побудуємо залежності опорів від час-

тоти. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.4 – Залежності опорів від частоти 

 

З рис. 4.4 видно, що при частоті 0 коло має ємнісний характер,  а 

при частоті 0  — індуктивний характер. 

Визначимо частотну залежність струму в послідовному контурі та по-

будуємо її графік (рис. 4.5). 

 

 
   
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При резонансі   0X  і струм досягає максимального значення: 
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R

U
I 0 .                                            (4.28) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.5 – Частотна залежність струму в послідовному коливальному  

контурі 

 

Визначимо частотні залежності напруг на опорі, індуктивності та єм-

ності контуру: 

 

   
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LL ,                       (4.30) 
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

22
XR
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XIU C

CC ,                       (4.31) 

 

При резонансі частотні залежності напруг на елементах контуру визна-

чаються: 

 

  URIU R  00 ,                                        (4.32) 

 

    QU
R

UIUU CL 


 000 .                       (4.33) 

 

 На основі виразу (4.33) визначимо добротність: 
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Побудуємо частотні залежності напруг на елементах контуру на основі 

виразів (4.29) – (4.31).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.6 – Частотні залежності напруг на опорі, індуктивності та ємності 

послідовного контуру 

 

Визначимо частоти C  і L , на яких досягають максимальні значення 

напруги на ємності та індуктивності     maxUUU LLCC  . Для цього 

скористаємось наступними умовами: 
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  C

d

Ud C ,  0
  L

d

Ud L .                          (4.35) 

 

Підставивши вирази (4.30) і (4.31) у вираз (4.35) та спростивши отри-

маємо рівняння: 

 

022 222  LCRCL C ,                              (4.36) 

 

  022 222  CLCRL .                                (4.37) 

 

Виразимо з рівнянь (4.36), (4.37) частоти C  і L : 
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Розрахуємо частоти максимумів C  і L  через добротність та резонан-

сну частоту контуру: 
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Визначимо фазо-частотні характеристики послідовного коливального 

контуру: 
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   
R

X
arctgL







2
.                                    (4.44) 

 

4.4 Комплексна передатна характеристика по провідності послідо-

вного коливального контуру. Абсолютне, відносне і узагальнене роз-

строювання, смуга пропускання 

 

Визначимо комплексну передатну характеристику по провідності пос-

лідовного коливального контуру на основі виразу (4.6): 
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1

11
.                      (4.45) 

 

Ступінь відхилення режиму коливального контуру від резонансу оці-

нюють по абсолютному  , відносному   і узагальненому   розстрою-

ванні контурів: 
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00 fffабо  ,                               (4.46) 

 

0
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 ,                                          (4.47) 
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

 Q
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C
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R

X 0
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11
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.   (4.48) 

 

У теорії часто використовується узагальнене розстроювання, тому що 

його використання спрощує розрахунки. З врахуванням виразу (4.48) вираз 

(4.45) перепишеться: 

 

 
 

   


 Yj
YY eH

jR
jH

1

1
,                         (4.49) 

 

де  
2

1

1



R

HY  – АЧХ,  

   arctgY  –  ФЧХ. 

Для більшого спрощення розрахунків використаємо нормовану АЧХ: 

 

   
  21

1

0 






Y

Y
Y

H

H
T ,                              (4.50) 

 

де )0( YH  – значення АЧХ при 0 . 

Вираз (4.50) ще називають коефіцієнтом передачі по провідності. По-

будуємо частотну характеристику коефіцієнта передачі по провідності 

(рис. 4.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.7 – Частотна характеристика коефіцієнта передачі по провідності 
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На рис. 4.7 смуга пропускання показана заштрихованою областю. 

Смуга пропускання – діапазон частот у межах якого коефіцієнт передачі 

зменшується в 2  раз.  

Визначимо граничні частоти смуги пропускання з умови: 

 

 
21

1

2

1


YT ,                                    (4.51) 

 

звідки 11  , 12  . 

З іншого боку на основі виразу (4.48) узагальнене розстроювання дорі-

внює: 
















 0

0

Q .                                         (4.52) 

 

На основі виразу (4.52) підставляючи значення узагальненого розстро-

ювання 11  , 12   визначимо істині граничні частоти смуги пропус-

кання 1  і 2 : 

 

 141
2

20
1 


 Q

Q
,                                  (4.53) 

 

 141
2

20
2 


 Q

Q
.                                  (4.54) 

 

Визначимо ширину смуги пропускання: 

 

Q
пр

0
12


 , або 

Q

f
fпр

0 .                  (4.55) 

 

На основі проведених розрахунків видно, що зі збільшенням втрат у 

контурі, його добротність зменшується. Зменшення добротності сприяє 

збільшенню смуги пропускання, що веде до зменшення вибірності (здат-

ності контуру виділяти коливання певної частоти). 

 

4.5 Паралельний коливальний контур. Основні поняття і визна-

чення. Частотні характеристики паралельного коливального контуру 

 

Принцип дуальності дозволяє поширити частотні характеристики пос-

лідовного коливального контуру на частотні характеристики паралельного 

контуру. У паралельному коливальному контурі (рис. 4.8) має місце резо-

нанс струмів із частотою, як і у виразі (4.14): 
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CL

1
0  , 

CL
f




2

1
0 . 

 

Повна провідність паралельного коливального контуру при резонансі є 

повністю активною GY  . 

                                              

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.8 – Паралельний коливальний контур 

 

Визначимо реактивні провідності ємності та індуктивності при резона-

нсі: 
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C
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CL
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1
00

,                                (4.56) 

 

L

C

L

СL

L
BL 



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1
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Із виразів (4.56), (4.57) видно, що реактивні провідності індуктивності і 

ємності рівні та визначають характеристичну провідність контуру: 

 

 g
L

C
BB CL 

00
.                                    (4.58) 

 

Визначимо добротність паралельного коливального контуру: 

 

G

g

LGG

C
Q 







0

0 1
.                                  (4.59) 

 

Для визначення частотних характеристик паралельного коливального 

контуру запишемо залежності провідностей контуру від частоти: 

 

 

  CBC  ,                                           (4.60) 

 

 

 G L  C u(t) 

i(t) 

 iG(t)  iL(t)   iC(t) 
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 
L

BL 


1
,                                            (4.61) 

 

      LC BBB ,                                    (4.62) 

 

    22 BGY .                                     (4.63) 

 

На основі виразів (4.60) - (4.63) побудуємо залежності провідностей від 

частоти. 

                                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.9 – Залежності провідностей від частоти 

 

З рис. 4.9 видно, що при частоті 0 коло має індуктивний характер,  

а при частоті 0  — ємнісний характер. 

Визначимо частотну залежність напруги в паралельному контурі та по-

будуємо її графік (рис. 4.10). 
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Рис. 4.10 – Частотна залежність напруги в паралельному коливальному ко-

нтурі 
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При резонансі   0B  і напруга буде рівна: 

 

 
G

I
U 0 .                                             (4.65) 

 

Визначимо частотні залежності струмів в опорі, індуктивності та ємно-

сті: 

   
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22
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22
BG
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LL .                         (4.68) 

 

При резонансі частотні залежності струмів визначаються:  

 

  IGUIG  00 ,                                        (4.69) 

 

    QI
G

g
IgUII LC  000 .                        (4.70) 

 

На основі виразу (4.70) визначимо добротність: 
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
 00 .                                    (4.71) 

 

Провівши розрахунок АЧХ паралельного коливального контуру, ви-

значимо ФЧХ: 
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4.6 Комплексна передатна характеристика по опору паралельного 

коливального контуру 

 

Визначимо комплексну передатну характеристику по опору паралель-

ного коливального контуру на основі виразу (4.5): 
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
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.                   (4.75) 

 

Ступінь відхилення режиму коливального контуру від резонансу оці-

нюють по узагальненому  розстроюванню контуру: 
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.  (4.76) 

 

З врахуванням виразу (4.76) вираз (4.75) перепишеться: 
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ZZ eH
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де  
21

1



G

HZ  –  АЧХ,  

   arctgZ  –  ФЧХ. 

Для спрощення розрахунків використаємо нормовану АЧХ: 
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де )0( ZH  – значення АЧХ при 0 . 

Вираз (4.78) ще називають коефіцієнтом передачі по опору. 

Визначимо граничні частоти смуги пропускання з умови: 

 

 
2

1

1

2

1


ZT ,                                  (4.79) 

 

звідки 11  , 12  . 
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На основі виразу (4.52) підставляючи значення узагальненого розстро-

ювання 11  , 12   визначимо істині граничні частоти смуги пропус-

кання 1  і 2 : 
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Q
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Ширину смуги пропускання визначимо, як у виразі (4.55): 

 

Q
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4.7 Паралельний коливальний контур із втратами 

 

Розглянемо найпростіший  паралельний коливальний контур із втрата-

ми, який зображений на рис. 4.11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.11 – Паралельний коливальний контур із втратами 

 

Визначимо еквівалентний комплексний опір кола: 
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У випадку малих втрат, коли LXR 1 , CXR 2  вираз (4.82) пере-

пишеться: 
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Так як 
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L
XX CL  , то 
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Резонансну частоту кола визначимо з умови:   00 B , звідки: 

 

CL

1
0  . 

 

Визначимо добротність і смугу пропускання контуру: 
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Перепишемо вираз для еквівалентного опору (4.83) у наступному ви-

гляді: 
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де 21 RRR  . 

Визначимо опір через узагальнене розстроювання: 

 

  






j

R

jR
Z e

e
11

0
2

,                                (4.88) 

 

де 
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R e
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
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R

X
 . 

Визначимо модуль і аргумент комплексного еквівалентного опору: 
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де 
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1 
 e

e

R
Z  - модуль комплексного еквівалентного опору (АЧХ),  

 arctgz  - аргумент комплексного еквівалентного опору (ФЧХ). 

Визначимо реактивний опір контуру: 
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З виразу (4.90) видно, що при резонансі реактивний опір паралельного 

коливального контуру із втратами дорівнює нулю, тоді як для контуру без 

втрат реактивний опір буде прямувати до нескінченності. Представимо ча-

стотні характеристики реактивних опорів паралельного коливального кон-

туру із втратами і без втрат (рис. 4.12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                      а)                                                                         б) 

 

Рис. 4.12 - Частотні характеристики реактивних опорів паралельного коли-

вального контуру із втратами а) і без втрат б) 

 

Визначимо резонансну частоту контуру з урахуванням більших втрат: 
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Виділяючи уявну і дійсну частину, одержимо: 
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 Резонансну частоту кола  визначимо з умови   0eB : 
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Із виразу (4.93) видно, що резонанс у паралельному коливальному кон-

турі можливий лише у випадку невід’ємного підкореневого виразу (тобто 

коли  21 RiR , або  21 RiR ). 

 

4.8 Збудження паралельного коливального контуру із втратами 

 

Розглянемо, як впливає на резонансні властивості паралельного коли-

вального контуру підключення його до джерела з напругою гE  і внутріш-

нім опором гR . При цьому вихідна напруга kU  знімається з контуру 

(рис. 4.13). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.13 – Паралельний коливальний контур із втратами підключений до 

джерела напруги 

 

Визначимо комплексну напругу на контурі: 
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При резонансі струмів 
21
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0
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RZ ee 
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 , тому вираз (4.94) перепи-

шеться: 
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Визначимо нормоване значення напруги: 
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Після алгебраїчних перетворень отримаємо: 
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де 
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e
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R
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Q
Q

01
  – еквівалентна добротність. 

На основі виразу (4.97) визначимо АЧХ і ФЧХ з врахуванням, що 
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На рис. 4.14 показано залежність АЧХ при різних значеннях внутріш-

нього опору гR . 
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Рис. 4.14 – Залежність АЧХ при різних значеннях внутрішнього опору 

 

Визначимо смугу пропускання з умови: 
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Порівнюючи вирази (4.55) і (4.101) можна побачити, що паралельний 

коливальний контур в загальному випадку має більшу ширину смуги про-

пускання ніж послідовний при тій самій добротності. І лише при  гR  їх 

смуги пропускання рівні.  

Зі збільшенням внутрішнього опору джерела напруги збільшується ви-

бірність паралельного коливального контуру із втратами. Однак нескін-

ченно великий внутрішній опір характерний для джерела струму, тому па-

ралельний коливальний контур слід збуджувати джерелом струму. 

 

4.9 Методика розрахунку резонансної частоти коливальних         

контурів 

 

Припустимо, що необхідно визначити резонансну частоту двополюс-

ника, що містить реактивні елементи L і C (рис. 4.15). 

Для цього визначимо спочатку еквівалентний опір кола: 
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Рис. 4.15 – Електрична схема двополюсника 

 

З виразу (4.102) визначимо уявну частину комплексного опору: 
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Резонансну частоту  визначимо з умови   0Im Z . Після алгебраїчних 

перетворень отримаємо: 
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4.10 Загальні відомості про зв'язані коливальні контури. Контури 

із трансформаторним і автотрансформаторним зв'язком 

 

Два контури називаються зв'язаними, якщо збудження електричних ко-

ливань в одному з них призводить до виникнення коливань в іншому. Від-

мінною особливістю зв'язаних коливальних контурів є краща вибірність 

ніж у одиничних коливальних контурів. Розрізняють внутрішній і зовніш-

ній зв'язок контурів. На рис. 4.16 наведено узагальнену схему двох 

зв’язаних коливальних контурів: з внутрішнім зв’язком (рис. 4.16, а) та зо-

внішнім зв’язком (рис. 4.16, б), де 21, ZZ  – комплексні опори першого та 

другого контурів, звZ  – комплексний опір зв’язку між контурами. 
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                                а)                                                              б) 
 

Рис. 4.16 – Узагальнена схема двох зв’язаних коливальних контурів: з вну-

трішнім зв’язком а) і зовнішнім зв’язком б) 

 

В залежності від виду зв’язку розрізняють контури із трансформатор-

ним, автотрансформаторним, ємнісним та комбінованим зв’язком.  

  Розглянемо зв'язані коливальні контури із трансформаторним зв'яз-

ком (рис. 4.17). 

                               

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.17 - Зв'язані коливальні контури із трансформаторним зв'язком 

 

Важливою характеристикою зв’язаних коливальних контурів є коефіці-

єнт зв’язку. Визначимо коефіцієнт зв'язку для контуру із трансформатор-

ним зв'язком: 
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ку по напрузі від вихідних затискачів до вхідних розімкнутих затискачів. 

З рис. 4.17 виділимо чотириполюсник зв'язку, що зображений на 

рис. 4.18. 
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Рис. 4.18 - Чотириполюсник трансформаторного зв’язку 

 

Визначимо в явному виді комплексні передатні функції: 
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З врахуванням виразу (4.105) одержуємо: 
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Розглянемо зв'язані коливальні контури із внутрішнім індуктивним 

(автотрансформаторним) зв'язком (рис. 4.19). 

                

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.19 - Зв'язані коливальні контури із автотрансформаторним зв'язком 

 

На основі рис. 4.19 виділимо чотириполюсник зв'язку, що зображений 

на рис. 4.20. 

Визначимо комплексні передатні функції для чотириполюсника автот-

рансформаторного зв’язку: 
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Рис. 4.20 - Чотириполюсник автотрансформаторного зв’язку 

 

Підставимо вирази (4.109), (4.110) у вираз (4.105) і визначимо коефіці-

єнт зв'язку: 

 

      звзв

зв

зв

зв

зв

зв
зв

LLLL

L

LLjI

LjI

LLjI

LjI
k











2122

2

11

1 .  (4.111) 

 

4.11 Зв'язані коливальні контури із зовнішнім індуктивним зв'яз-

ком, із внутрішнім і зовнішнім ємнісним зв'язком 

 

Розглянемо зв'язані коливальні контури із зовнішнім індуктивним 

зв'язком (рис. 4.21). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.21 - Зв'язані коливальні контури із зовнішнім індуктивним зв'язком 

 

Подібно до попередніх перетворень виділимо з рис. 4.21 чотириполюс-

ник зв'язку, що зображений на рис. 4.22. 

Визначимо комплексні передатні функції для чотириполюсника зовні-

шнього індуктивного зв’язку: 
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Рис. 4.22 - Чотириполюсник зовнішнього індуктивного зв’язку  

 

Підставимо вирази (4.112), (4.113) у вираз (4.105) і визначимо коефіці-

єнт зв'язку: 
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Розглянемо зв'язані коливальні контури із внутрішнім ємнісним зв'я-

зком (рис. 4.23). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.23 - Зв'язані коливальні контури із внутрішнім ємнісним зв'язком 

 

Виділимо з рис. 4.23 чотириполюсник зв'язку, що зображений на 

рис. 4.24. 
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Рис. 4.24 - Чотириполюсник внутрішнього ємнісного зв’язку  

 

Визначимо комплексні передатні функції для чотириполюсника внут-

рішнього ємнісного зв’язку: 
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Підставимо вирази (4.115), (4.116) у вираз (4.105) і визначимо коефіці-

єнт зв'язку: 
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Розглянемо зв'язані коливальні контури із зовнішнім ємнісним зв'яз-

ком (рис. 4.25). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.25 - Зв'язані коливальні контури із зовнішнім ємнісним зв'язком 
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Виділимо з рис. 4.25 чотириполюсник зв'язку, що зображений на 

рис. 4.26. 

                                                              

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.26 - Чотириполюсник зовнішнього ємнісного зв’язку  

 

Визначимо комплексні передатні функції для чотириполюсника зовні-

шнього ємнісного зв’язку: 
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Підставимо вирази (4.118), (4.19) у вираз (4.105) і визначимо коефіці-

єнт зв'язку: 
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4.12 Настроювання зв'язаних коливальних контурів 

 

Розглянемо зв'язані коливальні контури із трансформаторним зв'язком 

(рис. 4.27). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.27 - Зв'язані коливальні контури із трансформаторним зв'язком 

 

 Введемо певні позначення: 
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звзв XjMjZ  .                                      (4.123) 

 

На основі виразів (4.121) – (4.122) складемо рівняння за другим зако-

ном Кірхгофа для контурів І та ІІ: 

 

21111 IZZIU зв ,                                     (4.124) 

 

 12220 IZZI зв .                                     (4.125) 

 

Із виразу (4.125) визначимо комплексні струми 1I  та 2I : 
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Розв’язуючи рівняння (4.124) відносно 1I  та 2I  з врахуванням виразів 

(4.126), (4.127) отримаємо: 
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де внвн
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Z
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вн XjR
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Z
Z 22
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2   - внесені опори. 

  

Із виразів (4.128), (4.129) видно, що дослідження частотних характери-

стик зв’язаних коливальних контурів зручно вести за допомогою однокон-

турних схем заміщення (рис. 4.28). 

                         

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.28 – Одноконтурні схеми заміщення 

 

Резонанс у системі зв'язаних контурів досягається відповідним їхнім 

настроюванням і вибором оптимального зв’язку між ними. В залежності 

від виду настроювання розрізняють: перший власний, другий власний, 

складний і повний резонанси. 

Перший власний резонанс забезпечує максимум струму 1I  та досяга-

ється настроюванням контуру I до забезпечення умови: внXX 11  . 
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Другий власний резонанс забезпечує максимум струму 2I  та досяга-

ється настроюванням контуру II до забезпечення умови: внXX 22  . 
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Складний резонанс здійснюється шляхом настроювання кожного кон-

туру на власний резонанс і підбором оптимального опору зв'язку: 
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При цьому в контурі II струм досягає максимально можливого значен-

ня: 
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Повний резонанс досягається настроюванням кожного контуру в ін-

дивідуальний резонанс, тобто 01 X , 02 X  і підбором оптимального 

зв'язку:  
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21 RRZX звзв  .                                    (4.135) 

 

З врахуванням умови (4.135), а також, що 01 X  та 02 X  визначимо 

максимально можливе значення струму 2I  з виразу (4.129): 
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Як бачимо з виразів (4.134), (4.136) максимальні значення струмів при 

складному і повному резонансі рівні, однак при повному резонансі макси-

мальне значення струму досягається при меншому опорі зв’язку. 

 

4.13 Частотні характеристики зв'язаних коливальних контурів 

 

Для знаходження частотних характеристик скористаємось схемою зв'я-

заних коливальних контурів із трансформаторним зв'язком (рис. 4.27). 

Зв’язані контури зазвичай використовуються в режимі передачі максима-

льної потужності у ІІ контур. Отже максимальна потужність виділяється в 

II контурі ( 2
2
22 RIP  ), тому серед частотних характеристик найбільший 

інтерес представляє частотна залежність струму  2I . 

Запишемо вираз (4.129) для струму у контурі II з врахуванням узагаль-
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Перепишемо значення коефіцієнту 
21 RR

X зв  з виразу (4.137) у наступ-

ний спосіб: 
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Підставимо вираз (4.138) у (4.137) отримаємо: 

 



135 
 

  21
2

212121

211
2

1 QQkjRR

QQkjU
I

зв

зв


 .            (4.139) 

 

Визначимо модуль струму в контурі II: 
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причому 
21

1
maxmax2

2 RR

U
I  . 

Для зручності введемо нормований (безрозмірний) струм у контурі II: 
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де 21QQkA зв  – фактор зв'язку. 

 

Якщо контури I та II ідентичні, тобто QQQ  21 ,  21  вираз 

(4.141) запишеться: 
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При цьому фактор зв'язку дорівнює: 

 

d

k
QkA зв

зв  ,                                      (4.143) 

 

де d  – загасання. 

Залежно від співвідношення між коефіцієнтом зв'язку і загасанням ви-

діляють три зв'язки: 
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1. dk зв   – слабкий зв'язок ( 1A ); 

2. dk зв   – критичний зв'язок ( 1A ); 

3. dk зв   – сильний зв'язок ( 1A ). 

 Від виду зв'язку суттєво змінюється частотна залежність струму в кон-

турі II. Так, при слабкому зв’язку (A<1) АЧХ має вигляд резонансної кри-

вої, як у одиничного контуру з максимумом при 0  (рис. 4.29). На прак-

тиці зв’язані коливальні контури зі слабким зв’язком зазвичай не викорис-

товуються. 
 

 
Рис. 4.29 – АЧХ зв’язаних коливальних контурів 

 

Зі збільшенням коефіцієнту зв’язку dk зв   ( 1A ) характер зміни 

струму 2I  від частоти суттєво змінюється: АЧХ набуває двогорбого харак-

теру. На частоті 0  утворюється мінімум струму, на частотах III  ,  

максимум струму (рис. 4.29). 

 

1
2

,  AIII  .                                     (4.144) 

 

У контурів із сильним зв’язком ( 1A ) при умові, що фактор зв’язку не 

більше значення 41,2A  смуга пропускання в 3 рази більше, ніж у одино-

чного контуру при тій же добротності. Зі збільшенням фактору зв’язку 

смуга пропускання починає роздвоюватись. ФЧХ зв’язаних коливальних 

контурів може бути отримана із рівняння (4.137). 

 

4.14 Запитання та задачі для закріплення 

 

1. Що називається комплексною передатною функцією? 

2. Що таке амплітудно-частотна характеристика? 

3. Що таке фазо-частотна характеристика? 
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4. Які поняття вводять для оцінки частотних інтервалів? 

5. В якому коливальному контурі виникає резонанс напруг? 

6. Як визначається резонансна частота коливального контуру? 

7. Як визначається характеристичний опір послідовного коливального 

контуру? 

8. Що Ви розумієте під добротністю коливального контуру? 

9. Як визначається добротність послідовного коливального контуру? 

10. Що таке смуга пропускання коливального контуру? 

11. Що Ви розумієте під вибірністю коливального контуру? 

12. В якому коливальному контурі виникає резонанс струмів? 

13. Які коливальні контури називаються зв'язаними? 

14. Які види зв'язку коливальних контурів Ви знаєте? 

15. У чому перевага зв'язаних коливальних контурів у порівнянні з 

одиночним коливальним контуром? 

16. Визначити комплексний коефіцієнт передачі по напрузі на кутовій 

частоті (рад/с)106 , якщо відомо, що (Ом)1000R , (нФ)1C .  
 

 
 

17. Побудувати амплітудно-частотні характеристики для електричних 

кіл, якщо відомо, що (Ом)101 R , (Ом)1002 R , (мкФ)5C , 

(мГн)20L .  
 

 
 

18. Визначити межі зміни резонансної частоти і смуги пропускання ко-

ливального контуру при зміні ємності від (пФ)501 С  до (пФ)5002 С , 

при цьому (Ом)10R , (кОм)100нR , (мкГн)50L . 
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5 НЕЛІНІЙНІ ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА В РЕЖИМІ ПОСТІЙНОГО 

СТРУМУ 

 

 

5.1 Нелінійні резистивні елементи 

 

Нелінійними резистивними елементами (діодами) називають всі на-

півпровідникові і електронні двополюсні безінерційні прилади. Єдиною 

їхньою характеристикою є залежність миттєвого значення струму від при-

кладеного миттєвого значення напруги (ВАХ). Відмінні особливості ВАХ 

деяких діодів і їх умовні позначення наведені на рис. 5.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  а)                          б)                         в)                        г) 

 

Рис. 5.1. – ВАХ випрямного діода а), стабілітрона б), тунельного діода в), 

диністора г) 

 

 Для зручності двополюсні нелінійні резистивні елементи будемо нази-

вати нелінійними резисторами. Умовне позначення нелінійного резисто-

ра наведено на рис. 5.2. Нелінійні резистори можуть бути керованими еле-

ментами від таких величин, наприклад, як вологість, температура, тиск. В 

такому випадку нелінійний резистор буде мати не одну ВАХ, а сімейство, 

кожна з яких відповідає різним значенням керуючої величини. 

 

 

 

Рис. 5.2. – Умовне позначення нелінійного резистора 

 

Деякі напівпровідникові і електронні прилади зручно розглядати, як 

нелінійні резистивні чотириполюсники (транзистори, електронні лампи, 

тиристори). На рис. 5.3 наведено біполярний транзистор увімкнений за 

схемою зі спільним емітером (нелінійний резистивний чотириполюсник) і 

його вхідні та вихідні характеристики. 

Нелінійний чотириполюсник, як і лінійний, описується двома рівнян-

нями, які пов’язують напруги та струми на його виході і вході. 
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                     а)                                       б)                                     в) 

Рис. 5.3 – Нелінійний резистивний чотириполюсник а) та його вхідні б) і 

вихідні ВАХ в) 

 

При аналізі транзисторів використовується система рівнянь виду: 
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Графічне зображення системи рівнянь (5.1) представлено на 

рис. 5.3 б, в.  

Для нелінійних резисторів важливим параметром є опір (провідність). 

Існують два види опору (провідності) статичний і диференційний. 

Статичний опір (статична провідність) – визначається відношенням 

постійної напруги (струму) до постійного струму (напруги): 
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Диференційний опір (диференційна провідність) – відношення збіль-

шення напруги (струму) до збільшення струму (напруги). 
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Зазвичай переходять до меж цих співвідношень: 
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Gдиф  .                                  (5.4) 

 

Іноді використовують поняття диференційна крутість: 

 

du

di

R
GS

диф
диф 

1
.                                    (5.5) 
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Приклад. Нелінійний резистор має ВАХ виду:   2
210 uauaaui  . Визначити 

статичний і диференційний опір у точці 0Uu  . 

Для знаходження статичного опору визначимо значення струму, якщо 0Uu  :  

 
2
020100 UaUaaI  . 

 

Знаючи значення струму 0I   визначаємо статичний опір:  

 

2
02010

0

0

0

UaUaa

U

I

U
Rст


 . 

 

Для знаходження диференційного опору визначимо диференційну провідність:  

 

021 2

0

Uaa
du

di
G

Uu
диф 


. 

 

Визначаємо диференційний опір:  

 

021 2

11

UaaG
R

диф
диф 

 . 

 

Наведений спосіб розрахунку є аналітичним. Розглянемо графічний спосіб визна-

чення статичного і диференційного опору. Для цього через точку А ( 0Uu  ) і точку  

ВАХ при 0u  проведемо пряму для визначення кута   та дотичну для визначення ку-

та  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Знаючи кути   і   визначимо статичний та диференційний опір (провідності): 

 

 ctg
I

U
Rст

0

0 ,  tg
U

I
Gст

0

0 , 

 








 ctg
I

UU

i

u
Rдиф

0

10 , 






 tg
UU

I

u

i
Gдиф

10

0 . 
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5.2 Нелінійні реактивні елементи 

 

До нелінійних реактивних елементів відносять: нелінійні індуктивні 

елементи і ємнісні елементи. 

Нелінійні індуктивні елементи – котушки з феромагнітними сердеч-

никами. Нелінійність таких елементів обумовлена характеристикою нама-

гніченості матеріалу сердечника: 

 

   HHB 0 ,                                        (5.6) 

 

де 0  - магнітна проникність вакууму, 

  - магнітна проникність середовища, 

H  - напруженість магнітного поля. 

Оскільки магнітний потік Ф  пропорційний індукції B : 

 

 SBФ  ,                                              (5.7)  

 

а напруженість магнітного поля H  пов’язана із струмом i : 

 

 LwiH  ,                                            (5.8) 

 

де S  – площа перерізу сердечника,  

L  - довжина сердечника, 

w  - кількість витків котушки індуктивності, 

 

то вид залежності  HB  визначає характер вебер-амперної характерис-

тики  i : 

Фw
L

Siw





2
0 .                                     (5.9) 

 

Типова вебер-амперна характеристика нелінійного індуктивного еле-

менту наведена на рис. 5.4, а. При циклічному намагнічуванні сердечника 

вебер-амперна характеристика має гістерезисний характер (рис. 5.4, б).  

Нелінійний індуктивний елемент характеризується статичною індукти-

вністю стL  і диференційною індуктивністю дифL , які залежать від струму 

намагнічування i : 

 
i

Lст


 ,                                              (5.10) 

 

id

d
Lдиф


 .                                             (5.11) 
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                                 а)                                            б) 
 

Рис. 5.4 – Вебер-амперні характеристики 

 

Нелінійні ємнісні елементи поділяються на дві групи: а) вариконди, 

нелінійність яких пов'язана із залежністю діелектричної проникності   від 

напруженості електричного поля E , б) варикапи – напівпровідникові діо-

ди, нелінійна ємність яких визначається властивостями p–n–переходу. 

Описуються нелінійні ємнісні елементи вольт-кулонною характеристи-

кою (рис. 5.5). 

                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                  а)                                           б) 
 

Рис. 5.5 – Вольт-кулонні характеристики: вариконда а), варикапа б) 

 

Нелінійний ємнісний елемент характеризується статичною стC  і дифе-

ренційною дифC  ємністю, які залежать від прикладеної напруги u : 

 

u

q
Cст  ,                                              (5.12) 

 

ud

qd
Cдиф  .                                           (5.13) 

 

 

 
Ψ Ψ 

i i 

 q q 

u u 
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5.3 Еквівалентні перетворення нелінійних елементів і методи роз-

рахунку нелінійних електричних кіл 

 

Еквівалентні перетворення полягають у заміні послідовно і паралельно 

з’єднаних нелінійних елементів одним елементом, шляхом додавання їхніх  

напруг та струмів. 

Нехай два нелінійні елементи (НЕ) описуються вольт-амперними хара-

ктеристиками: 

 

 111 uFi  ,  222 uFi  .                                 (5.14) 

 

При послідовному з’єднанні нелінійних елементів (рис. 5.6) струми, що 

протікають через них рівні 21 iii  , а напруги знаходимо по другому за-

кону Кірхгофа: 21 uuu  . Виконаємо складання напруг графічно, як пока-

зано на рис. 5.7. Вибираємо значення струму і знаходимо значення напруг 

першого і другого НЕ, які додаємо між собою і тим самим отримуємо на-

бір точок ВАХ еквівалентного НЕ  uFe . 

                                                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.6 – Еквівалентне перетворення послідовно з’єднаних нелінійних 

елементів 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.7 – Визначення ВАХ еквівалентного НЕ при послідовному з’єднанні 

 

Розглянемо паралельне з’єднання НЕ (рис. 5.8). В даному випадку на-

пруги на НЕ рівні 21 uuu  , а струми знаходимо по першому закону Кір-

u

u

HЕ1

HЕ2
HЕ
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 u 
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хгофа: 21 iii  . Виконаємо складання струмів графічно, як показано на 

рис. 5.9. Вибираємо значення напруги і знаходимо значення струмів пер-

шого і другого НЕ, які додаємо між собою і тим самим отримуємо набір 

точок ВАХ еквівалентного НЕ  uFe . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.8 – Еквівалентне перетворення послідовно з’єднаних нелінійних 

елементів 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.9 – Визначення ВАХ еквівалентного НЕ при паралельному з’єднанні  

 

Для розрахунку нелінійних резистивних електричних кіл використо-

вують графічний і аналітичний методи.  

Графічний метод розрахунку нелінійних електричних кіл дозволяє на 

основі додавання відомих ВАХ (заданих графічно) визначати робочі точки 

схеми, а також значення струмів і напруг у колі при заданій вхідній дії. 

Однак трапляються випадки, коли необхідно провести розрахунки 

струмів і напруг аналітично. Для цього ВАХ повинні бути апроксимовані і 

задані наближеними виразами (аналітичний метод розрахунку). 

 
Приклад. На основі аналітичного методу розрахунку нелінійних електричних кіл 

визначити струми і напруги в електричному колі. 
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Вважаючи, що (А/В)10,(мА)20,(Ом)900,(В)12 5 JRE  і вольт-амперна 

характеристика НЕ апроксимується виразом: 











.0,

;0,0

2
нене

не
не

UU

U
I           

                                            

На підставі законів Кірхгофа запишемо систему рівнянь: 

 









.RIUE

,JII

Rне

Rне
 

 

Дана система містить три невідомих, тому для її розв’язку скористаємось ВАХ НЕ, 

що задана умовою. Як видно з умови задачі ми матимемо два аналітичні розв’язки при 

0неU і при 0неU . 

Розглянемо перший випадок, коли 0неU : 

 

 









.0

,

2

2

RJUUE

JUJII

нене

ненеR
 

 

Після перетворень одержимо: 

 

  0
2  ERJUUR нене . 

 

З останнього виразу визначимо напругу на нелінійному елементі: 

 

R

ERJ

RR
U не 










224

1

2

1
. 

 

Визначимо решту невідомих напруг і струмів: 

 

R

ERJ

RR
EU R 










224

1

2

1
, 

 

R

R

ERJ

RR
E

I R













224

1

2

1

, 

 

J
R

R

ERJ

RR
E

Iне 












22

4

1

2

1

. 

 

Для чисельного розв’язку підставимо значення елементів, отримаємо: 

 

(В)55,24неU ,  
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(В)55,1255,2412 RU , 

 

(мА)14
900

55,2412



RI ,  

 

(мА)62014 неI . 

 

Розглянемо другий випадок, коли 0неU  ( 0неI ): 

 









.

,

RJEU

JI

не

R
 

 

Для чисельного розв’язку підставимо значення елементів, отримаємо: 

 














.(В)30900102012

,(А)1020

3

3

не

R

U

I
 

 

Як видно з другого рівняння системи другий розв'язок суперечить умові 0неU , 

тому вірним є лише перший розв'язок. 

В даному прикладі ВАХ описується простою функцією, але при описі ВАХ нелі-

нійного елементу більш складною функцією аналітичний розв'язок одержати вкрай 

складно. 

 

5.4 Аналітичне представлення ВАХ 

 

Точне представлення ВАХ в аналітичному виді вкрай складне, тому на 

перше місце виходить наближене представлення ВАХ (апроксимація). 

Завдання апроксимації полягає у двох етапах: виборі апроксимуючої 

функції  xf  (наближеної до заданої функції  x ) і виборі критерію оцін-

ки «близькості»   (знаходження похибки апроксимації) в інтервалі апрок-

симації bxa  . Розрізняють лінійний і квадратичний критерії близькос-

ті: 

   xxf  max ,                                      (5.15)  

 

     



b

a

dxxxf
ab

21
,                                   (5.16) 

 

де  x  – функція, що апроксимується. 

Для наближеного представлення ВАХ використовують поліноміальну, 

кусково-лінійну апроксимацію, а також апроксимацію трансцендентними 

функціями (експоненти, гіперболічні та інші функції). 

 При поліноміальній (степеневій) апроксимації в якості апроксиму-

ючої функції використовується алгебраїчний поліном: 
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  n
n xaxaxaaxf  

2
210                           (5.17) 

 

де naaaa ,,, 210  – коефіцієнти, значення яких вибирають такими, щоб в 

інтервалі інтерполяції bxa   звести до мінімуму похибку апроксимації, 

n – степінь полінома. 

Домагаються збігу значень апроксимуючої функції   xf  і функцій, що 

апроксимується  x  у можливо більшому числі обраних точок в інтервалі 

bxa  . Відповідний метод наближення називається інтерполяція, а об-

рані точки – вузли інтерполяції kx . Кількість вузлів інтерполяції на одини-

цю перевищує степінь полінома, що інтерполює: 

 

 1..  nN інтвуз .                                        (5.18) 

 

Отже, записуючи рівність функцій    kk xxf   для кожного вузла ін-

терполювання kx , nk ,,2,1,0   одержимо систему із 1n  лінійних рі-

внянь: 

 

 
 

 

















.

,

,

2
210

11
2
12110

00
2
02010

n
n
nnnn

n
n

n
n

xxaxaxaa

xxaxaxaa

xxaxaxaa









                      (5.19) 

 

з такою ж кількість невідомих коефіцієнтів naaaa ,,, 210 . 

Розв’язком системи (5.19) є значення коефіцієнтів naaaa ,,, 210  ін-

терполюючого полінома. Чим вище степінь полінома  xf , тим менша по-

хибка апроксимації. 
 

Приклад. Інтерполюємо поліномом   xaaxf 10   в інтервалі 20  x  функцію 

  xe1x  . 

Визначимо спочатку число вузлів інтерполяції на основі виразу (5.18):  

 

2111..  nN інтвуз . 

 

Виберемо значення двох вузлів інтерполяції в інтервалі 20  x : 

 

1,00 x ,  

 

11 x . 

 

Складемо систему лінійних рівнянь на основі виразу (5.19): 
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












.1

,1

1

0

110

010

x

x

exaa

exaa
  

 

Розв’язуючи дану систему визначимо коефіцієнти 0a  і 1a : 

 














.11

,11,0

1
10

1,0
10

eaa

eaa
 

 









.597,0

,036,0

1

0

a

a
 

 

Отже апроксимуючий поліном має вигляд: 

 

  xxf 597,0036,0  . 

 

Побудуємо функції  xf  і  x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Найбільше відхилення функцій спостерігаємо в точці 2x , тому лінійний крите-

рій близькості буде рівний: 

 

    365,0max  xxf . 

 

Приклад. Інтерполюємо поліномом   2
210 xaxaaxf   в інтервалі 20  x  

функцію   xex  1 .  

Визначимо спочатку число вузлів інтерполяції на основі виразу (5.18):  

 

3121..  nN інтвуз . 

 

Виберемо значення трьох вузлів інтерполяції в інтервалі 20  x : 
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1,00 x ,  

 

9,01 x ,  

 

8,12 x . 

 

Складемо систему лінійних рівнянь на основі виразу (5.19) і визначимо коефіцієн-

ти 210 ,, aaa : 
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
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


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2

1

0

a
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a

 

 

Отже апроксимуючий поліном має вигляд: 

 

  2209.0832,0014,0 xxxf  . 

 

Побудуємо функції  xf  і  x , а також функцію    xxf  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Найбільше відхилення функцій спостерігаємо в точці 2x  , тому лінійний крите-

рій близькості буде рівний: 

 

    023,0max  xxf . 

 

 

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 x( )

f x( )

x



150 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Як бачимо з даного прикладу точність апроксимації збільшується при збільшенні 

степеня полінома. 

 

При кусково-лінійній апроксимації відбувається заміна реальної 

ВАХ наближеною, що складається з відрізків прямих ліній, обраних доти-

чними (рис. 5.10). 

                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.10 – Заміна реальної ВАХ кусково-лінійною 

 

З рис. 5.10 видно, що апроксимуюча функція описується виразом: 
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де S  – крутість. 

Кусково-лінійна апроксимація ВАХ у більшості випадків дає цілком 

достатні результати по точності. 
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5.5 Запитання та задачі для закріплення 

 

1. Приведіть приклади нелінійних резистивних елементів. Як вони поз-

начаються? 

2. Що таке вольт-амперна характеристика (ВАХ)? 

3. Що Ви розумієте під статичним і диференційним опором?  

4. Як визначити графічно статичний і диференційний опори по ВАХ? 

5. Які нелінійні реактивні елементи Ви знаєте? 

6. Яка причина прояву нелінійності індуктивного елементу? 

7. Яка причина прояву нелінійності ємнісного елементу? 

8. Які методи розрахунку нелінійних резистивних електричних кіл Ви 

знаєте? 

9. Що Ви розумієте під апроксимацією ВАХ? 

10. Які види апроксимації ВАХ Ви знаєте? 

11. Від чого залежить точність при поліноміальній апроксимації? 

12. Визначте струм неI  і напругу неU  на нелінійному елементі, якщо 

відомо, що: (В)6E , (Ом)81 R , (Ом)62 R , (Ом)33 R ,  (А)3J , 

(А)1,0 2ui  . 

                                                    

 

 

 

 

 

 
 

13. Визначте величину опору 3R , при якій (мА)3I , якщо (В)16E , 

(кОм)221  RR , (А)10)12( 3 UI . 
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