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Вступ 
 

 

Сучасна інженерна освіта неможлива без застосування 

комп’ютерних технологій, які значно полегшують аналіз та розв’язання 

складних математичних задач. Лінійна та векторна алгебра є фундамента-

льними розділами вищої математики, що широко використовуються в різ-

них технічних дисциплінах, зокрема в механіці, електротехніці, 

комп’ютерному моделюванні та аналізі даних.   

Особливістю цього підручника є інтеграція традиційних методів 

розв’язання задач із засобами комп’ютерної підтримки, зокрема викорис-

танням програмного середовища системи комп’ютерної математики Maple. 

У підручнику наведено не лише теоретичні основи, а й розроблені проце-

дури та фрагменти коду, що дозволяють автоматизувати весь процес 

розв’язання типових задач лінійної та векторної алгебри. Використання 

Maple дає змогу крок за кроком відтворювати процес розв’язання задачі з 

супроводженням відповідних пояснень і необхідними проміжними обчис-

леннями, що сприяє кращому розумінню матеріалу.   

Підручник орієнтований на здобувачів вищої освіти з інженерних 

спеціальностей, які прагнуть не лише засвоїти основи лінійної та векторної 

алгебри, а й навчитися ефективно використовувати сучасні програмні за-

соби для розв’язання практичних задач. Такий підхід дозволяє здобувачам 

не лише виконувати складні обчислення, а й аналізувати отримані резуль-

тати, моделювати математичні процеси та автоматизувати розрахунки.   

Запропоновані матеріали можуть бути корисними як для самостійно-

го опрацювання, так і для використання в межах навчального процесу під 

керівництвом викладача. 
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1 ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 

 

 

1.1 ВИЗНАЧНИКИ 

 

Визначники другого порядку 

Розглянемо систему рівнянь 
 









.cybxa

,cybxa

222

111
                                               (1) 

 

Використовуючи метод алгебричного додавання, отримаємо  

розв’язок системи в загальному вигляді 
 

1221

1221

baba

bcbc
x




 ,     

1221

2112

baba

acbc
y




 .                               (2) 

 

Ці формули простіше узагальнити для систем лінійних рівнянь з бі-

льшим числом невідомих, якщо скористатися поняттям визначника. 

Означення. Визначником другого порядку  
2221

1211

aa

aa
 називають  ви-

раз 12212211 aaaa  , тобто, 
2221

1211

aa

aa
= 12212211 aaaa  . 

Символи ija  називають елементами визначника, причому перший ін-

декс i  показує номер рядка, а другий індекс j  – номер стовпця, на перети-

ні яких стоїть цей елемент.  

Означення. Діагональ, утворену елементами 11a , 22a , називають го-

ловною, а діагональ, утворену елементами 12a , 21a   побічною.  

Отже, для того, щоб знайти визначник другого порядку, знаходимо 

різницю добутків елементів головної та побічної діагоналей. 
 

Властивості визначників 
 

1. Якщо два рядки або стовпці поміняти місцями, то визначник 

змінить знак 

1211

2221

2221

1211

aa

aa

aa

aa
 . 

 

2. Якщо обидва елементи довільного рядка або стовпця визнач-

ника помножити на одне й те саме число, то його значення помножиться 

на це число. Наприклад, 

https://ela.kpi.ua/bitstream/123456789/58438/1/Liniina_alhebra_Analitychna_heometriia_Dyf_chys_KL.pdf
https://ela.kpi.ua/bitstream/123456789/58438/1/Liniina_alhebra_Analitychna_heometriia_Dyf_chys_KL.pdf
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2221

1211

2221

1211

aa

aa

aa

aa





 . 

 

3. Визначник не зміниться, якщо до всіх елементів довільного ря-

дка (або стовпця) додати відповідні елементи іншого рядка (стовпця), пом-

ножені на одне і те саме число. 
 

2221

1211

2221

22122111

aa

aa

aa

aaaa


 
. 

 

Цю рівність легко перевірити, якщо обчислити обидва визначники. 

Отримаємо: 
122122112221122122212211 aaaaaaaaaaaa   . 

 

4. Визначник з двома пропорційними рядками (стовпцями) дорів-

нює нулю. 

5. Якщо транспонувати визначник (транспонувати означає замі-

нити визначник його дзеркальним відбиттям відносно головної діагоналі), 

то він не зміниться.  

6. Якщо один з рядків (стовпців) визначника складається тільки з 

нулів, то такий визначник дорівнює нулю. 

7. Якщо визначник має два однакових рядки (стовпці), то він до-

рівнює нулю. 

8. Якщо кожен елемент n-го рядка (n-го стовпця) є сумою двох 

доданків, то такий визначник дорівнює сумі двох визначників, у одного з 

яких n-й рядок (n-й стовпець) складається з перших доданків, а у другого – 

з других; інші елементи усіх трьох визначників однакові. 
 

Повернемося до системи рівнянь (1). Використовуючи поняття ви-

значника, розв’язок (2) лінійної системи (1) можна подати у формі, що має 

назву правила Крамера, 



xx   ,      


y
y  ,                                            

 

де 
22

11

ba

ba
  – основний визначник системи, 

22

11

bc

bc
x   – допоміжний 

визначник, утворений з основного визначника шляхом заміни першого 

стовпця стовпцем вільних членів, аналогічно утворюється і другий допо-

міжний визначник
22

11

ca

ca
y  , перший стовпець залишається без змін, а 

другий замінюється стовпцем вільних членів. 

 

 

http://rep.btsau.edu.ua/bitstream/BNAU/558/1/Elementi%20vischoyi%20algebri.pdf
https://studme.com.ua/11710626/tovarovedenie/kriteriy_nichtozhnyh_pogreshnostey.htm
https://studme.com.ua/11710626/tovarovedenie/kriteriy_nichtozhnyh_pogreshnostey.htm
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Визначники третього порядку 
 

Означення. Визначником третього  порядку 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

  назива-

ється вираз  

122133233211132231322113231231332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa   
 

Для обчислення визначників третього порядку користуються прави-

лом трикутників 
 

 
 

Ліва схема відповідає додатним добуткам визначника, тобто  
 

322113231231332211 aaaaaaaaa  , 
 

а права – від’ємним 
  

122133233211132231 aaaaaaaaa  . 
 

Алгоритм правила трикутників 
 

1. Знайти добуток елементів, що знаходяться на головній діагоналі. 

2. Знайти два елементи, що знаходяться на прямій, яка паралельна голо-

вній діагоналі (таких прямих буде дві, одна вище, а друга нижче головної 

діагоналі). 

3. Для кожної зі знайдених пар знайти елемент, який розташовано у кут-

ку, в результаті отримаємо трикутник, складений з трьох елементів визна-

чника. Знаходимо добутки цих чисел.  Отримуємо 
 

312312133221332211
aaaaaaaaa  , 

 

тобто елементи зі знаком «+». 

4. Знаходимо добуток елементів допоміжної діагоналі. 

5. Аналогічно знаходимо елементи зі знаком «−». Отримуємо 
 

122133233211132231 aaaaaaaaa  . 
 

6. Сума всіх шести отриманих добутків і буде значенням визначника. 
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Правило Саррюса. Для обчислення визначника третього порядку, 

потрібно знизу дописати два перших рядки, в результаті одержимо три го-

ловні і три допоміжні діагоналі 
 



232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa


312213231231133221332211

()( aaaaaaaaaaaa 
113223

aaa

)
211233

aaa . 

Крім дописування знизу двох перших рядків є ще один еквівалент-
ний спосіб обчислення визначника за правилом Саррюса. Можна праворуч 
від визначника дописати два перших стовпці, аналогічно отримаємо три 
головні і три побічні діагоналі 

 



3231

2221

1211

333231

232221

131211

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

11 22 33 12 23 31 12 21 32 13 22 31 11 23 32( ) (a a a a a a a a a a a a a a a       
12 21 33)a a a . 

 

Загальний спосіб обчислення визначника довільного порядку 
 

Означення. Мінором ijM  елемента ija  визначника п-го порядку 

 

nnnjn

iniji

nj

a...a...a

............

a

...

...

...

a...

...

a

...

a...a...a

1

1

1111

  

 

називається визначник (п-1)-го порядку, який утвориться, коли в цьому ви-

значнику викреслити рядок і стовпець, що містять елемент ija . 

Означення. Алгебричним доповненням ijA     елемента ija  назива-

ють його мінор, який візьмемо зі знаком   ji
1 , тобто,   ij

ji

ij MA


 1 . 

Теорема Лапласа. Визначник дорівнює сумі добутків елементів 
будь-якого рядка або стовпця на їх алгебричні доповнення 

 

ij

n

j
ij Aa




1

  або 



n

i
ijij Aa

1

 . 

https://org2.knuba.edu.ua/pluginfile.php/5191/mod_resource/content/2/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4.%D0%BB%D1%96%D0%BD%D1%96%D0%B9%D0%BD%D0%B0.doc
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Проілюструємо цю теорему на прикладі визначника 3-го порядку, за-

стосувавши її до другого стовпця. 
 

 

    .
aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
aAaAaAa

aaa

aaa

aaa

23

2321

1311

32

22

3331

1311

22

21

3331

2321

12323222221212

333231

232221

131211

11

1









 

 

Визначник 3-го порядку 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 можна обчислити за однією з 

нижчевказаних формул 
 

131312121111
АаАаАа   

313121211111
АаАаАа   

232322222121
АаАаАа   

323222221212
АаАаАа   

333332323131
АаАаАа   333323231313

АаАаАа  . 

 
 

Приклади розв’язання типових задач 
 

Приклад 1.   

Обчислити визначник 
52

43 
. 

Розв’язання 
 

278152)4(53
52

43



 .   

 

Приклад 2.   

Обчислити визначник  

253

712

641



 .   

Розв’язання 
Щоб обчислити даний визначник застосуємо правило трикутників.   

 





 3)7(4652)2()1(1

253

712

641

47351618846025)7(1)2(243)1(6  . 
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Приклад 3.   

Обчислити визначник 

613

012

112 

.   

Розв’язання   

Для обчислення цього визначника застосуємо теорему Лапласа. Ви-

значник розкриємо за третім стовпцем.   

Маємо  

333323231313
AaAaAa  . 

 

Обчислимо алгебраїчні доповнення.  
 

132
13

12
)1( 31

13
 A ,   422

12

12
)1( 33

33



 A .   

 

Алгебраїчне доповнення А23 обчислювати не потрібно, оскільки 

0
23
a .   

Таким чином, 2346)1(1  .   
 

Приклад 4.   

Обчислити визначник 







22

22

22

cos1sin

cos1sin

cos1sin

.   

Розв’язання  
Для обчислення визначника застосуємо його властивості. До першо-

го стовпця додамо третій стовпець 







222

222

222

cos1cossin

cos1cossin

cos1cossin







 . Врахуємо 

основну тригонометричну тотожність 1cossin 22   , маємо  
 







2

2

2

cos11

cos11

cos11

 . 

Бачимо, що отриманий визначник має два однакових стовпці, отже, 

за властивостями визначників, отриманий визначник дорівнює нулю.   
 

Приклад 5.   

Обчислити визначник 

431

212

321

 .   
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Розв’язання  

Обчислимо визначник, використовуючи його властивості.   

Залишимо перший рядок без змін, а до другого рядка додамо перший 

рядок, помножений на -2, третій рядок залишимо без змін.  
 

431

830

321

431

212

321

 . 

 

В отриманому визначнику залишимо без змін перший рядок, до тре-

тього рядка додамо перший, помножений на -1. Другий рядок залишаємо 

без змін.  

110

830

321

431

830

321

 . 

 

Розкриємо отриманий визначник за елементами першого стовпця 
 

583
11

83
)1(1

110

830

321
11 


 

. 

 

Завдання для самостійної роботи до теми «Визначники» 
 

Завдання 1. Знайдіть дійсні корені рівняння: 

1. .0

121

743

321









x

x

x

 2. .0

112

633

312









x

x

x

 

3. .0

134

312

541









x

x

x

 4. .0

513

541

121









x

x

x

 

5. .0

624

132

211









x

x

x

 6. .0

321

642

022









x

x

x
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7. .0

22

615

112









x

x

x

 8. .0

312

231

033









x

x

x

 

9. .0

321

231

224









x

x

x

 10. .0

121

213

143









x

x

x

 

11. .0

123

224

101









x

x

x

 

12. 

.0

231

321

413









x

x

x

 

13. .0

220

123

312









x

x

x

 14. .0

123

220

431









x

x

x

 

15. .0

123

11

321









x

x

x

 16. .0

202

523

321









x

x

x

 

17. .0

325

121

011









x

x

x

 18. .0

321

642

022









x

x

x

 

19. .0

22

231

213









x

x

x

 20. .0

321

642

022









x

x

x

 

21. .0

413

121

202









x

x

x

 22. .0

22

143

121









x

x

x

 

23. .0

123

231

231









x

x

x

 24. .0

121

541

121









x

x

x

 



13 

25. .0

123

330

312









x

x

x

 26. .0

321

242

22









x

x

x

 

27. .0

121

231

532









x

x

x

 28. .0

321

44

231









x

x

x

 

29. .0

123

121

431









x

x

x

 30. .0

321

642

022









x

x

x

 

 

Завдання 2. Обчислити визначники четвертого порядку:  

а) методом розкладання визначника за елементами деякого рядка 

(стовпця);  

б) методом зведення до трикутного вигляду. 
 

1. .

2323

6321

1743

4321






 2. .

2323

6021

1743

4320






 

3. .

2323

6121

1743

4028






 4. .

2313

6321

1243

0321






 

5. .

2323

0321

1733

4321






 6. .

2123

5321

1703

4322






 

7. .

2523

6121

1243

4321









 8. .

2324

6322

1043

4321




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9. .

2323

4520

1743

4321




 10. .

2523

0321

1743

4301






 

11. .

2322

2520

1145

4321




 12. .

1323

4720

1743

4321




 

            13. 

.

2323

4520

2543

4320

               14. 

.

1323

4520

1543

4021



 

          15. 

.

2323

3320

1343

2211





           16. 

.

2323

4520

0543

4321





 

17. 

.

2123

5520

1733

4325





 18. 

.

2383

4620

1343

4321



 

19. 

.

5322

4520

1253

2325





 20. 

.

1324

4120

1413

4321





 

21. 

.

2153

5520

1133

2325



 22. 

.

1323

4550

1743

4326




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23. 

.

2323

4320

1343

4321





 24. 

.

2323

4561

1243

4321





 

25. 

.

2323

4127

1743

4320





 26. 

.

2323

4530

1743

4323





 

27. 

.

2353

4502

1443

0324







 28. 

.

2323

4120

1753

4327





 

29. 

.

2023

4528

1943

0321





 30. 

.

2313

4570

1133

4321







 

 

Зразок виконання завдання до теми «Визначники» 

 

Завдання 1 

Знайти дійсні корені рівняння  

Розв’язання  

Розкладемо визначник за елементами першого рядка 
 

 

 

 

Отримане рівняння є рівносильним наведеному нижче 
 

   або    . 
 

.x

x

0

421

642

022





           41241621642212442 xxxx

   .xxxxxxx 1244444884442 22 

01244 2  xx 032  xx
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Розв’яжемо його. 
 

;    

Відповідь:  

 

Завдання 2  

Обчислити визначники четвертого порядку        

       
     
     
    

  

 

а) методом розкладання визначника за елементами деякого рядка 
(стовпця);  

б) методом зведення до трикутного вигляду. 
 

Розв’язання 
 

а) Обчислимо визначник методом розкладання визначника за елеме-
нтами деякого рядка (стовпця) 

 

       

       
     
     
    

 . 

 

Проаналізувавши визначник бачимо, що його зручно розкладати за 
елементами другого рядка або четвертого, першого або четвертого стовп-
ця, оскільки один із їх елементів є нулем і після застосування теореми Ла-
пласа доведеться обчислювати не чотири, а три визначники. Розкладемо 
визначник за елементами першого стовпця.  

 

       

       
     
     
    

                               

         
    
    
   

         
    

    
   

         
    

    
   

  

     
Обчислюємо отримані визначники третього порядку за правилом 

трикутника 
 

 
    
    
   

                                   

                                  
 

  1312131414 22  acbD .
a

Db
x ,

2

131

2
21







.x ,
2

131
21



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Скориставшись властивостями визначників заданий визначник мож-

на перетворити таким чином, щоб в деякому рядку або стовпці виявилося 

три нулі. Тоді нам доведеться обчислювати не три визначники третього 

порядку, як ми це щойно зробили, а лише один. Перетворимо перший сто-

впець заданого визначника, оскільки один нуль в першому рядку вже є, 

нам залишається отримати ще два нулі. Для цього: від першого рядка цьо-

го визначника віднімемо третій рядок, помножений на 3, а від другого ряд-

ка віднімемо третій рядок, помножений на 2. Третій і четвертий рядки за-

лишаємо без змін. 
 

       

       
     
     
    

  
          
          

  

        
      
     
    

   

 

                
     

     
   

                     

      
 

б) Обчислимо визначник методом зведення до трикутного вигляду.  

Нам потрібно перетворити визначник так, щоб під головною діаго-

наллю стояли всі нулі. Тоді визначник дорівнюватиме добутку елементів 

головної діагоналі. Для цього скористаємося властивостями визначників. 

Поміняємо місцями перший і третій рядки. Тоді визначник змінить знак на 

протилежний 
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Перетворимо визначник таким чином, щоб в першому стовпці під 
першим елементом першого стовпця всі інші елементи дорівнювали нулю. 
Для цього виконаємо перетворення, аналогічні виконаним вище, тобто, від 
другого рядка віднімемо перший рядок, помножений на 2, а від третього 
рядка віднімемо перший рядок, помножений на 3 
 

  

       
     
     
    

  
        
         

   

       
      
      
    

 . 

 

Далі виконаємо перетворення з другим стовпцем.  
 

   

       
      
      
    

             

       
      
       
    

  

 

Винесемо (-1) з другого рядка 
 

  

       
    
       
    

 . 

 

Отримаємо нулі в другому стовпці під головною діагоналлю 
 

  

       
    
       
    

               

       
    
       
    

  

 

Залишається тільки зробити нулі в третьому стовпці під головною 

діагоналлю. Додамо четвертий і третій рядки, і під головною діагоналлю 

маємо всі елементи рівні нулю. Щоб отримати значення визначника пом-

ножимо елементи головної діагоналі. Маємо 
 

 

       
    
       
    

            

       
    
       
      

 

                     
 

Відповідь:            
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Запитання для самоконтролю 

 

1. Що називається визначником?   

2. Наведіть властивості визначників. 

3. Які методи або правила для розкриття визначників Ви знаєте?   

4. В чому полягає правило трикутників? 

5. Ддя яких визначників застосовується правило трикутників? 

6. В чому полягає правило Саррюса? 

7. Визначники якого порядку можна обчислювати за правилом Сар-

рюса? 

8. Що називається мінором? 

9. Що називається алгебраїчним доповненням?   

10. За допомогою якої теореми можна обчислювати визначники будь-

якого порядку? 
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1.2 МАТРИЦІ 

 

Матриці та дії над ними 
 

Прямокутну таблицю чисел 
 























mnmm

n

n

аaа

ааа

ааа

А

...

............

...

...

21

22221

11211

    або      

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

  

 

називають матрицею, де (mn) – розмір матриці, причому m вказує кіль-

кість рядків, а n – кількість стовпців матриці. Поняття матриці було запро-

ваджене в середині XIX століття англійським математиком Джеймсом Си-

львестром. Коротко матрицю позначають як  
mnij

аА   або  
mnij

аА  . В 

цих рівностях і вказує кількість рядків, а j –  кількість стовпців. 

Означення. Матрицею розміром nm  називають прямокутну таб-

лицю чисел, що складається з m  рядків та n  стовпців.  
 

=     





















mnmm

n

n

a..aa

............

a...aa

a...aa

21

22221

11211

                                      (4)     

 

Числа, з яких утворено матрицю, називають її елементами. Їх позна-

чають малими літерами з подвійною індексацією  ija , де перший індекс і 

вказує на номер рядка  m,i 1 , у якому знаходиться елемент, а другий ін-

декс j – на номер стовпця  n,j 1 . 

Крім подання матриці у вигляді (4) часто застосовують позначення її 

однією великою літерою, наприклад, А, або скорочене позначення –  ija , 

де (  m,i 1 ,   n,j 1 ) 

 























mnmm

n

n

ij

a..aa

............

a...aa

a...aa

aA

21

22221

11211

. 

 

Існують матриці, які складаються тільки з одного рядка, або тільки з 

одного стовпця. Такі матриці називають, відповідно, матрицею-рядком і 

матрицею-стовпцем. Наприклад, 
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





















1

21

11

na

a

a

A


 – матриця стовпець,  naaaA 11211   – матриця-рядок. 

Означення. Дві матриці  ijaA   і  ijbB   називають рівними 

 BA  за умови, що вони мають однаковий розмір nm  і рівні відповідні 

елементи ijij ba  . 

Означення. Матриця  
mnij

аА   називається квадратною, якщо кіль-

кість її рядків дорівнює кількості її стовпців, тобто, nm  . 

Означення. Діагональною називають матрицю, всі елементи якої є ну-

лями, крім елементів, що розташовані на головній діагоналі, тобто, 
 




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


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mm
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а
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А

...00

............

0...0

0...0

22

11

. 

Означення. Одиничною називають таку діагональну матрицю, голо-

вна діагональ якої складається тільки з одиниць, тобто, 
 






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





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100
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


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. 

 

Досить часто одиничну матрицю позначають буквою Е. Одинична 

матриця в матричній алгебрі відіграє таку саму роль, як одиниці в звичай-

ній алгебрі.  

Означення. Нульовою називають таку матрицю, всі елементи якої 

складаються тільки з нулів,  























0...00

............

0...00

0...00

А . 

 

Властивість. Якщо до заданої матриці А додати нульову, то отри-

маємо задану матрицю А. 
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Дії з матрицями 
 

1. Сумою (різницею) матриць А та В розміром   nm  називають ма-

трицю C  такого ж розміру, кожний елемент якої складається з суми (різ-

ниці) відповідних елементів матриць A  та B , тобто, ijijij bac  . 

Операція додавання і віднімання матриць можлива тільки для мат-

риць однакових розмірів. 

2. Добутком матриці  ija  на число   називається така матриця 

 ija , кожний елемент якої є добутком відповідного елемента матриці  ija  

та числа  . 
 

Властивості додавання та множення матриці на число 
 

Нехай задано дві довільні матриці А та В однакових розмірів та два 

довільних числа µ і λ, для них  справджуються рівності: 

1) АВВА  ; 

2)    СВАСВА  ; 

3) АА  0 ; 0 АА ; 

4)    АА   ; 

5)   ВАВА   ; 

6)   ААА   . 
 

3. Операція множення матриць. Матрицю А розміром nm  можна 

помножити на матрицю В розміром sp  за умови, що  pn   (кількість 

стовпців першої матриці А дорівнює кількості рядків другої матриці В). 

Результатом  добутку буде матриця BAC  , розмір якої sm ; кожний її  

елемент ijc  є сумою добутків елементів i-го рядка матриці А на відповідні 

елементи j-го стовпця матриці В 
 





n

k
kjiknjinjijiij baba...babac

1
2211 . 

 

Це правило називається правилом множення рядка на стовпець. 

Виконувати операцію множення матриць можна лише для узгодже-

них матриць.  

Означення. Матриці А, В називаються узгодженими, якщо кількість 

стовпців першої матриці А дорівнює кількості рядків другої матриці В. 

Множення матриць неможливе, якщо задана умова не виконується, 

тобто, коли матриці А і В  неузгоджені. 

Приклад. Знайти добуток матриць 
 

https://dn.nung.edu.ua/mod/resource/view.php?id=9930&amp;lang=en
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,
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
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






 

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2

3

0

21

11
B . 

 

Матриця 23A  є узгодженою з матрицею 42B , тому множення мат-

риць можливе 





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152)1(350)1(25)1()1(151)1(

1420340024)1(01410

1322330213)1(21312

 


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























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



315115

41284

7915

5)2(1501015)1(

401208040

34903)2(32

. 
 

З узгодженості матриці А з матрицею В у загальному випадку не ви-

пливає узгодженість матриці В з матрицею А 
 

АВ≠ВА. 
 

Квадратні матриці одного порядку взаємно узгоджені. 

Розглянемо приклад множення матриці розміром 33   на матрицю-

стовпець розміром 13 . 
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
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

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


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
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
































56

18

31

30206

6153

18103

6

5

3

542

131

321

. 

 

Властивості множення матриць 
 

Для довільних матриць А та В однакового розміру та довільних чи-

сел µ і λ справджуються рівності: 

1)    СВАСВА  ; 

2) 000  АА ; 

3)      АВВАВА   ; 

4)   ВСАСВАС  ;   СВСАСВА  ;  

5) ААЕЕА  . 
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4. Піднесення матриці до степеня. Операція піднесення матриці 

А до степеня n розглядається лише для квадратних матриць, і являє собою 

операцію множення матриці А на саму себе n разів. 
 

5. 
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6. 


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













821

846

025

.

  

5. Транспонування матриці. Транспонувати матрицю означає по-

міняти місцями її рядки і стовпці. При цьому перший рядок стає першим 

стовпцем, другий рядок – другим стовпцем, …, m-ий рядок – m-им стовп-

цем або, що те ж саме: перший стовпець стає першим рядком, другий сто-

впець – другим рядком, …, n-ий стовпець – n-им рядком.   
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
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mn2nn
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
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1

22212
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. 

 

Із означення матриці 
TA  видно, що вона має розмір mn , а розмір 

матриці A  nm .  
 

6. Обернена матриця 

Хай задано квадратну матрицю A  
 

.

21

22221

11211






















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aaa
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
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

 

 

Матриця 1A  називається оберненою до матриці A , якщо викону-

ються рівності EAAAA   11 , причому E  – одинична матриця. 

Для кожної невиродженої матриці A  ( 0det A ) існує обернена мат-

риця 1A . Якщо матриця вироджена )0(det A , то для неї оберненої мат-

риці не існує. 
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Для того, щоб існувала обернена матриця 1A  необхідно і достат-

ньо, щоб матриця A  була невиродженою.  

Обернена матриця знаходиться за формулою 
 

,
........................det
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    (5)   

 

де ijA  – алгебраїчні доповнення до елементів ija  матриці A . 

Доведемо для випадку матриці третього порядку. Хай 
 

.0det,
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Знайдемо добуток 1AA , отримаємо 
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де                             ;det13131212111111 AAaAaAac   

;det23232222212122 AAaAaAac   

;det33333232313133 AAaAaAac   

;0;0 3313321231111323132212211112  AaAaAacAaAaAac  

;0;0 3323322231212313231222112121  AaAaAacAaAaAac  

.0;0 2333223221313213331232113131  AaAaAacAaAaAac  
 

Отже,  
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Аналогічно можна показати, що EAA 1 . 

Наведемо властивості оберненої матриці: 
 

1. .
det

1
det 1

A
A 

            2. .)()( 11   TT AA          3. .)( 111   ABAB  
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Приклад. Знайти матрицю 1A , обернену до даної матриці 
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Обчислимо визначник матриці А 
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Отже, матриця А – невироджена, тому обернена матриця знаходиться 

за формулою (5). Знаходимо алгебраїчні доповнення всіх елементів згада-

ної матриці 
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Виконаємо перевірку 
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Елементарні перетворення матриць 
 

Матриця не зміниться, якщо  

1. Поміняти місцями два стовпці або два рядки. 

2. Помножити стовпець або рядок на довільне число, яке не дорівнює 

нулю. 

3. Додати до елементів будь-якого рядка або стовпця відповідні елемен-

ти іншого рядка або стовпця, помножені на одне і те саме число. 
 

За допомогою елементарних перетворень довільну матрицю А можна 

перетворити у матрицю, у якої елементи rra...,,a,a 2211  (0rmin(m; n)) до-

рівнюють одиниці, а всі інші рівні нулю.  

Число r називають  рангом матриці і позначають  Arang , Ar ,  Ar . 

Якщо m = n, то матрицю називають квадратною порядку п. Нехай В 

– квадратна матриця 

 























nnmn

n

n

bbb

bbb

bbb

B

..

............

...

...

21

22221

11211

. 

 

Кожній квадратній матриці можна поставити у відповідність певне 

число, яке є її визначником. Позначають визначник: det B, B . 
 

Означення. Матриця 1A  називається оберненою до матриці A , якщо 

виконується умова EAAAA   11
. 

Матриця А має обернену матрицю, якщо визначник матриці А не до-

рівнює нулю 0A . 

Для обчислення оберненої матриці використовується формула 
 



















332313

322212

312111

1 1

AAA

AAA

AAA

A
A , 

 

де ijA   алгебричні доповнення елементів ija  матриці A . 

 

Матричні рівняння 
 

Матриці використовують для розв’язування матричних рівнянь ви-
гляду  

BAX   або ХА = В. 
  

Помножимо обидві частини матричного рівняння BAX   зліва на 
1A , отримаємо 

BAAXA 11   , 
BAEX 1 , 
BAX 1 . 
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Отже, шоб отримати розв’язок матричного рівняння потрібно знайти 

обернену матрицю 1A  і помножити її на матрицю В. 

Рівняння ХА=В розв’язується  аналогічно до BAX   тільки множен-

ня на 1A  виконується справа. 
 

Ранг матриці 
 

Рангом rang(A) матриці А називається найбільший порядок її визна-

чників, що не дорівнюють нулю.  

Ранг матриці не зміниться, якщо: 

1) поміняти місцями два рядки; 

2) помножити кожен елемент рядка на один і той самий відмінний 

від нуля множник; 

3) додати до елементів рядка відповідні елементи довільного іншого 

рядка, помножені на один і той самий множник. 

За допомогою перетворень 1)–3), які називаються елементарними, 

будь-яку матрицю можна звести до вигляду, коли кожний її рядок буде 

складатися тільки з нулів або з нулів і однієї одиниці. Тоді число одиниць, 

що залишились, визначає ранг матриці. 
 

Приклади розв’язання типових задач 
 

Приклад 1.   

Транспонувати матрицю 


















1211109

8765

4321

A .   

Розв’язання.  За означенням маємо 























1284

1173

1062

951

TA .   

 

Приклад 2.   
 

Обчислити лінійну комбінацію матриць 3 2 ,A B    якщо  
 















243

120
A ,  












321

151
B .   

 

Розв’язання. За означенням 
0 6 3

3 ,
9 12 6

A
 

   
 

  











642

2102
2 B . 
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Оскільки матриці A3  і B2  мають однаковий розмір ( 32 ), то для 
них є коректною операція алгебраїчної суми, тобто, 

 


























642

2102

6129

360
23 BA  

0 2 6 10 3 2 2 16 1
.

9 ( 2) 12 4 6 ( 6) 7 8 12

        
    

         
 

 

Приклад 3.   

Знайти добуток матриць BA   і AB  , якщо 










34

21
A ,  













13

02
B .   

 

Розв’язання. Оскільки матриці A  і B  квадратні розміру ( 22 ), тоб-
то є узгодженими, то для них є коректною операція добутку. Результатом 
добутку буде також квадратна матриця ( 22 ). Знайдемо добуток матриць 

BA  .  














































418

28

)1(4033423

)1(2013221

13

02

43

21
BA . 

 

Аналогічно знайдемо добуток .B A   











































20

42

4)1(233)1(13

40223012

43

21

13

02
AB . 

 

Очевидно, що для цих матриць A  і B  не виконується закон комута-
тивності, оскільки ABBA  .   
 

Приклад 4.  
 

Знайти добуток матриць BA   і ,B A  якщо  
 

1 2 3
,

4 5 6
A

 
  
 

 






 


12

34
B . 

 

Розв’язання. Матриця A  – це прямокутна матриця розміру ( 32 ).  
Матриця B  є квадратною матрицею розміру ( 22 ). Матриця A  не є узго-
дженою з матрицею B , а тому добуток BA   не існує.   

Зауважимо, що матриця B  є узгодженою з матрицею A , і в цьому 
випадку можна знайти добуток AB  . В результаті маємо отримати матри-
цю розміру ( 32 ).  Дійсно,  

 
















 


654

321

12

34
AB  








 















1296

302316

613251224112

6)3(345)3(244)3(14
. 
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Приклад 5. Знайти обернену матрицю до матриці 
























112

201

111

A .   

 

Розв’язання. Обчислимо визначник цієї матриці, розкриваючи його 

за другим стовпцем, тобто, 
32321212323222221212

AaAaAaAaAa  , 

оскільки 0
22
a .   

Обчислимо потрібні алгебраїчні доповнення.  
 

3
12

21
)1( 21

12





 A , 3

21

11
)1( 23

32



 A . 

 

Так, 631)3(1  . Оскільки 0 , то матриця A  є невиро-

дженою і для неї існує обернена матриця.  

Обчислимо решту алгебраїчних доповнень.  
 

2
11

20
)1( 11

11





 A ,   1

12

01
)1( 31

13
 A , 0

11

11
)1( 12

21





 A , 

3
12

11
)1( 22

22



 A ,   3

12

11
)1( 32

23



 A ,   2

20

11
)1( 13

31





 A , 

1
01

11
)1( 33

33



 A .   































































6
1

2
1

6
1

2
1

2
1

2
1

3
10

3
1

131

333

202

6

1

132

330

132

6

11

T

A .   

 

Приклад 6. Знайти ранг матриці  
 

. 

 

Розв'язання. Використовуємо такі елементарні перетворення. Від  

1-го та 4-го рядків віднімаємо 2-ий рядок, помножений на 2. 

Маємо . 





















6424

1130

3212

1024

А

















 

0000

1130

3212

5400
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Переставляємо рядки місцями . 

Тому, rang(A) = 3. 

 

Завдання для самостійної роботи до теми «Матриці» 
 

Завдання 1.. Знайти добуток матриць АВ 
 

1. 
























110

251

342

A ; 
























8221

0230

1742

B . 

2. 































2021

0112

2144

4311

A ; 




























74

83

32

01

B . 

3. 













83

42
A ; 














57132

84201
B . 

4. 
























221

153

214

A ; 
























30

78

21

B . 

5. 































0612

3140

2101

3012

A ; 





























38

20

14

71

B . 

6. 











28

17
A ; 














527928

312013
B  

7. 
























184

612

201

A ; 
























35

90

31

B . 

8. 
























018

740

412

A ; 
























171

243

231

B . 





















0000

5400

1130

3212
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9. 











84

212
A ; 














24282

17401
B . 

10. 
























724

241

401

A ; 




















19

34

01

B . 

11. 































2121

1302

2141

1211

A ; 































41

31

52

12

B . 

12. 
























114

212

141

A ; 
























0131

2112

1401

B . 

13. 













53

32
A ; 














100132

13404
B . 

14. 
























351

312

401

A ; 






















112

423

011

B . 

15. 













85

23
A ; 














23701

31242
B . 

16. 
























331

302

121

A ; 




















25

32

71

B . 

17. 





























3213

0321

5111

3122

A ; 


























18

14

53

42

B . 

18. 






 


113

47
A ; 














21213

50432
B . 

19. 






















233

522

411

A ; 






















0321

3112

4211

B . 
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20. 





























1203

3151

2112

1321

A ; 


























42

53

14

23

B . 

21. 






 


53

72
A ; 














78753

82632
B . 

22. 




















117

224

131

A ; 


















85

74

112

B . 

23. 
























021

343

111

A ; 
























311

113

012

B . 

24. 































0321

1123

1211

3162

A ; 


























42

21

12

14

B . 

25. 






 


64

12
A ; 














10213

62521
B . 

26. 














 



24

01

43

A ; 













418

564
B . 

27. 






















220

423

684

A ; 




















53

44

22

B . 

28. 











25

31
A ; 














107321

242135
B  

29. 































3211

0130

1213

1422

A ; 



























03

14

13

21

B . 

30. 
























141

222

141

A ; 






















127

412

042

B . 
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Завдання 2. Знайти значення матричного многочлена 
  

2В – 3А – 7Е + 3AB + В
2
. 

 

1. 

























243

678

312

A ; 























121

453

212

B . 

2. 























113

342

653

A ; 

























354

013

582

B . 

3. 























101

112

112

A ; 





















321

642

063

B . 

4. 



















730

529

1116

A ; 





















231

720

103

B . 

5. 



















121

201

213

A ; 















 



173

112

210

B . 

6. 



















314

131

232

A ; 















 



035

213

123

B . 

7. 



















122

013

376

A ; 



















734

214

502

B . 

8. 

























221

413

432

A ; 



















291

260

133

B . 

9. 



















230

494

371

A ; 



















254

291

256

B . 
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10. 



















110

231

162

A ; 

























323

504

234

B . 

11. 



















7110

111

496

A ; 



















250

343

111

B . 

12. 



















812

713

301

A ; 





















465

103

453

B . 

13. 

























148

131

215

A ; 



















061

217

553

B . 

14. 



















434

633

522

A ; 























121

332

111

B . 

15. 















 



434

603

521

A ; 























121

332

111

B . 

16. 



















503

421

245

A ; 























221

173

545

B . 

17. 





















722

234

013

A ; 





















161

135

072

B . 

18. 























2310

155

118

A ; 



















201

123

523

B . 

19. 

























324

381

273

A ; 























512

142

350

B . 
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20. 























574

153

013

A ; 























203

581

201

B . 

21. 

























172

394

412

A ; 

























147

465

400

B . 

22. 















 



011

351

158

A ; 























210

123

674

B . 

23. 

























134

142

111

A ; 

























234

352

401

B . 

24. 























014

507

485

A ; 





















312

121

551

B . 

25. 





















353

421

121

A ; 



















321

135

157

B . 

26. 























210

351

243

A ; 





















214

231

441

B . 

27. 























332

154

043

A ; 























112

620

171

B . 

28. 























105

321

343

A ; 























211

145

022

B . 

29. 



















173

232

201

A ; 



















231

713

103

B . 
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30. 

























121

642

414

A ; 























211

052

110

B . 

 

Завдання 3. Знайти матрицю 1A  обернену до вказаної, якщо 
 

1. 























211

052

110

A  2. 























332

154

043

A  3. 



















321

135

157

A  

4. 























322

134

443

A  

5. 



















173

232

201

A  

6. 

























121

642

414

A  

7. 























352

654

043

A  

8. 

























332

114

043

A  

9. 























332

173

143

A  

10. 

























121

642

414

A  

11. 























014

507

485

A  

12. 























014

552

431

A  

13. 























121

642

413

A  

14. 























214

306

435

A  

15. 























213

552

431

A  

16. 

























121

512

414

A  

17. 























014

706

455

A  

18. 























214

502

233

A  

19. 

























131

640

444

A  

20. 























114

506

435

A  

21. 























313

532

432

A  
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22. 

























141

632

111

A  

23. 























014

226

742

A  

24. 























614

352

431

A  

25. 

























221

662

515

A  

26. 























213

517

382

A  

27. 























013

342

431

A  

 

28. 

























121

032

413

A  

 

29. 























014

513

435

A  

 

30. 























214

453

431

A  

 

Завдання 4. Розв’язати матричне рівняння: 
 

1. BXA  ,  де .B,A







































235

501

372

035

421

132

 

2. BAX  ,  де .B,A














 
























122

161

314

141

532

321

 

3. BXA  ,  де .B,A











































430

342

620

023

211

024

 

4. BAX  ,  де .B,A





































531

076

342

034

021

312

 

5. BXA  ,  де .B,A



































534

372

789

210

014

132

 

6. BAX  ,  де .B,A





































711

122

518

101

021

215
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7. BXA  ,  де .B,A





































101

275

220

210

023

124

 

8. BAX  ,  де .B,A





































717

122

518

110

212

241

 

9. BXA  ,  де .B,A



































 



431

230

421

211

024

523

 

10. BAX  ,  де .B,A









































275

023

641

153

402

135

 

11. BAX  ,  де .B,A













































310

211

273

012

120

315

 

12. BXA  ,  де .B,A














 
























375

310

112

724

011

254

 

13. BAX  ,  де .B,A















































024

240

6210

322

111

582

 

14. BXA  ,  де .B,A







































275

023

641

153

402

135

 

15. BAX  ,  де .B,A











































420

312

501

701

254

132

 

16. BXA  ,  де .B,A














 
























361

613

478

201

039

652

 

17. BAX  ,  де .B,A











































141

430

1134

1121

566

431
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18. BXA  ,  де .B,A













































110

321

145

514

174

158

 

19. BAX  ,  де .B,A



































 



431

230

421

211

024

523

 

20. BXA  ,  де .B,A







































178

351

124

172

353

121

 

21. BAX  ,  де .B,A











































201

124

315

321

123

021

 

22. BXA  ,  де .B,A














 
























131

2114

507

120

134

111

 

23. BAX  ,  де .B,A





































211

111

257

111

101

132

 

24. BAX  ,  де .B,A





































120

213

051

121

013

132

 

25. BXA  ,  де .B,A









































101

112

211

112

403

212

 

26. BAX  ,  де .B,A





































101

124

231

120

202

132

 

27. BAX  ,  де .B,A











































121

102

102

311

210

123

 

28. BXA  ,  де .B,A



































201

120

532

103

201

121
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29. BAX  ,  де .B,A









































321

120

321

110

221

012

 

30. BXA  ,  де .B,A







































120

123

311

012

210

121

 

 

Завдання 5.  Обчислити ранг матриці: 
 

1. 






















1121

11542

8423

;  2. 




















2302

5211

1111

;    3. 






















0525

8113

15412

; 

4. 






















5021

1254

2233

;  5. 






















2965

1542

8423

;    6. 














 

1735

5522

3213

; 

7. 






















2242

6432

0274

;  8. 






















2124

1571

6495

;    9. 






















1034

7123

3151

; 

10. 






















0944

1511

3455

 ; 11. 




















5421

3546

2127

;  12. 






















2243

4111

3134

; 

13. 




















2111

9322

1213

;  14. 






















5213

3749

0536

;  15. 




















7324

1614

2318

; 

16. 
















0943

6511

5432

;  17. 






















7365

3197

1432

;     18. 






















1133

9132

2265

; 

19. 






















0452

4235

6213

;            20. 
















1427

4315

2112

;  21. 






















4812

0531

3321

; 

22. ;  23. 






















5201

2113

1314

;  24. 




















1272

8121

4353

; 






















1894

2653

0241



42 

25. 






















5113

2432

6321

;  26. 






















4332

7143

1215

;  27. 






















7134

1652

0782

; 

28. 




















5412

4351

2143

;  29. 






















9515

2743

5232

; 30. 






















5453

11147

1594

. 

 

Зразок виконання завдання до теми «Матриці» 
 

Завдання 1. Знайти добуток матриць А і В  
 

.

01

12

13

;
102

113



























 BA

 

Розв’язання 
Маємо  

 

 

Відповідь. .
310

39








  

 

Завдання 2. Знайти значення матричного многочлена 

AABEB 543  , якщо 
 





















131

122

241

A ,         


















312

231

411

B . 

 

Розв’язання.  За правилом множення матриці на число, знайдемо:  
 




































936

693

1233

312

231

411

33 B ,   



































400

040

004

100

010

001

44 E

;    

.
310

39

011013112033

011112112132

0

1

1

1

2

3

1

1

0

1

2

3







































 












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






































5155

51010

10205

131

122

241

55 A . 

 

Матриці A  і B  квадратні розміру ( 33 ), тому для них є коректною 

операція добутку. Результатом добутку цих матриць буде також квадратна 

матриця розміру ( 33 ). Тому 







































312

231

411

131

122

241

BA  


























312341113311211311

312242113212211212

322441123411221411

)()()()()(

)()()()()()()()(

)()(





















594

952

2151

. 

 

Оскільки матриці A,E,AB,B 543  мають однаковий розмір ( 33 ), то 

для них є коректною операція алгебраїчної суми. Отже, 
 

 5AAB4E3B  











































































5155

51010

10205

594

952

2151

400

040

004

936

693

1233

 

.
























23215

102815

0321

 
 

Відповідь.  5AAB4E3B .






















23215

102815

0321

 

Завдання 3. Знайти обернену матрицю 1A , якщо 




















172

353

121

A . 

Розв’язання  

Обчислимо визначник наведеної матриці 
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  .33)21(11
12

11
11

172

0110

121

.p3.p

172

353

121

det 










 IIIA

 

Оскільки визначник Adet 0 , то матриця А є невиродженою і обер-

нена матриця 1A  існує. 

Обчислимо всі алгебраїчні доповнення.   

1 1

11

5 3
( 1) 16,

7 1
A 


   


  2 1

21

2 1
( 1) 9,

7 1
A   


  11

35

12
)1( 13

31 


 A  

9
12

33
)1( 21

12 


 A ,      3
12

11
)1( 22

22 


 A ,  0
33

11
)1( 23

32  A  

1 3

13

3 5
( 1) 31,

2 7
A 


       3

72

21
)1( 32

23  A , 3 3

33

1 2
( 1) 11.

3 5
A    


 

Отже,  
















































11331

039

11916

33

1

11011

339

31916

33

11

T

A . 

Перевірка 



























































 

100

010

001

172

353

121

11331

039

11916

33

11AA . 

 

Завдання 4. Розв’язати матричне рівняння: 

а)  ;23
55

32









X   б) .X















 
























8710

7210

031

012

423

321

 

Розв’язання 
 

а)  .23
55

32









X  

Позначимо:  .23;
55

32









 BA  

Маємо рівняння .X A B   Із цього рівняння випливає, що 
1 ABX . Знайдемо обернену матрицю 1A . 

 

.2;3;5;5;5
55

32
22211211  AAAA  
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
























25

35

5

11

2212

21111

AA

AA
A


. 

      ).11(55
5

1
491015

5

1

25

35
23

5

11 



















 ABX

 

б) 














 
























303

1101

1131

012

423

321

X . 

Позначимо: 














 


























303

1101

1131

;

012

423

321

BA . 

 

Маємо рівняння .A X B   Із цього рівняння випливає, що BAX 1 . 

Знайдемо матрицю 1A . Обчислимо визначник матриці A  
 

.1

012

423

321









  

 

Оскільки визначник системи 0 , то матриця A  є невиродженою і 

для неї існує обернена матриця. Обчислимо алгебраїчні доповнення: 
 

;A;A;A 7
12

23
8

02

43
4

01

42
131211 










  

;A;A;A 5
12

21
6

02

31
3

01

32
232221 










  

.A;A;A 4
23

21
5

43

31
2

42

32
333231 









  

.

AAA

AAA

AAA

A









































457

568

234
1

332313

322212

312111

1


 

Знайдемо BAX 1 . 

.X





































 


























0410

1441

1221

303

1101

1131

457

568

234
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Відповідь: а)  11X ;    б) .X
























0410

1441

1221

 

 

Завдання 5. Обчислити ранг матриці ,

53165

31343

23532























A  

Розв’язання 

Виконаємо елементарні перетворення матриці. Елементи першого 

рядка поділимо на 2, отримаємо 
 

.

53165

31343

12/32/52/31























A  

 

Від другого і третього рядків отриманої матриці віднімимо перший 

рядок, помножений, відповідно, на 3 та 5, отримаємо 
 

.

02/212/272/30

02/72/92/10

12/32/52/31























A  

 

Від третього рядка матриці віднімемо другий рядок, помножений на 

3, маємо 

.

00000

02/72/92/10

12/32/52/31





















A  

 

Відкинемо в матриці A  рядок, який складається з нулів, і отримаємо 

матрицю ,
02/72/92/10

12/32/52/31












A ранг якої дорівнює двом 

2)( Ar .  

Відповідь. 2)( Ar . 
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Запитання для самоконтролю 
 

1. Що називається матрицею? 

2. Як визначити розмір матриці? 

3. Які існують види матриць? 

4. Що таке мінор і алгебраїчне доповнення?     

5. Які дії можна виконувати з матрицями?   

6. Які матриці називаються квадратними? 

7. Яка матриця називається діагональною? 

8. Яка матриця називається одиничною? 

9. Чи для всіх матриць існує дія множення? 

10. Які дві матриці називаються узгодженими? 

11. Які властивості добутку матриць Ви знаєте? 

12. З якою властивістю матриць пов’язана назва «одинична» матриця? 

13. Що називають оберненою матрицею? 

14. Що таке транспонування матриці? 

15. Чи можна підносити матрицю до степеня? 

16. Що називається рангом матриці? 

17. Яку матрицю називають виродженою? 

18. Для яких матриць існують обернені матриці? 

19. Що таке ранг матриці? 
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1.3 ЗАПИС ТА ОБЧИСЛЕННЯ МАТРИЦЬ В СЕРЕДОВИЩІ 

MAPLE 

 

Середовище комп’ютерної математики MAPLE є потужним інстру-

ментом для розв’язання широкого спектра математичних задач і, зокрема, 

для виконання операцій з матрицями. У системі MAPLE передбачено ве-

лику кількість вбудованих і стандартних команд, призначених для 

розв’язання типових математичних задач. Однак недоліком таких команд є 

те, що сам процес розв’язування залишається прихованим від користувача. 

Окрім цього, система MAPLE має власну мову програмування, яка 

значно спрощує створення користувацьких програм для розв’язання мате-

матичних задач у випадках, коли відповідні стандартні команди відсутні. 

Надалі ми використовуватимемо програмне середовище MAPLE для роз-

робки програм, що забезпечуватимуть наочне подання покрокового ходу 

розв’язання типових математичних задач. 

Більшість стандартних команд системи MAPLE вбудовано в ядро си-

стеми, вони доступні одразу після запуску програми. Інші команди розта-

шовані у спеціалізованих пакетах. Основні команди для роботи з матриця-

ми містяться у двох подібних пакетах: linalg та LinearAlgebra. Для вирі-

шення наших задач цілком достатньо використання пакета linalg, що за-

безпечує зручні функції для створення, редагування та обчислення мат-

риць. Щоб завантажити команди цього пакета, слід виконати команду  
 

with(linalg); 
BlockDiagonal GramSchmidt JordanBlock LUdecomp, , , ,[

QRdecomp Wronskian addcol addrow adj adjoint angle, , , , , , ,

augment backsub band basis bezout blockmatrix charmat, , , , , , ,

charpoly cholesky col coldim colspace colspan, , , , , ,

companion concat cond copyinto crossprod curl definite, , , , , , ,

delcols delrows det diag diverge dotprod eigenvals, , , , , , ,

eigenvalues eigenvectors eigenvects entermatrix equal, , , , ,

exponential extend ffgausselim fibonacci forwardsub, , , , ,

frobenius gausselim gaussjord geneqns genmatrix grad, , , , , ,

hadamard hermite hessian hilbert htranspose ihermite, , , , , ,

indexfunc innerprod intbasis inverse ismith issimilar, , , , , ,

iszero jacobian jordan kernel laplacian leastsqrs linsolve, , , , , , ,
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Стандартні налаштування системи: текст у секції введення команд 

відображається червоним кольором, а результати виконання команд у полі 

виведення – блакитним. У полі виведення показано стандартні команди, 

що стають доступними після під’єднання пакета linalg. 

Стандартні налаштування системи: текст в секції набору команд – 

червоний, результати виконання команди в полі виведення – блакитний 

колір.  
 

Створення матриць у MAPLE 
 

Для створення матриці в пакеті linalg використовується команда 

matrix. Розглянемо варіанти загального синтаксису створення квадратної 

матриці розміром 33. 
 

a := matrix(3, 3); 

a; 

, 

. 

Маленькій літері «а» присвоєно значення квадратної матриці третьо-

го порядку з символьними елементами. Але для того, щоб в полі виведення 

результатів показати всі елементи матриці, недостатньо записати тільки 

назву матриці, а потрібно використати команду evalm: 
A:=evalm(a); 

A=evalm(A); 

, 

. 

 

Таким простим прийомом ми досягли того, що зазвичай матриця по-
значається великими літерами, а її елементи – відповідними маленькими.  
 

matadd matrix minor minpoly mulcol mulrow multiply, , , , , , ,

norm normalize nullspace orthog permanent pivot, , , , , ,

potential randmatrix randvector rank ratform row rowdim, , , , , , ,

rowspace rowspan rref scalarmul singularvals smith, , , , , ,

stackmatrix submatrix subvector sumbasis swapcol, , , , ,

swaprow sylvester toeplitz trace transpose vandermonde, , , , , ,

vecpotent vectdim vector wronskian, , , ]

 := a ( )array , , .. 1 3  .. 1 3 [ ]

a

 := A























a
,1 1

a
,1 2

a
,1 3

a
,2 1

a
,2 2

a
,2 3

a
,3 1

a
,3 2

a
,3 3

A























a
,1 1

a
,1 2

a
,1 3

a
,2 1

a
,2 2

a
,2 3

a
,3 1

a
,3 2

a
,3 3
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A := matrix(3, 3, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]); 

, 

або 
A := matrix([[1, 2, 3], [4, 5, 6],[7, 8, 9]]); 

. 

 

Такий самий результат отримаємо і у випадку 
 

A:= matrix(3, 3, [[1, 2, 3], [4, 5, 6],[7, 8, 9]]): 
 

Звернемо увагу, що в останньому випадку, коли команда завершу-
ється символом двокрапки «:» замість крапки з комою «;», команда вико-
нується, у цьому випадку – команда присвоєння великій літері «A» відпо-
відної матриці, але результат команди відсутній в поле виведення. 

Матриця розмірності 3 2  
B:=matrix(3,2,[[2, 3], [0,4],[-1,5]]); 

. 

Матриця розмірності 2 4  
 C:=matrix(2,4,[[1,-1,0,2], [1,2,3,1]]); 

. 

 

Доступ до будь-якого елемента матриці: 
 A[1,1],A[3,2],B[3,2],C[1,3]; 

. 
 

У процесі роботи в середовищі системи Maple важливо звертати ува-
гу на розкладку клавіатури при наборі відповідних символів. Наприклад, 
якщо символу «A», введеному як латинська буква, присвоєно певне зна-
чення, то спроба звернутися до цього значення за допомогою літери «А», 
набраної на клавіатурі кирилицею, призведе до помилки. Підступність та-
ких ситуацій полягає в тому, що зовні ці та деякі інші літери виглядають 
однаково. 

 

Окремі типи матриць. 
Нульова матриця розмірності 3 7 : 

Z0:= matrix(3, 7, 0); 

. 

 := A


















1 2 3
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7 8 9

 := A





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







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
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 := B


















2 3

0 4

-1 5

 := C 









1 -1 0 2

1 2 3 1

, , ,1 8 5 0

 := Z0


















0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
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Матриця-стовпець: 
 Ac:= matrix(5,1,[1, 2, 3,4, 5]); 

. 

Матриця-рядок: 
 Ar:= matrix(1,5,[1, 2, 3,4, 5]); 

. 
 

Окремі типи квадратних матриць. 

Діагональна матриця: 
Dd := diag(1, 2, 3,4, 5); 

. 

Скалярна  матриця: 
lambda$4; 

S:=diag(%); 

, 

. 

 

Оператори «%», «%%» та «%%%» використовуються для позначення 

результатів виконання трьох останніх команд, починаючи з останньої. Ва-

жливо зазначити, що немає значення, де саме команди розташовані на ро-

бочому листі Maple; ключовим є лише порядок їх виконання у часі. 

Одинична матриця: 

> E2=diag(1$2),E3=diag(1$3),E5=diag(1$5); 

. 

 

 

 

 := Ac






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 := Ar [ ]1 2 3 4 5

 := Dd




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 := S


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Основні операції з матрицями 

Множення матриці на число або числа на матрицю 

 A:=matrix(4,3,(i,j)->x^(i-j)); 

, 

3*A=evalm(3*A); 

evalm(3*A)=evalm(A*3); 

, 

   .    

 

Додавання та віднімання матриць 

 Для виконання операцій додавання та віднімання матриць використо-

вуються стандартні арифметичні оператори: 
A1 := matrix([[1, 2], [4, 5]]); 

A2:= matrix([[5, 3], [-4, 6]]); 

C=A1+A2; 

C:=evalm(A1+A2); 

, 

, 

, 

.      

 

 Обчислити лінійну комбінацію матриць BA  23 , якщо 

 := A




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 := A1 







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 := A2 


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> A:= matrix([[0,-2,1], [-3,4, 2]]); 

B:= matrix([[1,5,1], [-1,2,-3]]); 

, 

. 

 

Розв’язання. Обчислимо окремо кожен доданок 
3*A=evalm(3*A); 

2*B=evalm(2*B); 

, 

, 

 

Обчислити лінійну комбінацію матриць BA  23  можна одним із 

варіантів:  
evalm(rhs(%%)+rhs(%))=evalm(3*A+2*B); 

    .    

 

Множення матриць 

Створимо процедуру перевірки узгодженості двох матриць A  і B .  
CCM:=proc(A::matrix,B::matrix) 

 local m1,m2,n1,n2,m3,n3: 

 m1:=rowdim(A):n1:=coldim(A): 

 m2:=rowdim(B):n2:=coldim(B): 

 if n1=m2 then 

  printf(cat(`Оскільки кількість стовпців першої мат-

риці А дорівнює `,convert(n1,string),` та дорівнює 

кількості рядків другої матриці В, ці матриці є узго-

дженими, тобто можлива операція множення матриць A*B. 

Результатом цієї операції є матриця розмірності 

`,convert(m1,string),`x`,convert(n2,string),`.`)) 

else 

 printf(cat(`Оскільки кількість стовпців першої мат-

риці А не збігається з кількістю рядків другої матри-

ці В`)): 

 print(n1<>m2): 

 printf(`ці матриці є неузгодженими, тобто операція 

множення BxA - неможлива.`): 

 end if 

end proc; 

 := A 







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 := B 


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







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








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Розглянемо приклади роботи цієї процедури 
 a:=matrix(1,3):A:=evalm(a); 
b:=matrix(3,1):B:=evalm(b); 
CCM(A,B); 

, 

. 

Оскільки кількість стовпців першої матриці А дорівнює 

3 та дорівнює кількості рядків другої матриці В, ці 

матриці є узгодженими, тобто можлива операція множен-

ня матриць A*B. Результатом цієї операції є матриця 

розмірності 1x1. 
CCM(B,A); 
Оскільки кількість стовпців першої матриці А дорівнює 

1 та дорівнює кількості рядків другої матриці В, ці 

матриці є узгодженими, тобто можлива операція множен-

ня матриць A*B. Результатом цієї операції є матриця 

розмірності 3x3. 
 

У розглянутому випадку можлива як операція множення A B , так і 
B A , проте результатами цих двох операцій є матриці різної розмірності. 

   
 a:=matrix(1,2):A:=evalm(a); 
b:=matrix(2,3):B:=evalm(b); 
CCM(A,B); 

, 

. 

 := A [ ]a
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a
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a
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
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Оскільки кількість стовпців першої матриці А дорівнює 

2 та дорівнює кількості рядків другої матриці В, ці 

матриці є узгодженими, тобто можлива операція множен-

ня матриць A*B. Результатом цієї операції є матриця 

розмірності 1x3. 

CCM(B,A); 

Оскільки кількість стовпців першої матриці А не збі-

гається з кількістю рядків другої матриці В 

 

ці матриці є неузгодженими, тобто операція BxA - не-

можлива.            
 

Отже, якщо матриці A , B  узгоджені, ті самі матриці, переставлені 

місцями, ,B A  можуть бути узгодженими або неузгодженими.  

Правило множення елементів рядка першої матриці на елементи сто-

впця другої, яке лежить в основі операції множення матриць, можна наоч-

но продемонструвати за допомогою стандартної команди в Maple на прос-

тих прикладах, зокрема при множенні матриці-рядка на матрицю-стовпець. 

Для цього потрібно створити матриці відповідної розмірності з символь-

ними елементами.  

 a:= matrix(1,5):Ar:=evalm(a):A=evalm(Ar); 

b:= matrix(5,1):Ac:=evalm(b):B=evalm(Ac); 

A*B=evalm(Ar&*Ac); 

, . 

.    

Слід звернути увагу на синтаксис команди множення двох матриць 

A , B : evalm(A&*B). 

 a:= matrix(2,3):Ar:=evalm(a):A=evalm(Ar); 

b:= matrix(3,2):Ac:=evalm(b):B=evalm(Ac); 

A*B=evalm(Ar&*Ac); 

, , 

.  
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,1 3

b
,3 1

a
,1 4

b
,4 1

a
,1 5

b
,5 1

A
















a
,1 1

a
,1 2

a
,1 3

a
,2 1

a
,2 2

a
,2 3

B























b
,1 1

b
,1 2

b
,2 1

b
,2 2

b
,3 1

b
,3 2

A B
















 a
,1 1

b
,1 1

a
,1 2

b
,2 1

a
,1 3

b
,3 1

 a
,1 1

b
,1 2

a
,1 2

b
,2 2

a
,1 3

b
,3 2

 a
,2 1

b
,1 1

a
,2 2

b
,2 1

a
,2 3

b
,3 1

 a
,2 1

b
,1 2

a
,2 2

b
,2 2

a
,2 3

b
,3 2
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 a:= matrix(3,2):Ar:=evalm(a):A=evalm(Ar); 

b:= matrix(2,3):Ac:=evalm(b):B=evalm(Ac); 

A*B=evalm(Ar&*Ac); 

, . 

.  

 

Створимо Maple процедуру для наочної демонстрації правила мно-

ження будь-яких двох узгоджених числових матриць A  і B . 
#Процедура наочної демонстрації операції множення 

двох ЧИСЛОВИХ матриць 

#В цій процедурі використовуються внутрішні процедури 

IsMnum та CVT  

MyPRDm:=proc(A::matrix,B::matrix) 

 local 

a,b,ab,m1,m2,n1,n2,m3,n3,c,C,i1,j2,ij,cij,IsMnum,CVT: 

 a:=evaln(A):b:=evaln(B);ab:=cat(a,`*`,b): 

 IsMnum:=proc(x::matrix)# Процедура перевірки типу 

матриці - чи є матриця числовою. 

 local i,j; 

 for i to linalg[rowdim](x) do 

   for j to linalg[coldim](x) do 

    if not type(evalf(x[i,j]),numeric) then RETURN(0) 

end if 

   end do 

  end do; 

   1 

 end proc; 

#CVT:=(x)-

>`if`(evalf(x)<0,cat(`(`,convert(x,string),`)`),conve

rt(x,string)): 

# Процедура конвертування елемента матриці, що має 

числовий тип, в текст 

CVT:=(x)-

>`if`(evalf(x)<0,cat("(",convert(x,string),")"),conve

rt(x,string)): 

 if IsMnum(A)*IsMnum(B)=0 then  

A























a
,1 1

a
,1 2

a
,2 1

a
,2 2

a
,3 1

a
,3 2

B
















b
,1 1

b
,1 2

b
,1 3

b
,2 1

b
,2 2

b
,2 3

A B























a
,1 1

b
,1 1

a
,1 2

b
,2 1

a
,1 1

b
,1 2

a
,1 2

b
,2 2

a
,1 1

b
,1 3

a
,1 2

b
,2 3

a
,2 1

b
,1 1

a
,2 2

b
,2 1

a
,2 1

b
,1 2

a
,2 2

b
,2 2

a
,2 1

b
,1 3

a
,2 2

b
,2 3

a
,3 1

b
,1 1

a
,3 2

b
,2 1

a
,3 1

b
,1 2

a
,3 2

b
,2 2

a
,3 1

b
,1 3

a
,3 2

b
,2 3
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  #RETURN(`Матриці `,convert(a,string),` та `, 

convert(b,string),` мають бути числовими, проте ці 

матриці мають, принаймні, один нечисловий елемент.`) 

  RETURN(`Матриці `,a,` та `, b,` мають бути числови-

ми, проте ці матриці мають, принаймні, один нечисло-

вий елемент.`) 

 else  

  m1:=linalg[rowdim](A):n1:=linalg[coldim](A): 

  m2:=linalg[rowdim](B):n2:=linalg[coldim](B): 

     if n1=m2 then 

    c:=matrix(m1,n2): 

   for i1 to m1 do 

    for j2 to n2 do 

     cij:=cat(CVT(A[i1,1]),`*`,CVT(B[1,j2])); 

     for ij from 2 to n1 do 

      

cij:=cat(cij,`+`,cat(CVT(A[i1,ij]),`*`,CVT(B[ij,j2]))

) 

     end do;c[i1,j2]:=cij; 

    end do 

   end do; print(ab=op(c)):ab=evalm(A&*B) 

else 

printf(cat(`Оскільки кількість стовпців першої матри-

ці `, convert(args[1],string),` не збігається з кіль-

кістю рядків другої матриці `,  

convert(args[2],string))): 

 print(n1<>m2): 

 printf(cat(`ці матриці є неузгодженими, тобто опера-

ція множення 

`,convert(args[1],string),`x`,convert(args[2],string)

,` - неможлива.`)): 

 end if 

 end if 

end proc: 

 Знайти добуток матриць  
A:= matrix([[2,3], [0,4],[-1,5]]); 

B:= matrix([[1,-1,0,2], [1,2,3,1]]); 

MyPRDm(A,B); 

, .  := A


















2 3

0 4

-1 5

 := B 









1 -1 0 2

1 2 3 1
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, 

. 

 

Перевірка за допомогою стандартних команд Maple для дій над мат-

рицями 
A*B=evalm(AB); 

. 

 

Більш наочною є така форма перевірки в подібних випадках  
evalm(A&*B-AB); 

.        

 

Ознакою правильності результату є отримання нульової матриці, що 

є більш наочним порівняно з потребою порівнювати кожен елемент матри-

ці.   

 B:= matrix([[1,-1,0,2], [1,2,3,1]]); 

A:= matrix([[2,3], [0,4],[-1,5]]); 

MyPRDm(B,A); 

, . 

Оскільки кількість стовпців першої матриці В не збі-

гається з кількістю рядків другої матриці А 

 
ці матриці є неузгодженими, тобто операція множення 

BxA - неможлива. 

Квадратні матриці одного порядку взаємноузгоджені. 

 Знайти добутки двох квадратних матриць, переставляючи їх місцями. 
A:= matrix([[2,3,0], [0,4,-6],[-1,5,7]]); 

B:= matrix([[1,-1,0], [1,2,3],[3,-5,4]]); 

MyPRDm(A,B);AB:=rhs(%): 

, . 

A*B


















5 4 9 7

4 8 12 4

4 11 15 3

A B


















5 4 9 7

4 8 12 4

4 11 15 3



















0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := B 









1 -1 0 2

1 2 3 1
 := A



















2 3

0 4

-1 5

4 3

 := A


















2 3 0

0 4 -6

-1 5 7

 := B


















1 -1 0

1 2 3

3 -5 4
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, 

. 

Перевірка  
evalm(A&*B-AB); 

. 

B:= matrix([[1,1,0], [1,2,3],[3,-5,4]]); 

A:= matrix([[2,3,0], [0,4,6],[1,5,7]]); 

MyPRDm(B,A);BA:=rhs(%): 

, . 

, 

. 

Перевірка  
evalm(B&*A-BA); 

.  

 

Цей приклад підтверджує, що дві квадратні матриці одного порядку 

є взаємноузгодженими, і демонструє, що в загальному випадку такі матри-

ці не є комутативними, тобто A B B A   . Однак є типи матриць, для яких 

справджується властивість комутативності.       
 

 Знайти добуток матриць  
A:= matrix([[2,Pi], [0,sqrt(2)],[-

1,5],[3,1/sqrt(3)]]); 

B:= matrix([[-2,sqrt(2)], [1,5]]); 

MyPRDm(A,B);AB:=rhs(%): 

A*B


















"2*1+3*1+0*3" "2*1+3*2+0*(-5)" "2*0+3*3+0*4"

"0*1+4*1+6*3" "0*1+4*2+6*(-5)" "0*0+4*3+6*4"

"1*1+5*1+7*3" "1*1+5*2+7*(-5)" "1*0+5*3+7*4"

A*B


















5 8 9

22 -22 36

27 -24 43



















0 0 0

0 0 0

0 0 0

 := B


















1 1 0

1 2 3

3 -5 4

 := A


















2 3 0

0 4 6

1 5 7

B*A



















"1*2+1*0+0*1" "1*3+1*4+0*5" "1*0+1*6+0*7"

"1*2+2*0+3*1" "1*3+2*4+3*5" "1*0+2*6+3*7"

"3*2+(-5)*0+4*1" "3*3+(-5)*4+4*5" "3*0+(-5)*6+4*7"

B*A


















2 7 6

5 26 33

10 9 -2



















0 0 0

0 0 0

0 0 0
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, . 

, 

. 

Перевірка  
evalm(A&*B-AB); 

.         

 

 Знайти добуток матриць  
A:= matrix([[2,Pi], [0,1/x],[-

1,5],[1/sqrt(2),1/sqrt(3)]]); 

B:= matrix([[exp(1),-1,0,sqrt(2)], [1,sqrt(5),3,1]]); 

MyPRDm(A,B);#AB:=rhs(%): 

, . 

Матриці A, B мають бути числовими, проте ці матриці мають, принаймні, 

один нечисловий елемент.       
 

 Знайти добуток матриць  
A:= matrix([[1,2,3], [-1,3,1],[2, 4,5]]); 

B:= matrix(3,1,[3,5,6]); 

MyPRDm(A,B);AB:=rhs(%): 

 := A































2 

0 2

-1 5

3
3

3

 := B












-2 2

1 5

A*B

























"2*(-2)+Pi*1" "2*2^(1/2)+Pi*5"

"0*(-2)+2^(1/2)*1" "0*2^(1/2)+2^(1/2)*5"

"(-1)*(-2)+5*1" "(-1)*2^(1/2)+5*5"

"3*(-2)+1/3*3^(1/2)*1" "3*2^(1/2)+1/3*3^(1/2)*5"

A*B































 4  2 2 5 

2 5 2

7  2 25

 6
3

3
3 2

5 3

3

























0 0

0 0

0 0

0 0

 := A





























2 

0 x

-1 5

2

2

3

3

 := B














e -1 0 2

1 5 3 1
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, . 

, 

. 

Перевірка  
evalm(A&*B-AB); 

. 

 

Операція множення квадратної матриці на матрицю-стовпець є 
останнім кроком матричного методу розв’язування систем лінійних рів-
нянь.              

Квадратні матриці можна підносити до натуральних степенів, вико-
нуючи послідовне множення матриці саму на себе. 

 

 Знайти квадрат матриці A .  
A:= matrix([[1,0,2], [1,1,3],[2, 1,1]]); 
B:=evalm(A); 
A^2=MyPRDm(A,B);AB:=rhs(%): 

, . 

, 

. 

Перевірка  
evalm(A&*B-AB); 

.         

 

Скалярна та одинична матриці отримали свої назви завдяки власти-
востям множення узгоджених матриць і добутку матриці на число. Зокре-
ма, добуток будь-якої матриці на число   (або числа на матрицю) еквіва-
лентний множенню цієї матриці на узгоджену скалярну матрицю, у якої всі 
діагональні елементи дорівнюють  .  

 

 := A


















1 2 3

-1 3 1

2 4 5

 := B


















3

5

6

A*B


















"1*3+2*5+3*6"

"(-1)*3+3*5+1*6"

"2*3+4*5+5*6"

A*B


















31

18

56



















0

0

0

 := A


















1 0 2

1 1 3

2 1 1

 := B


















1 0 2

1 1 3

2 1 1

A*B


















"1*1+0*1+2*2" "1*0+0*1+2*1" "1*2+0*3+2*1"

"1*1+1*1+3*2" "1*0+1*1+3*1" "1*2+1*3+3*1"

"2*1+1*1+1*2" "2*0+1*1+1*1" "2*2+1*3+1*1"

A2


















A*B


















5 2 4

8 4 8

5 2 8



















0 0 0

0 0 0

0 0 0
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 Порівняємо результати множення матриці на число та її множення на 
узгоджену скалярну матрицю. 
1) 
A1:= matrix(1,4,[4,0,2,7]);lambda:=10: 
D1:=linalg[diag](lambda$4); 
A1*lambda=evalm(A1*lambda); 
MyPRDm(A1,D1);AD:=rhs(%): 

, , 

, 

 
. 

Перевірка  
evalm(A1*lambda-AD); 

. 
2) 
A1:= matrix(4,1,[4,0,2,7]);lambda:=20: 
D1:=linalg[diag](lambda$1); 
A1*lambda=evalm(A1*lambda); 
MyPRDm(A1,D1);AD:=rhs(%): 

, , 

, 

, 

.       

Перевірка  
evalm(A1*lambda-AD); 

.      

 

 := A1 [ ]4 0 2 7  := D1

























10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10
10 A1 [ ]40 0 20 70

A1*D1 [ ]40 0 20 70

[ ]0 0 0 0

 := A1

























4

0

2

7

 := D1 [ ]20

20 A1

























80

0

40

140

A1*D1

























"4*20"

"0*20"

"2*20"

"7*20"

A1*D1

























80

0

40

140

























0

0

0

0
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 Знайти добутки узгоджених матриць, коли одним із співмножників є 

одинична матриця.  

1) 
A1:= matrix([[1,0,2], [1,1,3],[2, 1,1]]); 

E:=linalg[diag](1$3); 

MyPRDm(A1,E);AE:=rhs(%): 

, , 

, 

. 

evalm(A1&*E-AE); 

.         

2) 
E:=linalg[diag](1$3); 

A:= matrix([[1,0,2], [1,1,3],[2, 1,1]]); 

MyPRDm(E,A);EA:=rhs(%): 

, , 

, 

. 

 

3) 
A2:= matrix([[1,0],[2,3], [1,1],[3,4],[2, 1],[1,6]]); 

E:=linalg[diag](1$2); 

MyPRDm(A2,E);A2E:=rhs(%): 

 := A1


















1 0 2

1 1 3

2 1 1

 := E


















1 0 0

0 1 0

0 0 1

A1*E


















"1*1+0*0+2*0" "1*0+0*1+2*0" "1*0+0*0+2*1"

"1*1+1*0+3*0" "1*0+1*1+3*0" "1*0+1*0+3*1"

"2*1+1*0+1*0" "2*0+1*1+1*0" "2*0+1*0+1*1"

A1*E


















1 0 2

1 1 3

2 1 1



















0 0 0

0 0 0

0 0 0

 := E


















1 0 0

0 1 0

0 0 1

 := A


















1 0 2

1 1 3

2 1 1

E*A


















"1*1+0*1+0*2" "1*0+0*1+0*1" "1*2+0*3+0*1"

"0*1+1*1+0*2" "0*0+1*1+0*1" "0*2+1*3+0*1"

"0*1+0*1+1*2" "0*0+0*1+1*1" "0*2+0*3+1*1"

E*A


















1 0 2

1 1 3

2 1 1
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, , 

, 

. 

4) 
E:=linalg[diag](1$2); 

A2:= matrix([[1,0],[2,3], [1,1],[3,4],[2, 1],[1,6]]); 

MyPRDm(E,A2); 

 

 

Оскільки кількість стовпців першої матриці E не збі-

гається з кількістю рядків другої матриці A2 

 
ці матриці є неузгодженими, тобто операція множення 

ExA2 - неможлива. 

5) 
E:=linalg[diag](1$6); 

A2:= matrix([[1,0],[2,3], [1,1],[3,4],[2, 1],[1,6]]); 

MyPRDm(E,A2); 

 := A2



































1 0

2 3

1 1

3 4

2 1

1 6

 := E 









1 0

0 1

A2*E



































"1*1+0*0" "1*0+0*1"

"2*1+3*0" "2*0+3*1"

"1*1+1*0" "1*0+1*1"

"3*1+4*0" "3*0+4*1"

"2*1+1*0" "2*0+1*1"

"1*1+6*0" "1*0+6*1"

A2*E



































1 0

2 3

1 1

3 4

2 1

1 6

 := E 









1 0

0 1

 := A2



































1 0

2 3

1 1

3 4

2 1

1 6

2 6
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, , 

, 

.        

 

 Переконатися, що піднесення одиничної матриці до будь-якого натура-

льного степеня завжди дає одиничну матрицю того самого порядку. 
E2:=linalg[diag](1$2); 

seq((E2)^k=evalm(E2^k),k in [2,3,5,8,100]); 

 

, 

E5:=linalg[diag](1$5); 

seq((E5)^k=evalm(E5^k),k in [2,3,5]); 

, 

 := E



































1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

 := A2



































1 0

2 3

1 1

3 4

2 1

1 6

E*A2



































1 0

2 3

1 1

3 4

2 1

1 6

 := E2 









1 0

0 1

E22 









1 0

0 1
E23 









1 0

0 1
E25 









1 0

0 1
E28 









1 0

0 1
, , , ,

E2100 









1 0

0 1

 := E5





























1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1
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. 

  

Транспонування матриці 
У Maple операцію транспонування матриці можна виконати за допо-

могою команди transpose з пакета linalg.  

 Траспонувати задані матриці.  
with(linalg): 

a:=matrix(2,4): 

b:=matrix(5,3,(i,j)->i+j): 

A[``(rowdim(a))*x*``(coldim(a))]=evalm(a); 

aT:=transpose(a): 

(A^T)[[rowdim(aT)]*x*``(coldim(aT))]=evalm(aT); 

B[``(rowdim(b))*x*``(coldim(b))]=evalm(b); 

BT:=transpose(b): 

(B^T)[[rowdim(BT)]*x*``(coldim(BT))]=evalm(BT); 

, 

. 

, 

.       

E52





























1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

E53





























1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

, , E55





























1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

A
( ) 2 x ( ) 4

















a
,1 1

a
,1 2

a
,1 3

a
,1 4

a
,2 1

a
,2 2

a
,2 3

a
,2 4

( )AT

[ ]4 x ( ) 2





























a
,1 1

a
,2 1

a
,1 2

a
,2 2

a
,1 3

a
,2 3

a
,1 4

a
,2 4

B
( ) 5 x ( ) 3





























2 3 4

3 4 5

4 5 6

5 6 7

6 7 8

( )BT

[ ]3 x ( ) 5



















2 3 4 5 6

3 4 5 6 7

4 5 6 7 8
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1.4 ОБЧИСЛЕННЯ ВИЗНАЧНИКІВ В СЕРЕДОВИЩІ MAPLE 

 

В Maple визначник матриці можна обчислити за допомогою команди 

det, що входить до пакета linalg.  

 Обчислити визначник  
restart: 

#with(linalg): 

a:=matrix(2,2): 

A:=a: 

det(evalm(A))=linalg[det](A); 

b:=matrix(3,3): 

B:=b: 

det(evalm(b))=linalg[det](b); 

, 

. 

A:=matrix([[3,-4],[2,5]]): 

det(evalm(A))=linalg[det](A); 

B:=matrix(3,3,(i,j)->i+j): 

det(evalm(B))=linalg[det](B); 

C:=matrix(3,3,(i,j)->i^2+(-1)^j/j): 

det(evalm(C))=linalg[det](C); 

, 

, 

. 

 

Для висвітлення покрокового обчислення визначника за теоремою 

Лапласа була створена спеціальна процедура Maple під назвою det_matrixS 

та збережена у файл d:\\Maple\\ My_gauss.m. 

Після виконання команди 


















det
















a
,1 1

a
,1 2

a
,2 1

a
,2 2

a
,1 1

a
,2 2

a
,1 2

a
,2 1























det























b
,1 1

b
,1 2

b
,1 3

b
,2 1

b
,2 2

b
,2 3

b
,3 1

b
,3 2

b
,3 3

b
,1 1

b
,2 2

b
,3 3

b
,1 1

b
,2 3

b
,3 2

b
,2 1

b
,1 2

b
,3 3

 

b
,2 1

b
,1 3

b
,3 2

b
,3 1

b
,1 2

b
,2 3

b
,3 1

b
,1 3

b
,2 2

  









det 









3 -4

2 5
23




















det


















2 3 4

3 4 5

4 5 6

0



































det

































0
3

2

2

3

3
9

2

11

3

8
19

2

26

3

0
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read "d:\\Maple\\ My_gauss.m"; 

усі записані в цьому файлі процедури стають доступними для використан-

ня. 

Аргументи процедури det_matrixS(A,j,RowOrCol)  

A – матриця; j – номер рядка або стовпця, за елементами якого виконуєть-

ся розкладання визначника; RowOrCol – якщо вказати велику літеру R, ро-

зкладання відбуватиметься за елементами рядка j, в інших випадках – за 

елементами стовпця j.  

Зазначимо, що формула для обчислення визначників 2-го порядку 

надто проста і її вигляд не залежить від вибору параметрів j, RowOrCol. 

Продемонструємо варіанти роботи цієї процедури. 

 A:=matrix([[3,-4],[2,5]]); 
det_matrixS(A,1,"R"); 

 

 

 

a:=matrix(3,3):A:=a: 

det_matrixS(A,1,"R"); 

 

det_matrixS(A,2,"R"); 

 

 

det_matrixS(A,1,"c"); 

 := A 









3 -4

2 5









det 









3 -4

2 5
"3*5-2*(-4)"









det 









3 -4

2 5
23























det























a
,1 1

a
,1 2

a
,1 3

a
,2 1

a
,2 2

a
,2 3

a
,3 1

a
,3 2

a
,3 3

a
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det_matrixS(A,3,"c"); 

 

 A:=matrix([[-3, 2, 10], [6, -1, 19], [0, 1, 7]]); 

det_matrixS(A,1,"R"); 

det_matrixS(A,3,"h"); 

det_matrixS(A,2,"h"); 

, 

, 

, 

.  

 

 Записати декілька формул розкладання для визначника четвертого по-

рядку: 
 A:=matrix([[3,4,-1,2],[2,-7,2,0],[1,-
1,1,2],[0,3,4,3]]); 

det_matrixS(A,1,"R"); 

; 
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;

 
det_matrixS(A,2,"R"); 

. 

det_matrixS(A,1,"c"); 

 

det_matrixS(A,4,"R"); 

 

det_matrixS(A,4,"с"); 
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Звернемо увагу, що 2-й та 4-й рядки, а також 1-й та 4-й стовпці міс-

тять по одному нульовому елементу. Відповідно, формули розкладання 

визначника за цими рядками або стовпцями будуть мати всього три додан-

ки – за кількістю ненульових елементів. Натомість, формули розкладання 

за іншими рядками або стовпцями, наприклад, за елементами 1-го рядка, 

мають чотири доданки, що потребує більше обчислень. 

Для збільшення кількості нульових елементів у визначнику можна 

застосувати метод занулення. Цей метод базується на проведеннях еквіва-

лентних перетворень визначника, що дозволяють отримати більше нулів і 

спростити процес обчислення. Ми повернемося до цього прикладу пізніше, 

коли детальніше розглянемо метод занулення для обчислення визначників. 

   
  Обчислити визначник: 
A:=matrix([[sin(alpha)^2, 1,cos(alpha)^2], 

[sin(beta)^2, 1,cos(beta)^2], [sin(gamma)^2, 

1,cos(gamma)^2]]); 

 

 

Розглянута процедура нам в цьому випадку не надто допоможе. 
det_matrixS(A,1,"R"); 

det_matrixS(A,3,"h"); 

det_matrixS(A,2,"h"); 

, 

, 

. 

 := A
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Додамо до елементів 1-го стовпця відповідні елементи 3-го стовпця. 

Зробимо це за допомогою команди addcol(A, c1, c2, m), виклик якої повер-

тає копію матриці A, у якій стовпець c2 замінено на m*col(A, c1) + col(A, 

c2): 
Delta=linalg[addcol](A,3,1,1); 

simplify(%); 

. 

 

Застосуємо, напевне, найпоширенішу команду спрощення виразів 
simplify(%); 

. 

 

Очевидно, що у процесі спрощення символьних виразів Maple розпі-

знала основну тригонометричну тотожність 1cossin 22   . Бачимо, що 

отриманий визначник має два однакових стовпці. Згідно з властивостями 

визначників, якщо матриця містить два однакових стовпці, то визначник 

дорівнює нулю. Отже, отриманий визначник також дорівнює нулю. 

В той же час, звернемо увагу, що застосування команди спрощення 

до вихідної матриці бажаного результату не дає: 
A=simplify(A); 

.      

 

 Знайдіть дійсні корені квадратного рівняння: 
A:=matrix([[-2-x,2,0],[2,4-x,6],[1,2,4]]): 

det(evalm(A))=0; 

sort(linalg[det](A)); 

solve(%,{x}); 

, 

, 

.      
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 Знайдіть дійсні корені кубічного рівняння: 
A:=matrix([[-x,0,6],[1,-x,-11],[0,1,6-x]]): 

det(evalm(A))=0; 

sort(linalg[det](evalm(A)))=0; 

solve(%,{x}); 

, 

, 

.      

 

Обчислення визначників в середовищі MAPLE методом занулення  
 

Для висвітлення покрокового обчислення визначника методом зану-

лення була створена спеціальна процедура Maple під назвою 

nullification_encl та збережена у файл d:\\Maple\\ My_gauss.m. 

Після виконання команди 

read "d:\\Maple\\ My_gauss.m"; 

усі записані в цьому файлі процедури стають доступними для використан-

ня. 

Аргументом процедури nullification_encl(A) є матриця A. Метод за-

стосовується до обчислення визначників третього та вищих порядків. 

Розглянемо приклади роботи цієї процедури. 
 

 Обчислити визначники методом занулення. 
A:=matrix(3,3,[[-3,2,-1],[-1,1,1],[2,1,2]]): 

nullification_encl(A): 

Для обчислення визначника 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число 1. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число 2. 

Дістаємо матрицю A2. 
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A:=matrix(3,3,[[1,2,3],[2,1,-2],[1,3,4]]): 

nullification_encl(A): 

Для обчислення визначника 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число -2. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число -1. 

Дістаємо матрицю A2. 

 

 

 

 

 

 
A:=matrix(4,4,[[3,4,-1,2],[2,-7,2,0],[1,-

1,1,2],[0,3,4,3]]): 

nullification_encl(A): 

Для обчислення визначника 

 

застосуємо метод занулення. 

( )det A { }-1 ( )-1 1+3 







det 









-4 3

-4 5









det 









-4 3

-4 5
{ }-4 { }5 { }3 { }-4









det 









-4 3

-4 5
-8

,( )det A { }-1 { }-8 ( )det A 8



















1 2 3

2 1 -2

1 3 4

A


















1 2 3

2 1 -2

1 3 4

->A1=


















1 2 3

0 -3 -8

1 3 4

->A2=


















1 2 3

0 -3 -8

0 1 1

( )det A ( )det A2

( )det A { }1 ( )-1 1+1 







det 









-3 -8

1 1









det 









-3 -8

1 1
{ }-3 { }1 { }-8 { }1









det 









-3 -8

1 1
5

,( )det A { }1 { }5 ( )det A 5

























3 4 -1 2

2 -7 2 0

1 -1 1 2

0 3 4 3



75 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число 2. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число 1. 

Дістаємо матрицю A2. 

До членів рядка 4 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число 4. 

Дістаємо матрицю A3. 

 

 

 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число -3. 

Дістаємо матрицю B1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число -19. 

Дістаємо матрицю B2. 

 

 

 

 

 

 

> A:=matrix(5,5,[[3,4,-1,2,6],[2,-7,2,0,-1],[1,-

1,1,2,-8],[0,3,4,3,3],[1,1,1,1,1]]): 
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nullification_encl(A): 

Для обчислення визначника 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число 2. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число 1. 

Дістаємо матрицю A2. 

До членів рядка 4 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число 4. 

Дістаємо матрицю A3. 

До членів рядка 5 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число 1. 

Дістаємо матрицю A4. 
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До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число -3. 

Дістаємо матрицю B1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число -19. 

Дістаємо матрицю B2. 

До членів рядка 4 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число -5. 

Дістаємо матрицю B3. 

 

 

 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число -65/8. 

Дістаємо матрицю C1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1, 

помножені на число -17/8. 

Дістаємо матрицю C2. 
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Зі збільшенням порядку визначників кількість необхідних обчислень 

зростає факторіально відносно розміру матриці. Тому ефект застосування 

методу занулення може бути особливо значущим, оскільки цей метод до-

зволяє спростити процес обчислення, зменшуючи кількість необхідних 

операцій.             
 

Обчислення обернених матриць в середовищі MAPLE  
 

В Maple обернена матриця може бути обчислена за допомогою ко-

манди inverse, що входить до пакета linalg і може бути використана з таким 

синтаксисом linalg[inverse](A), де A – матриця.  

 Знайти матрицю 1A  обернену до даної матриці 
A:=matrix(3,3,[[1,0,1],[4,-1,3],[2,1,-2]]): 

A^``(-1)=linalg[inverse](A); 

. 

 

Той самий результат можемо отримати в більш наочній формі  
 A^``(-1)=linalg[adj](A)/linalg[det](A); 

.       

 

Перевіримо отриманий результат: 
A*A^``(-1)=evalm(A&*rhs(%)); 

,       

A^``(-1)*``(A)=rhs(%%)*evalm(A), A^``(-

1)*``(A)=evalm(rhs(%%)&*A); 

.   
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Як відомо, для виродженої матриці обернена матриця не існує. У та-

кому випадку система Maple видає нижченаведене повідомлення 
 

A:=matrix(2,2,[[1,2],[3,6]]); 

A^``(-1)=linalg[inverse](A); 

, 

Error, (in linalg:-inverse) singular matrix    
 

Продемонструємо відомі властивості оберненої матриці  

1. .
det

1
det 1

A
A 

  2. .)()( 11   TT AA  3. 1 1 1( )AB B A    

на прикладі матриць різних порядків. 
 

 Перевірити властивості оберненої матриці на прикладі матриці 2-го по-

рядку. 
A:=matrix(2,2,[[1,0],[4,3]]); 

A^``(-1)=linalg[adj](A)/linalg[det](A); 

A^``(-1)=linalg[inverse](A); 

printf(`Перевірка властивості:`);det(A^``(-

1))=1/det(A); 

linalg[det](linalg[inverse](A))-

1/``(linalg[det](A))=linalg[det](linalg[inverse](A))-

1/linalg[det](A); 

, 

, 

. 

Перевірка властивості: 

, 

. 

printf(`Перевірка властивості:`);(A^``(-

1))^T=(A^T)^``(-1); 

linalg[transpose](linalg[inverse](A))-

linalg[inverse](linalg[transpose](A))=evalm(linalg[tr

anspose](linalg[inverse](A))-

linalg[inverse](linalg[transpose](A))); 

Перевірка властивості: 
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, 

. 

printf(`Перевірка властивості:`);(A*B)^``(-1)=B^``(-

1)*A^``(-1); 

B:=matrix(2,2,[[5,1],[2,3]]): 

A=evalm(A),B=evalm(B); 

linalg[inverse](evalm(A&*B))-

evalm(linalg[inverse](B)&*linalg[inverse](A))=evalm(l

inalg[inverse](evalm(A&*B))-

evalm(linalg[inverse](B)&*linalg[inverse](A))); 

Перевірка властивості: 

. 

, 

.      

 

 Перевірити властивості оберненої матриці на прикладі матриці 3-го по-

рядку. 
A:=matrix([[-7, 2, 0], [-1, 1, 2], [3, 4, 3]]); 

A^``(-1)=linalg[adj](A)/linalg[det](A); 

A^``(-1)=linalg[inverse](A); 

printf(`Перевірка властивості:`);det(A^``(-

1))=1/det(A); 

linalg[det](linalg[inverse](A))-

1/``(linalg[det](A))=linalg[det](linalg[inverse](A))-

1/linalg[det](A); 

, 

, 
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. 

Перевірка властивості: 

, 

. 

printf(`Перевірка властивості:`);(A^``(-

1))^T=(A^T)^``(-1); 

linalg[transpose](linalg[inverse](A))-

linalg[inverse](linalg[transpose](A))=evalm(linalg[tr

anspose](linalg[inverse](A))-

linalg[inverse](linalg[transpose](A))); 

Перевірка властивості: 

, 

. 

printf(`Перевірка властивості:`);(A*B)^``(-1)=B^``(-

1)*A^``(-1); 

#A:=matrix(2,2,[[1,0],[4,3]]): 

B:=matrix(2,2,[[5,1],[2,3]]): 

B:=matrix([[3, 4, -1], [2, -7, 2], [1, -1, 1]]): 

A=evalm(A),B=evalm(B); 

linalg[inverse](evalm(A&*B))-

evalm(linalg[inverse](B)&*linalg[inverse](A))=evalm(l

inalg[inverse](evalm(A&*B))-

evalm(linalg[inverse](B)&*linalg[inverse](A))); 

Перевірка властивості: 

. 

, 
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.   

 

Покрокове обчислення оберненої матриці за допомогою спеціально 

створеної процедури в Maple буде розглянуто під час аналізу матричного 

методу розв’язування систем лінійних рівнянь. 
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1.5 СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 

 

Розглянемо систему n  лінійних алгебричних рівнянь з п невідомими 
 



















nnnnnn

nn

nn

bxa..xaxa

.......,..............................

,bxa..xaxa

,bxa..xaxa

2211

22222121

11212111

                                      (6) 

 

де nx,...,x,x 21  – невідомі;  

ija  – коефіцієнти при невідомих (  n,i 1 ,  n,j 1 );  

nbbb ,...,, 21 – вільні члени. 

Однорідною називають таку систему лінійних рівнянь (6), у якої всі її 

вільні члени дорівнюють нулю. У випадку, коли хоча б один з вільних чле-

нів системи відмінний від нуля, система називається неоднорідною. 

Розв’язком системи лінійних алгебричних рівнянь (6) є така сукуп-

ність п чисел n,...,,  21 ,  що після їх підстановки в систему (6) замість 

невідомих nx,...,x,x 21  всі рівняння перетворює у тотожності. 

Однорідна система завжди має тривіальний, тобто, нульовий 

розв’язок. 

Якщо система лінійних рівнянь має хоча б один розв’язок, то її нази-

вають сумісною.  

Сумісна система, яка має єдиний розв’язок, називається визначеною, 

а сумісна система, яка має більше одного розв’язку, називається невизна-

ченою. 

Система, яка не має жодного розв’язку, називається несумісною. 

Сумісна система має єдиний розв’язок, якщо її визначник не дорів-

нює нулю 

11 12 1

21 22 2

1

...

...
0,

... ... ... ...

... ...

n

n

n nj nn

a a a

a a a

a a a

    

і є визначеною.  

Розв’язок визначеної системи (6) можна знайти за правилом Крамера 
 

 n,...,,j,x
j

j 21



, 

 

де j – визначник, утворений з визначника системи   заміною j -го стовп-

ця стовпцем вільних членів 

http://repository.dnu.dp.ua:1100/upload/4975f9fe589d8c07a06f073949eb5a2fKonspektChisMetodMF.pdf
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nnnn

n

n

j

a...b...a

............

a...b...a

a...b...a

1

2221

1111

 . 

 

Якщо 0 , а хоча б один із допоміжних визначників 0j

 n,...,,j 21  не дорівнює нулю, то система  несумісна. 

Якщо ж 0 j  n,...,,j 21 , то система  невизначена і має безліч 

розв’язків. 
 

Методи розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь 
 

Метод Гаусса. Метод послідовного виключення невідомих (метод Га-

усса) є одним із найпоширеніших способів розв’язання систем лінійних 

рівнянь. Метод було запропоновано Гауссом, і ґрунтується  він на елемен-

тарних перетвореннях заданої системи рівнянь. Метод складається з двох 

етапів: прямий хід Гаусса і зворотний хід Гаусса. 

Розглянемо перший етап. Прямій хід Гаусса полягає в перетворенні 

системи до трапецеподібного (якщо кількість рівнянь і невідомих однако-

ва, то до трикутного) вигляду.  

Нехай задано систему n  лінійних рівнянь з m  невідомими. 

У системі (у разі nm  ) від другого рівняння потрібно відняти перше, по-

множене на 21

11

a

a
; від третього – відняти перше, помножене на 

11

31

a

a
 і т. ін. 

Матимемо систему 
 























mnnnnn

nn

nn

bxaxaxа

bхaxaxa

bxaxaxaxa

...

...

...

...

2211

22222122

11313212111

 

 

В отриманій системі від третього рівняння віднімемо друге, помно-

жене на          , а від четвертого – друге, помножене на           

тощо. Отримаємо нижченаведену систему 
 

11 1 12 2 13 3 1 1

22 1 22 2 2 2

33 3 3 3

1 1 2 2

...

...

....

...

...

n n

n n

n n

n n nn n m

a x a x a x a x b

a x a x a х b

а х а x b

а x a x a x b

   

  

   

   
    


  



   

 

https://maimo.elit.sumdu.edu.ua/images/stories/docs/_2.pdf
http://rep.btsau.edu.ua/bitstream/BNAU/558/1/Elementi%20vischoyi%20algebri.pdf
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Далі виконуємо аналогічні перетворення з усіма рівняннями, почи-

наючи з третього: від четвертого віднімаємо третє, помножене на       
    , тощо. Таку процедуру проводимо n разів. В результаті отримаємо 

трикутну систему, у якій будуть відсутні елементи зліва від головної діа-

гоналі. Штрихи біля коефіцієнтів означають, що у процесі кожної дії кое-

фіцієнти змінюють своє значення 
 




























11

33333
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11313212111

...

...

...

...

n

nn

n

nn

nn

nn

nn

bxa

bxаха

bхaxaxa

bxaxaxaxa

 

 

Переходимо до другого етапу (зворотний хід). З останнього рівняння 

знаходимо
1

1






n

nn

n

n

n
a

b
X ; підставивши це значення в      -е рівняння, знай-

демо 
1nX 
.  

Так поступово дійдемо до   . 

Наприклад, розв’язати систему лінійних рівнянь методом Гаусса 
 















0

32

6

zyx

zyx

zух

. 

 

Складемо розширену матрицю системи і зведемо її до трикутного 

вигляду. Таким чином виконаємо перший етап розв’язання системи, пря-

мий хід Гаусса. 
 






















0

3

6

111

112

111


















6

9

6

200

130

111

















3

9

6

100

130

111

.  
 

Тепер переходимо до другого етапу, зворотного ходу Гаусса, під час 

якого послідовно обчислюються значення невідомих, починаючи з остан-

нього рівняння. 
 

Маємо 














3

93

6

z

zy

zух

, звідки знаходимо: 














3

2

1

z

y

х

. 
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Різновидом методу Гаусса є метод Жордана-Гаусса, де нулі отриму-

ють як нижче головної діагоналі, так і вище неї. Для цього після першого ж 

віднімання методом Гаусса від першого рівняння віднімають друге, пом-

ножене на           , так, щоб в першому рівнянні зникло nX . Далі 

аналогічно від третього віднімають друге, помножене на           , і 

далі, поки не зникне nX  у всіх рівняннях крім останнього. Дії ліквідації 

перших та останніх невідомих виконуються почергово:     і   ,    і      

… тощо. В результаті виконаних операцій система приймає вигляд 
 































)1()1(

3333

2222

1111

...............
n

nn

n

nn
bxa

bxa

bxa

bxa

 

 

Видно, що з цієї системи відразу ж можна знайти будь-яку невідому. 
 

Метод Крамера. Якщо головний визначник системи лінійних рів-

нянь відмінний від 0 ( ), тоді система має розв’язок і до того ж цей  

розв’язок єдиний. Розв’язок можна знайти за формулами Крамера  
 

, 

 

де  – допоміжні визначники, що утворюються з  в результаті 

заміни j-го стовпця на стовпець вільних членів. 

Приклад. Розв’язати систему рівнянь методом Крамера 

      

 

Розв’язання  
 

Обчислюємо 
 

,  ,  .   

 

Оскільки , то система має єдиний розв’язок  
 

,  .   

 

0
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
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

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
 3

3
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2
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


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
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2
54
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




 10

510
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1





 4
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42
2


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1

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x 22
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x
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Приклад. Знайти  розв’язок системи . 

Розв’язання  
 

Маємо 

 

  

 

 
 

Відповідь. (3; 1; 1). 
 

Матричний метод розв’язання системи лінійних рівнянь 
 

Систему лінійних рівнянь можна записати у вигляді матричного рів-

няння вигляду 

, 
 

де А –матриця, яка складається з коефіцієнтів,  

Х – матриця-стовпець, що складається з невідомих,  

В – матриця-стовпець, складена з  вільних членів. 

Тоді матриця Х знаходиться за формулою , 
 

Приклад. Дослідити на розв’язок нижчевказану систему лінійних рі-

внянь матричним методом  
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Розв’язання  

Складаємо такі матриці: 
 

 

 

Матрицю А
-1

 записуємо за формулою 
 

   

 

 

Обчислюємо відповідні алгебраїчні доповнення 
 

 

 

Отже, 

. 

 

Можна виконати перевірку для А
-1

 : 
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Отже, 

 

Відповідь. .

 
 

Однорідні системи рівнянь 

Нехай задано однорідну систему m лінійних рівнянь з n невідомими  
 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0;

0;

.............................................
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n n
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m m mn n
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Ця система має нульовий розв’язок 0...,,0,0 21  nxxx .  
 

Ненульові розв’язки можна знайти нижчеописаним способом. Запи-

суємо матрицю системи  
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і за допомогою елементарних перетворень рядків перетворюємо матрицю 

А так, щоб в максимальній кількості стовпців було по одній одиниці (в різ-

них рядках у різних стовпцях), а решта елементів були нулями. Такі стовп-

ці лінійно незалежні. Вони називаються базисними. Розмірність простору 

розв’язків є rnd  , де n – невідомі, r = rang(A). Якщо rn  , то однорід-

на система має єдиний (нульовий) розв’язок, якщо rn  , то фундамента-

льна система складається з n - r лінійно незалежних розв’язків. Невідомі, 

що відповідають базисним стовпцям, називаються базисними, решта – ві-

льними (або параметричними). З останньої матриці запишемо систему рів-

нянь, і перенесемо вільні невідомі в праві частини. Надаючи вільним неві-

домим rn   наборів значень (по одній одиниці, решта – нулі), для кожного 

такого набору розв’язуємо систему рівнянь і знаходимо відповідні значен-

ня базисних невідомих. Записуємо фундаментальну систему розв’язків і 

загальний розв’язок однорідної системи лінійних рівнянь 
 

rnrn
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
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 
 2211
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1

, 

 

де rnXXX ...,,, 21  – фундаментальна система розв’язків однорідної систе-

ми лінійних рівнянь,  

rnCCC ...,,, 21  – довільні сталі. 
 

Неоднорідні системи рівнянь 
 

Нехай задано неоднорідну систему m лінійних рівнянь з n невідоми-

ми  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

;

;
.

.............................................
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    (7) 

 

Цій системі відповідає основна А та розширена A
~

 матриці. 
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Теорема Кронекера-Капеллі. Для того, щоб система лінійних рів-
нянь була сумісною, необхідно і достатньо, щоб ранг її основної матриці 
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дорівнював рангу розширеної матриці. Якщо ранг основної матриці дорів-
нює рангу розширеної матриці і дорівнює числу невідомих, то система має 
єдиний розв’язок. Якщо ранг основної матриці дорівнює рангу розширеної 
матриці, але менший числа невідомих, то система має безліч розв’язків. 

Отже, якщо )
~

()( ArangArang  , то система (7) несумісна, тобто 

розв’язків не має. Якщо rArangArang  )
~

()( , то система (7) сумісна, і за-

гальний розв’язок неоднорідної системи лінійних рівнянь визначається за 
формулою 

 

. . . . 1 1 2 2 ...з н ч н n r n rX Х С Х С Х С Х      , 
 

де 
. .ч нX  – довільний частинний розв’язок неоднорідної системи, 

1 2, ,..., n rX X X 
 – фундаментальна система розв’язків однорідної систе- 

ми лінійних рівнянь,  

1 2, ,..., n rC C C 
 – довільні сталі. 

Щоб знайти фундаментальну систему розв’язків однорідної системи 
рівнянь 

1 2, ,..., ,n rX X X 
 скористаємось результатами, викладеними вище. 

Стовпець вільних членів В розширеної матриці є лінійною комбіна-
цією базисних стовбців матриці А. Додаючи до цього виразу решту стовп-
ців з нульовими коефіцієнтами, отримуємо розклад стовпця вільних членів 
за всіма стовпцями матриці А. Коефіцієнти цього розкладу утворюють час-
тинний розв’язок неоднорідної системи 

. .ч нX . 

Загальний розв’язок неоднорідної системи лінійних рівнянь має ви-
гляд  

1

2

. . . . 1 1 2 2з н ч н n r n r

n

x

x
X Х C X C X C X

x

 

 
 
      
 
 
 

. 

 

Приклади розв’язання типових задач 
 

Приклад 1.  Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь мат-

ричним способом  















.22

;12

;1

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

 

Розв’язання 
 

Запишемо подану систему в матричній формі. Для цього введемо ма-

трицю системи 
























112

201

111

A , вектор-стовпець вільних членів цієї сис-
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теми 


















2

1

1

b


 і вектор-стовпець невідомих 


















3

2

1

x

x

x

x


. В результаті система 

лінійних алгебраїчних рівнянь прийме вигляд матричного рівняння 

bxA


 .   
Для розв’язання отриманого рівняння помножимо його на матрицю 

1 :A  bAxAA

  11 . Маємо bAx


 1 . Зауважимо, що, оскільки матриця 

1A  має розмір ( 33 ), а вектор-стовпець ,b  відповідно ( 13 ), то 
1A  є уз-

годженою з b


, і тому добуток bA

1  існує.   

Знайдемо добуток 
1 ,A b    

 








































































1

1

1

6

6

6

6

1

2

1

1

131

333

202

6

11bA


. 

Таким чином 


















1

1

1

x


, тобто, 1
1
x , 1

2
x , 1

3
x .   

 

Приклад 2. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь мето-

дом Крамера 
 

а)  








,1054

,432

21

21

xx

xx
     б)  









.364

,132

21

21

xx

xx
     в)  









.396

,132

21

21

xx

xx
 

 

Розв’язання  

а)  








.1054

,432

21

21

xx

xx
   

Обчислимо визначник системи і визначники 
1

 , 
2

 . 
 

2
54

32





 ,  10

510

34
1





 ,  4

104

42
2

 .  Оскільки 0 , то сис-

тема має єдиний розв’язок 51

1





x ,  22

2





x .   

Геометрично це означає, що прямі 432
21
 xx  і 1054

21
 xx  пере-

тинаються в точці )2;5(M .   
 

б)  








.364

,132

21

21

xx

xx
   

 



93 

Обчислимо визначник системи і визначники 1
 , 2

 .   
 

0
64

32
 ,  3

63

31
1

 . Оскільки 0 , 0
1
 , то система несумісна.   

 

Геометрично це означає, що прямі 132
21
 xx  і 364

21
 xx  не пе-

ретинаються.   
 

в)  








.396

,132

21

21

xx

xx
   

 

Обчислимо визначник системи і визначники 1
 , 2

 .   
 

0
96

32
 ,  0

93

31
1

 ,  0
36

12
2

 .  Оскільки 0
21
 , то 

система має безліч розв’язків.   

Геометрично це означає, що прямі 132
21
 xx  і 396

21
 xx  збіга-

ються, тобто, координати будь-якої точки прямої 132
21
 xx  задовольня-

ють обидва рівняння системи.  
 

Приклад 3.  Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь мето-

дом Гаусса 

а)















.3916255

;1812143

;01372

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   б)















.1755

;59153

;8452

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   в)















.27755

;59153

;8452

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

Розв’язання 
 

а)  















.3916255

;1812143

;01372

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Виключимо з другого та третього рівнянь невідому 1
x .  Для виклю-

чення 1
x  з другого рівняння помножимо перше рівняння системи на 

2

3
  і 

додамо до другого. Аналогічно, для виключення 1
x  з третього рівняння 

помножимо перше рівняння системи на 
2

5
  і додамо до третього. Перше 

рівняння залишимо без змін.   
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



















.39
2

33

2

15

;18
2

15

2

7

;01372

32

32

321

xx

xx

xxx

 

 

Виключимо невідому 2
x  з третього рівняння. Помножимо друге рів-

няння системи на 
7

15
  і додамо до третього. Перше і друге рівняння зали-

шимо без змін.  
 





















.
7

3

7

3

;18
2

15

2

7

;01372

3

32

321

x

xx

xxx

    або 















.1

;36157

;01372

3

32

321

x

xx

xxx

 

 

На цьому прямий хід методу Гаусса закінчено. В результаті зворот-

ного ходу послідовно знаходимо значення всіх невідомих. Дійсно, підста-

вимо значення 1
3

x  в друге рівняння для знаходження 2
x . Отже, 3

2
x . 

Знайдені значення 1
x , 2

x  підставляємо в перше рівняння. Звідки знаходимо 

4
1

x .  

Отже, розв’язком системи є 4
1

x , 3
2
x , 1

3
x . Система лінійних 

алгебраїчних рівнянь є сумісною і визначеною.  
 

б)  















.1755

;59153

;8452

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

Для виключення невідомої 1
x  з другого та третього рівнянь повто-

римо перший крок методу Гаусса з пункту а). Отримаємо таку систему.   





















.193
2

15

;73
2

15

;8452

32

32

321

xx

xx

xxx
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Виключимо невідому 2
x  з третього рівняння. Додамо друге рівняння 

до третього. Перше і друге рівняння залишимо без змін.  
 



















.260

;73
2

15

;8452

3

32

321

x

xx

xxx

   

 

Наявність у системи рівняння 260
3

x , яке не має розв’язків, вказує 

на те, що система є несумісною.   
 

в)















.27755

;59153

;8452

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

Виконуючи перший крок методу Гаусса стосовно виключення 1
x  з 

другого та третього рівнянь, отримаємо систему 
 





















.73
2

15

;73
2

15

;8452

32

32

321

xx

xx

xxx

 

 

Додамо друге рівняння до третього. Перше і друге рівняння залиши-

мо без змін.  
 



















.00

;73
2

15

;8452

3

32

321

x

xx

xxx

 
 

Наявність у системі рівняння 00
3
x , яке має безліч розв’язків, вка-

зує на те, що система є сумісною і невизначеною.   

Введемо позначення tx 
3  – вільна невідома ( Rt ). Невідомі 1

x , 2
x  

є залежними або базисними. Тоді остання система прийме вигляд 
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










.73
2

15

;8452

2

21

tx

txx

 

 

Виразимо з останнього рівняння отриманої системи невідому 2.x  

Маємо tx
5

2

15

14
2

 . Підставимо отриманий вираз в перше рівняння і 

знайдемо 1
x , тобто, tx 

3

19
1 .   

Таким чином, множину розв’язків системи можна подати у вигляді 

tx 
3

19
1 , tx

5

2

15

14
2

 , tx 
3 , Rt . Надаючи параметру t  довільних 

значень, можна отримати множину часткових розв’язків.   
 

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок однорідної системи лінійних 

рівнянь 

2 3 4

1 2 3 5

1 3 4 5

2 3 0;

2 3 4 0;

2 5 3 4 0.

x x x

x x x x

x x x x

  


   
    

 

 

Розв’язання 
Запишемо матрицю системи і за допомогою елементарних перетво-

рень зведемо матрицю до нижченаведеного вигляду 
 













































00000

03210

2232501

~

43502

40312

03210

A . 

 

Перший і другий стовпці отриманої матриці лінійно незалежні, а ре-

шта є їх лінійними комбінаціями. Тому перший і другий стовпці – базисні. 

Оскільки rang(A)=2, то розмірність простору розв’язків d=n-r=5-2=3, і фу-

ндаментальна система роз в’язків складається з трьох лінійно незалежних 

розв’язків. Змінні 21, xx  – базисні, 543 ,, xxx  - т – вільні. 

Запишемо систему рівнянь, що відповідає отриманій матриці і пере-

несемо вільні змінні в праві частини рівнянь системи 
 









432

5431

32

22325

xxx

xxxx
. 
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Для першого набору вільних змінних 0,0,1 543  xxx  перший 

розв’язок має вигляд 

























0

0

1

2

25

1X . 

 

Для другого набору вільних змінних 0,1,0 543  xxx  другий 

розв’язок має вигляд 

























0

1

0

3

23

2X . 

 

Для третього набору вільних змінних 1,0,0 543  xxx  третій 

розв’язок має вигляд 

























1

0

0

0

2

3X . 

 

Зробимо перевірку, підставивши ці розв’язки у вихідну систему рів-

нянь, а також переконаємось, що розв’язки лінійно незалежні (ранг матри-

ці, що складається зі стовпців 321 ,, XXX , дорівнює 3). Отже, 321 ,, XXX  

утворюють базис в просторі розв’язків, тобто фундаментальною системою 

розв’язків є 

1

5 2

2

1

0

0

X

 
 


 
 
 
 
 
 

, 

























0

1

0

3

23

2X ,        

























1

0

0

0

2

3X . 

 

Загальний розв’язок однорідної системи має вигляд 
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











































































1

0

0

0

2

0

1

0

3

23

0

0

1

2

25

321332211 CCCXCXCXCX , 

 

де 321 ,, CCC  – довільні сталі. 
 

Приклад 5. Знайти загальний розв’язок неоднорідної системи ліній-

них рівнянь  















.44352

;5432

;132

5431

5321

432

xxxx

xxxx

xxx

 

 

Розв’язання. Запишемо основну матрицю 
 

























43502

40312

03210

A , ранг якої rang(A)=2, та розширену матрицю  



































 









0

1

2

00000

03210

2232501

~

4

5

1

43502

40312

03210

A . rang( A )=2. 

 

Оскільки ранги основної та розширеної матриць рівні, то за теоре-

мою Кронекера-Капеллі система сумісна. Оскільки 5 2 3,n r     то зага-

льний розв’язок неоднорідної системи лінійних рівнянь визначається фор-

мулою 

                          , 
 

де . .ч нX  – довільний частинний розв’язок неоднорідної системи, 

321 ,, XXX  – фундаментальна система розв’язків відповідної однорідної 

системи лінійних рівнянь,  

321 ,, CCC  – довільні сталі. 

Випишемо відповідну однорідну систему рівнянь 
 















;04352

;0432

;032

5431

5321

432

xxxx

xxxx

xxx

 

фундаментальна система розв’язків якої  
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























0

0

1

2

25

1X , 

























0

1

0

3

23

2X , 

























1

0

0

0

2

3X . 

 

Знайдемо який-небудь частинний розв’язок неоднорідної системи. 

Стовпець вільних членів В розширеної матриці є лінійною комбінацією 

базисних стовпців матриці А, тобто стовпців 21, AA , 
 

212 AAB  . 
 

Додаючи до цього виразу решту стовпців з нульовими коефіцієнта-

ми, отримаємо 

54321 0002 AAAAAB  . 
 

Коефіцієнти в цьому розкладі утворюють частинний розв’язок неод-

норідної системи 

      

 

 
 

 
  
 
 
  

 
 

. 

 

Остаточно, загальний розв’язок системи має вигляд 
 

      

 

 
 

 
  
 
 
  

 
 

   

 

 
 

    
  
 
 
  

 
 

   

 

 
 

   
 
 
 
  

 
 

   

 

 
 

  
 
 
 
  

 
 

, 

 

де 321 ,, CCC  - т – довільні сталі. 

 

Завдання для самостійної роботи до теми «Системи лінійних рівнянь» 
 

Завдання 1. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь: а) за 

формулами Крамера; б) матричним методом, в) методом Гаусса. 
 

1. 














.12638

;23

;934

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2. 














.39114

;2457

;33432

31

21

321

xx

xx

xxx

 3. 














.74

;3357

;12432

31

321

321

xx

xxx

xxx
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4. 















.22523

;2045

;64

321

32

321

xxx

xx

xxx

 5. 















.102

;9243

;21423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 6. 















.132

;12432

;5523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

7. 















.82

;1122

;1944

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 8. 















.4

;644

;022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 9. 















.2244

;112

;822

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

10.















.15243

;205

;932

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 11.















.35

;1243

;032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.















.924

;4

;8653

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

13.















.1924

;36653

;43

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 14. 















.1642

;825

;113

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 15. 















.1942

;1125

;93

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

16. 















.123

;032

;432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

      17. 















.872

;1353

;42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  18. 















.334

;2638

;1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

19. 















.244

;422

;12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 20. 















.3651110

;15235

;15327

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 21. 















.6133

;053

;332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

22. 















.9232

;132

;785

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    23. 















.52

;134

;2

21

321

321

xx

xxx

xxx

 24. 















.1132

;132

;523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

25. 















.18265

;4352

;9234

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 26. 















.123

;6

;132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 27. 















.238

;142

;12

321

321

31

xxx

xxx

xx

 

28. 














.75

;53

;22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  29. 














.04

;64

;3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

      30.














.953

;161325

;852

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

Завдання 2. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь мето-

дом Гаусса 
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1. 





















.432

;632

;423

;132

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 2. 





















.8232

;4223

;832

;6232

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

3. 





















.5234

;1223

;1322

;5432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 4. 





















.5534

;12523

;432

;543

321

421

431

432

xxx

xxx

xxx

xxx

 

5. 





















.16537

;4375

;0753

;12753

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 6. 





















.153

;91075

;923

;20435

32

421

321

4321

xx

xxx

xxx

xxxx

 

7. 





















.0674

;522

;963

;852

4321

432

421

4321

xxxx

xxx

xxx

xxxx

 8. 





















.633

;623

;62333

;4232

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

9. 





















.103

;12

;52

;82

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 10. 





















.032

;12423

;743

;94

4321

432

321

421

xxxx

xxx

xxx

xxx

 

11. 





















.65222

;33

;232

;12

4321

431

421

4321

xxxx

xxx

xxx

xxxx

 12. 





















.023

;1

;22

;0

321

421

432

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx

 

13. 





















.04

;1623

;7433

;95

421

431

4321

421

xxx

xxx

xxxx

xxx

 14. 





















.12

;52

;82

;942

4321

4321

4321

431

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

 

15. 





















.4375

;0753

;12753

;122262

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 16. 





















.633

;623

;4232

;25

4321

4321

4321

21

xxxx

xxxx

xxxx

xx
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17. 





















.432

;632

;132

;24

4321

4321

4321

421

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

 18. 





















.4223

;8322

;6232

;435

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

19. 





















.65222

;33

;12

;3424

4321

431

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 20. 





















.033

;1

;22

;122

321

421

432

431

xxx

xxx

xxx

xxx

 

21. 





















.5234

;1223

;1322

;4

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 22. 





















.5534

;432

;543

;13735

321

431

432

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx

 

23. 





















.023

;1

;122

;0

321

421

431

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx

 24. 





















.032

;2822

;353

;632

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

25. 





















.155224

;033

;323

;3222

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 26. 





















.7362

;273

;85432

;2432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

27. 





















.5327

;3234

;14332

;3523

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 28. 





















.12723

;1032

;25233

;152

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

29. 





















.3342

;63524

;3332

;823

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 30. 





















.3722

;532

;053

;6532

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

 

Завдання 3. Знайти загальний розв’язок неоднорідної системи ліній-

них рівнянь або, у випадку несумісності системи, знайти загальний 

розв’язок відповідної однорідної системи. 
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1. 















.1327393

;127322

;12575

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

           2. 















.53

;14483

;4322

4321

421

4321

xxxx

xxx

xxxx

 

3. 















.4232

;23

;03256

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

        4. 















.4323

;9472

;1436113

54321

4321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

 

5. 















.1441233

;02285

;1552242

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

         6. 















.3352

;44273

;58594

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7. 















.1441233

;22285

;3552242

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

            8. 















.344

;7292

;184

54321

5321

5432

xxxxx

xxxx

xxxx

 

9. 















.054192

;42310

;3393

54321

54321

4321

xxxxx

xxxxx

xxxx

              10. 















.5621126

;35224

;146764

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

11. 















.1621126

;15224

;146764

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 12. 















.12333

;1343

;123554

54321

4321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

 

13. 















.22

;242313323

;211712

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 14. 















.17353

;1432

;010574

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

15. 















.063

;1532

;145433

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

           16. 















.12332

;243235

;034

54321

54321

4321

xxxxx

xxxxx

xxxx

 

17. 














.276616

;226

;02293

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 18. 














.0332

;0453

;07374

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

19. 














.532

;42

;3253

321

54321

54321

xxx

xxxxx

xxxxx

         20. 














.132352

;1283

;1325114

54321

4321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx
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21. 















.4252512112

;25432

;19753

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 22. 















.1835

;022

;1345

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

23. 















.61146

;122

;452

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

   24. 















.522

;032

;1253

321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

 

25. 















.335

;22323

;122

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

   26. 















.12

;1523

;0332

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

27. 















.622

;443

;023

4321

4321

321

xxxx

xxxx

xxx

   28. 















.1322

;043

;2325

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

29. 















.1225

;0532

;16323

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

   30. 















.3322

;34232

;3254

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

Зразок виконання завдання до теми «Системи лінійних рівнянь» 
 

Розв’язати систему алгебраїчних рівнянь 















22

12

1

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

а) за правилом Крамера; 
б) матричним методом; 
в) методом Гаусса. 
 

Розв’язання  
 

а) Для використання формул Крамера обчислимо визначник системи 

 . Користуючись властивостями визначника додаємо до елементів І рядка 

відповідні елементи ІІІ рядка, далі, за теоремою Лапласа, розкладаємо ви-

значник за елементами І рядка. 

.pIII.pI

.Aa



















 0623
11

20
3

112

201

003

112

201

111

1111
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Оскільки 0 , то система має єдиний розв’язок. Обчислимо допо-

міжні визначники 
321 xxx ,,  . 

  

.Ip.IIIp

;Aax





















6
03

21
11

003

201

111

112

201

111
21

12121


   

     

.Ic.IIc

;Aax

















6212
12

11
12

102

221

101

122

211

111
22

22222


    

.IIIp.Ip

.Aax













6331
11

33
1

212

101

303

212

101

111
32

23233


 

Застосовуючи формули Крамера маємо: 
 

1
6

61
1 



x
x ; 1

6

62
2 



x
x ; 3

3

6
1.

6

x
x


  


 

 

Отже, .x,x,x 111 321   

б) Запишемо подану систему рівнянь















22

12

1

321

31

321

xxx

xx

xxx

в матричній 

формі. Для цього введемо матрицю системи 
























112

201

111

A , матрицю 

вільних членів даної системи 


















2

1

1

B  і матрицю невідомих 


















3

2

1

x

x

x

X . В 

результаті система лінійних алгебраїчних рівнянь набуває вигляду 

BXA  , розв’язком якої є BAX  1
, де 

1A  матриця, обернена до мат-

риці A . 

Оскільки визначник системи 06  , то матриця A  є невиродже-

ною і для неї існує обернена матриця.  

Обчислимо алгебраїчні доповнення: 
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2
11

20
)1( 11

11





 A , 3

12

21
)1( 21

12





 A ,  1

12

01
)1( 31

13
 A , 

0
11

11
)1( 12

21





 A , 3

12

11
)1( 22

22



 A , 

3
12

11
)1( 32

23



 A ,  2

20

11
)1( 13

31





 A , 

3
21

11
)1( 23

32



 A ,  1

01

11
)1( 33

33



 A .   

 

Обернена матриця має вигляд 
 






































131

333

202

6

11

332313

322212

312111

1

AAA

AAA

AAA

A


.   

 

Знайдемо BAX 1  
 








































































1

1

1

6

6

6

6

1

2

1

1

131

333

202

6

1
X .   

 

Отже, 111 321  x,x,x  – розв’язок цієї системи. 
 

в) Складемо розширену матрицю системи 


























2

1

1

112

201

111

A . 

Зведемо отриману матрицю до трикутного вигляду за допомогою то-

тожних перетворень: від другого рядка віднімемо перший рядок, далі пом-

ножимо перший рядок на 2-й і віднімемо його від третього рядка. Після 

цих перетворень отримаємо матриці рівносильних систем 
 

.Ip.IIIp

.Ip.IIp

.AA

2

0

2

1

330

310

111

~

2

1

1

112

201

111























































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Помножимо другий рядок останньої матриці на 3 і віднімемо його 

від третього рядка. Отримаємо 
 

.IIp.IIIp

.AA

3

6

2

1

600

310

111

~

0

2

1

330

310

111

















































 

Остання матриця відповідає системі 















;x

;xx

;xxx

66

23

1

3

32

321

 з останнього 

рядка якої знаходимо значення 13 x . Підставимо це значення в друге рів-

няння для знаходження 2
x . Маємо, 12 x . Знайдені значення 1x , 2x  підс-

тавляємо в перше рівняння. Звідки знаходимо 1 1.x   Отже, розв’язком си-

стеми є 111 321  x,x,x .   

Відповідь. 111 321  x,x,x . 

 

Запитання для самоконтролю 
 

1. Що називається лінійним рівнянням? 

2. Які типи систем лінійних алгебраїчних рівнянь Ви знаєте? 

3. Що називається розв’язком системи лінійних алгебраїчних рівнянь?   

4. Які системи називаються сумісними? 

5. Які системи називаються несумісними? 

6. Які системи називаються визначеними? 

7. Які системи називаються невизначеними? 

8. Що таке ранг матриці? 

9. Які є методи розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь? 

10.  Які системи називаються однорідними? 

11.  Які системи називаються неоднорідними? 
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1.6  РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ 

РІВНЯНЬ В СЕРЕДОВИЩІ MAPLE 

 

В Maple розв’язок системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) 

можна отримати за допомогою команди solve, що вбудована в ядро систе-

ми та доступна відразу після запуску програми. 

 Знайти розв’язок системи. 
 

 # Задаємо систему рівнянь 
2*x + 3*y = 7;eq1 :=%: 

4*x - y = 5;eq2 :=%: 

# Знаходимо та зберігаємо розв’язок системи рівнянь у 

змінну sol, одночасно виводячи результат 

solve({eq1, eq2}, {x, y});sol := %: 

, 

. 

. 

# Перевірка правильності розв'язку 

subs(sol,[eq1,eq2]); 

 
 

У останньому параметрі команди subs (у цьому прикладі список рів-

нянь [eq1,eq2]) ліві частини рівнянь із послідовності рівностей sol заміню-

ються на відповідні праві. Тобто, ми підставили значення знайдених змін-

них в рівняння системи та отримали тотожності, що підтверджує правиль-

ність знайденого розв’язку.         
 

 Знайти розв’язок системи трьох лінійних алгебраїчних рівнянь. 
# Задаємо систему рівнянь 

x + y+z = 6;eq1 :=%: 

2*x - y+z =3;eq2 :=%: 

x + y-z = 0;eq3 :=%: 

# Знаходимо та зберігаємо розв’язок системи рівнянь у 

змінну sol, одночасно виводячи результат  

solve({eq1, eq2,eq3}, {x, y,z});sol := %: 

 

 

 

 
# Перевірка правильності розв'язку 

subs(sol,[eq1,eq2,eq3]); 

.       

 # Задаємо систему рівнянь 

2 x 3 y 7

4 x y 5

{ },x
11

7
y

9

7

[ ],7 7 5 5

 x y z 6

 2 x y z 3

 x y z 0

{ }, ,y 2 z 3 x 1

[ ], ,6 6 3 3 0 0
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 -2*x[1]+6*x[2]+2*x[3]+2*x[4] = -66;eq1:=%: 

-x[1]+5*x[2]+3*x[3]-2*x[4] = -65;eq2:=%: 

x[1]+4*x[2]+5*x[3]+3*x[4] = -45;eq3:=%: 

3*x[1]+2*x[2]-2*x[3]+x[4] = 14;eq4:=%: 

, 

, 

, 

. 

# Знаходимо та зберігаємо розв’язок системи рівнянь у 

змінну sol, одночасно виводячи результат 

solve({eq1, eq2,eq3,eq4}, {x[1],x[2],x[3],x[4]});sol 

:= %: 

# Виводимо результат 

. 

# Перевірка правильності розв'язку 

subs(sol,[eq1,eq2,eq3,eq4]); 

. .       
 

Для спрощення засвоєння методів розв’язання систем лінійних алге-

браїчних рівнянь розроблено спеціальні навчальні процедури: Maple тре-

нажери. 
 

Демонстрація результатів роботи Maple тренажерів з розв’язування 

СЛАР за методом Крамера 
 

 Розв’язати систему двох лінійних рівнянь методом Крамера. 
A:=matrix([[2,3], [4,-2]]): 

B:=matrix(2,1,[7,5]): 

CramerSolver(A,B); 

Знайти розв'язок системи лінійних алгебраїчних рів-

нянь 

 

за формулами Крамера. 

--------------------------------------------------- 

Розв'язування.  

Крок 1: Запис матриці коефіцієнтів. 

      Матриця коефіцієнтів системи лінійних рівнянь 

виглядає так: 

. 

Крок 2: Обчислення детермінанта матриці коефіцієнтів. 

   2 x
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6 x
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   x
1

5 x
2

3 x
3

2 x
4

-65

  x
1

4 x
2

5 x
3

3 x
4

-45

  3 x
1

2 x
2

2 x
3

x
4

14

{ }, , ,x
1

6 x
2

-8 x
3

-5 x
4

2

[ ], , ,-66 -66 -65 -65 -45 -45 14 14

{
 2 x

1
3 x

2
7

 4 x
1

2 x
2

5

A 








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4 -2
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Обчислимо визначник матриці 

, 

, 

. 

 Крок 3:     Формування допоміжних матриць Крамера та 

обчислення їх детермінантів для знаходження змінних. 

     Замінимо відповідні стовпці матриці коефіцієнтів 

на стовпець вільних членів. 

     Для знаходження першої змінної замінимо 1-ий 

стовпець матриці коефіцієнтів на стовпець вільних 

членів,  

     для знаходження другої змінної замінимо 2-ий 

стовпець матриці коефіцієнтів на стовпець вільних 

членів і т.д. 

     Отримаємо:  

, 

. 

      Обчислимо кожен із визначників. 

Обчислимо визначник матриці 

. 

, 

 

Обчислимо визначник матриці 

. 

, 

. 

Отже 

. 

Крок 5: Обчислення значень змінних 

, 
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.     

 

 Розв’язати систему трьох лінійних рівнянь методом Крамера. 
A:=matrix([[1,1,1], [2,-1,1], [1,1,-1]]): 

B:=matrix(3,1,[6,3,0]): 
CramerSolver(A,B); 

--------------------------------------------------- 

Знайти розв'язок системи лінійних алгебраїчних рів-

нянь 

 

за формулами Крамера. 

--------------------------------------------------- 

Розв'язування. 

Крок 1: Запис матриці коефіцієнтів 

      Матриця коефіцієнтів системи лінійних рівнянь 

виглядає так: 

. 

Крок 2: Обчислення детермінанта матриці коефіцієнтів. 

Для обчислення всіх детермінантів ми далі застосову-

ватимемо метод занулення. 

Для обчислення визначника матриці 

. 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1 

помножені на число -2. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1 

помножені на число -1. 

Дістаємо матрицю A2. 
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, 

, 

. 

Крок 3:     Формування допоміжних матриць Крамера та 

обчислення їх детермінантів для знаходження змінних. 

     Замінимо відповідні стовпці матриці коефіцієнтів 

на стовпець вільних членів. 

     Для знаходження першої змінної замінимо 1-ий 

стовпець матриці коефіцієнтів на стовпець вільних 

членів,  

     для знаходження другої змінної замінимо 2-ий 

стовпець матриці коефіцієнтів на стовпець вільних 

членів і т.д. 

     Отримаємо:  

, 

, 

. 

      Обчислимо кожен із визначників: 

Для обчислення визначника матриці 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1 

помножені на число 1. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1 

помножені на число -1. 

Дістаємо матрицю A2. 

, 

, 
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, 

, 

, 

. 

Для обчислення визначника матриці 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1 

помножені на число -2. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1 

помножені на число -1. 

Дістаємо матрицю A2. 

, 

, 

, 

, 

, 

. 

Для обчислення визначника матриці 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 1 

помножені на число -2. 

Дістаємо матрицю A1. 
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До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 1 

помножені на число -1. 

Дістаємо матрицю A2. 

, 

, 

, 

, 

, 

. 

Отже 

. 

Крок 5: Обчислення значень змінних 

, 

.    

 

 Розв’язати систему чотирьох лінійних рівнянь методом Крамера. 
A:=matrix([[5, -3, 5, 6], [-3, 2, 5, 1], [6, -1, 5, 

3], [0, 1, -3, 2]]): 

B:=matrix(4,1,[42, 10, 19, 7]): 

CramerSolver(A,B); 

--------------------------------------------------- 

Знайти розв'язок системи лінійних алгебраїчних рів-

нянь 

 

за формулами Крамера. 

--------------------------------------------------- 

Розв'язування. 

Крок 1: Запис матриці коефіцієнтів 
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      Матриця коефіцієнтів системи лінійних рівнянь 

виглядає так: 

. 

Крок 2: Обчислення детермінанта матриці коефіцієнтів. 

Для обчислення всіх детермінантів ми далі застосову-

ватимемо метод занулення. 

Для обчислення визначника матриці 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -6. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -3. 

Дістаємо матрицю A2. 

До членів рядка 4 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -2. 

Дістаємо матрицю A3. 

, 

, 

. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -5. 

Дістаємо матрицю B1. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -7/3. 

Дістаємо матрицю B2. 
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, 

, 

, 

, 

, 

. 

 Крок 3:     Формування допоміжних матриць Крамера та 

обчислення їх детермінантів для знаходження змінних. 

     Замінимо відповідні стовпці матриці коефіцієнтів 

на стовпець вільних членів. 

     Для знаходження першої змінної замінимо 1-ий 

стовпець матриці коефіцієнтів на стовпець вільних 

членів,  

     для знаходження другої змінної замінимо 2-ий 

стовпець матриці коефіцієнтів на стовпець вільних 

членів і т.д. 

     Отримаємо:  
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. 

      Обчислимо кожен із визначників: 

Для обчислення визначника матриці 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -6. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -3. 

Дістаємо матрицю A2. 

До членів рядка 4 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -2. 

Дістаємо матрицю A3. 

, 

, 

. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -5. 

Дістаємо матрицю B1. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -7/3. 

Дістаємо матрицю B2. 


4

























det

























5 -3 5 42

-3 2 5 10

6 -1 5 19

0 1 -3 7

























42 -3 5 6

10 2 5 1

19 -1 5 3

7 1 -3 2

A

























42 -3 5 6

10 2 5 1

19 -1 5 3

7 1 -3 2

->A1=

























-18 -15 -25 0

10 2 5 1

19 -1 5 3

7 1 -3 2

->A2=

























-18 -15 -25 0

10 2 5 1

-11 -7 -10 0

7 1 -3 2

->A3=

























-18 -15 -25 0

10 2 5 1

-11 -7 -10 0

-13 -3 -13 0

( )det A ( )det A3

( )det A { }1 ( )-1 2+4


















det


















-18 -15 -25

-11 -7 -10

-13 -3 -13



118 

, 

, 

, 

, 

, 

. 

Для обчислення визначника матриці 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -6. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -3. 

Дістаємо матрицю A2. 

До членів рядка 4 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -2. 

Дістаємо матрицю A3. 
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, 

. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -23/6. 

Дістаємо матрицю B1. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -5/2. 

Дістаємо матрицю B2. 

, 

, 

, 

, 

, 

. 

Для обчислення визначника матриці 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -6. 

Дістаємо матрицю A1. 
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До членів рядка 3 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -3. 

Дістаємо матрицю A2. 

До членів рядка 4 додаємо відповідні члени рядка 2 

помножені на число -2. 

Дістаємо матрицю A3. 

, 

, 

. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -5. 

Дістаємо матрицю B1. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -7/3. 

Дістаємо матрицю B2. 
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. 

Для обчислення визначника матриці 

 

застосуємо метод занулення. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -3. 

Дістаємо матрицю A1. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число 2. 

Дістаємо матрицю A2. 

До членів рядка 4 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число 1. 

Дістаємо матрицю A3. 

, 

, 

. 

До членів рядка 1 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число 5. 

Дістаємо матрицю B1. 

До членів рядка 2 додаємо відповідні члени рядка 3 

помножені на число -15/2. 

Дістаємо матрицю B2. 

, 

, 



























det

























5 -3 42 6

-3 2 10 1

6 -1 19 3

0 1 7 2

{ }1 { }3 { }
-547

3
, 

























det

























5 -3 42 6

-3 2 10 1

6 -1 19 3

0 1 7 2

-547

























5 -3 5 42

-3 2 5 10

6 -1 5 19

0 1 -3 7

A

























5 -3 5 42

-3 2 5 10

6 -1 5 19

0 1 -3 7

->A1=

























-13 0 -10 -15

-3 2 5 10

6 -1 5 19

0 1 -3 7

->A2=

























-13 0 -10 -15

9 0 15 48

6 -1 5 19

0 1 -3 7

->A3=

























-13 0 -10 -15

9 0 15 48

6 -1 5 19

6 0 2 26

( )det A ( )det A3

( )det A { }-1 ( )-1 3+2


















det


















-13 -10 -15

9 15 48

6 2 26

B


















-13 -10 -15

9 15 48

6 2 26

->B1=


















17 0 115

9 15 48

6 2 26

->B2=


















17 0 115

-36 0 -147

6 2 26

( )det B ( )det B2



122 

, 

, 

, 

. 
Отже 

. 

Крок 5: Обчислення значень змінних 

, 

.    

 

Демонстрація результатів роботи Maple тренажерів з розв’язування 

СЛАР матричним методом 
 

 Розв’язати систему двох лінійних рівнянь матричним методом. 
A:=matrix([[2,3], [4,-2]]): 

B:=matrix(2,1,[7,5]): 
MatInvSolver(A,B); 

. 

Матриця коефіцієнтів системи рівнянь 

. 

Стовпець вільних членів 

. 

Стовпець невідомих 
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Детермінант матриці системи відмінний від нуля, отже 

система має розв'язок. 

Розв'яжемо ситему лінійних рівняь МАТРИЧНИМ МЕТОДОМ. 

Обчислимо алгебраїчні доповнення елементів матриці А 

, 

. 

Знаходимо обернену матрицю коефіцієнтів системи рів-

нянь 

, 

, 

, 

.     

 Розв’язати систему трьох лінійних рівнянь матричним методом. 
A:=matrix([[1,1,1], [2,-1,1], [1,1,-1]]): 

B:=matrix(3,1,[6,3,0]): 

MatInvSolver(A,B); 

. 

Матриця коефіцієнтів системи рівнянь 

. 

Стовпець вільних членів 

. 

Стовпець невідомих 

. 

. 
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Детермінант матриці системи відмінний від нуля, отже 

система має розв'язок. 

Розв'яжемо ситему лінійних рівняь МАТРИЧНИМ МЕТОДОМ. 

Обчислимо алгебраїчні доповнення елементів матриці А 

 

 

. 

Знаходимо обернену матрицю коефіцієнтів системи рів-

нянь 

, 

, 

, 

.      

 

 Задано матрицю коефіцієнтів системи з чотирьох лінійних алгебраїчних 

рівнянь. Потрібно знайти розв’язки цієї системи для різних стовпців віль-

них членів. 

Розв’язати систему чотирьох лінійних рівнянь матричним методом. 
A:=matrix([[5, -3, 5, 6], [-3, 2, 5, 1], [6, -1, 5, 

3], [0, 1, -3, 2]]): 

B:=matrix(4,1,[42, 10, 19, 7]): 

MatInvSolver(A,B); 
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. 

Матриця коефіцієнтів системи рівнянь 

. 

Стовпець вільних членів 

. 

Стовпець невідомих 

. 

. 

Детермінант матриці системи відмінний від нуля, отже 

система має розв'язок. 

Розв'яжемо ситему лінійних рівняь МАТРИЧНИМ МЕТОДОМ. 

Обчислимо алгебраїчні доповнення елементів матриці А 
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. 

Знаходимо обернену матрицю коефіцієнтів системи рів-

нянь 

, 

, 

, 

.     

 

В багатьох практичних задачах, пов’язаних з оптимізацією та підбо-

ром параметрів різних систем виникає потреба розв’язання систем ліній-

них рівнянь багаторазово для різних стовпців вільних членів з однією і ті-

єю ж матрицею коефіцієнтів. 
 

 Задана матриця коефіцієнтів системи чотирьох лінійних алгебраїчних 

рівнянь. Знайти розв’язки системи для заданих різних стовпців вільних 

членів. 
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. 

Знайти розв’язки системи для заданих різних стовпців вільних чле-

нів: 

. 

MatInvSolver(A,B1); 

. 

Матриця коефіцієнтів системи рівнянь 

. 

Стовпець вільних членів 

. 

Стовпець невідомих 

. 

 
Детермінант матриці системи відмінний від нуля, отже 

система має розв'язок. 

Розв'яжемо ситему лінійних рівняь МАТРИЧНИМ МЕТОДОМ. 

Обчислимо алгебраїчні доповнення елементів матриці А 
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, 

, 

, 

. 

Знаходимо обернену матрицю коефіцієнтів системи рів-

нянь 

, 

 

, 

. 
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Приблизно 90–95% загальних обчислень у матричному методі при-

падає на знаходження оберненої матриці 
1A . Операція множення оберне-

ної матриці на матрицю-стовпець вільних членів є значно менш затратною. 

Знайдемо розв’язки для інших значень вільних членів. 
det_A:=-1205: 

adjA:=matrix([[-23, -186, -134, 91], [-163, 44, -59, 

121], [66, 167, -87, 158], [-52, 51, -41, -161]]): 

X = ``(1/det(A))*evalm(adjA)*`*`*evalm(B2); 

Xk:=evalm(adjA&*B2): 

matrix(4,1,[seq(x[k],k=1..4)]) = 1/det_A*evalm(Xk), 

zip((x,y)-

>x=y,matrix(4,1,[seq(x[k],k=1..4)]),evalm(Xk/det_A)); 

, 

. 

X = ``(1/det(A))*evalm(adjA)*`*`*evalm(B3); 

Xk:=evalm(adjA&*B3): 

matrix(4,1,[seq(x[k],k=1..4)]) = 1/det_A*evalm(Xk), 

zip((x,y)-

>x=y,matrix(4,1,[seq(x[k],k=1..4)]),evalm(Xk/det_A)); 

, 

.     

 

Матричний метод і формули Крамера мають важливе теоретичне, 
методологічне та історичне значення, проте їх практичне застосування об-
межене через високу обчислювальну складність. У реальних обчисленнях 
для розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) зазвичай 
використовують різновиди методу Гаусса, зокрема LU-розклад, QR-
розклад та ітераційні методи, які є більш ефективними для великих систем. 
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Демонстрація результатів роботи Maple-тренажерів з розв’язування 
СЛАР методом Гаусса 

 

Розглянемо одну з найпростіших варіацій методу Гаусса – схему 
єдиного ділення, що спрощує обчислення шляхом поступового зменшення 
порядку системи на кожному кроці прямого ходу та послідовного знахо-
дження змінних у процесі зворотного ходу. Додаткове спрощення полягає 
у виборі першого діагонального коефіцієнта як головного елемента на ко-
жному кроці. Якщо цей елемент дорівнює нулю, виконується перестановка 
рядків, щоб на його місце потрапив ненульовий елемент, забезпечуючи ко-
ректність обчислень. 
 
restart: 
read " read "d:\\Maple\\My_gauss_Now.m"; 
read " read "d:\\Maple\\My_gauss.m"; 
 

 Розв’язати систему двох лінійних рівнянь методом Гаусса. 
A:=matrix([[2,3], [4,-2]]): 
B:=matrix(2,1,[7,5]): 
n:=linalg[rowdim](A): 
X:=matrix(n,1,[seq(x[k],k=1..n)]): 
c:=evalm(A&*X): 
print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..n)])); 
My_gauss_Now(A,B,'x'); 

. 

Прямий хід методу виключення Гаусса - схема єдиного 

ділення. 

Крок 1 

. 

Множимо рівняння № 1 на (-1). 

Ділимо рівняння № 1 на 2. 

. 

Зворотний хід 
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Відповідь 

. 

 
 










 2 x
1

3 x
2

7

 4 x
1

2 x
2

5





















x
1

x
2

B

2 3 7

4 -2 5

->














x
2

B

-16 -18















x
2

B

-16 -18
->















x
2

B

8 9

8 x
2

9

, ,2 x
1

3 x
2

7 -> 







x

1


7

2

3

2
x

2
x

1

29

16

,x
1

29

16
x

2

9

8



131 

 Розв’язати систему трьох лінійних рівнянь методом Гаусса. 
A:=matrix([[1,1,1], [2,-1,1], [1,1,-1]]): 

B:=matrix(3,1,[6,3,0]): 

n:=linalg[rowdim](A): 

X:=matrix(n,1,[seq(x[k],k=1..n)]): 

c:=evalm(A&*X): 

print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..n)])); 

My_gauss_Now(A,B,'x'); 

. 

Прямий хід методу Гаусса - схема єдиного ділення. 
 

Крок 1 

. 

Множимо рівняння № 1,2 на (-1). 

Ділимо рівняння № 2 на 2. 

. 

Крок 2 

. 

Зворотний хід 

, 

, 

. 

Відповідь 

.      

 

 Розв’язати систему чотирьох лінійних рівнянь методом Гаусса. 
A:=matrix([[5, -3, 5, 6], [-3, 2, 5, 1], [6, -1, 5, 

3], [0, 1, -3, 2]]): 

B:=matrix(4,1,[42, 10, 19, 7]): 

n:=linalg[rowdim](A): 
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X:=matrix(n,1,[seq(x[k],k=1..n)]): 

c:=evalm(A&*X): 

print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..n)])); 

My_gauss_Now(A,B,'x'); 

. 

Прямий хід методу Гаусса - схема єдиного ділення. 

 

. 

Крок 2 

. 

Множимо рівняння № 1,2 на (-1). 

Ділимо рівняння № 1 на 5. 

. 

Крок 3 

. 

Множимо рівняння № 1 на (-1). 

Ділимо рівняння № 1 на 547. 

. 

Зворотний хід 
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. 

Відповідь 

.      

 

 Розв’язати систему з п’яти лінійних рівнянь методом Гаусса. 
A:=matrix([[1,2,-1,1,1], [3,-1,4,-2,1], [2,3,1,-1,2], 

[4,-1,2,1,-1],[-1,5,-3,2,3]]): 

B:=matrix(5,1,[14,-6,16,-8,37]): 

n:=linalg[rowdim](A): 

X:=matrix(n,1,[seq(x[k],k=1..n)]): 

c:=evalm(A&*X): 

print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..n)])); 

My_gauss_Now(A,B,'x'); 

. 

Прямий хід методу Гаусса - схема єдиного ділення. 
 

Крок 1 

. 

Крок 2 

. 

Ділимо рівняння № 1 на 2. 

Ділимо рівняння № 3 на 7. 
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. 

Крок 3 

. 

Переставляємо місцями рівняння 1 та 2 

. 

Множимо рівняння № 2 на (-1). 

Ділимо рівняння № 2 на 98. 

. 

Крок 4 

. 

Зворотний хід 

, 

, 

, 

, 

. 

Відповідь 

.      

 

 Дано систему з двох лінійних рівнянь, у якій як коефіцієнти, так і вільні 

члени задані символьно. Потрібно знайти її розв’язок методом Гаусса. 
n:=2: 

a:=matrix(n,n):A:=a: 

B:=matrix(n,1,[seq(b[k],k=1..n)]): 
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X:=matrix(n,1,[seq(x[k],k=1..n)]): 

c:=evalm(A&*X): 

print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..n)])); 

My_gauss_Now(A,B,'x'); 

 

Прямий хід методу Гаусса - схема єдиного ділення.  
 

Множимо рівняння № 1,2 на (-1). 

 

Крок 1 

 

Множимо рівняння № 1 на (-1). 

 

Зворотний хід 

 

 

Відповідь 

.   

 

 Дано систему з трьох лінійних рівнянь, у якій як коефіцієнти, так і віль-

ні члени задані символьно. Потрібно знайти її розв’язок методом Гаусса. 
n:=3: 
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a:=matrix(n,n):A:=a: 

B:=matrix(n,1,[seq(b[k],k=1..n)]): 

X:=matrix(n,1,[seq(x[k],k=1..n)]): 

c:=evalm(A&*X): 

print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..n)])); 

My_gauss_Now(A,B,'x'); 

. 

Прямий хід методу Гаусса - схема єдиного ділення. 

Множимо рівняння № 1,2,3 на (-1). 

. 

Крок 1 

. 

Множимо рівняння № 1,2 на (-1). 
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. 

Множимо рівняння № 1 на (-1). 

. 

Зворотний хід 
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 . 

Відповідь 
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Розв’язок системи лінійних рівнянь третього порядку в загальному 

вигляді є громіздким і важким для сприйняття. Водночас Maple без труд-

нощів оперує навіть значно складнішими виразам.     

 Методом Гаусса знайти обернену матрицю до заданої квадратної матри-

ці: 

а) . 
б) . 

 

Розв’язання. Для знаходження оберненої матриці потрібно застосу-

вати метод Гаусса до системи лінійних рівнянь, матриця коефіцієнтів якої 

є заданою матрицею A , а стовпець вільних членів заданий символьно.  

а). n:=3: 

B:=matrix(n,1,[seq(b[k],k=1..n)]): 

X:=matrix(n,1,[seq(x[k],k=1..n)]): 

c:=evalm(A&*X): 

print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..n)])); 

. 

My_gauss_Now(A,B,'x'); 

Прямий хід методу Гаусса - схема єдиного ділення. 

Крок 1 

. 

Множимо рівняння № 1,2 на (-1). 
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. 

Крок 2 

. 

Зворотний хід 

, 

, 

. 

Відповідь 

. 

 

Коефіцієнти при вільних невідомих і є елементами оберненої матри-

ці: перший рядок – у рівнянні для 1x х1, другий рядок – у рівнянні для 2x  

тощо. Отже, 
A^`-1` = 1/6*matrix([[0, 2, 2], [3, -2, 1], [3, 0, -

3]]); 

. 

--------------------------------------------------------------------------------- 

а). n:=4: 

> B:=matrix(n,1,[seq(b[k],k=1..n)]): 

X:=matrix(n,1,[seq(x[k],k=1..n)]): 

c:=evalm(A&*X): 

print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..n)])); 

. 

My_gauss_Now(A,B,'x'); 
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Прямий хід методу Гаусса - схема єдиного ділення. 

Крок 1 

. 

Крок 2 

. 

 

Множимо рівняння № 1,2 на (-1). 

. 

Крок 3 

. 

 

Множимо рівняння № 1 на (-1). 

. 

Зворотний хід 

, 
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, 

, 

. 

Відповідь 

. 
 

Коефіцієнти при вільних невідомих і є елементами оберненої матри-

ці: перший рядок – у рівнянні для 1x , другий рядок – у рівнянні для 2x  то-

що. Отже, 
A^`-1` = -1/547*matrix([[61, 44, -120, -25], [135, -

73, -149, -145], [-3, -47, -21, 64], [-72, -34, 43, -

105]]); 

. 

 

У процесі порівняння елементів оберненої матриці з коефіцієнтами 

при символьних вільних членах слід особливо уважно стежити за поряд-

ком розташування цих символів. Це зумовлено тим, що в правих частинах 

рівнянь для змінних доданки впорядковані за таким принципом: першим 

стоїть символ з індексом рівним індексу відповідної змінної, а решта дода-

нків, в більшості випадків, розміщені у порядку зростання індексів. Також 
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слід звернути увагу: перший доданок у рівнянні для 1x  дорівнює 1

61

547
b . 

Проте знак мінус можна легко не помітити, оскільки він зливається з дро-

бовою рискою.           
 

 Обчислити ранг заданої матриці двома способами: 

1) за допомогою стандартної команди rank системи Maple; 

2) без використання цієї команди, застосовуючи методи елементарних 

перетворень матриць. 
A:=matrix([[4,2,0,1],[2,1,2,3],[0,3,1,1],[4,2,4,6]]); 

. 

Розв’язання 

а)  rank(A)=linalg[rank](A); 

. 

б) У пакеті linalg системи Maple є декілька команд для виконання 

елементарних перетворень над матрицями. Ось основні з них. 

Розглянемо команди Maple, які використовуватимемо для елемента-

рних перетворень матриці. 

Команди addrow(A, i, j, m) і addcol(A, i, j, m): 

addrow(A, i, j, m): множить i-й рядок матриці A  на скаляр m  і додає 

його до j-го рядка. 

addcol(A, i, j, m): множить i-й стовпець матриці A  на скаляр m  і до-

дає його до j-го стовпця. 

Команда swaprow(A, i, j) (swapcol(A, i, j)) – міняє місцями i-й і j-й ря-

дки (стовпці) матриці A . 

Команда mulrow(A, i, m), (mulcol(A, i, m)) – множить i-й рядок мат-

риці A  на скаляр m . 

Команда linalg[delrows](A, i..j), (linalg[delcols](A, i..j)) – повертає пі-

дматрицю матриці A , отриману шляхом видалення рядків (стовпців) від i 

до j.  

Виконаємо такі елементарні перетворення: від 1-го та 4-го рядків ві-

днімаємо 2-ий рядок, помножений на 2. Іншими словами, множимо другий 

рядок на (-2) і додаємо його до 1-ого та 4-ого рядків: 
linalg[addrow](A, 2, 1, -2);A1:=%: 

, 

linalg[addrow](A1, 2, 4, -2);A2:=%: 

 := A
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. 

 

Ділимо перший стовпець на 2 та міняємо місцями 1-й та 2-й рядки 
linalg[mulcol](A2, 1, 1/2); 

linalg[swaprow](%, 1, 2);A3:=%: 

, 

, 

 

і в отриманій матриці також міняємо 2-й та 3-й рядки 
linalg[swaprow](A3, 3, 2);A4:=%: 

. 

 

Вилучаємо четвертий рядок, що складається лише з нулів. 
linalg[delrows](A4, 4..4);A5:=%: 

. 

 

Помножимо елементи першого стовпця на -1, -2 та -3, а отримані 

значення додамо до відповідних елементів другого, третього та четвертого 

стовпців. Очевидно, що в результаті в першому рядку всі елементи, крім 

першого, стануть нулями, тоді як елементи другого та третього рядків за-

лишаться незмінними. Щоб отримати нову матрицю після цих перетворень 

просто оновимо значення елементів першого рядка: 
A6:=A5: 

for j from 2 to 4 do  

 A6[1,j]:=0 

end do: 

evalm(A6);  
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. 

Поділимо другий стовпець на 3, потім помножимо його на -1 та до-

дамо до третього і четвертого стовпців  
linalg[mulcol](A6,2, 1/3); 

linalg[addcol](%, 2, 3, -1); 

linalg[addcol](%, 2, 4, -1);A7:=%: 

, 

, 

. 

Поділимо третій та четвертий стовпці на -4 та -5 відповідно 
linalg[mulcol](A7,3, -1/4); 

linalg[mulcol](%,4, -1/5);A8:=%: 

, 

. 

Помножимо третій стовпець на -1 та додамо до четвертого 
linalg[addcol](A8, 3, 4, -1); 

. 

Вилучаємо четвертий стовпець, що складається лише з нулів 
linalg[delcols](A8, 4..4); 

. 

 

Оскільки ми отримали одиничну матрицю третього порядку, це 

означає, що ранг вихідної матриці дорівнює r=3.      
 

 Обчислити ранг заданої матриці двома способами: 

а) за допомогою стандартної команди rank системи Maple;   
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б) без використання цієї команди, застосовуючи методи елементарних 

перетворень матриць.  
A:=matrix([[2,3,5,-3,-2],[3,4,3,-1,-3],[5,6,-1,3,-

5]]); 

. 

Розв’язання 

а) 
rank(A)=linalg[rank](A); 

. 

б) Виконаємо такі елементарні перетворення:  до елементів  1-го та 

2-го рядків додамо елементи 3-го рядка, помножені на 5 та 3 відповідно 
linalg[addrow](A, 3, 1, 5); 

linalg[addrow](%, 3, 2, 3);A1:=%: 

, 

. 

 

Подумки множимо елементи третього стовпця на певне число та до-

даємо до кожного з інших стовпців таким чином, щоб у третьому рядку 

відповідних стовпців утворилися нульові значення. Для отримання резуль-

тату просто присвоїмо нульові значення вказаним елементам 
A2:=A1: 

for j to 5 do  

 A2[3,j]:=0 

end do:A2[3,3]:=1: 

evalm(A2);A3:=%: 

. 

 

Поділимо елементи 1-го рядка на 3, а 2-го – на 2: 
linalg[mulrow](A3, 1, 1/3); 

linalg[mulrow](%, 2, 1/2);A4:=%: 

, 

 := A
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. 

 

Віднімемо від елементів 2-го рядка відповідні елементи 1-го рядка:  
linalg[addrow](A4, 1, 2, -1);A5:=%: 

. 

Вилучаємо другий рядок, що складається лише з нулів 
linalg[delrows](A5, 2..2);A6:=%: 

. 

Поділимо елементи 1-го стовпця на 9: 
linalg[mulcol](A6, 1, 1/9);A7:=%: 

. 

 

Подумки множимо елементи першого стовпця на певне число та до-

даємо до кожного з інших стовпців таким чином, щоб у першому рядку 

відповідних стовпців утворилися нульові значення. Для отримання резуль-

тату просто присвоїмо нульові значення вказаним елементам 
A8:=A7: 

for j from 2 to 5 do  

 A8[1,j]:=0 

end do: 

evalm(A8); 

. 

Вилучаємо другий, четвертий та п’ятий стовпці, що складаються 

лише з нулів 
linalg[delcols](A8, 4..5); 

linalg[delcols](%, 2..2); 

, 

. 

Оскільки ми отримали одиничну матрицю 2-го порядку, це означає, 

що ранг вихідної матриці дорівнює r=2.        
 

 Для заданої однорідної системи лінійних рівнянь 
restart: 

read "d:\\Maple\\My_gauss.m"; 
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read "d:\\Maple\\My_gauss_Now.m"; 

A:=matrix(3,5,[[0,1,2,-3,0], [2,-1,3,0,4], [2,0,5,-

3,4]]): 

B:=matrix(3,1,[0$3]): 

nr:=linalg[rowdim](A): 

nc:=linalg[coldim](A): 

X:=matrix(nc,1,[seq(x[k],k=1..nc)]): 

c:=evalm(A&*X): 

sys:=seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..nr);SYS[1..2]; 

print(Plt_PW([sys])); 

 
a) Знайти ранг матриці системи та переконатися, що одне з рівнянь є 

лінійною комбінацією двох інших. 

b) Визначити загальний розв’язок системи за допомогою стандартних 

команд Maple, розглянувши різні варіанти вибору базисних змін-

них. 

c) Перевірити, чи можна змінні 1 5,x x  взяти як базисні. Обґрунтувати 

результат, надавши відповідні пояснення та коментарі. 

d) Записати фундаментальну систему розв’язків у вигляді лінійної 

комбінації базисних векторів. 

e) Знайти частинні розв’язки системи для таких значень вільних змін-

них 3 4 5 1x x x    та 3 4 53, 5, 0x x x   . 

f) Знайти загальний розв’язок методом Гаусса. 
 

Розв’язання  
a) Маємо систему з трьох рівнянь із п’ятьма невідомими. Визначимо 

ранг r матриці системи A   
A=evalm(A); 

r=linalg[rank](A); 

, 

. 
 

Це означає, що одне з трьох рівнянь системи є лінійною комбінацією 

двох інших. Це рівняння можна б було визначити зведенням матриці A  до 

одиничної матриці за допомогою елементарних перетворень. Отже, факти-

чно маємо систему з двох рівнянь і п’ятьма невідомими. З такої системи 

можна визначити тільки дві змінні, виразивши їх через інші три. 
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b) 
solve({sys},{x[1],x[2]}); 

. 

 

Ми отримали загальний розв’язок системи однорідних рівнянь. Той 

самий розв’язок, але у відмінній формі, можна знайти, вибравши інші ба-

зисні змінні: 
solve({sys},{x[1],x[3]}); 

. 

 

Будь-яку іншу форму загального розв’язку можна отримати, виходя-

чи з однієї з уже знайдених, без повторного розв’язання системи. Напри-

клад, перехід від першої форми до другої можна здійснити двома кроками: 

1) розв’язуємо рівняння для 2x  відносно 3x , що є елементарним 

isolate(x[2] = -2*x[3]+3*x[4],x[3]); 

; 

2) підставляємо отриманий вираз у рівняння для 1x  

subs(%,x[1] = -5/2*x[3]+3/2*x[4]-2*x[5]); 

. 

Отримали ті самі рівняння, що і за допомогою команди solve, якщо 

задавати змінні 1 3,x x  як базисні.  
 

c) Аналогічно можна отримати загальний розв’язок відносно будь-яких 

двох базисних змінних із п’яти, за винятком 1 5,x x . Це означає, що 1-ий і   

5-ий стовпці не є базисними. Відповідно, будь-який мінор 2-го порядку, 

утворений з елементів 1-го та 5-го стовпців у будь-яких двох рядках мат-

риці системи, дорівнює нулю. Наприклад, розглянемо визначник 2-го по-

рядку, утворений з елементів на перетині 1-го та 5-го стовпців і 2-го та 3-го 

рядків: 
det(linalg[submatrix](A,[2,3],[1,5]))=linalg[det](lin

alg[submatrix](A,[2,3],[1,5])); 

. 

 

Так само і для інших комбінацій двох рядків, наприклад, 1-го і 2-го 

або 1-го і 3-го, отримаємо той самий результат:  
det(linalg[submatrix](A,[1,2],[1,5]))=linalg[det](lin

alg[submatrix](A,[1,2],[1,5])); 
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. 

 

Якщо ж у процесі використання команди solve як базисні задати 

змінні 1 5,x x , що, як показано вище, не можуть бути базисними, Maple не 

видасть жодного результату: 
solve({sys},{x[1],x[5]}); 
 

d) Запишемо загальний розв’язок в матричному вигляді 
X=evalm(X),evalm(X)=matrix(5,1,[-5/2*x[3]+3/2*x[4]-

2*x[5],-2 

*x[3]+3*x[4],x[3],x[4],x[5]]);#,matrix(5,1,[X[1,1]=-

5/2*x[3]+3/2*x[4]-2*x[5],X[2,1]=-

2*x[3]+3*x[4],X[3,1]=x[3],X[4,1]=x[4],X[5,1]=x[5]]); 

 

або подамо його у більш наочному вигляді, позначивши вільні змінні 

3 4 5, ,x x x  через 1 2 3, ,C C C : 

evalm(X)=matrix(5,11,[[-

5/2,`*`,C[1],`+`,3/2,`*`,C[2],`-`,2,`*`,C[3]],[-

2,`*`,C[1],`+`,3,`*`,C[2],`+`,0,`*`,C[3]],[1,`*`,C[1]

,`+`,0,`*`,C[2],`+`,0,`*`,C[3]],[0,`*`,C[1],`+`,1,`*`

,C[2],`+`,0,`*`,C[3]],[0,`*`,C[1],`+`,0,`*`,C[2],`+`,

1,`*`,C[3]]]); 

. 

Можемо записати фундаментальну систему розв’язків, що склада-

ється з трьох лінійно незалежних розв’язків, у вигляді лінійної комбінації 

базисних векторів 321 ,, XXX   
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X=C[1]*matrix(5,1,[-5/2,-

2,1,0,0])+C[2]*matrix(5,1,[3/2,3,0,1,0])+C[3]*matrix(

5,1,[-2,0,0,0,1]); 

. 

 

e) Знайдемо частинні розв’язки системи. Нехай 1 2 3 1C C C   : 

subs(C[1]=1,C[2]=1,C[3]=1,%); 

evalm(%); 

, 

. 

1 2 33, 5, 0C C C   : 

subs(C[1]=3,C[2]=5,C[3]=0,eq1); 

evalm(%); 

, 
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. 

f)  
A:=matrix(2,2,[[0,1], [2,-1]]): 

B:=matrix(2,1,[-2*x[3]+3*x[4],-3*x[3]-4*x[5]]) 

nr:=linalg[rowdim](A): 

nc:=linalg[coldim](A); 

X:=matrix(nc,1,[seq(x[k],k=1..nc)]): 

c:=evalm(A&*X): 

SYS:=seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..nr: 

print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..nr)])); 

My_gauss_Now(A,B,'x'); 

. 

Прямий хід методу Гаусса - схема єдиного ділення. 

Переставляємо місцями рівняння 1 та 2 

. 

Крок 1 

. 

Зворотний хід 

, 

. 

Відповідь 

.      

 

 Для заданої неоднорідної системи лінійних рівнянь 
restart: 
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read "d:\\Maple\\My_gauss.m"; 

read "d:\\Maple\\My_gauss_Now.m"; 
A:=matrix(3,5,[[0,1,2,-3,0], [2,-1,3,0,4], [2,0,5,-

3,4]]): 

B:=matrix(3,1,[-1,5,4]): 

nr:=linalg[rowdim](A): 

nc:=linalg[coldim](A): 

X:=matrix(nc,1,[seq(x[k],k=1..nc)]): 

c:=evalm(A&*X): 

sys:=seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..nr);SYS[1..2]; 

print(Plt_PW([sys])); 

. 

a) Знайти ранг матриці системи та ранг розширеної матриці. 

b) Знайти загальний розв’язок системи за допомогою стандартних ко-

манд Maple. 

c) Записати структуру загального розв’язку неоднорідної системи, 

знайти довільний частинний розв’язок (фундаментальну систему 

розв’язків відповідної однорідної системи можна взяти з попередньо-

го прикладу). На основі цього записати загальний розв’язок заданої 

неоднорідної системи рівнянь. 

d) Визначити загальний розв’язок методом Гаусса, послідовно викону-

ючи елементарні перетворення рядків. 
 

Розв’язання 

a)  
r[A]=linalg[rank](A); 

AB=linalg[augment](A,B); 

r[AB]=[r[A]=linalg[rank](rhs(%))]; 

, 

, 

. 

Оскільки ранги основної та розширеної матриць збігаються, то, згід-

но з теоремою Кронекера-Капеллі, система є сумісною. 
 

b)  
solve({sys},{x[1],x[2]}); 

subs(x[4]=1,x[5]=1,x[3]=1,%); 
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. 

 

c) Оскільки кількість змінних 5 2 3ABn r    , загальний розв’язок неод-

норідної системи лінійних рівнянь має вигляд 
 

                          , 
 

де . .ч нX  – довільний частинний розв’язок неоднорідної системи,  

321 ,, XXX  – фундаментальна система розв’язків відповідної однорідної 

системи лінійних рівнянь,  

321 ,, CCC  – довільні сталі. 
 

Лінійну комбінацію фундаментальної системи розв’язків 
 

1 1 2 2 3 3X C X C X C X   , 

. 

 

відповідної системи однорідних рівнянь 
 

 
 

отримано в попередньому прикладі. 

Нагадаємо, що довільні сталі 321 ,, CCC  відповідають вільним змін-

ним 3 4 5, ,x x x . Визначимо довільний частинний розв’язок неоднорідної сис-

теми, поклавши вільні змінні (а отже, й відповідні довільні сталі) рівними 

нулю: 
print(Plt_PW([subs(x[3]=0,x[4]=0,x[5]=0,[sys[1],sys[3

]])[]])); 

. 

Знайдений частинний розв’язок записується у такій формі: 
Х[чн]=evalm(X),evalm(X)=matrix(nc,1,[2,-1,0,0,0]); 
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. 

 

Отже, загальний розв’язок системи рівнянь можна подати у вигляді: 
evalm(X)=matrix(nc,1,[2,-1,0,0,0])+C[1]*matrix(5,1,[-

5/2,-

2,1,0,0])+C[2]*matrix(5,1,[3/2,3,0,1,0])+C[3]*matrix(

5,1,[-2,0,0,0,1]); 

. 

d)  
A:=matrix(2,2,[[0,1], [2,-1]]): 

B:=matrix(2,1,[-1-2*x[3]+3*x[4],5-3*x[3]-4*x[5]]); 

nr:=linalg[rowdim](A): 

nc:=linalg[coldim](A); 

X:=matrix(nc,1,[seq(x[k],k=1..nc)]): 

c:=evalm(A&*X): 

SYS:=seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..nr): 

print(Plt_PW([seq(c[i,1]=B[i,1],i=1..nr)])); 

My_gauss_Now(A,B,'x'); 

, 

Прямий хід методу Гаусса - схема єдиного ділення. 

Переставляємо місцями рівняння 1 та 2 

. 

Крок 1 

. 

Зворотний хід 
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Відповідь 
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2 ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ 

 

 

Система координат у площині 
 

Хай маємо дві числові прямі ОХ та ОУ: 

 
 

Вибравши на кожній з них однаковий масштаб, встановлюємо взає-

мно однозначну відповідність між точками кожної з цих прямих та дійс-

ними числами. Дійсні числа називають координатами відповідних точок. 

Розташуємо ці дві прямі під прямим кутом одну до одної з перетином 

у точці 0 (рис. 2.1). Отримаємо так звану прямокутну систему координат на 

площині. Ця система дозволяє встановить взаємно однозначну відповідність 

між точками площини Х0У та (впорядкованими) парами дійсних чисел. 

Справді, візьмемо на площині довільну точку М і опустимо з неї перпенди-

куляри на числові прямі 0Х і 0У. Координати основ цих перпендикулярів 

позначимо х і у (рис. 2.2). За цим правилом кожній т. М відповідатиме єдина 

впорядкована пара чисел (х; у). Навпаки, виконавши вказані дії у зворотно-

му порядку, з кожною впорядкованою парою чисел (х; у) пов’яжемо цілком 

певну точку площини. Числа х і у називають, відповідно, абсцисою та орди-

натою т. .М, а впорядковану пару чисел (х; у) – координатами  т. М  у пло-

щині  Х0У. Числові прямі 0Х та 0У називають осями координат (0Х – вісь 

абсцис; 0У – вісь ординат). Точку М з координатами (х; у) позначають М (х; 

у). 

           
 Рисунок 2.1   Рисунок 2.2 
 

Так побудовану систему координат на площині називають прямокут-

ною або декартовою (на честь французького математика  Рене Декарта 

(1596–1650)). 

Встановивши у площині систему координат можемо задавати поло-

ження кожної точки прою дійсних чисел – її координатами,а їхнє взаємне 

розташування – співвідношеннями між цими координатами 
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У 

0 Х 
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0 Х 

0               У 0               Х 
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Відстань між двома точками 
 

Хай маємо точки  111 y;xM
 та  222 y;xM . Як знайти відстань 21MM ? 

Із KMM 21  (рис. 2.3) маємо 
 

   212
2

12
2

2
2

1
2

21 yyxxKMKMMM  . 
 

Звідси     212
2

1221 yyxxMM  . 

 

 
Рисунок 2.3 

 

Поділ відрізка у даному відношенні 
 

Хай маємо точки  111 y;xM ,  222 y;xM  і фіксоване додатне число . 

Як знайти точку   yxK ; , що ділить відрізок 21MM   у відношенні  , тоб-

то, 1

2

?
M K

KM
  За теоремою Фалеса (рис. 2.4):  

2
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Рисунок 2.4 
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Прямокутна система координат у просторі 
 

Розташуємо у просторі взаємно перпендикулярно одну до одної три 

числові прямі 0Х, 0У і 0Z, на яких вибрано однаковий масштаб, з перети-

ном у спільній початковій точці 0 (рис. 2.5). Отримаємо прямокутну сис-

тему координат у просторі, яка дає змогу визначити місце будь-якої точки 

М впорядкованою трійкою чисел  zyx ;;  – її координатами. Справді, опус-

тимо перпендикуляр із т. М на площину Х0У. Його основою є т. .M   Поз-

начимо її координати  yx; . Це є перші дві координати (абсциса й ордина-

та) точки М. Третю її координату (аплікату) отримаємо, опустивши перпе-

ндикуляр із точки М на вісь 0Z (рис. 2.6). Точку М з координатами  zyx ;;  

записують  zyxM ;; . 
 

                       
  Рисунок 2.5     Рисунок 2.6 
 

Встановивши у просторі прямокутну систему координат, ми отриму-

ємо можливість арифметично описувати не лише положення точок, а й їх-

нє взаємне розташування. 

Наприклад, відстань між двома точками  1111 ;; zyxM  та 

 2222 ;; zyxM  обчислюють за формулою 
    

     212
2

12
2

1221 zzxyxxMM  . 

 

Вектори  
 

Усі фізичні величини можна розділити на два класи: скалярні і векто-

рні. Скаляр – це величина, яку після вибору одиниці вимірювання можна 

виразити дійсним числом. Такими величинами є, наприклад, робота, тем-

пература, маса, об’єм, довжина тощо. До класу векторних належать такі 

величини, як швидкість, сила, прискорення, напруженість електромагніт-

ного поля тощо. Вони визначаються додатним дійсним числом (після ви-

бору одиниці вимірювання) і напрямом дії. 

Приклад. Результат руху автомобіля залежить не тільки від величи-

ни його швидкості, а й від її напрямку: вздовж чи впоперек дороги. 
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Будь-яку векторну величину, або просто «вектор», можемо уявляти 

як відрізок, на якому вказано напрям. Зокрема напрям на відрізку збігаєть-

ся з напрямом дії векторної величини, а його довжина у вибраному масш-

табі виражає її міру. 

Приклад. Якщо відрізок завдовжки 1 см означає швидкість 1м/сек, 

то відрізок завдовжки 2 см означатиме швидкість 2 м/сек. 

Ми вивчатимемо вектори безвідносно до їх фізичного тлумачення. 

Мова йтиме про загальні властивості векторів, що залишаються правиль-

ними при будь-який інтерпретації (швидкість, прискорення, сила і т. ін.). В 

цьому, власне, і полягає універсальність математичних методів як інстру-

мента найрізноманітніших наук. Вивчивши властивості векторів, ми отри-

маємо інформацію про те, як у розрахунках поводитися з силами, швидко-

стями, напруженостями, загалом, довільними векторними величинами. 

Отже, переходимо до означення і вивчення вектора, абстрагувавшись 

від його фізичного змісту.  
 

Означення. З’єднаємо на площині дві точки А і В і задамо на отри-

маному відрізку один із двох можливих напрямків (наприклад, від А до В). 

Відрізок із вказаним на ньому напрямом назвемо напрямленим. Вектором 

називають напрямлений відрізок.. Точку А називають початком вектора, а 

точку В – його кінцем. Вектор з початком А і кінцем В позначають AB  

(рис. 2.7). 

Зауваження.  

1) На рис. 2.8 AB  і CD  –  той самий вектор. 

2)  Для даних вектора AB  і точки О (рис. 2.9) існує одна-єдина точка М, 

для якої ABOM  . Цю властивість формулюють ще так: від будь-якої точ-

ки можна відкласти будь-який вектор. 
 

   
Рисунок 2.7  Рисунок 2.8  Рисунок 2.9 
 

Додавання векторів 
 

Існує два рівнозначні за результатом способи додавання векторів. 

1) Правило трикутника 

Щоб додати вектори a


 і b


 слід поєднати кінець першого вектора з 

початком другого. Сумою буде вектор AC , чий початок збігається з почат-

ком першого вектора, а кінець – з кінцем другого (рис. 2.10). 

2) Правило паралелограма 

О 

М 
В 

А 

C 

D 
В 

А 

В 

А 



161 

Відкладемо вектори a


 і b


 від однієї точки і побудуємо на них пара-

лелограм (рис. 2.11). Сумою буде вектор AC . 

     
   Рисунок 2.10    Рисунок 2.11  

 

Зауваження. Правило додавання не є штучно придуманим. Воно 

узагальнює експериментальні результати, які стосуються конкретних фізи-

чних величин. 

Приклади 

1. Хай на матеріальну точку А одночасно діють дві сили  і . Чи іс-

нує така сила , результат дії якої на точку А буде таким самим, що 

й для сил  і ? 

Відповідь ствердна. Цю силу можна знайти, додавши сили  і  за пра-

вилом 1) чи 2). 

2. Хай  – швидкість течії річки,  – власна швидкість човна. Як ру-

хається човен відносно дна річки (чи відносно берега)? 

Швидкість цього руху – сума , утворена за правилом 1) чи 2). 

 

Властивості дії додавання векторів 

Додавання підлягає асоціативному (сполучному) 

 та комутативному (переставному)  за-

конам (рис. 2.12 та 2.13). 

 

                    

 
 

Рисунок 2.12 Рисунок 2.13 
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Вектор, кінець якого збігається з початком, називають нульовим і 

позначають . Нульовий вектор не визначає ніякого напряму, а його дов-

жина вважається рівною нулю. Із правил додавання 1) і 2) випливає, що він 

поводить себе нейтрально при додаванні векторів, тобто для довільного 

вектора : .  

Для кожного конкретного вектора  існує протилежний вектор, тоб-

то такий вектор , що . Справді, розглянемо вектор . Проти-

лежним до нього є вектор , бо . 

Вектор, протилежний вектору , позначають . 

Наявність для кожного вектора протилежного дозволяє запровадити 

дію віднімання: відняти вектор означає додати протилежний йому вектор. 
 

. 
 

Довжиною вектора  називають довжину відрізка АВ і позначають 

 (модуль вектора ). 

Правило множення числа на вектор. 

1) Якщо  – додатне дійсне число, а  – вектор, то добутком  є 

такий вектор , що а)  (  і  співнапрямлені); б) . 

2) Якщо 0, то добутком  є вектор, протилежний векторові 

. 

3) Добутком числа 0 на будь-який вектор  є нульовий вектор: 0   

= . 

Геометричний зміст правила множення: видовження вектора  у 

 разів, якщо 0, і видовження у  разів разом зі зміною напрямку ве-

ктора на протилежний, якщо 0. 
 

Властивості дії множення числа на вектор. 

1) Для будь-яких чисел ,  і довільного вектора  справджу-

ється рівність . 

2) Множення чисел на вектори пов’язане з дією додавання векторів 

дистрибутивним (розподільним) законом . 

3) Множення чисел на вектори пов’язане розподільним законом та-

кож із додаванням чисел . 

Розглянемо множину  векторів, паралельних деякій прямій. Такі 

вектори називають колінеарними. Із правил додавання векторів та мно-

ження чисел на вектори випливає, що сума векторів з множини  знову 
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буде вектором із  і добуток числа на вектор із  також буде вектором із 

. Інакше кажучи, множина  замкнена відносно обох згаданих дій. 

Твердження 1. Множина  складається з усіх векторів, кратних од-

ному ненульовому векторові цієї множини. 

Доведення. Нехай  – довільний вектор із , причому  . Із 

сказаного вище випливає, що усі вектори  ( число) належать до . 

Упевнимося тепер, що в  немає інших векторів. Розглянемо довільний 

вектор  . Якщо , то . Справді, цей вектор має потрі-

бні довжину і напрям. Якщо ж  (  і  протилежно напрямлені), то 

. Нарешті, . 

Зауважимо, що для будь-якого вектора   зображення  

єдине. Хай це не так:  і , . Якщо , то вектори 

 і  мають різну довжину; якщо ж , то ці вектори протилеж-

ні. Отже, насправді . 

Дане твердження можна сформулювати інакше: будь-який ненульо-

вий вектор прямої утворює базис у множині векторів цієї прямої. 
 

Вектори на площині 

Позначимо через  множину усіх векторів деякої площини. Такі ве-

ктори називають компланарними. З правил додавання векторів та множен-

ня чисел на вектори випливає, що множина  замкнена відносно обох цих 

дій. 

Твердження 2. Хай  і – довільні неколінеарні вектори в множи-

ні . Тоді будь-який вектор  можна одним-єдиним способом подати 

у формі 

.      (8) 

Доведення. Відкладемо вектори ,  і  від однієї точки О 

(рис. 2.14). 

. 
 

Оскільки вектори  і  колінеарні, відповідно, з векторами  

і , то за твердженням 1 , , а тому . 
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Рисунок 2.14 
 

Хай вектор  виражається через  і  ще одним способом 
 

. 
 

Якщо , то з рівності  матимемо , 

що суперечить умові твердження про неколінеарність векторів  і  
Твердження 2 часто формулюють іншим способом: будь-які два не-

колінеарні вектори площини утворюють базис у множині векторів цієї 
площини; кожний вектор площини однозначно виражається через базисні 
вектори формулою (8). Числа  і  називають координатами вектора  

в базисі , . Вибравши базис, ми встановлюємо взаємно однозначну ві-

дповідність між векторами  площини  і парами дійсних чисел ( ; ) 

– координатами векторів у цьому базисі. Тому замість виразу (8) часто пи-

шуть коротко =( ; ).  

Твердження 3. Щоб додати вектори, слід додати їхні відповідні ко-
ординати. Щоб помножити число на вектор, слід помножити на це число 
обидві координати вектора. 

Доведення. Хай  , . Тоді   

. 
 

Ортонормований базис 

Поняття кута між векторами  і  ілюструє рис. 2.15. Цей кут зав-
жди лежить у межах від 0 до . 

 

 
 

Рисунок 2.15 
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Означення. Ортонормованим базисом в  називають базис, вектори 

якого взаємно перпендикулярні і мають довжину, рівну одиниці.  

Хай ,  – такий базис і . Координату х називають 

ортогональною проєкцією вектора  на напрям  і позначають . 

Аналогічно, у – ортогональна проєкція вектора  на напрям  у= . 

Якщо вектор , то вважаємо, що . Іншими слова-

ми, насправді йдеться про проєкцію вектора на напрям. 
Із твердження 3 випливає, що 
 

,   . 

 

Проєкція одиничного вектора  ( ) на напрям  називається 

косинусом кута між цими векторами: . 

Хай  (рис. 2.16), . Якщо , то 

 (згідно з твердженням 3). Оскільки , то 

.  

 
 

Рисунок 2.16 
 

Отже, ( ). Ця формула надзвичайно важлива. 

Твердження 4. Проєкція довільного вектора  на напрям іншого 

вектора  дорівнює добуткові довжини проєктованого вектора на косинус 
кута між обома векторами. 
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Скалярний добуток векторів 

Означення. Скалярним добутком векторів  і  називають число 

( ). 

Властивості скалярного добутку 

1.  тоді і тільки тоді, коли: 

а) один з векторів нульовий, або б)  перпендикулярний до  

(в обох випадках вектори  і   називаються ортогональними). 

2. . Справді, . 

3. . 

Нижчевказані властивості показують як скалярне множення 

пов’язане з додаванням векторів і множенням чисел на вектори. 

4. . 

Рівність поширюється також на більшу кількість доданків. 

5. . 

Наслідок властивостей 3–5. 
 

 
 

6. Вигляд скалярного добутку в ортонормованому базисі. 
 

Хай , . Тоді . 
 

Скалярний добуток в ортонормованому базисі дорівнює сумі добут-

ків відповідних координат. 

Зокрема,    ,   ;   

 ( ) . 

 

Координати точок і векторів 
 

Якщо точка О – початок системи координат, то вектор  назива-

ють радіус-вектором точки М. Цілком зрозуміло, що кожна точка площини 

має свій радіус-вектор, і навпаки, кожний вектор з початком  у точці О вка-

зує на єдину точку площини – свій кінець. Іншими словами, точки площи-

ни та їхні радіус-вектори взаємно визначають одні одних. 

Якщо   – ортонормований базис, узгоджений з системою коорди-

нат (його вектори співнапрямлені з осями координат), а пара чисел (х;у) – 
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координати точки М, то  (рис. 2.17). Тобто, точка 

площини та її радіус-вектор мають однакові координати. 

    
 

Рисунок 2.17          Рисунок 2.18 
 

Хай початком вектора є точка          , а кінцем – точка           . 

Які координати матиме вектор ? Із рис. 2.18 видно, що 

.  

Але , . Тож виходить, що 

. 
 

Вектори у просторі 
 

Позначимо через  множину всіх векторів простору. Вона замкнена 

відносно додавання векторів і множення чисел на вектори. 

Твердження 5. Хай ,  і – довільні некомпланарні вектори 

простору. Тоді будь-який вектор  можна єдиним способом подати у 

вигляді . 

Інакше кажучи, будь-які три некомпланарні вектори утворюють ба-

зис у множині векторів простору. Впорядкована трійка чисел  на-

зивається координатами вектора  у базисі , , . 

Трійка векторів  з множини  утворює ортонормований базис, 

якщо  і кожні два вектори взаємно перпендикулярні. Цей 

базис є узгодженим із системою координат у просторі, якщо його вектори 
співнапрямлені з осями координат (рис. 2.19). 

 

 
 

Рисунок 2.19 
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Для векторів простору, так само, як і для векторів площини, вводять 

поняття проекції вектора та скалярного добутку двох векторів. Формули 

змінюються лише з урахуванням додаткової координати. 

Означення. Векторним добутком вектора  на вектор  називають 
такий вектор , що: 

1) ( ); 

2)  і , тобто вектор  перпендикулярний до площини ве- 

кторів  і ; 
3) напрям вектора  визначається за правилом «правого гвинта» 

(рис. 2.20). 

    

             ( ) 

Рисунок 2.20 
 

Позначають векторний добуток  на символом  [ ], або . 
 

Властивості векторного добутку 

1) [ ]= - [ ]. 

Справді, вектори [ ] і [ ] мають однакову довжину, але проти-
лежно напрямлені. 

2) Якщо вектори  і колінеарні, то  а        = 0, адже у цьому ви-

падку ( ) = 0  і  

3) Із першого пункту означення випливає, що модуль векторного 
добутку двох векторів дорівнює площі S побудованого на них паралелог-
рама (рис. 2.21). 

 
 

Рисунок 2.21 
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4) Зв’язок векторного добутку з додаванням векторів і множен-

ням чисел на вектори 

, 

. 

5) Хай – ортонормований базис простору, узгоджений з 

системою координат і , . Тоді 
 

 

 

Скориставшись поняттям визначника, можемо цей результат записа-

ти як 

 

 або 

. 

 

Ми отримали просту формулу для знаходження векторного добутку 

двох векторів, заданих координатами в ортонормованому базисі. 
 

Мішаний добуток векторів 
 

Тут йтиметься про добуток трьох векторів. Маючи у розпорядженні 

правила скалярного та векторного множення, три вектори , ,  можна 

послідовно множити з різним кінцевим результатом. Справді, [ ] – 

число, – вектор,  [[ ] ] – інший вектор тощо. 

Означення. Мішаним добутком трьох векторів , ,  називають 

число [ ]  (векторний добуток першого вектора на другий пом-

ножити скалярно на третій вектор). 

Властивості мішаного добутку. 

1) Модуль мішаного добутку трьох векторів дорівнює об’ємові 

паралелепіпеда, побудованого на цих векторах (рис. 2.22). 
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Рисунок 2.22 
 

Справді, . 

Вектор [ ] перпендикулярний до площини векторів  і , тобто, 

до основи паралелепіпеда. Отже,  дорівнює його висоті; число 

 дорівнює площі його основи. Таким чином, об’єм паралелепіпеда 

. 

2) , тобто, кільцева перестановка векторів не 

змінює мішаного добутку (рис. 2.23). 
 

                    
 

Рисунок 2.23 
 

3) Будь-яка інша перестановка векторів мішаного добутку дає 

протилежне  число . 

4) Мішаний добуток векторів  дорівнює нулеві тоді і тільки 

тоді, коли вони компланарні. Справді, рівність    означає, що об’єм 

відповідного паралелепіпеда дорівнює нулю, тобто, вектори  лежать 

в одній площині. 

5)  Хай вектори  задані прямокутними координатами:  
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Множимо цей вектор скалярно на вектор  
 

 

 

Ми отримали дуже просту для запам’ятовування формулу мішаного 
добутку у координатній формі 

 

. 

 

Розв’язування типових прикладів 
 

Приклад 1.  Дано точки  і . Знайти  координа-

ти вектора  та його довжину . 

Розв`язання.  

. 

 

Приклад 2 .  Визначити початок вектора (2; -3; -1), якщо його кі-
нець збігається з точкою (1, -1, 2). 

Розв’язання. Нехай кінець вектора  міститься в точці А(1, -1, 2), а 

початок в точці В(x, y, z); тоді вектор =  має координати:(2; -3; -1) = 
= (1 – х; -1 – у; 2 –z ), звідки 1 – х = 2; -1 – у = -3; 2 – z = -1.  Отже, х = -1;   
у = 2; z = 3. 

Таким чином,  точка В має координати В(-1; 2; 3). 
 

Приклад 3. Знайти координати вектора , якщо відомі кути 

, ,  які він утворює з осями координат Ох, Оу, Оz і 

його довжина . 

Розв’язання 

; 

; 

. 

Отже, вектор  = ( ; 2; -2). 
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Приклад 4. Чи може вектор утворювати з координатними осями ку-

ти , , ?  

Розв’язання.  

Підставляємо замість α, β, γ їх значення: 

. 

Отже, вектор може утворювати такі кути з осями координат 
 

Приклад 5. Визначити при яких α, β вектори (-6; β; 2) і (α; 4; -1) 

колінеарні. 

Розв’язання. Умовою колінеарності двох векторів є пропорційність 

їх відповідних координат. Маємо 
 

, тоді ;  

; , значить . 

Отже, (-6; -8 ; 2);  (3; 4; -1) 
 

Приклад 6. Чи колінеарні вектори  і , побу-

довані на векторах  і ? Перевірити це без-

посереднім обчисленням. 

Розв’язання 

Послідовно отримуємо 

 

 

 

Оскільки координати векторів  і  пропорційні, то ці вектори ко-

лінеарні. 
 

Приклад 7. Задані точки  та . Знайти: 

      а) координати, довжину та напрямні косинуси вектора ; 

     б) координати точки , яка ділить відрізок  у відношенні 
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Розв’язання 

а)  

 

 

б) Координати точки  знайдемо за формулами 
 

 

 

Маємо , , . Тоді 

 

Отже,  

 

Приклад 8. Задано: ; ; . Визначити . 

Розв’язання. , 

. 

Додамо співвідношення 

 звідки 

, 

, 

, 

. 

 

Приклад 9. У трикутнику з вершинами ,  і 

 знайти кут  при вершині .  

,)6;2;3())2(4;31;30(21 MM

.76)2()3( 222
21 MM

.
7

6
cos,

7

2
cos,

7

3
cos 







);;( zyxM

.
1

,
1

,
1

212121
















zz
z

yy
y

xx
x MMM

3

2
 )2;3;3(1 M )4;1;0(2M

.
5

2

3

2
1

4
3

2
2

,
5

11

3

2
1

1
3

2
3

,
5

9

3

2
1

0
3

2
3



















 MMM zyx

.
5

2
;

5

11
;

5

9








M

11à


23b


30bà


bà




 babababà


,cos2
222


 babababà


,cos2
222


2222
22 babàbà




2222
22 bàbabà




  2222222
302311230232112  bà



    40090052912123023112 222  bà


20 bà


 1;2;0 A  4;5;1B

 2;8;3C  A



174 

Розв`язання. Шуканий кут  – це кут між векторами  та 

. Тому  ; 

. 

Приклад 10. Знайти модуль векторного добутку , якщо 

; ; . 

Розв’язання 

. 

 

Приклад 11. Знайти векторний добуток , якщо 

,  

Розв’язання

 

. 
 

Приклад 12. Знайти площу трикутника, заданого вершинами 

; ; .  

Розв`язання 

Площа трикутника  дорівнює половині площі паралелограма, 

побудованого на векторах  і , тобто, . Обчисли-

мо векторний добуток 

. 

Шукана площа .   
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Приклад 13. Задано вектори  і . Знайти: 

а)  кут між векторами  і ; 

б) скалярний та векторний добутки векторів (2 - ) і ( +2 ); 

в) площу паралелограма побудованого на векторах  і . 

Розв’язання 

а) довжина вектора  обчислюється за формулою 

 

, 

. 

Напрямні косинуси вектора  знайдемо за формулами: 
 

; ; . 

 

Для вектора  ( ) 

 

; ; . 

 

Для вектора   

; ; . 

б) Для обчислення кута між векторами  і 

 скористаємося формулою , де 

. 

м; , , тоді 

 і . 

в) Знайдемо скалярний добуток векторів  (2 - )( +2 ). 

Розкриємо дужки 
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Враховуючи, ,  і  маємо: 

. 

Знайдемо векторний добуток векторів  (2 - ) ( +2 ). 

 Оскільки , , то 

 

 

Тоді 

 

г) площа паралелограма, побудованого на векторах  і 

, дорівнює модулю векторного добутку цих векторів 

, де . Знайдемо векторний добуток  

  

 

 кв. од. 

 

Приклад 14. Знайти висоту  трикутника АВС, якщо його верши-

нами є точки: , , .  

Розв`язання 
Площа трикутника  дорівнює половині площі паралелограма, 

побудованого на векторах  і , тобто, . З іншого 

боку, площа трикутника дорівнює , де  – висота 

.  
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Оскільки трикутник заданий на площині, то третя координата векто-

рів  і  дорівнює нулю. , . Обчислимо 

векторний добуток 

. 

Шукана площа  кв. од.  

Із формули  визначаємо довжину висоти : 

. 

.  

 

Приклад 15. Встановити чи компланарні вектори 

 

Розв’язання 
Знайдемо мішаний добуток заданих векторів 

 

Оскільки , то задані вектори не компланарні. 

 

Приклад 16. Визначити, якою трійкою (правою, чи лівою) є трійка 

, якщо:   

а)  

б)  

Розв’язання 

а) 

 

Оскільки , то трійка права. 
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б)  

Оскільки , то трійка ліва. 
 

Приклад 17. Дано вершини піраміди 

 Знайти довжину висоти 

піраміди, опущеної з вершини .  

Розв’язання 

Об’єм піраміди дорівнює 

1 1

3 6
ABCD ABCV S H AB AC AD    . 
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Приклад 18. Об’єм піраміди , три її вершини лежать в точках 

, . Знайти координати четвертої верши-

ни , якщо відомо, що вона лежить на осі . 

Розв’язання 

Оскільки точка  лежить осі  , то її координати мають вигляд 

. Знайдемо координати векторів : 

 . Обчислимо об’єм піраміди 
 

 

 

 

Отже, отримали дві точки, які лежать на осі   і 

. 

 

Індивідуальні завдання 
 

Завдання 1. Задані точки  та . Знайти: 

      а) координати, довжину та напрямні косинуси вектора ; 

      б) координати точки , яка ділить відрізок  у відношенні 
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8. ,   

9. ,   

10. ,   

11. ,   

12. ,   

13. ,   

14. ,   

15. ,   

16. ,   

17. ,   

18. ,   

19. ,   

20. ,   

21. ,   

22. ,   

23. ,   

24. ,   

25. ,   

26.    

27. ,   

28. ,   

29. ,   

30. ,   
 

Завдання 2. Перевірити колінеарність векторів  і , побудованих 

на векторах  і . 

1.  = (-2; 3; 1);  = (3; -2; -5), , . 

2.  = (1; -1; 5);  = (0; 2; -1), , . 

3.  = (3; 4; 6);  = (-5; -2; 3), , . 

4.  = (7; 2; 1);  = (1; -1; 1), , . 

5.  = (1; 1; 2);  = (3; 6; 2). , . 

)3;1;4(1 M ,)2;1;3(2 M .1:5: nm

)1;1;1(1 M ,)2;3;3(2 M .4:5: nm

)2;1;1(1 M ,)1;5;3(2 M .3:4: nm

)5;1;3(1 M ,)4;4;4(2 M .1:6: nm

)5;1;8(1 M ,)2;1;6(2 M .5:2: nm

)0;1;2(1 M ,)2;5;5(2 M .1:3: nm

)7;1;1(1 M ,)9;5;2(2 M .2:5: nm

)3;1;10(1 M ,)1;1;1(2 M .7:2: nm
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6.  = (2; -2; 2);  = (-1; -3; 3). , . 

7.  = (-1; -2; 5);  = (1; 1; 2). , . 

8.  = (-3; -6; 9);  = (1; 2; -3). , . 

9.  = (-3; 6; 1);  = (2; 1; 3). , . 

10.  = (0; 1; 2); 

 = (7; 1; -1). , 

. 

11.  = (7; -1; -2);  = (1; -1; 2). , . 

12.  = (-2; -2; 5);  = (-1; 5; -1). ,  

13.  = (2; 1; -1);  = (3; -3; 4). , . 

14.  = (2; 5; 1);  = (4; 1; 2). , . 

15.  = (3; 6; -2);  = (5; -2; 1). , . 

18.  = (-5; 10; 5);  = (2; -4; -2). , . 

18.    = (1; 7; 3);  = (3; 5; -1). , . 

19.    = (-4; 1; 1);  = (2; 6; 1). , . 

20.   = (-2; 1; -1);  = (0; -5; -3). , . 

21.    = (2; 3; 1);  = (4; 6; 2). ,  

22.    = (4; 3; 1);  = (8; 6; 2). , . 

23.    = (3; 2; 2);  = (4; 1; 1). , . 

24.    = (-1; 2; 3);  = (3; -6; -9). , . 

25.    = (3; -1; 2);  = (-3; 1; -2). , . 

26.    = (2; 2; 3);  = (4; 4; 6). , . 

27.  = (-3; 0; -5);  = (-1; 2; 1). , . 

28.    = (1; -2; 4);  = (3; 2; 1). , . 

29.    = (4; -2; 6);  = (-2; 1; -3). , . 
 

Завдання 3. Задані вектори  і . Знайти: 

     а) кут між векторами  і ;  

     б) скалярний  добуток векторів 3 -  і -2 . 

     в) векторний добуток векторів . 
 

1.  = (2; 3; 1);  = (3; -2; 5). 

2.  = (1; -1; 3);  = (4; 2; -1). 

3.  = (3; 4; 0);  = (1; -2; 3). 
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4.  = (5; -1; 1);  = (1; 1; 1). 

5.  = (1; 1; 2);  = (3; 1; 2). 

6.  = (2; 2; 2);  = (-1; -3; 1). 

7.  = (-1; 2; 5);  = (0; 1; 2). 

8.  = (-3; 0; 2);  = (1; 2; 1). 

9.  = (3; 4; 1);  = (0; 1; 3). 

10.  = (1; 1; 2);  = (2; 1; -1). 

11.  = (3; -1; -2);  = (4; 1; 1). 

12.  = (2; -2; 1);  = (-1; 4; -1). 

13.  = (1; 1; -1);  = (2; -3; 4). 

14.  = (2; 3; 1);  = (4; 0; 2). 

15.  = (3; 2; -2);  = (1; -2; 1). 

16.     = (3; 4; 5);  = (2; 1; 0). 

17.    = (-2; -1; 1);  = (2; 1; 3). 

18.    = (1; 3; 2);  = (-1; 4; 0). 

19.    = (-1; 1; 3);  = (3; 2; -1). 

20.    = (4; 1; 1);  = (2; 1; 1). 

21.    = (2; 1; -1);  = (0; -5; 3). 

22.    = (5; 3; 1);  = (0; 1; 2). 

23.    = (4; -3; 1);  = (1; 1; 2). 

24.    = (3; 2; 2);  = (4; 1; 1). 

25.    = (1; 2; 3);  = (3; 1; 2). 

26.    = (3; 1; 2);  = (3; 2; 1). 

27.    = (2; 2; 3);  = (3; 1; 1). 

28.    = (3; 0; -5);  = (-1; 2; 1). 

29.    = (1; -2; 4);  = (3; 2; 1). 

30.    = (4; -2; 1);  = (2; 1; -2). 
 

Завдання 4.  Дано координати точок . Знайти: 

а) площу  і його висоту, опущену з вершини ;  

б) перевірити, чи компланарні вектори  і . Якщо вектори не 

компланарні, то знайти: 

a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


a


b


DCBA ,,,

ABC C

ACAB, AD
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в) довжину висоти піраміди , опущену з вершини . 

1. , , , . 

2. , , , . 

3. , , , . 

4. , , , . 

5. ,  , , . 

6. , , , . 

7. , , , . 

8. , , , . 

9. , , , . 

10. , , , . 

11. , , , . 

12. , , , . 

13. , , , . 

14. , , , . 

15. , , , . 

16. , , , . 

17. , , , . 

18. , , , . 

19. , , , . 

20. , , , . 

21.  

22.   

23.  

24.  

25.   

26.  

27.  

28.  

29.   

30.  

 

Завдання для самостійної роботи «Елементи векторної алгебри» 
 

Завдання 1.  Задані точки , ,  . Знайти: 

а) скалярний добуток векторів  і   та кут між ними; 

б) проєкцію вектора  на вектор ;  

в) координати точки , яка ділить відрізок  у відношенні . 

ABCD D

 2;1;0A  1;3;1B  3;5;2 C  4;4;3D

 2;2;2A  4;2;0B  4;4;1C  3;4;0D

 3;1;2A  4;3;0B  4;3;1C  4;2;2D

 0;4;2A  2;4;0B  1;0;2C  1;1;1 D

 2;1;1A  2;4;1B  4;4;1C  2;2;0D

 2;3;1A  4;5;1B  2;5;1C  4;3;1D

 1;3;1 A  1;4;2 B  1;4;4 C  1;5;0D

 1;1;0A  0;3;2B  1;2;2C  3;3;1D

 1;2;3A  1;0;1 B  1;4;3 C  1;4;2D

 2;0;2A  5;3;1B  3;2;2C  2;4;0D

 1;1;0 A  3;4;2B  0;1;5 C  2;3;1D

 0;2;2A  2;3;4B  1;4;1C  2;1;4D

 1;2;1 A  2;3;4B  2;1;1 C  2;0;2D

 3;1;3 A  5;3;1B  1;1;1C  1;3;1D

 1;3;3A  2;0;1B  3;3;3 C  3;2;1D

 2;1;0 A  2;5;4 B  6;3;2C  3;2;3D

 4;1;2A  3;3;1B  5;3;1C  7;5;3 D

 1;1;1A  4;3;3 B  5;1;1C  6;0;4D

 1;1;2A  2;0;4B  3;3;5C  2;1;3 D

 2;1;3 A  5;1;4B  1;2;5 C  6;2;4D

  .)9;5;0(),7;2;2(),1;5;2(,1;2;0 DCBA 

  .)9;4;1(),7;1;1(),1;4;1(,1;1;1 DCBA 

  .)8;5;1(),6;2;1(),0;5;10(,0;2;1 DCBA 

  .)8;4;0(),6;1;2(),0;4;2(,0;1;0 DCBA 

  .)9;6;0(),7;3;1(),1;6;1(,1;2;1 DCBA 

  .)9;4;0(),7;1;2(),1;4;2(,1;1;0 DCBA 

  .)2;1;13(),4;2;2(),9;7;5(,4;3;2 DCBA 

  .)5;1;4(),5;0;1(),2;7;0(,0;1;3 DCBA 

  .)2;1;4(),0;1;1(),5;0;3(,2;0;0 DCBA

  .)1;7;3(),8;3;1(),5;8;3(,3;1;7 DCBA 

),( 11 yxA ),( 22 yxB ),( 33 yxC

AB BC

BC AB
M AB nm :
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1. ,    

2. ,    

3. ,    

4. ,    

5. ,    

6. ,    

7. ,    

8. ,    

9. ,    

10. ,    

11. ,    

12. ,    

13. ,    

14. ,    

15. ,    

16. ,    

17. ,    

18. ,    

19. ,    

20. ,    

21. ,    

22. ,    

23. ,    

24. ,    

25. ,    

26. ,    

27. ,    

28. ,    

29. ,    

30. ,    

 

Завдання 2. Задано чотири вектори , , , . Довести, що вектори 

, ,  утворюють базис та знайти координати вектора 

 

в цьому базисі. 

1. ;  

2. ; 

3. ; 

)1;2(A ,)4;3(B ,)5;2( C .2:3: nm

)1;1(A ,)5;3(B ,)3;3(C .3:2: nm

)1;5( A ,)4;4( B ,)2;2(C .3:4: nm

)1;4(A ,)1;6(B ,)5;4(C .5:2: nm

)1;6(A ,)3;5(B ,)5;4( C .1:3: nm

)1;1(A ,)5;2(B ,)7;2(C .3:1: nm

)1;0( A ,)1;4(B ,)7;4(C .3:5: nm

)1;4( A ,)1;3(B ,)4;2(C .1:5: nm

)1;1(A ,)3;3(B ,);2;4(C .4:5: nm

)1;1( A ,)5;3(B ,)4;3( C .3:4: nm

)1;3( A ,)4;4( B ,)3;1(C .1:6: nm

)1;8(A ,)1;6( B ,)4;3( C .5:2: nm

)1;2(A ,)5;5(B ,)2;5( C .1:3: nm

)1;1(A ,)5;2(B ,)6;2(C .2:5: nm

)1;10( A ,)1;1(B ,)2;1( C .7:2: nm

)1;1( A ,)0;3(B ,)3;1( C .2:7: nm

)1;2(A ,)1;3(B ,)6;4(C .7:3: nm

)4;0( A ,)6;3(B ,);2;2( C .6:5: nm

)1;1( A ,)1;4(B ,)4;1(C .3:4: nm

)1;6(A ,)1;5(B ,)2;3(C .5:4: nm

)1;3(A ,)3;1( B ,)6;5( C .5:3: nm

)9;1(A ,)5;8(B ,)3;1( C .4:1: nm

)1;5( A ,)1;4(B ,)6;4(C .4:5: nm

)1;9( A ,)8;3(B ,)2;2( C .5:6: nm

)1;2(A ,)7;3( B ,)4;1(C .4:7: nm

)1;1( A ,)2;3(B ,)2;3(C .3:2: nm

)1;3( A ,)4;1( B ,)6;5( C .6:1: nm

)1;7( A ,)1;0( B ,)4;6(C .5:3: nm

)1;2(A ,)3;5(B ,)4;4( C .2:3: nm

)1;8(A ,)3;2(B ,)2;2(C .3:5: nm

a

b

c

d


a

b

c


d


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 2012100111112




  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 421101210742 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 1110232114111 

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4. ; 

5. ; 

6. ; 

7. ;  

8. ; 

9. ; 

10. ;  

11. ; 

12. ; 

13. ;  

14. ; 

15. ; 

16. ;  

17. ; 

18. ; 

19. ; 

20. ; 

21. ; 

22. ; 

23. ;  

24. ; 

25. ; 

26. ; 

27. ; 

28. ; 

29. ; 

30. . 
 

Завдання 3. Дано координати точок . Знайти: 

а) скалярний та векторний добутки векторів  і 

; 

б) площу ;  

  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 21001120311126 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 012211130071 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 111230112441 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 124101012313


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 121302114559 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 031120101498




);;(d),;;(c),;;(b),;;(a 140131102555




  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 523011012301423 


);;(d),;;(c),;;(b),;;(a 1013120157213 


);;(d),;;(c),;;(b),;;(a 0111231500515 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 0131021107119




  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 0141132101395




  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 412710201433 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 211023141389 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 201121013133 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 1112031211218 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 111302121471 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 102121310813 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 1122304111456 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 214101102508




  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 401311021716




  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 3521012013511 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 4314230524513




  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 01213511151015 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 213132354323 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 41220335414110 


  );;(d),;;(c),;;(b,;;a 432134213201414




DCBA ,,,

ACABn 241 


ABACn 232 


ABC
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в) об’єм піраміди  та довжину висоти, проведеної з вершини   на 

площину . 
 

1. , , , . 

2. , , , . 

3. , , , . 

4. , , , . 

5. ,  , , . 

6. , , , . 

7. , , , . 

8. , , , . 

9. , , , . 

10. , , , . 

11. , , , . 

12. , , , . 

13. , , , . 

14. , , , . 

15. , , , . 

16. , , , . 

17. , , , . 

18. , , , . 

19. , , , . 

20. , , , . 

21.  

22.   

23.  

24.  

25.   

26.  

27.  

28.  

29.   

30. . 

 

Зразок виконання самостійної роботи «Елементи векторної алгебри» 
 

Завдання 1. Задані точки , ,  . Знайти: 

а) скалярний добуток векторів  і   та кут між ними; 

б) проєкцію вектора  на вектор ;  

ABCD D

ABC

 2;1;0A  1;3;1B  3;5;2 C  4;4;3D

 222 ;;A   4;2;0B  4;4;1C  3;4;0D

 3;1;2A  4;3;0B  4;3;1C  4;2;2D

 0;4;2A  2;4;0B  1;0;2C  1;1;1 D

 211 ;;A   2;4;1B  4;4;1C  2;2;0D

 2;3;1A  4;5;1B  2;5;1C  4;3;1D

 1;3;1 A  1;4;2 B  1;4;4 C  1;5;0D

 1;1;0A  0;3;2B  1;2;2C  3;3;1D

 1;2;3A  1;0;1 B  1;4;3 C  1;4;2D

 2;0;2A  5;3;1B  3;2;2C  2;4;0D

 1;1;0 A  3;4;2B  0;1;5 C  2;3;1D

 0;2;2A  2;3;4B  1;4;1C  2;1;4D

 1;2;1 A  2;3;4B  2;1;1 C  2;0;2D

 3;1;3 A  5;3;1B  1;1;1C  1;3;1D

 1;3;3A  2;0;1B  3;3;3 C  3;2;1D

 2;1;0 A  2;5;4 B  6;3;2C  3;2;3D

 4;1;2A  3;3;1B  5;3;1C  7;5;3 D

 111 ;;A  433 ;;B   5;1;1C  6;0;4D

 1;1;2A  2;0;4B  3;3;5C  2;1;3 D

 2;1;3 A  5;1;4B  1;2;5 C  6;2;4D

  .)9;5;0(),7;2;2(),1;5;2(,1;2;0 DCBA 

  .)9;4;1(),7;1;1(),1;4;1(,1;1;1 DCBA 

  .)8;5;1(),6;2;1(),0;5;10(,0;2;1 DCBA 

  .)8;4;0(),6;1;2(),0;4;2(,0;1;0 DCBA 

  .)9;6;0(),7;3;1(),1;6;1(,1;2;1 DCBA 

  .)9;4;0(),7;1;2(),1;4;2(,1;1;0 DCBA 

  .)2;1;13(),4;2;2(),9;7;5(,4;3;2 DCBA 

  .)5;1;4(),5;0;1(),2;7;0(,0;1;3 DCBA 
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в) координати точки , яка ділить відрізок  у відношенні . 

Хай , , , .  

Розв’язання 

а)  Знайдемо координати векторів  і  

; 

; 

отже , . 

За формулою скалярного добутку у координатній формі маємо 
 

. 
 

Кут  між векторами  і  знайдемо, скориставшись означен-

ням скалярного добутку . 

Обчислимо довжини векторів  і . 

; 

.  

Отже, , 

а кут  . 

б) Знайти проєкцію вектора  на вектор . 
 

. 

Оскільки ; , то 

. 

 

в) Знайти координати точки , яка ділить відрізок  у відношенні 

. 

Координати точки , яка ділить відрізок  у відношенні 

 знайдемо за формулами: 

. 

M AB nm :
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Маємо , , . Тоді 

. 

Отже,  

 

Завдання 2. Задано чотири вектори , , , . Довести, що вектори 

, ,  утворюють базис та знайти координати вектора 

 

в цьому базисі.  

Хай , , , . 

Розв’язання 

Вектори  , ,  простору утворюють базис, якщо вони некомпла-

нарні (див. «Вектори у просторі» ). За властивістю мішаного добутку век-

торів умова  є достатньою для некомпланарності відповідних 

векторів. Перевіримо її. 

. 

Отже, вектори , ,  утворюють у просторі базис. Це означає, що 

існує така трійка чисел  – координат вектора  у базисі , ,  
– що   

. 
 

Щоб знайти коефіцієнти , подамо цю рівність у координатній 

формі

 

. 

Звідси маємо систему лінійних рівнянь . 

 

Розв’яжемо її за формулами Крамера 
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. 

 

Отже,  

. 

Відповідь.  – координати вектора  у базисі , , . 
 

Завдання 3. Дано координати точок . Знайти: 

а) скалярний та векторний добутки векторів і 

; 

б) площу ;  

в) об’єм піраміди  та довжину висоти, проведеної з вершини  на 

площину , якщо  

Розв’язання 

а) Знайти скалярний та векторний добутки векторів  і 

. 

Обчислимо координати векторів : 

 

. 

Знаходимо далі координати векторів  і  
 

. 
 

Скориставшись формулами, які виражають скалярний і векторний 

добутки векторів через їх координати, отримаємо 
 

;  

. 
 

б) Знайти площу . 
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Площа трикутника  дорівнює половині площі паралелограма, 

побудованого на векторах  і , тобто. . Оскільки 

 , то 

. 

. 

 (од. кв.) 

в) Знайти об’єм піраміди  та довжину висоти, проведеної з ве-

ршини   на площину . 

Позначимо  – об’єм піраміди , – об’єм паралелепі-

педа, побудованого на векторах . Тоді . За вла-

стивістю мішаного добутку маємо .  

, , 

то 

(од. куб.) 

З іншого боку , де – висота піраміди, опущена з 

вершини . Тоді  

  

Оскільки (од. куб.), (од. кв.), то 

(од.). 

Відповідь. а) ; ;  

б) (од. кв.); 

в) (од. куб.), (од.). 
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3 РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ ЗАСОБАМИ 

MAPLE 

 

 Чи може вектор утворювати з координатними осями кути , 

, ?  

Розв’язання 
Напрямні косинуси будь-якого вектора мають задовольняти умову 

. 

Підставимо задані кути та перевіримо цю умову в MAPLE. 
 

cos(alpha)^2+cos(beta)^2+cos(gamma)^2=1; 

subs(alpha=60*Pi/180,beta=120*Pi/180,gamma=45*Pi/180,

%); 

is(%); 

 

 

 

Оскільки рівність виконується, то такий вектор існує. 

Відповідь: Так, вектор може утворювати з координатними осями ку-

ти , , .        

  
Типовою задачею у векторній алгебрі є знаходження координат точ-

ки , що ділить відрізок  у заданому відношенні   

Створимо тренажер у середовищі Maple для автоматизованого 

розв’язання цієї задачі з поясненнями до кожного етапу. 
restart: 

SegmentDivider := proc (M1::vector,M2::vector, 

L,illustration::boolean)#Поділ відрізка в даному від-

ношенні 

local 

lambda,wb,wh,hh,OM,M1M,MM2,LM1M,LM1,LM,LM2,LMM2,gp1,x

,y: 

wb:=.01:wh:=.04:hh:=.05: 

OM:=evalm((M1+L*M2)/(1+L)): 

M1M:=evalm(OM-M1):MM2:=evalm(M2-OM): 

LM1M:=plottools['arrow'](M1, M1M, wb, wh, hh, 

color=black):LM1:=plottools['arrow']([0,0],M1, wb, 

.08, hh, 

060
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1coscoscos 222  
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color=black):LM:=plottools['arrow']([0,0],OM, wb, 

.08, hh, color=black): 

LM2:=plottools['arrow']([0,0], M2, wb, wh, hh, 

color=black): 

LMM2:=plottools['arrow'](OM, MM2, wb, wh, hh, 

color=black): 

gp1:=PLOT(TEXT([-.3,-

.1],'O',FONT(SYMBOL,12)),TEXT([M1[1]-

.4,2],'M1',ALIGNLEFT,FONT(SYMBOL,12)),TEXT([evalf(OM[

1]),evalf(OM[2])+.15],'M',ALIGNLEFT,FONT(SYMBOL,12)),

TEXT([M2[1]+.1,M2[2]+.1],'M2',ALIGNRIGHT,FONT(SYMBOL,

12))): 

printf(`Координати точки M знайдемо за формулами:`); 

 

print(x[M]=(x[1]+lambda*x[2])/(1+lambda),y[M]=(y[1]+l

ambda*y[2])/(1+lambda)); 

printf(`Задано:`); 

printf(`\nКоординати точок:`); 

 print(M[1]=evalm(M1),M[2]=evalm(M2)); 

printf(`Величина відношення`); 

print(lambda=abs(M1M)/abs(MM2),lambda=L); 

printf(`-  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  

-  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  

-  -  -  -  -  -  -  -  -`); 

printf(`\nКоординати точки M:`); 

print(x[M]=(``(M1[1])+L*``(M2[1]))/(``(1)+L),y[M]=(``

(M1[2])+L*``(M2[2]))/(``(1)+L)); 

print(M=evalm(OM)); 

if illustration then 

      

plots['display'](LM1,LM1M,LM,LM2,LMM2,gp1,title="Поді

л відрізка в даному відношенні", axes=none) 

end if: 

end proc: 

Продемонструємо результати застосування цієї процедури. 

 Знайти координати точки , яка ділить відрізок  у відношенні 

 

# Задаємо систему рівнянь 

> OM1:=vector([0,2]): 

OM2:=vector([2,0]): 

OM1:=vector([3,3]): 

OM2:=vector([0,1]): 

lambda:=2/3: 

M 21MM

.3:2: 21 MMMM
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Segmentation(OM1,OM2,lambda,true); 

Координати точки M знайдемо за формулами: 

 

Задано: 

Координати точок: 

 

Величина відношення 

 

-  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  

-  Координати точки M: 

 

 

   
Очевидно, що  може бути будь-яким дійсним числом, окрім . 

На рис. 2.24 проілюстровано різні варіанти розташування точки M, залеж-

но від знака величини  та умов: . Аналіз отриманих резуль-
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татів показує, що при >0 точка  розташована між точками  і  на 

відрізку , а при <0 — поза його межами. 

 Знайти векторний добуток , якщо , 

. 

Розв’язання 
r1:=[i,j,k]: 

av:=[2,11,-10]: 

bv:=[3,6,-2]: 

a=sum(av[s]*r1[s],s=1..3); 

b=sum(bv[s]*r1[s],s=1..3); 

A:=matrix([r1,av,bv]): 

a*` x `*b=det(evalm(A)); 

evalm(A)=det(linalg[submatrix](A,[2,3],[2,3]))*i-

det(linalg[submatrix](A,[2,3],[1,3]))*j+det(linalg[su

bmatrix](A,[2,3],[1,2]))*k; 

a*` x 

`*b=linalg[det](linalg[submatrix](A,[2,3],[2,3]))*i-

linalg[det](linalg[submatrix](A,[2,3],[1,3]))*j+linal

g[det](linalg[submatrix](A,[2,3],[1,2]))*k; 

 

 

 

 

     

 

  

 M
1M 2M

1 2M M 

bà


 kjia


10112 

kjib


263 

a  2 i 11 j 10 k

b  3 i 6 j 2 k

a  x b


















det


















i j k

2 11 -10

3 6 -2



















i j k

2 11 -10

3 6 -2

  







det 









11 -10

6 -2
i 







det 









2 -10

3 -2
j 







det 









2 11

3 6
k

a  x b  38 i 26 j 21 k



195 

 

Координати точки M знайдемо за формулами: 

 

Задано: 

Координати точок: 

 

Величина відношення 

 

-  -  -  -  -  -  -  -  -  -  

Координати точки M: 

 

 

 

Величина відношення 

 

-  -  -  -  -  -  -  -  

-   

Координати точки M: 

 

 

 
2 

Рисунок  2.24, аркуш 1 
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Координати точки M: 

 

 

 

 

Координати точки M: 

 

 

 

 

Координати точки M: 

 

 

 

 

Координати точки M: 

 

 

 

Рисунок 2.24, аркуш 2 
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 Знайти площу трикутника, заданого вершинами ; ; 

. 

Розв`язання 
Площа трикутника  дорівнює половині площі паралелограма, 

побудованого на векторах  і , тобто . Обчисли-

мо векторний добуток: 
printf(`Знайдемо координати векторів`); 
AB*(bv-av)[]; 
AС*(cv-av)[]; 
r1:=[i,j,k]: 
printf(`Обчислимо векторний добуток`); 
ABC:=matrix([r1,bv-av,cv-av]): 
#AB*` x `*AC=det(matrix([r1,bv-av,cv-av])); 
AB*` x `*AC=det(evalm(ABC)); 
AB*` x 
`*AC=det(linalg[submatrix](ABC,[2,3],[2,3]))*i-
det(linalg[submatrix](ABC,[2,3],[1,3]))*j+det(linalg[
submatrix](ABC,[2,3],[1,2]))*k; 
printf(`Шукана площа`); 
S[Delta*ABC]=abs(AB*` x `*AC)/2; 
S[Delta*ABC]=sqrt(``(linalg[det](linalg[submatrix](AB
C,[2,3],[2,3])))^2+``(-
linalg[det](linalg[submatrix](ABC,[2,3],[1,3])))^2+``
(linalg[det](linalg[submatrix](ABC,[2,3],[1,2])))^2)/
2; 
S[Delta*ABC]=sqrt((linalg[det](linalg[submatrix](ABC,
[2,3],[2,3])))^2+(-
linalg[det](linalg[submatrix](ABC,[2,3],[1,3])))^2+(l
inalg[det](linalg[submatrix](ABC,[2,3],[1,2])))^2)/2; 
Знайдемо координати векторів 

 
 

Обчислимо векторний добуток 

 

 

Шукана площа 
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