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fiРЕДЕ4слОEЕtЕ

B сoвреlteпнoй на1'.ке и ТexiI11iiе i,ia.ге}taTiIЧеские l\,!етo:Ьt r1сслe.

довaiiия' Мoдeлирoвalrия Ii llpoектиpoвaния игpaют г,се бэльillyю poль'
Этo oб-Yслoвлеlro nре)l(де всего бьtстpьtll рОстoм вьlчис.lrl!те..lЬ!iой тек- '

ники' б;rагодаря кстсpоЁr Bсе P,реi{я с}'щесTвеIII{o рaсцJlIРяются вoз.
Ilro){(t]oсТI( vсПeш]lloгo пDиl,тененiiя N{aтс:inтltiiIt Пplt pешеilии кoI{кpeт.

llЬlх 3адaЧ'
,\1атеьlатlltiа явЛяrтся ф1,ндarteltтaльноii дисrltiпlrинoй' Ее пpeпo.

давaние Пpедyс1!1 аТpив aет:
pазIJtiTLlе логI{Чrс}ioГo l'l aлгoрllтil{иЧeскoгo Ni Ьllil.цен ия ;

cBЛадеl:ие oсtioвнЬll'Ill [1еToдa\{li !rссЛедОБaния и pеiшеi.IiIя \{aTе.

!{ aТl.Iliесitt{х 3 а дaЧ ;

oЕЛaдeilие oсI{otstiЬ]l''lll ЧIlс.1енHЬllItI I\iетoдЗl'Iri l{аТc['1аiI]I.:и II их

прoстейшиltи pea.пIlзацriя}1Ц на ЭB,\.l.;

вьlрaбoтку } illeнIiя саl,Ioстoяте.'lЬtlo расш?1pятЬ I\,тaтеN{ali{ЧесI{ilе

3]iaнltя lt лpoвoj.IlTЬ iuaте}1aтиЧескiili aнализ пpик"1aд}tЬl\ (ltнiliеноil-
tiЬix) 3aдaЧ.

oбi'ueниe I\'laтe],,тaT']ке предxc''Iагает cliсTеi\raтиЧескoе oтpaiкelll1r
oбщиx пoлолtенri11 дriа.rехтtl!{О.niаТОгiiaЛttсти.Ieскоit филoсo(litн,.lтo
слyх{lIT реri!е}tиto вa;цiнoй 3aдaЧr,I фopмирoвaния NIaрKсистскО.ЛеHиiI-
сKoгo l'{I,lpОBo:iзpения y с1 удентоB.

oбщиri к:':рс ItaТемaтикll яв.цяется фi,ндаментoм N{aTеx,Iатическo.
гo обрaзованllя III]iкeI-IеРa' pI.\Jеющ[il,t ва)iiI{oе ЗнaЧение д.Ilя успеtIIнo.
гo llзyченI.]я общетeopeтltнески:t и сI1ециaЛЬHЬIх ди{]цllIIЛиil' кoтoрЬIс
преДусNтотрсIlьt yнебньrlии IlЛзнa1{и pаз.ц!iчt.lЬIк специа'цьtrостеii.

B нaстoяЦеe вpеI.rя B сисТel{e вЬlсllleгo oбрaзoвaния существyют
тpи фoрt'lьl oб1'.tения: дIiевнaя (tr.ltI стaциoнaprlaя), веlepняя Il зaott-
нaя. oбъеlt li сoдерх{aниe дисциплIlI{ yнебногo п,.raнa тЬй ltлtl иноit
сIIециaЛЬI:ОстIl нe Зависят or. фoрllьr oб1'uеilltя, tlo Meтoдика Ilх изy-
qeния пРи paзЛиЧнЬIa фoрllaх обyuеtlия paЗ'.lиЧIia. B услoвиях днев.
нoй фoрмьr обуuенпя сoдерiI{eiJIiе I{)ipса BЬlсtllей пIaтеltатикII II.]'1a.

raется }la Леi{Ii!Iях; нa прeкТilЧесKl,iх заняТI,lях сTудеЕITЬl oB.тaдевaют
oсt]ОвнЬ]мlI I\Iетo,ianтIi II пpиема}IrI решсliIIя I{aТе}1aТиЧeских за]'aq.
Число насов, oт3сдiil,тьiХ нa Леitill1и и праIiт;Iче0lt?r зaнятIlя' I1 сoс.
тaв..тяеТ объе:.l tt1.pсa вьlcшеij NiaТеltaтlliiи д.'Iя дaIII1Оi:I спецIIa,1ЬIJcсти.

!.ля гpl'лпьt инiI{енерI{o.Tе'.iнIIrIесIiих специaлЬIloстeI.l Учебiro.lle.
тодиЧески}t }IПDДtsЛe Hlieili 11o вЬ1сшeпIv oбpазОBаI.Iиio в i 983 Г' бЬIЛи
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yтвеpiкдeнЬl дI]a вaрilанта прОIрa]ll|ЬI куpсa вЬIсшей ['raTeN{аTики: }ia

5I0 и 450 уueбньlх часoз. oнti яB'lяются обязaтельнl,tми нe тoЛькo

дЛя днeBнoi:i, нo и д'1я весер;iеii и зaoЧнoй фopм oбуueния' xoтЯ
студенT.заOЧI{иK liзуЧiieT ]!1aтrриe.1 курсa в oсновнol{ в llopядкe сa.
l{oетoЯтeЛЬнoй работьl Ilaд )'Чебн!lка\1;l и,Д.рyгиM!I yЧебньIMи пoсО.
бttямll.

HастoяЩeе пoсобие явЛяeTся l,IeТoдIlЧссKиМ рукOвoдствoN'I Д,лЯ

IiзуtlеIIиq oбщегo кypсa вЬIс'uleй мaтемaтики стyдеriтaN'и-зaortн}Iкаitu
т;il;кенер}Io.Тeхничeскllх специалЬIloстеli. oнo сoдeр)кит cбщие pеко.
l'irндaцil}I стyllентy-3аoЧIlикy пo paбoте над кypсo]\'I вьtсшей мaTeмa-
т]tкIl' упoмЯllyтЬle BЬlшe дBa Baриaнта пpогpaмМЬl куpсa BЬiсшей Mа.
темaTики для укaЗaHнЬIx сIIециa,tЬIloстей, метoдиvеские yKaзaния пo
теМaM куpса с вoпpoсаМи дЛя сal\4oпpoвеpкIl и l(ollтрoЛЬI{ЬIе 3адaния

.(д'есятЬ Bаpиaнтoв).
Егo ltoxiнo испО.-]ЬзoBaтЬ при.]юбoll IIз двуx вapиaнтoв пpo.

Г|1a]\'lliЬI' вьtбор tioтoрoгo oпpе.IеJяется 1.vебньtм п''Iaнo:.t Дaнной спе.
цllалЬнoстfi' liaфeдpr-l вьIсшеii }'IаTе\Iaтrlки сooбщaюT стyдu{Ta]\,{-3aoЧ.
н!lкa]'I' кaкиM вapиантoM прoгpап{ilIЬl oнIl дo.II)кньI pyкoBoдствoвaтЬся.

Кaфeдpьl вЬIс,ш]eii мaте.I\.Iaтики, пpинll}Iaя 3a oсltoBy yтBер'{Дell.
IiьIе BаPиaнтЬI пpoгрaМr,{ЬI' пIoгуT тaк}кe B зaвисиl{oсти oт пpoфиЛя
вyзa }I кoнI{pетlloй специaлЬнoсти сTyдентoв.зaoЧilикoв paсшIllpять llлlt
сoкрaЩaтЬ oт,le.lЬнЬlе paзде'ilЬI иЛи пуlIKтьl. Bсе эти t{3l,1енeltия дoBo-
дятся дo свeдeния стyдeнтoB.

3десь не Затpoн}'тьI вoпpoсЬI' oTt{осяIl{lleся к oргaнизaции и прo.
ведеllию лaбopатopнoгo пpaItтик}"lra пo ЧliсЛellпЬIl,{ l{еToдаl{ I{ypсa
высrпей МaТемaтиKI{. Tакot1 прaктикуl"I сBя3aн с пpиMенeIlиеM вЬIЧие.
ЛtlтeЛьнot.l Teх}IикIl, и eгo oргаIII,IЗaцllя зaвисит oт yслoвиЁt и вoзмo}к.
ностей каждогo кoнripетIioгo Byзa' oсoбеннo пpи зaouной фopмe обу.
чения. Это oтнoсllтся r,I It из}.ченI,tю п. 9.1 прoграlrvьr (oбoих вap,Iаr[.
тов), съязaннЬIх сo 3нaкo]1ствo\l ст\'.fентoB c ЭBrц. Kaфе.rpа BЬIсшIcй
мaтеjdатики дo"l'iнa рaзpaбoтaть фoprlьI I1 \,Ieтoдику пpoведения этой

рабoтьI в свoe.\'l в).зe и дaTЬ ст}lдel{тalf.зaoчII}IкаM нео6хoдипrьIe укa.
зaIlltя дoпoЛH1lтеЛЬl1o I( IIастoяl.l{еtty пoсoбию. Taкже дoпoлIiI'lте.llЬiIc
}:aфе,lpЬI сoобш]aют ст-vдоIIТа}I все rieoбхoдиl{ЬIe кoppективЬi к I{а-

сT0Ящеr1y пoсобпю, вьIтекаIolцIle пз спeЦифики унебньtx планoв кoll.
I,'pетнЬIх спецI'lаЛЬtloстeit lt lteтoдlttiIr из.1o}кеtтия тех иЛи IiI{ЬIx Boп.
poсoв кyрсa, пptlнятoit B дaннoм вyзе (пopя.loк из}rчeния MaTеpliаl.I3,
расIIpедeЛeIIие егo пo сеN{есTрап{' ксl'ilиЧестзo ll сo.цеp)кettиe конTpoЛЬ.
ных paбoт в кa'Itдo}I сеМестpе и сpoкll иx вЬIIIoлIIеI]ия и т. п.).

oБЩ и Е P Е Ko]t,1Е}t,цAци }l стУ,цЕHTУ-3AoЧ }t и KУ
пo PAБoтЕ HA.II. KyPсo,Ц BЬIсIIIЕи l{1AтЕl!lAтики

oсIloвнoй фoplroй обyueния стyдентa-зaoЧIlиI{a яBляeтся саMc"
сTOяTеЛЬнaя paбoтa нaд yчебньIM Maтepиалoil{l кoтopaя сoстo}iт i{3
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\t
с'тед},ющllх эЛеМеятGв: изyЧr!l11е Il1аTepиaлa пo yЧебпIrкaI\,l' pеlUеIrиe

3aJI.аЧ' сaN{опpoBеpка' BЬIпoЛIlениe кoнтpoЛЬIlЬIх pабoт. B пo}1oщЬ 3e. i
оЧl'i]ll{aМ институтЬI opгaiIизvЮT чтенIIe Лeкциit, пpактиuеские заtI'iтllя
Il .цaбopaтopньtе pабoтьl. I(poмr тoгo, стyдент мoхtет обpащaTЬс'I I{

пpelloдaвaтeЛю с вoПpoсeilt1l .цля пoJyЧенIIя пliсьltеIlноii или устной
кoliсyЛЬтациl-l. Укaзaния сТ}'.1еtlтi.пc теii\шt.'ii рaботе -]aюTся тaK)ке
B l]poЦессe рeцензt{poBal{llя Iioнтpo.lЬIlьlх peбот. o.1накo студe!{т дoЛ.
)ieн пol,{lII{тЬ' Чтo тo,1ь:io г|рti сIlсте}IilТи.rескоii lr упopttoii сal,Ioстoя.
тельной paбoтe IIОMotllЬ иIrстиTyTа oKа}tiется дoстатoЧIIo эффектив.
нoй. 3aвeрu]аЮIциN{ этaпoМ Ilз);Чения oтдеЛЬIIЬIх нaстей к1'pса вьlсшей
IvIaтеMaтиI{и явЛяется сдаЧa 3aчетоB ll экзail'IенoB в сooтBетстB!1и с
yиeбньIм плаtloil{.

Чтсниe yvебникa

1. I,Iзу'rд9 Mатrриa.ц пo yuебнпку-' сЛcд)'ет перeхoдrjтЬ к сЛедуIo.
tцеilIy вoпpoсy тoЛЬIio посЛе прaвиЛь1loгo пot{имaнrtя пpеДЬIдyU{егo'

Iiрoизвoдя на буlrагe всe BЬIЧислеI]ия (в тоlt Числe Il тe' коТoрЬlr pa.

дi{ крaТкoсTr,I oпyщеЧЬl в уuебнике) lt вьIпoлt1Яя lIlIеIoщиеся в у.rеб.
никe ЧеpTеil(и'

2. oсoбoe BнI'l\1анllе с'Teдyет oбpaщaтЬ нa ol]pеДе,le}Ille oс!l0si|Ьlх
пoнятий. Стyдeнт Дoл)l.iеIl пoдрoбнo paзбиpaть пpиMeрЬI' кoтopЬlе

, пoяснЯюТ таKllе oпpeдеЛеriия, и yMeTЬ стpoитЬ анaлогt{чЕlыe приIlIrpЬI
са l,oстoяте.iI Ьtlo.

3' Hе9бходиllo гloМI{!iтЬ' rlТo кaх(дaя TeoрeMa сoстollт t{3 прэд.
пoлохrениit и утвеp)I(деl]Itя. Bсе пpедпoЛo>iiеI{ия дoЛ)'l{l{ЬI обязaтельно
IiспoлЬзoвaтЬся в дoкaзаTеЛЬстBe. Н1.хiнo добпвaться тoЧнoгo пред-
сTaвЛе!lllя O тcit'I, в кaкoivI Мeстe дo}iaзaте.пЬствa испoЛЬзoвaHo }la;'i(.

дoе предIioлo)'I{енl!e тeopемьl. Полeзнo сoсTавЛяTь схе}IЬI дoказa-
TелЬстB сЛo}кI{ЬIх тeopеl{. Пpaви"rьпoму пoниlIaниЮ l!{нoгиx теopе\t
поlvloГает рaзбop пpililtеpoB i!{aTеMaтичесIiиx oбъeктoв, oблa;lающllх и

не oб,lадeiощI,Iх свot.iствaмtl' yI(аЗaнllьlми B прeдПoЛoi*(еIlиях }l }'Т-
Bеp)riдеI-Iияx тeoрel'{.

4. Пpu изyrIениI,I rdaтrриаЛa по r.чебникv пo.TеЗilo BесТii KoI;.П:li.T,
в кoтopьlii peliolnlендyеTся впtlсьlBaТЬ oпредеЛeltrlЯ' фopllyлlipовкir
тeoper,I' фoplrу"rьr, уpaBIIеirI1я tт T. il. На пo,lяx кoi{спектa сЛед}'ет
oтl{еЧaTЬ вoIIpoсЬI' вЬIi1еЛен[lЬIе стyдсl{тoNI дЛя Пo.'l}.ЧrнI!я письriенн.lit
илlr yстlioй кol{суЛьтaциrI преПoдаBaте"lя,

5. Пllсьl',lенноe oфоpп,t,'tение paбoтьI сTудeнтa }ll'Iеет llсiiлiОЧIIт.-'JЬ.
Ito ва)Itiloe зllaЧеIliiе. Записи в liollспеIiте дo'l;I(IlЬI бьtть сДе'таньt чiiс.
тo' aккуpаTI-Io и paспo,тo)кенЬI в oпреДсЛеI{t{o\l IIoря:iкe. Хt,рсutсс
Bнeшllеe oфopм'тeпиe кoi{спектa пo изyЧенtloмy MaтepпaЛу не тo'rlЬ(o
пpиYчит стyдентa ц неoбходtlltомy в paботе тlopяДкy. tio lI ПoзD1.J"цl!Т

et'ty избе;ttaтЬ il{нoгoчIlс.цеIiIlЫх orriибoi{' t,icToрЬiе I1DclIсхoдят iIз.за
небре)кньIх' беспоpядouньix запксеи.



6. Bьlводьl, пci\.ЧeннЬIe в видe фopпlyЛ, рrкoьreндуеTrЯ в кorl.-
fleItTе пoдЧ.]pкliBзтЬ ii.]lI обsо-]tlть рa:!it(oiI, uтобьt п1.ltl переtllITL.lBаI.l'.ll
]ii-)нспсIiТа .J]t]l B;,]jе.];'];:.ь Il Ji.Чше зaпcillи}IaЛ!IсЬ. oпьIт I1oкaзЬIBai'I'
Чтo }illoгl-IrI сT}'llсrIта]: -l ,.:O:aеТ в работе сoставЛellllе лIrста, сoдеil-
)i(аlilегo вa>кrtеiiшltс ll н;.;:i -.::е Ч2стo 1.пoтpeбляel"tьle фоpr,ryльl к;ll.
са. Тaкоii Лист }Iе тО.1ьI(o ПС].1'-:ает зaпo\{нитЬ фopl'tyльl, }!0 rl Мc)l(ст
с "'1у 

ii\ иТЬ IloстoЯ!it-lЬIl}l сп р а D Оlj i] ll 1..- ].: :.l я студellT a.

Pешеi;не зa lэч

1' LIтенttе y.iсбнпкa доЛ'i,iнo сcпрijзэili]аться реuiенrrе}r 3a'\'^'J'

длЯ ЧеГo рекo}IеIlДyется 3аBести спецlia.l;;l\'ic тeТpeдь.
2. ПplI DсшiеIIiIll зe..laЧ Ну;..IJo с,]lсl:l,tr:гь ult:,li.1ьlй эТ3il [lсii!сIII]я

исxoДя Iiз тropeтиЧесIiиx тlo.qoi"кеIil]ii ;;j,'рсa. Если cтудент Bt-l.ц',tт }lе.

скo.тЬкo лутеЁi pешrеI;ия' тo oн дc.1ir.еrI ср aBнитЬ их lt вьtulрeть ltз
них саltьIfi 'ryчший. ГIoлeзнo дo Еaqa.Tа вы.tис.цeний сoстaвIl'iЬ крaТ.
кIli] пJаI{ pеtxеlJIiЯ.

З. Рeшeнitя зa.faч rl пprilrерoв сЛrдует изj.,IaгатЬ пoдpобно, вьI.
Чl{Cl'iellliЯ расттo'.l1гaтЬ в строгоil поpядкe' oтдe.Цяя BспОмoгаTеЛьlIьIe
Bыliijс'-ieнliя oт oсЦotsliьl\' Чс^!Тe lii]t 1!o)t{tlo вЬlполllяТЬ oт р-укп' нo a.'.r-

к}.paТнo и в сOoтBеTствt]ii с дatl:lы\1rl Yс'.1oаliя\!и. Ес.'llt uерте}к тI]...

буeт осoбo тщaтe.:]LIIогo вЬlпoЛне!iия (нeприrrep, пp!r гpaфическoй
прoBepкe pешIeния' По.]1:tgд11o.o IIутe\I BLlЧilс-:Ieн:tir), тo след}'ет пoЛЬ.
3oBaтЬся линейкой, трaнспоpтиpo},' ЛeкaЛО:.' и vказьI9aтЬ llaсштaб.

4. Pешение t.:а,:*<дo;i задаЧи дoЛ)кIlo дoводиTься дo oТBrjтa' трe.
бyепlогo услoвие]!l' и IIo вo3Мo)кнoстI,I в общelл видe с вьlво;1oм фoр.
мyльI. 3атeм B пo.llyЧellн}'Ю фopмi'лy пoдставЛяют I{ислoBЬIe зI{аЧения
(eсли они ланьI) ' B пPoМе)l(Утo.lньIх вЬ!ЧIlсЛеIlияx Ilе сЛeдyет BвoдttтЬ
пpиблих<eнньte значеI{lIя корнeli, ч[Iслa ri и т. п.

5. По"rуuенньtй oтвет с'leдует пpoвeрятЬ спосoбallи, BЬrтeltaющи.
ми из с,"ществa дaннoti зaдачIl' Если, напpимep' рeu-IаласЬ зaдaЧa с
кor]крст}IЬIr1 физlIнесt;ltl't li.'Ill геo\iетDilliескIl\l сoдеp)кaниeпr' Тo пo.
лезtlo пpеiI{де Bсегo Iii]oBеoIIтЬ D33i\.IepilостЬ rio''IуtlенIIoгo отвeтa. По.
Je3Ho T2!ii{i0, rс.'iIl Boэ]ro)кнo, рэlI1IlТЬ 3аJ.eЧ\r i]rс]'.o.1Ьк]!\lIt сi,loсoбa11lI
и сpaBЧliТЬ Пo"iу'1g11116'. Р0зtl.151д.o'.

6' Pешонl.;е За.]аЧ oпpi;!еЛеil}Icгo т'lПа l]у)кilo пОoдo.l)I(aTЬ ;1o

приобpетerlltя TBердЬIx I:aBЬIкoB B !Iх peшIеllиi,I.

Сaпroпровеpхa

1. После и3уЧен1Iя oпpеделенiIой теillЬI I1o yuебнику и рeшIrния
дoсT3тcчнoгo коЛПЧесТвa соoтветствуюlцilх зaдач сTyдснтУ pеIioМe}i.

д),еТся BoстipoизBес'ги IIc паl"'lяти olrреде"тeн!tя' вЬlBoдЬI фоpvi''r, фоp.
l.,!},.iillpoвl{и rI дОказaТелЬс'гБа теоре1I. Bопросьт для самoпроBеpкiI'
пplтBrдеIiнЬIе B }IaсTОЯЩем поссбltи, дaнЬI с цеЛЬIo 

'1o}Ioчь 
стyдеrjтy B

6
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IloвтopеHиit' заi<роI]"!еrIrlII II tlрoBерiiО пpoЧнoсти yсBoеI]I,Iя 
'iзуtIе!J!]огol.iаТeрi,lа.iа. B с'.tt'чziе необ;':одиrloстIl llадo ещ? paз BI{Ilпlате.4ЬIIo ра.

зo6paТLся B r\l1Терtie.1е 1'.iсбrlllitа, реlIJi,lтЬ pяд Зaдaч.
2. I,Iriогдa }{cдОстaтoЧIioсTЬ }'сBОеII!lя TОгo и.'l-'l Iilrc:o вoПpoсa вьl.

ясtIяеТся тcльI{o пр!i тiз\.ЧеItI!il дa'.lь..:::ir.iсlo 11:;еi,-i]:'lэ. B этort с'ry.
l.l€ IlД;Lo Bеl.}rri'тL.сЯ liа:]]-i il Пo;Т.].]Iiтз Il..1L]\О \.. ЕО:;1нLrii РазJ'еЛ.

З' Ri,itlli'l:i i'.j1]iсl-1:lе11 j.сBoеНiIя 'l.еО])]il: ЯЗ'']яэт.,{ .l'.]']c;li1е реrxaтЬ
задeiltl rta ttlоi'lдэlllIt'iti iiатеpt;lt";. o:тtrrкo З]с.Ь с..lе]}eТ пDед.сТеpеqЬ
сTудеiiТa rjт Bеcьl''I,1 рaсПpoсTpaI{е..iноit ошпбкll' зaI,i.iioт]fЮu-iеi'lсa Е

тoм' т1To благcnоЛт.lliое решIе}iие ЗaдаЧ BoспpI]lIи}{aется Ii}r liаI{ Il!!I.
3нaк yсBoеltilя тeopии. Чaсто пpавилЬlioe pешенIIе зaдaЧи ПoЛyliаeтся
B pеЗу"lЬTaТе пpil\'!еHеllIiЯ }'!eха}rliЧесii]i 3a,vченнЬlх фг,р;itt..r, бсз понit-
liаIIliя с.l'l;l0]TBa деЛa. i1ilrl;нc сi(азаiЬ' tlтo }'itеt!l.lc решaтЬ зaдaliII

u.а5-n 
' '. ''l.rl. ' ric нcдОсТатcч}ILI]r1 усЛoBliеi{ хoр,rjlcг,J зiialllIя

теopItIi'

Консyльтaцни

l. ЕслlI B п1]Оцеcсе pаботьl нaд il3уЧeI]llэil'I ТЭop3Тi1l)eCi{Оro }''i1те-

pиaла ti.Ilи Il0и prЦениx 3aдaЧ }: с.I.J'деtlта эcЗнIlliаtОT BОПрoсЬ!' рa3.
pеlll1{TЬ l{oТорЬlе сa}'{oстoЯтeЛьflc Itе удается (liсясЁiiстЬ Тr.рil{!iII Jз'

фоplt1.лx;11'33к TrоIJe},1, oт:е,'lЬHЬ]{ sa,]aЧ I1 дР.), тo О'гi l,rc}Iiет cбрa-
т1.ITЬся к Il1lеI1ОjI.аgaТеЛlo дЛя пoЛ,VriеIl]1я oT }iегo пlIсЬrtеl1riJii ;!.'iII \.ст.

нoii кo:l.V.lьтацnll.
2. B своrх эапрОсах стyдсttт дoJiiiеlt тotiЁIo }'IiaЗаТЬ, в ЧeII oIJ

iIсi1ЬlтьIР.аеT зd.rру.rнение. Если он не рaзобрa.lся в ТеopсТиtiесIitiх
oбъяснсlillяI, иЛll B дoкe3а.TеЛЬCтB€ теoре1,IЬI' I4Л!,1 B BIэIBО.Ц.е Фоpltl.'льt
пo yЧеб1lj:к\'. Тo }i).;{iilo yкeзa]Ь. к:коi этo vuебн;tк, гo-1' сгo Il].1xHllя
и стpaliliц)', где рaссMoтpе}I 3aтрудHяЮщIiil егo Boпрoс' и ЧTо tl]'Iеilнo

a- Fn"- .̂тудент llспЬlт},lBaет зaтру.ц'tiоIlIIе при pешe!l1llt
3aдaЧi,1' Тo сЛедi,eт \',iaЗаТь xapактер этэгo 3aТpilднеtIия' пpиBестrI
iiредIioЛaгaе1,1ЬIii пЛaн реllJеiIilЯ.

3' Зa кcнс1'.пьтац]Iоii сЛед}-eТ oбpaщaTЬсa и IIpи сol,riiеl.Iии в прe.
вилЬI{oстI1 oTBеТoB на BoпpосЬi дnя сa\{oпpoвеpiiи.

Kсптрольньrэ рaбoтЬl

1. B пpоliессе I.]зуЧeliiiя I{}'pса }lатr\rаTI!;iil ст}дeIJт дo"r])iiен 9I,I.

iIoЛttитЬ pяд кoнТрОЛЬньiх irабот, Г;авilаЯ це.;iЬ Iioтol)ЬIх - oKaЗaтЬ
стy.це!jт:'' пo}:olцЬ B егo paбОТе. Рецeнзии ЕIa этll рa60ТЬi позBО.'l,': joт

сT}1ДeIiту сvдIlТЬ o степеНl1 }tсBОe:'iия Iil'1 сoоТ1lстстB\'юrЦeгo Paз.Це".lа
Iiуpсa; )iказьlBaioт нa и}iеlОlЦiiссЯ у t]згo IIpoбе.iЬI, нa iliелaте..1Ьli.Jе
I]aпpав;енt'iе ДaЛЬirеiiiljе;i piioт.,l ill:\:CгаЮТ сфоprт1'.пIipoваТЬ BoпрОсЬI

дЛ я liостанoвI{ll li]'i пеpеД il0епОд aЕ iiTсЛеl'I.
2. He следr.ет пpиступатЬ Ii BЬlI]o"r]неIlilю нoiIтpoЛЬнoгo 3aдаI]liя'

не pеш!iB дОстaтoЧ!!oГo iio.TиЧестj?a З3.1aч пo }IaTеpllaЛ)l' rooтве].cT.



B}цoIi{е:'ly этo],1у зa:aн;.}]. oп:iт il.:.а]ЬIB::т' чТo чащe всeгo IlеY],Je.

II;{e решilТЬ Т.i ]l'j;i :]i.'.;c trilr;':i\. i'.нтрo lьнCгo за;la}iI,iя вьl3ьiБaется
тe}t' Чтo ст.vдеliт iiе вЬ];lc.lнI:.-] :iтo ТPебoЕаHi1е.

3' Koнтрo,'rьньle pаботьt дo.'1;liiIЬI вЬiпoJнятЬся сe\{oстОяте"iЬtlo.
НeсаllостоятеЛЬHo BЬ!ПoЛ}I€нная рaботa Itе Даeт в0змo,I(нoс'тII пpeп..
:iaвaтеJ.]Io-рeцеIrЗe}1Ty yкaзaтЬ студeЕlTy нa tleдoстaтки B eГo рaбorе,
в усBoеt{ии им yнебнoго llraтepиаЛa, в pезуЛЬтатe Чeгo стyдент ilе
пpиoбpeтaет неoбхoдllмЬ1х знaний ll ltottieт oкaзaтЬся lleпoДгoтoBлeн-
IlЬIilt к устI{oMу зaЧeту ll эI{заlletly.

4. Hе pекoштеI{д):ется присьIЛaтЬ в инститyт oдl{o3pе},lеIIнo paбoтЬI
i,lo I{ескoЛькиМ зaдaнияNl: этo l{е дeет вoзilto>кнoстll рeцеIrзеIiтy свcеB.
ре\Iеllllo уI{а3атЬ стvДеtlтy ttа дoПущеI{IlЬIе tIrr oшltбки и )/д'iIиняет срoli
pецel{з[lрoваIrия рабoт.

5. ПpорецензирoBaI{нЬIe кoilтрoЛЬньIе pабoтьl BMeCТ€ Co BCCllIt
испpaB"1еI{ия]!1l{ и дoпоЛнeнияitiи' сделaннЬtl{ll пo трeбoBаtlи1о рецеH.
зентa' с..]ед)ет сoxpaняTЬ. Без пpeдъяBлeния l]popeцeнзиpoBaннЬlх
KoHтрoЛЬнЬIх paбoт сту,п'eнт нe дoпускaеTся I{ сдачe зaЧетa !i эI{зajvlеlla.

6. Pаспрe:e.reн]Iе кoнтрoльIiьIx рaбoт пo семeстрar,I "vсТанaвЛlrвa.
ется ка,*i.fЬI\4 llпстит}'тo1{ д.1я свollх сTудeI]тoв в сooTветстBиl,1 с paс-
IlредeЛенiie-Ч пo се\1есTрa\r rtатеpиa'.]a и сooбЩaеTся студентalr floПo;].
Il ilте"lЬI{о.

Лекциll, IIракт'tilесI.:llе 3aнятrtя и лaбсpaтoрньIе рa6oтьI

Bo вpеrтя эк3aмеlIaциoнгlo.'1aбopaToрньlх сeссliit дJlя ст}'деHтс'B.
эаOЧниlioв opгaIJи3YIо.I.ся лекции и IIрaктиЧеские зaняTI.lя. oни нoсят
Ilo I]реIrM)lщeстB}r oбзoptiЬIйl хаpактep. Их цeль _ oбpaтltть Bн]Iltан!iе
нa oбЩvlo схеlt{y пoстpoeнliя сooтвeтстBуюIцегo paЗдeЛа кypсa' пОд.
чeркIiyтЬ вalкнеt",Iшиe il{есТа' )lкa3aтЬ гЛaвнЬIe пpаl(тllческtle прило)l{с.
ния теopеTi{Ческoгo lIaтерIia.lа' прtlBeсTи rpактьt из истOрIlIl tlаy;i]1.
Iipoпlе того, I{a эTIlx зaнЯTtlяx rtoгvт бьtть бoлее пoдробнo paссilioт-
pеtlЬ1 oтдeЛЬнЬIe вoтlрoсЬl пpoгpa\l}1Ьl' oТсутстB)IЮIIlиe и.l!l неДОстaтoч.
Ito пoЛнo oсBеtцеlII] ЬIe B pекol{еI]д}.et't ьlx посoби яx.

Bо врelтя эliзаl{снaциoнtro-лaбopaтoрньlх сессиfi прol]oдятся тaк.
;'e лaбoрaтoрньtе рaбoтьl для прl;обpетeнIlя I]аBЬIкOB в рaбcте с БЬl.
чисЛIiтeЛЬIIЬIh{Ii сpсдствaми 1l l'l3yЧе}lия разЛIlЧIIЬIх l'leтoдoв гIpибЛi,l.
iiieijнЬlx BЬIЧИC;]CHИri.

Д'"'lя стyдентоB' иI,{eюIцrIх BoЗvlo)t(l{oстЬ заниil{aтЬся B группax I{а

yuебнo.кoнсyЛьтацIioн}IЬIх П-vHктaх' ;leкции, практI,IЧеские ЗаIlятия и
лaбoрaтoрныe paботьI пDoвoдятся B тeЧеI]ие всeгo yЧебнoгo гoдa ir
носят болеe сI]стeматI,lЧеский хaрaктеp, oД}IаKo I'l oни призBaIlьI oI{а.
зaTЬ тo''IЬкo пol\{oщЬ стyдelrтy в егo саIиoстоятельнoй pаботе.

B нaстоящeе Bрe\4я сoздaнЬI киiloкурсЬI псl вьlсrпetl il{aTеl{aти}ie.
B рядe иilститyТoв пpoi]oдиТся opГаI:'iзoвaнньlй пpoсмoтp этriх кltllo.
t{l''рс0B'

B



3aчeтьl и ЗкЗaIllеllьI

Нa экзatценах и 3aЧетах BЬlясrtяeтся пpe'{де Bсeгo oTЧeТl'IИBoе

yсвoеIlие всех тeopетиЧескIlх и практ!Iчeс!(их вoпpoсoB прoгpal'!lЬI I,l

умeIrие пpиi,,!еilятЬ пo.]YЧeннЬlе зЧанiiя к pешеl]liю пpaктIIЧeских зa.
дau. oпpеделeHия' тeОpе}lЬI' п;]lзI].lз :с..l;]itlЬl tiloрlt1..-lllрoвaться ТоЧ.
нo и с пoнll\'aНIlеr{ сущестBa де":lа; рL.iijеrrие зaдaЧ в пpLrсТ.ij]tiиx сЛy.
Чaяx дoЛ}кtio вЬIfloлнЯтЬся без oшибoк tI ).Bеpel{нo; всЯl.:aя пIiсЬМeн.
ная и гpaфtiuеская pабoтe iцол}кI{a быть с;fелaна аккуpaТilo l{ Четкo.
To"rькo пpil BьlпoЛIiеIlии этих yсловttй знaHия lloгyт бьtть пpIIз]iatIЬI
yдoвлетвopяIoщими трeбoванияM' I]реДЪявЛяе]\{ьI1{ пpoгрaммoii'

Пpи пoдгoтoвкe к экзaltетlу унe6ньrй Mатериa"l pекol'lеfiдуетс'r
пoBтcpllтЬ по vqебнltкy п кoнrпeктy.

IIPогРArltlttA KУРсA <BЬlсlllAя frlAТЕп{AтI,lKA> дЛЯ
и н )к Е н Е Р }l o.т Еx tI pl Ч Ес к и х с п Е ц tа A Л Ь tt o CT Е i{

BЬlсш иx УЧ ЕБHЬIх 3ABЕ,цЕ}l ии

Пeрвьlй ваpirапт (бl0 уЧсбHЬ{х Часoв)

I. Эдеi*tснтьt Линeйнcй aлгeбpьr и a}Iaлитичесltoй гeoметpи}r

1. Тpeхмepное пpoстрaнсTво. Bектopьt. Линейньte oпераul,lи I{ад

B€XTop2'.vlil. Линeйньlе прi]стрaнстЕa. Лllнейно-незaвI1сиNiЬIе сiIсте}.{ЬI

вeктopов. Бaзltс.
2. Cкa"rяpноe прoизBeдеr{иe в R3 и eгo свойства. Altсtloltатltчeское

oпpедеJеI.Iие ска.'jяplroгo IIpoиЗведеllия в линеitнoм IтpОсТpанстilс.

,П.линa вектopа. PассToянI,Iе. iIеравенствo Кошrи-Бvнякoвскoгo. Угo.II
I{eждy вeктoрап,rи. Пpостранствo Ra. opтогoнaльньtit бaзис. Pаз.rо.
}iениe вeliTopoB.

3. Уpaвнeниe плoскoсти в R3 (вeктopltaя и Koopдиflaтнaя фop.
пlьI). Уравнеtlие гипеpпJIoскoстt{ в R' (вeктoрнaя и кОopдIlнатt{зя
фopllьl). Пpяlutaя в Ra (вектopная и кoopдинатнaя фopr'тьr).

4. Линеiiныe oIIерaтopЬI II 1{aтрицьI. Линейньtе oпeрaт()рьI lr .1.tзт.

рirirЬI B заданнoM бaзисe в IIpoстрaнстве R2. С'lo;конllе' Y}I11ciI(eн1.lе

}la чисЛo' пpoизвeдel]lrе ЛиI{сl.IнЬIx oт]eрaтopoв tt сoоTвеTстBуЮщIlх
}lатpиц. Линeйньte oперaToрЬl I,I tllaтpицЬI в Rn. Слox<еЁI}tе' y\'IIiО)'liе.

}ltlе Ea ЧI,lсЛo' IIрoизвeденlte линейнЬtх oпеpатoрoв lt сooтBeтсTвуютlтих
l,1aтptIц. Сoпpя;tiенньlii опrpaтор. Coпpя;*<еннeя }.Iaтрицa. Саrloсoпря-
)ке!IнЬIe oпepатopьI и rиllметpиЧ}lЬle МaТриI{ЬI. opтoгоtra,тьньtе }Ylат.

pиltЬI.

5. oпрeделитeЛи вторoгo' тpeTЬeгo пopядкoЕ. oснoвнъte свойст.
Ba. oпредеЛитeЛи ,z-гo пopядкa' их свoflстBа. Paнг шIатpицr,t. Теoре:rta

o базIаснolr Минope.
6. Beктopнoe aрoизBeдение' oснoвньte сBL1йствa. Ct'teшaнноe прc.

изBeдение и eгo свoI1ства.

\ч



7. Сl;стеrlьl .'l;,чс;.i:=::...l.:]:i.l€l:1]ii, .\iето: Гаr'сса, Пpззirло Iiрl-
ьtеpa. Обратl-]эя ],,:. ':]. .]. P::.j.нii? ileтi-]:itiньIх \I]аBi]r,.lиI:I. Теoрt'i'r.l

Кронекеоa-itaп.:, l..r..

E. Ядl.,o и об""t;rс'iь з;;а.;эillIii,ltlriеliтiогc oпеi]a-rОрa. l\ЛЬTеpнaтtlB3

Фре-il.с';ьr'ta д"'I.l лlанейногo ci.iераТopa в R4.
9. Собствоtlньlе 3еKтoрьi ll сoбсTBсgнЬIе 3наrIения .lilII{еiiнЬIХ oпе.

рaтcpoB. Собственньtе BеItТОpЬi и собственньlе зriaЧен'lЯ сal{oсoI1pя.
;iеHн ьIx orit.рзТс']]oB. Теоpемa o пoЛнoTе сoбстBеItrIЬIX вектopoв.

i0. ПрrобрaзoBaнIie lIатгllI]ЬI .'iинеiii{oto ОпеpaTopа пpи перeхОJe
к tтoBo}l','бeзасy. Kаtiоtlllческtiiт вiiд са]loсoПря;KеlIНoiо oпеpaтo;l.1.

i l. Квaдl;ати.lllьie формьr. Пpi-lведeIrиe к liа}lc}I}IЧескor,tу ви.Д.У.

Геоi'leтриueскI.Iе Лр!iJci](оi{ilя в пpoстpaнсТBа}: R2 и Rз.

ll. Bведениe B }lатеп,!атичeскрtй анализ

12, Э..iеrleнтьt i,iaтеtiaTиЧесKol.I .roгпки' Bзaиr.Iнo oбpaтнЬIe tr вза.
!i].1iio пi]ОТIiзcп.l,lo,1]i;чЬIe тeopе\IЬI. Необхoдltt'tосТЬ lI дoсTатoЧносTЬ.
Спl:вi-l.;l;iila l,I.1 iе:'1 aТIiчесiiоii ;огllкtт I] eе IlспО..lЬзoвa ниe.

13. }'lнo;кeствa веilleстDiIiliЬi\ ЧliсеJ. Чliс;овьтs пoC.цeJ'oвeтOЛIэ.

tiоcт;t. Пpе;е;. Be1l:lнttе li i;]l,1:iнiIэ граilIl ilнcii.:еств. 
.!.еopеltа Больцir.

ltо-Bсiiеаiuтpeсса. С1.ЩестBОBаli]iе преiе']a ilОiioтcнной oгpаI.tиЧrн.
liэiI пос;едоlзaТе.'iЬ}loстll. Ч;Iс,тo е. Нат1'pа..:tьньrе лoгаpнdlltьt. Пpeле.т

фунItцi:11 в ТoЧкL.. Прeде.:i ф1'rtкi{ilи в бескoнс.rнoэтIl. сBoilствa фyirк.
циii, ltiIeюцl,rх Ilре/lе.I1-

l4. llепреpьrвность функцllfi. l{eпрерЬ]BностЬ oсtloBнЬIx элеМен'
.1.,,,,,.,,,,tslnРг]o'-\ (РiЛццrtrl.

15. Бесконечнo IjaЛЬIe функrtilи и иx свoiiстBa.
16' Бескoнeчнo бo,цьшиe фyнкuии l{ lIх сBoйствa' Cвязь Me}кдy

6есконэчrIо бoльшiilии и беcкoнечнo l,1aЛЬI}lи ф1,нкulrяlrи.
17. Сpaвнeнrlе бeсltонечно iiа.1ЬIх' Эквtlвa.reiiтньtе бeскoне..lнo

мальiе. l]х Iiспo"l]Ь3oваli:lе прIl вьillисJ.нIilI прcfе'.Ioв'
l3. Cвоrjства ЕIепреpL.lвI]ЬiX Е тОЧh:r функuиir' НепрepьIвнoсть

с}...1r'IЬI' IIрcи3BедeЁIия !i Частlloго' Пpедeл Ir I{епреpЬiBI{oeть слoхiнoй

ф1,нкцilit.
l9. oднoстopoнI{иe llрeдeЛЬI. o,Цнoстopoнняя lreпрepьтвнoстЬ. Toq.

кt{ разрЬ1Ba функttии Ir 
'Ix 

кЛaссифI{кaция.
2c. Своilствa функuиii, непpeрЬIBIIЬIx tlа oтpезке: oгрaнrrченнoстЬ'

суLi{есTвOBaние нaибoльшегo !l нaиlтel{ьшегo знaнeниri, сYIцестBовaниe
пpО\1с;+(J. гoI] H ьтч знзчсн иit.

l I I. .{и ффepеяциaЛЬI{ое исqllслеt!ие фyнкциli oдlroй пeрe Nlеявoй

21' Пpoliзводнaя ф1'rrкцllll, ее геcмeтриr{есItий и }"IехaшиЧeeкий

сllьtс.т. ПpoilзЕcJIIeя с}'rrпrьt' прolrзведеIrия и чаcтlloгo (oбзoр тeopeм
шiio.lЬIiОГo к1'рса).

22. Прol;звoдная слo;l;нot"l dэ1.нкции. Произвoднaя обраrнoй фyit'
.'.'.'. п,.^.. ^1..^-''''.'Ir.ii{jи. 1 li-]Оизi]oдtl],le cОрзтHЬIх тp'iгoноr,{eтpfltlескIlx фyl{кциI{'
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23. Гипербoлиtleскriе фyнкшии, их своriствa и грaфики. Пpoиз.
BО;ilJЬIe гипеDболических фунitций.

2't' flrlфференulrp}.еп{oстЬ фyнкциll. .Ц.иффеpенциa'т фvнкltlItl.
Связь диффeрeнЦllа.'la с проliзBoднoй. Гeoметpинескнl-"l сtтьtсл .циффе-

ir.нiU]aJa. Л:trlеaplt:зlliя фvнкпиlt..Ц,rrфферeнlllа.-1 с}.\1\{ЬI' прo}IзBe.
j.еl{llЯ и ЧAсТнoгo. liitвalIl антность фоpl.l ьl * 

;: qsэ3е нliтa..ia.
25, Пpоизвo,']iЬI. ll :li \'i..:::i:.':.,:; ;::,]:;:\ ; p;::,:-B. Фоprty,rа

Jейбницa. Неi,lнварlla;iтность tilсil.::l :l:ф;rpснltlia..loB пC1]ядкa BЬ1ше

ilеpBoгo.
20. Tеореlvlь'r Рс.r.-lя, Jагr:.:,.;:. Iiс;.;i.:i}: прIiliенeI.Iия. Пр3g1iд6

.lcпl;таля
27. <Doрм-i''лa ТеiI..iоpe с cсТaтО1ilI]].]'l Ч.lенc]I в фоpl,:е Лагpаrтitta.

П]-.eдстав,'teгitig фi:i;11ц';..l е... ссs ..i, зiIt ,':. ll i1 i ,т). (1 i ,т )7 пo фор.
:,t',..rс Тcli,rора. ПочяIt:с г'lавilоii 11д;1.1 {ll;;;1:l'':;. l]ьJ1с'l\1Hl]11 Г, ll1liii
.. аст,п фуriItЦии. Прii'.lох<ertllя фopl,tульt Те;"lлoрa. Пpliltенеrtllе :,rффе.
D э1lц1]а,x а в пр tlб'lli;кенн Ь;{ BЬlЧ}lслеitllя,\.

IV. I,{сследoвaние фyнкций с по;ltощью riрollзвод:lЬrx
28. Условlrя Boзрacтания и убьIвaния ф]'lrкцirй. Toнtilr экстрelty.

:':з. Нeобхoдtt;ttьIе },с.']ОBия эi{стреIiI"vМa.,Ц.остаточньlе признaI(и су-

ЦествoвaнIiя экстpемуl{a. oтьrскaние lIаибо"цьшeгo и нaиn'тeньшегo

: наченнt.i непрсрьтвно:.t t{а oтpcзке фvнl<шtIи.
29. Исс.'rедoвaниe фyнкциi1 на экстpеl,Iy\{ с пolloЩЬю I1рoизвод.

ЧЬ]-\ вЬIсttlегo пopядi{a' Исслeдованl-lе функuий нa BЬl!1уклoстЬ и Boг.

Еi-тостЬ. Tоuкi-l перегltбe. AсllмптoтЬI кривЬlх. oбщaя схеМa пОстрoе.

;;iя грaфlli;ов ф1-нкшilй' ,

V. Bектоpl;ьtе и l.ol\{плeксHЬlе фyниции деiiствt,lтельнoгo перeilrеннoгo

?n RA?-^nil4o ,Ь1?ш.^ YJ '.I{ция сI-(aляг}IcГo аргyrleнтa. Прoизвoднaя, ее

:еo\1етpиЧескиil Ii Nlех ан иЧeсI{ий сI\,1 Ь]сл.

31 . ПaраlrетpilЧесI{иe ypавнеIrия кривoй на тjЛoскoсТIl и в пр0.
i_?зHстBе. Bцнтозая линi:'-. (-}j liiiЦriИ, 3аzЦar{I-lЬlе ПаpaмеТриЧеск}I, их
-;iФфеpенuирoBa}Iие'

32. KомплeкснЬIe чI]сЛa. Их изoбpax;енt{e Ila пЛoсI{oсти. }1olуль
;: aргу-LlенT кo\l[IЛекснoГo Чис.Iа. A"']гeбрaиЧесIiaя. тригoI{ol!стprlЧе.Iiaя

''^ - ^Ч^^".:: i]UnаJdlЕ!rDnan ty.,ylrЬТ lto}IпЛексIIoгo uислa, oпеpaции Ilaд I{oN{11.

... :iс i] Ьi}tи Ч l,lсJl at{I{' Фopмyл a }lv aвp а.

33. Кorlп.пексньте фyнкuиlr дeiiствlrтельнoгo переl{еrlнoго' IIx диф.
,.lЁ;lЦ]]рoЕаIIlIе.

34. '\lriогoчлeн в кo},IпЛеi{снoil oб".jасТfi. Тeopемa Безl.. }''1'135д9

]'-1;ii:еCтBrнllостi,I,цB-vx l,IТiогoliЛеЕiOB.

.зi' iioрни ]\1нoгoЧ..Iенa. oсновriая теoреi!!а aлГебрь1. Paз.roiкеlllIe
]': нL1iorIJен a с дe йствитe.lьнЬINtи KoэффициеItТa l,,{}t нa J.IItнейнЬIr I'I KЕ aд.

i aтНЬIe }'1нoх{итe"rlи'
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VI. Hеопрeделенный интeгpaл

36' i-Iеpвoo6разItaя. llеonpe]е.lе.г,i1lЬlгi rtнтeгPaл, еГo свoйстBa.
Tаб'rнцa ОсIlОBI{ьIх фoрlrу.-r Iiнтегpltpoвaння' Hепoсpедствeняoe ttнтег.

рIlрОBaнIlо. l4нтегpиpoвание пo ЧасTяM lt поJ,становкoii'
37. Интeгpиpoвaние paциoнa.цЬI{ЬIх фyнкций путеet pазЛo>I{еtlия

нa пpoстейшиe лрoби. LIнтегpирoвaние выPaх(еIlIlй, сoдeprкaщиx три.
гot{oмеTpиrleскиe функциll. ИнтeгpиpoвaнI-iе IiеKoтopьIх иpPaциoi{aЛЬ.
нЬIх вЬIpа)кeнПй. Испo",Iьзoваниe тaблиц интегpалoв'

Vll. oпpeделeнньtй интeгpaл

38. oпpeделенньtIi интегpa,t кaк пPедeЛ интегpaлЬныx сy}fм. oс.
нoBtIые свoйствa oПpe/I.€l'I€Hнoгo интeгp aЛ a.

39. Пpoизвoднaя инTегpaЛа пo вeрхIrеМy пpeделy, Фopм1'лa
Hьютонa -Л eйбницa '

J0 Rьlurle rрн1{A nпl.' -..JедeЛeннoгo иtlтегpаЛa: и}IТrгриpoBaнlre пo
Чaстя\l lt пo]стalioвкoil. Приблих<еннoe вЬrЧислeнIle oпpеделel{нoгo
ill{тегpа,la: фoрlr1..rы пpя]IoYгoЛЬll[lкoв, трaпeuий и Cимпсoпa.

4 1. При,тo;нeiiilе инТeгра.lcв к BЬIчисJеIIию плoща:lей плoскиx

фиг5'p, д.lин д).г кpliBЬIx' oбъeltoв теJ ll п'loЩaдеtl пoвepxнoстеЁl Bpa.

щеtItlя.
42. Kpивизпa плоскoit кpивoli. Цeнтp и кр}'г кpиBизIlы. Эвoлюта

и эBoЛЬвентa. Kpивизна IIpoстpаI{стBеннoй кpивoli. Фоpмvлы Френe.

VIII. ФУнкциl{ }tескoлЬl(иx пepеменныx

4З. Функuип несKoЛЬких пеpeмelrl{ЬIx. oблaсть oпpедeЛeнllя. гIpe.

дeл функции. Непpеpьtвнoсть.
4,{. Чaстньtе тlpollзBoдltЬIе. Полный лиффepенuиал РI егo связь с

Ч астн ЬI M ll п pol-lзвoдtlЬIм н, Инв apиaнтнoсть фоpмьt по,1нoгo диффеpeн.
цltала. Кaсaте'.1Ьнaя пЛoскocтЬ и l]opllаЛь к поBeрхIloсти. Геoпteтpи.
чесi<tIЙ сrtьtс'l пo.']lIoгo lи(;феpенuila.ra.

45. Частньtе I]рoI1зBoдньIе il IioЛIlЬIe диффeрeнциaЛьI вЬIсilIиx пo.
ря]xкots' Фopмyлa Teйлopa'

46. Hеявньlе функшиlr. Tеорertьt с}'щестBoBaния. !.иффеpенциpo.
BilIlи(. tiся l.}нЬтх ф5.нкшиii.

47. Экстpeмумьl функциl-t гIeскo.]Iьких перeN{енrIЬIх. НeобxcДиlloe
vслoBиe. .Цoстaтoчньте yс"пoвия.

48. Ус,roвпьrri экстрепl}'l,t. }1етoд пtнoх<ilтeлеit Лагpaнжa. Глo.
б aльньle экстре}lумьt.

lХ. oбьlкпoвенньrе диффеpеliциaлЬIIыe ypaBirения

49. ,Ц,иффеpeнциа.lЬ}IЬIе yрaвненIrя пepвoГo пopядка. 3aдaчa I(o.
uill' Tеopемa сущестBoBaIIIlя tt едиЕcтвенIioстIl pеI-ileниЯ зaдaчtl Koши.
Пoнятlrе oб oсoбьтх pсlliеI{Irях диффеpeнuиалЬIrЬlx уpaBI{ений. oснoв.
llьlе кЛaссЬI yрaBненIili, llнтeгpиpyеMЬIx в квaдр aтypax.
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50.,Ц.иффeренциa'lьнЬIe yPaB}Irния BЬIсшиx пopядI{oB. Зaдaчa
Ко*lrt. Поllятие o краеBЬIx 3адaчах лля диффepенциальI{ЬIх уpaBfle.
ний. Теоpe;r,lа сyщестBoBан!iя Ii eдиIleтвеliнoсти peц]eнI1я зaдачи Ko.
шlr. УpaвIlения' Дcп}:скaioщие пoI{ижeI{ие пoря.]Ka'

5l. ЛинeЁlньIe ]I]ффеpеtlцIiaJЬriЬlе }.pавнеllijя' О-]HОрc.ll{Ьтe и не.
oдiioрOдI]Ьjе. Понятlтe сбiuего Г!.i;сl]i:я, iiето: Лaгpаl]iiiа вapиaцiiи
пpoизBo.;IЬIlЬ:х пoстoЯ1]IlЬI}i.

52. ЛilнеfiньIe дпффсpенциaлЬr{Llе }IpaBtIeния с I1oсТОЯiIilЬI\iIt i{o.

эффициеrrтаriи. Уpавнeнlтя с прaвoй ЧасTЬ}o сIlециaлЬнoгo BrIда.

X. Cистeмьl oбьlкнoвеяных диффepенциaль}tьIx ypaвнений

53. 3aдaчa Koшп ддq ноpмaльнot1 сиcтeмЬI диффeрепt1нальньlх

,vpaвitениli. Теoремa сyщeсTBoвa}Iия It ед}IIlсTBeI{нoсти pеIxеIlI,iя 3aда.
чи i(oши. Метoд иск,пючения. Bектоpнo-l,Iaтprrqнaя taписЬ }tОp}r!a";Iь-

ной еистемьI. Стрyктypa общeгo рeшeния.
54. НоpvIа.пьнЬIе систеMЬ1'1инеl",lнЬIх диффepенциaЛЬнЬlх урaBIlе.

ниt1 с пoстояttньrми коэффIIциеI]та\,1II. Pешение B сЛу{aе IIpoстЬIх кop.
нeй х aрактерисTиЧеского Уp aBнеl{I,tя.

XI. Элеl.rентьl Tеоpии yстoйнивoсти

55. Понятие устoйuивостlr Il aсI,IмпТoTиЧeскoй устoйuиьcсти пo
Ляпунoвy. Устoйчивoсть pе1]]еI{ия систeN{Ь] линеitllьlх диффеpенltиaль.
нЬlх ypаBне}rий с пoстoянньlми коэффиЦиентaми. Tипьt тoчек noкoя
д,,'lя сисТeMЬI двуx уpaвнeний'

56. ЕIeлинейнЬlе аBтolloltllЬIe систeMЬI' Пoнятие o фуrrкции Ляпy.
нoвa. Фoрrtyлllрoвкa теoре\IЬI Ляпунoвa об 1'с1o;.,',uo.'n.

Х l I. Hесo6ствеtll|ЬIе }iнтeгpалЬt

57. Несoбственньtе иI],гeгpa.{Ь] е бескotlечньtми пpедeлами. Нс.
ссбствeнньtе и}tтегpaЛЬI oт нeoгрaпиЧенHoй I]o.ц.ЬIliтегpaльноI.t фyнк.
циit. Oснoвньtе свoйствa. Абсолютнaя и ус,rloвная схo;]I,iN{oсTи. ПрII.
ЗIIаlilt сxоди\loстrl.

ХIll. ЧисловьIе ряд,ьr

. 5B. Чlrс.roвЬIе рЯДЬI. CходиrIoсть и су!i}Iа pядa. Необходi,iмoе

ус.IiоB}Iе сxoдti lloстrt.'Ц.е iiстви я с p ядaM ll.
59. Pяды с пoЛo'(иTеЛЬIIьIl{It ЧЛeIIaмt.i. Признaки с)(одIlп{oCт'I.
60. ЗнакoпереlYIенtIЬIе pядьl. Aбсo,rroтIlaя и усЛоBнaя схoдI,IItосТlI.

Знаxoнеpeд1.ющиeся ряДЬI. IIpвзrleк Лeй6;irIЦa.
6l. Pядьr с кoмпЛеiiсIlЬIЬ{и Ч,1еl]aн:l. Л1етoдьl 1lссЛедoBаllия I{&

схoдIiмосТЬ.

ХiV. ФункциoltалЬныe pядьI

62.oблaсть сxодиh!oсTи. Пoнятие paвномeprroй сxoдI'I]\IостIl.
Пpизнак Beйеpштpaссa. Cвoйствa paвI]o}Iepнo схoДяЩихся pЯдoB'
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ХV. Стeпенныe ряды

63. Tеopel;а Aбе.l;. ]ic..: с:,:сrl!\ioстiI' Cвoliствa стeпенltьix ря.
дoв.

A t Dл"'^v.-t,a .Ь1l!,.* ..,.rкЦitй в сте[tеtiiiьIe ря.iЬI' PЯf TеЁruroрa. Прп.
меi]eнlle стeпeнньIх р ядoв I( прt,I бЛI.l Л{енiiЬIM BьIЧIlслeriи яNI'

6j. Уравнониe Бeсселя. Pешениe урaБI{еRI,lя Бeсселя с ltoмoщЬю
степенtIЬ]X pЯдоB. Фyнкции Бeсселя.

ХVl. Ря,rьr Фурье

66. Пoнятие гильбeртoвa (прeдгиль6eртовa) пpoсTрaнствa. схo.
димость в сpе.ц}IeN{. Пoнятие opтol{oрl'{t{poвaiti{oil систеliьt. Пoлнoта
и ЗамкilyтoсTь. Pавенствo Пapсeвaля-СTeклoBa. Pазлoя<енlte 11о пoл.
нoй opтoi{opl'lllрoвallнoй сliстеMe, Пpиблпrкение в срeдiietr{. ^\1иннl'taль.
нoе своliство iioэффиuиентoв ФуpЬe.

67. ТpiтгонorIетр!lЧескaя систе1Ia функlrиr,r. Pяд Фуpьe. Pазло.
;ltе;;llе ф5.tlru;Ilt в г;-1 Фv1ье. Фopr:'..1;:рoBкa r.с.loвl:ti paз,.lo;.ки::loсTll

Е слvtiae рaвноrtерiroй сio.fll],{oстIl. Pаз.ioжeltlrе в pяд (lуpьe-Бес.
сеЛя.

Хl'I!. ИrrтегрaЛЬrt 3aвис']щие от пapaпleтров. интегlraл фypьe

68. Интегpa",rьI' зaв,lсящliе от пapa}Ieтрa. HeпpeрьrвнoстЬ.,цIrф.

ферeнiiировarlIlе и lIн,I.егрирoвalrlre пo парaNtетРy.
69. FIесобственrrЬIе ltt]тегрaЛЬI' зaвItсящие oт пaрal{етpa. гап,tlda.

и бетa-функцllи.
70' Aсиr'tптoтI,lliескoe иIiTeгpl.poвaIIиe. Bьtчltсlteниe llнтeгpaлoB ви.
bbb

да '| еiЁ,i (^.)d,, 
'1 ";tsltli 

(.r)dя'.l еes ,li ('t)dx при ft-сю (интrгprrpo.
dаа

вaI{ие гtО tlaстяt'{).

7!. l{нтeгpал Ф1'pьe. Прecбрaзoваiille Фу'pье, егo свoйcтвa Ii при.
&Iенен',iЯ.

ХVIII. KpaтнЬrе интeгpaЛьI

72. Двofr,пьtе и тpoйI{ЬIе иtiтегрaЛы' иx oснoвнЬie свof!сTвa. Пpед.
стaBлеtiие oб IIнтегралаx .i]юбoй ItратЁIoстrr.

73. Bьrчис.leнitе двoi"tньtx и трoiiньIx иЁlTеграЛов B дeкaртoЕЬlх кo.
оpдllпaTaч.

74. Зaм,eу'a переl{еrlriЬ]х в I{pатньIx интeгpaлаx. Пepeхoд oт дe"
к!ртоБьIх кooрдиilат к пo'lярi{ЬIil, цидlrндрllчrскtIll It сФеpинeсI{и]и ко.
oр дllнeТa11.

Т5. ITрrlt.:снсlrие riратi]ЬIx IlHТегрaЛoв Д,Jя ЕЬIЧIlс'.]еIJия oбъeпtoв и

п':.;'.цэ;.li, д.t.я peшerIIlя зa]aЧ ]IсхaIlilliи tt {'itзиtiи.
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ХlX. Kривoлllяeйньle и пoBrpxitoст}lЬlе иlrтегpaЛы

76. 3aдauи, пpиводящиe к кpивo.пинelirjЬllvl l,il]ТегрaЛам. oпрeде.пе. {
нtir кpIlBсЛинеtiньIх интегpaЛoв I]еpвoгo и втopoгo pо.ца, их oсноBнЬrr
сBor.1сTвa 

'I 
BьIЧис'lеj]Ile. ГeoмeтриuескIle i] !{eхai]Iiчeсiit]е пpllЛо)*iеIlЦя.

Связь пtе>ll;1'кpиво...llнеit;iьi1l;i iiнТег!а,]2]:;! il.:э.:О;I BlopoГo родa.
Фoрму.la Грина.

77. Плoщa:ь ]loвеpхr]cст;i' О;;рэ;.э..lсlтliе Пorеo}.iiОсlнЬ:х rIiIТегрa.
.,toв' Их своi.iстза I1 Bьi!i1lс..iе;ljе.

ХX. Bектopllыll airа;:вз

78' Cкa'rярнoe пo,Itе. Пoвeрхностtr Il Лliнliи }lpoБi{я сKa'Iiяpi-loгo
поля' Произвoдная пo наIlравЛениio. Гpадиент сItaЛяpl]cгo Т]o'Iяt егo
IioopдijIJ a тнoе I] инB а 0 иаIl ТiIoе olrр едеJ еЕi !1 я.

79. Beкторное пoЛе. Bектopньlе JI,lнIIlI II irx дIrrjJферeriLiil3.1iэHЬle

}'раЕirэни я.

B0. oднoстoрolliIi,lе I.1 двусТороннl.lе пoBерxHoстI]. Гioтoк вектор.
I]oгО пoЛЯ ЧереЗ ilotsерxl]cсть. Физичеснtтti сr'tьlсл пoтокa B llo'ilе сKo.

ростей жидкости. Bьlчиrление IiоTока' Теopеlia oстрогрaДскoгo.
8i. .Ц.ивеpгeнцllя веI{тopнoгo Пo.1я, ее l,rrBapиa}I,riIoе oпpеjlе'Iение

lt физиuеский сМЬIсл. Bьltlислeн!Ie дItBеpгенции. Сoлeнoидaльпьiе (тpyб.
ЧaтЬlе} гtoЛя.

82. Линеilньlй ивтeГpaл в Bектopнoм пoлe. PadoTa сri"rloзoгo пo.
.тя. ll.иркуляuия вel(Top}toгo пoЛя. Теopeма Cтоксa. Poтoр пoля, егo
кooрдинaтнoe и и}Iвapиaнтнoe oIJpeдеЛе11ия. Физtlчeскиtl сllьlс'r po.

тopа в пoJе скoрoстей. Услoвllя I-Ieзависl'IмoсTи липeliнoгo иilтегpaЛa
oт фopмьt пyтlt }tllТегрIlpoBaния'

83. Пoтенциa"']ЬtIoе поJ.tс. Ус,'lовие IIoTеliцllалЬI]oстIi пс.'1я. Bьtчис.
Jeние ЛинeйiloГo llllТегpаЛa в пoтetlциaЛЬнol4 пoЛe.

84. oператop Гaмильтoна. oпepaции Bтopoгo пopядкa B BекTop.
i]o}l atlajlизе. oпеpaтop Лaплaca, eГo вЬlpa'кеirlrе B itилиндриЧесI{Iiх il
сфери.iеских кoopдин aтax'

ХХI" Элемеrlтьr TеФрl,lll ypaвнений }Iaтег."!aт}!Ческо;? физики

E5. Урaвненtiе колебаний сTp)rЕЬI. Реп:енlle saдaчи Kotпи lY{етoдоlI
j'алaпlбepa.

t5. }'pавrrение теп,lonpolзGд}lости. Решeнrtе ЗaдаЧIi Koпrи мeтодoм
пpэoбpaзовaния Фypье.

87. Урaвнение Лапласа. Peшe:iие зaдaчII flt.tprtхле Б KpуГе eleтo.

дorr сDypье.

XХ I l' Элеl'rе:!'ть! теoрtrи фт:txпиЁ: кfr}!I]Лe}iсIioгo riеpеn,:еllнoro

и сtпсpaцисЯi*5e !Еi;E.iс"'!е}illэ,

8B. Э'reltен та p rl ьr е ql 1'нкцtlr ; кc\tiiЛексIloгo перe1Iенiloгo'
89. Прoизво,lнaя 4;:o.нкции Ki11пЛеilсiioгo перетt{еilHОгc. },сuroвlIя

Koши-РишI аrl a.,Ц,н ффеpеrlциpуеl,IoстЬ эЛeMеIlтарllЬIх фi'nкци ii.
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90. llнтeгриpoBаiiilе пo Fio}lп'.Ieiiснo}I}' aргy}lеI{тy. Tеоремa l(oulil.
l,ii:тегpaльнaя форrlr..ra I(oшlI'

9l. Pядьr Tеj;.lсla li.1o1:::: IIзo.lltоoваttньtе oсo6ьtе тouкtt фунit.
цltii, ltх к.laссифпltаuit я.

92. BьtчетьI. oснoвllaя тroре}.ia o BьiЧеТах. Пplr:';ененitе вЬIчеТоB I(

BЬ] ч jI с..1енI-l ю IiнтeГр a.пoв,

93' Пpeoбpазoвallиe Лaплaca. oснoвныe Teopеl{ы oб оpигшttaлах
lt и.toбpaх<eнияx' Фoplvlу"lьt oбpащения IlнTeгpaлa Лaплaсa. Cвepтка
фi.IlкцIlй. Интeгpaл !,юaмe'.lя. Pешeниe диффeрeнциaлЬнЬIх ypaвfle.
rtllij lt спстeм oпеpaциorlllьlr,I метoдo\r.

XXIII. OснoвltЬlе ЧисДенllЬtе l1{еToДы

9{. Элeментьl прoгрaМMиpoвaНИЯ Нa алгoриTMиЧескoM языкe.
95. Прнбли>rtение фyнкцпll меТoдoм яallменьцIих кBаДpeтoв.
96. I1нтерпo;яtlия. I4нтеpпoляциoнньlй МнoгoЧЛеIl Лaгpaн>кa. Ли.

rtе iiна я иI1терпo']Яц}lя.
97. Pешeние лllitеiIпьIх сiIсте}1 t]еТo.].ori Га1.ссa. Cхeма с Bыбopcп4

г.1aBlloгo э"'Iе\,leнта.

98. I,{терaшнollнЬle \1етo.'].Ьl peшеiiия 1'paвнениi,r' Пoкятиe oб l(тe.

рацlioH]lInх ьIeтo.1ах pсшCHия сиCТеN' }'pаBнеHиЙ.
99' Чис"'leнньtе I,IeТoдЬI pешeния 3адaЧи Kошн для oбьlкнoвeннoгo

дифферeпuиaЛЬ}1oгo )rpаBlleния пeрBoгo пopядкa. Л{етoд Эiiлepа Il eгo
мoдифllt<ацип. Метoд Pунгe_K1'тта.

l00' Пoнятltе o МeTодe сeToк peшeHllя пpoсTеiiших зa.цaЧ мaтеI\{a.

тIiЧесl{oi] физики.

XХ!V. Теоpия веpoятtloстей и элеп|eнтьt l\,taтeмaт]|ческoй стaтистик}r

l0i. Aксиомaтикa теoptll{ BeрoяТнoсTей. Ceрии oпьIтoв сo слyЧaй.
I{Ьll,1и t]схoДауlи. Чeстoта. Cвoilствa ЧaсТoт.

}1атel'lатическaЯ схеl'1а.].Itз3ция с.r1-нatiньtх яв,leнrtйI. Пpoстpaнствo
эле}IенТaрнЬlх сoбь1тrll.t. Сл1'uafiньtе сoбЬlТl{я, oпеpaцtlII нaд сoбьtтия.
tиll II oтttoшeнIiя ]\Iе)кДy нLIilllt'

Aлгебрa сoбЬlTий. Bepoятнoсть - aддitтIiвijая фyнкuия сoбыTия.
Aliсrtоltьl тоoриll веpоятнoстеit. Beрoятностньte пpoсTрaнсTва' K.тасси.
Ч9сI{oе oliреде.1еIlrlе вrрoятl{oстIt. ГеoметpltuескIiе вeрoятIloст!l.

i02. oпpеrеле]Jие ус.цoBHoй вcpoятнoсти. НезaвисlIмoстЬ сoбьI.
тиiI- BepоятнcсTЬ прoизBеденlrя сoбьIтиfi' Tеopeмa o пoЛнoй вepoят-
Irости, фoрмyльt Бaйeсa. Пoс,leдoвaтe,lЬlJoстЬ IleзaвисиМЬIх IlспЬITa.
нtti], схеrra Бepнуллir. Предеurьньlg тeoperrЬI Д,lyавpа-Лaплaсa и Пyас.
сolla.

103. oпpедeurение с,'lvчаitной ве''IичllrlЬI. Фyнкция paспpедeлсни'I
сдyliaiiнoli веЛиЧllllьI и ее свo!iства. НепpеDьIвньtе и дискpет}lЬlе paс.
llредеЛеItilя. Пpимеpьr pаспpeдeЛeний: нoptvtaльнoe' пyaссоlloвсKoe' би.
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liolt1lI3,riЬНoe, рaвI{0мeрI{0e, пoкaзателЬl{oe. UoвIrteстнoe pасIiрeде.1eflие
несKoЛЬкtIх сJ'ryЧaйных веЛI{Чtttl, Ф}zнкции oт сЛyЧaйнЬrх веЛиltиIt.
FiезaвисI,tмocты с.rlуЧaliньtx вeЛичиII. Paспpeделение сyilllllЬI HезаBисII. ч
tri ьlx слyuaйtIьIх ве'rllqllH.

104. МaтематllЧескoе o]кII]aниe. ,fиспepсll я 11 J.р}.гиe lIoMеlIТЬI

сЛуЧaйньIх вe..II]чIItl; rt-x свoitствa (.]oыaзaте'-lьстBа тo.-lЬкo для .п.ис.

i(pоТIlЬlх ве,.;tt.Ilt tl ) . Kова pпа цlt я' кoэф ф lr ЦIlен т кoppе"rIяцII и'
105. Закoн больrrrltx uисел. Неpавенствo Чебыrпева' Закoн бoль.

IIIIIх чrlсeЛ дЛя пoс.1едoвaТеЛЬнoстl{ нeзависиMьIх с..l).ЧайнЬlк вeлtIчIitI'
Teopeмa Чебьlшeвa.

106. ПpeдельнЬIe TеopeMЬI. ХapaктepисTиqeские фyнкЦип и tlx
свot1стBa (тeopеlrьI o взaимIlo oдt{oзначI.loilI и rreпроpЬlвнoM сooTBет-
стBии xapакTерllстичeскиx функuий и фyнкций paспpеДеЛeния). Цeнт.
раЛЬIlая прeДеЛЬнaя TeopeМa для oдинaкoвo paспрeдeлеI{нЬIx сЛагaе.
мьtx. Tеopeма 'т1япyнoвa' Teopемa Хинчинa'

l07. Цепи Лtаркoвa. oпpеделение. Bеpoятнoсти переxo.Цa. Tеope.
tv{a o пpедельliЬjх веpoятI{oстях (бeз .цoкa3aтeлЬстBа) ' Bьtuислениe
пpeдeлЬнь]х вepoятнoстeй. CтацlIoнapнoe рaспрeдeЛенI{e.

l0B. ЭлeментЬI Maтeмaтиqескoй стaтистики. Bьlбopки' Toчeчныe

oцeнки нeизвестI{Ьlx пapaметрoв pасПpeдeЛeнIiя пo вЬlбoрKe, flollя.
тиe сoстoятeлЬI{oсTи Il ItесмeщeнностrI oцeнoк. Пoнятиe o .цoвеpи.
телЬIlьlx интеpвaлах и сTaтистиЧескoй пpoвеpкe гипoтeЗ.

l09. Пoнятиe o задании слyчайItoгo пpoцесса. Прouессы с нeза.

виси мып{и пpирaщeI{I{ями. Пyассoнoвскlr li прoцесс.

Bтopoli вapиaнт (450 yueбньrх uасoв)

Paз.цe,'lьl, пoMrчeliнЬIe звёз.Цouкoй, oбязательны д.ля IiзyЧelrия
тoлЬкo в сЛyЧae пряilroгo укaзarrия кафeдpЬI вьIсшей }Iатel{aTикI-l.

l. Элeмeнтьl линeйнoй aлгебpьl и aнa'lитическoй геorteтpии

1. Тpexмeрнoе прoстрaI{сTвo R3. Beктoрьl. ЛинeIiньrе oперaциll
Itaд вектopaNIи. Липейпo нe3ависиMЬle сисTемЬ] вeктopoв. Базис.

2. Cкаляpнoe пpoизведIi}Iе в RJ и егo свoйства' .Ц.лиtta вектopa.
Угoл мeх<ду двуМя вeKTopами' opтогotiaльrtьlй бaзис. Paз"тorкeнlte
вектoрз пo базисr'.

3. oпрелелитe.{il втopoгo и TретЬeгo пoрядкoв, иx своI:iства. Aл.
гeбpaиuескиe дoIIoЛIIeния и lииHopЬi. oпpeдeлители ,?-гo пopядкa.

Beктopнoe пpo}tзвeдeние и егo сBoilcTвa. Cмeшаннoe прoизвeдe.
ниe.

4. Уpaвнeниe плoскoсTli в R3 (вектopнaя и I{oopдипaтtiая фop.
мы). Уpaвнeния пpямоrl в R2 и R3 (вeктopнaя }l кoopдинатilaя фoрпlьr).

5. CистeмьI дBух и тpех линeй!{ЬIx 1'pавнений с дByмя tI тpr}tЯ I{е.
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!tзЕесTHЬ1i,:ir. прz]вllJc Kрarlэра' Cистeitьl nz .tинeliньIх уpaвненIrt:i с ll
IlellзБестньI111l. j'1ето : Г l..':са-),Iiop :ан a.

6. i.iатpliuьr' Jс...,:;;: i]i]] ].:а..iiiiаttlт, обрaтная l,rат1.ltllца. i1аr-
Г]ilЧчая ЗaписЬ сиСТеiii;I .lj];]i.l,;Ь,\ .':'..з;е:illii lt ее решеjIt,lя.

Пространство R... Лиriеi:iIая jeBl].;i].:cсть I,l }lеза3ilСиl,.lОстЬ Bеii-
To3cB Е Еtn. Рaнг \lаТрl]цЬl, егo вЬiЧi]с.-.еаilе Ii:с.'lедoэa!lilе с}lсТеt.,tЬI Лl.I-

t;е jlii ьtх .vp aвненrt li, Теopеt"ta I(poнекеp а-i'. э п е.r.: ti.

7. Поtlятt'tе o линeЁtllом oперaтoре tiак о ;tii;еiiнo1!! llреобрaзoBa.
н}ljt пpoсТраlicтва. Л}iнe'iньle oПeЕ}aToрЬi 

't 
i]r }iaтрitцЬl в R2 и Rз,

СобствeнньIе ЕtектoрЬl и собствснньIе 3нat]еilltя .ljj:jtj1ньIх oПерaТoрОts.
8. 1(вадpатинньte фoрrlы. Пpивсденtiс к :{eнoниr:ескг]\ilr' ви.ц.l''

Геоl,lетрltueскЛе пpи'ro)!tе}Iия iiBаДРaтиЧньiх tpop:'r в пpoсTрaIIсTвax
R2 u R3.

9. oбrцeе vрaвненtlе кpиБЬIx Bтoрoгo пoр-ядкa, I{aноiiиuескrtе фoо.
rtьl t.рaьненilti э..l.-ltпса. гlIпeрбo.тЬI }l fl арабoЛЬI. Геol.lетpltнeскиe свoй.
cтвP з.].liiПса. гiIлербo..1ЬI и пapaбо..lьt.

lО' Пoвер:.:l;остIl Bто!'o:o ]lopя:l.:а' ](анонltчeскlie фopirьl тDавне.
ttttli' LIсс':е:оза}lilе пoвер.\ностеi г,тoрогo пoDЯf.ia }1еТojo)'l сечеtlltй.

lI. Bведе:rl;е a }laте]!lаT}!Ческвй aнaлиз

11. ЭлeмeнтьI мaТеl,IaТ}tЧескoй лoгикll' HеобxoдимoстЬ и дoстa.
тoЧнoстЬ. Симвoликa !ia'геMaт}lЧескoй лoгики II eе испo!tЬ3oвaпlle.

l2. Мнох<ествo BeщeствeнI{ЬIx Чl{сeЛ. Числoвьte пoсЛедoватеЛЬI{o.
сти. ПpeДeЛ. BepxнIrе II нижниe грaни illнoжeств. СyЩествoвaниe пPе.
деЛа llo}toТoннoй oгpaни'lеннoil пoслe.цoвaтeЛьItoсTu. Чнслo e. Haту.
pаЛьнЬIe лoгаpифмьl. Предeл фyнкuии B тoчкe. Пpeдеlr функшии в
бескoнечнoсти. Cвoйства фyнкuий, имeюшlих пpедeЛ.

l3. HепpepьIвнoсTЬ фуIrкцнlr. гIeпpеpЬlBrioсть oс}ioвнЬIx эЛeMeI{.

тaрtlЬlx функцltit.
14. Бeскoнeчнo Ма"rIЬIe ф',tнкш'liи It Iix сBol.iства.
15' Бескoнечнo бo.пьшll,lе фr.нкliиl.l и ltх свoЁствa. Связь lr{е)кдy

бeскоriечiItl большIlми фJ,нкцllями и бесltoнечнo ма"IIьII{и.

l6. Сpaвнениe бeскoвечнo l,laЛыx. Эквивалентньte бескоlrеЧнo xia.
льrе. }lх исfloлЬзoваllие пpII вЬiЧисленI{и IIpеделов.

l7. Своl.iства liепpeрЬIвllЬlх B ToЧKe функппй. Нeпpeoьtвность сyМ.
l,lЬI' .Iрor1ЗBеllе}lIIЯ }I Част}Ioгo. Пp.дe, и !rеI]рерЬrBнoсть слоlкнolt
фyнкциll.

i B. oдпoстoрoн[iilе пpедeJы' oднoстopoн}iЯя IIеIIpеpЬiзнocтЬ. To1I.
кl-i разpЬIBа фyнкuии и их классllфllкация.

l9. Cвоiiства фyriкциi,l, IjeПFеpЬIвrIЬIх нa оТре3I{е: oгpaнIlЧеннoстЬ'
с)iщесТtsoваниe наllбо.iъшeгo 11 нaПn'lellьltleгo знa'Ieниtj, сi.щесTвoваl]иe
прoijt;:i\ Тo.liiЬlх зri a.t:lIltii.
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Ill. !.ифеpeнциaЛьпoэ rtсчllслelllle функций oднoй пepеl,teпнoй

20. Прoизволпая ф1.нtlция' ее геcl{rTрический и мexанический
с\iЬiс']. ПpollЗвoднaя суr,IliЬI' прollзBeдеНIlя I{ Частiioгo (oбзoр тeopем
шкoлЬнoгo курсa).

2 1. Пpoизso:i;ая с;оlitноii фi нi.;.;;. ;t, Пt-.o;iзводная oб1laтнoй фyнк.
ции. Про;l:вo:ньlе обратвь]i: Тi..iiГci;o):ё1.!jl1]iескIIх ф).нr;цlri?' Ф1'нкЦиu,
3aдаI{нtlё паp а i:rТlllчeсIiIl, и llх :ttфс[tеilе ti tll рoBaнijе,

22. ГriпеpСo.ll]Чосiiие ф5,нlturi;i' tlх сeоirс t за II гpa(i'Ii ji;r. Проirз-
вoдIIЬle г;rпеpбо"rиuесttих фi'нкцlrй.

23' fiиффepеIiциpуе}1oстЬ ф1'нкшии. .Ц'пффepенuиaл фyirкциIr'
Cвязь дифcрepэlIциалa с пpоиЗBoдr{oiI' Гeoliетринeскпlt сrtьlсл диф-
феpеrrциaла. Лиtiеaризal1ия фyнlitlиtl. flиффeренuиa'ц су},t\,tЬt' I-Iрoи3Bе-

деirия и ЧaстнОгo. l,IнвариaнтrioстЬ фop\1ЬI дllфференцlrа'la.
24. Пpoизвo,tньIе и дlтффеpeIIциaЛЬI высtl]i]х пopя/ll{oв. Фopltулa

Лeйбнilцa.
25' Teopеrrьr Po'т''iя, Лaгрatтliia, 11oшlt, lIх пpиliэHенIie. Празилo

Лoпитaля.
oA 

^^^'"''-^ 
т.;i-^!w. sуUi,tlr}'ra .u-.lvp8 с oстaтoЧllЬir.{ ЧлеHol'I в форlrе Лaгpанrка'

Пpeдставленtle фyнкцlrj]I ел. сos .r, sln .т, ln (l +r) ' (l *,r)a пo фoplty.
лe Tейлopa. Пoняrие г,qaвнot"{ uaсти функцlrll, вьlД'e.[еi{ие глaвнoit чa-

стп фyнкцlrи. П;lii.ito;l<енltя фоpill'льr 1.еl.rлopа. Пpиt'lененiie дltффeреtl-
ци aЛa в пptl б.rtп >к снttь{ х вЬlч.I{сЛеil iI Я ]('

lV' Исслецoзaниэ функuиЁl с тroг''lощЬю пpо}iзtJo.цнЬlк

27. Условirя БoзpaсТaнi]я Il yбЬliJailиЯ ф1'нкuии. Тoчltи экстpемy-
мa' Hеoбxoди}'IЬIе усЛoBиЯ эксTpем}'}!а. ,ц.oотатоuttьlе при3ЕIaiiи сyще.
сTвoBa!iI]я эксTpeN!уil{а. oтьtсtiaнlle t{.1!iбoлЬlliэгo и I1аиlirIlЬil]eго Знa.
uени ri непрэpьtвttоfi lta oтpеэKе ri'r trкuit:l.

28. Исследоваlllle функций нa эllстpell),t{ с пonroщЬю прo!lзЕoд-
нЬtх вьIсlI]егo пoрядкa. IIсс.rе.iоsэrtlte,jl.,'нitцlll"i I{a вЬiП:i}i,]oсTЬ и Bo.
ГI-tyтoстЬ. Tоuкti пepeгиба. Aсrtltп.rотЬ1 lipltDЬIх. oбщая схelv{a пoсTpоe.
ния гpaфиi{oB ф1'нкllтrri'

V. Beктоpньrg и кoft!п,liеltснЬle функциrr дейстэитeльнoго rleрel\leнногo

29. Bектopшая tb}.нкцrlя сIiaЛяpНoгo арг}'I!{енТa. Пpoизводнaя, ее

геoмеTрiltiескlt ri l-t l'tехeни.Iескii ji сt't r.lсд,
З0 Пrnлrlотtrttqecиt_-. ----i-..'.г-. ---'.:1е \'paBi{е!I'lя lipiiвoll на IтЛоскoстll II в IlросT-

paнсTBе. Btiнтoвaя "'lliнtlя. ItpttвirзНa ll.ioсricli и ПрoстрaliсТвettнoii кpн.
вoit. Эволlотa ll эвo.lЬвеIiтa'

31. i(оrrп'.lекснЬIr ЧисЛa. I,l:i itзoбpa;ltе]l'iэ IJа п.'ioскoстIl. ,'].o-1],''rь

и epг}in:еaт Iiol.lilЛеliсtlогo .rrrслa. Aлгебраt!т{ескaЯ, тpllгollol.{eтptiЧеская
It пoкa3aте,liЬiiаЯ фoрп,1ЬI l(o}'1гtЛексI]oгo.;ислa. oпeрaциIt Itaд кor,tп.

ЛексI{ЬIпlti tillс!.Iа -\1Il. Фop l't yла,\11.а вр а'
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* 32' /v1ноioчлеIl в t(o1!i..еl'снoli oб'lасти. Теoрeмa Бeз1,'
33. liэi,.ни .',1НОГ]].].,:: o:..:с зная теcpе.''Iа aлгeбpьr' Paзло;кeнlrе

lr'lioгoЧJеijа с деiiстзii;с-.:"i'ь:::;i \oэi.Ф;]цIiе:lТаliи нa лиirеiiньlе }1 iiBaд-
pаТrIчНЬIe i'iloiliиTе"'llI.

34. I(оl.'rплeксньte фуtlкпltи деtiств;Iте':ьнolo iтеpеМе}Il{oгo, их дi;l!-
феpэнцllpован}tе. ФopI'{},Лa Эti"rеpa.

VI. llеопpедeлeнньtй llнтегpaЛ

35. ГIepвоoбpaзrraя. I-leoпpeде,тенньlii !tllтегрa,1. егo сBoйстtsз'
Тaблtrца oснoBllьIx фopмул I{нтегpиpoваllия. НепoсpедстBeнIloe иllтег.
р;lpoBаlIliе. I,lнтeгpиpoвaниe пo ЧасTяМ и пo.цсTaнoвкoй.

36. I4нтeгpиpoвaниe paциoнаЛьньlх функциrt пyTeM рaзлo}Ke}lrlЯ
llа прoстеtiшие дрoбti. Интегpиpoвaнtte вЬIрaжеllltli, сo;IеprкaЩиx три.
гcно..'IeтрilЧеские фr-нкшии. i,Iнтегрирoвание IleкoтoрЬlx ирpaциoIIaЛЬ.
н 5lх B Ь]р lj ;+'еtj ;i li. J Iспo.rьзовeнIlе тaбJнц Il}lТегpa..IoB.

VI t. oпpе;rе.reнньlй ннтегpал

37. 3aдaчlr' пр]tвoдяllllle к пoliятию oпpeде,jtеI{I{ЬIx I,Iнтeгpa.lтo]].

oпредe'rеннъtt.i пнтегpaл I{ак пpеде,l иtITегpaлЬнЬIх суMм. oснoвнЬie
сBoиства oпpeдеЛe}rнoГo liнтeгpaла'

38. ПpoизвoднaЯ lrнтeгрa"rlа пo Bеpх}Iеr'y пpедe,tу. Фopмулa lIью.
тoilа-Jе l.lбlIIIца.

39. Bычислeниe oПрeдеЛellttoгo иHТeГрaла: IIнтегpI{poвaнilе lIo
ЧастЯM I] пoдсTaнoвкoй. Приблихreiiнoе BЬIЧilслeние oпPедеЛeннoгo иti.
тегрaЛa: фоpмульt пpяil,roугo'lЬ}]икoв, тpаneций и Сиltпсoнa'

40. Пpилoжение интегра.IIoв к вЬIчислению плoщaдей п,tоских фи-
г}'p' д".Iин дуГ криBЬlх' объer,Ioв те"1 и пЛоIilaдeй пoвepхнcстeй вpащe.
н ltя. Фirз ич ескиe пр tl.'lo jl'. снil я oп pедeЛен lloгo !{нтeгр aJа'

4l. НeсобствeliнЬIе интегpа:rьl с бескoнеЧi{ЬIl'tIl rIPедеJlaLlи. Еiе.
сoбственtlьlе иt;Teгpа.lIьI oт неoгрai]lIЧeнliьIх функший, oсltовt.tьiе свой.
ствa. Aбсо'.lютI{aя и усJ1oBнaя схОдil]"1Остll. Пpllзнaки схo,циr,1oсти'

VIIl. Фувкции iteснo,]ьких пеpe]llенIiЬlх

42. Функuии liескoЛЬIlих пеpеМе}II]Ьlx. oблaсть oпредeления' Пре.
дe.r Ёpуirttциrt. HепpepьIвнoеть.

43. Частньlе проl,lзвoднЬIe. Полньirl дифферeнuиaл и егo связЬ с
чaстнЬIl,1ii пpoиЗБor1IIЬIМи. Ине,apиaнтнoсть фopмьt пoлt,Ioгo лиффеpеlr-
цIteла. ltaсатeлЬIIaя лЛoсI(ость 11 нopl{аЛЬ к пoBepхнoсти. Геortетpиве-
ский сr'I ЬIс.'I пoЛнoго дttффеperrцrtaлa.

44. ЧaстиьIе пpoиЗвoдllЬIе и пoЛI;Ьle диффeрeнuиaлЬI вЬIсшиx пo.
рядкoв. Фopмулa Тeirлoрa.

45. llеявньlе фyнкцllrl' Tеopеltьl сyщесTвoванIlя.,Ц,иффеpeнциpо.
вaние }IеЯвIlЬIx функuий.
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46. Эrrстpeмyмьr фyнкции HeскoлЬких IIeремеlltlЬlх. Hеoбхoдпl'loe
yс.цoвие. !.oстатouньIе усЛoвия,

47. УслoвньIfr ,n.,p.*у*. .&1етo.ц мнoжитeлей Лагpaнх<a. ;.'

IХ. oбыкнoвeнньtе диффeрeнцrla.'tЬные УpaBнения

48' Физическlle зa.f aЧli' приBof яЦlliе к lиффеpeнпl]a'1ЬllЬIl\,r ypaв.
нeI{Ilям. .[ифференuиaлЬнЬIr урaвнeнIIя пepBoгo пoрядкa. Зaraчa Kо.
Iши. Tеopепta сущесTBoва1lия !t едиtlстве}tнoсTи pеtxеt{ия задачп Koши.
Пoнятие oб oсoбых pеulенIlях диффеpенциа..{ЬI-lЬlх yрaвнений. oсrroв.
нЬIe кЛaссы уpавнений, инTeгpиpyемьtх в Iiвaдpатypaх'

49. [ифферeнциaльнЬIе ypaвI{еIrия вЬlсlllих пopядкoB. Зaдачa Kс.
rши. Пoнятиe o кpаeвЬlx 3адaЧах для диффepенциaЛЬтlЬIx уpавнений.
Уpaвнeния, дoпусI{aющIlе пollи)кеIIиe пopяДKa.

50' Линeйньlе диффepенuиaЛьIlЬlе ypaвнeния, oДIlopoдные !I нe.
oднopoднЬre. Пoнятиe oбщeгo peшeнtlя. tЦeтoд Лaгpан)кa Bapиацt-{и

пpoи3вoЛьtlьlx пoстoяIlI{ых.
51. Линейньle диффеpeнuиаЛЬI{ьlе ypaвнеI{ия с пoстoяtIньII!{и ко.

эффициeнтaми. Уpaвнeния с IIpaBoй чaсTЬю специaЛьI{oгo видa'

Х*. Системьl oбыкнoBeннЬIx дпффepенциaлЬItьrх уpaвнениii

52. Зaдa'rа Koши для нoрмaльнoй систеMЬI .Циффеpенuиaurьньlx
yравнeя ий. Teopемa сylцествoвa}rия tt едиllствеI{I{ocти peшel{и Я 3 a Д'a.|Й

Koши. Мeтoд исклюЧeния. Bектoрнo.мaтpиЧнaя 3aписЬ Iiopмальнoй
систeмЬI. Структypa oбu:.егo рeшeния.

53. НоpмaльнЬIe систeMы линеtlньlx диффеpенuиaЛьI.lыx yрaвнe.
нtlй с пoстoянньrми кoэффициентal{и. Pешeние в сЛyЧae пpoстЬIх кop.
ней хaрaктepистllЧескoгo ypaвfleния.

54. Пoнятие yстoйuивoсти peшel{ия систеN,tы .циффеpeнциaЛЬIIЬIх
ypавнeний (пo Ляпyнoвy). УстoйuивoсTЬ peшения систeМЬI лltнейньlх
ypавнениli с пoстoяIlIlЬIмI.I кoэффliциентаlIlr. Tипьl тoчек пoкoя дЛя
системЬI,Цвyx yравrrений.

55. He"'rинеiiнЬIе авToнoMI{ЬIe систeМЬI. Пoнятиe o функuии Ляпy.
нoвa. ФopмyлирoBKa теоpel\{ЬI Ляп)'tloвa o6 yстoйнIlвoсти.

ХI. Числoвьlе pядьt

56' Числoвьie pядьI. схoдиMoстЬ Ii с.YN{п,{a pядa. HеoбхoдIlr,loe yо.

лoвие сходil}toсти. .ЦеilствIiя с pядaMtl.
57. Pядьl с пoлoх(иTеЛЬI{ьlп{и ч.]IеI{аN{и. Пpизнaки схoди}(oстiт.
58. 3нaкoпеpеlleннЬIe pядьl. Aбсoлютнaя и yсЛoBнaя схoдиI!Ioстt'.

Знaкоuepe.Цующиеся pя,цЬi. Пpизнак Лейбница.
59. Pядьl с кoilIплеKснЬll{ll Члеl{амп, МeтoдЬI исс''leдoвallия I{a сxo.

диМoсTЬ.
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Х l I.'Фyнкuиo}lалЬl.tьtе pядЬt

60. Cб..'асть с\с_.i.' .':,l, П.,:.ят!{е p]внoI1еpноit схolиllссти' ПpII-
знaк Beйepп.Iтрaссa. Свг,,:с' : - l- з::J','ерllo с}ioдЯщихся pядtl}J.

6l. СтепеlIilьte pядЬI. Тсс1-..::.l .i-с'lя. Рaдlrус сxo.ц!ll,'cсТr'' Cвoii-
!]вd Ll gr|сп!]br^ рnJU5.

62. Paзлo;r<енпe ф1'нкuий B сTепеi!ii:]е !я:ьt. Ряд Tеriлоpa. Пplr.
l!еI]еIlие сTeI]eIIнЬlх pяДoB к пpltб.;и;*lеннl,;]i Бf]Чiiс..lеIlil11M.

ХllI. Pядьl Фурье и лpеoбpaэoеaнuе ФjрЬе

63. ТpигонoIrleтpиЧeская сисTсlla rpуlriruriii. Pяд Ф.урье. Раз"пoхte.
ние функul.lli в pяд Ф1,pье. Форl,l5,лlrрос}ia ].сJ-iсB!,tй р:зJo)i(и\Ioсти B
сJyЧае раBнО]!Iepнoli схoдимости.

6.1+. Интегрe.r Ф1,pьe. Пpеoбpaзование Фуpьс, егo свсitствa II

пpи}''l еrlе Н 1.lе.

ХlV. Рipaтньlе интегpaЛы

65, Задачи, прItвoдяшIi'Iе I{ пo}iЯi:ilo iiратtlОгo llнтеграла' .(вoti.
ньle и тpoЁlньIе и!lтегрa"{Ьl' их oсIJotsliЬIe свofIства. Предстaвлениe oб
интегpaЛaх лlобоil крaтнoстll.

66. Bьlчис.lrение двol:tньIx !-r трoйI{ьlx инTегpaJToЕ B декаDТoBЬtх Ko-
opдиIlатaх.

67. Заlreна пeре}lеi{нЬlх в I(ратнЬIх }IнTeгpаЛaх' Перехoд oт дe.
I{аpтoBЬIх l{oopдиIraT к пoЛяpilЬIМ' ци''Iи!IдрI{Ческим и сфориuесi(иМ кo-
opдиgaта;!I.

68. Пpимeпениe кpатнЬIх иIlтеграЛoB Для BьIЧисления oбъеltoв и
плoцaдeй, дЛя pешeния заJaЧ }lехан}Iки и физики.

ХV. Kриволинейllьle и пoвepxнoст}iьtе пнтeгpaЛьr

69. Задaчи' I]pIlвoдЯiЦис к IipиЕo.1iitIеii!lЬii.,{ иI1теграЛaм. oпpеде.
ленilя IiриBoЛиLIeЙ}Iыx иtlтеграЛoB лерBОгo }I BтopОio poда, тlх oсI{oB.
ньte своliствa и BЬItlliс.,lение. ГеоlteтpllнeсIiIiе Il t{eхаljlIчесi{ие прllЛo.
)lrеIIl{я. Связь lniе;х,ty нilllволlllIеiiньt\Jи riijтегpa.]iа]'{!{ I]ервoГo и Етopo.
гo po: а. Ф о р rт ''..r а Гр riн ",

70. ПлоЦа,rь floBеРхII0сТIi. oпре;e,leпtle пoBeр.\нoстl.lЬlx I,IнTегpа.
ЛoB' их свoilства и BЬIt]!iс'.]eI]ие.

ХVl. Bектоpный анализ

7l. CI;a'iяонoe IТo.це. Повrрхностlt ц ]114|I|1|1 yрoвl,tя сIiaЛяpЕIOГo
пc.тя. ПрolIэвoдIlая пo H1прeвлеIli]ю. Гpадиент скaЛярlioГo IтoЛя' eГo
Itоoрдiiнaтнoе и t]llEа риaIiтtloе oпpеде"'jеНиЯ.
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72. Beктoрнoе пoле. Bектopньlе J1t1|1.|1|1 11 иx диффеpeнциaлЬilЬIe
ур{lBнеHlJЯ. ,.

73. oдrrостоpoнниe и дBустopOнIrие пoверхнoсTи. Пoтoк вектор.
ЕIoГo I1o,тЯ Через поBeрхнoсть. Физичeскltit сrtысл пoтoкa B IloЛe сKо.

ростerl ;кидIiости. B ьIчис.lе1I l! э пoтcIi а' Те'p...: а oстpclpа.1скогo.
7,1.,Ц.ивеpгеtlц}IЯ Ее]iт.p,]cГО ПО.-lя. eе IIнts]l]iIа1IТнCe oпpедeлeниe

и (l:lзii.iсскiiit сl.:Ь]с"il. Bьi.ll'..jеHliе ]Itaеpгсн(Пl'l. Со".tенoидальныe
(тpуб.leтьiе) по;я.

75' Ли;iеl:iньlе IlI]тeгрa.l в Bектopнori пoлe. Pабoтa си,I1OBoгo ilo.
Ля. цIrpi;}rJяIlия Ееitтopt]o.o пoля. Tеoреl'ta Cтoксa. Poтop пoля, его
кoopДIrllaтIloe ]i инBаpиaнТIlое oпредеЛсilия. Физпчeский сMЬiсЛ рoтo.
ра в пoЛе скopoстеiI. Услoвия llезaвllсllмoсТI] ЛllЕIейгIoгo интeгрaлa oт

фopмьI пути ll!{тегpиpовaFIIlя.
76. ПотенциалЬнoe пcЛе. Условиe поTенциаЛЬнOсTII IIoЛя' Bьtчliоле.

ние линеиI{oгo ll}iтегpaла B пoтеIltIиалЬноM ilo"цe.

77. Опeрaтор Гаltильтотra, oперации втoрcгo пopядI{a в вектоp.
I{oM анaЛIIзe. oперaтоp Лaпласa, егo Bыpa1l(ениe в циЛинД'pliЧеских I.i

сфeрliЧecких }ioopдинaтaх.

ХVII. oснoвrrЬIe yраBttе}Iия lltaTеDraтиЧескoй фи3икtr

78. Уразнrtrltе кoлeбaниji с'rpуilЬI. Рerпение заДaЧи I(oши t'teтoдoм

.П.aламбepа, }JeтOдoм paздеЛеItия пepel{eнI{ьlх.
79. Урaвнениe тепЛoпpoвoд}Ioсти. Pешeние ЗaД,aчИ Itoши метoДoм

пpеoбразования Фурье.
80. \'laвнeнllе Лaп.laса. Peшэние зaдaчri !пpиxле в Kpyге I!1етo.

дo},4 ФypЬе,

l(vIIl*. oпepaционнoе llсчисЛeниe

81. Пpeобpaзoвa!{иe .Папласа. oоигинaл tI liзoбpaх(elrие. Свoйст.
вa I-IзoбD а}Kеilий. Изoбp ахteни я пpoстeriш их фyнкuий.

82. Связь пpeoбpазoвaния Лаплaса с пpeodpaзoвaниеNl ФyрЬе'
Teоpейа o сBеpТке' Tеoре\la ЗаI]aздЬIBaItиЯ' теopемa o сдвиге' Интeг.
paл !.юaиeля.

83. oпеpациoнньlй метод реIIIеI{ия линеilttьtх oбьtкнoвенньtх диф.
феpeнциальньix ypaвнениЁr.

84' Приlreнениe oпеpaциol{ltoгo I{етoда к peшэнlllo уpавнениii с
ч aстi{ЬIl'1 !I пpои3вoДнЬlп4 II.

XlX. Тeоpия веpoятностей и г'reте[rатичeс!{aя сТaT!,lст}!кa

85. Aксиопlатика Теoplill веpoятнoстей. Сеpии oпьtтoв сo с;.j,тЧай.

IIыl{и исxoдаl'lи. Частoта. Cвоircтвa ЧaсTOт.

f,Iaтeмaтическaя схеi!{аTI{зaцпя слу';aitньtx явЛений. Пpоcтpaпст.
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Bo Э;1€}t€Н71pнЬIх ссбы:]::i С,-.,.::..-i:е сс'бЫтilя, oперации нaд соб5l-
тIlя\llI и oт}lоl]lеiil1я'1:... .-.'' ll:.]1 l

.1.rгсбpа собЬiТi|lt' R."'' 
".;11,'] 

J -- аl;;iтI]зr.-эя ф\HкшIIя собЬiт!:3.
AксноrtьI тeopии веpoЯтЕloстeй. Bерoятностньle прoстpatlстBа. Itлассli.
Ч€Cкг;e oпP€ДеЛeI{ие вepoяТt{ссти. Геoпtетpи.tесltие верoЯтII(]стIi.

66. oпpeделeние yслoBнo}i веpoятiroсти. HезависимостЬ сoбЬIтий.
Теоpеlra o I]oJlнoй BepoЯтнoсти. Фopмульr Баireса. Пoс.reдoвате'пьность
независиMЬIx испЬITaний, схeпта Беpнулли. ПpедeльнЬIe теoремЬI мyats-

рa_Лаплaсa и Пyассoнa.
87. oпpеделеrrиe с.lуuaйнoй велrtчпньt. ФункI1rrя рaспpeдеЛсIJия

слуuайнoй BелиЧ}iнЬI и ее сBoйствa. НeпpеpьIвньtе и дискpеTI]ЬIе paс.
пpе.цеЛениЯ. Пpllмepьr paспpеДеЛeниft: ноpмa,пьнoe, пyaссolloвскoе, би-
нol{иaЛьнoе' paвI]olиеpt{oе' пoкaзатeЛьнoе. Cовмeстнoе paспpeдеЛенlle
нескoЛькиx слyЧайIrЬIx веЛиЧи}l. Функции oT слyчaйнЬIx вeЛиЧин' FIе.
3авlIс}1\1oстЬ с.rvч aйньtх Bе.lиЧи1{. Paспpeдeленlte с)'!v1мьt 1lезаB!lсиI'ILJх
слуЧaинЬII вe,]llЧин.

88. -NlaтеlIатиЧескoе oj.iiii.1aниe, ]исперсиЯ lI др.Yгlle ilto1'lеIiтЬI сЛу.
чaйньtx ве"'IllЧrllj; llх свс,ri,lства (j.cхазaте.tьствo тoЛЬкo дЛя дискpет.
ных вe.lинин)' Ковaplrация, кoэффпциент кoррeЛяциI,i.

89. Зaкoн бoльшt,tх .lисе.l. Hepaвенствo ЧебьlшеBа. Зaкoн боЛь"

tIIих tlисe'ц дЛя пoследoваTеЛьtioсTи нeзаBисиМьIх слy.lаitньtx ве"I1ичиtI.

Tеopемa Чебьlшeва.
90. ПpелeльнЬIe TеoрeN,IЬI. ХapaктерtlстtlЧеские функuиlt п их свoй.

ствa (TeopемЬI o BЗаиl,tнo oдIlo3нaЧнoтt,t и нeпpeрЬIBlro}t сoотBeтствl'Iil.
хapaктеpliстиueских функциil и фу}rкциil paспpеделeния). централЬ.
нaя прeдеЛЬтlaя TеoрeNIa Для сyмl4ЬI oдиllакoвo paспpeдеЛеIrнЬтx сЛa-
гаeMьIx. Teoрeмa Ляпyнoвa. Tеoрeма Xинчинa.

9l. Цепи Марковa. oпpе,lеленпe. Bеpoятяoсти перexoда. Тeopемa
o пpедеЛЬl{ЬIx веpoяTнoсТях (без дoкaзaтe.:iьстBa), Bьtчllсленlte пoе.

дeлЬIlЬI.t веpoятrioстей. Стaцtlolla1lное расЛре-1е..lениe.
92. 14атематиЧесt(aя сTатIiстиttа. Bьlбоpкл. Toчe.iньtе oцeнки нeиз.

вeстньIx паpanieтpoв paспреде'тения пo вьtбopке' I1oI{ятIlя сосToятеЛЬ.
нoст'I и ttесЬreщeнIJocтll oцеlloк. Пoнятиe o дoвеpите,'1ЬtlЬlх и}tтrрв 1.
Лax и стaтиЧескoй пpoвepке гиIIoTeз.

93. Э.lrемент.ьi lioppеляциoннoгo aнaЛIlзa. oснoвньte cвoiiствa pе-

гpессии. Уpaвнения "ltинеt-.tнoй peгрeссr-Iи. Teснoта свя3l{ и еe oце}l]<l
пo кoэффициентy кoppе.цяциlr' Понятие o нeлинeйнoй peгрессии. Kоp-
реЛяциollнoe oТIloltiе}!ие.

ХX. oснoвньIe числе}rные }lетoдЬt

94, AлгopитпrЬl и иx свoйствa. Блок-схеlrа
тplltЬI вЬlЧис.пиTелЬнЬIх пpoцессoв.

95. Пpиблиrкeние ф).}iкции l,lнoгoчЛe}loм
квадрaтoB.
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96. Интеpпo,-lяция. ИнтeрпoЛяциollнЬlii мItoгoЧЛеI{ Лaгрaня<a. Ли.
нeiiнaя Ii riBaДPaтиЧнaя }lнтeрпoлЯцпя. Koнечньte paзнoсти и их свoii.
стBа.

97. Peшение ';lинейньlх систеl{ мeтoдolt Гауссa-)l(oрлaнa. oбpa.
x{ен}!е ]!raTpliц Il вьIЧriсJенIIе oпpe']е..lllте.rеii по \leтo.]}. Гeусса_Жop.
,цaнa.

98. Итeраutrt,'.IIiьiе ]1етОдЬl реLUен!Iя уpaвненi,Iй. Поtiятие oб итe.

p lциoHH Ь!х liеТО.]':l \ i]qш(H и я сl,тстсtI }.рa вHeH II й.

99. Численньtе ]\,Iетс1дьI pешеI{llя 3аД.aчli Kоiпи д'ля oбьtI<ltовснногo

диффepенциa.пЬrioгo ypaвIteния пеpвoгo пopядKa. ,l!1етoд Эi,tлepA и сГo

мoдификaции. .N{етoд Pyнге__Kyттa.
l00. Пoнятиe o MеToдe сеToк pеixениЯ кpaeвЬIx зaдaч Mатеl!{aти.

.lескоii физики.
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2. Ефийoв H. B' KЪадpати.rньle фopмьl и il{aTpицЬl.-М.: Физ.
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l\1 Етoд }i ti Ес ii ! ] | \. i''. З 1. ;- : i ii il -З i ; ] :iЧ Е :i i,l Ю !ii. Г Сi
с 3Ll:.. .- i'Я'....l J г-.'.r \l 11 i. ]'э

I(i'pс вьrсurсii ll,iаТi]:il:alill,'il D:rз(.)i;т ]ie .г! j;:j. i] ]l., iiI..Тl.i. !l liОт.Р-'I:i
:il]Ь: ,.,-1i)сб::Ьlе \.triаl:]rjIl'i ..iиIсГaТ}.рt,], p..il;'.;rI! l)'L:)i,jii r ',i ]:l)t;+li,::I.

l]..2'-l3Ч д.1я сa}1осто9iTe'j1Ьiloго pешсч!]я. Ilrlltеilа B I.'3?..i1-ll]].i!l:i}i C:iilб-
I{а\ [ ] ознаuают пt]с0бIlя il3 IтpиBедcЕIР;oго вЬтille L^пискa лl.lTеРa3т\".

PьI: нal]риNtеp Ii] обoзнa.iaет уЧебник j{. B. Беiiлel',l}'ll]JеBа и т. Д..

B сл1.uaе tlеoбхoдI{м.)стll по riеIiотo)LI}I вoni]oсаt{ дaI!ЬI lloЯс}iе:iiiя,
]oпo Jlil яlощI{е tl атepll a.[ рe!{ortеliдуr}.{ьlх 

.!1 oсo б,I й.

B кaх<дoii те\{e прliвeдeflЬI BoПpoCЬI дJ.Iя самОIiрcвер]{!l. УIiaзанo
тaкiiie' IIОсЛe ljзyЧeния i{aкиx теМ сTyдeirT дoЛ'{еt{ вL.iЕo"{нi{ть oЧерсд-
}l}'Io I{cI.lТpo.IIЬIryю рабoтy.

Пpист1.пая к !I3yче}Illю куpсa вЬIсшеit ъlaтемaтиtrи' студент дo.i]-
)liен пDotiиТaтЬ из пcсoбия [l1]' s l.1_l'з. Talt сн нaйдсT oбш1ую xa.
рaктерlIст:1!iv предl!етa '''1aте}raт]]к!i' Еra-ga.]ЬнЬIе сBе]сij11!: l{З тrop!{и
1.lнoiiiестB II IleкcтopЬle IJaЧa.1ЬнЬ]е r,!oнa1Ия о сI]:JtC.1ике I"ilTемeтI:I:lе-
скoii ЛОгilь:ii, IIспc']Ьз\'е\{Ьlе в дaJЬнeitшe\.! иA проТя)кt]н!l}l ьссгo liуpсa.

B поссб:ltl [9..! rlмеется дОЕoлЬнo большое числo реLiiеiтllЬtx Зe-

дaЧ' с кcтОpЬll'lи стyдеI{тY рeI{oi!еIiдyeтс'I пo3}Iaкo}iитЬся прi,i II3учеI];li,l

сooтBетсТB).Io,J{еic I\I aтeрIiаЛa.

TЕi{A I' BЕктOРI]Aя AЛгЕБPA

1. Bектоpьl

Л итеp aтyр a. [1], г,'I' l, $ i; [3], зaдaЧ}l 761,764_777,785,
786,79О' т92,

Пillt рсшении зa]aЧ IIз [3] слeдyeт yЧeсть oсобeтlнoсти Ilpиr!еi{яc.
птoii Та:'i тер\тIjlio.loгIIтl. Пoяснeнlre Bсеx TеpilIиl-loB' I'lспoЛЬз}'е}IЬIx в зa"
.[3ЧAХ, lr,I{.}ii'tIО i]а1lТli Bo Dст}.пi]те.lЬгiоi ЧасТIl riaxiдoio пaрaгрaфa'
t( коTОPo\ii' оT!]oс!,iTся дзti;jaя 33,]..чa. oсoбое вl]il}Iaн11е слeдyет yдe.
Л']тЬ Bстyll'1c}iияrl Ii $ |,2' 27' 29' э0,

2. Cистепtьt liоoрдli}raT

Лlrтеpaтуpe. [1], гл. 1, $ 2, п. 1-3; [3]' "aдаЧlr i50_752'
778, 779, 1-25; z\\-49, 86-115, 719-725, 735-742, 745,746.

3. Caaлярное гlpcllзведeниe векторoB

ЛитеpaтуI]а' [1], г'r. i, $ 3, п. 1; [3], зaлauи 795-83iз,748,
749, 753-76О' 780_784. 5З_58, G3-B5.

Д,, B:ктоillтоe

Литерaтypa'
8a9; [1]' г'r. 1, $ 3, п.4;

o^

}l с}{еша!l}loе r]рои33едеtii.lя BсiiтoрoB

[i], гл' 1, $ 3, п. 2,3,12; [3]' зaдa.rи 839_
[3] , зaда.iи 865-87 l.



5. oпpедeлttте;lt! второгo lr Tретьегo llopядl(оB

"l.lитераTypa. Il], гл' l; $ 3, п.5-9; [3], зaлauи i204--
1209, r2r 1-125!, E50-864, 116-126, 873-878.

6. 3arteнa базi;сэ t; с!tсT!.:!:ЬI ;{оoр;l.:fiaт

Литеpeт]iра, [1], г; i, s\.i, п. 1; [3] ' з;]J.а.]ii 787-789'
793' 7Э4.' ii], г'r. l, $ .1, п' 2' ;j; [З]' задatlIi 127-141.

7. Псляpшьlе, цr{Ли!{дpllчес:tие и сфeриuесI(liе кoоFдllНaТЬt

Л итеp aTyp а' [1]' гл. l, $ 2, п' a, 5; [3] ' зaдaЧil 26_28,
42, 43.

B опpосгl дЛ'l са}'lопрОBelIi iI

1. Liто нaзьtваeТся веI{тoрo\{ Ц },ioдуjlеl'I вект.opа?
2. Kattl;е Br!iTорЬI нaзЬlвalo.i.ся l{o.'iЛiII{еapнЬ1\Iи' l{c\'iIlЛai{aрIiЬI\i!{'

Daвньtl,lir?- 
3. ,trloгут л14 ДBa вe]iтopa' иIlеющ'Iх равllьIr МoД)',li,' бьIть нe pаз.

ньtми? Ес.'lи дa' тo Чe;\{ oнr1 l{oГyт paз.itluатьсяi,
4. Bсе векторЬ1. и11eюu{Ile oдtlil l{ тoт )*(е \,1c:у.'Iь' oтJо)liеt{Ьl и3

oднori тovки ,4 пpoстpанства. Гдe нa.\oдятся ItoнцьI этIlх вектoров?
5. Iiакие ollераtlи.{ }lад вектopa11и !JазЬlвaюТСя.rlIItеilньllttl и ка.

кoвьI своitства этих опеpaций?
6. Чтo назьIвaется бaзисoм нa пpяl'tоir, Ilа пЛoскoсTII и B пpcст.

оанствe?. 
7. B какol4 слyЧаe EeIiтoPЬI нaзЬlвaются лltнeЙнo заBисиil,!L-]14и It B

каKoп{ - линейнo независимьiми?
B. ,Цoкaх<ите, .lтo "lllнеIiнЬI}I oпeраЦияr't }Iад ве(Toрal{и сoотBет.

ствyIот такие )ке oперации нaд iiх Еci{пoltентa\ти (кooрд.иiraтаN4II) в
нeкoтoрoer бaзисе.

9. Kакoй бeзис назьtвается oртo}Ioрrtиpoвaнньiм?
l0. Kaк oпр0деЛяeTся деKaртoвa сисTе}ra коop.п.пliaт?
l l. Iiак ЕЬIра)каЮтся кoopд}IнaтЬI Bектopа чepeЗ кooрдIiIiaтЬI eгo

начaлЬIroй и кoнечнot.t тoчек?
12. Bьrведите фoplrульr деленI.'tя oTреЗI(а B ;lai]lIol'! oтнoillеt.Iиlt.
13. Центрort Tя}кeсTIi тpеyгoЛьllикa яB.тIяется тoчкa пересечeния

eгo }vlедltа}l. Bьtведитe фoрrr"vльl, ijЬlpaiiiaюЦие lioор;il]flать! ЦeнTpа тя-
)кести тpeугcJ.]Ьill,lка 1IеD.]3 кoop'цiiн aт Ь1 егo вeрrlj rll].

l4. Чтo нaзьIBаеTCя CIii};'IЯpНЬl\f пpoilЗBrдei'Iиеlt дB\.х BеliТoрoBt iia.
кoвЬt eгo свойствa 11 к:iК ОI.Io вЬIpаiliается (iеpез liсoр.li!tIаТЬI векторОB.
сol,tнo >'i ttте"'iеti B oртoнi] р rr ljpoB aннol{ б аз исе?

1Е ?''.^-.'^^ д^^.'tD. t1ЬlЕедr1Tе QopliyjiЬI JЛя д.:!]!l{ЬI Beliтoрa' угЛа iliеji';д:/ дв]:)iя
веItTopa\Iи II рacсТoяHrlя r'Iе;i.iд}i liBу}'iя тоЧкa}Iи в ,lекаpтовoil пpя\1,].
угoльноii сLiсте\,Iе кoopДинаT.

16. Что нaзьiваeтся BeкTopнЬiм пDoI]ЗBеден1lе1I lfBJ\'Iх BеiiТoров! iia-
I(oBЬl еГo свoйствa и !(аii olio г]ЬIрaiiiaется Чepeз I{oop;1illiaТЬl вeliТО.
poв.сo1,{нOiкi]Tе.ltеit в o1iтоноp}'!ill]oвaiiнorт базuсе?

17. Что нaзьIБaeтся с}IоiIIaltrtЬI\l лl]ollзЕеденIlеrr Tpех ;эI{тсрcв' i(a.
Koвь] еГo свoll1ства и i.(ак o1lo вЬIра)l.:aсTся liеpез itОopдиI{aтi]'l веl'тoр'ts.
сoмнохit,tтe''leii в opтопoрr'IиpoBaнlloМ базисe?

1B. rIто flaзьIБае1.ся oilpедеJIiTеЛеr,t (.neтеpr:liнантort) втoрoго lt
Tpетьегo IlopядI(oB' кaкоBL.I иx своitствa tt способt,l вьI.Iltс,,lеltl,iя?
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19. I(ак пpeoбpaз1''ю:ся ;:: -1:riнe jьI tsе{тopа пpп зal.тенe б:з;:::
пpoсТpaliс:Bз { п.'tоскос:;:' :

20. Kакоч}. }.с.loэ:::-] : .:;:::lЬr }.f О3.lетЕopятЬ }ioэРдIТнaтЬr т;].-s
BeкTоpoв' чтoбьt иx tтоli'но бl.i":о прIIнятЬ зa базис пpoстpaнствa?

2 l. Kaкoвьl фopм5.",1ц прeoбрaзованIlя дeкapтoвьlx пряМoyгoJЬI]эj\
кoop.lиI{aт Hа п..loскoсти;

22. oпишитe пoЛярнyю' цп,Ilиt{др}lrreсKyю и сфepиuескую еIlсте:'l'li
iiooр.]lIнaт.

TЕjllA II. пoBЕPxI{oс.tИ LI tr||4flИИ

t. Уpaвнeния в декapтoвых кoopдинaтax

Литеpатypa. [l], гл. II, s l, п. l; [3]' taдaqи 157_162,174-
l97,885-887,891_909; [lJ, гл. II, s l, п.5; [3], зад,ачa 9i0.

Pекoмендуется pазoбpать приtrep l в S 10 и peшeние зa.цaЧи 888
в [3], a Tаii)Itе решregия 3aдaч 37_39 и 4l в [9], u. I.

2. Пapaметpиqeские ypaвflення линий и пoвеpxнoстеli

Лнтеpaтypа. [l]' гл. II, $ l, п.3; [3], зaдaЧи 201_2О7,2a9;
[l], г,r. IТ, S l, п.4.

Peкoмeндуется paзoбpать pеIIJeния зaдac 52_56 в [9] ' ч. I.

3. Aлгeбpаrrueскиe линlll{ t{ пoвepхнoсти

Л итеpaтyра. [l]' гл' II, $ l, п' 2.
Испpавьтe ollеЧaткy в гл. II, $l, п. 2 пoсoбия [l] (a.е tlз,Ц., l980;

с. 42, стpoкa 14.я снизy)' Bo втopoм olтpедeЛеIiии нaпltcaнo.. aлeеб.
pаutiескoti noвеpхttoсTью }1а плoсKoсти..' Cлел,yeт читaтЬ: ал?ебpаuчe.
cкoй лuнцеti }Ia п.цoскoсти...

4. Плoскoсти и пpяfrrЬte

Литерaтуpа' [1], г'т. Il' s 2' 3; [3]' $ 12_15' 38_43, 4б.

5' Линии втoрoгo пopяДi{а

.Цl,Iтеpaтypа. il], гл. III, s 1,2, п. l; [3], зaлauи 385,397'
з9B,414, 460,472' 509, 512' Il], гл. III' s 2' п.2; [3]' зaлauи 5l5,
516, Б22, 526, 530, 532, 54|, 542. Il]' гл. III, S 2, п. 3; [3]' зaдaчI{
585, 588, 591, 599, 600, 607.

6' lloвеpxнoсти Bтopoгo пopядкa '

ЛlIтеpaтуpa. Il]'гл. III,5 a; t3i, зaдаЧи 1084, 1096, 1153,
1lб1' 1155' 1179.

7. Урaвнение ли!Iии в пoляpяЬIк кooрд}lнaтax

"П итер aтyp a. [4j, гл. I, $ 10, yпp, +|-45; [3], зaлalи 163,

166, 208, 632.

2B



BoпpoсЬI для сaмoiIpoвepки

l. Kaк oпpeдeляются в ана''lllтиЧeскoй гeомeтрии Лtlнllll, пoвepx.
нoсти pI дpyгие ]!ttlo}кестBа тонeк? Пpпвe/ците IIрiI\iеpы.

2. Kaк Мo)i{нo нaliти тoutiу перeсеЧе]ii:я -iв1..х 'rtlнllit I]а плoскc.
стiI' Tpех пoвepхнoстеfi,..lIiI]Тi1l lI позсpsнс.с-i:l? Пp;lве.itте приe{eрЬ!.

3. Kакoвa харaIiтeрНая особеннlсть i.рlD:iенIIЯ LIl,l]iнlpliЧескoи
пoверхItoсTи с oбраз1'toЩrl1{и' пepаJJe"lЬriЬl\1I1 oднoй Ilз iiОoр-].I,IHaт}iЬIх
осefr? Пpивeдите I1римсpЬl.

4. oпиrпите aaрaМетриЧeсltt;й спoсоб зaдaнIlя лиllтiii тt пOBеpxнo.
стей. ПpивeдllTе пpиlrеpЬt.

5. Kакие пoв6pхнoЪти и лIitIии нaзЬlвalотся алгебpаttuесi.lими?
1 lриBедитe npиI\{eрЬI.

6. Чтo нaзьlвается пoрядKolт aлгебpaиueскoй лиIrltlr rt а'rгeбpаи-
uеекoli пoвepхнoсти? Пpивeдите ITриllерЬI.

7. ,II,окa>ките, чTo пЛoскoсTЬ ЯBляется пol}еpxнoстЬю пеpвoгo пo.
рядкa' а Ilpя]иaя I{a пЛoсKoсти _.циниеit ileрвoгo l1oряДIra'

8. Чтo назыBaется IIaпрaB^ЛяЮщIiпt Beктoрo}t пряl'lоri }l нaпpaв.
.'Iяющи}lи вeктopaми пЛoскoсTll /

9. Пoкажитe' Чтo вектoр |eB, А) ЯвЛяeтся нaпpaBЛяющим Beк.
тopoм пpямoй Ах+ Bg + C :0.

10. Kaк записьlвeюTся пapaметрIiЧeскиe ypaвI{енI,rя прямoй Ii

п..lоскoсти?
11' Чтo нaзЬIBаeтся уГJ.IoBЬтM l(oэффициентoм пpямoit нa IIЛoсI(O.

сти и кaкoв егo геoмeТрI-lчeскийl сMЬlсЛ в дeкapтoвoй пpяl,IoуГo'{ЬнойI
cистeме коop.Цинaт?

12. Kaк зaписьIBaются ypаBнeния^ прямоii, пpoxoдящей Через две
тoЧки' в прoстpаItстBe и нa llЛoсKoсти.

l3. I(ак заI1исЬlBается ypaвIrение плoскoстI'' пpoхoдяЩei,l Чeрез
тDи зaданньIе тoчки?. 

l4. Kaк вЬlчисЛяются угЛЬI l{eifiдУ двy\irя пpЯIltЬIми (нa ПЛoCКoCTl{
Il в пpoстpaнстBе), Ifе)кду Двvмя плoскoстями, Mеi"к,ц'y п,lloскoстьЮ и
пpяlloй?

15. Kaковьl vсЛoвItя пaрaЛЛельнoсти и пеpIIeн]цикуЛяpIloсTи двyх
пряI\4ьlх (нa п,пoскoсти и B пpoстрaнствe), двуx плоскoстсй, пpяr'rой
н плoскости?

16. Kакoв гeoNIeтp}IЧескиl,",t спlьtс.ц нepaвенстBа первori с1епенlI с
.]Bумя и Tремя IIеpеN{еItI{ЬlMlt/

17. I(аковьr кaновiirleские ypaвнеI;ия э''IЛипса' гипеpбoльr и пapа.
бoльI?

18. Чтo назЬlвaeтся фoкусaми, дllpeктpllсaN{I{ и ЭксценТрllсllтетoiи
эЛЛI-iпса, гипеpбoльt и пapaбольr?

l9. Kaковьt геol,IеTpI'IЧескltе свойствa зЛJ]1псa' гипeрбо,rьI }I пape.
бoльr?

20. Чтo нaзЬIBaется aсимп'l.oтaп1и гипеpбoльl?
21. FIазoвите Iloвеpxl{oсTи втopoгo IiOрядI{а и

I]ичeские урaBI]eFIия.
22. Пpиведитe приllеi]ЬI ypaвпeнпй Лltниit з

нaтax.

I{aпlllllиTе иx Iiаiio.

пoляpнЬlх кooрдlI.

Пoслe изуuегtия тetvt I, II вьtпoлнlтТe rcoltTрolxbнgto pабoту 1,



Ь.l-'
TЕ]1.\ I I I' ЭЛ Е.\1 Е I-IТЬI J I iFiЕ i,,{ijoи Aл гЕБРЬI

1. 1itaтрriuьr tt .:ill;еi:ньtе oпеpацlIи !raд r.I}tiЧи

Лнтеpeтуpa. Il], г.l,'i..:ii: [Зl. ч. I. зaдaчи 394, З95.
Опеnациа сЛo;'liе}!l,lЯ \Iaтpиц l.1 \-]'ijj']i]rr.НIIЯ }1aтpиц],I на Чис.qo нa.

зЬ1aаюТсfl лtiнеtiньt,lttL. Линеitньtе oПерa]1jIi ]jз-]' rIaтрицa!Iи облаДаtcт
тс::ir jj\е сBoi1стtsaми, что lt.rинеi'нIjlе oпеJ|rЦijii над вектоpaми (сlt.
[ll's 1' п.4, прeдлoх<eние l).

П;нятilя }IатрI{цЬI It лlrнеi,tньlх опеpaIrItй на.1 1laтp11ца}lI{ paссN.la,I.
n;:з;.]]:с;i !1 в pя.]е дpyГиx пoсобtlй, IIaпpi]llеp в [10]' s 3. B 12]{: 7i l:;j]. [.1l (гл. ХХI, s 2' 4)' a тaк}i(e в [9] (v. I, гл.4, $ 2)
}l;Тp;il]:];]зi:1:]Я B сBЯзи c линetlньtlиlt преoбpaзoваllияl,Iи' кoTоpЬlе
б1';i'т itзi.'tl;ьl Я ilo:l]]'ё.

2. oпре.1елllтелп

Л и т e р e T ],'p a. Il], г.l' \', ь\ 2; [3], за;aни 1252-1256; [9],
.t, I. за:ачti 337-390.

Gпpедeлите"rи I.IaзЬItsaIоТ тах:*tе derep.,l!!jНQ'i:та.1:!!' Стy.:'ент ylкe
3нaIi/.-l},t с oПреде.:lI1Теляltlt 2-гo и 3-io поpядltов (,ret.ta I, п.5, с.27).
Теперь oн знaко11иТся с общltм пol:ятиеМ oтIpeдеЛи'I.eЛя (n-гo пo.
pядкa),

Peкоlиeяд1'етсЯ paзoбpатЬ в [9], u. I, peшения зaдaн 383, 334,
386.

Пoнятце oпpедеЛ!]TеЛя paссiitaтр!ltsaеTся тaк}I(e в [10], $ 1,2.
oчень вaxrнo хoрoшo ycBoliТЬ сBoйствa oпpедe.lитеЛей, так кaк

без Ilx пDиrtеI{е}II,{я практиЧесI{и llеBo3п{oх{нo вЬIrIПс.цятЬ oпpедeЛитеJlll
BЬIсlIlиХ пoрядi{oв (вьIше тpeтьегo).

3. Cистеltы линейньlx ypasнений. Прaвилo l(paпrеpа

Литe pаT}'рa. [l], г'r. V, S 3; [9] , н. I, зaдaЧи 391_393.
Пpaвl,l.'lo Kpallеpa paссмaTрI'iBаеТся тaii}кe в [ l0], $ a.

4. Paнг elaтр}tЦЬI. Теoремa l(poнекepa_Кaпелли. llleтoд Гayссa

Литеpaтуpа' [1], гл. V, $ 4,5; [9], u' I, зaдa.Iи 43ь_437,
441-443. 446. 447. 419.

Л'!.aтерt,taл этoгo i]1,l1{ктa ип,Iеeтся Такiliе в [i0]' s 3' 4' Peкoмеtl.
д.Yeтся PaзcбpaтЬ в [9] ' н. I' решeHия Зaдat{ 428-4з3, 438-440,
444, 445.

Эс}феrtтпвньirl l'iеТoдcм pешеIt}Iя и iiсследoBaIlия сuоTеl{ Лllнefl.
IlЬ1х }'i]aвrielii.lfi является Lleтoд исI(ЛlоЧeI:ия неизБrстньIх, нaзьlвaемьlii
тaкя<е ltетоОoм Гсtgссa. oн сoстоит B тol,I' qтo дai]ная сисТeмa ли.
неiiнl.lх }'patsIrений пpеoбpaз1 ется B paBHoси'-]ЬЕ1.ю eй систeмy специ.
а;ьI]ОГ0 Bидa' KoToрaя Лeгкo l.iсс"цgд}.етcя !,I peЦjaется. ПplIittененlIе
It1етoдa Гaуссa llэ 3aB]tсl'lТ }lit оТ ЧiiсЛa урaвнeнliй' нl1 oт Числa неи3.
вес,il!ЬIx B сI.стeNiе'

30



Cистеl'ty /7? ',tинеiitIЬlх yравнeiIlrIi с /? нeIiзвестllЬIllli .f,l' Xz, ,.., Xв

в oбшiеl"l Bиде r{o)кtto зaпllсаТЬ тaк:

алхl* аехz*'. '* аtnхn:
сlzt \ * а22 х2 *' ' .* aзl .{n :

.lDti 
'1 

-I r]:]]2 х2 ...l- uь|]t ,|n 
- 

UnI'

Где o;i - кoэффu||t).eнTbL, bi __ ссoбсОНbie Ч]€t{bL,

B дeльнеiirлeilr п{ОгуТ Bt.TpeТI,iТЬся и тal{llе oсcбЬiе уpaвitен!tЯ, Bсe
коэфtрициептЬI кoтoрЬiх раBIiЬI ItyЛIo' Т. е' }.раBiIеttl|'1 еlJАa

0.x1.r- 0' хz*.. .f 0..r,, : 6. (2t

Если в yрaвнei]иll (2) сaoбoдньr;i rtлeн oTЛичe}I oT H'vaтя, To е\I.v нe
yдoBJIетвopяIoТ 1Ii.IIiаI{ие 3t]aЧенi]я нeil3BeстIiЬ1x. Сtlстеl,la yрaвнеltий,
сoдеp}I{aщaя хoтя бьt oднo тaкoе уpавнеtI'Iе, нeсoBl{естнa. Еслlt ;кe в

уpаBI{eIIии (2) свoбoлньtlit ч,tеtt paвеir }iу'1Ю, To еr4y yдoB"{eтвoрЯюT
ЛЮбьlg 3g3чg1iцo l{еl,l3ЕесT}IЬlx-yрaBнеIlие яBЛяется тoхiдесTBoi{.
Уpaвнеtlliе-то){дестBo ltloi}(I]o удaЛrlTЬ из систе}1Ьl: oстaBuIIIеся yрaв.
rIенltя oбpазуIoт систе]vIу' PaвнoсиЛЬ!Iую liсxoд}toй. B дальнеiiшем
ураBпеuия-тoхtдества бул.ем ilpаткo об03HaЧатЬ сI]l'1вo.;]o\1 0:0.

ЧтобьI пpeoбpа3oвaтЬ дaнIl)Iю систе}ly ЛинейI]ЬIХ уpавнеrtиii обшe-
гo вI]Дa к нeoбхoдимol\,ly виду' ltспo.r]ЬзvЮт с.leд-\'llоЩиe Эl|?N€НTapHьL€

npеoбpшoвaнuя:
а-ttpu5авленue |с oбеuJ|I чсtсTяlrl oaнo?o lJpсlвненLlя cI!сTе.'tьL со-

oТвеTcTвуюtцuх ца'стeй Оруеoеo gpавненuя Ioй э|сe cucTеj|ьI, !J7tr|oЭ|се|t.

t1btх на l|екoTopaе uuслo )х;

B - nеpесrанoeка, .1lесT(t'i|It| уpавltеtl'uti в сuсTе1|е;

у - gсlаленuе t|З сuсTе.|iь! уpaвненttti вuОа 0:0.
B pезyльтaте кa)liдoгo и3 эЛемrнтaрньtx прeoбpазoвaнtIй' a знa.

Чит' Il в l]ез\'лЬтаТr их пoслeд'oBaтe;lЬнoГo IтcBторения дaнIlaя сI,IсTе.

Ma лIrнеiiпЬIх yрaвнений прeoбpa3yеTся B оистеl,lу линейньlx }ке уpaв.
нсниii. pавнoсlr.l Ьн} Ю !iсхo.lt{oй.

C поlIou]ьto эЛе]lfeнтаPнoГo пpeoбpaзoвa:нця сt любylo сl{стeМу Л'l.
нейньtx урaснениli ltlо;I;нo пpеобpазoваТЬ тaк, .IтoбьI неl(oТopОe фикси.
poBанное t{еи3tsссТfloe .]'/' сoхpаllиBl,llисЬ в одrior1 yрasнеI.lи1l' иск".lIо.

чI{Лoсь и3 лtoбого ,црyгогo YpаBненI]я сt!CTе\iЬI. ,Ц'.тя зтогo ;lcстaтoчнo
пoДoбратЬ сooТвrтстBующеe зI{аllеlJие мtloхiиTс,'lЯ 2l для liax{дoгo

}'pавнe}ll';яJ IlЗ Itoтoрoгo I1скЛIoqаrтся вьIбpаннoе неl1зBестHОе.t,. Деil.
ств1lтелЬнo' пyсTЬ B сl,lстеMe (i) неизвестнoе сo.lеp}кится в t-rt r'ра;-
нении. Этo знaЧит' uтo rtоэффицrlенT ai1#0. LIазoвert хj веagщu,1l |1е.

u3весT11bU,1, l.е уpавнeние _ веОуu,qust !!pс|вllенLrем, а кoэффицilеllт
аi j- веdgultl'|i эле'I|енТoi|,

Прeoбраз1.еri теПерЬ &-е ypавt;еI]Ilе {k*i)' лilибaвllв к tlеl'{:t' вe.

.цyщее yрaвнеI{!Iе' yl{}lo)i(еIli{ое нa I.ie}ioToрoe числo 2u. Koэффlllиerrты
l?-гo ypaвнепия lipеoбpaзyЮтся lio фopмуле

bt''

b1.
il)

lll



F'+r а kl: aь.l_ t.с,, (I : | '2',, ', n) (3)

(штpи;tоrt oт\IeЧeIiЬI i]:-:Ь]l' i.Е]:i€f lIя сОoтBeтстB\.ющих кoэффиuиен.
тoв). Подбеpе1'r 11нo)IiilТ.,li' i' т;тt'.lтобьt кoэффilцIlеt{т пprr,j B t.У
}'i]a3нeI{ии (пo,пyчaюц(rrйся rrз (3), сс.l!I пo.lo;Ii'lIТь I_j) стaл paBнЬIм
li \.'1 Ю :

а'нj:анj*t'аii:0, oткyда ?':_аu,/а,,. ({l

I,Iспoльзyя oдIlo и тo )lle }lpавI{еrI}Ie B кaчeствe вeд.yщeгo, мo)кнo
Ilсti.r]юЧltтЬ веДУЩее }iell3BестIloе il3 нескoЛЬкиx yравнeний, Д.пя кai'к.
.].oгo и3 кoTоpьIx нaдo взЯтЬ свoe знаЧeниe il{нoжитeЛя i,, oпре.Цeляe.
lloe пo фoрмyле (4) пpи paзJlиЧIlЬIх знаrlениях A, Taкoе пpеoбpaзo-
вaIlIIe сt{стe}tьl линеiiньlх уpaвнeниit бу,Цeм нaзьlвaть ucкJ|юцeнuе11
не|lЗвеcТнoe'o х1. [Ipн r]сItЛЮЧrнии oдI{oгo нeизBесTнoгo [,{oжeт oKa.
зaтЬся, чтo из llекoтopЬtх ypаBliеIrl]l.l систeмЬI исключилt,IсЬ и нel(oтo.
pЬIe дpуГие ItеI{зBeстIiьlе и да}iе пoЯBилI,lсЬ ypaBнeния вида (2) .

ПреобpaзoвaнI.ie систeN{Ьт пo ivreтодy Гayссa сoстot{т Ii3 нeсKoлЬ.
кIlх llJагoв' на кaniдo\t из кoтopЬIх llсt{..]юЧается oднo tlеи3весTlloе.

:Ц'rя кa>кfoгo тarioгo шaгa нeoб.хo.1иrtо 1.кa3атЬ ведущee нeизвeстIloе
It Bе.l}'щeе }.paBнeHlle и.lli' чтo pавltoсиЛЬl{o' вeд)'ui.иiI элеMент, a тaк.
1t(e oпpeдeЛ!lть, Ilз нaltих 1'pэвнeниil ис}iЛtoЧaется ведущее IIеи3.

весТltoе.
R -."""""^ прnр..'r-oго ведyщeгo эЛeментa (вeдyцегo

злс\{еI]тa пеpBoгo шaгa) мo>кнo вьIбрaть любofl oтЛиЧнЬlй oT нyЛя Iio.
эффиuиент дaннoй систеil{ьI "'tинейньIx уpавнeниl.r. Cltелaв тaкoй вы.
бор, иск,'tюнtle{ пеpвoe ведушIeе нellзвесTпoe и3 Bсех ypaвнениЙ систe-
t\lы' кpoMе пeрBoгo ведyщeгo ypавнеI]ия. Если пoл1,нится xoтя бьt

o,Д.нo yраBнениe ви.цa (2) с oтлипньrм oT }tyля свoбoдньlм Члeцolvl' To
?IсследоBaниe 3aкoнчеI{o _ систе}'1a r]есoвil{естtlа. Если жe вcе пoЛy.
ЧеIIIIЬIe YраBнения вилa (2) oI{ажутся yрaвнeниЯl,fи.тo)кДeстBaMи' тo
их l.{з систе\4Ьr }'дa.1яЮТ. Пеpвьrir шiаг закoH.{еtt.

Cовoli1'пнoсть уpaвrrений систеtrlЬl' I{рonlе первoгo Bедyщегo' Irа.
3oBеМ nервoй noОсцсте.lloЙ. Первое ве.1ущее }'равне}lие дaльнейшим
пpeoбрaзoвaниям I1одBергaть нe бу.Цем, Пpеoбpaзуем тoЛЬKo пepвyю
пoдсистeI'1y.

B качестве втopoгo вeдушtего элeь{ентa (вeлyшегo
эЛемeнтa Bтopoгo шаra) мoxiнo вьrбpaть любoй oтличвьIfi o,г нyля
кoзфrplrциент g пеpвoй пo/цсиcтеMe. ПPоизведя такoit вьlбop' IiскЛю.
Чlr11 втoрoe i]едущее ttеизвeстiioe ]I3 Bсеx уpавнений псpвoй пoдси.
сTе]\iЬl' кpoilte втoрoгo rrедуUiеГo уpaBнеIr]rя. Еслп пoлyuится xoтя бt'I

о,цllo yрaвнеIiиe BIlда (2) c отлпuньlrl oт нyля свoбoдньtм Чле!io\{' тo
иссЛедoBa}ilrе 3aliО}lЧеiJo _ систel{a нecOв\rесТнa. Если хte Bсe пoлy.
чоанЬle урaB}Iellия вIlдa (2) oкaхt}'тсЯ yрaBнeния}Ilt.Тo}KдeстBаl,I;l'
тo иx lIз сllстeMьI }.п.al'Iяют, Bтopoй шaг 3aкоtlltеIl.

Cовotrупнoсть yрaвнений сricтеMьl, i(рol,!е llepвoгo и втopoгo вe.

д,vщltх, ItaзoBe[,I вTopoil noОсucтеltoЙ' tsтopoе веДyщеe ypaBI{eI{иe' кaK
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}l пepвoe' дaЛЬнeйшIJN{ tIpеoбpа3OBaНия]!! пОдBеpгаTЬ I{e бi/д'eld. гiре.
oбpa3},еш ТoЛЬкo Bтoрyю IloдсисTеlIy.

B качествe тpетЬегo Bедytцeгo эЛeмента (ведуrцегo

ЭЛе},ieнтa тpетЬегo t]laгa) }1oхiнo выбpaть Jt]бCii О].lllчнЬlй oт }iуЛя

коэффициент вo втoрoil пo.fсIiсте\:е Ii т. :,
ЕслI-I в пpoцeссе iаtil;:l пpес'ill3з..:]iilIii I:э il],lj'..I3Тся -Ypaвнeния

вилa (2.1 с ОT"1]t jIJЬi\i o Г rIJ."ilя свllбii.iнl'l:.t Ч"lеHoii' 1c Ja1iная сllстeма
сoв[rестI.iа. Пpoцесс ее пpео6p;LзoБанi,iя зaкaн1lilБаЮт тO;,]'а' кoгдa ria
oЧсредtIol{ ltJaге пoл)rЧel]a пoдсистемa, сОсToяlцая тo,TЬкo I1з o.1Iloгo

ypаB!{ения' иЛи I]oдсисTe}'Iьt вообщe нe бy.l.ет.

}lа кax<.цоl't шаге пpеoбрa3oBaнrIя сItсTeмЬI Jttlнeirньix уpaвнeний
n,Ieтcдoll Гayссa иt{еется больtuая свoбсдa B вЬ]бoре BедуtцеГo эЛе.

trleпта (oн тoЛЬкo rle l\to>tieт бьrть pавeн ну'rю) . Ho кaк бьт этli эле-
1|IеtlТЬl }tII вьlбttpа.;tись, Чl'iс.{o ураDнениft в oNoнчатe'lьнo пoлyuенiгoй

сI,lсТе}rе б},дет oднo ]i To }ке: oгtо рав}Io ilIaксl-IN{a.1Ь}IolI}, ЧilсЛу не-

зaBисиi!,IьIх уpaвнeниli в исxoднoit систеMe. Этo .lисло, яBЛяюЩeеся

oчень вaжнoft хapактepистllкoй систeN{ЬI, нaЗывarтся pаt12o'l|1 cucTe14ь|

лuнеitньtх apaвнен|tй. Е.cЛ:п m _ЧисЛo ypaвнeниi-r в данной сисTеMе'

r_ee pаIiг' а 
'?_ЧIiслo 

неи3весТItьIx, тo' oЧeвIlднo' r<<n1 И r<n.
Еслir вe,цyщиe эЛеме!tтЬI вьtбиpaть так, uтобьl вeдyЩиr'Iи пeи3-

BесТIlЬlr\Iи стаЛи IIoследoваTеЛЬI]o первЬIe пo поpядкy rloМеpoв rieи3.

вeсТi-IЬlэ Xt, )il,.,,, Тo в pе3yлЬтaте систelta IIpиtlи!laет Bид,

( Чt хt* сtzхz+...+ сv х, *..'* сп хn__ d.t,

IiЛи' в Чaстнoсти'

crr х, *, ' ,* с,n хn: dr

тIpтl r:n
сrrxt * с:r-xz1-,..*сl,' Xп: d|,

czzхz* ' '.* сzn хn: d2,

- + 
-dсnn ^П -- qnl

B сл},чae /,:'l систсNla tlilеот еДиirствrriнoе pэI'tiеI]иe' rioторoе лег.
нo i:айтlr; Itз ПcсI1еднег0 ураB[rеI{ия сtlсTе}lЬl (6) нaхолим 3начeI-Iие

неt:зBестнoго 
'/'; 

пoдстаBltB этo зI]аIJcнlie в пpе,цrТoс.чeднee ypаBнеHIIе'
IlaiдеII 3наЧенl1е Хa-1 |1. T, д. дo поЛучеliия из пepBoгo yрaвI{еI{ия 3I{а.

ЧеHtlя .ll,
Есuти >ке r<n, To aналOгittlнo tIз систe}IЬt (5) пloхtнo нaйти вЬr.

рa]'iiеIlllя Itеи3вестItЬiх X1, Х2,,..1,l Ч0Р03 неli3BесТнЬle Xt!|1 17|21 ,'ч Xa|

хt: q.i -l- Рr(r*1) xr*i *. . .* Рrn ,n,
х2: az* {,,zt.+tl r.*l *. . .* f'zn хn,

(7)

(6)

3-105

Хr : dr * Рг0'*r) хr*i*,,,* F,n хn.
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P*,, Прtr::::,e ],i l,].-]:,,' .. ::,.:-:. .:.:-,,: li:...i: :я i! аj
чис.lяЯ J;;с]'i ;'] ;..,:
ка;;.:.:-.ii.i р:з б5';еlt ]].].i -i:lj I l. .:,:. 1. ']:'.c]'i:i .llr, 2 :t;:.н:t;, li ::
lIlе}!:]. ljс}iодIlой сt;стсrtьt' l{aоборэт,;l]l].']е |fеi-Еi1lе с;i,J]е];ЬI ilo;iеl
F..-. -. l.^^..l'lta.l /7l пnrr .n^гп^,' a]Iс.triт., ,;',1'Чtl-lo пo qrop..lJ....'. .-i::'.цil): Jii;ч.].Iiiя\ :..
tl:Е..];tlЬlх f,l*lr .,.l .т,,. ПoэтоlIу вьlрaхiениe (7) :;з.зьlll:ют oбu|tt.lt p:.

ц!с.!!'J..'i сiIсTеу|,bI. "Цюбоe РeшеIrие с Koнкpeт!iьl},,lu чис".lоBьiII}I Знaче.

нI]я]i;' liе!I'?БестIlЬIх itазЬiЕaю'| 1|0'сTнa|м реLurнЦе}| C|ICT€jibl. B этсrt
с..,1\'!1ao с.1с'rе\ra li}'lеет бeсчl;сленtlое lIllo;tiесTBo pошениi:i. }Iеизвестные
.r'-:, ..', ,t1 !]a3ЬiBaIoт cвa6oОны,rtll, a }lеIIзBeсTitЬlё x1, X2' .',' х, 

- 
бaзuс-

ньt.liil. LIис''lо бaзисньlх нeiiзBeстнЬIх paBнo раirгy сtiсте}lЬI r' а Ч}iсJi-

евoбo.1ньlх iiе]'!зBrстHЬiх s : n-r,
Пpltвeдeниe даннoti сItстеl{ьt линейньtx }lpaвнeнпri K Bидy (5) и.-iн

(6) назьIьают npя,tlbl.м хoОoм' a oТЬIскaнIiе рeЦIения сilстеп{Ьl (5) илн
(6) [обшего ll.lll eJ,I]нственнoго) - a6ратньL.',l хoОo'll метoдa Гayссa'
J.lя сСp:.тнсгo -\o.].a 1!o;iiнo снcBа приr1еНI1тЬ ОпIlсaнliillо вЬIшe сxеrt{у
jiсh.lP, :('I.;lя н'.';:-зест:;l-; \.

Pасс:.tотplil.t прltniеLIсHliе ..,1еТo.]a Га1.ссa нa кoнкреTньIх пpиMepaх,
Прi;l'lер l. Prilить с]1сТеr]y .ltипеiittьtх 1'pавнениil

( 2r' .i 7х2i 1Зх':0 
'

{ 3'' * |4х2\ |2х': |8,
[ 5,r' -1_ 25х2{ 16,r.: j9'

P e ш е н и e. Зa пеpвое в.Дущее 1.:pаБ}Iеi]ltе npи}lel'I пepвoе ypaв-
пeние сrlсTеil,IьI, а 3a пеpвoе вeдущeе llи3BeсT}toe *1i пepвЬlй вeдyЩиir
эЛe]\{еIiт ёCтЬ fl11:!. Llсключllrl .{1 И3 BтopoГo и тpетЬегo уравнeний,
пplrбавив кo Bтopoму урatslieнию Beдyщеe, yпlнoхieннoe нa _ 3l2' a к
третЬеt{у _ ведуUtеe, уrtlнoжеIlнoе на - 5/2' Ипrеel'l

{ 2,,1- 7хz* l3x1 : 0,

\ tтiz1х2*(1512\-rз: 18'

[ 1tь':1.t3- (337.2).rз:39.

Пеpвьri1 шaг эaкoнчeн. Bторое II TpeтЬе уpаBIlсния oбрaз1'ют пеpвv]O
IIoДсI]сТel'lY. За втoрoе ведyщее уpавIietlие пр1I1{с\,1 втopОе уpaBirе.
ниe систе]!tЬr' a зa вToрое ведуU{еr неи3вeстное .r2; вTopol1 веДУЩиtj
эЛеl4еIIт ecть 712' Исклlo.]ив .{2 и3 тр.lтЬегo уpaвнеi{IlЯ' пoЛучaеv

{ 2',* 7хz* 13x,: Q,

1 rт tz1 х2_ (|5l2) 's: lB,
t * (Зl7) хз:3l7.

Bтopoй шaг заItollЧеIl' Bторая пoдсисТе\rа состojlТ r1З o.Цtlогo третЬ3гc

урaвIretlIiя. Пpяrсой хoд r1еТoдa I.а1'ссa зaкoнtiеIl - с,lстемa пp]]Bеде.
Iia к видy (6). B peзv''rьт:.те обрaтltoго х0i1а ПoJ}.чle\I

r.. 
- 

Il ^з -- 
l 

'| .-
| х2 :' i2l7) [l8 + (15i2) хg] : (2,.7} t18 + (l5/2) (- 1)l - 3,

t:, -_. (|12) \7х21 l3,t3) :_ (li2) [7.3 i_ l3 (_ l)] :- 4'
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Итaк' решение .п.анной сr1сTемьl таIioвo: хt:-4, хz:3, х;_-1
B даннolt Cfl!Чne r:|L:3, pешение eдtlнствel{нoe.

Пpипreр 2. Peшltтъ систе\Iy лпчеitньtх ypавненitЁt

2.rr-5.t"--.!r'::5'
.1.r, 

- 
l,jvi- l.t :: r,

11.f,1-]-lY"-/rn.:1.

P е ш е н r{ e. Преoбpeзуеt"{ сi,iсТе)'Iу },{етo,1О\{ Гai'сса:

(2"r * 5.,;3 - 4x1 : 8, [ 
2tt + 5x2 ---l;, 

: $,

.l ti;,2|хz-3х2-.-7. it||,l2l .v2 -3x3--- l'
l_(rs,zl],2ф3.r3:_19; i 0:-26,

УрaвненlIе 0:_26 не llt,reет рeшоrrtrfi, сJrдОватeJЬI]o' ;].ntlHilЯ СП-

стet,{a нeсo?l{rстHa.
3 a lr е'i а н и е' Несовriестность дaнIrоii сисTеtrIЬl oЧеBII;1l]a \t,i(с

пoсЛе пеpвогo шaгa: в по,.lyuеннoii систel'tе ЛеBЬIе ЧасТit BТopoгo и

третЬегo 5'paвнeниii ст.rili.iаIотся тoлЬlio 3Paкol{, Toгдa !iaK праBЬlе LIас-

TI{ o.цllflalioBЬI пo 3ЁlакУ ti рaзЛilчнЬi пo Мoд.yЛ.э.

, Примеp 3. Perrrить сI{сТеI'Iy линeiiньIх ypaвttсниЁt

{ 2l:1 { 5х2_ 4х': $ 
'

{ 3*t * l5x2- 9'r, : i'
t 5.''i + 5х2_7,:3:27.

P е ш с н rr е. Преобpaзуe}I систему NIетoдot'I Гlr-ссз:

( 2х, т5.rr-4x": B. [2х, !5х2-4х3 __- 8.

l' ls,,zfr,- iх..:--т, { tlslzl х2-3хg---7.
l _ ( l5i 2) х2f Зх,:7i t

После втоpогo ltJагa ilз тpеx уpавненtlti cсТa.r.IoсЬ /цBa' тali кeк

TpетЬe урaBненile пpиllя'I]o впд 0:0 lI .vдaЛе!{o из сIicТe\'lЬI. B 'цaнrtoi',t

сЛyЧae рaнг сIIсTеNIЬI r:2, a Числo ltсllзBестньtx n:3, т. е' r1n. \Iз

тpeХ урaBIlеI1иii первоllauaльнo дaннoй систe}'IЬI To"цькo .цBa 11езавlIсiI.

rrlьr (и:3, r1tlt), B пepвoй IIOдсI,IстеN{е дBa ypaBнеi]ия' BТopaя пoд.

сr,.,е,,i oтсl.TсTt]\iет. Сltстеrla прIIBедeliа ti вllдy (5). Пpямoй ход Nlе.

тoла Гаусса зaкottчеIl. Ilсilлючая тепсрЬ с по\IoщЬю втОрoгo уРaв.

HOHI1Я .t9 It3 пеpl]cгo yр:lBненilя, прl]ведe\I сI]сте}fу I{ Bидy

( 2ц_2х": З813'

i t rszzl х2- 3хg:- 7 ,

oткyдa Лeгкo нaхo.ц'ltпт oбiцеe pешIelIIiе: х1:|9li3*щ' хz-:-I1l16-|
+ (2/5)xз. Неllзвeстпьtе Xr, Хz_ бaзисньle, .т3 - сBОбoднoе. Пpи;laвaя

нeи3BесTl{О\1у1:3пpoiI3BoЛЬнЬIеЧисЛoвЬIe3!tа1Iе}lllя'NroiкlloПoЛ!'ЧитЬ
l'iнo'*(ествo чaстнЬII pеlлений: щ:|9lЗ' х2:-14/15, хз:a; хl:22/З,
хz:-8 |5' лз:1 и т. д.

K элешIентa рtlьIlt пpеoбpaзoЕeния \,I с!{сТеr{ЬI лtiнеitньтк }'p aBнeHIliI

Чeстo пpисoедиtlяloт eшlе o]1}Io ПpeoбpазoBаIl!Iе: 6 - g.llнo:;сеtt|iе oбeuх
tiLIсTеij !:lр(lвнeнuя cucTе'\!bL на неIioTopoе uпслo уtiО,
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f'*,: oteвидllo, сIiсТс jl:]. i: ]..' 1:с;:{:; в резуJЬтaтe преoбрaзоваllия 6
из дaнной сl1сТе\{ЬI' .: jii -;::...j:. i:сс':е-1нсit. Tpебованlrс ц;l0 суше.
сTBеI]IIO' так I{aк Пoс.lt] . ,,.j .,:- .: -']-;t.ч частей ypaвненrrя I,Ia uyЛЬ
пo.ri)'чIl}1 }'РaBнeilr'е-тo)iдr.Твo;:i.]. ч11 }jo;.heт пpIIBесTl.{ к сl{стеl,lt'.
tIсpа зliJсl!''II,Hoil llсхo]lloil.

Пpеобpaзованием 6 lrtоil<но добltтЬся. .tт.;бьr кoэффициеlrтLi пр]'l
бaз;iсньlх Пеpcl\fен}IЬIx B систеl{е (5) и'rlr (6) ста'rrl рaBнЬI}llI едlllilillе.
,1,ействитeльнo, в (5) п (6) кoэффицi,lеl{тЬI пntl бaзисньiх пеpе\{енIIьI-i
Jl. ,Yz, '..,.tr, oЧeBtl.]Ho, oT.'IицllЬI oт ilyЛя (сil*О). }.rtно;t;аq \.раrHсн]i,.I
B Эi]]\ l']iCТP]'la\ сooтвеТствeI]}Io Ha I i:1lcii (сil#О; i:1, 2, '.', r},
пО.ll,.'Iаi\l в i:'1Че']TB: ноэффиuиоtIтoB пpи X1, X2, .'., Хr с-].ii}illli],I.

Преобра:свl.liilо 6 i;.-,;liно пpillvlенятЬ !i в пpoМеж}iтorlнЬix ilpе-
oбрaзованltях сliсTе}1ЬI.:с'ri:lзаЯсь упpoщеIrия хoдa peI1IеНlIя зaдaЧ]].
Tак, напpиr'tе,р' B Прli11€ijе 1 ],io,.;':нo бьl.-lo лoсurедoЕатeЛЬнО прro6pа3О.
вЬiBаТЬ ,laHii\'iО сllсТ.]т\ B с.lэ]i ruцiiе сilсте\1ЬI:

[2х' ',- 7,r2.]. ii;.' . .^l. . 
.]г, 

- , t. - IЗг, = 0,
I

1 iз:2* 15'r:3: -16" i 7i:z- 15х.:30,
l бх,._ l lx3 : 26: t ;3 =- t '

Itpоlrе опltсзltнoit схсllt,r }1cТoJa Гa1'ссa с}'ЩrстBj:{от DазiioB;lдiio.
сти эТoгo i{еToд:i. oдноit lIз tlliх яв.1я€.тся ,1tеToа ttoл[LaеО |{ск"t|о|.?|!L|я
(lтл',,, .ltетp] )I{o рdана-- .Г ацсссL) : ilсli"тloriеIII,Iе Bедyщeгo неrlзЕестtIoг1)
пpo]lЗBoди.I.сЯ 11е ToJЬкo lIз 1.рaвнениii о.teрeдноi,t подt.ilсTе1iЬI, 1]o Il llз
веil)'щliх 1'рaвltониii Лpе;Ь1д}.Iцriх ЦагсB'

Рaссl,ttlтрl.trl преr;брaзовiil;].lе' LrсilОЕa}lнoe на MетОде пo,']!loгo ис.
t(jiоjiеii].я сIIсте]{I,l ..ttlнеfiitьtх t рапriсllиii, Пl)1]BrдсHнОiI в пр;:rIеpе l
(ПсПутнО ili.де:.l пpиrtенять и пpеобрaзованrrс 0):

2х1 1 7х2.i- l3,rз : 0, 
{

7.r2 -_ 15т, _ ]6. j

5':z-ll.r,:25' t

| у'
t.,
1"'-:o'
\ ^il

.r1 + l4xa =-- lil,
х2_ (|5l7) хз:36l7,

v.. 
-- 

l.

,1. 
,

1.

После третьегo шeГa Il(),t\:'lеilа сIlстеi\{a' равнoси''iЬIiafl данl;оii, кo-
TopvЮ вIIес'|е с те}'l l,lo,Iil]o p;1сCl'lirТpив3ТЬ ll I(а11 зaпuсЬ еt. р?ixеiiiI'1.

Ещe одirсli pаЗпOBl,ljt}ioстЬЮ \lе.гcдa Гaусса яBЛЯеТся .',it]ГО|) е..LG!j.

tlb|х Эле,lnенT()в Гаусссt. ГIpи эrоl'r }Ia I{a;кдoM iilaге в liаIiестnс B.-l5t.
щеro вЬIбиpalот ilаll6о'1ьtttllй по '.лrlдулtо кoэtpфициенТ D I]сдсiIсТеYс;
eгo Ilа.jЬlBeloТ ?,l0вI.||JL'1L э!|е.xLе|.!Taн. Укaзалньtii \IеTo'l прIl.1''IсIlя:Oт B

To\I с;'l\'Чае, ]'.cГд;i сIlстс}.1).pеll]:llсT пр;lб"rllilrеннo. Bьrбоp г.lаtsLit:':o
эЛеi{еI]'та в iiatiсстBе i]с,l:''iцсгo t]бесПеч}]BaеТ у}IеltЬlUel{ие BЬlЧ;ii];;.il.l.'.iir-
нoЙ Пi]гpеiii]io. i]i.

Гiplr пpсоб1-.e..ri;3аiIия;! сис,i.е!I]ji лliнейньlх r рaвtlеtiiiii 1.lеTО.1,]\I

Гa1.ссa пpсобрaзt'ются коэффriцl;сilтЬI систCirЬI' пOзТoi{'!.этoт \IсТО.1

a.ri



(

)

IlIo)KIlo приN{е}IитЬ нe к сaMoй сllсTe\{е i.равнoI{illi, а к се расuJ:трeIt.
нoii [raтрице. Элerteнтаpньtl,1 прео5pазoвaнl1яltl l]tlсTе\{Ьl 'пtiнеilньiх
yJ}aBненliI.i сooТBrTсTЕ\Iiот аI{aлoгиЧI{Ьlе эЛеilleI{Tаptlьte пpеoбрaзовa:lltя
I\!aТptIцЬI (п1lltrteItIiте;lьtto ii стpoliall) [сlr' [1J, Г.] \.'. \ 4, п. 1. д1-.pд.

л()}кеIlие 2] . УpавнeнтrlJ.т.:];.\]есТв\. 0 _ О сlill'ветс-i.B\-ет стpolia ]\,1а,г.

рIIЦЬ:' сОстoяrLeя |i.| |.ti::l' I:l..''ii. i iI.., тliji jр\'Ll;iij(]\l)r }.г.,зHонllR) 0:
:l' 

- строка ..!l.]-i.рiilj.Ьl' ilОс,iiLa,]ri{li.l э.lоl'1еriт котopо'."l ijс |аBeн н}'Лio
(b+'О) 

' а всe ОcтаЛЬtiЬIe э..Iе}{ентЬI 
- н}'jlII.

Bьtiuе рirнгorI систеNlLl .rиrjейHЬlх 1'paвненlttll 6ьl.lо нaзв::il.; liак.
сиillaЛЬнoe ЧIiслo l'IезaвIIсимI;Iх vpавIiениit в сисТеNtе. Tеперь, I.I. аriJ-
лoгitIi' l'Iо)l.iнo сKaзаТЬ, ч.|o pа|.l?ott .ltаTplrцbL яB''IяетсЯ мaксиМаЛЬiioе
чt.lсJo еr линeйнo I-IезаB!{сl11,iЬIх стрoк.

Чaстo paнгor't п{атриtIЬl нa3ЬiBают нaпвьtсшttti пoi)я.i.]i се NтIiilopa'
cт.'lIIЧt]oгo oт н'\''1я (см' Il], г.'l \r, $ 4)' a ранГO\t сltсTеNlЬl .rt.tнeiiltьtх
yрaBиeliиfl - paнГ еe r{aтрицtd. Bсе этtt oпрeде.ilенliя псняТi{я рaI{га
(сllсте;vtьI ;rинeliньIх 1'равriениli, I'lатpirцьr) эквиBa,rIеHl нЬr. Пpи э.1е-

I{еHTaрнЬlх пpeoбpaзoвaниях МатpицЬl ее paнГ tlе l'тсllяется' пoэI0l'{у

д"пя oTЬIскaнIIя pallгa I\{aтPIiцЬI ltlo)t(нo IrриBест1l ce с пoМoщЬю э.[е-

пtентapнЬI-х преoбpазoваний к упpoщeннolty вlI.цy' пcзBo.I]яiоlцеN{y

сpaзy ).сТaнoвитЬ ее pанг (сшт. [1], г"т. v' s 4' п.2). Этo пpеобpaзо.
вaниe МаTрtlIl'ьI тali)iie прoизBoдят пo с,r(е\{е MеToда Гaycса. .i.aким

oбра3oМ, схеMа Mетoдa Гаyсса при},rеI{яеTся Ilе тoJIЬкo д,1я решеЕIlI'1
[l иссЛeд'oвaнI]я систе}i .rltнеi,lньlx ypавнeний. 3,1есь мьl oтl,{етI{Ли пi)tl-
меHеHIIe еe Ii pешеЕtиlo зaj'аЧil o Paнгс rlаТрIIцЬI' пoз}I{е Il03}Iакo].nillIся

и с дpyгlIMи ее пpи[Iеtlэн1:яlти (нaпримеp' ДЛя oтьIскaниЯ oбратltoii
tylaTpl'rцЬl - сlr. [1]' гл' V' $ 0) .

5. i1роизвeдeн!1е }raтpllц

Лrrтepатypa. Il]' г.,l. I,i,5\ ti; [+l. т 2, гл. ХХI, s 1,6-9,
]iпP. 3-10; [9] ' u. I' гл. IV, $ 2, зэдачtt i)96,402,406,407'

B эпpоеЬI дЛя с.l i\I ОIIрoI]еi]iiп

]. Чтo tiазьiзаiТ.,i t.lаТi)IIцеr:l? i(alt oпi]едe]яhriся ,':ltltсiiньIо oпо-
рациlI нaд rtaтpиЦaNili lI IiаJ(oвЬI !i}:.вoйсТBа? Пrlltведите прl-!i\IeрЬt.

2. Чтo Iiа3ЬIваеТся oПреде".{l,iт.Лем i Kакoвьl oснoBl{Ьle свcЙстBt
oпDеделителеli?. 

3. Чтo IiaзЬIBaется }.тЦlioрoм 11 3д1g(lр3инесI{иtd Д,опОЛнеllиепт? При.
Bедите пpиMеpьI'

4. KaкoвьI спoсобьI BЬIЧ]1с,пeния oaрL...tеЛиТe.'jCil? Пpиведитe пpit-
N!еpЬI'

5. Чтo нaзьIвaеTся lIaтprlцеii и рaсш]иpенпoii шlaтрицэit системьt
линеt.rньlх r.равнeниii? Привелиге при}1rpЬl.

6. LIто назьtвaется pеIЛениеМ систeмЬI линейньlx yрaвнений? Ka-
lil{е сисTсмЬI iia3ЬIBaются сoвN{естI{ЬIMи, a какие - несoвltестньlмtt?

7. Сфoрrrl.лlrрyйтe тeорепry Kpoнскеpa-KaПеЛЛlI.
8. Flaпlrtшите фoрпlyльr Kpaмерa. B каком слуЧaе oHи пpIIN{еHиlIьt?
9. При кaкoм усЛoвl{и систeMa ЛинейнЬIx уpaвненlttl иMеeт eдин.

с'l DеHltoс решеttие? 
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10. Что:'ic);н..i::]::: - :

oпг.'.-l',.;;l.,]L ],::,.: :] .
11 Il : i. r'

ttlt'l с l: i-]еi]звс.lнЬi}'{i,j Iii]с.ет }iеn\
] -.' Оп иu ита ]\1eтof I.f,} сс:l

нрi. r,''v t,Ilят:н..lttl'i

.,.. ..,... . .. ..]lРс.j].). \i:i:;

pelxеiiI:tя I,l lIсс'.lе'].oэail;lя сilсте11 .l;..

l3. Kaкrlс pазilОBидвcсТи Мeтoдa Га1,сса вЬI зili]ете?
1.l. Что наЗЬll]2:сТся рaHго]\{ сi{стеlliЬl J'IIiнеiiпЬlх yрaBI-;еIiиii? кe:;,

}lс]ji/.lЬ3уя l'leтoд Гаyсса' пto'*il{о нaйTlt рalrг сIlсте11ЬI лиHеlil{ьlx .\.рe].
liеi]ill1 /

i5. Kaliire !iеirзвестЦЬ]e в сI,iсте]\{e .IиrieiiнЬIх ypаB}rеЕIrli.i Ii B кaк.,i!
C;.itl:i. 

'.^,o..аЮТ 
с3oбoдHЬlN{I]) а кai(liо базисньtми? Чтo назьIвaетса

oбri:i,i1! рeшеilие]..'I сllстеrlЬl .!IjrrеiiнЬiх Урaвrlен}iй?
16. Что i]aЗЬIваeтся Lral]гс}}.l ivlатprlцЬI? j(aк его i{o)}iнo нaйти?
i7. LIтo нaэЬlвaотся п.р.)lijBедеHllе]\' дByх п{aTpиц? Kaковьт свo*.

сТI]a llрОli3BедеНия i.lатp}iц l
i8. i(акая \{aтpllцa на3ЬIBаеТся eдиниЧной?
19. I(экая ]raTpицa I{a3ЬIBается oбpaтнoй дЛя даIlнoЁI МaтриIiЬI?

Bсегдa .']r] с\.ЦiесТB\'ет обpaтнaя ]uaтрипа? К'а6 l'to;кнo gaЙT|I oбpaТ.
H\'!r: I'iаiDiiil\ ?. 

:i) в чЬ:'t ссiтoilт :.tатplt.tньlit спcсоб 0еruенi]я с!IстeI{ .1!l]]ойItЬIx
5.pавti:l,lt;i?

6. z\pифпrетинескoе ilpoстрaнсTвo

Iloнятuе ЧисЛa яB,lЯCтся oсIIoBt{ЬI}I flollятие]\{ мaтеlrатики. Мнo.
)l{есТB.] ДействltтeЛЬньlх* rII]сеЛ R начинают и3)'ЧaТь ещe в срeДней
шкo.'Iе. Tам )ке pассl'IаТриBают pазЛиЧilЬIе ЧисЛ,i]BЬIе ltнoжества (под.
}lнo)IiесTBa P.): llноl,кествo нaтуpаЛьнЬlx ЧисеЛ (N), ueльrх ЧtlсeЛ (Z),
рaциoнaЛьIlЬIx uпсел (Q) и т. п. B сoвpеllеllllоi,i l{aтеNlaтll}ie изyчaют
II тaк}'е ЧI;iсЛoвЬIe }rнol*iества' каlкдьlй элеD{е}Iт кoтopЬI-x, Е свoю OЧe.

Pедь, - сotsoкупI-IoсTь I{ескo'ltЬких деl.rствtIте.lьньlх Чисел. Так' блaгo.
дapя },Iетoдv l{ocрд}i!.Iат в а]lа.1итliческoii геo1'lетpиiI B1,lестo тоЧек !IЛ}t

Bектopов геo)IетolIЧесiicго xpoсТPaii.Tвa рaсс\Iатi]1jвaют трoiil<ll uitсet
(аналoгli.Iно Hа п,iloсI{oсT'l _ Ilаi]Ь1 Чilсе.1.i - I{cОp.l'lllат тоuек (вектo-
pов); лrrнейное Уpaвнеl]ие с l? переr1eн}lЬl|.,.l|| )i1 !'2, ..., xa

аt хt * аz хz 1^. . .* а,, хn : b

IIoЛl{oстьЮ oпре.цeЛяеТся сoвoкуп}toстЬlо егo кoэффициеtlToв lт прaвoй
t{астЬЮ (а'; а,i ...: с1,,; b); I(a}I{дoе pеU]ея}rе Такoгo уравI]eния (a1;
aэ,, ','., o.n\ - тal(]"i{е сoвoкупн0с1'Ь Чi]сeл; пЛaн и pезyЛЬтaТ рабoTы Лю.
богo пpeдпpиЯтI,Iя xapaкТеpизvЮTся oпpедeЛe}I}IьIМi,i ЧllсJовЬIl.,rи пoкi].
3.iТеЛЯl1Ц, т. e. oIIятЬ.Тaliil сoBoк}'iltIcсТью ЧисеЛ, rI т. п' При эTol{ д;.l,
задаI1ия TакoЙ сcBoI(yП}IОсTI-I I.Iaдo 3нaтЬ нe тoлЬкo oбрa3yющие еr
чисЛa' Ho и кaкoе l',lестo эaниr,IaеT B нeЙ кa}I{дOe ЧисЛо; нaпpllrlеp сО.
Boi{}'ПгloстiI (2; 3) ш (3; 2) нalo CчIjтaТЬ pa3,1llЧI{Ьlxlи' B этoм сп,{ЬIс,r]r

ГoI]Орят, Ч,io сОвОкyпI{oсти Ч!Iсе"q, кОТoрЬ1е NlЬl буде\,1 paссyaтрr,iв.IтЬ'
|iп Оpяd 01{ е|iь|.

э3

* fl еilствliте".tЬllЬ]е tll]сЛa ItаЗьlЕаIo1. т aкil<e веIl!есT 3e Н Нb!j|tr.



Kaк yrtie oтl{еЧaЛoсЬ' B анa'.Iитиtlескoii геоьlетрии упоpядoЧеi{ilьIe
тpoйки чисел lillеюT Двоякиii сltьtс"ц: лIrбo эTo кOcрдиEaTЬI тОчки' Л}l.

бo кoорДltнaтЬi Beктcpa. Здесь упоpялoЧe!]нЬle тpоiiки ЧIlCeЛ - C!]}io.

стсяTeльI{Ьlii oбъeкт ilз\'ЧeilllЯ. Прli этol,t сoхi]iiiяе;.'i пре}Iiняя терrlIt.
rioЛoгtiя _ бyпеit прlI1lенятЬ .i.:я iiII]i iБa Т.i]:'l:it{a: тонкa (,t1; х2; ..с3)

и вeIiTОp (r:1; х2; .тз) . oбt;,jц;lа, Гti':e:': 1laЗыD.tтЬ уr.Ioря:i]..lеt]gyЮ сo-
BoкyпlroстЬ /; чlIсe.l i.ir; ;:; ...: };п,i Tо|!|iОL| Linil 6еj;TОрoi! |\ii!|.оГie n.}L2p.
нoй TсJчкai iIJт.И n-'4!срнb|,lt веli'го7эo'lt), .\1но;l<ество всеI li.)'iэГi]ЬIх тo.
ueк (n.п:еpt:ьlх вeкторов) б1.;,1eli нaзьiaа1ь |i-J|Iеpнbl11 o'pttr|:,liетu,lе:t;:l,il
npacт pаi1с T зo,l, а ЧrIсЛo IL 

- 
pа3:'iе р|1Ос T ьl{ ЭToёo || рaсТ р'! F"с T 6с!.

Apиф:,"rетиuесr<oэ /?.I,{еi]нoе I1рoсТpанствo oбoзцaЧаIoт Qn. ortе.
виднo, Ri _ MlIо)kесТBc ,;.еiiствtiтеrьньi;'i чnсe,Il; в этoII с"]yЦae иflдеKс
oп"vсKaюТ }I пlilxут п]iосто R. oДнll':iD;'ое nрcсТРанств.j R нeзьtвают
тaI(}ке l1ijс.lC6ali iiр:I):aLi' ;B) illrpliОr ЛрОсil-\аасТBО R.:] - 

t:ltс-iоаoti

n!,loctiОcТь|c, а l?-}Iерitoе пp0сТраtlстBo Rn (rL>-\) 
- чuс.1oвb!.r!n It|]ОсТ-

рaнcTвo.'. Гiеренoс Ге3\iеТрitчесIio}.i Tе!1\,J;1}ro"l]oгli]i Irз TеoрIit] HaГJЯ;illc-
гo гeо}iеТplIЧeсI{оГo пРcсTpансTБa Hа R, R9, R: естеCTBс.lt l] с1lЛy \Ieтo,f,а

кoopдиЁат. При ru)3 TaKaЯ гсоliеTрllчесliая I'lаГ".1Яд1iОсТЬ v){iе TеpяеT

сil,тысл' oдIIai{o сoxГiaHенl,1е геОL'IеТриЧесlioiit тэp.',rиltологlIlI и д.;rя Ro

}IеЛЬ3я сч}iтаTЬ ToЛЬIio усЛoвllcстЬЮ. trlirогие фaктьl, CтIiОсяiцllсся li
Rn, нoсят oбщиil хaрактеp, riе заBl!сящilii oт /l. Tаii' сво..lствe рt.utе.
нIiй с!Iстel"lЬI Лиi{eliнЬIх урatsнеi{ilii li \1еТодЬ1 их 1{соiе.цОBаI{Iiя ijе зa-
висят oT ЧIiс,т]a пеpеMенньtх. }1oх<нo CказaтЬ, чтo aptlфtсстlruесtrое

пpoстрat!стtsc R, "'ltoбoft pазI'tеplroстrI об,raдаeт сB.iIстB:l:.lll' B }IекoтD.

poм сN{ЬIсле подобньtl,lt,t <<гeo\Iетрi,iЧесliиl,{> свoiiсTвaм R, R2, Rз.

Bьtшiе отlи;:чaЛaсЬ p3BrioпрaBнoстЬ Тэр\iiIнoB <<тОчKa\> l] <(Bсnтоp))

прl1]i:еIIителЬrlo к эЛе\Iентarl R". Уточiiltь,l теПеpЬ этy теD\rиtlО..lэi1'lЮ.

СуЩественньt14 I1р!I пoсTрoeIJIllI BеKтoрl{сii aлгебpьi B i{aгnnдliO\1 ГеO.

LIетриI{эсKoм flpoсTраlIсTBe' где BеKTОрa\t!I явJяioТся I{aПpaBЛе}itiьiе

отpезI{и' бьt.пo oпре;елeнile лtliiейньlх оперal1иil нaд веi.:тopliти (..''.tэ-

)liеIiиe векTс}poB !l yмноjiiеllrle Bектора I{а Чl{с.1o) . Естестsенпо пепс-
Ilестti эти oпеpaЦli}l И I'Ii ЭalO},lЕHTЬl Ri, .IТo фaктинескш и бьlлo сде.
Лal{o B вектopной aЛгобре (выраii<енlrе JиI-Iеl,lнЬIx oflrpациil нaд веIt.

тopаillи' зaдaннЬlМи сBc!Il!{[l кoopдиI]aтa}1и). Tепеpь, paссl.taтptlвaa Rз
кaк сa}.{oстoятеЛЬнЬIii oбЪeliт tiзуЧенi{я' есTестBеннo прIIIl'ITЬ ПрaBil'lа
сЛo}IiеItия BектopoB lI yl.ltloiкениЯ веItToрa Iiа ЧllсЛo' выpa}I(еI]llЬlе B

}ioop/j.:"]I]атaх, 3а oпpедrлeriпе сooтBстсTByloщих Лпнеl-.iI.Iьt:{ oпеpauIrii
y)riе Е{a.i з"цеIvie:ITаiflt ftз. Этlr otlpедeЛrния oбoбrцаются tr tlа Rn tтpи

любoM ri'

.Д.a,r,:е (см. п. 7) рaссlloтpено бoлеe illиpoкое гIoI-lЯтI{e вектopa в

совpеrяеьноft NIaтelraтиKe }i пoliазаIlo' ЧTo эТо пol:ятIle свяЗaнo с Л:l.
неi,ulьtмli oПеpaциями и llx сBoйстBartи. Пoэтоliv естэстBеllнc в те,\

зaдаqa.a;' в i(оTopЬIх BсTpеЧatoТся э'.lеi\{еtlТЬl Rn в связlt с Лltrtеilтll,luiI
onеpa]lilя]lll Ilaд IiIj11li' нaЗЬiвaтЬ I-!x <(BеI{ТopalrIt>., а R', paссiYlаTpиBaтЬ
riaк <BeI.:тOpнoe пpoстpatIсТвo)>. Еiо Bo nlнoгIIх зaдaЧaх' oтlloсяЩихся
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к R", .lинеfiitЬre C;,:oei'i:: ] .:: :- :,':]l:]].:.:.i .-...,.|,l э.:'-i.:.c ilе ilpil.
ни'.:llОтсЯ вu эч:,\.' i:- - - _.. ,.: ::. .:,:::: ].]..;1. ^l з I:c;,l.:
вtiи]'!анIIя гllii:JЬlDД(]ТCЯ l]l;L^ 1i.l 1. --1. -:i]i.i,.,,- ' ;.. :.:.]i.]. с'lНcСяil]li..
ся it свoЙствaм и Bзaи\{IlOll}l paсil-ОnО;liеiiiii. l:]]],i].]О,::..;] i,:фi]Л\.j]')
R.,. B этиx с.llyЧаях бoлeе естественI{o наэЬIBаTЬ э',i.\I.ii]'.: пp,iсiDа]i-
ств; R,'<(тoчI{a}1и>> l,I рaссMaтPrlBаTЬ егo кi]I( <<l.t.lЧ.Jl]н()е Пi.]сТi);liiсТ.
во;,. С вектоpllоii тoчttI-t ЗрeIIия прoстpаIiствo Rn бyлeт рaсс1lо].l]снc
пО3;.]iс: до Iiotlцa этoгo пYI'IкTa Rn peссl,Iатpitвaется iiaк 'I oljс:]ilijе
пpcстi] aнс.I.зo.

Toчки R', булеl.l обоэнaЧaTь эeгЛaвнЬlr.и буttвaritт JaT,]ItiсIioгo а.l.
фазi;т:;: А.I(к; х2 ...i x'). Х(fri '..,:i ...i.уn),,4(rl'l a2' '',:'сl,,) н т.д. Саi;;l
ullс.rа' oбpаэуiоЩi-ir в сoвОItyгii{oсти тoЧк,v, будеlI IIaзЬIBaTЬ кoоpОtr
ritITa|1|| этоii точtiи. Тоuкv, все ]{oс)pJ.'irjaтЬi l<отороii раBнЬI ir}:Лlс], т' е.
o(0; 0; ...0). бi.:ем I]aзьiBaTЬ r!.:1tQ.1'О..,! |ioО|]аuriаT.

''i1iir;кества Т(jIlсli B R. (.ti;;lгr'pьi,) б]..е.т Зa-]...вaТЬ с пLl]\IoцlЬ:o

i раR]]il]]],i, i]i]l):.t1ji-.;B с j] п:.].. , !,riiJLl:'iIi Ii 1i}l сIlстL.]t riаii об.lасти liх
р Cri]. rI ] 

j ]l '

oС.:аlть ilt.'Uе]li]i,i сзг.'lr:с.тiiоjj сI]стo;!lЬl лtillсititьt,.t t.ilавt;еtillii с li
п.i,.с]'lсii]IЬ]].1]1 \}2:1Гa r Ha:ji,itsaстсЯ |c-.ltеtrlнoti n',iоскОСT|JI0 rз R,, где /z:
: n-;. (/е -- т;-lс.lll свободньt;t, а r 

- 
бaзисtrьIх псреlтеlrнь;:t).

От.:'tетиri ji,ва особьrх с'ilvЧа'.1'

1. r:п' l:.0. Сl;стенa lilit.еТ е;1litlсТBеrlнoе 1]еlllенi.е' lic'IОр.)е
пi]i]]lсТaв,:]я.DТ собoi'i тil.lli).в R,., т. е. тoЧ}iv Nlo;фilto сriиTa1.ь 0-.',rеpноii
пЛОсКосl.ЬIo.

2, r:О, ft:n. Bсе yl]..iI']ijсЕIIiя сисТe\{ЬI ЯB;iякjтся Т{l'Ii,.j.ссТI]а\,Iil
(0:0)' все fle!]е]ri.]lньtе 

- свобс'д'ttьtе, oбu'Iасть pеtлениi,l с]1сТе]JЬI сc9-
Пi]l12t]Т Co все1,r прoсТI]аIIсTвoni R'', т. е. са]vto прoстрaн.TвО l{o],I{itо
сЧ liт аTь lr-r.те1lноii Il'.IljсlioстЬ]o.

Ес"'ll.t э.t.iI двe особьl.ч сЛ}.rraя I1ск.lЮЧиTЬ I,lз paссr{oТi]riii]я' тo, oЧс.
Еl]/lilo, A '1'1oiliет и:J,l1сiiя,I:].я B Л]]едеlaх | <h.<n-I' П.т(,сl'ость наи.
бо.:ьrшеri возrlс-;:tiitоij в R'. Dа :.iсi;tIoсТи, нo нC сL)BllаJ.i.iОIJii'rо Co Dсеl{
ПрoсТРанстtsol'1, T. с. (lz- l) .llс1liivrо пЛОскOстЬ, нi:Зii:i3]Ют 2{ti1еpn,'loс.
|сoсT|)|o' a п';joскссТЬ нa'l]\I0ньI]it.i; возrto;l<нoil pаЗi'IepIIoстlI' }{o Iiе ЯB.
.lЯioij{'l'!oСя ToЧкОir, т. е. oдlIO]|r.pH'1'.к) i'lосI{oстЬ, -- tlpя,ltoti'

Простpailс,гво R оitiiоr;t'ptio, Il в нe\l не \io,itет 6ьi,гь плосl<oстеit
]\1rнЬIll]lх paзм'^pностсti; B прОсTpаIIсr.ве R2 (vислoЕaя II.TОскoсrь) гtl.
Ilеi)пЛoскОсТЬ сОilпа.1ae T с пряriо;i 

- это o.r'riО;!lCрLlая П.1oскОстЬ;
B IIpcстpаliствс R3 гиперп",1cСt<oсТi,Io я3.lя(1тся -iвl}/\lерIIа'1 I!ЛОскoстr']'
а IlрЯ\1oii 

- одiiО]v'ер.eая tl"loсI<сс]Ь' дp},Гri{ il.rоскостеii нет: п1-lll i;);1
riгОl'iе гiIпеpП..]oс]tОстiI и Пi],.ii!Оii с}'lltсстB]'loТ П.IIoсiiОс гIl пp(j\(еiк)'Tc({-
}iьIх рaз'!iе1)ностсii [(с-2) -t,lерltьlе, ..', Ti)е:irirрнrtrIс, ,1в):l.rоDiIr,lеl .

ГIIl-lерil..tоскосl.ь c5ьt.iнc зi.JаIОT оiitllirt лttliеijнЬli\,I }IpасIIrl{rirl,I

а1' ):1' -| аz хz *i.,' . *i а.' ?in -: b'

в I{o1.l]pО''i tIе rrсс к(.'э{)фIiiillеilТЬt at, az, ..', a't раBtlLI lr1''пrо (n
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I

I

*

-l..2-+ 0\ . п^. пA пuA^ 1]J'сЛовlIе равlloсиЛЬr{o тor,Iy' Что paнг сIiсТе}{L1'

сOстCя[lel.] iIз oдI]oго ypaBнеtIия (8), рaвeн едиIrицe.
Paссlлотриrr тепepЬ сIlсTеI(y .цB}'х Ли}IeйI{ЬIх }.рaBнrний

.{ 
ал х.1.- di1 1-] | ' '..- '?171 ,tn : b1 , (9}

I r;e1 -r1 -i e:2;2 :-. . . i- t121 Xn: b2.

Еслп еe }leтрl]ца ,.l ttмс'зт рatIг, 12авньlii l, тc
(1эtldlt_ а2эlа12 а2nla1n" ( l0)

B это:t с',]уtia.J гuпе0II'1oсKoсi.iI) oПpeде.llяеl{ЬIе }pДBHeHijЯlr,l11 с!iсТе}1iJ
(9), нaзьlваi,.l'|cя llс]pал!|еllb|Iьrмu. Если ;rpи этol'I рaнГ pасшi{реЕi}iOii
11атрriцЬI B сllстеьtьt (9) paвен 2, т. е.

а21 ,! a' :4:2,ll: с'1i1 |t111 + b2',h1' (1i)

тo сiiсте1la tIесoв.!:естiIа 
- 

riiперI]Лоc].]oсти' ОI;pедc"li'lо]'1ЬIе i:рll1Ii.I]jl)т.
il{]I сисТе\{ЬI (9)' rlе и1iсюТ Uliцих тсlчек (не 

'lL.pCсс)iaIоТс'.i); 
ес''l;l;i':с

paнг рaсширеLllloii liатрrIцЬ] тaii-;]iе рР.r]сн 1, Т' e.

a21!а1- а22l tll:. Q2n1| cg,: bzlbt' (l2)
тo pаij. с11с.i.).IЬi (9) рarен 1' систеr,tа свoдil'гся l( ОдrrО].iт урeBТ1е-
Iiliiо - ;.i]е гliпii]iliiскoсТIr ссзileдi.]IОт.

Нэкоttош. ес'1ii раlIг i'laТj]iliiь1 z1 ;t,lстеltьt (9) paвен 2. то сiiстеl,tа

урas}rеНпii (9) оr;ре:еляст (;:.-!).r;сi]li\'.]() пЛoсIioсTЬ-

Пpяшlтю r{o;i}.'o ЗaдaTIэ Cotllr0CTiIoii системo]i лllт;еiiliьl:t \ раBн..
нItfi с lt псi)L'\iеII}iьl\{1i paНf a r: n- l . Если ll3вестI1Ьl .1Be тo(I]{iI

L (u1; u21 ,,.; tt,,) тl V('оt\ t.z\...; U'r) прЯr,1оii, тc эту сI-lсTе\1:i. l'iО'iiНo з:]-

пiIсаТЬ B вii.iе

.t r - ilt __ j, *- ,:r 
- - _ __ .tT-r -!J!-1 _ _:{n !b. ( l3)

L'l.- Цt a2- Ц2 ('i1--1- il11-1 l"r 
- 

ui,

г:e X {х11 у'z| ...| х,\ - То!'\.rц:]я (псpеrrеннeя) тo.lиa пpямоii. Спсте.'iv
l.pавнеrrtlri ( l3) rraзьrвaюT цраaн|i1|iяl1u nij:l.,1!L1|i, npо.':оtiяu1еLi l'lе j}еЗ 1эi:е

To|!|iu Li и У (сp. [1]' гл. iI' S 3' п. 1).
Ilо"laгaя (хi-ll,)i(.u'_I!i\_.i, {i:|' 2'..'',), сtlстеll\,i (1.i) irо;liiro

-?eПисaТЬ D Bjlде

.tr-(l -t)ut*iilr,
rz: (l -- 1\ u2 J- l-.'r,

(l.t)

х,. _ (l - |\ ttn -| tоn

Уравtleн;lя (14) яв..iяIотся 11{1i'с'-.|!еTр|LLiес|;uтiL|' !!p(lвНt?!.t|!:t'Iiц nрn-
.1,od; паpа\tет1lo\'1 яBЛЯсTся псрс:'I.iiiiая gе.]lIrl]iiIa / (o пapаitетpll.tс:.
скrIх уpaBileниЯ]{ J:{нi]ii нa П'lосiiосТ!,I и в llрoсТраНсТBe сNl [1]' гл. iI,
$ l. п. 3). Пplt ttзrlенсilltli / о'г _- сэ ljlo -J-ф .,.l)аBlir;t]rя (I4) опpеде-
JяroТ pДзl.lltЧt{iJе тolltiи Х nDяl'Iоii UV. |1ри l:0 точка Х совпaдает
с Тoчкo}.'i U, a пptt |:I - с тoli!(oii У. Еслrr ;не 0<l<], 1o зIiаIiеillrя



.fj зaк.'1iОtlеijЬt liе'Ь:'1\. сojтз:]с:в1'i]Цll1{Ii зrIaчeII!|Я\1|7 ui и U,; в этoNl
сл1,rIaе г()BopЯT, ч1..] -.,..::а .1. ]:i: .l]'jенa ]t е ;{ f У тoчKaI{и U pl 1'|.

.il{itо;Itестээ тoЧrн' 9ii,.-jЮ!i.1].l'-l ji. Т-i]:'.i: L,., 1,. lr все тoЧIiи, ле)кaщиe Ira
пряrloii illе}iiд\l riIii'lи' fiaзЬIBаеiс'i ОТ!'1|эi:О,'! i;ilя 'lоli. тot{I(и U |1 v _
кoР.i|ii.\|i,!, a тоriкI{' 3аIiлЮчeHнЬIе lle)liд)' !Ijjili'i' _ GнiiI jiе|||1u.||tI ToцIia.|'4|l

отРе.iia. Отpезок с' кOi{ца\llt U v, V olaзнaчaют UИ.
oтрээol< UИ опPeдeляеTся -],рeBIiенlrяl'rи (l4) пpi{ дcпoЛllитеЛЬ.

lto\1 i.с.]oБIllI

0 -< I -< i; (15)

l,ri::-. r-] ;], з:r..' lirёliних тoЧeK oTpe3кa Ul,/ oпpе,\e.тяется урa3не;Iriяr4II
(1J' l .:: :.jl.,.:ii:]т..lЬ1lo]'I .YсЛoBии

0<l<1. ( l6)

Ес'll ;< t ;'.;;: l>.i. т; т.чile .1.. oпредезяeмaя ypaв}ieниями (14)'
ле:{iiIт }i:i пl;я ,;ri,i L l- знс О:iеJ:{э L.l', пpIluеrt ес.:п f{0, тo тoчкa U
j1e)riит l:сl:i-r],' т(jl1lie],l]i,\. li 1., a ес.lii t>l, то тo'qкa l, ле>кltт мe*i-
ду U иХ"

З a п; е ч ll н н е. Пpи llз}'цеi{иil aнaЛити.ieокoй геoiuтетpии для кo.
oрдllllaТ вн1'тpеI;нсil точки ,/l,{ oTрeЗI{a АB бьlлтt пo'1vseнЬI фopмульt

pr r,, -l- ?'.r: lt!.lt * 7,!.lz ttz2 \ 1,22
. Itl: . z:i'* }L }, + р 

^+prлc А(х'1 !Jl., zt), B(,r,: lJэi z,); ?llу:|А\I|{|]'IB| (см' [1]' гЛ. I, s 2,

п. 2).
Пoлз:ая )'l (?.+rt):t, пoЛ:\,чим х: (|-t)хl+tх2, g: (|_t)gt+

-|t1l2, z:(|-t\z|+tz2_чaстньtt1 с'rlуЧaй фоptr'tyл (14) пpи n:3 uco.
oтBeTстB}:юцiii oбcзнa.iенltяx (,l,{:Х, А-{], 13: У); при этoм l:
:1А])'I1l АB l lr д.'tя Bri1'трснI]tiх тorleK oTpезKa .AB выпoлrrяeтся yс.
лoвие ( ] G).

P aссl,tотpit lt l,I }lo}iiесТ B а ?oЧек, oп peдe.'IяеMЬtх i{epа веIiстB al{}i

аtхt* (izхz#, ''* аn tn -{ b, (17)

Щхl*аzхz*,..*аoхn>-b, (i8)
Гrтпеpплoскoсть

с}l xr * аzхz*''.* а,' xn : b

пpиi{aдЛexiIlт, olIеBl,iд!{o, oбоим этиll tilнoi]{естBaiI. Boзьrlеrt B oд}loIl4

из н!Iх тo'lrly U, а в дpугoм У, нe приrrадЛе>кaщ}lе гrlilерпЛoскoсти
(8). }tоir;нo пOl(aзaтЬ' чтo сpеди Bllyтpеннtrх тoЧеK oтpезкa UV нaft-
.цeTся тoЧIia, пpijl{aдЛе)I{ащая гIlпеpiljloскoсти (8), т. e. oтpезoк UИ
пeресеI{аeт гипеpпЛOсItoсть (8). B этoм сMьIсЛe бyД.eм гoвopитЬ' Чтo
Мнo)кесTBа' oпРедеЛяе!{ьIe неpаBенстBa]!{и (l7) и (lB), лех<aт пo
paзньIе сTopoIIьI oт гilпеpплoскoсти (B). oни назьtваю-|cя. t1c-

Jl!|LpoсTра17сTваllи. ГилсpпЛoскoсTЬ (8), пpинал.lе)кaщaя oбoиlt пoл,v.
пpoстpariств aN{' я Bляется их oбщеir e pа нu t7е ti.
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BoпросьI для сa\{oп]]oверIiи

]' Чтo наэьlваeтся,?-}{еpнЬll,l арифltетltиeски]\{ тlpoстраttствоlt?
2. Чтo назьlвaется .t.lиеpной плосltoстьtо B ,i-}1ерlro}"{ аpиф:,,,rетiiне.

скоl't пDoстDанстве?
3. 

.Чтo. 
назL.Iвeется гIiпеi]:ljОс1roстьtо it пряr;оii в il-rrеi-.;iс;,.I аpиф.

МeT}iчесI,;o],{ пl)o.Tl э }i{]тBе l
4' Kаi; заIt!iсi.i;]al.-iТся }'ра;}iсt]iIя гIlпеpilЛОс!\ссти II пoяrtоii B

tl.NiОр}i oм а p ttфl'tети.tесt;оlt l.l ростpa iiствс ?
5. B какоl'r с.пyЧаэ /iBе гI{перi]''IoскОсTи I{а3I,1ва}cTсЯ IllDl].1'lC'lЪЧЬI.

мIt? i(aкопьl ус'.loBия iIaрaJЛеjlЬнoстII }i сoвIlаJ'е]iIiя гiIIlеjli!.lОскостс;:t?
d. Kaк о::pе.rr..l'lстся oтре3oii B ,?-}lеpнoi,l арliф,.uteта'tссitc],1 п])oст.

ра н.Тtsе.
7. Kак опрeДеляIoTся по"li-ilпр9g',,.'сTBa 4.11ерi{ОГО ii)l;tbrrеTIIl{е.

скoго простpаltствa?

7. Лl;нeiiньte простpa}Iстза

Литеpат}rpа. [l], г'т' Vi, $ 1; [9]' гл' v' s 1-3.
I(aк y;rrе Оl.uеЧaЛoсь в пpеJL-Iд\lIцr\i п.v}Iliте' Il.Jh-ятt]о ]lсliтoрa в

сс]врe}'{еннoii iIаi cмaTИ1{е ЯB"lяется довo,.lЬIii] шrIрCки}'{ пotlяТi,ie}т' свя.
зaнHЬI,l,' с пciIЯ I j1с:'I лtiнсftнт,tх cпсрaЦtlй (слoiitеilиеьt и уl'1i{о)'}(ClliIем
нa lii-IсЛo).

Taкllе oперrшiIlI .'iке Bстреча"rIисЬ в аpифltетtiкe, аЛгс6ре' Betiтoр-
Itoй алгебрe, теr)р]Ili I!aтриц и т. Ir. B кaх<допl кcнlipетIlo]vI сЛучaе
oни oIIреДе.xяЛi{сЬ Пo-сBcеi,.'y, B сooТвеTствиi-I сo спеuификоl.i Те.ч l",1HO.

)I{естB' дЛ'l кОТoDЬlI l]H]I pассri атpиBэIoТся (uис.ra, lrt}loгot]'llеiIЬI' нa.
I]равЛенiiЬlе oTpеjli11' }rтnТpицЬt и т. п.); l]aприNtер' oпpедrЛeния с.no.

)l<eliия \laтpиц ?l с,llo;Iiеllijя llAпpeBJeннЬIх отpe3iioB oченЬ ДаЛеки oд.
IIo oт дpУГoгo. LIо своiiстБа э].}tх опеpаitиii o;1].iнi1кoBЬl. 14менIrо эта
oбrцнoсть свotiств tt сtjли;<ает ltх' IIoзвO-lЯет Ii3}:чaТЬ с единоii oбтгtсii
тoЧкll зpel]ия и Гoвoр}lтЬ' Irапpиl{еp' О сЛi])Kе}lии как o единоit опе.
paцI1I.I нe3аBисиMo oТ Тoгo, liTo скЛадЬiвaюT - ЧисЛa' вектopЬi' },titoгo.

'I'qeнЬI и т. п.

Пvсть ипtеется l]еKoтoрoе l' IIoжестBо l, э.,lеl,tентьt t.:стоpого бy-
деlr oбозначaтЬ l'lаЛЬIl'iи бyкваl,tи Jaтиllскoгo a"ri!авитa: х, у, z, a, b,
с,.'. (в книгaх эти бr,квьt обьtчно тiабиpают пoЛ.Yx(иpl{Ьi}I rпpифтo;rr,

a B pуI{oпllси Ilа.ц }IиPrllt стаBЯт Lтepтouкy). i\tа"пьllrtt бl'кваr,tи гpeuе.
сKогo и ЛaTинсt{oГo алфaвиr.ов (светl.lьIми и без uepтouки) будеl'т oбo-
знaЧaТЬ uислa (.itеliствитс,lьньlс). Пr'с.lь .!.Ля э.'Iе},'IентoB . oпpеj]е'tеЕЬl
пOilяТllе paBеI]сТBa (х:y) и ДBе cпеoeц!ll,i: с.lo;{iе}t!lе (peз1.льтaт на.
зЬIi]аеTся сg'|il|ОtiI z:xt-У) lt vMнo):iение i]il ;1еiстBIiтеЛЬtIoе чlrс'"l()
(pезу',rьтат }IaзьItsaеTся ttpotLзвеОенuе,1,: У:.iu:хa), котopьlе oбла.
дают сЛе.ц\Iюllui}{и сBОiiстB аNIи :

lo. x-l-y:y+x.
2о. (x+y)+z:x+(у+z).
30. B l'tнo,.i<ествr L и}tеется эЛе\teнт 0, такoй' чтo x*0:x дЛя,цю.

бoгo x пз L; э,rr'..tент 0 ttaзьlвatoт нaJIевbrм Э.4€il|€НToli! (ll;tit нцле,lt),
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Ila. Д';,я ЛюбОгo э'.iсl:эHт:] х Ilз l в }iнo';iестве t имeется эЛемсt{т
(_х), тal:oli, чТО х + /-;i r :0: э'l.]lсaт (-x) нaзьrвaIoт npoTuвono.

Jl'О J!с н ь| J| э;Iе\lеiIт}. х.

5'r. lx - x.
6о. B (ox) : (fia) x.
7o . (сr * p) x : сrx -.|- $х.
E0. a (х * y) : aх -|--сy'
oпеpапии сЛo}I{eния и уl{нonieнi{я I'a ЧиcЛo' yдoв,IIетBоpЯЮщие

с].;::;э:}I il-80, назьIвaют лtLнеiiньtIIu onеpацuя\,tи, lrноx<eствo L с
.'iil::g..j::..],lir сllерация\1и - лtlнейнbtitt (tlлll вектopньLl't) пpocтpaнст.
вc]'1. l .г:' э.].]'lсiiТЬI _ веIсTopа.'|u'' свoйствa 10-B0 назьIвa|oT акcuo-
.lуlа.l::i .l:;у.е;|'н':,?О |!pО:трaнстсa. B oт.lичиe от BекTopoB чiiсЛa т{aзЬIBaloт
сt<L|.|яpa.\:::,

Aксlrо:.li. 1: нaз:lвэют iiО.|i'1,'.ljтQтiiЗнbt'ч (nеpемеcтuтеltьньtм) зaкa.
но.',t, 2| и 6.r - aсСo!цi(tТi|6нbtзt (сo,iетате.tьньt,u) 3а|iaнolr (20 _ I,Ля
векiОр('B-с.1aгrеrlьtх, 6', - дЛя скa.:i,чРнЬtх 11Hoi{illтeJеii), 70 и B0 _
Оuстpuбgтttвньtм (pасnpеdелuтeльньtм) та|ioiioм (7о - для сyммЬl скa.
ЛяpI{ЬIх IdI{oЛ{IiтеЛeй' B0 _ для сум}IьI yМнo)I(аeмЬIх вeктopoв) [сp.
IтpeддoiliеI.Illе 1 в [l]' гл. I' $ l' п. 4].

Hулeвoй эЛемeItT линeйнoгo прoстpанства на3ЬIвают |taль.веIсTo.

рoл. Fleoбходиl{o сTpoгo paзлиЧатЬ числo тlyлЬ и }IyЛЬ-веt(тoр. Мо;к.
tlo пoI(а3ать' чTo B кa}i{дoм линейнoм пpoстpанстBе нyлЬ-вeктoр
тoлЬlto oдиI{ и для любoгo BeкTopa 

'( 
сyщестЕ)'eт тoЛЬкo o/циil пPo.

TиBolioЛoжI{ЬIй eмy вeктоp. Из аксиoм 10_B0 слe:lyет Taк)ке' чтo 0x.:
:0, с.0:0, (-I)x: (-x); в сиЛy aксиoNtЬI 20 сyltl,г1, тpех (и бo.
лeе) вектopов Mo>liнo заIlисaть без скoбoк: (х+y) +z:х-|У+z.

Bектop z:х+ (_y) }IaзыЕaют pатнocTb|o Bектopoв х tI y' oпрeдe.
ляя Tакиl'r oбрaзoNl oпeрацtiЮ вьIчIIтaнIiя; ее oбозначаtот 3I]акo}t <<._));

z:хl- (-У):х--У.
Из aксиoм 1.]_B0 слeдyет' Чтo BЬ1раxie}ilIя oт}loсIlтeЛЬнo Brктt].

1.lов лtrнеliнoгo пpoстраtlства /- t'toiItlro пneoбpaзовьtватЬ пo всеM пpa.
nи"rialт обьtчнolt (скалярноiI) aлгeбpьr (pаскpьrвать скoбtlи, привoД}tть
подoбньtе ЧЛеIlЬl tI T' I]').

oтпlетIlм oднo Bai.](нoe обстoяте''lьствo. Гoворя o линеliнoм (век.
тoРIroM) прoсTраЕIсТвe' и!теют деЛo oдtto3ре]\,teннo с 'l'R!'мя l\rнoх{eст.
Dal{и: са}'Iиl"{ l,тHo)IiесТBoM L lr мнolкествoм действilтелЬIjЬlx qисeл R.
Элеrleнтьt I\tнo}IteстBа L яв.цяtaтcя вектopal{и, a элeMеI{тЬI rt{но)l{есT.

вa R используют B кaЧесTBе }!нoх(ителеtl в oпеpациtl yl,тlloxieнIlя веl(.
тoра }Iа скaЛяр (,Цеtlствительнoe числo). ЧтoбьI подueрiiнyTЬ этo об.
стoятeЛЬсТBo' I]oстpoeннoе тaкиМ обрaзoм линейноe (вeктopное)
I1poстрarIсTBo нaзЬlвaют Оеtlcтвuтельньlм. \aлeе MЬI пoiнaкoп,IиNtся с
кotvlпЛексI{ЬIillи rII-iслап,lt{ 

- oбoбщенlteм IIoнятl{я дeйстBитеЛЬнoгo чис.

"la. C их пoп{oщЬю анaЛoгilЧl{o oпрeдrляется пollятие кoj4nлel|с|IО?o
!1u|7еliнoеa (вeктopнoeo) npocTpа|IcTва' иN{eющеe МIioгo сBoйстB oбIцих
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сo свoйсTвaми дeйсTBI,lтеЛьI]oгo Линeliногo прoсTpаlJстBa' нo tso ],,Iiio.

гoм !1 oтлиЧaющееся от }lегo. 3дeсь пoкa бyДeм paсспrатриBaтЬ тoЛЬ.
кo действитe.lьгIьle 'цинеfiнЬIe пpoсTpaнсТBa и дJя tipaтI{oстIt сЛoBФ
..деitств итeльнoe)> ts иx ll аз Ba I]iI t'I oITyск a тЬ.

, Пpиведeм неKoтoрЬIе прii)i!.pЬI .rttнеiiнl,tх прoстрансТв. Б псрвьis
трeх nриI\4epах бy,1еl't paсс]'1атрl]DaТЬ }ltto'tiестBa Bектopot; - Iraпpa3-
Ле1lt]ЬIх oтрезt{OB с oпсparilIя11}l с'rionieli]iя и y\{нo)ltеI]ня нa чl-lсЛo' ol].
редeЛенIIьli{и так' кaii сjI1I] cripе;ic.rя.ilисЬ B BеI(Тoрнoii aлгебtle' Лlrнсii-
I]ЬI:'!и прoсTpа1IстЕ ai'ili ЯБЛ'lЮтсЯ :

1. Nlrtоlttествo Bсех пеliтol)oI{ пpoстрallстBа; eгo обозilaчatот'y.'"
2',Viнo;кeство всеx Еel{TорОB' приl!аJ.Jеniaщilх нсiiсjТОi]Оii п.rэско.

стti иЛi,l пapа":т!'lеЛь;]Ьlх еii: сго обоз;;e.:ат.эт !,2.

3. Л\ноiкество BсОх i1еii..D1lo?,' fl})]iiia'.l.'l.;i'аiцIi:i l]L.iioTo1]0й l1-.яrr...i?

}i.Ill Il ара ".I.:]e.rlьи ьt r: еil ; егrl о бi-.зI.i а.i eiо i. И l.

I) -,,^-,.,^,,,. i,.--.-.-^^^.,D (.lс,t\Юt]ih{ дLJ''х ПpIlrltpах ()\Jс]i расtil1ТoIil]lЬ 11l.IОi.l:(itD5

).lHoioЧ.jсHCIJ oт]:oсIliс.l!,но пt'реriсlillol.l f. т. r.

х -: Pр. (l) __* an + щt +, . ,* анth,

с oпeр;lцi]я}]lt С'.-on(еil}lя ll у\Ilio'I{е]I]iя tIa ЧI1с.do. oпpе.].е.tсн}lЬirl!i тэl(.
}iак oI]rI Оilре;е.1я,rl]lсЬ в эЛсN,IентaрЁIoir aлгебpе. .гIltнеiiньirти пljoстp:r;i.
ствa}Iи яBЛяюTся:

4. Дlнo;itоствo Bсe;t мНогorlлi]ноB (.1loбьIх стеlснеli ) .

5. Рlно;кествo Bсс-х ]\1}loгoЧ,1еiloB сTеI1снIl нe BinttJе не,{oТОpcгc

фtlксIlрованtll-\гo Чис..lа .и (fr 
-<;;z ).

6. Лltнefiньll'т пpoстрaiIсTBol{ яB.iIяется l{I{o;'!iесTilo всc)( I\1aТilиji.

рaэ},1еpa ttt/'tl' c oперeцr1я),;lI с,.lOiliеilия II уl1llО:i{с!ilIя I]a ЧIICЛo, oПplэ-
jеЛeIII{ь]t'rи Т]I{' I<ак Clil1 Сiil)...l| .f я'1i;сЬ j] J .I..-ро lIaтpиr1.

7. Bведr:;rt тсiiерl,;r:tнеilliL-lе otlеi)аilI,i]r в арii.h;'lет:lrlеi]Ь:О1i;Pсст-

ГaЁсТBе R',' прсвpа.тttв с:o ;il]ij:lI t,бpeзr:rl в 3риl},rli.Т:lЧесxcс "iilttl;i.
ное (вектoрoе) лpoстpз.нство. Э"rеlтентьt его б5,,tеlnт На3Ь1BаТЬ Tеt]еl]Ь
|еtiToptu,tu' Д ЧIiC;.lД, oбразуtoщиe вскTop' _ |сО.||u1oн'е|.|T|1'|I!| векТОр1''

J.ва вeктopа х(х1; х2 ..'., х,.) уr У(tt; tJz;.'.; !i,r) riaзi'tв:ilОl.ся paввL'tl.irI
(x:y)' есЛи

хi:!!r ('i:1'2',,',n)., (i3)
.екTop Z(zl; 2z, .,'i Z',) i1i]'1ЬIgаeтся сц'\L,1l'ou BеliIoрсв х I.l y (z:х+У}}
есiи

?i: хi + ai U : 1'2,,,.,|t);
эеIiтОр p{/,li Рz,, ,",| lэ,.) Ilа3ЬIDaс]..я tl1эсltlэвеОcttuе.|'t 6(|i'ГОpс1 х
.a \р.: a:с : хo.), ес,тil

Р' - a.'tt {i : |' 2'...' n).

(20)
11tL ч|'i с.|o

(21i
Iiуi.оь-веi;ro1эolt (нlt,,tе':'t) я]]Л'1ется всктс.р C(0; 0; ...; 0) ; Бrliтoр.Ji,I,

|'!|jО'IL;t:o|Lo'||o'ч1.||ьl',IL сс|.:To|}il Х (.tl: .v2; ..'; .vn.} , яв,llяоТся BrI{тoрc\l (-х) :
: \-'кti -х2i ...',' -:til j.

I,ii;.гсресно зa11сТiiтЬ] нто r1l:iф.'тетljtiесjiОе.lII1Iеi.iiIoе IIi]oстраIlсг3о
),lОiiiНt; 1)i.CCNiaтpl1BaтЬ t] как Час.гrIЬlit слyuaii дипеriногo прoстpанст3a
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матрt{Ц (приltep 6). .Цеirствпте..jьllo' вектop (х'i хzi...i .Yn) являeтся
одностроuиоtl ]1i1Т.;:Цl:i.l (iХl:), a равеtlствa (I9)_(21) яBляIoтся
ЧlсТHlэle{ сЛ)'Чае]i обшеlс CIls-r.,..irillЯ paBeнствa п4атpиц LI .цинеItiIьIх
oперaЦиIi }lад ниr,iII (,t",tя сл1,нaя .-.::]:.;icчнЬlх матриц).

Kоr;пOне;тьi DеI(тopа ]lloitilIо зai];i:Ь;:атЬ не ts стpoкy' a в стoЛбeц
(з;iteтltrт, I]тО }tатрицa-сто.lбец пoЛ:iЧаотся liз ]1aтрицьI-сTpоки траi{с.
пoliировai]tle'l,l) ' Тогдa Rn является Ilрcсr;,а;i ]тtscrt oднocтoлбцoвьIx
ьiа]plIц"

8. Callo ]!11'ioi.:ieстBo дeitствитeльньIх Чисе..i R, пoсIto;ьк1' B нeM oп.
ре.1е.:lенЬl оi]еPali'ill сЛc}ir]]II'l II }.[lнo;'t\еIlllя деiiствнтe.lьногo Чi{с.тa нa

"^ii.--.,-дi)\ гс: дсIiст];iТе.-lЬiloе }liе ч}IсЛo' тaк)ке ЯвляeТся Л!1l-lе1liтЬl\1 (век-
торньll't) прОсTpairстBoм' Егo liон<но pассi!{атpивaть riaк ЧaстнЬlй слy.
uай пpпмepa 7 пpu n:1. Здeсь дtsa ltнo}ieсТвa l и R сoвпaдают
(l.:R) _ка}Kдoе действитeльнOе чисЛo яBJIяеTся It вeКTopo!{, пpI].
I1аj.l]е'(аulti}.{ L, lt скa.пяIэом' принадЛе}Iiaщим R.

Bьtпoлненtle aксljoм 10-80 вo ЕсeХ приl{еpaХ Peкoмендуeтся пpo.
вериТЬ сaxlОсTОятеЛьllo.

BьIраlкeнt'tс

хr аr * хzaz*,''* хнaн

I]a.jь13aется лttнеtiнcit кo.lt6ttнau,t,leЙ BектopoB dt, az, .',, a,t r кoэффици.
ечтaмIt 'tt, .tz' ..., х2. Лroбaя ЛиI{еI1нaя кo'lrбинацltя BеKТoрoв линеittro.
го I{pOсTраI]сTBа предсTaвляеT сoбoй, oчеBидI{o' BекTop Toгo >I{e пpoсT.
paHстЕа. Если irекоторыii вектop b 'тпнеliнoгo пpoстpанстBa I]ред.

стаBЛеll B Бi{дe .lIинеliной коl,lбинaцllи вeктoрcв ii't, xz, ',,, ад тoгo х<е

прoстpaнстtsa' T. е'

b : ,rr ar * хzaz*. .'* хнaь, (22)

тo гoвoряT' Чтo веiiтop b paзлorкен пo BеKтopaп{ a1, a.2, ,,,, ap.
Рn..' ' п.'цдi.rцnrr пl.,ioстpaнстBe ЗаJaнa сIIсTOМa вeктopoB fli' itz,.',

.''' aЕ' Tсl }'io)!iет Cкa3аTЬCя, 1116 лllбo всяiiиii вeктop прoстpаНствa Mo.4{.

Ito 1]азЛОiiiI,IтЬ IIо эТим веKтopаN{' лrtбo в пРoстрaнствe с):ЩeстBуют
вeкTopЬI, }ioтoрьIе I]e N{oгyТ бьtть paз;tоltеньl пo I]!i}r, НaпрlIruteр,
в I]рoсTраl{cтве У3 (пpиvrеp l ) пo дB)'\( I'lеколЛI,IllеapнЬIМ вeKTopafuI

I{o)iiнo paзlioЛirlТь Любoii BекТop' Ле}кaщи1,1 с l{и\tи в o,lнotl плоскoсTlI'
нo Не"1Ьзя ра3.1o}i(итЬ BeKтop' не леlкащilй в тoit >ке плoскoсТи.

Bа>кную l]oЛЬ в тeoриI{ ",lинейньtx пpoстpаl{стB игpaeт пoтlяTllе
лиIlейt{oй ЗaBllс}I]{oстil и нeзaвисиМoсти Bектopoв. Cllстeма вектopoB
Еt, dz,,'.' a/J т]екoTopoгo лltнейногo пpoстpa-|iсTва L нaзывaeтcя лuнеti"
t|o tiеЗав llс||.jl,toЙ, еcл:!I pаBеHствo

fr аr i-.Yzа: i. ...]_'т; ад : 9 (23)

Ir!!eет местo тoЛЬкo пpt,l }lyЛевЬlx ЗHaче}lияк ltоэt}фlti1пei:тoв; есЛIl }ie
paвеt{стBo (2З) иltеeт местo !I пр1l yс"loвиl{, ЧтО xoтя бьl oДцн l.lз ко.
эффиuliентoв oT'rIIiЧеti oт iiу"ця' Tо сllеТе,\da Beктopoв A1, i'2,..., &4 }iсi.

3Ь!BаетсЯ л|l||еilн4 Завucuilo|i (ср. Ii], гл. I, $ l, п. 5).
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Paвeнствo (23) яв,тяетоя ЧarTнЬr]lt с"llуqаeN{ (22) пpll lr:0, т. е.

IipедстaBляет p33l']o)КeflИ€ I{уль.вектoрa пo BеI{тopам 3t, i:, ..., eн. Ta.
I(oе ра3''Io''liение Bсегдa вo3Nioniнo_дoсTатoчlio пoЛoiкiiТЬ всt. I{o9ф.
(рицI,rентЬI paвнЬIми Ij};ЛIо. с.цeдoBaТеJЬнo, ;rпiiеi;нiл ilезавIlсиt'lосTь
систеl'IЬl Bеi(тopoв oзllaЧaет' Чтo i]aз']io);iоjiiе н)rJЬ-Ее;{ТОjla пo вектО-
pаl.l сtlсте11Ьl BUз:'1.1:ilчo c j liHс] г,зil!iЬ;:.I o.i,,iJoli' il Jl:li.\,,:l1fl зaзl:с:I-
ltioстЬ 

- 
Чтo тeкoе рasЛО;iiенliе liе яв.ilяеTся едиIlствеI.]itirl:'!.

Если спстerra сoдеD;liI;lT бoлее од'ногo векToрa (r>1), TО.]иIief.rнaя

зaB}1сill'!ocтЬ сIlсте}1ЬI o3нaЧaет, liтo, пo ltPailней меpе' O;1иll и3 Beк.
тopoв сисTеl{ЬI l{o}I{eТ бьtть пpсдстaвлеI{ в виде ЛиllеliнОli I<оliбинa-

ции дpyГих векTоpoB сriстelIьI' !.eйствliте.rьt:o, пi'стЬ tsеl{тОрЬl ilt,
nz, '.,'aн линейнo 3ДB}lCIIl{Ьl и п]iсTЬ в (23), нaпpjluер, .tr*0. Toгдa
из (23) пoЛjl..iaопr

,t1 x2a/r:---o1---a2-.,
^R &R

т. e. вектop ah paзЛo,li(jн IIo веI(тoрal'1

хh_l
aA*'l r

it, 3z,...' a1.-1. О6рaтнo' есл;I

aь : lr at i hzаz*...* fta*r aь_r'
TO

lr ar -]- h.zaz*. ' .* lь_, ah_I_ fll : 0,

т. е. иМееT r{eстo рaве}lствo (23) пpи.{A:-15t0_вектoрЬl d']инeii.

l{o 3aвliси},!Ьl.
B линeйньlх прoстpaнстBах V2 ll Уз (пpппrepьl 1 и 2) линer.iнaя

зaBlIсPl,\дoсТЬ дБyх вектopoв oЗнaЧaeт их I{o,rIЛи}IeaрнoсTЬ' a трex BeK.

тopоB-..их кoмпЛaнapнoсть (см. [1], гл, I' S 1' п' 5).
,Д...r систeмы, состоящей и3 oд}Ioгo вектoра' ЛIlнейнaя 3аBисII.

l:..?li oзtiаЧaeт' чTo эТoт BeI.'тoP явЛяrтся нyЛЬ.веltтopoм' а ЛиtIеЁ1.

}iзЯ lеЗависиllloсTь-Чтo oH нe равеiI rrулю. .[еliстBитeJьi]o, oбoзiiaЧи1I
этоT сдIi}:.Tвенный вектop а1(Ё:1). Paвеirство (23) пpиниlrаеT ts этoм
с,ryЧае вi.r/i 'т1a1:0. Если a1 :6, тo пoсЛeдriеe paвенсТвo имеет мeстo
как ]lpt,j -xi:O, так и пpи 'u1;ё0; есЛи )кe a1;l=0. тo рaBеIIствo иl{eет
}1есТс io..lЬltо при Jrj:0.

B пpостpaнствe Уl (на пpямoй) линейнo l]eзaЕиси]\,Iая систeМa }Ie

}io}l(еT сoдeP){<aть болeе одrioгo Еeктoра _ сl.tсTе},тa и3 дByх (и бoлeе)
вei{Тopoв всeгд'а линеliнo зaBt.]с]l}Ia; в прoстpaнстве У2 (на п'loсlto.
сти) лиI.tеtiнo незaвllсиП{aя системa не l\,lo;dет сoдeр)кaTЬ бо.reе двух
вeKтopoв - любaЯ сисTeft{a I,I3 тpех (и бoлee) вeктopoв линeitнo зa.
BIlсиMa; в пpoстpa}lсTве Из "пинeйнo незaBиси[teя с}iсТеNla Ilе llroх{eт
сoдepi{(aTЬ бoлеe треx веI(тopoв-любaя систеI1a из ueтьlреx и 6о.
.1ее вeкToрoв линeliно зaвисиNlа (см. [l]' г''l. I, $ 1, п.5). oбобщaя,
сфopMуЛиpуем oпpe,{eЛенПel если B Лllнeilнol{ пpoстpaнстBe имеюTcя
ll линeйtlo }Iе3авПс}tпlЬIх вe}iтopoв' a любьlе n+ 1 векTopoв 'пltнейно зa.
вIiсифIЬI' тo пpoстpaнствo пa3ьIваeтeЯ кoнечнol|еp|tbtмt; еc,т|'А 

'ке 
ЛIlнei{.

}I0е пpoстpанстBo тat(oвo' ЧТо B }lеl,1 сущестBy}oт систеl,IЬI иЗ скoЛь
\.гoдI]o бoльшoгo числa линейнo нe3aвисиNrЬlх BeктopoB' тo пpoстpaн.



ст3о нa.]IJ3aетcя 6eс|ioнi,iнО'\|е)|1b|'.\1' }1анси.,iaльнo вo3l'1o}iiнoе чllсЛo
Л]iтlеljнo tiезаЕl.IC]l]!lЬi\ ]:.ji?Оlo3 э i\c]jеЧjIo\IеDнo}1 прoстpаI{стBe нaэы.
PьуiТ pаiзj!ерti'0cтb|o Э.ioiО ili]l]сl'):ljс-.a' ес.lII рaз)'iеDнoстЬ I{oнеЧнo.
NIеpнoio гIрoстрairсТBa раts]{а li. ТО (.i О h'elЕ'Iэaют |i-.\|еpнb[.'1.

B сoответствиII с эTtIilIи o;lpeдr.'iениЯ'ri'i пР;\I:]Я я3.lяeтся oдt{o.
]\ii]i1l)i\l' IiJOсIioстЬ - дBrt.n,rерI{ЬIM' наг.1ядllОс lеclЧсТpliliCCiiс-lе пpoеT.

ран.ТBО __ Tрехмсp1ILIr,1 .l!IHeiltlЬll{ пpoстpaflсТвoilr, Чтo сoглaс}.еTся с
Ii 1 i \'IiТиБf{ЬI\{и продстаB'ПеI]!Iя:tIIJ.

B прoстoaнстBe MIIoгoЧЛеlloB oТI]oсиTrЛьнo пeреMeннoй l (iтpllмe.

р. , il 5) rtнoгou.тен Рь(t):аnaq't+,..+.аьtь (a; 
-деliствиТе'1ЬнЬIе

Чl]:.] l i Пi]if Стaв..]ЯeТ сoбoй Линeйнyю кoilIбиHацlllo oдноЧJсI{cts 1, l,
l]' '''. 1'. с Iioэфl)l.цl!енТ0..,.И a6, al,,.,,Qн. Сaм,л этll oдlioЧЛеIIЬI, B свoю
оЧi'Г.]Ь' Я B.;IЯются \Iiio.ОчJе}Iа1{Il пpи сooтвeтствyющиx знaчeниях кo.
зql4rицI1енТoB' oни .lilн..itно HезаBисlI}tЬI' тaK кilк To}кдeстBo аo*аi*
+''.+arl:-0 IIl{еет iIесТc ТoJЬt'i] пpIl тt\'.lеBЬI.\ 3нaчeниях Koэффици.
еtiтОB d0' Qt,...,aь. B лitнеitноrl пpo!.тpа]]стBе всех l1нoгoЧЛеI{oв (пpи.
I\1ср i) lto}iазаTе..lЬ с1 JlICIlи A llu;;;ст пр;l}-rll]1атЬ сЬo'lЬ \.Гo.]нo бОЛЬ-

lлое 3HaЧен!1е, с.тедoвaтельнo' эТo .цttнеIiнoe прoсТгаHствc - бeскoне+-
ItОr,1еpнor. Лllнейнoе >t(e прoсTра}tстBo всex fuIltoгo1lлеIloB стeпенп Iie
вЬlшlе некoтopoгo фпксирoваttногo чIl.cлa m (гIPliмеp 5) являeтся
(til+l)-мeрньrМ, так кaK oдI.IочЛеttЬI 1, t, |2..., ln лиrtеtltlo незaвисиMЬI,
a oдHoqЛеIlЬI болeе вьlсoких степеHей oтсvтствуЮT (/е-<л;), а Любoli
}{i{ОгoчЛен сTeпени нe BЬIlле t1,! ЯB]|яеTcЯ Лиtlейнoй коМбинaциeй yкa-
3allHЬIх oдI]очдeнoB' т. e. обpaзr,ет с н!t]!1и Линеi,tнo 3aBисIlмyю си-
стсf,'t.v.

Сltстемta |1 lIИIrеiIHo незаBисIlMЬIх веt(тoрoв B /?-t,{еijнoM пpoстpaн.
стi]с нaзЬlвaeTcя ба|uсoл| этoгo пpoсTранства. Пo векTopar,t базI{сa
}'iOIilIo pa3Лo}l{ить .'Iюбoй BекTop пpoстрaнстBa' Iiриltем едI{Ilственt{ьIl4
сбра.lОl,{. flei,iствитe.;lьнo' п\-стЬ вrктopЬt flt, 3:...., a.' oбраЗyют базис
!iэliОторогtl /l-МернcГo лrtнеtiнoгo прострaI]сТBa, a }, _ пpoизвoльньtй
вt.ii:cр тoгo iкe пpoсТpаIIсТBa' сrIсTсNta ?t, ?:,...' a,,, ti сoдержит n*1
вэ,iТop !I' сЛeдoвaтеЛЬIlo' Лtlнейнo 3aBисIJltia, т. e. и}lеeт NlесTo paвеIl.
сТ }.

i.1 a1 -l- i'2 a2 J- (25)

Е I(.]тОpcl!т неitoтopЬIe и3 кoэффицI]eнт0B l'lогVт Прi]IIяТЬ знaЧrНия, lle
pa'cнЬlе нt',1ю. B ИХ ЧI{CЛo обязатeльнo вo}]дeT кoэфф'iциеIlт i,a+I' тa!(
l(aк B ПpoТllвl]oм с'[YЧaе ПoЛ),чаеr,i раBeнстBО

lr at * ]uzaz*...* 1,, nn : 0,

срr,ци кoэффициентoв кoToрoгo eсТЬ oTЛичнЬIе oт нyля' ЧTo l1poтиtso.
pетит .tинeIiнoti гreзaвисttпtoстtl веIiтopoB il1, 32,..., a,.. CледoвaтелЬн0'
11З (25) I{oжIlo пoЛуЧитЬ

t

t
c
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т. e. Beктop b
Beн}IостЬ этoгc
ние

|э : \ai* хzaz*.'.* fn а,', (26)

paэJo)I(eн пo векTopaм &1. 32. ' ,. Д ].,кl;;t.l:'I ед11ti.Т.

prз'ro,'liе]]l1я' П1.сть кроrrе (2i) rlllееri еLiе pa3'IjO}r'е.

Ь: lt at * уzaz*.''4- gn а*. {27)

Из (2$1 lr (27) пn.r1'uаeu

b_ b : 0 : (:rr _ U] aз. 1- Gz- уz\ az*..'* (х"- LJ',) an,
B сп.пу ,lинеr:iноir не3aBисимocTи BеI(тopОB 4t, &z,,,., а,r Iiмrеlll

\-Ul:a, хz-!Jz:0'..', xn_ LJп:О,
Ил|1 хI: g|' хz: Цz,'..'Xn-- Ут''

т. e' Любoе paзЛОi'liеi{ие BеI(тopa b по вектopаМ fl1, &2,.'.' a', сoвпajlа.
eт с (26). Taким oбpaзсм, eди[lстBеlIIloстЬ pa3Лo)I(епrIя дoкаЗа}ia
(сp. привeденHoe дoказaтелЬсTвo с дoкaзaТeЛЬстBoil{ теoре}{Ьl 1 в [l]'
гл' I, $ 1' п. 4).

KoэффициентЬI pa3Лo)KeHI,lя Bектoрa кoнrЧ}ioN{ернcГо л1lIlеiliioгo
прoстрalrства пo векTopa}t бaзисa этoгo пpoсTpaнсТBa нaзЬIBaются
Iс,oopоuнаТац|u веKToра в dаннoм базuce'

B пpиведенньIx вЬIшe прtlмepаx ЛliI{ейнЬIх пpoстраI]стB бaзисaми
явЛяю'I.ся: B пpиMeре l -любaя тpoйкa нeкoмп.[aнaрнЬIx вeктoрoB;
в ilpимерe 2 - любaя пapa некcJtлинеapнЬrx BеItTopoв пЛoскoсTи;
в пpиI\,Ieрe 3 _ лloбoй oтличньIй oт ilyля вектoр пpямoй; в пpиlrеpе
5 - oДночленьr I, l, t2, ..., t^; кoоpдинатallI,l вeктopa (ltнoгoнлeна
P 

^(t ) 
: а' 1 gi +- (12t2 +... + а.lm) яв,.lяется сOBoк}'пl{осTь кoэффициeн.

тoв (aц; а'1i а2,, ...i а'a\.

Пpoстpaнствo всеx I{11ОГоЧЛенов (примep 4) бeскoнeuнОNlеp}lo lI

пoэTol,{y бaзисa в неN{ IIe суЩrстByет.
Beктop n.il,repнoгo "'Iинеi]ного пPoсTpаHсТвa иNtеет ,? кooрдинaT.

Если вектoр x иMеeT l{ooprциrrатЬI (хti хzi '..i ''), тo llиtllyт х (х'i х,;.,,
...;xn). СовокуПtlОсть кoopдиiraT BекTopa явЛяeтся эЛемeнтoм aриф-
I\4еTrlЧескoГo пpoстрaнСтвa Rn' Бoлее тoгo, линеliньtе oПеpaциtt Ilад
BекТopaми данI1oгo линеliного прoсTpаHсTBэ' в Koтopol\i BBедetIа си.
стel\,{a кoop.цина1 (e для эт0гo .д'oсТaToЧI{o зaДaтЬ базlrс), N,roжнo пpo.
и3водllтЬ. в кooр/циI{aтax по фоpмyлам (l9)_(2l), б,пагодаря кoтo.
pЬllr,t прoстpaнствo Rn Nto}кнo сЧптaтЬ вeктoрIiьIl'{ пpoстpalJствort. По-
этoшrу aрифметиЧrскoе лttнеЁtнoе прoсTpансTBo ItазЬIBaЮT TaK-n<e кoop.
ОLtнатнььll nрoсTpаIrсTвo,и. Любoе линейнoe n.п{eрIioe прoстpaнство l
МoжIro изyЧa,гЬ с пol{orr(Ью кooрДиIraTпoгo пpoсTpai]сTBa R". B этoм
сoсToиT oсобaя poль BекToрlioгo пpoсТpaнствa Rn. Taк, в вектoрной
алгeбрe (темa 1) rvrы изyЧaЛи пpoстрal{стBo Уз с помoшtьЮ кoopдll.
нaтнoГo пpoсTрaнстBa Rз.

Paсcмотpим тeпepЬ пoдpoбнеe вoпpoс o сalfoм BeкTopнoM Irр0ст.

*
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ъ
paIIстB€ R',, нajlДе:rt егo г;з).:..pijс::; l;6азltс' Пi.сть в пpoстpанствe Гto

Д'aчьl h веiiтoрОB (сltс:t'.:l эеi.т{-i.э) a (ai ; с:.; .'.; o,.l) (l:1,2, ',',k);
иx liCliЛoriеilтЬI d;l tti'(еЮ'Г ilО .irrа ;.li:еii.а: (перзьIй (l) _ нoмеp кoпI.
пollеilтьI ;аri}lОгo веI(тcрa, ЕтО1)oii (i ] - riо:'lер BеiiтОDa в сисTellе.
Kроl.lе тогo, I]}iсTЬ задaI] еще BеliТop Ь1b1; il2;".'i b,,)' B с}rJv oЛредe.
Ле:i!]]I peвL.HстBa веi{тОpoB [I oIlеpaций сЛoi{еl1l]я I,l уl.;irО;liеliliя BеK-
тoi-iа нa ЧI]Cl'lO B Гdn' т. е. iIа oсI{oBа}lии (l9)-(2l)' BекТОplIое рaBeЕ.
ствo (!2) теПерЬ ]!{oiiillo 3aписать B BI,1де сllстеl{Ьl l1 ЛиI.iейнЬIх ypaB.
1lеIiiiй с /с пеpеrtеilньIl'ttl:

II

,! 
.т-

I -i-

.r

х

.f1

11

:l
l"la
i
i

IL:,t

^:(i"t#,: ,;:t:^)

at2 х2

a22 х2
' *- а11. х7. : 6' 

'

'1' а2р х1 : {;''
/ 9A\

*| ar,2 хz +. . .+. anр Xp:b71,

Кol,lпoнеliтьl ;еIiтopа a/ cбрaз\iют сто.тбец кoэффпrrlreнтoB г!pи пe.
pеilе:;н.-li ::. э этaft сiiсiе\tе, a liollпс}I]eнТьl Ееliтoра b - сто"тбeц свo-
бо;:lьiх ri.1l.]i.]9. Обратнс', ес.1ii 3 пpОIlзвo..]ЬI1О 3аjтаttнoil сllсте:*e лlt.
ltеl1ньt;t r.pазнеltliii (28) сoвог1-пность itоэффlrЦиe]]тoB пpи oднoй и
тoйt же пеpеlttенноii l't свободньlе ЧЛеIIЬI иrlтерIlретиpoвaтЬ кaк сoо,i.
веTствуtoЩие /l.rleрliЬlr вектopЬI, то пoЛyчаeNr вeктopнoe ypaB.
нeнио (22).

Уpaвнение (22) нaзьтвaюT веl{Topнo|i фapмoЙ ЗaпLLсц сuсTе'ltbl лu.
неuньtх gpавненuй (28|,

Еслн систеiura (28) несовместнal To PазЛo'.t{еI]иe дaннoгo BeкTo.
pa b пo веKтopaМ at, &z, ..,, a,A неBoЗмo)кнo; есЛи сIlстеA,{а (28) сoв.
МестIia' To paзЛo)кeнllе Bcзlv{oх(tlo, а кaждoe peIIJенI{e систeмьI (2B)
ЯBЛЯeтся сoвcliyпl]осТЬю l<oэффицllентoв этoГo pа3ло)кeния.

B яaс'гнoстп, ypаBtlенtlе (2З) является вектopной фopмoй зaI]иси
oдн oр oдriol:i с Ii с те}'I Ьl л I,i н е ii ti ьtх у p а в н е н и Ёr

атt хt * аnхz*,'._| а'ь хн : 0,

аzt хt * аzz хz -|.,.4- azн хц : О,

сiлl хl -l aпz.Yz*...* аnh,тд =. Q.

Сttстеr:a (29) вссглa сotsМeстнa' тaк кal( }I]vlеет iiy,'Iевoe pеш]eниe;
eс"'1и эТo peшeниe eДинстBеlII{oе' Tо pаBеI]сTвo (23) иlrеeт местo тoлЬ.
иo I1pи гlуЛеBЬIх значеI.Iиях ttoэфQlициснто]], т. е. сисТel,Iа Bеt{Тopoв
ilt, az,.''' a} лиliейнo нe3aвисиlvrа. С дpугoii с].opoпЬI' I])rЛeBoe решение
сI{с.Tеl.lЬt (29) являeтся едIihствен}IЬi}I тoгДa и тоЛЬкo тoгдa' кoгдa еe

ранг r oaвен Числy пеpеil,leнньtx (r:lz), I,IЛи' иItaчe гoвoря' систеNla
BеI{тopoB itt, а's,..., a' Л}lliеЙно неЗaBисиIia тoГда Il то'ilЬкo Toгд,a, кoг.
дa рairГ }{aтрицьI

(2e)
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стoлбцьт кoтoрofl oбpазoвaнЬI Кol.lflotlеil]!ll'1И этиx DeI{тоpoв' рaBет{ Чис.
tпy eе стoЛбцoB. Ho r\<n' сЛедoBaTeЛЬI{o' есЛн сиcTеIv1a Bеl.iTopоB Ji1.
нeйнo незaвисиilla' тo k:r-<n, T. е. B пD.jстpaнстBе Rn сиcтеьtа ли.
нeijнo I]еЗаBi-iоIiN{Ьlх ЕeктoрoB lie },toi{ieТ с!.1еi]:'i(атЬ 6aлее n вeкTopoв;
ЛюбЬIe )liе rt' BеI{тopoв, д;я itcТ.pЬt\ CЕijс-iе".ii{телЬ сo стО.lбцa}liI, cб.
p a3 cB а I]Ii ЬI A'I и к o iI il О ] iе ll т.i ]J i,: Е с :i i. i]. ts

(Зl)

oтЛиЧeн oT нy''Iя' ЯB.ltяiотся ЛIlнеfri.IО iIе3aB!rсl,il,{Ьтl"'Iи (,e :ll' Д;*0, си.
стеl'Ia (29) IlNIеrТ е. i,lнстtsсннoе ну..lеЕoe pс:iiJСiiiie i 1{ziтГliiца (30) квад.
pат!Iaя, z\ являeтся ее cп]]еfеniiтеJе],,:' ранг l'1аTpи11ЬI t.':,l).

oтсio;a с..iэJ'}.tт' tI]О рaз:,;срilnСТЬ.liltIili;iОГo IIрo(1раll(,i3x R': рJB-
нa |I.

З а lл еч a Il Il e, BЬl[Ie paзNlеPнoстЬ прoсТpаiiстBa R' бьiлa oпpо.

дe-]eIJа I1ак ЧисЛo I{oNIпoHеttТ егo векТopoB. Tепеpь ПокаЗ.iНc' Чтo paз.
I\,repнoстЬ R,'как ЛIlнейнoгО пpoстpalrстBe рaвнa тo]viу х..e ЧисЛу n.

Bоктоpьt, ДЛя кoтОpЬIx A7a0, oбpазi.ют бaзltс пpoстpilt{сТвa; ре.
шеitllе сtiстеtv{ьr (28) являеTCя сoвoкytlНoсTЬю I(oopдIIHaТ вектоpa b

в этoм бaзисе (в сIiсТемe (28) в этом с.1уЧae тaI{,iе ft:rl, систel.tьt

(28) lr (29) lln,{еIот oдиll II Toт >l\e опpeлелttтель A).
Прlrпlеp 4. flarlьt вектopЬl a1(2,' 4;3;2)' a2(4;2.,2: B)' a3(4; 5;

7), aa(6; 7; 5; 3\ и b(18; 24 |3; 6). Пoкaзaть, Чтo BектopЬI [r1,

a3' a4 0бразyIот бaзис ЧетЬIpeхl{rрнoго лliнейногo прoетpaнства Ra

I-Iайттt Iloоp,ЦинатЬI Bеriтopa ir в этоr,t бaзltсе.
P е rп е н ll e. СостaвI,l14 oIlpедеЛIiтэль (31) tlз кoNIпoне}lт BeltIО;oB

il1' ?2' ?3' ila H BЬLЧИCJII\I eГoi

Taк кaк Д*0, тo Bеl(ToрЬI &i' 32, i3, aa обpазyют бaзис нетьtpeхмеp.
ноГo прoстpaнствa Ra. !.ля вьluисutеIlия кoopдинaT вeкTopа b в этoм
базисе состaвиь{ систelly линейньiх уравнeниit

2х1| 4х2-| 4хзl- 6х' : 13,

4х1{ 2х2 * 5хз -i- 7х' _ 21 ,

3 r*2хz * 8,t., * 5яo: 13,

2х1 |Bх2*7хз* 3'r,:6.

aп ct2. '.сrn I

С!2.1 СL22. . ,аzu | 

,

icъ1 Qп2' ' , Сinтl 
I

я.

в2'

l|244
^ 14 2 5
":i3 2 8

12B7

Ее pешeние x1 :2,
ординaт DекTopa b
*1; 3) или

.r2:0, .r.:-1, xn:3 образyeт сoвoкyпI{oстЬ кo.
в базисе 34, 3'2, itg, 3a, T. €. в эToм базисe b {2; 0;

b : 2ar - a3 -l- 341.

6r



Бaзl,lс в R,,, как tl з .li]i:]}1 ,]piгc\t .rинейном тIрOсTpaнсTBе' [lo.
>It"ет бьiть вьIбpaн }iC e:ii].CТnсl]н:lrl об-.азо:.t. B чaстнссти, бaзgc o6.
paзyют BеjiтOpьi ei (i:1, 2'.'',l?], \. rie;li.]сГo ijз rioтoрЬ[х o.l'на (i.я)
кo\1ilo}lеllTа рaBttа еДt,IIIиlJe} a всr ()стaЛЬ}tЬiе - н}...lII' т' е. e; (t; 0; 0;...

.'.; 0), e,(0; l; 0; ...; 0)'...' е"(0; 0; 0; ...; tr). Рекоlrенд}.ется IIрoЕeриТЬ
зТ() с3ucсT{jяТе.'lЬl{o. oневиднo, д.aя любoгo веl{тoрa b\b; b2;,,.;b,')
Ii:'i ее}I

b : &rer * bzеz* , .. * bn e,,
T' е. кo\iПo]IeнТЬI веIiтopa ЯB,]яЮтся oдrtoвpeMеilI{o II кoopдii}iaтаjltl,I
егo в базисе €t, €z,..., et' пoэтoN{y Bl,IесTo <<кo14ПoilеIiтЬl векТope)> гo.
вopЯт так].кe <(lioopдllнaтЬr веliтoра>.

Пi'сть лмеется некoтoрoе линеfiнoе прoстраIJствo l. Bьlделишt в
не)iI некoToрoe lтoдMнoя(ествo l, eгo эЛeМе}lтoB. Tак кaк э..1еl'Iеl;тьt l,
яi].lЯются o:нoврellенI{o э.Tеi\IеHТa]'1!r и L, тo .].'iЯ нiIх oпpе,lеЛellЬl Tе
l д -Itноi]ll.]о i'пnn,IItIll гnг^:]l.:^ i]a.n\{aт1rlяя!l}ioтoрЬiе рeсс\IатрriBaIотсЯ B L. ЕCl']lI Пpи
эТ(]]i с) ].I]iа rjеr!еtlТoв t:з L, ;l ГрсII]з!.leHIlе э'lе}Iе1IТA ltз L, нa чltслo
Тih.i(l'пг:;hз;.lг,iiIiт L,, iо i,са..то 6ri1;аз1.ет.rиttеilнос'П.)l)страJiсТDD.
B .,тоrt с'l\ Ч::!' '1J]неiilIo'з пгoс,il'iilсl вo L, llазЬlвaЮт ||cс:IРО(траtIiTdo.1|
прoстраl]с1.вa i,'

Tак. нaпpиl'lep' ili]Остpатlcтвa V2 g Уl являются пo;1пpoсТpaнст.
D3\IIl прoсТрeнствз l'3; пpoсTрaнстBo И1, в своio oчерeдь. ЯIrJяется
та}l){iе I,I пOдпpОстl]анстBОM прoстра\lсTвa V2; IIрoсТpaIiстBO l,rtloгot],lе-

11ot Cтепеi.tI' liе BЬlIiJе tiеli.]io]ll,)iсl t|ltiьсtrpованногo Чliс'la nL ЯBjtяетСn
пoI.пpoсTpаilствol.li I1pОCтplЕIсTЕa Bсех мIioГorlЛенОB (uзюбьiх стеllеl{еii).

П;;llве:.еlrt еu{e oдlii{ гii]l,{!"Iep. Пуеть систeмa o.цliLrРoдllьIх Лине;i.
ньtх уpaвнени:li

(аtфt+...+a1nХ11 :0,
(32',

rilleет бесчllс;еl]ljoе }4]lО)liссr.во решен;lii. I\а.I,iд.lо ;]3 IioTоi)Ьi,r Я;,!яеT.
сЯ Bеiiтcpou из R.,. этc litlo.,.liес.1.tsO обpаз-Ует urпllсijtilс IlрОсTрaHсTBo
oTгloсilТrЛьiI.] лliнr:l:tlti.ix otlорзtl.иi'i, oпpeдеJ'Iе11ньIx в R,. (рекоrtен.Ц.ует-

с' i]рcвrpиT.Ь эТ(] саliосТСятельilo); Онo являеТся IIoдIiрoстГаIiсTBol'I
п1tостpанствa {t.').

Еслll рaнг сi,iсТе\1ЬI (32) paвеrI r! To rэ общсе рсlltеiiиe прtt ба.
3ItснЬl)i I]eре},lеHньi-'t Хl, Iz..''.tr Мo)(tlL] 3аiIисaтЬ B Briдс

(Зэ)

"I

гJe il:lt*r (ср. (l)
_t\ _n ^, --,,. - 

U/л 
- 

v' wi 
-...
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R..iд
i,.-(r Ll)ir-;l -i .. . t P,(r-l-д).rr-A'
и (i.) на с. 3l iI 33, г.ir с.lol}'сГ по.tо;xиlь b1:
:сt,:0). Системy (32) пro;rilio З?tПliCДТЬ B B0к.
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тoрIroй фopме (23) (пpи ll:Ё вектOpЬI ai яaiL'IюTcя rz.мерllьIми),
a еe pешенIiе (33) _ в видe

x: хr+7 qr * х"+z Чz* . , , 1- х,+.r' qь,

где х (.rl; Xzi ..'i xt,i Хr*ti ,,.i хr+ь), a кa;ндьtit тi3 веIiТopoB q j (i: l 
'2','',h) такoв' Чтo егo тlеpiJЬiе,. кon{пoIlеIIT oбрaзylот стoлбец llоэффп.

цllентoв при .VI+j в oбщеlt pепJеI{llи (33), коl:понеIlтa с itоr,lcpом l+f
рaвна 1' a все oстaлЬньIс кoМпoнeнтЬI - нyли. Bе;tтоpь: {il, Ч:. ...' Qr лil'
нeйнo незaвI{сIIl,Jьl I{ обрaзуroт бaзис прсстраrrстBа геxjеlltli сt.сте:,lьI
(32), paзl'tepнoстЬ 1{oтoрoгo paВBa h:n-r.

[Iримеp 5. Пyсть и1{eется o;lнopОднaЯ сitсТеt"Ia линсitньIх vрaв.
неiiий

Пpl;ltсняя метoд

хL:
иЛи в Beктopнoй фоpме

х{x; х2; хgi хa): x(13x3_|7хli -4"з*7хj; х3l х'\:
_ (l3z3; _* 4х3; хgi 0) + (- \7х3; 7хa; 0; x,} :

:xз(l3; _4; 1;0)*x.r{_17:7;0; 1).

Kpаткo l,roЛ{I{o 3апиcaтЬ тaK:

x:.rзutхav,
Г.Цe u: (13; _4; l; 0)' v: (-1,717; a; |).

3дeсь xз, 
'4 - 

сBобoдI.lьl€, 't1, ;t:2 _ базисllьте riерr}triiHЬlc; liаi{г си.
стемьt r:2. Bоктopьt u I-I v яBляюТся ЧастнЬIмtl рi]tjlеtlияlrи сIlстеN,tЬI:

pешeние u IIoлyчaeTся из oбщегo решeнIrя пpI,I .{3:1, хn:6, а реilir-
j]ие v_пpи .r3:0, xц:1. oни линeЁtнo нeзaBисиl{ЬI. .Ц.ействительно,
liyлetsoe рeшeliиe 0(0; 0; 0; 0) rтoлyvaeтся из обrцегo тo"iЬкo пpll f3:0.
,l:0; инaчe гoвоpя' paвeriстBо 'rзu+,4v:0 и}Iеrт }1естo ToлЬi.:D прii
x3:Q, уo:Q.

Итaк, любoe pettlенRe x систеlltЬI предстаBЛeiio в видr ЛиЦейнoii
кoмбlttraции дBуx Линейнo нeзаBисиt{ЬIх prшrепий u 11 v' Cлeдоватeль.
Ilo' эти дBa pеIirelrия обpaзyют бaзис пpoстpаиствa реш]eЦ!{й систеNlЬt,

рaзMepl{oсть кoтopoгo paBнa 2. oнo яi]j.lяется подпрocтpaяствоl't
пpoсTpатlсTвa R+.

8" Евклид,oвьl пpoстрaнстBа

Литеpaтypa. [1], гл' vII' s l (пpимеp 3 oпyстить); [10]'
$ 6' 17; [9]' u. I' гл. v, s б'

( х' *i 2s:9 _ 5х,- 3x" : Г],

] :*' -]. si, - оi. _ x;: 0 ,

[а,, + lzхi- tт"х,* *., : 0.

Гaуссa, наiiдем ее обr{ее рeIlJенilе:

, l3x3 - 17хa, х2: _ 4хзi- 7хl,

oit
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l Boпрось{ .i.; я сe :.:oпрoв еpкII

1- I(ак опрэ;rеЛя{:Тся 'l,iil]с]].; 
.е (веii;oрное.) пространство? Привe"

дI]Tе ЛрI]\!сi}L.I.
2. Сформyлиpyйтe olipедэЛеIitrя лtiнсtlноii завriсtll'lост!I l{ нeзaвI{.

си}IDстЦ Beк,Iopoв.
3. LIтo tiазьlвДетCя pДзlr'iepнoстЬю лtlнеiiного I]рoстраi:ства? При.

Ееfriтe пpli1lеpLi.
4. Что i-lазt'lвaется базисori ЛинeйIloГo IrрОсTpaнстBа? Првведитe

I]pi,]\1эрЬl.
5. L]тo нlзьlьаетс'1 вJ'tтoр]rcii фoрrtoi,,l 3aПI1сil rilстеllьt .lillreйнЬIх

vоaвценlr;"l ?
6. I{то нaзьiвaеTся lit].1lIi]ОСтрai.iстJo.\l л;,llIейi;r.iгo тtpостpанствa?

п-''^^-'.-^rr! rrDr.rrr' v lr lJil i'rPDl.
7. Чтo назьtваеТся eBl:.[идoвыlи пpoстpaнством?
8. I(aк oпpедr"lЯеTся скалЯрttoе.пpoitзведение вeкТoрoв в лпнeti.

FIol,I прoсТpai{стBе II. B Чaст!lости' в пpoстранствe Rn?
9.. Iiaк oпpе:сЛяютс'я МодY'{ь Bеiiтoра и ]'гo"'I 

^le)I{дУ 
вei{Topаnrи в

Лиriеl j ]]сr11'lрL1ст1)аrIст]]е j
10' ГIапицiltте }i.дl]аЕrijсТво i(oшrи_Б5'някotсItoгo в обu]епт BlIДe и,

в чaсTlloстll' дjlя тtpОс,IpaНствa R...

9. Лrtнeйпьlе !lpеoбpа3oBarrия (oпеpaтopьl)

Литeрaтуpa. [2], гл. iII' S 12-22; [1]' гл, vI' s 3' 4; [i0J'
$ 15-2l; [9]' u. I' гл. IV, $ 2; гл' V, $ 4.

Если задaпo правilЛo, По lroTopo\Iу }{аждo\1y веIiтoРу х линеii.
нoгo ]lрoстранCТBi noCТaBЛ€Il B соoтвrтсTBrjе l]еliTop y ТОгc )I{е llpoст-
pаI{стBa' тo гoвoрят, tiTo 3адaнo npeoбpаэoванIle эToгo IlpoсTраIlсTвa.
П pеoбp азов а ния нa зьIBaIот T aтi>||е oI|е p аT о р a jtu.

Лllнейttое преoбpазован!Iе пoЛI{oстЬlo харal{Tеpизуетcя eгo Iv aTpи.
цеl.r. ПoэТol\,ry действt,lя над Taки!{и пpeoбpaзoванияI\,Iи сBoдятся к дей.
сTвия},I I{ад IIx ].1аТриl(а.\j}I. I{eпpи'''lеp, ес.lrl Bеi{тoр х пеpeвoдится B

BеKTор y Л!IHейныI\4 пpеoбpaзовaнllс\1 с :!IатрrIцеfi А, a вeктop y пepе.
BoдиТся B Bектop z.,lинеi.lньIrt пpеобpaзoвaниэтlt с NlaTplIliей B, тo пo-
сЛcдoвaтеЛЬ}loе пpиh{ellеЕ]itе этиx пpeобрaзовaнIltt paвнoсильно лilпeй.
}Io]!1у хiе прeoбpазoBaLtt,Iю' пeреi]Одяlце1!{у вeкТoр x B вс}iтop z (онo
IlаЗЬiваeТсЯ прoизBедeI]иеl,1 сoсТaBЛяющих прсобpазоваllиr1.) ' ,Vlaтpицa
этого лltнеl.iногo пpеобрззов arlgя C : B А.

Пpимep 6. .Ц,aньr двa лrtнейньIx пpеобpазоваI;l,tя:

Cредствal*и MаТриЧнoгo исlilJсЛеlll.lЯ riайти преобlа3сБr]II]e, вЬIрa'(eю.
Щс€ zt' 22' '?3 Чepc3 Хi, Х2' }i3.

P e Lп е н .]l е. ПеpвОe пpеоб1>aзованiJе ollреде'Ilяется пlатрицеr.i ,4,
а BТopoе - r''taтpttцей B, где
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{u-,:2хt-,х2..-5хg, {4: -at-r4уz*3uз'
\Uz: хtt 4Хc- 13' 1z2: DЦt- Цl_ Uз'
|уэ: 3\ - 5х2.у 2х6 |zg: 3o' _i- 5уz* 7gз,



/2 -t 5\,4:11 4-ll,
\3 -5 2l

/t 4 3\B:15-1-li.
\3 6 7l

тz ^', ^,..,^ -^^^i^ ^.^-j rс'riojioе ПрrOUp:]0Bа!;IIе ЯB'.l

pa3oBaний с NiаTрицeii

пpf l.]з j]едеiiПеfur ДailяЬIx пpеоб.

5\
!l

2l
Пеpеt"lнолtив

Cлeдoвaтольlto, искОrlс l Пр:..сi'r133331. ] ]'] ..l]i.;з ):

(zt:lЬхt *. 7''з,

1zz:6ц- 4*z-у24хg'
leз: 33;rr _ |4х2-L_ 23'vз.

Прil отьIскаltиri собствeннЬIx векТОрoB лllнеl.1ногo прec6paзова-
т{ия сЛедyет IiмеTЬ в BиДy' чтo oни oi]pедеЛяюTся с тorlнoсTЬю дo Пpo.

и3вoлЬlioгo N{I{o}Kитeля, т. e. есЛи некоторьtй BекТcp u - собствеtItlьtй,

тo и вeктcp аu (сl'*О) _ сoбствепgьtil. Такиl,t oбpазоьt, фaктинески
oпpеделяеТся сcбствeнное нaпpaвЛeriие !{,iи собственнaя IтряlvIaя'

oстaюuдаЯся нertзмeнltol.t Iiри данlioll лtiнеiiiiоlt пpеoбpaзoвании.
Itrpимеp 7. tlaitтlа сoбстве}ittЬlе знaqеI{iiя и собственньiе BеKтopьI

линеftl{oгo преoбpaзoвания с rtатpицef',.: ('6 3).
P е rл е н ii e. Сoстaв;tяеlr *uр*n,"р,..",iu..,.u. ypaвненriе NIaт.

pицьl A:

|17_х ^ 
6,l:0, илtt }"2- 257,+l00-=0.| 6 8-^i

Kopни этoгo ypaBнe.Iiия }"r:5 и 1'z:2a и яts,liяются сoбственньIмI;
знаЧeI]ияl{It,цинейнoгo пpеобрaзoвaнlIя.

.Ц.ля отьlскail}Iя сoбсTвeli}lЬix Bектopoв l,lспoЛЬзyеNl сl!стeмy yрaB.
нениil

{(tт - l) x' * 6х,: g 
'

l o,' + (s _ h) хz--0 .

ГIо,lагая ]":}q:5, пoЛyЧaе[! систeп{y урaвненaй для пеpвoгo сoбст-
вeriнoгo Bектoрa u(u1; u2\:

t12щ * 6u2:0,
[ 6и' * 3u2:0.

Прнменяя lteтoд Гayссa, нaйДel'l еe oбщee рelliеtlие: u2:._2щ (paнГ
с'IсТеllЬl r:1, щ - свcбoднaя, u2- 6aЗ\1cДaЯ пepeменнaя). Cлeдoвa.
теЛьнo' IIерBЬIIи сoбствеtlньllt BeктcРc\,i, oтIределяющиlt пеpвoе сoбст.
BеltIIoe нaПpaBЛeниe' яBЛяеTся u(u; u2):(u; _2u):ut\I; 

-2)'

?Iетcя
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\3 6 7/'!3-5
N{аТpliцЬI B и А, лaлуuиir l\{:.тр11цy

/lf, 0 7\
С:{ 6_421]'

\33 -14 2З!
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TF ivleняя шr, бу,цеt'I п...lr.uатЬ раз.lIlЦIJЬIe BrктopЬI' Ле}Iiащиr Ilа oд.

нсй пpямоli (кo;r;инеарilt.lu). Bсе оrlll - ссбственньle.
Полaгая ?':i'z:2О, пO.lJ,.iiаC]l сilсТе]'iJ. \.раBljеllиЯ дJя oTЬIсI{аIlriя

кcoрJitiiaТ BтОpoгo собственного веl{Toра v(a'; о2):

l.- 3с'' -]- 6с'o : 0 .

i u,, - tz,,i: о,

Сн'вэ paliг сПстeмЬI r:|' a общеe решtсниe at:2aэ (u2-свoбoдная,
t.l - базllсная пеpеirf0lll]Дя). BтopоI1 сoбствeнньiIi веI{тop v(cI; U2) :
: {J:'.l i,,:):.'2(2; 1) oI]редe"lяст втоpoe собс.IBеIIFiОе нaпрaBЛeнllr.

Btl.'l ..'taтptitrьI .ti,tнеitного прrоб0aзовaнI]я зaBисиT oт вьIбора бa.
зllсl' Ес.l:; за бaзltс пр]illяТЬ сoBoкyпIloсTЬ собствeнньtх BекТoрОв' To
i'taТр;j]а.:liне;..:::o преобDaзования пpиIlи\{aеT диагo1Ia.iiЬньlй вид,
где I!а i.lа;..]'l.: :: ..:": ,:-a.]]i .т.,iт сoбствеtlньtе 3Hачel!ия. FIaприl,тeр,

в дai.11.]'ri].],1 Пр1-1сТ]]аii.Тi]. iт ] l. ,li:1 .. i11' l"')' j.Iltнейноe преoбpазo.
вatli]. R таii{l\т оазi]сс Ir:! с.т ]]и ]' ljt:i -.ll, ,':-:);.r2.

l0. l(вадратиolliьlс фсрг*ьl

Лиз.ерaтуpa. [2], гл' lli,5\ 23-25; [1.|, гл. Iх, $ 2; [10l,
$ 22-26: [9l' v. I' г'з. V, $ 7.

oдн oрoдньlri xiноГori"r]еl.i ЕТ(j р О1i стеllеilи oТIlОсителЬIIo пеpе}I сIlI{Ьl:{

I1' 
^2

Ф (x,; ;,) : n,'""? 1- 2азzх,х,i- a,,х2, (3,i)

tI 1 зЬl? i€ Iс я i'. с э О 1l а т tt tt tt сй ф о p,иa fl oT эТi]х пеpеl'lеt]I]ЬIx.
Еслrt полох<iiTЬ с|2|: {,l |2' Тo кBадpаТиrltlую фоpl,Iy (34) lrо>кно

3allисаТЬ B L]i];iе

19::t|il''t х'l!tz,

{at: 
ал\i o2х2,

\.!/2: t!2|х| * аzzхz.

( 35)

t.J0.,

Bьtpа.liсllIlя (;36), а ЗтIaЧii,г' Il кts.]дl].tтi1ЧIraя фоpl,ta (3.1) по'r.rо.
стЬ!) L пDс.lе'l:l.!r гсi1,:аТi);Iii('и

А* (37)

1l аЗ Ьlв аеl'1 сrй,l,l сlт 1э l t ti с i.|i |{ L; аО 0 с Т |,|,| r i.i О ii d; a р м ь L (З 4\ .

B,..:l.:i,нei.lirtе1I Bсlo;i,v б5'дсrr прс;iilоЛaГaтЬ' чтo бaзис opТO}Iop\r],i.
I-.l;в:l аiiьtl.i.
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Пpoизвeдerl заMeн}i 6aзиса. Этo пpllведeт I{ тor,Iy' Чтo oт перL..

N{еH1IЬlx Х1, Х2 !,trЫ пeрейдсt"r к перс}!еНriЬlr' 
"\, 

12 кoтoрЬiе вЬll]а;{iа.
юТся ЧеpeЗ .t1, ,t2 Лl]Hеiiilc' I(BaдpaТIl.1l,lая фop\1a (34) тaкll:э пp..'о1-

раЗуется' t{o oстaеTся квaДpатп.ttlоti (кoнеuно oTHoClITe.lЬllo iIc]i:].{

]IРреl{енIIьlх 
",, ''l ; преcбГaзуЮ1Clt jiirПI) eе itoэt|фiluIlеtIтьt. l]т,;lа;:;.l.

IIие (35) пDIIH!]l'I3еT вti,1

где

(:-r5 ')

(l]с,i
o'r, 

"i 
-i,- o'r., t',,

}1ат1iиl.a ,1 тiпс1li

a1 | ,t. + t .,

ii il --i

117')

I tt! уl .'
t-
l,
I i;. -.
ll;r.-"!
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{
*
я

pов лrIнеlitlого пlесrОрaзэвii;]i.iяJ 1'o B э'i.)\i
lt].e.;бpаэоitil;Il:Л ЯD'iя. i(.I ,]:jilГс.ili tI-l:. ij с
I:а г'laR[iOi{ д;iаi c]lа.;li.

ПliОстЬ .]cбсl.tsiiiiI]l].i i]8!]Т')-

i; tl..с tl'Тi\'l: . '.:'Jo']:i|'j.,
сoбс,iBеIII-tЬj )'т iI 3il:]ч Ci]]ii ]rJ Il

(:i il' )

(]5',)

tr)' .

BьIраitiеr:ие (З8) liiзьIвaeТcfl кa,н.C|i'| !че Скtr,'| вud О.'t кe аО р'зт Ltчlitlli

Qэcp,llьt. Aна'rогtt.lно пpI]Boд!lтсЯ l( l(анОнirl]есl{c]\I\. Bliд\' и кв:Ji.}aТ,]:]-
нaя фoрlтa с 6o,'lI l:]]:\l .:ll1.iU..1 Пеl)(.liе:1HьlY. ПpliвсJ'с.ittо 1i3;1 I:1д11;';;;, lj

фоpмьI li каlIoчllчссi.iО]'iv D]Iд,f I'iс;i.'iiО 1IсilО.:lЬзoвa,iЬ д..lя Пpll3с;iеi]]jЯ
!( кJ}iоliиtlL.!iО:.l)' BIi.:.. l |:.'i.ll:rHItii .tttti;l,i tt 1lОЕr't)\H'JСltri з|l';'.'lО li.j-
pядка.

Пpнlrеp B. ГiоliвсстIl к каtJОIlIltiесIioIl\. BIiду },рaBНеiJrIе .1]1HIIIj

|7х2 1' 12хU * 8ц" _,0 : 0.

Р о ul е tt lt с. Грi.пllа с.а?tii]l]i li.lсr,iОB ijан11oгo }:paBIrенliя oбi-.l]3у-
еТ кЕaдpаTиЧrivlо фОрr1у

'' 
: (t ;,)'

ГД'е r''r, 2'9 
- 

l,:].с'тiji.lj]ii]iе l;]i,].lа; .:]]сlе}lt

:.{iJ1r Ul'.- l";jj ' i] :,'зaJ'0..'гt,l'iI,iа;1 (ljсpil.t
Пр:1н]]1I.iОi i]l1.1 

'j 

:

('jь)

17х!*12хуiEу2.
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Сoбственньlr,I:I ЗI{aЧeнil:llIil сOoтBотстBYющегo линейнoгo прeo6pa3oвa.
llIiя яDj']юlс?] U]:C.:l|. i'l.:б' i.::2c (п. 0, прrrliеp 7). Следoвaтельно'
нBадРaтllliiiiя t}орl'ra i?'t!.,1. \2:rg*8у2 п1rеcбрaзyется к кaнoниЧeeкo.
n,ly ЕII,ly

5 (r')_2 + 2A \',)r,
а ;iа:ilIс0 \''trjаi]нен11е 

- K вitдt'l

(х,\2 (u,\2
5 iх' 

'.' 
20 (у' 1: - 2a :0, lt.тlt + + !g-, _ l4 ' I -^'

.Ц.;нitзя Л1Iнi:я - -.JЛiiilс.
i'iс:tiIlo viiазaТЬ lt 6aзлс' B l{О.l.cpО\I урaBliонlie эЛЛllпсa Iiринима.

еТ кaнонi.IЧесi(iIil вид. Егo легкo пo,lr}'-t]tiТЬ iтсхОдя I,Iз сoбствeн}IЬIх Beк.
т'j:(СB ..1'.'.6'.I о:o прэобpаэоBaIIия с vатptlЦеit .4:

u_-tl1 {1: -2)' у:a2(2;1)
(lr. 9. прlll'lер 7).

ПDедполаiaя. чтО it.xодttЬiй e eз',l,е - opТОIroрп.iиDoват;ньtй, нахo.

диьt ,ЦЛI]н.!. веliтopа 1l' рaвli}ilо !u] : |и1 ||/т1 е2r: у, 5|щ|.
}lорriир1'.я вэiiтОi] u' по.il,,.Чаегl вектор ei: Ulуrь, _zt{{l' Aналo.
rИ'iil1, еj: i2', ;, l'1 1; 

' 
b). IJaзIIс е1' е2 и яBJяeтся искOмЬI14 opтo.

FI1jР:.!иpОг]аiii] Llr't базl;ссrт, в l{oтoрoM Дaннoе yрzlBIrенIIе пpllнЛn{ает кa.
t-loнl.i.tескitIi B;iд'

]i]'оritно ЗeПrlсатЬ li форl,ty'rьr плеобрaзования !(оopдIl1{ат. Если
o|,cзi{iriiIтЬ DеliT.рl,l ис-\Одiioгo бaзltсa uеpез €1, 02, To c':|t1{B1e'_
*{2l ,i,.{)le,. Cр;tвпивaя с фopl,Iу'лoй (см. [1], гл. l, $ a, п. 3) еi :
:с.]s (i].rl+sin g.е9, заliЛюЧaе}I' Что сos q:1l y' 5, sintр:_21 у,|
сЛедoЕаTслЬllo,

( ! aг_\ | .!-\

iх:|'1 l|l 5 )х, -|\2l|, 5 )ц,'
l t/-tly: _ l2ll,. 5 j', * tl/V 5 )у, ,

п^..-^^''.ilUцсlliDiilt ЭГ]t ЦDli)a]Iil:{ия B ДaIiНОе vрaвiIе}IIlе li пIrеoбрaзoвeв
^ъ^ rll<^''lй^..rгo' }.DэдиТесЬ' Чтo ]loЛ)'ч!lТсЯ тo j.liе l(аliol{ilЧе3liое vрaвнен?lе' Cдrлaй.
Tе liеpте}к.

B о пpoсЬ1 /i'1я с aN{oil poверкIl

1. Чтo нaзьlвается пpeобрa30вание]!{ I1рoстраIrства? I(aкиe пpе.
oбр aзoваl.lия нaЗЬlвaюTся лliнеiiньlilи?

2' I(aк нaйти ltaтpицy лilнейнoгo преoбрaзoваtlllя' яЕЛЯЮjцeгoсЯ
IiрoиЗЕедеilиеN,! lцB)'х лlltrlliкьlх преобpазовairт,ili, l,taтlrtlцьi кoтoрt'i,{ из.
вeстньl?

3. Что нaзьtвается собствеltньIlvти 3!IaчrнI]яl.tli и со6ственIiЬI}'lи Beк.
Toрa]vlIl лиttейнoгo преобpaзовaния? Kaк п:l пaijти?

4. Чтo назьlвaеТсЯ кBa,lpатиuнoii фoрatой и eе пtатpицеii? B каком
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сJryr{aе гoвopят' ЧTo I{вадpат1IЧнaя фopl,lа имеет каноlтll.Iескltй в:тд?
5. I(aк пpиj!{eняется Тeopия кBaд.pаTl]Чнinх фopпl 'цля пpиBеденliя

ypaвHeния Линии Bтоpoгo пoрЯдI{a K I{aнDIlическo\Iy 5Ilдyi

Il. Копlплекс}lь!е ч!!сЛa

Литepатi'Pa. [a]' т. 1' гл. Vi], s 1-з, упр. 1-10; [1], г.l. V,
$ 7, п. 1-4.

B пoсобии [.1] riопlпленсlloе Чj{с'r1О z oпрeдe"]е11o кnit Еьi]]a;'Iieiilie

z: сL * bi ' ('з9)

где o )r b - действитеЛьItЬIe Ч:;с.1а' а си]IБo"'l i (мнrl,ltсtя еач|Лrца) oт|.

prдеЛЯетс'I paBeнствol1

i: {i, i-'--i. (40)

Koмплсксtiьlе rIис,Iia l,lo);iilo !li:lТеI]претирoЕаТЬ с пcliciЦIrЮ BеitТ0-
pоB: кol{пЛеi{сное Ч!1сЛo z: а*bi изобpaхlaeтся Bеltтoрol,I r (а; b\ .

J-IинeйньIe oпеpaц1Ir! нaд коMЛлеKсI]ЬI}1и riисЛal!и сooтвеТсTB:,'Ют теi\'t

)ке oIIерaциЯlr{ I1а"ц веI(тoрal!и' Ilpиtle\I безpазлиннo, пporIЗI]Одятся Лti

oltи FIеIIoсpедст,е}tiIo над нaпрaвле}illьlli'lIl oтpе3кayи г пЛoсIiостli IlJ1l
}lад элeменТan1II се I{ooрдиIIаTI]oГo пpoстpaнсТва R2 - пaрal,tи uисе.lt
(a; ) (сlt. л' 7, c, 45). Ho тlарy Чi1сe,1 (с; 0) мoхrпo oТoх(lцествиtI,
с дeйствительl]ЬIl,I ЧIIсJoI\r rl:

(а;0):а,
a пapy (0; &) rrlolкrIo зalIlIсаTЬ в виде (0;
tIить

(0; 1) : ;,

(4 t)

0):D(0; 1). Если oбозHа.

t42)
I

i
*

то в силу p1} и {a2} IIoл"уr11111

а -I_ bi : (a; 0) l- b (0; i) : (с; 0) * (0; e) : Ф; b).

Cледoвaтeльнo' BЬIрa)кеЧ]iс (39) мorкнo paссмаTp!IваTЬ кaк спецI{.

финескyю фоpNly пpедстaвЛe,It!,lЯ вскTopa (с; D) линейного (вектор.
Iioгo) ПрoсТpaнствa R2 в Bидe су,\,Il{ЬI двyх BектopoB паp Чiiсел "_
(a; 0) :д и (0; b):l11'

Paвeнствo (40) так;r<е мo;leт бьiть иI{Tерпpстиpoваlto с ToЧкrI
зрellия пeкотoрori oпeрaции }lа.ц эЛе}4еtlTalrи R2, но у}i<е I1r линейнoli
oпеpaЦиIr' а дoпoЛниTеЛЬlto oпpеделеннсй оперaцltlt уliноiкения' !.е.
Лo B тoм' ЧТo в fi,lнoжeсTве l1ollп'riекснЬIх ЧисeЛ кpоlrr ;llнеtiяЬIх oпе-

рациЁ1 дoлх,iнa бьlть оЛpeдeЛенa eще oДнa oneрaLi]я - 1'ltноrь:еtlие. Ес
oпpеДe.IIяюT тaк, нтобьt сохpаriяЛI.I силy Bсе llpaви"цa обьlчнoli алгеб.
pьl (aлгебpьl деilствительньIx нисe,t)' Еcли z1:а'ab j и z2:а2|b2i --
дBa кo:t!пЛсксЁiЬIx Чt1сЛa' тo их пpоil3Bедение тaк}I(е кo}'tIrлеI(снОе
tlислo:

2 : а + bi : zFz: Q11 + bj) {а2 j- b2i) :
: \а1а2-1_ bLb2i2) -| (аtbzI b'а2) i.
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'П.ля того .lтoбьI послсднee tsЬlрa}кеIltie иМе.1o сMЬIсл' нaдo oпpеД,eЛитЬ
сillЬlсл сi'il'IвoЛa i2 (т' е. пpoI{зBe,]ения ii) . Егo.тo и oпpеде.Цяет yсЛoBlle
(4t)' в cи"'li, кoТopoгo пo.1}'Чаt;l'l

|1 + I]L: iц { b'i) (а2 j- b2itr : {.а$2* btbi * @ftz* аzb) i' (43)

IlЛii

(а:а,а"-b,b-',
{,
|0 : op2t аzDt.

(43',)

ПDавll'ro {.1З) u.iн' ЧТО Тc i'Iaе саt,iоe ('.tr3,) )ll,tнoд{eнIrя кol,{п'lтrl{с.
}iLir Ч]iсcJ яв".iяеТся сЛеfст3I1е],i (10). Обратнo' еслI-I (43) или (43,)
пli{iiяTЬ 3a I{с}ioднОe oI]pе;iеЛеI{llе oПеpaции }'il{ilo)iiения кoмI]ЛeкспЬlх
r{tl.е.ri. TO I1I негo' кaк с,l1едстBlIе' BЬlТеltаеТ (40). ff.еirствительIio' B

сlтлу $2) и (43)

i!- (0; l)'z : (0 -i- 1'0 (0+ l'0 : (0'0-l' l) +(0.1 + l'0) i:-1.
OбpeтilrIся сI{oBa к llнТeрпpеТaцIiII кollпЛексIlЬIх ЧI1сеЛ каK Bек.

тLlО9 - 
напраB"qеllнЬIх Cтрезкoв нa пЛoсl{oсти: I(oldпЛексIloе ЧисЛo

z:о*bi изобpaitiается 5cктoрolv{ с кooрди}Iатartи (с; D,1 ' Tогда, оuе.
вiIдllO'

z:(сl; b\:r(аlr; blr):r (сosg; sing,)'

иЛit

z:r(сosqfisingl)' (44)

rу r : 17. аэ1уl-мodуlь ко\iIl;;еt{сHoгo чilсЛа z (oбoзнaнается тaк;iе
r:|,z1; q _ угoЛ BеItTopa z с oсью oх - apеу.ltент l(ОMIl'1eКCнoго Чис.
лa z. Аргу'меI]т кoNlrlЛексtloгo ЧI,Iсла oпpедe":Iяется неoдI{oзнaЧilo:

9:9оf 2hл, гдe 0-<сgo{2тт, ft:0' + 1'' +2, .'.
Поэтor,t1. вмeстo (4.1) illo)iilio зaп!iсатЬ

(4Гl)

II.п I,i

z - r [соs (q. _i- 2l;л) l- i sin (q.' .]- 2i".т)]. (46)

Bьтpаl;сtlия (З9) n ('}a) яB;яIoтся рaз'тilrll{ЬiN]II{ фlrрltaми заПиси
Iioi!il,Teliilloгo чIIСлa z: (зsi; IiaзьIBаеТся а'lеебраi,t,iесt;oti <|lop'ttoii'

а i4-i) _ Tр|lеО|.!ОJ,tеTpii'tескotl фоpмoit зaппctt' .П'"пя oпepaшии сЛo)I{е.

il:iя i(O\,IпЛеIiсtlЬlх tIис'еЛ !'дОбHа aлгeбpaиuсскaя фоpl,tа их 3апllси: прII
с'-lo;iiеtlиlI кoп{п"IlеKсIlЬI.lt ЧIIсе.[ сРiЛaдЫBaЮт oтдеЛЬ}tо и:t действltтэ't,,-
t{ЬIе l,l l,,IIlи}.{ьIe Части. ,Ц.ля опeрaцlrи }.МtIo'(eнi,lя кoMп.ЦеI{сl{ЬIх ЧIIсеЛ

улобrlее TpигOI-lOl,{етpинескaя фoрмa: при у}{нo}кeнI{ll кoМпjlеItс'dЬlх Чil.
се'l Ilх nloдуЛI] пepеlvlнo}liают, a aргyllенl'ЬI скЛaдЬIBают' Тригонопtет-
pi{Чес{iaя фоplt6' .rl;1оСlнa Talt)ке пpп де"lel]ии l{o}iплексllЬlx ЧисOЛ' BoЗ.
всдeнI]и Itх B стеIIeнЬ lr изB.IIеЧeнI-lI] tiopHя.

Лilнo>liество I{сjl,lпJIеI{снЬIх Чисе.[ пpIrнятo oбозначать C. Интеp-
пpетациЯ C кati лttltеiiIiOГo BекТoрtlОГo IIpoсТрaпотвa R2 с дo{io.цни.
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те.1Ьнo oпрeдеЛсi{i]oi.i оПерaцIiеiI 5':,тнo;IiеrliIя eгc э.'le!teнтОв пo (l}oP1iy.]е

(43) пpинятa в пoсобии [1].
B сллy (41) llнorrteство деiiствите''lЬHЬIХ l{IiCe Л R llс;l<нo ото:;<.

дестBi]ТЬ с }.1нoniеСTBoN{ пзp I]1]се.1 виJa (хl 0), кoтopое яB"'Iяется ll0,1.

Мнo,iествОlt С, I( этоrry пoд}1IloilieстBу lle пp!IнaДЛе7IiиT парa (0; i):
:i, нo B сиЛy (39) любое lioltп.ilеKсrioе чilс,lo z:dl-Di r:о;l:ет Cr.lть
IIредсTaB,;]еIJо кali су\Iмa деr1ствительriогo llIlсЛa a: (с; 0) Ii lIнlI}IОГ']
ч'1gJд bl. B этоlt с\lЬICЛe гoBoрят, ЧTo ]\1tIo)кествo lic\1I]J.liсj]i.jх liIi'
сеJ'I с мo'liеТ бьlть пoлvченo paсшr1реIIIIe\t I{нo)кL.ствз ;ейстattlе.,t,-tt,i-t
чпсcл R. ,Ц.ля такого рaсширениЯ дoстaтollчo кaаiдoе ;lеiiствttте'.tьli'е
tlliсЛo ,t i]aссlt'тaтplrвaтЬ кaK пар\r (x; 0) lr K l{l{oiliестBу эТ}iх IIар rii);i.
сoедиi{IIтЬ ulrсло (0; l):l.

Bьtше бьIлo рaсс1IoТpеi{o псI;яТllе ,l.i:iil]тнtiт....lьiiс'го ,'i;lI|'-.iil;lГo
лpОетpaнстI]а; iiЯ эЛrlv1е]lтОB т:lKI]I прОCтDaнс.lB oг]pе-1е'-i,1сl.ся с.|I]..

paЦия il'lнO}iiснi'я iia деiiствитс.:iьrtОе Чис.lo. Altа".toгriчно }'1o]i:tio (]ii.

pe.1е;1'IТЬ пoIiЯт}Iе llolIп.'lеi(сl]OГo Л1lней]]cГc (воктoprioго) ЛрoсTi):lilс-i.
ва. j]'.:lя эToГo .гiу;liнo oпprдCJrIтЬ oперaцliIo Yl,{нo'liеIliIЯ -a.1r.]'Iеl]тО;l

дaI{Нoгo :vI11o)кесTвa l на кorlп"rексliьtе ЧIlс.la. ;l[оiiствt.lт'..'Il.l;ьiе il

кo:!lпЛеiiснЬI. ЛiilJейнЬie IlpОсT1)aIiсТBa jiliеIoт мI]oгО обuilt:: с;сiiст:з.
B пoсoбIiл;i [1] lr Il0] Тai<Ilе ПpoстрансТBа pассIIатpli:;.i,.'Тс'l {.j| :).

вреitенI1o. I]рoГРaji111а I(}.Pс3 tl;Iсij'еii .iэтеrтатикI{ I1ре,ц).с\l:iТрiiBl]:т
, -,.^ "^i.,--,l4з}.ttеРllс.ilJ;lьhu J.с];сT3l,IТеJЬllЬIх Jlиlrе1litЬiх ilрoсTl]аlIс,ri].

3oпросЬI д.1 Я сalIcПpoBерки

1 . Чтo l i:i.li,t ва ст. я ri.-1 1,1 ij.lеli. llt'l rt'iilс'.l о.,r ?
2' Kai'itt' иtlтеi]Пi]1.l аi{rlii iiO\{il''lе}iсii Li\ !lBCeл вЫ знai]те? Оп;iliп.

те tii:.
3. Llтtl нaзr'iвaстся;1tirствil;с'iьtloii;I ],Iниl,ioii (laсТя}i;1 i'..).iПJi]:iс.

нoго чlIс,.tа?
4. tIтo назl,lвасТся }roд],.J.]\'t ]i аргуi'IеliтОNr i{Оt{пЛсjIiсIi1]:1-] lii]с"1il?
5. Что llазьtзаrтся алге6pirii.iесl<сli il Tp11гoнorieтpiгlесilэti форt'lа.

illи Зап;IсlI t.:оitп.теIiсi{oгo .]тIс.lzl)

6. B каtlоlt с.l}:чае дЕa Iiс ritiJеliс}l1rIx Чlrс..ja 1lа3ЬIвa;oT.:]i сО jlря.
tliеr;ньll.i lr?

7. Пo ltакпiт ill)аBl.i']ia\l пi]t'I1.DОjяTся аprlrb.''тстl,tвеские -1сi'lствilя
над ]iО14тl..]с](сtlьir,lli числaltIt?

B. З rпItlшl.lте фrlрl.lу':ly ]ir,аp.;..
Псслс ltз1.неi!I-lЯ ТеliЬl lIi вtтло..,ttliт,| iiCi,.тl]o'|ьн!|ю рабог1 2.

ТЕt'iA ]V' BBЕдЕI{i]Е B :\{AТЕ-\l,']l.i'IЧЕСI(t'l}T Ai]A"т1i.IЗ

1. Чпсло. Iit1rеl'lеr:нaя. Фунiiuия

ЛитеpатУp:l. [4] ' г'l. I,:l 1*5l [,ill , гл. I, $ l' (п. i!r)' за-
дачп 1-З: г'r' Х. $ l, зa.Ца.llt 3i08__3].]]l': [,ll , г.'l. I, $ 6, i.пp l-6,
S 7' упр.8-10' 12' l.l' 16, i8.28,2!' 3], l}9' 4c; $ 8, упp.7; ь\ 9; [5]'
зir,r.altrr 7, E, 161-16J, t2, 14, 17, 20, 21, 11, 12, 26.
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$Peкoмсttд','eтсЯ тaкI(e пpoчI{тaтЬ из [11] s 1.4-1.11 и S 3.1, гдe

сcдср}к!lтся боu:еe полное и более стpогoe llзЛo)i(еllие пoнятиt1 дeйст"
вltтeJЬI{oiО ЧiiсЛа tl ф-iнкцriи.

Ес''lи llзвестсн гprфиii фyнкЦии g:f (х)' то гpeфик фyнкции ви.
Дa у:l:f ('''v'b,; +o шlохiно lтoстрoитЬ пoсЛедoi}aтeЛЬIiЬll,{ преобрaзo.
Еah.ic\; ii)aфtt,;e (р\.I;;iц}Iи у:i (хJ '

T-,..,,,-....llUl\41l\сL}r' D41]!,nlvlер' Iiaк с пo}'oxlЬю таIiI]x пpеoбpaзовaний
I{o}litio пОстрсllть гpафttti функцlrи lJ:_2si.л(2хl.2) исxoдя из из-
вестItЭгo гра(lliкa фУнirцrllt !/:sinх. oт фуtttiшиI{ ll:sinя к фуttк-
I.lи]l ,l/:-'s;n{2х:_2) l.то;liнo пeреiiтt{ с по\,IОЩЬЮ следyющеii цeпочKil
прео-;.aзованl;ii:

gl, -= 5i3 !'у', g2: -2sin2х2,l.: _ 2 si; ! (.Y -- 1) : - 2 siп (2х +2}'
Геоl'leтрlt.rl,сiii] этo Пl]11tsОtrIiТ }i с;:e.].}'ющllli пoстpoеliiiяlt (pис' l):

i ' Стpoirrl Bo.iiнy cи}lу.
сoriдll li.:sill .t; 0t<x-<2п.

2. oтiieчаем нa синyсоi{.
.Ц.€ ti€CKolTЬIio тОЧек t{ yjlIеtlЬ.

шaеl,r в два раза их aбсцlrс-
сЬI' lIе I'3меIIяя cpдIiнaт; тa-

f кпм oбразo}t, мьl oтобpажa.

U{Lr1х

еll тoqt{}, ('; и] в тоЧкy
(.т'; ,,)' r!цe х1:хi), у1- ц.
Соe,\инпв Пoл5:uеt1чo'. 

"ou'."плaвноli ;1rlH!{eti, пoлyЧl{NI

rpeсplтк функuии 9l:sin 2,rr,

ЯB.1яIоIцliися pез)IЛЬтaтo14
(с}liаТl{я)> гpафика фyнкrttrп
У:sin х кoсtt Оц в дBа раза.

3. Увe.rи'ttlваеiI oРд;lI!aтЬI тoIJeк' пoстрoенt]Ьtx в IlpeдЬIдyrцеN{
пункте' в /]Рa раза' а 3атеl1 [,Iеняe.l'I tIx 3нaки Iia п[]От!]tsoпo.i]o}illЬre'
не !l]\1еI1яя aбсцl:сс; тaкиrt oбpазоl,t, lrьl отобрa)Iiае]\'r тoчкy tх'; llt)
B тOчliv \хэ.' !lz), rr'е !э:-2уI, х2:=):|. Coeдинив пoЛ\'ЧеlIIIЬlе тoЧI{и
плaвнot.l линиеIi' пc.lучII\{ графиI< tbi'нкции !jz:_2sin2хя, яв:lяюЩtti\-
ся pез}rЛЬТaТol,t (<paстя}I(eння> rрaфикa функт1lttr Уr: siп 2,Y1, oт oси
o.r в двa pаЗа с пoсЛедуIoщtllt зеркa.i]ЬнЬIIYl oтра;кеllиеilt гpaфикa от
ocи О.t'

4. Пеpепoсим ToЧк!i' пoсTрoеIltiЬIe B гIpeдьIдуlliеlr пYнкте, нa -1в i]аIrраDЛеlrит,t aс:.: Ох (т. е. нa единIrц-\', BЛево) ; тaкtlм oбpaзом, мьt
отoбрarкaеrт тонк1. (r2, az) в "louку в' У), гдx X:х2_1' f _у2. Сo-
еllиtIllB tlo"i]):ченIlЬlе тcЧки пJав}Ioii лl,iнис.й, пcЛ}lЧиr{ грaфliк ф1,нкritlи
Y : -2 sin 2 (Х + i ) : _2 sin (2Х +2), являrощliiiся pэз1'"rьтaтoNl <(сдBiI.

r.n.> тРаllllltia ф1.нкurlи !]э:-2 siп 2.т2 на *1 в rtаправ"rенt,tи осtt o.r'

iIско;.lr.tj,r гpафlrк ф1.нкцlrr'rgi:-2sin(2.t l-2) пoс,ipoеtl.

A9

li=-2siri

I

\{
!=-2

g=5ill 2х
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BoпpoсЬI для сa}toпpoвеpKи

1. tlтo нaзьtвaeТся Чilс"loвoiI осьiо? Kак изобpа;кaloТсЯ I{а ч!]с.lO.
вofi oси областlt ii3!1енeния ]iL^pе11еннoi"i эе.llt.IиtiьI?

2. Чтo tlазrlваотся ПoгреrilНoстi,Io, предельноl-.t абсо..;ютltо;i пcгрсlll.
}'oсTЬЮ и пpе;iе".t ьноil oт!IОс !,Iте"1Ьноr.i пoгpешtностью ?

3. Kак зaпttсьlвaIотся прибли:кеtlньlе чlIслa?
4. KакoвьI пpави'-'Iа аpirсрметlruесrttтх деiiствиli с прi,i6.rlt:'кerli:r.il':ir

.lислапtи?
5' !,riiто ОП:]t1.f..lсH'iе ф1 ltкtttlll' Чтo н;зL:ваотсfi oб,'l;lсТЬто oП1)э.

.цеЛс}lllя Q j.I;i.:Цilll.,
6. Kaltозьl oсIIoвI{ьIe спосо6ьI ЗaдaнIiя функullrr? Приведitтc п1lit.

I{еpЬI.
7. Kaкaя til]'l1lxцgg Ilaзьlвaется iIеpI,IОд]iЧесI{:oii? Пplrве;lrте пiliI.

I\{epЬI.

B, Kaка я ф}'iiкция Il. 3ЬiB ается сло;кt.lоii ? Приведl;те пDrIN{eрЬI.
9. Kакliе tilyнкцrtп ItазЬlвaЮтсЯ э,]lс.\IсН.гаljIlЬIrtit? Прllвeдит'e Пl]II-

меpЬI.
10. Kак, зltая грофttк ф1'нкlIии a:I(.у ), rtо;lttto постр,ttть г1-'i'.],;t.

ки ф},нкuli;"l у:IQn.t). ц:f (nlх-|b\, !:ki \tlt.:t*bJ*а?

г.Ц.

6,8-14, 18, 19;

46, 48, 49; S I,
упp' 60_62; [5]'

I, $ 3-5 rr [9],

2 и 3, Гд'e даIIo

Doпpoс Ьl ДЛЯ са[,toпрoвepк[l

l.,Сфоpмулиpуriто oпрeде"'rсllия предела ПoCЛёJloBaTeЛьIlости' пpе.
де.la {pунI{цl-l}l при стреМ"llенl.lи аpГy}neнтa к нrкoTopol!y кОttеЧtIoмV
Лpеде.rIу }1 пprдеJa фyrlкшl,llt ]lр]l стреМ'ilеtJиtI аргу\'1еi{Ta к бзсtсоtlеч.
l{oсT }l.

2. Kaк сDязaIIo пoItятlIе гlpеде.IIа (;i'нIirдип с пoilяТ'Iя11Ii ее пpe.
де.loB с.lевa It спl)aва?

3, Сфоpмулиpуйтe oпрeдe'rение oграIlиченrrоi.l функцtlи. Jlоlta>кп-
те Tеoреl,Iy oб oгpани.Iенностrr функuиtl, lltltсюrцeii пpедeЛ.

4. Kакая ф5,нI<uия наЗl,]BaеТся бeскotteчlto j\'аJ'IoiI l! !(аi{ОBЬI еe oс.
I{оBtlL-ie своl.iстsа i

5. Kaкая функItl,lя HaзЬlRаеТся бескoltечlto бо,'lьшоli I] кarioва ee
сBя3Ь с бесlrоне.ltf'g т'tалoli?

6. .Ц'оха;<ltте oсtloBltЬ]е-теopеil{Ь] o IIpедeЛах фyнкшlтii.

7. .[окa>tiи,re, Чт0 lim 
sin 

' _ t (<пepвьlir за\{rrlaте"rlЬнЬrir пpeJrе.:i>).
r-i) х

B. Cфорrrу.'lllpуй1е oпрcдeЛен!1е lIliс'la g {<Bi.ОрOit 3artечaтeльtlьIй
пpeдсл>) '

2. Пpедeл и }IeлpерьrвнoстЬ фyHкцi'й

Литepaтyра. [4]' гл' 1I' s 1_5' упp. l' 4,

$ 6, yпp. 31-33, 35, 37_40; s 7' B' упp. 41-44'
yпp' 2' 3,21-23' 25-30, 45,47' 57' 59; s l0, 11,

гл. I, $ 3.

i'[o>кнo исПо"lЬзoвaтЬ такжe пoсобпя [5],
u. I, гл. vI' s 1-6.

PеI.оrlенд.. сlся ТаK)кс пporII l,аTь l:з [1 l]
угл1'блetiное li з..]о'iенпr I,IaтеРиaЛa.

гЛ.
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9' Сфорl'lулиp}'iiте otltleдe'.iеtl!:iЯ }leпреpЬlвности фyнкциI{ в тoЧкr
Dl н.i ol,pезке. Kакие тoЧIill нaзьIBаIотсЯ ТоЧкal{Ir раЗpЬiBа фyнкции?l0' СформyлиpyйTс ;еopэМ1.' об об,,laстl't нerrJ]rрЬiniloсти эЛeМеtl.

4. ,,,..,,,, il aРПDl^ чJ) пnцnll.

1l. Сфopмy"':иp1'liте oсi;оaнь;е своiiства фyнкцlli1' нei]рерЬlвi-IЬIХ tiа
о'i-Dе3ке, и дайте геОMе'I.рliЧесlioе истo;iкoвaниe этIt}I сtзoftr]тваьt.- 

l2, tJфopllуЛIlpyl.lте onpе-]е.':L.нi]е пoря.]кe oдноIi бэсксiIeцнo Iuа.
л.;il отliос ительнo другоi,i бесi.lонечIr о lt aлoti.

l3. Покаiките, 1IТo прI,l x+0 бесконeчнo t.{a.'тЬIе sinх, агсsinя,
тд.Y' rгс1g '1 пoпарHo эl:Bj]i:3..сHтнЬ1.. 

l4. [i1'сть...._.6. f]1l11 кaiio\i зIiаЧеi1iiи с 6есконе.Ii{o li{n.(ЬIe а,sin2Jc
н l --соs ,Y экз;lвa.tентl;ьti

Iiосле ltзr,ченIlя те,r,lЬl i\.- вьтпо.'ltiи,ге кoнTpo.2bнaю pа6oту 3'

ТЕД{A v. ПРol{ЗвoдtlAЯ и .цИФФЕPЕЕIциA,II

l. Пpоизвoднaя

Л lrтеp ат}-P a. [1]' гл. IlI' s l' 2, уnр. 1, З, 4; $ 3, ilпр. 7, 8;

s 4-s' 1'пр. l0, 12' 15' 16' 20-22' 24' 2т' 29, 42, 45,7|; $ 9' упp. 33._
4О, 43, 46*48, 50, 52' 51, 56' 58' 59. 6l, 64-08, 72' 74,75' 78' 80;
$ l0' упp.5l' 5l]' 60' 62' 6з' 79' 81; $ ll' упp. |42, |43, |47,149-151;
$ l2' yпр. 83, 85' 90, l00. 10l, l0B, ll0, ll3; $ i3,14, упp' ll6, l1B'
12a' l34' l37; $ l5' упp.222_227; $ 16*18, упp. 152-157, 159_16l;
$ i9; $ 26, yпp. 207' 210-2],3' 216-219; $ 27.

Д{o>кнo I{спo,ТЬзоЕiiTI, таirl;е [5], гл. Ii, $ l*a; [9] , ч. I, гл' VII,
s1,

BопpoсЬt дJ-iя сa}1 oпpoвepки

l. Сфopшlyлир1'riтэ oпреде,,teflrle пporlзBoднoй. Каков eе l,{еxaнl{.
ческiiit и ГrovlетpиЧесliliii см ьi.'.'r?

2. I(акоri к.Ilасс фуIrкr(Ilt{ шl,!pо: I]епрrрЬIBнЬlх B тot{ке и'ltlt дltф
i]tеренuиpyепtьtх B тoй ritс тзчке? 11рнведите при\IсpЬI.

3. Bьtведrtтe фopьr1'."lьr IiрolI:J3oдHЬIx с\'Гn}.'1Ьit I.iрCи3tsэдеii.]я, чaст-
IioГo Дв.vх фyнкuпri. П pивeд штe [i рI,I ly{ep Ь1.

4. Bьtведите фopllv..ly дLlффeренциpОBaflr!я сло;ilной фi'нкuи;r.
11ривeлите пpи\'IерI,I.

5. Bьrведитe фоpllr1.льr пpоизBoдt1ЬIх пoстoянной и пpОизBeдеIltIя
постoяннoй нa фvнкllиЮ.

6. BьIведпij фopмr',lьг 
.дlrффеpенцирoDaH!iIt 

тpl{гОlIoMетpиЧесl{I{Х
It .roгарифr:и,lескoii фr.r;кu ;rii.

7. Сфoplr1'лиprlйте прэвило логаpнфrtиtlескoго дrtффеperiцrrpовa.
ния. Пpивеtlttте пpiiMeрЬi.

B. Bьrведите фopм1'лr.т дi'ффеpеIiцироBaI{ия стeпeняой функции с
лtoбьtм ,tсйсr.витeльнЬtl"t пoIia3атeЛеNr' пoкa3aтелЬt{oilr фvtIr:циIi' сЛo;.I(-
тtoit пoк азaтольIloli ф5'нкции.

9. !окaлiитe теopеil4y o пpcllзBoдIloй oбpaтнoй dlyнкuии. BьIвеДите
фopмy.lьt дисpфеpенцttрoBaнllfl oбpaтнЬIх тpигolioI\Iетрltuеских функциit.
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2. ,Ц.llффеpенциaл

Литерaтурa. [4], гл. III, $ 20,21, yпp. 162-164, i66, 169-
|71' жa, ж|'

Boп pооIj дЛя с a l'r o п P oверкr,I

l. Сфopмyлирyйте oпреле,tение лrIффеpенциaла фyнкuин.
2. Л.'n" I{aкIix тoчeк грaфикa фyнкЦttи gg диффeреншиaл бo,rьlшe

пpиpaшения? .Ц'"'iя кaких тoЧeк oн MeнЬше пpирaщения?
3' .П.ля liaких фyнкций диффepeнциaЛ тo}KдecTвeннo paвеI{ прtt.

оaщению?. 
4, B чeм зaKЛIoЧается свcйcтво инBaриaнтнoсти фopiтьt диффr.

рeнциaЛа фyнкции?
5. Ha чеr,r oсI]oBаЕIo приl{еIlеltие диффеpенuиaЛ2 в ПpибЛИ}i{eнHЬIХ

вьIчислениях?

3. ПpoизвoлньIe и lиффepеЕц!{aЛы BЬlсшl!х пopaдкoв

Лrlтеpатypa. [1] , гл. IiI, s 22,25, 1'пр. \72, 176, 1B3, l84'
l88, 190' 191,206,23З,234; $ 24, упр. l96,201_205' 236; $ 23.

B oпpoсЬI для с а l'Icaрoвeрки

l. Ссpоpllу"lпp1ri11g 611tlgдс..ltсlн,rtя пpoиззo,Цнol,t и дlIфt}еpенциaлa
ЕьIсtl]i,lx пoрядкoB.

2. I{аrtов lпеxaничeскt,tii сllЬIсЛ ЗТoрof,l пpоизвo.Цной?
3. Kав нaхoдяTcя nеpгraя и ЕTОl]ая прОr-I:,9BОднЬIе фi'нкtiиt.t, заДaп.

ньIx паp а \{етi]il.i.сliи?
4, Bьтвeдито 'форv1.лу ]l''lя пр'jiIзBo.-LI{ьlх l? -гo пopя jl!(а oт фyнк.

Циil., g:уь, g:ek",9:sin х, li:Iil х.

4. Свойстаа дифференltиlэyеruьtx функuliй

Литеpaтypa. [4], гл. IV' s 1' yпр. l,5,7,8l $ 2, упр.9, 10,

12; S 3' yпp. 17; S 4, yп1-.. 19,2О' 2З' 28; $ 5' 1,пp. 30' 33, З5' З8, .12'

45, 50, ,52.

&!o>кнo I,1сПo':ТЬ3oвaтЬ тaкже [5J, гл. Il, $ 7' 9; [9] , ч. I, г'п. ViI,
$2'п.1'2.

BопpосЬl для сaNIoпpoBepIiи

1. Cфоprr1."rllрyii'гr и дoкаlltuтe тeopeil'Iy Poл,rя, Кattов rе гeО\tет.
pиuесltиii смьtсл?. 

2' Сфоpмyлиpyi1те I{ ДoкaжIiтe теорeNIу Лaгpaнrlta. Kакoв eе гео.
мeтpиuескиil спtьtсл?

3. Пoкaл<ите, ЧTo тoткa с, фигуриpvrоiilая в TеoреItе Лагрaн>кa,
для функr1lrи ц: pхz + qх + r сo3падaет с сepе;lliнoii oтpeзI{a' для l{o.
тopoгo этa Teopeмa фopмулиpyeтея'
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; ,"o,nb|o']n,it;:i.,ixx1T 
Л oпит a ля дЛя paсKpытIlя IIeoпpeДe.пeннoстeй

K р ЬI ти я к o т o p ьl х' o n..,.,A iil'Г 
ui:f 

"; 
н* *Т xъ.J':ffJ''ii,1..#;. if ],iЁi :

Bедите I.]pи]\{еpы.

5. Фopмула Тeйлopa

[4], г.п. IV, s 6, 7, yпp. б4, 56, 57, 59, 62,

исIloЛьзoBaть тaкх<e [5], гл. II, $ 8; [9], u. I, гл. VII,

Фopмyлa Тейлоpa

|(х):/(a)* I,(а)(х_a)+ ..,*ч"L @_а}n*Rn (l)

oЧe$ь вa)к!{a кaк в теoplit-{ , TaK Й, , no,*"n".nn* пpllлo'{eниях.
B lастнoсти, с ее пolroщью il{o)t(Ho вЬIqисЛитЬ пpиближенньIe 3наЧel]iiя
фyнкultи f (x), еслп [rзвестI:ьt знaчeния этoй фyнкllии и er прoи3вoд.
l]ьtх дo ll.гo пoрядкa в <нaчaльнoй> тoчKe 1с:а |1 eсЛи' t{polue тoгor
yдаeтся oцеIiиTь oстaтoчный члeн Ro. Если

Литеpaтурa.
65, 67.

Мoжнo
$2,п.l.

lR.'l ( ao,
(o 

f Ф)нf (а\*f,(а')(х-а,)+...
(2,

l(n) (а|
+ 

^ 
(х_ а)n (3)

C пoГpeшIнo0тЬIo C{6.

,Ц.;lя oцelrки пoГреll]нoсти фopмyлы (3) важнa фopмa записи oc.
тaтoqнoгo члeнa R'. Paспpoстpaненнoil являeтся a{]nucb oсTaToчtlo2o
.l,1ена в фopмe Лаеpаноtса:

/(4+l) (Е)Rn:-t]frL U- а1n+t, r =[=a. (4)(/? + I.):

B этoм с,цyЧаe oцeпкa осTaтoqнОгo Членa 3aвисит oT оцeнки (fl+1).ii
прoизвoдtlоr.t фyнкuии f (х). Taк, напри]\{ep' есЛи извeстнo' чтo ltа
oтpе3кe' KoтoрoМy IlриI]aдЛe)кит рaссмaтривaeмoe 3нaqеIII]e''

lf(n+|, (t)l < I\t, (5)
тo 1/(''*1) (Е)| MlP-l: 'l,\nl _ 

tn+rг |х_а|"+L. иn''|х_а|n+t,
и' слeдoвателЬI]o' в кatiестts€ dg МCХ{I{o взять любyto веЛиЧинy' удoB.
ЛетвopяЮЦ.lyю yслoвиЮ

i1,1

; -. l y |х _ a|л*r -< сo. (6)
t,. --l- r ,

Услoвие (2) lIожнo ticпoЛЬзoвaть и для oпредеЛeния ч|tcl|a n'
если пoгi]eшIloCTЬ с16 задаI]а зарaнee. o.цнакo надo иil{eть в вIrдy' чтo
yсЛОвиe {2) oпpеделяeT пoгpeцjlloсть фopмyлы (3). Если >ке пpибли.
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>кеllнoe 3нaЧeние |(я) вьtuислятЬ IIo фopмулe (3) пpи KotlкpетIroм
ч!{сЛoBоM знaЧеItии .r, тo Nlo)t{ет oKaзаTЬся' чтo с''IaгaeмЬiе в этoй фop.
мyлe (пo крaйнеii Nrepe' I-lекoTОpьte из них) сa\,{и BЬIЧисЛяЮTся llpи.
ближеннo. ToгДа пoгpеrlrнoсTЬ pез}"ЛЬтaтa BЬlчllслeний пpедстaвляет
сoбoй сyмшry пoгрешностей сЛaгaеMых и lloгpеrпнoсTи фоpмyльr. Ес.пи

BЬIчI{сляTЬ Bсe слагaемЬIe с oдинaKoBоli пoгpеLtlнoCTЬЮ C!6, Koтopaя
яBЛ'tеTся и Iloгpеlll}loсTью фopl'ryльr, то общaя IIoгpешHoсTЬ ЗнaЧсния'
BЬlЧl{сЛенlloгo пo фoplrуле (3), oневиlнo' paBна p:(rz*2)a6. Если
зapalrее зaДanа тoЧI{oсТь peз)'ЛЬтaтa с[' тo сЛeДyеT пoдoбpать Ct,J ТaК'
чтобьr oбеспеЧtlTЬ вЬtпoЛllеHие llepaвенстBa р<с[ иЛи (l1+2)сro<сЕ,
oTKудa

ao 
-< --*-:- . (7)

ntz
При дoстaтoнI{o Maлol{ ЧIlсЛе Ч"{еIloв (пo кpariней NIеpе, Пpи n-<8)
yсЛoBI{е (7) зaвеломo BЬIпОЛIIяеTся' есЛи пoлo}I{итЬ

oд: l0_r ос.

oбьlчнo тoЧl{oсTЬ вьiчпслений зaдaeTся B ви.це ос: l0_.. Услo.
виe (8) пoка3ЬIBaеT' ЧTo с!0: l0"ifr+1). Этo знauит, Чтo BЬItillс.;Iенпя

нa.ц.o I1рои3BoдI{TЬ с oДIlIlM зaпaс}tыil{ Знaкo}1. Ь/слoвl'ie (2), которое
I!{oжнo испoЛЬ3овaТЬ дЛя опpедeЛения ЧtIсЛа ,?' B этoм слyЧae IIриIIrt.

I\4aeT вIIr]

lRnl{ lO*ie. (9)

Замечaниe. It{ьr yстаriopl{Ли' чTo oдин зaпaсI]оЁt знaк oбеспе.
чиBaеT TpeбуeM),Ю ToЧIloсть, пo rtpaiiнeй меpе' пpli lz-<B. Легкo зaмe.
TитЬ, riтo дBа запасi{ЬIх зilaкa cбеспечиBaЮТ требуемую ToЧlloсTЬ, ]Io

кpaiiнеl.r tilерr' пpi,I n-<98. Hо пpaкTиЧескIi этo Берt{o и пpи 3нaЧII.
теЛЬItо бoлЬrueм чисЛе ЧЛeнoв' тaк Kai{ знaЧeния фyнкции }I eе прo.
изBo.цt]Ьiх B тoчкa)t х:rr oбьlчIlo бьlвaют извесTtIЬl с aбсолютнoй точ.
I{oсTЬю. Пoэтorty двa IIеpвЬIx tlленa в фoрмyле (3) aбсoлютно тoЧtiЬI,
сЛeдoваТельнo' пpи oДнo]!! 3aпaсIloN,r знaкe требуемaя тoчнoсть обес.
тIечиваеTся бoлeе чем при десяти ЧЛеllax' при дByх 3aпaснЬlх знaкaх.-.
более чем пpи стa ЧЛeнax и T. д.

Пpимеp l. Пpипrеняя фoрмул1, Tеiiлopа с oсTaтoЧнЬlN{ Ч.пeнolт в

фopпlе ЛaгpаIl}I(а, вЬIЧислить е0'r и е0'2 с тo.tнoстЬю Дo 0,001'
Pешeние. Фoрмyлa Tеi,tлopa с oсTaToЧнЬIм чЛeltоl,I B фopме

Лaгpанжа для фyнкцrlи f (r) : е* иl{еeт вид

-2 vn
е,: 1* nд--!_ -.1- -a *R.,,'-t 2l ' nl.

^ хn+т A-гдe кn:; * е"^, 0{0{ l{см. [4], гл' Iv, $ 7, п. 1). oтсюда
(/? t r)!

пoЛуЧaем

(8)

l

&

t

:&.

*

fr

'ffi

i*

etа:l"1--+++,,.+#, ( 10)
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Знaчения ,vr:0,1 и хz:О,2 пpинaдЛех<aт oтpeзку [0;
дoвaтeлЬ}Io, 0<0л<0'5 ц g0'Y4gо,s42.

R'I : -.jЧ.o., . 2.*,*.' 
.(n*j)!. - 1л-рlll

Пpи заданнoil пoгpеtuнoeти сE yс'IoIJие (9) заве,loпlo

eтся, eсЛII поЛo'}iи}'' u,o jЧ* { l0*ra' oткyдa

:n,у',,
! t -+'.r

l--:-т- ( 0,5.lO_ta.
ttz t rl:

0,5l, сле.

вЬIпoЛlIя.

(l l)

кaк' Bьl-

(12)

( l3)

3aпиcь yслoв!iя' oпpeделяюIl]eгo fl' в вилe (l1) yдобнa, тaк
qисЛяя пoсlrедoвателЬI]o слaгаeМьТe в (l0) по фoрrvryлам

хhuh:-т (e: l' 2' ..'),
tliь1 иl\1есM всз\1о1t{l]ОстЬ oll}lовpеl.'1eнrto B;lдеть, д.сТlIг1iутa Ли
NIaя тoЧiioсТь' T. е. вЬiпOЛIlеllo ли yелoвие (9),

Пoлагaя a:0,001, из (l I) пoлуЧaеN,' yrЛotsllе

, 
n.:: 

< o,5"ro-4,
(,? + l,)!

ti пpи x:0'1 иl'lеем

{J0: l : 1,ОсijO,

8l:0,!/1l :0'l :0, i0с,0,

u2: l0 ,l)2 /2i : a ,01 l2 : 0 , 0050 ,

и3: (0,1)3/3! : 0'c0l/6 аy 0,0002,

ila : (0, 1\1 I 4t : 0,0001/21 < 0,5. l0-4

еu'.эi,1052еl,105
I]тaк, е0'l = l ,l05. Здесь yсЛotsие ( l З) oказaлось вьIпo.тн0нIlЬll'!

lpи lt:tl * l:4. т. е. пpll n:3. Bсeгo сoхрaненo ЧeтЬlре сЛaгaе\,Iьlх.
Следoватеurьнo. cдItoгo 3апacrioгo знаltа бьI,цo дoсTaтottнo. Aнa.пoгltч.
t{о trio)liЕIo наitти е0,2ryI,221 (здесь тpебуеrreя TоЧIlостЬ дoстигaеTся
при n:4)'

Пprtб'rtlжение функullи мltoгoЧ.IlеIioм пo фоplиyлe TeiI.'loра с геo.
МеТpиЧeскoй тОЧки зpel{иЯ oзнaтlaеT зa}Ieнy гpaфикa фyнкшпи гpафи.
кoM сooтBeтствуюlцегo Тr{нoГoчлe}la (см. [a]' гл. iV, $ 7' п.2)'

BoпpoсЬI для сa1roпpoвеpки
l. Зaпишите фopпtулy Teйлopа с oстаToч'{ЬIM ЧЛеt{oNI в фоpме Лаг"

pан)ha. Koгд2 31y фоpмyлy }Iа3ьIBают фoрIr'lyлoй :\lаклoренa и кaltoй
вид приIlимaeт oнa B эTONI слуqаe/

2. Напишитe фopмy,'lьr Дlaкlropeнa для фyнкuий e,, silt.т, ссlsl,
In ( I *x).
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3. Kaк испoльзyется фoрмyлa Teйлоpa дЛя вЬIчпслeния прибли.
хiенIIЬIx знaчeний функuии с задaнной точнoстью? Пpивeдитe пpи.
MrpЬI.

TЕIцA vi" BO3PAсTAI-IИЕ И УБЬIBAHИЕ ФУFIKЦи}T,
эKс1.PЕл{У}{ЬI

1. Boзрaстaниe и y6ывaниe функций

ЛитepaTypa' [4], гл. V, s l,2; [5], гл. III' s I, задalи 811,
819. 820. 823.

t\loжнo использoвaть тaкл<e [9], u. I,.гЛ. VII, $ 2' п' 3.

2. Экстpeмyмьl

ЛитеDaтi/рa. [4] , гл' V' s 3-5' yпp'3, 12' |4,22' 2Б| 27'
30; S 6' yпр. 32, 3a; $ 7' yпp' 40, 44, 52, 5a; S 8.

Мoжнo [rспoЛЬ3oваTь тaкжe [9] , u. I, гл. VII' $ 2, п.3.

BoпрoсЬI для саl{oпрoвеpки
t Гrhnnrлrlптяnll.iiт. .J...- опpедеЛения вo3растaюЩей и убьlвeloЩeй нa

oтpезI{е функцr'и. Bьlведите достeтouньtl.t признaк вoзpaсTaющeil фуt{K.
ции. ПoIiaжите' ЧTo функuии a:e, я ,/:.lс+сos.t BoзpaсTaют в лю.
бoм пooмe>l<\,тке.

2.. Сфopйy.пируIlте oпределениe ToЧKt-I экстреillуNIа фyнкuии. ГIoкa.
)t{иTе' чTo есЛи BЬII]oJlIlяeтся условиe 3аc)b2i тo фyнкция g:ах3+
|bх2+сх+d не иМеeт эксTpel,ty]\{a пpи любoм d.

- 3. Cфоpмyлиp',.frтe двa пpаBи,lia дЛя oTьIскaItия эriстре]vlуl{cв
Фvнкц]lи'

4. Пpивелитe прlIl'Iер' пo!{азЬlва]ошlnfi, uтo обрaщениe в некотoрой
тoЧi{e пpоизBоднoii в i1У''1Ь не ЯBляеTсЯ дoстaтoЧнЬIl{ условисM Iia.
лиЧия в этoй тo.lкe экстpе[,rуl,tа фyнкции'

5. Kaк нaйти нatrбoльrшее и llаиl\'lеIjЬIllеe зI]aЧения функullл, rиф.
феpeнuиpyемой нa oтpeзке? Bсeгда Ли olrи сyщeствyют?

Пoсле изyuения тeI{ V и VI BЬIпoЛtI}lTе |to|1Tpoлb1.I!/ю рабoту 4"

TЕмA vII. пOсTPOЕI-IИЕ гPAФиKCIB ФУI.IKЦI4и

1. BьIпyклoсть и вoгнyтость грaфикa фyнкции

Touки пepеги6a

ЛитеpаTypа. [4], гл. v' s 9, 
"vпp. 

62, 63' 67-71'

2. Aсимптoтьr

ЛитepaтУрa' [4], гл. V, S 10, yпp" 73,75,76' 78, 108, 1l0.

3. Oбщaя схe}ta пoстpoения гpaфикoв фytlкций

Литepaтypa' [4], гл. v, s 11, yпp.84,92,95' 96,99l l03,
134.
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BoпpoсЬI длЯ сaltoпpoBeрки

l. Cфopr"ryлируйте oпpeдeлeния BЬtпуI(ЛОстlt и вoгI{}'тoстl{ Лl!Hl{и'
тoЧки перегиба. Kaк наxoдяTся IIHтepBa.цы BЬlllукЛoсти и BoгI{yToстll
и тotII(и леpегибa Л!IниIi' зaдaннoй ypaвнениeм у:[(х)? Пpивeдите
пDIIг{eDЬi-

2.. Сфopl'lулиp1'irте orrредe"reние aсиMПтoтЬI J.ltlниll. Kак нaxодятся
вepтI{кa"lЬJ{ЬIe и [IеBepTиI{aЛЬIlЬtе aсиMпToтЬI ЛиI{ии' ЗaдаIiнoй yрaв}Iе-
нtlеь'. g:f (х) ? Пpивeлитe прип{еpЬI.

3. -I:1злo>ките схeмy oбщегo иссЛедoвal{ия ф.yнкции и пoстpoеI{t{я
еr грaф:-tка'

ТЕl'1A vIII. BЕKTOРHЬIЕ И KoД{ПЛЕKсIIЬIЕ ФУЕIKЦИИ

l. Bектоpнaя фyнкция скaляpнoгo apгyl\4енTa

'Цитеpатуpа, [4] , г'т. IХ, $ l,2 (лo
но). 3, vпр. l. 3, 4, 6-

Jvlоrltнo liспcJЬзo3aтЬ тaliiке [5], г.l. ]II,
s5.

пpиMeра 2 включитeль.

$ lB; [9], ч. I, гл' VII'

&

t

fi

il

I

2. I(ривизнa кpllвoй. Фopмyльl Фpене

.IIитеpaтypa. [4]' гл. VI, $ 1-4, yпp. l_5; $ 6, 7,

|9'20'23'26'40'41' 43; гл. IX' $ a,5' упp.8-16
}{.orкнo испoЛЬзoвaTЬ тaкжe [5], гл' III, $ 5; гл. VI, $

ч' I, гл. vII' s 6.

упp.6-l2,

le, 20; [e],

3. Кoмплeксные фyнкцин. Мнoгoчлeн в l(oмплексtloй oбласти

Л итеpатуpa. [4], г,'r. vII' s 4_8, yпp' 1l-l4.

BопpoсЬr ДЛя сalIOnPoBеpки

1. Kaк oпpелeЛЯеTся вектopнaя фvнкшия скаЛярIloгo aргyментa?
2. Кaк oпрejiе.lяеTся пpедеЛ и I]poIIзвoдI]ая вектopноii фyнкuиir

ска.nяpнoго аpгуMeIIтa.
3. Kаtioв геoМетpиrIесItI-tit rI мexatIиtIеский сМЬIс"тi пpоllзвoдноit

веiiтopltоil фyнкr1иti сKaЛяpilоГo aргyl,lентa ?
4' Kакoвьl свoйства пpoltзвoдной веt<тopноi,i фyнкциl'l сI{aЛяpного

арг}'MеIrта и I.lраBиЛа дифферeнциpoвa[Illя BеItТcрrIЬIХ фyнкциiI?. -5. Чro tlазtIвается кpЪЬlr}нoй iiлoскofi лtlнlltt) Пo iа.коЙ фopпr1''пe
ollа BЬlЧltсЛяется? ПpивeдиTe пpи\{eрЬI.

6. Чтo нaзьlваeTся кpyгoм и цeIiTрoM криBl]ЗilЬI' эвoлютoй и эвoлЬ.
вeнтoй плoскoй линlrll? Пpиведитe I]pиMеpЬI.

7. Что нaзьtвaется кacaте.:lьнoit, главнoй нopмалью, бинopмaлью,
пopмальнol"t пЛo.с.кoстЬю ll сoпpиI(aсaюulейся плoскoсTЬIo пpостpaнст.
веннoй линии? Kак записьtваlотся I]х yраBнения дЛя Ли[Iии' явЛяю.
щeйся гoдoгpaфoм за.цaнlroй вектopнoli фyнкции? Пpивeдитe пpи.
tllеp Ьi.
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B. Чтo нaзьIвaeтся кривиЗнoй и кpуuelItrе\{ прoстpaнствснlioli Ли.
нtlи? Пo каirим фopllyЛаM Оlll,t вьtчисляются? Приведитe iipиI\'{еpьI.

9. HапишI-tте фoрrrу'пьI Фpене; дайтe их вЬiвод. Пpнведите ilpи.
i!еDЬI.. 

l0. Kак oпрeдеЛяется кol{I]Лeксная фvнкция деirствиTе"rIЬIIoгo пе.
pе}1еi]Нoгo и er пpoизвoднаяl

ll. Кaк опpеде"rяется пoкaЗaтеЛЬItaя функция еz кОl{п.;leкснoгo
пrp0\lеtlнoгo z?

12. I(акaя фopьIyлa на3ЬIBaется фoрмулой Эtiлeрa? Что назьtвa.
еТся IIОкaЗaТе,rьнoй форпlой кoмплексногo .lис.;ia?

l3. Cфоpмyлиpуйтё тeopeму Безy и дoках<итe ee.
14. Cфoрмyлиpуriтe основнyю Teopel{y aлге6pы.

TЕ^,IA l Х. П PИ Б,т] I,l)'IiЕ гIН oЕ РЕ tlI Е }.I и Е уPAB Il Е F{i,Iи,
Ill-iТЕPПoЛЯЦИЯ

l. Пpибли>кeнноe pешeние yрaвнеиий

Литеpaтyрa. [9] ' н. II. гл. IХ, $l (пpo.iитать вBоДную
Часть I{ ПаpaГpaфу.цo п. 1 и гI.5)':]aдаЧи i097-1099' l107' 1l08; [5l 'гл. Х, $ 3, п. 10; [9] , ч. II' гл. Iх, s l' п. 1-3, задaqll 1093-1095'
i101-ll03; [a], гл. Vi' S 8, упр.30,34l [5]' гл. X' s 3' п.20,30,
задaчи 3138,3L.10,3l4l; [9]; ч. lI, гл. iХ, $ 1, п.4, зaдa.;ll 1096, l10E;
[5]' гл' x' s 3' п' 40, заДalи 3145' 3146,3148.

2. Интеpпoляция

Лнтеpaтypa. [4], гл. \/II' s 9, yпp. 17, ls; [5]. гл. Х. $ 2,
п. 20, зaдa.lц 313l, зl:j5_3137; [9], ч. II, г.l. IХ, S 2, п. l, зaдavrt
t12i-1125,

B пepвoir ЧaсТи IlIlтерПoляцl,ioнной фоpr,ry"rьr Лaгpaнrкa

D /у\ 
-

Q-х]{х-х (x - ,t'.)
уо -i.

(х-
+ (х' - xо)(яr-)iz\ '.. $t-х"\ Ut -t *L

уn-f
(х- x") tх - х'\ ... (x-x9_1'}

(x' - xoi {'хn- х1} ... (.r,.-,njn_r)

зanисaI{ }1HoгoЧлоIt CтеПe}Iи ll oтI1ОситeЛЬной пеpеlтeннori,v, грaфик
кoТоpoГo ilpoxoдит' оЧei]llдI{o, qepез тoЧкll (хu; yu), (.v'; y.)',,.,(.х,',, у"}
(нислo этих тoЧек paвнo n*l). Если в (l) полo>к|1TЬ n:l, то пo.
луuим (пoсле пpeoбpaзoваний)

P1@):уo*l(x_to). p)
xt-xo

Этo _ мнoгoч,тен пеpвori сTeпени (линeйнaя фупкuия) oтнoсителЬ.
нo .t; гpaфикоll егo яBЛЯется пpЯ}Iaя, пpoхoдЯщая нepeз тo'lки .(rо;

tt)
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yо) и (r1; rlr), Еслв у:f u) *дaнI{aя функшия, гpaфик котcpoй пpO.
хoдttт Чере3 тe лie тoqliи) т.o пpиблихiенI{oe paBeHсТBo

f (х) x P1 в) : gu * !t- !о (r - ,r.,) (3)
xt - xr'

BЬiрахiaет линeiIнyю rlнтeрпoЛяцию функuии !]:f (х) на oтрезкe

[,то, xr]. Гeol,lеrpивескIl oнa oзIlaчaет зaNIену дyги гpафика функuии
s:f fu)' заклloчен'.lой мe)кдy тoЧкalrи (16, !о) tl' (х; y1), хсpД,oй, со.
eдиняющей ее кotlцЬI.

Фоprr1'".ry (3) испo'rьзуют пpи отЬIскaнtti,l 3нaЧениЯ ф1.нкцпи |(x-)
с пО]\loщЬlo тaблиш, I{oгдa ну)liнoе знaIIе}Iиe apГ\'меIlтa в табЛi{Це oт.
сyTстl])le,г il соoтBeтстByIощеe зIlaIiеl]ие f (,r) пpихoдI-lтсЯ нaxoдttтЬ I]o

дByм <<сOседниN{)> 3нaЧеrIияп,{.

Boп poсьI дЛя сal'{сп poBеpкIl

l. Чтo знaчrfт oтдe.lеIille It..рня }'pаBнeния i (х):0 на дaнI{,rt

1тре3ке? Kaкие спoсoбЬl О'тtrе.1енijя t<орнеil )'рaBнен!i'1 вьt зiiaето?
UпиIIIiiтe их' npиBеllите пpиMсРЬI.

2, B чеrt с..;стOят п1етoдЬI хoрд' кaсате..IЬНЬ1Х l,i коl'lСlинирoваннt;ii
rуIетод вЬIЧl{слеtrIrя пpиб;tи)кel1lloгo зЕiatlеit!lЯ дэliстBlil.еjtt,tioгo кop j1я

уpaвIieHия f(x):0?
3. B чем сoс'IollT il{еToд иТeрaцttit вьtчttс.:ения пpиблtlitiенliсrгc 3i'I'f .

цеtIilя деfiствитеЛЬItoГo кcрI]я \:pаЕнеЁия .r:(p ('r) ?
4., itarlово vс.,1()ilIIе с-.iод,-i]\iссTI] tlpОj]eссa tlте'lз.цlт.i,t Дrя 1'pавненiiii

t:tir t-{) /
5. 3апItшите trн-геpПo,1яцrl.f,нньiili лoЛинО;1l "Цагpанtнa. B .iеlт состо.

ит сliЬlCл пpol{есса LlIJтepпoЛяцlltt дaпtrой ф}'пкцип?
6' Ч.го назьIваe.гся .ltl,tвеiltloii l!нтcрпОЛяriиеir ф'vнкr:.ии' !iaкcB еe

гeo}i r,гриЧeскиli сlt ьIс.ц?
Пос.re ttз5.veнllя теI\l vII*IX BЬlпo.lHIiте ItarLTpal1b|1!||o pабoту 5,

TЕдi,A X. Ф},i{ Klii-ii] T{ЕсI(OЛ Ь!(i,IX ГI ЕPЕr\iЕНI-IЬIХ

l. GснoвrrьIe tloняТilя

Литерaтypa. [.1]' гл. vlil, $ l,2; [5], г.п. Vl, S 1, зaд3.1д
l784, l785' 1792 (г, д, c, }к' к' м), l793 (a, г); [a]' г'.l' VIII, S 3,4;
[5], гл. VI' s 2, п.2',зaдa.iп 1797 (a, б, в, г), 1799 (a, б' в).

2' Частньlе Irрои3вoд}lьIе

Л дтер aтyрa. [4]' гл. VIII, s\ 5, 6, }'пp. 1_1u.

3. Полньlir диффepeвциaл' кaсaтeЛЬнaя пЛoскoсть
[l l{oрпtaЛЬ к IIOBеpx[lости

'Цитеpaтypа. [4]' гл' VIII, s 7, )'np. 1|_|7; $ B' yпр. l8;

[5], гur. VI, s 4, зaдaчи 1849, l85i; [4]' гл. IX, s 6, yпp. 17, 18,20.
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4, ПpoизвоДньle слoжнoй фyнкuии rr фyflIiцirtr'
заданнoй неяBtlo. Чaстньlэ llpoизBoдitЬtе и пoлtlЬlе

диффеpeнuиaЛы BЬtсltj}Ix пoгlядкoв

Литeрaтypа. [4], гл. vIIl, s l0, упp. 22,24', $ ll, упp' 26,

28,30,32; $ 12, yпp.34,38; [5], гл. Vi, $ 7,п'20, зaдaЧи 1916,1917'
I92о, 1924.

5. Пoвеpxнoсти yрoвrrя и лиI|иtl уpовtlя в скaЛярttcм пoЛe.

Пpoизвоанaя пo нaпpaвЛенl{ю I! грaдиеttт

Литepатурa. [4], гл. vlII' s 13; [5]'
|794 (a, б, в, г, хr), 1796; [4]' гл. VlII' $ 14'

гл. VI' $ 6, зa.fauri l8B4' l886-1888.

гл. VI, $ 1' зa,lauи
15, yпp. a0*a3; [5]'

6' Фopмy.:la Tейлoра для фyнкшии д,ЕУх IIepe!{е}|!|ЬIх.

Экстpeпtумьl фyнкцин tlескoЛЬких пepеIvleНiiьix

Литерaтурa. [4] , г,r.VII], s 16, 17, упp.47_49;5l8; [51'
г.п. VI, S 13, п' 50' зaдaqи 202|_2О23'

Пpи lrсследoвaнши ф1'нl,lшиl' нeско'riЬi(иx пеpеьlе}lнЬIx нa эт{етpеrlуivt

сЛедуrТ иMетЬ B Bl1,1y' чтo тoЧKи экстpеelyп48 l'!ОГyт Е]aхоД'IlтЬсЯ кaк
срe'цIi ТcЧeк, B котOpЬlx ЧасTI1Ьlе l]pollзBoдtIЬle рaвньj нуЛЮ! тaк и сpe.

дlr тОЧеK' B t<cтoрЬtх ЧастяьIe прoиЗBoднЬtе нe суrцeстByют. Нaпр:lrrеp,

фyнкuия i х'+у:'имеет мltниlryп{ B тoЧr<e (0; 0), тoгл.a кaк в этой
ToЦI,ie се чaсTные пDОиЗводнЬ]e нe сyil]естBt'ют. При отЬlсканиtl нa'l.
бo.lьп;еro п Iiа;liiellЬuleгo tпа'iеяltй ф1,llltпив
в некотopoi; заl,tкну'гсlii oбЛасти с.liэдует
нai:iти всe вHутрrЕIниe тoЧки ооЛaсТи, s Kсt.

r+'r'u,.-,'rra ''.,,..-I иi\]етЬ экстD(|\1\'.'|'

Зaтэll падo исследoBaTь ф1'нкulrю нa грa!]и.
цe oбласти и ттaЙти тaM тoчKи, гдe фунi{ll}t,'l
мoi]iет IIри llIl }t ать наlt бoльr::Ile ( Hа и N'lеtJЬll] n е)

зAlаЧеI.lllя' При этом Чaстo приxодIlтся рxЗ'
бttвать гr-}ailицy области нa qастиt taдailtrЬre
p aз,.,l IitI Il ЬI ]\/I 1l ур a B нeни Я\4и" Bьг"l riс.'rи в зtr а.le.
нrlя ф.,'нttЦиt,l вo всеx наitдепньlx тotit{ax, сJlе.
дyет сpeвяить их мо)I{.цу собой: нaибoльшеe
(наtlмeньшее) из этих значet;ий п явЛЯeтся нaибoльшвм (нaимeпь.
шIt.n.t) зна.iенtlеl,i фyнкuии вo всей 3амкIJyтoй o6;12CTП.

Приl"tеp l. Найти нaибoльшeе и нaи\,{енЬшee зI]aЧeния фyнкшни
z:2х3_6ху*3y' в зaмкнyтoй oблaсти, огpaниvеннoй oсью oy, пpл.
МoЙ a:2 и пapаболoй у:х2l2 пpи .r>0 (рпс. 2) .

Pешeниe. ToqKи' в KотopьIx фyнкция пpиilЦNrает l{aибoлЬшee
и нaиМeнЬшеe 3нaчellия' I!toг}'т нaхoдttтЬся кaк BнутPи обЛaсти, тaк п
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!Ia еe ГpalrиЦе. ЕCлil фупкlия пpиIlимaет нaибoЛЬluее (нaипrеньшеe)
знаЧeнrie вo Bllyтpeнней тoчкe oблaсти, тo в этoit ToЧкe ЧaстIlЬIe пpo.

flz^02
Id3BolIнЬIе a' 

: 6х? _ 6у; 
о' 

: 
- 6х \ 6ц рaвllьt ну"lю. Peшив

сiiсто\;),1'pавнениfi

i 6""_6у:0'
l_ с,' + 69 :0,

наiдelr дBe тorlки o(0; 0) и А1 (1; l), в котopьrx oбe.lастньlе прои:з.
BoдIlЬIе paB}IЬI I{уЛIo' Пеpвaя !.i3 llих ilpиriад'IIе)iiит границе oб'laст!l.
Cлeдоватe'rьнo' есЛи ф1'нкuия z пpинI{]\,Iaет наибo.цьшeе (нaltllеньглеe)
зI{aЧеI.iие Bo вItyTpeI]I'{ей тoчкe облaсти, To этo Mo)кеT бьtть тoлькo в
тouкe,,|{(l; 1). Исслeлyer'r ф}.нкцию }ra грaницr oблaсти.

ila oтpезке oztr иllteert х:0, поэтoмУ tIа этo]\{ oтрeэкe z:3,2
(0<y-<2) _ вoзрасTaюu{aя функция oднoй пеpемeннotl !; нaибоЛЬ.
шеe li iiaи]\,leнЬшее знaЧенIlя oнa прItни}Iaeт нa !{онцa.\ oтpeзка ol.

Ha oтpeзке ,4B иrlееrl y:2, с'.lе.1oBaте..lЬ}1о' нa этo}r oтpeзке

ф-v"nци" z : 2 хЗ -a х' 2 * 3. 22 : 2хз-1 2 х | 12 (0 
-< 

х 
-< 2) прeдста вЛяеT

сoбori фyнкuию однoй пeрeменнoй я, ee наибoлЬlПеe и наllменЬшee
3наЧcl'lия I1а](oдятся сpeд}l eе знaчений B кpитиЧескtlх тoчкax и Itа
концaX oTрезI(a' Еlаходttм пpollзвoдI:vю z|:6х2-|2. Peшraя ypaвнe.

11149 2,еQ цлu 6х2_12:0, нахoдим х1,2:-у{1'. Bнyтprl oтрезкa

0-<;r-<2 и}Ieется лIlшЬ oднa KpитIitlеская тoЧкa .т: y' 2; сooтветст.

вyюшeй тoчкoй oтрезкa АB являeтся тoчкa Q({i; 2). Итaк, нaл-
большее и llaиlteнЬшеe зrtaЧенIiя фуякшии z нa oтpезкe .4B нахoДят.
ся срсди ее значсниil в тoЧкaх A, Q уl B'

IJа лyгe ОB пapaбoльl !:х2l2 имeeьl

z : 2х3 - 6х (х, l 2) a 3 (х2 l 2\, : (3 l 4) х4 _ х3 (0 
-< * -< 2).

Решаеlt }lрaвнеHиe z!:Зх3-3х2:О тlли х2(х-l):0 и llaхoДиI{
егo l(Оp}lи: ,tr,з:0 B х2:|, Taкипl oбрaзом, нaибo,lьшee Il нaиMeнЬ.
Uloe 3наЧeI{ия фylrкшии 2 lla д}'ге oB нaхoдятся сpеди еe знaчeниri в
ТoЧкаxО,PлB'

сJ-IедoBaтeЛЬ}to, наlt6oльшэe и I]aI.]MeнЬ[Iee 3т{aЧeния фyнкции
z:2::з-6хa*3y2 в дaнlloй замкнутoй oбласти llахoДятся сpeди ce
знaчсilий B Тoriкaх o, А, Q, B, P' 14' г.е. сpе,l.li знaчettий: z(o):
:z(0; 0) :0; z(А):z(О; 2\:p| z(Q):z\f z; 2):\2-s {21
z(B):z(2; 2):4: z(P):z(1' 112):-tla z@):211. l):-1.
}Iaибoльшee и l]aиlleltЬшlее и3 нttх paBнЬI сooTBeTсTBеli}tO 12 и *1,
oни it яв.:tяются наltбo.,tьшlиM и нailNIеIIЬlIIиl\,I знaЧеtlияtrи дalrной фуIrк.
ции в данtroil 33rIкнутoй облaсти: Zвarr6: i2, ZнarllI:-l.

al

J



I
*
ш

$

fl
П

f

I
I
i
!
ti

I
r

;
fi
ш
т

7' ,l!1етoд нatlil{eньutt{x квaдрaтoв. [Ioнятиe oб итерaциorrншx
п,reтoДaх pеше}!ия систeм ypaвнений

Литeрaтyрa. [4] , гл. VIII, s 19; [5], гЛ. x, s 3, п.50, зa

дaчи 3l56,3l57'

BoпpoсЬI дЛя сa}toпpoвеpки

1. Чтo назьtвaется фyнкцией ДвУх пepeмепнЬlх' еe oблaстью t,ltr.
pеделенltя? !.atiте гeoметpllЧeсi(oе I{стo.1кoBание этиx пoнятиЙ,

2. Чтo нaзывaется фyнкЦией тpеx перeме}lньtх' ее oблaстью oп.
pеделeний} Kaк мoх<нo гeoI4еTpI{Чески исToлKoBaTь oблaсть oпредe.
ления фyнкции тpех переrtенньrх?

3. Чтo нaзьlвaется поBepхнoстЬIo Урoвня и линпей r'pовня? Ка.
кие пotsepх!toстIl явЛяIoтся пoBеpхIIoсТя:!III урoвня ф\'нKции u: х" +
+!/21-z2? ПострoЁrте л!rнии }'poвня ф1'нкции z:х2a,

4. Чтo назьtвaеTся l]pеДeЛolя фyIrr<Цни дBуx пeреMeнньrх в тoчке?
B кaкoм слyЧaе этa фyнкuия нaзЬIBaется пeпpeрьIвнoй в тoчкe, в об.
ластп?

5. Чтo нaзьIвaeтся тoчкoli рaЗрьIвa функции Двyх пеpеlteнньtх?
Пpивeдите пpиNlеp фyнкциrI дByx.пеpеNlеnнЬIх' нeпpepЬIвнoй всюду,
кроме кarкдoit точкIt olipy)liHoстLI х2+g!: |.

6. Kaк oпредеЛяюТся ЧaсТI]ЬIе прoизводные? Cфopму"rирyliтe прa.
BltЛa Ilaxoх{деIlия ЧaсTliьlx прoизвoднЬtх фyнкuий нeскoлЬкI-Ix пеpe.
!{e!Il{Ьlx. B чeм сoстoиT геo}dетpичeский сltьtсл чaс'гIlЬIх пpoизвoдt{Ьlx
ф).нIttlItи двуx пеpеменньiх?

7' Koгдa фyнкuия z:f (х, y) нaзьtвaeтся диффepeнциpyеlrоit в
данноii тoчке? Чтo нaзыBаеTся IIoЛнЬIN,I диффepeнuиалoм этoir фyнк.
цпи в дaннoft точке? B чrl'I сoсТoит пpaвилo приlvlеllеI{ия пoЛl{oгo
лrrффеpeнциaЛa .ц'ля BыЧисЛения пpиближеннoгo знaqения функuии,
oЛи3Кого K изBесTI{oN,rv/

8' BьlвeДите yравнения кaсaТe'']ЬIrol"l плoсKoсти Il liopN!али Ii I1o.
веpхt1oсти в тoЧкe uИо. B чeм сoстoliт геoМeTрическI;Il сltьtсл пoЛtloгo
диффеpeнциалa фyнк11иrt двух пеpeмeнIrьlх?

Оz Оz
9. Bьtведите фopмyльl нaxo)кдeния a" '@ слoжноir фyнк.

Цlтиz:F(tl, u),где u:q,(х,ц1 'a:lNQ,u). dz
10. Напишите фоprtyлy BЬ1чIrс"гIeнltя полнoli пpoизводноri *

слoжнoй фyнкuиil z:t@, U), гдe u:u(х)' a:u(х\. Kaк записa'гь
этy фopмyлy в сЛуЧaе .l:.v?

11. Bьtвeдитe фopмyлy диффepенцiiрoBаttия нeявной фyнкullи y:: U в\ ' задaнноi,t yрaBIleIlIIeМ F {х, у) :a.
Io Паi-s ^пno.aп,1-l А.rtrrv v..Р-A.,,эние частl{ЬI:i пpoизBoднЬlx BЬ(сllJ,Iх IтoрЯ]il(oB.

Сфopмyлиpyiiтe тeopемy o равеtlстве с\{eшatlltЬlх чaстнЬI{ прoПЗвo.ц'.
ньtх Фyнкций .цв.vх пеpe}tеfl rrЬlx.

l3. Чтo нaзЬIвaeTся пpoизвоДнoй'фyнкшии u:u{х, g, z) в latl.
нoir тo.{кe 1иo пo нaпpаBЛеIrr{Ю BекTopд s? Bывeди1e фopмулy ее вьr.
ЧисЛeния.

14. Чтo назьlBaeтся градиеtlтotlI скaЛярI{oгo 11oля u:LL(х, у, z|
в дaнноI1 тoчке? Kак Bыpa)кaеТсl пpo'iЗвoдная по напpaBЛеI{Ilю Чеpе3
градиеllт и eдиIt}tЧньIй вeктop? Сфopмyлиpyйтe изBестныe вalt свЪй.
стBa грaДиентa,
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l5, Чтo llазЬIвaется I\,taксимуMor\,r (минимyмoм) фyнкuип дв-vх пe.
pе'.,,tенньlх? Bьlвeдите нeoбходиl,tьle yсЛoвия и сфoрмулирyliтe дoста.
точiIЬie \'сJoвия экстpеrrумa функuии двух пepеМеIJHЬlх.

l6, Cфoрмv"пrrpyйте. пpaвиЛa Hахo''l{дения эItстpe]!Iyl,тoв фyIкци.t
двух пeреNтeнltЬtх.

l7. Bьlведите прaви.цo нaxo)кдellия наибoльшего и нaиItеilЬIIIегo
значеъlиti фyнKцIlи дЬyх пepеменllЬrx в зaмкнyтoii oблaсти.

l8. Чтo l{азЬrвaется усЛoвllЬIil{ экстpеl'{y!{ol't фyнкции z:iQ' у)?
Излolките l',етo;l I.tахoждеI{ия yсЛoBIrЬIx экстрeму},'oв функI1ии двух
псрeмеI]нЬIх' есЛIi эти перeI\{еItнЬIe сBязанЬI oдниN{ yсЛoвиеM.

19. B чсrr сoстс,ит \'iетoд наtll\ieнЬшtl{x квaдpaтoв llpи нaхoждеllиIt
ф1,нк;iии нa oсновaliии эKсIIepиМеtlТeльньtх данньlx?

20. B чerr сс]стcиT l!leтo.п. tlтeрациit peшения сtiсте)vlЬI уpaвнeний?
Пoсurе изyuения тeI{Ьl X вьIпоuiнитe кo|.Tpo,.,bную pа6oту 6,--

TЕмA хI. IlЕoгIPЕtЕЛЕНIlЬ]гI ИI]тЕгPAЛ

I. oпpеделeниe и свoйствa }rеoпредеЛенlloгo интeгpaлa

Л итер аT}.р а' [4] , гл. Х' s i_3, упp. 2, б, 7, 9, 1l, |1, 16, |7,
25, 41, 46, 49, 58, 60, 66.

2. oсновltьlе }!eтoд.ьt иIlтегpироBa}tия

JIитeрaтypа. [4]' гл. Х' s 4' упp.27,28,3З,37' 47,51' 65'
83,89,91,9,1, 100, l0t; $ 6, yпp. 127-13l, 1з4, l35, 138, l40,

l 45.
},lo;trнo испО.!ЬЗoвaтЬ тaк;яe [5] , гл' IV' $ 1.*3.

3, CтaндaртнЬrе MeтодЬt llllтегpl4pовaния
t!екo.l.oрьlх клaссoв фyнкций

Литrрaт),pa. [4]' г"lr. Х' s 5' упp. 102, 105, 107, l10, 1l2,
t13,1iБ,116' 123' 125; S 7_.9' yпp. t56, l63,164' 167,169; $ 10'

упp. t70, |76' |77; $ 12' i;пp. 196' t98' 203' 204' 209,2|2, 2|1,2|6;
$ 13, упp. 178, 1E0.

}1orкнo исno"пЬзoвaтЬ так;l<е [5], гл. IV' $ 4-i0.
4. Испoльзовaние тaблиц интeгpaлoв

Литepатур a. [4]' гл. х' s 14'

Имеtотся зЛемeнтaрнЬIе фyнi(ции, интеГралЬI oт кoтopых хoтя'
кol;eЧHo, и сyщеrтByют' нc I{е БЬlpa)IiаЮтся чеpeз эЛеvеl;тapньtе фyнк.
ции. Пpивeдеlv{ liескoЛЬкo tlнтегpaлoв, <<нe беpyщllхся в кotlечItoМ
B!iде>:

Г sinx f сosx , ( dх (. .l-_dx; l--_-dr; l_; lsinxldx;J х .l J( ,) |nх J
r r dх
lсosл!сiх; l--- l kт|,
J J У l_ь,sill?х
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Эти и подoбtiЬlе pIтIтеграЛьI oпpедe'пяIoт }IоBЬIе вIlдЬI фylJкцI'lй' от.
Л}lЧнЬIx oт эЛeМeнтapньtх, &lнorиe иЗ эTих функп.иr? 11меют спеilиaЛЬ.

нЬIс нa3вaния: функuия, Cпрeде'цяe]\rаЯ перBЬIм и3 yкaзанньIx llнTrгpa.

Лoв' }IазЬlBaется иtlтегра.nЬнЬl\l сllнyсo]!I, вт0pЬl}l _ иtlтегрaЛЬliЬ!)!{ кo.
синyсol{' тpеTЬиl{ _ интeгPaлЬньl}'r лoгapифNio},i' ЧеТвеpтьIl{ и IlЯTЬlM -
иItтeгpa.цaМи Фpенeля, пoсЛедl1и:,l - эЛЛипгltЧeскoй функrrиеii.

3з]\4€Тtl}t, uто функttltи, опрeде.r]Яе1-!ЬIe с !1o}IolцЬIo llнTеГра.loгJt

имeют oбiUирllЬle и Bаii{нЬie np]iMeltе}iия B тex}tикe I1 есTесTBсзнaнии.

.П.ля тaкltх функuиli сOсTаBЛенЬI тaбj.IицЬl lrх пpиблилtеltlIых зttаqeний.

B oп pось1 дл я c a\цoпрoвeрки

l.,Ц.айте oпpе'де!.lенl{е IIерBooбразrioir функшии"
2' Укaжитe гeoмеТрllЧесliий сr,tьtсл сoвoI<уIrнoстlI пeрвooбрa3нЬIх

фyнrtциli. Чтo назьtвaeтcя нeoпpедeленI{ЬtN{ lil{тегpаЛoM?
3. Haпишитe таб.'lllшу oс!{oвllЬIх интeгpaЛoв.
4. Д'окa>ltите пpoстсйп:иe свot]tства неoпpедеЛеннoгo интeгpaЛa.

5. Hаr:i;итс ] (2r- l ),d.t дв1rtя спoсo6аrlи: a) ]]епOсрeдсTвеlIТ{o

кaK }l}ITегpa'ц oт сTепeriнOй функuиrr сo с.loж}1Ьt\4 аpг}lмeнтcМ; б) ilaс.
кpьIв скo6кll и пpoинTегриpoвaв lloЛут]енttую с}'\l\,lу. ПOttaя<ите' .tтo

пoЛучеl-ll] ЬIe рез:..,nЬт aтЬI !l е п рОтиBopeЧ аT дpуГ дрУГу.
6. BьIведllте фoрllулу 3a\{сI{ЬI leprl{еIrноil в I{еoi1редеЛеiillol"t iIЕ.

тегр аt.!e.
7. Bьrве;1ите фoрltvлу иI{тегрitpotsa}lия пo ЧaсTяl,I дJя riеспpедe-

ЛеIlнoгo II}lтегpaЛа- Укaхtите тиiIЬI ItIlтегpaЛoв' вЬlЧIIс.lеIlие кoтoрЬ]x
целесообpaзнo пpoи3водиТЬ с пor'IoшЬю l,1еТoдa интегрIlpoвertllя пo
Чaстя14.

8. I,lзло>кltте r,1стo;1ьI IIrIтегрiiрОi]аIlия пpостeЁtruих pаIlI'1Оl1aЛЬi]Ьlx

дpoбеii I' II' III и iV тI,lпoв.
9. Сфoрl'l,vлtrpуйте теореltу o рaзлo}IiеIrlJll }iIHогoЧ.-tена ria пpoстсй-

шIle illнo)киТе.;lи. Из"'ro>кtlтe прaвI,lЛO pазЛo)I{еI]!]я пpaви;tьнсlit p.lullо.
нальпой дpoби нa пpостеilшиe ,f,pоби в сЛуЧ?е прoсTьt.-' деiiсlBl;те iЬ.
ньlх коpнеir зн:illеllатеЛя. Пpиве^1ltте прliмepьI'

10. Изlroх<ито rIpаBиЛo рaз.IIо)iiеI{ия пpaвильной pairиоita.lьt.т:lй
д.рoби нa простейrшие дpoбц в слyuae ,1ейстB]IтельriЬIx кpат]tЬlх к.]D.
ней знаltенaтеля. ПpиведиТe пpип,lерЬI.

1I. Излохirtте пpaвиjIo paзЛo)liеiiriя правп.пьнoй раttиона.;iьноt"t
дpoби нa пpoстейшиe дpoб}I jiЛя слуЧaя, кoгдa сpeди кGрi]еil знaмe.
I{ателя иMeются пapЬI пpoстЬlx кol{пЛeкснo-сolipяiкеllнЬiх корнеi]i. При.
BеД.итe пpи1Iеp.

l2. Излоrкrtте прaBll.lo рaзJIо?кенl{я прави"пьнoi1 pаItионa.lьноii,lpo.
би д""lя сЛJ:Чая, I{ог-iа сpeди кopвей знal{eнaтe'lя llпleется паpa KpаT.
HЬlХ lioМ II;'I€КСI1O -сo п p я'ieнньIх liopнеti. Пpиведите пр lINieр.

l3. I,Iзлo>rtитe \4eToдьI нaхoi.IiдeliIiя иI]тeгpaЛoв вl'дa
г^.
it[.т, (с.v+D) |', ({tх+iJ)q,,.., (aх+b\,]dх,

tДе p' q,...' 
', - paциoнaЛЬнЬIe чис.Ta; Д - pашиoнальная ф1'пкuпя'

Пpивелите прIl\rеp.
14. I4злoжиTe }rеToД наxo}кдения иllTегpaлoв вllдa 

.{ 
R (sin ;'

сos.v)d.{, где R_ pацllcнaЛЬная фYнкuия. Пpивeдитe пp}l\'lepЬI'
15^ B чем Coстoит oбшaя ицея },{eтoда paциoнa"цизaции пpи инТe.

гpIIpoваlli1и ирpaцlroналЬIrЬIх и трaнсцендеliтнЬIх функuпЁl?
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TЕl4A ХII. OпPЕДЕ,ЦЕHHЬI!,I L]нTЕI.РAJI

t. oпределeниe, свoйствa и вЬtЧисЛениe oпpeДeдeннoгo интeгpаЛa

Литеpaтypa. [4], гл. XI, s 1_5, $ 6 (пpимеp il{o}i<t{o oпус-
тить), yпp. 8' l0' l |, 13, 16_2|, 23, 24.

2. Приближеl{Нoe BЬrЧислениe ollpeдrЛеIiнoго }iнтегрaлa

Лптерaтypa. [4], гл. ХI, $ 8, упp. 44, 46, 47, 60,
Пpиблихieнньtе MeтoДЬI иHтегрIIрoBаHия It\{еIот оЧеtIЬ 6oльпtoе

3нaqениe. B техническиx ПpliЛo)iiеI]иях Чaстo прихoдllтся и!{eтЬ Де''lc с
oпpеДeЛeннЬll,rи интегрaЛaMI{, вьIЧIlсЛIiтЬ KoтoрЬle с тIolt(сlщЬЮ фоpr'Iy.
льI Hьютoна-Лeйбница. иЛи искyссTBеItl{ЬIМи приeМaмI{ пpaктиЧeскil
ttеtsoзl,{o}кtlo. B этoм слyЧae зI{ачeниe иl{тeгpaЛа I{axодят1 пpи6лllittен.

нo. Bьtчис,'lпl,t, нaпpи}lеp, с точнoсTЬю дo 0,00l иI{тегpaлjе",dx. ГIри.
U

A4(.}lиilt д.i]я этoгo фoрrl1.'ry Cиrtпсoша
b
PЬ
\ l t') .t* * * |Uo* gn) * a U, * t!з* , ' ' * уn_] -|.iб

a

l- 2 (uz * aц * ' , , 4. u"_)|,
|Дe n * Четfloe Числo; ь: (b-а\ ln.

.N!.orкнo пoI(аЗатЬ' Чтo пoгpэшнoсть этoй фopмyльr
Ь+

lR"l *< й- p _ а) Мa,

гД:e hta _ нaибoльшee знaчениe мoдyЛя чeтвepтoй прollзвoднoй ин.
тегpиpyешloй фyiкшии нa oтprзке |а' bI' Пoс,rедoвательнo диффе.
peliцпрyЯ ЧеTьIpr рaзa функциro f (х):g:gх,, найДем

o(\ - 4"х, (ц'o + lzх2 4 з)'
Лeгкo видеть, чTо gl(4)>0 и |у|Ч|:gtь|..Д.алее oчевидtlo' ЧTо пpoиз.
вoДная gl(a) вoзрaстает пpи 0t<x<l и, слeдoватеЛЬIlo, пpиtiиl{aеT наи.
бoльшeе зIIаЧеI{Ilе tlpИ х:|, Итaк,

Мa:g\a) (l): zое, lR"l<;} .zо.'
l оU/,l

При ,,l:10 пoлуuим

lR,I-= -jЧ_ 4 0,00012.
IUU. IUl

Taким oбразolll' пoгpeшIнoстЬ' пoЛyЧаЮщаяся I]ри испoлЬзoваt{ии

фoрмyurьr Симпсонa (n:l0) ДЛя BЬIчисЛeI{ия дaннoгo l'нTeгpa"la' }tе

преBoсхoiцt{т 0'000 1 2.

78



t

*

i,
I

i

fl

Bычислим интeгрaл по фoplryле Симпсoнa (пpи n:I0):

* 2 (az* у' * tJ(, -| :иJl.

Испoльзуя тaблиuy зпaцeний ПoKa3aTеЛьItoi"l функп rrll (см.. на.

при]vtep: Бро,нtuтеiiн И. 17., Ceменdяeв K.,4' Споaвoчник пo l'{aтеMа"

тиr.e_ М.: }layка, 1980), нaхoдиtrl:

(1 "ll .., d" е* [(иo *иlo) * 4 (цt * tJэ* aь* цz * ili *
,.) ru
0

хz:0,7,

19 - 0,9,

xr:0,1 Ar: l,0l0l
13:0,3, Uз:1,О9ц2'
xo : 0,5, Uь: | ,28trО ,

aэ: 1 '6323,
2,2479

tt. :-ev 
7 ,2685Х^ a_l-sр7цо;

jо: 0, yo : l '0000
*,,.^ :9 7l83ц1о_ L'| ''

3,7183'
Iю:It

хz:0'2,
- -^ L

х6:0,7,

-_nя
^8- 

vlvt

3,7183

+29,0740
I I ,0882

43,8805.(l/30):
: 1,46268.

9z: 1 
'0408;

цo: 1 ,|73б ,

9о : 1 '4333l
r/n: I ,8965

-.

Х ь 
'544|

2

11,0882 '
d

I
s

I

il
i

I

I

1

oкoнчательнo пoлyЧaeм t.e*,dх: l ,463.
0

Kак бьIлo устal{oBЛeнo' в pe3улЬтате примеI{e}Iия пpиб"'rижeнной

фоpмyльr Сипtпсoнa погpеtllнoсTЬ нe пpевЬIlt]ает 0,000l2. oднaкo ещe

I]e.llЬзя yтBepx{дaть' Чтo нatlдеltнoe знaЧeние llнтeгpa"la удoBлeтвopЯ.eт

услoвиIo 3aД.aqи' т. е. oтЛиЧаeтся от истиннoгo менее чем нa 0,001.

д",o " 
тoi\rt' Чтo испoльзoRa!{!tЬIе зt{аЧе1{ия !!l' !!z'.,.,,t0 нe тoчriыe'

а пpибли>кеннЬIe 3нaЧения сooтBетстBуюIldt{х вeЛиЧиl{ (знавение y6 яв.

n"е".o "o'"o'lr)' 
Kaждое из этих знaчertий B3ятo с lIeтЬIрЬмя деся.

TиЧIiЬlI\,IIl зI{aкaN{и' т. е. стлиЧaeтся oт сooтBетствуюЩегo ltст11нтIcгo

знaЧеItия ,i нe бoлеe чеМ нa 0,00005. Пoэтoмy пoгpеIl]нoстЬ сумчыl

зaключенноri в кBa.l'рaтньIx скобкax, нe пpeвьIшaет 0,00005+4.5Х

Х0,00005+2.4.0,00005:29.0,00005. Пеpел этoй су},r},1ой сToит Мнo.

}итеЛь l/30, пoэтoмy пoгреlшtloсть' пoЛytiающaяся в рeзy'1Ьтaте оI{pуг.

Ления ЧисeЛ' вкЛIоl]ая !I [IoгpeшrioсTь из-Зa oкpyглe}iliя pe3уЛЬтaтa

деЛе}Iия числа 43,8805 нa 30 (этa Iloгpешнoсть не превЬIшаeт 0,00033),

нe превoсxoдliт вeЛичиItЬI

0: (l/30)'29'0,00005 + 0'00033 < 0100038'

IY
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Tаким oбpaзoм' нaйIдeннoe зI:ачениe интeгрaлa oTЛIi.laeтся oT trIстиII.
нoгo eгo знaчеI{llя нe бoлее чеM I{а велиЧиIlv

6 + I R, | <0,00038 -F0,000 r 2 : 0,0005<0,001,

ПoлyнeнньIl:l рeзyЛЬтaт yдoвЛетвoряет ycлcвиio зaдaчи.

BoпpoсЬI дЛя сaмoпрcвrpки
l. Д,aйтe oпpедeлeние oпредеЛеI{Iioгo liltTеГpaла и j/ка)I(I,Iте егo

гeorvreтpиЧeскиfi сьlьlсл.

2- Пyсть ) [(х)ё'х:a, f Q)+о. Keк это l]стO.ltкoвaтЬ геомeтD'I.

чeски? аа
3' floкaiкитe' uтo ,| o1хz1dх:2 Г оr,,)а.,.
4, Д.оt<аrките o."o""|,. свoitствa o.i,,uo.,.n,o,o riIiтегpaЛа: a) пo-

стоянl;ьll.i ['t{clIiиTеЛЬ l\4o)кнo BЬlнoситЬ за 3riак oПpeде'ielJHcгo иIIтеi..paлa; бJ oгIpедеJeннЬIй иtlтегрa.n от сyNIMЬt несколь,,,". Фi-"тй в."i"
сyx{\{e oтjpедe"пен}tЬIx интeгрa"liОB oI с'TaгaэIlЬIх; в) [f(,]с'':

ob
|' ,, ,, Г .' ..: l li,\ l.,j\,+ J l,,r)dr "цe a(с(9,

5. tot<зll;ltте теОрrr,iy 9 ср;-1itсit :l,:]я .:il]t,iеЛt..iiliОг(r IIiiI0грaJа !t
DЬiЯi]iiI1,iе еr Геoi{стрtiЧеснirй сrtь;с.a,

6. .Ц'оra;;ите, нто Д{.t) : 
'i ,,',o, яB;lЯсTся пepiз.;.сбp:lзi-;эil фуllк.
а

цltеl.t ддя фvнr.;цiiи |(,u). BьIвелlrrе фоpм1,',ry }]ьiотоira_.Л:l"i]:iiiiiа.цля
BLtчili' ]tll fi я oП])eJC.1?J Чor.o Ii:]тсГГa.1 r'
. /..бЬiЁедl.]Те q)L]г"'r1'"{}r эа1{енЬI П.;рэr,lэнiiillil i] Оil0l:.iе''lэi{ri]l'I I'ItiTеГ.
pз,Iе. i ]1иi]0.LиТо пnтl\i('^

3' :::.1ч'.те фсp:,тi'..;i. i1ilтегрI1i1oэeя!.lя Il3 ЧaстяI,1 д,nа ОIipcде'[eн-
H.'Гo^II.'jе. lаЛа. l j pи:]с'.IiТс tlрz:,iеp

У б Ь]ведIIТе фOрMу"'IVJpaпеiiir:.i д'aя прitб..lllliiенitоГi) tsL-It{!Ii.гIeHllЯ
oпрeft]t.нH(]го lIHтогрa'lа. I lPипо.'тr!гc Пp:lr,.n.

- lU r,Ьiзе]игe фol)tIi.'11 па])e,1c..j (;lзз:l.тo Сlt:,'i;сrтtз'l '.l'rя пD!I.Djll)]iL'ijl]oгo вЬIЧис,'1ен!iЯ oпреде.Tэi]llcГc I-iнтeгpa.тa' Прitае,;lт.' np'','.р.

3. Hесобствeн;!ьIе и}lтегралЬt

Литеpaтурa. [4], гл. хI, $ 7, упp.29-3l,34,35,З7-4Q.

4. Интeгpaльl' зaвисящI,!е от парaпieтрa.
Гaltма. 11 6зта.dрункции

Литepaтуpa, [4], г,r. хl, s i0, yпp' 53; [5] , гл. V, $ 3, зa-
л,auтt |574, Iб75.
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5. ГeомeтpиuесIitlе прилo}кeния oпrteдеЛeяrlогo l|!lте гpaд a

Литepатypa. [4], гл. ХII, s 1, 1'пp. 1,3,5-1.1; $ 2, yпp. 13,
14' 17, lB; $ 3' yпр.38_4l' 43,47; $ 4,5, упp' 2О-23,25' 32; $ 6,

1.пp. 49, 5l,53' 56'

B oпp oсьI,IIЛ я с a I',l Orj p o 3epк1l

, l ' .t,аfiтe oпpеде.']еitIle нeсo6ст зеIrнoгo I'll]т?ГРaЛa ПеpI]oгo рoД.r
(иIlтегpаna' y кoтopогo сlдilll IdЛII oба пpедела инТегрitрoBaния бес-
кoЕtечi{ыJ; yка)кIIте сгo геolrетриЧeскl{гt сl,,тЬIсЛ B сЛyЧае' кoгда пoдЬIti.
Tегра'JlЬI{aя функция 11еoTpццaTельнa; приBедитe пpиil{epЬI схoдящe.
гoс я 

^I,l 
pзсхoдяПleгoся иI{тегр алoв IIeр в oго р oда.

' 2. Д,aftтe oпpеде.:Ielrие 
.песобственн<,го 

ltнтегpалa BТopoгo рc]le(интeгpалa oт }IеoГpaнilЧо}rнОl:i ф1r1i1ц11д),. Уliaжптr.егo гelrreтplr'.rо.скltit
с\{ЬIсл tj сЛуЧае' Itoгдa пoдЬ1I{тегрe.i]Ьная фvнкцtlя IlrОтрilЦaтeльнa;
I]pI{ведI.lТе пpи}reрЬl схc,цящеГoся п р3сxодЯlцегОcя lll].гегi]itЛcB Bтopo.
гl) р()дa.

3. Cфоpr,r'',лlrp},'iiтe пгаDltJIо дllфферснulrрJseнiiя llItтегрaЛа, 3ei.]Il-
сящего oT пapal{е1.ca.

4. Чтo нaзьlваЪ.гся га:ltlta-функuriсir? Bьlвэдите форlrуlrу Г(rl) :: (n-l) ! Чтo нззьtвается бэта-фr.irltц;lсii?
5. Bьtведите фopi'iyлy j1ЛЯ вЬIЧIlсЛеl]l,lя пЛoЦaдIi кltиволиtlеitнoго

секТoра, oГрal{иЧel{I{cгО кpиЕОil' задаlrr;or1 в пoлярнoii сr1сTе]!{е кoОp.
диIlaT.

6... Bьlведитe фоprl1,'лil дЛя BЬIЧисЛеI{Iiя длиIiЬI дyги ltpttвоii, за.
Дaннoй уpaBненlieIf B дrl,;ОратliBнoit сtlстcltе I{ooрдиI{aт' Пpitве,1итe
пpIi;\r ePЬ!.

7. BьIвeд'llте фop;r;yлy I{ля вьт1lI1сЛеIIия 06ъеМa тела пo lrэBссTriЬIl{
пЛoulaдяll т]ollenецнЬtх се.iенlIй. Bьtчl,lслцте с еe nollощью oбъel.{ эл.
Лиliсоi{дa. Bьtвeдпте фсprr','лу для BЬIЧllс.ljеilвя объe}la те.1а врaш{e.
нltя. Пnltве,1;iге пгliI\:сlrЬj.

B. Bьtво;ите фор.'i5.л;"' д"ця BЬlтjислеIII]я плoщади пoI]еpхl{OсTи Tелa
вpaщения.

Пoслe изунения Tе\1 Хi и ХII вьIпoЛIlитe кoнTpoлы7цю pабoту 7,

TЕ^4A хIII. oБЬIKI-IOBЕFII]ЬIЕ ДИФФЕPЕНциAЛЬHЬIЕ
УPAвНЕЕIИя

1.'il.иффeрэrrцI{aJiьitЬ!е yраBн eиlr я пеp tsoгo п0рядкa

Литеpa.туpa. [a], гл. ХIII, s l_3, упp. |,2,4; [5], зaлаuи
27||,27|5,2730, 2733, 2736; ||, гл. хII], $ 4, yпр' g, ||,20_26,
35-37; S 5, yпp. 40_47,55, 56; $ 6, l'пp. 48_50; S 7, yпp' 58_63;
$9l yJ!' 66_69l.S 9, ';п1l' 72_!'6.!^в9i $ i|, |2, 32, 33, yпp, l9.+,
l95; [5]' г"r. Х, $ 5, п.2c, *зaдаLIi,I 3I79,31sб'

BoпpосьI для сa11oпpoвеpки
1. .П.aiiте oлредеЛеIIiiя диффepеIlциаЛЬlloгo ypaBI]erIия lIеDв()гo пo.

rJi:дкa и eгo общегo и Частнoгo реillеIlliя (интеi!aла). Сфoрl,tулирyй.
тe зaдаЧy Kоши д'тя аиффеpенuйa.[Ьfloгo )'раBtlеItIJЯ пеpB0гo пopяiкa
и yкажитe ее гeo},lетpu'Irсltttii спtьlсл.
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l,2' .Цai..lте гоо\IeтриЧgсriоr истoЛковаl]иe дlrфФeренuriaJЬlIОго урaв.
ltеltliЯ ТiеptsOгc I]opяд,,ia, вЬiясiiиTe геO}1эl.pllЧескlti.t сltьtсл r:бtцего lt
часТнoгo решlе}il11l.

3' Сфо;эlryлиpуiiтс тссpеllУ о сyщgg''.вaниlI ri eдинсTвеI]ноетr{
реri-Iения дirфференш;rэЛьItог?1/yрaвъ?ия п!.pвoгo I]opЯiка. iiаfiдите

oбшtе pсшснiIе }.рaB;iеtI;j'l ;: 
J lI укa;н;1iе' гJ'е }'с.lOБIifl этoii

теopе]\I Ь1 }]r вЬIпoл}lяloтся,
4. lайтe Опре;елеliие диффеpеtiциаЛьнoгo ypаB}i*l:l.lЯ C p2З!€l1Яlo.

Iц}il1иcя леремefi}iЬIм11. I,lз''loхillтe метcд нахo;t{деiiliя сГc oбЦeгo pе.
цlеIiия' Прttведитe пpli\lepЬl.

5.,Д. aйте oгIpеде;1eп ljс cдFic poдI{oгo дlr ффeренциaЛЬiloгo }.p aв}ie gия
ilеpBогo lloрядкa. LIзло;ките ьtеToд llаxо)tiдеililя eгo обшiегo реше}lия.
Привeдите лpиl{еp.

6. Д'аfiтe oпpeдеЛеltllе,цllнеr1кoгo диффepeнuиa,lь}Ioгo,vрaBlieния
IIеpBогo пoрядкa. I,Iзлoжите мeтoд. itаХО}itдеI{иЯ еГo обц1егo реluеIiия.
Пpltвс..fите пDll11еD'. 

7' )Lailте опоЬделенre уравI.IeIrия Беpнv"'l.пи. Из',Ioх{ите Мrтo.Ц. Ita.
хoхДенl,IЯ eГо oбщегo решieilllЯ. Прllье;итe прI,I}rеp.

8. Д.айте сlпрir/leЛеl{I{е ,l.t:ффepеl:шиa''lЬt{oгo \.рaв1rеii:,Iя в пoЛt]ых
диффepеЕциа,цaх. Из"lоrкi:те ЬtrToд ltaхо}liдоrtilя еГo обrцегc pеlilеl{и'l.
Пpиведите прIIiltеp'
- 9. Чтo }IaзЬlвается oсoбьIr,т реIllе}IиеM диффеpeнциaЛЬlloгo УРaвнe.

Il1lя пеpэoгo порядкa?
i0. i4зu:o>ките ltетoд 3r"iлерa ЧI]сjieнiloгo iIЕтегpiIрoBаl1ия лиффe.

peнцtlaлЬIloго УpаBнеi{ия ПepBoГo пopядi{а.
11. Излоlкlтте rtетoд Pунге-I(Уттa чис"lеtiногo пtIте|рlrpoЕaниn

диффеpeнциа.1ьtiсгсl yрaвнеIIия пeрi]oгo пoряni{a.

2. j[нфс}еpеицr]aЛь}lЬte уpiiвtlеliPlя Bь!сtri}lх nорядкФB

ЛllтеDатyрa, [.1], гл' Х]i!' $ 16, 1,пр. l17; $ 17, упp. l18, I19;

$ 18, yпp. i20-124; [5], зал.аuп 2915, 2925, 2937,2937.

3. Липейньlе диффеpенциaлЬ!{ьrе ypa'rrеIl!l'

Литеpатура. [4], гл. ХIII, s 20,2l, yпp, 129_137; [5]' за.
дaчи 2987, 2990; [a], гл. ХIlТ, $ 22, упp. i.i0_-146; s 23:25'
uпn ,| дQ_l(R tA?-lАОJ"f' ""

Понятitе o красBLIк 3эдa(;а.к ]"1r дlI('pфеpсiiilIIa.1ЬI]Ьlх уравнепrrft
Moхi}io наilти в пoсoбии: Kpacнoв л4. Л., KtLсе,lев А' И., А/Iсlкаpeн.
кo Г. |I. Cбоpник задaIt 

-пO обыкпcвенньlrr дпффepенцltа;.IЬньIМ ypa&.
}tеIlIIЯм. _.11.: Bьrсп.laя IIIкoла' 197B' (г.l. II' s 17).

BопрoсЬt дjlя са\roпpоBeрки
l' Сфcрl.lyлrlpуftте TeoPемy o суtцестBoвдн}lrt !I eдиЕствeнtloстlt

pешеtIия диффepенuиаЛЬнoГo ypaвнellия втoрoгo пoрядка.
2. Излorкитe }IеТод pe[rеI]ия диффeрeнu}ra.lь}toгo ypaвнеrri,я Bидa

s":f (х)' Пpиведите I]римеp.
3. Из'ro>ките llrетoд peшениЯ диффepeнцllaлЬtloгo yрaвfie}Ilrя BIrдa

g,, : t (х,,,). Пpивeдптe пpип{ер.
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.. 4. l{з,тoжите sreтoд, peшен1lя диффeрeliциaлЬrioгo yрaBrreния видa
!J,,:IQl' y,). Пpивелrrтe примep.

5.,Цaйтe oПрeДеЛеItие Лиflейногo .ц!iффеpенц1IaЛЬIloгo )'pаBIiе[tня

'?.гo 
пoрядкa {oднoрoДногo lr IiеoД.ЁIopoдногО). .П^oкaх{итe oснoB}IЬtr

свoilстBa ЧасTI{ьIх pешeнllti лиI{еlit{Oгo oдtloрoд}toго диффeреЕциaЛЬ-
нoгo уpaBllеliIIя.

6. !.aйтe опредeЛениe Л[II{eйяo зав!Iсt-ll{Ьiх lI 'rlliЦeйi{o не3aBl,lсиt'tЬIх
фyrrкuиii и пpиBедитe приl,lеpЬI. 'П.oкажите, чтo д"{я лtlнейнo зaBtlси-
r'tыx фyнкций OпpедеЛитeлЬ Bрoнсltoгo paве!{ нуЛю. Сфcpilулиpyйте
oбpатн).э тrcрeNl)r для линeiiнo не3aBIiсlil{ьIx Pешенilй (l,ItiТегрaЛoB)
oдIloрoдI{oгo лIrнeliнoгo дифференuиа.]]Ьнoгo )'pаBI-lе}iия.

7. .I{oкaжите Teоpему oб oбщerl,l pешеIlии линeitнoго oднoрoдrloгo
диффеpенциаЛЬrioгo }.рaBllения втopогo I1oрядКa'

B. Излoжитe N{eтoд нexo)g'деIrия oбщeгo решеIlllя линеilнoгo одно.
poдlloгo диффepeншlie.пЬIJcгo \.paBнeнIiя втopoГo пopядKa, eсj]ll llзBeст.
ЕIo oдllo ег. tlастHoс pеЦlеiilIе. l lгIIBс.]'!lТe ПрIl\1еp

9. Bьrведпте rpор:,ту.-iу д;я oбцегo рeшЪния- линeйного oдricрoдI{D.
гo диффeренllиaЛьIioГo },pавIJеI.I].Я втoрогo I1oрЯдria с пoстoяI{llЬ1ми Itо.
эффиuttентаlrи B сл.vЧaO .цеЁtствijТеЛЬIlыx рaзЛиtll{Ь{x кoplleit ХaракТr.
pисTиttесiiоГo }tpа Bl'i етII] я, П pи ведите пp}I rlep.

. 10. Bьтведитe фopмyл1' oбщегo pelшеI]ия .qпнeйнсго oдIlорcднoгo
диФфеpе!{циaлЬ!loго урaв.!iеIlия BтoроГo пoря,цкa c пОстояtIiiЬI}1и lio.
эффиrtиeнтaмИ B ClitЧДa paвнЬi]i кoрней хaрактeрllстиЧесIioгc yрaBНе.
irlrя. ПpиведиTe пpиМер.

1l. Bьlведпте фоpпt1'л.1, общегo pсlllеЁilIЯ .пtiнеt:iпoгo о;I{Орoдlloгo
диффеpеl*циaЛЬнОгo -YраBllсн',Iя B1'oрoгo пoрядкa с пcсToяi:tiЬl!1rI .<o.

эффициeнтal'tи в слунae ко}!fi,lеliсl{ьIx корнеli хaрal{ТеpIlс1.иЧесI(oгo
yрaBненtrя. Прtlведите приМep. .

12. l{oкa;tите тeoрeму oб oбщем рeulеllии лiiнейпoгo неo.{l.lopo[.
нoгo лпффереi{цlIaлЬнoгo }'рaB]lе}tllя вl.oрoгo пopя;lкa.

l3. floка>ките, uтo сyliма часттIьIx peшенпй у'paвнeний !'l,,+p!J,+'
*qg:f t(х\ и у,,+pg, *qц:f ,(х) явЛястся решeнrlеМ уpавне!{ия
g,, * p!!, + q!/: l' (.т) *lя (т) .

I4. I:Iзлол<ите пpаBrt"]lo нaхoiидeнrlя частHoгo Peшенllя "rннеliнoI.o
диффepенциалЬнoгo ypaвнellия втoрoгo пop'Iдкa с пoстОяttliЬIil{lr r.:оэф.

фициентамш и прaвой чaстЬЮ вИДa еo."Pn(х), rде P"(х) 
-a{ногoчлrllстепени n>-0.

l5. I,Iздoх<итe прав'l''lо для наxoждeт{}tя Ча.т}Iогo реtueния .lинeit.
нoгo дllФq]еpеItциаЛЬнo.гo }.PаBl!еIri{я Bтopoго noрядria с пoстоя:lI!ЬIl{t{
кoэффишиЬнт,*" ,' npiuoй uu.,o' вЕдa еcl(д сos [Jy+B sin $,';).

16. B чeм сосToiIт крaевая 3aдаЧa для диффэpeнциa"rьti,jго урaв.
нeния?

TЕ^,1A XIv. Cl{СТЕl'iЬI oБЬIKI_loB Е}{I{ЬIx
дi,IФ фЕPЕ}-lЦI4AЛЬHЬIx УРABг1ЕFIi,{iT.
эЛЕl{ЕI-IТЬI TЕoPИl{ -\rсТo]аЧI,itsoCТи

I' Cистемы oбьtкнoвенньlx диффeренциальIiьrх ypaвненilii

ЛитepатУpa. [4], гл. хIII' s 29, yпp. 1B0; [5] ' гл. IХ, $ 15,

зaдaчи 3078' 3080, 3087.
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2. (]нсте*lьl линейr:ьlх дllффeренциaльтlьlx урaвнений
с псстояI]ньtllи кoэффициeнтaми

Лllтeрaтуp a. t41, гlr. XIII, $ 30, yпp. 1B5, 186, 18B; гл. XXI,
$ 17, yrrp. 14.

B oпр oсЬ] д.ця сaп{oI1р O вер к ll

I. Что назьiва'rтся I]oр.'I aЛЬноit сиt.тет,toй дlrффсpeнriиа"lь}IЫx ypaB.
пeнl;й rreрвого порядкa? 

.с.boрt.lyЛllрyirте 
заlзф. I(оши для этоii,си.

стe1тLl.
2. ll-eлoжите lrlетОд нaхo)iiдечiiя общего pешIeнIlя IlормaЛЬlloй си.

стеr.tьI диффеpеilциа.rЬ}iЬlх .,rpавliеtIиl.i пеpBОгo пoрядI(a сBедellltent сil.
стеl,IЬt к cдl{oмy диффepсiiциальi{ol,Iy yрaBIrению (метoд исклюriе}lиЯ).
l In!rDon',т^r.Р!r!\д,rlUrlРlJ5lLy'

3. Изло>c{ите IteTод нaхoxiдения общегo pешеIlия нopпtа"тьttоt.t си.
сте\,1ЬI дBу;{ лпнейньIх cднopoдI]Ьlx'rиффepeнциaльнЬIx УpaвIlениit с
пCсTcяЦllЬl\1il чoэффицIIеIIтa\IIt в сJ'lу{Iае I]pосTЬlx кoрнеii хapактеplI.
стиЧeсIioгo урaвI{rIrия" Приведпте nрll:'тrp.

4. Зaпишитe в l'taтpl-t'iной форllо ноpпta'']ь}iуIo систеi{y и реlllеrrllо
норllальноi.t сIIсте]!{L'I дBух ЛиriсitI{ЬIх oдIrоpoдIIhIх диффepeнциaЛьltьIх
\'pавI]енilй r пoстcяIl}IЬI}tи коэффициеlIтal,tи. Пpивeдirте llpимep рeше.
Il ия i.I aтpllЧt{Ьilt спосoбоlt та коi,I систeltы.
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3. 3лeтlteцтьl тeopиIl yстoйтивoстш

Литеpaтура. [4l, гл. XIII, s 3l, yпp

s 1e, 2c.
191-193: [7]' гл. IIl,

BопpoсЬI дЛя саlIoпpoBеpк[I
l. I(акoe реlrjеIIие 1Ioр[{aльI.Ioй сItстеl\{Ь1 дByх диффepеIIциaль}IЬtх

уpaBI]eнIlй первoгo пopя.цкa на3ьrвaeтся yстоrluивьll,l пo Ляпyнoвy?
,^ 2. РeссмoтрIIте с..I}'..IаIi устоii.Iивoсти и l{е.vстoйчивости решения
(U; U) нopN,а.пЬнoil сjjстеrтьI дв)lх линеiiньIх oдI1opoднЬIх диффеpeп.
циа"{Ьi.Iых уpавнeниfi с !loстoяllljЬll{и !{oэффициентаItIи в зaвисимoстil
oт хapaктeрa кoрнеI.r ,{аpакТеpисТIIЧeскогo Ypавнellия.

Lia oсiованиrr paссrrотpiнньr.к слyнeев Ъфъpмулиpуfrтe oбщее yс.
Лoв IIе устoirЧиBoстri pеruеrI liя сI]степ,IЬI'

3. Испo.rьзyя пoilятtlе функции. Ляпуяoвa, сфopмулиpуйте теope.
ily об }'сТotlЧI-lBoстIl реlше}lиЯ .f ;:Q, l:1, '.., ll, не.iиrlеirнЪrt автoп.jм.

}toir сt'стe}rы _i :f ,(х7, ',., r"n), i:|, ''', n'

- Пoс"rе из!-Ченilя те'"l хIII lr ХIV выIIoЛtIитe tio|rTponьнglo pа,.
6oту 8'

1.Е&1A хv. кPAТ}IЬIЕ и}lTЕгРAЛьI

l. ,Ц.войнofi интегpaЛ

ЛитepaTуpа' [4]' гл. ХIv' s l' 2, упp. 1, 4_6; $ 3, yпp. &-l0,
14, 15, 17; $ 4, yлp. 24,25, 32; $ 5, 6, yпp. 18_20, 28; $ 7, yпp' 43,
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46,48; $ B, yпр.51; $ 9' yпp.59,60; $ I0' yпp
2122, 2123, 2142, 2197 -2\Sg.

Мoжito исIIoЛЬзoBaтЬ тaкх<е [9],'i, II' гл. I, $

2. Tpoйнoй иIlтeгрaЛ

ЛитеpaTура' [4] ,гл.ХiV's11, 12,

$ 14' yпp.68' с'9; [5]' эaдaчa2268.
I'{о>кнo IlсПолъзOвaтЬ также [9], u. II, гл.

yflр. 65' 66; $ 13' упp. 67;

I,S7,B.

53, 54; [5], зaлaни

t -6.
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B oпрoсЬI длЯ саtir oпp oBеpI{r{

l. Чтo i,l..lьlваeтся двol.i;lьtм иHтегpaJoм oт ф1'tlilшItтt |('v, y) пo
o6.lастlt &? l/каiките еГo Гсo:четD!iЧеский сl,rьlс''t.

2. Cфс,.lмy.rlrp5.riтс теoрeг'ljr o двoйно[l I!llтегрa.]c oт сy}{}IЬI It

BЬIнесeниIl пoстoянlтoГo MнoжI,Iтeля зa знаK дBoЙнoгo инТеграЛа. /1o.
г''., r.t. ", ('|:

ка]ките' vтo .l.J/(х, g)d,хdg-- 
'l,1 lt"' g)dхdg*.!l /(x, 9)dхd,:], rдe D:

.DDtD2
:Dt*Dz.

3. Что нaзЬiвaэТся ,l;в}'кpaт}lЬi\I интегpaJ.Ic\l oт фyнкцпи iU' у}
по oбластlt Д?. iia:r он в;-'lчi,Iсляется?

4' !'окаiririте те(lре}Ii, o сpеJ,;tс\I д,тя двоiiнoго и}IТегpaЛа, }'кaiitrI.
те еe геoметр!,IЧесIi]Iil с]{Ь1сЛ'

5. Bьlведt,lте фсpr,т.-vлv дЛя вЬiчиcJIеItия двoйногo интегpа..Ia с по.
моlцЬЮ дв-vкрaтgОго. Д.айте геоllетриЧeсI{oе тoЛкoваill]е фoрlryльl в
слyЧaе неоTрIiцательнoI.i ПoдЬiIlтегpаЛьнoii фупкuпи.

6' oбосlri'iiте фоprиу''lьl, сЛ}r)каlцие .ц'1я ЕЬIЧис'r]еI{ия oбъеrta t{il.
лиt{дp}IЧeскoгo Тс"{a lI пЛoщaди п"тoскoli фигурьt с пor{oщЬIо двoiiпьlх
!{I.(теipa.1oB.

7 R.LlD^ndт6 ,+^n1ll.Y-ts..-''l:y' дЛя вЬiЧI.iслеriIIя дBol{нoгo tlllТеГpДЛ3 B ilo.
ляpньIx кooрдтlнaTa}l.

8. Kаков гес.\,I еТрllЧeсI{иii сNI ЬiсЛ интeГра,l a

IIъ
D

tДe z:z,(х' y) _ ф1.rrкпrrя, обла;iaiощaя IIeпрepЬlЕнЬIМи ..laстIIЬI\,Iи прo.
изBoдt{ЬIмIl в облaстli D?

9. Kaкoв мeхaни.iеский сrIЬIсл иIiтегpа,qa
ГС r

r ' iY (х, a)l ki * g2) dх dg,
U

гдe у(x, U)>-0 _ нeпрepЬIвIiaя функцlrя в oблaсти D?
l0' BьIвeците форl'ly"-iьr ДЛя BЬIЧIlсЛеilия Kooрдинaт lleнтpа тя}кO.

сти плoскoЁt фигуpьl D, повeрхнoсTtiДЯ ПЛoTHoCть кoтoрoй Y:Y(,r, y).

;,

Boпpoсьт дЛЯ сa[rопpОверK!I
l' Чтo нaзьiвaотся тpоliньtм llllтеграЛoп{ oт rpункцiilr f (х, g' z) tto

пpостpaнсTBеtlноi:i об"laсти l,,? Укаяrитe eгo l'Iсхзi{llЧе.ittliI сliьiсл.- 2' Чтo нaЗЬIваетсЯ ТрexкpатilЬtl{ иIlтeipaло}t oт фyнtiцllи f(х'у,,)
fio oблaоти И? I(aк oir вьгtисдяется?

tio
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3' Сфогi.;улliрr'irтe тсopеrty o среднe1r для трcl";нoгo интrгра.r]a.
+. r'ЬiBеj1ilТе фcрr'lу.rу дЛя BЬlЧI]сЛе}]ия ,грoltнОгО },lltTегpaЛа с IIо.

tItrlцL]о трc.\краТ}I(]го. i]апишите форlr1'лу дЛя вьlЧIiслсI;ия тpoйногo
IlliТегpа']a B il}lJi]ijдрilt{есI.itlх кcOpди}IaТах'

5. oбoсн:,.l..;те фЪprI"l,"ly, сЛy}1{arц}:lo .Цl']Я BЬIЧI'ICJeilliя oбЪrlra Te'lа
с tlolJоtцl,Io тpоЁIlloгo }IнТегрa-:Iа.

6. i(aкоs lлехаtIический CilIЬICJ ИHТeГpilЛi

Г|Гtт (*, a , z)1 82 * u\ ё'u,"n

глe 1('t, !/, z\V -tlепрерывllая фvнкuия в oблaстll У? I{апишlIте
(tормvльt для вЬlЧ}IсЛеi]I-lя коoрдинaT цеiiTрe TЯ].liести тeЛa y, oбЪ-
еl.{Itая плoтIlcсть KoтopОгo ):\\х' a' z).

TЕ,rylА ХvI. KPиBoЛиllЕ}'J}tЬlЕ }l ПoBЕРХI]OстЕIЬIЕ
иI-IтЕгPAЛЬI

t, Kpивoлинейньlе интeграЛЬr; их o!lpедеЛer''rе' свofiствa
и пplIлo}ltеllliя

Литеpатyра. [4], г.l. Xv' s l' 2, yшp. l,3' 6,7; $ 4 <3амe.
чаttliе>); [5l' г"l' vit' s 9' зaдaчIt 2295,23|2' 2323' 2336' 2.з38' 2343;

[9]' u. II' гл. lI' $ l, 4.
B [4] рaссltoTp€нlэ! .(B8 тппа кpивoЛинейньix интегра"iIоB - кpи.

вoлинеiiньttl lliiтегpал пo ltоopдll}iaтa}t lI кривoЛинeйньIit итIтегpaЛ пo

д.IIине дyгI]' oпредe.lенliе ItрitвoлинеtitlоГo иllтегра.ца пo i(oopДи}IaTа[t
(интeгpала oт вектopисй ф1.ннul;;l) даIlo ts S l. Cпрeделeн}lе крIlBo.
линейногo rtнтeГpаЛa пo дjliii]e дyги тIpllведе}tо B кotlце $ 4 (см. эa.
I\lечаijliе B KОнце s .l)'

2. Форrrулa Гpllнa. Услoвпьir }:езавliси]!rости
крпво,'lине;iногo ufiтэгpa"la от пyти rl}iт€гр}ipoвa}iия

ЛитеpaTyрa. [4]' гл. хv' s 3'al [5]' г.r. VII, $ 9, задачц
23l8 (a. 6' r)'2322 (а, б)' 232li, 2329; [9]' .r. II, гл. II, s 2' 3'

KpпволиileiilIьiil ltнтeгрaл

|ха' '- vоу (l)

вnnt<'lтд }iе тОjЬlto oT пoдЬiнтегpaЛьIlогo вьIpaiкeнIiя'
тtачальноt.t и конeчпoi-t ToЧeк IrутI{ интeгриpoваIlия' llo и oт сaмoгo
пyтlt ll}rтеГриpoваllliя. oднaкo д,rя большoгo и ва)t(нoгo КЛflCC6 Пo.Ц.ЬIH.

тегpaЛь}IьIx вьlpаженltЁt криво,ltинейньrtl интеграл ( l ) oкaзываeтся
нeзaвисяlцим oт пyтlr и}Iтегp}IPoвaнllя иЛll' чтo PaBнoсllЛьIto' }iнтeг.
pal'l (1), взятьtй rlo Любor{y заl{t{нyтопty l{oi{тyрy L, лежaЩeмy в paс.
сматpиваеlltоit об,laстll D, oкaзьtвается рaБньlI{ rryлю.

Пyсть функшли X(х, g), Y(х, 9) вместе сo сBotlмll Час'тItьIмIt

dх eY
пpoи3Рoдiiь]I''iu ф 11 ъ; IiелpepывttЬl B D. Toгдa дЛя тoгo чт0бьl

8S
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кривOЛиtlейt{Ьlй интeгрaл
)кaщемy g D, был paвен

ах aY
llия p3всrlстBa -^ : .. oa (J)с

(1) по любoмy заl{кt{утo['Iy контyрy L, лe.
нyлю, нeoбxoдlllt{o !r дoсTaтor{нo 1]ЬIпoлlte.

во Bсех тoЧкaх облaстtt D. B этэм сЛvЧar

вЬlpaжение Xdх+Ydg явЛяется в oбластш D пoлньtl'l диффepeнuиа.
лoм IIекoтсрoй ttlyнкuии U (х' у) ' т. е. Хd't: * i,d it: cU. 3десь сyшeст.
веIl1lo' Чтo pассriaтpивaемaя oбu:aсть D являz'tcя oдtioсвязнoй (odruо.
cвязнoti IinзЬIвается такaя областЬ. ДЛя liоТcрorl любоit paспoлo}кeн'
ньtй в нeit зaltкнyтьlй I{оliтyр }'1o}кI1o ii-vТе}r

нeпpеpьIвнoil дефoрt'laцlrш стяt{утЬ в тoчl(y,
}Ie выxoдя 3a пpедeЛьI oб.laсти). Если о6.
.qaсть D не явЛяeTся односвязltoil, тo вЬ1пo.lt.

IIеIIие в ней всех oстaЛьIIьl]( }.iiазаriнЬix БЬIIile

1'слoвий I{e BЛеЧrт зa сoбоli раBеflсТBО нулю
крttвo.ппttейнoгo IlIIтегl)аЛа (l) пc люб;iьiY
зa\,rкIIутoMy кoнтypy L в D.

Примеp. [Iyсть с6ластЬ D преjсIа,з.lnет
сoбoй кoльцo' заl(лЮчснIioе .ЬIe}r(дy дв-Yмя
oKpyжtIoстя11lt с i)а,i::}.l'x.':;I ,t ll г Il Liеliт.
poь.! в нaЧlлe кooрд}illaт О, a L_oкРyiit.

PIiс. 3

tloсть с тeм >r{е l{е!lтpol{ rt гaдijyсoll с(r(o(R) (рrrо, 3). oкрyхi.
tloстЬ L, oЧeBидIIo, пpltнeд,пеi;;ltт oблaстli D; ее l;охllto зaдaTЬ B пa.
pаI,reтpиЧесI(oй фоpме )rрaBl{енilяlJll Jf :o сОs t' g:* sin l, пpпЧeм eсли
oбхoдить этy оltрyil(Iioсть B пoлo)+(l,tте.rьiio]{ н;праB.]енIIи (пpoтпв ua-
сoвoй стрелKи), тo пapaьтeтр вo3рaстает oт 0 дo 2п. Тoгдa

Гtt",Fl _--*dr* .; . dи: lo t:2;t..| х:-Гa. х-+a. .|LO
Kривoлинеliньlй интегрaл I]о замt{l{}.тol{y кoi{тj'p}' L oказался пe

paBIrыI\,I tlyЛIo' хотЯ фyнкции X:_ .: - , Y: _;| и их

ОX aY х: + ц1 
О.'{. 

+ aN
чaсTIiЬIe прoизвoднЬIе . 

d' " a" llrПреpЬlBlrЬI 
" т: a' Ro

всeй o6лaстп D (прoверьтс!). З,lесь дс..iо в Тo\l, .{тo об.rасть D пе.
одI{oсBязнa (oкpyх<нoсть L tiе tltoжeт бьtть нt'пpерrt'l3l{oй дeфoрМa.
цнeй стянyта в тoЧI{y' есЛи l]е BьIхoдtiтЬ за пI)е]е,TЬI lioлЬцa).

Если вмeстo кoЛЬца paссN{aтpliватЬ кp}'Г pаil.{yсa R, тo этa oб.
лaстЬ oItaх{еTся одtloсBязIloi,i; в этоt,t слyнeе ф1,нкr1ии Х, У и И{ ЧnCТ.

вЬIe пPoи3BoдIiЬIе lle ЯBЛяЮТCя непрег'ыBtIЬIl{и в этoii or..i.raстIt (не.
I]pepьIвI{oсть наpyшaется в тоuкe o) .

3. Е!овeрxнcстttЬtе }tтlтегрa"'Iьt

ЛитeрaTypa. [4] , гл. Хv' s 5' 6, улP. 24,26; [б], гл, VII,
$ l0, зaдaни 2З47_235|; [9]' н. II' гл. II' $ 5.

\r.t\'/r,
- 

tt o-'
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Bопрoсьt дЛЯ с амoI]poвеpкii
t. Что llззI,tвaетсЯ }ipиЕoлинеi.tньIпl llнтrгpаЛol4 пo rroop.l'l,tttатам?

Сtliоpм.улиp1.йте изBесТнЬiе ваtл своitства кpttво'rинеiiногo }l}tтегpaЛa.
2. Чтo назъ:ьаетсЯ крIIвоЛпtiейпьlrvt I]I]тегpaЛcnI пo дЛинe дyгIt

плсскоii крlrзс:i?
3. B ьllедil,те rp ор:.r;''л1. д;i,I Bьгi liсЛеII ия кр il вoли}lеtiljoгo интег pалa

пo iiрliвсii, за;iaнноii il.]рui]|'Iеlр]tЧrсKI,ми урaBнеriиЯI\{Ii.
4, i(ак вь1ЧIiсЛяrТcя r.lрl,lволl;нeiiвьlir иltтегpал Iiо кpliвoit' 3aдafl.

ной уpaвнеtliiеll y:f('1:) ттлтl х:QQJ}?
5' Bьtве;lli:.е r];срrl.;.ry ,ц,'jЯ BЬiчIiсЛrния плoщaДIl IIлoскoй фигypы

с пО},IОuIЬю liрilво;tине:iяоio ИliтсгpaЛ3.
6. Bьtвe;t.iтe фоpr,ri,лy ГрI;на.
7. BьlзеJllте i'с.-lol]i1я Iie3а3;tсrl1IcстИ KpИBol'lиПeЁiногo инreгpa',la

oт il\'ти l{llТегDilnCsаlii!'1.
Ъ' LIто назнвается пoBеp){IIoсТIlЬIN'l litlTегpaлon'I? I{апишите фop.

n.r}'Л}. дЛя егo вLIЧисЛенiiя.

TЕ}1A ХvII. BЕI(ТОРI-IЬII'I AllAЛI Iз

1. Cкaляpllое }i Bентcpноэ псле. ГpaДltеtlт скаляptlогo пoля.
i{llркуляция, rioток' дrtверГеiiцl:я !t pотоp вeкТоpнoro пoЛя

ЛптеpаTypa" [5]' гл. VII, $ 12; [4], гл. VIII' s 15; гл. ХV,
$ l oт <ЗaмеЧат;ilя>' j\Ъ 2 (п. 2), s 5 (oпpеле'тение пoTo.ка вeктoрr{oгo

Ilоля)' s 7 (oпрeлeлeнI,lе вихря IlJllI

ц=z2+хZ
---J---

poтoрa Ееltтop}loгo пoля), $ 8 (oпpе.

делеIIие дивeргeнцllII . Beктop}loгo пo.
Ля) , ]/пp. 9-- 19; i5]' s l2' задачII
237|"-2З74' 2388' 239t' 2394; {9J' ч. II'
гл. iI' $ 6.

Пpимep l. FIаI.Iти пoToк вel{тopтtoгo
по,тя Г:х:i-]'..tз+ :tzk qереs веpxнюю
сToр0iiy пoBeрхIioсTIl o, являюш{eйся
ЧастЬlo пapабо.цoида вpаtt{ен}Iя, !l:
:z]*.tl, расПo.пoх{еtiIIоЁt в пеpвoьt oк.

1,2+7,2=1 .z

\2"

iU2х п

тaнте п{е)Iiдy пЛосItoстяI{lI a:0 vт ц-
- Рис. 4 :l (pпс. 4).

Pешeпиe. Bьrбoр стopollьI I]a

пoBерxнoсти 6 рaвIIoси.lен вьlбоpy ЕlапpaвЛeнI{я t{oрМaЛьнoгo вектopa
n в любoй еe тoЧке; .Цля верхнefr стoроны б yГoл (lz, z) мeж.u.y n и
oсью Оz y.цов.I]етвoряeT ycтIoBI{lо 0-<(n, z) <lt/2, r. е. сos(n, e)>-0.
Сoглrснo }.слoвия\l,

- гг. ' гг . ' 'п:.J.iЕndo:\'\х2.dgdz -[- xdzdх ! хzdхdg. (l)
oo

I

I
\

Пеpexо.п.я в пpaвoй чaсти равеItствa (1)

лoв к двoilньtп{' пoлyчаeм

II :* .|! fu _ z2) dуdz- .|l хdzdх f
oo1 D,t

88

oT пoвepxl{oстllьIх ИHт€Гpfl.

.|! х1/v=1аяаu' (2)
D"и
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f !е Dgz, D,,, D'ц - прoекцllи lloБ:рхtioсTи б соoтвeтстBеltHo Hn ПЛoCc

KacT./. ljoz' хОz, хОt1.
B пeрвоr'r I!I]теГРaЛе мЬI псЛохt}iли х2:Ц_22, a в тpeТьel,{ z-

: у,Г;-х2 (из 1'pавнeния паpабoлoliда). 3lrакlr )l(е пeрeд дBoIуlIrЬI},rIt

IiIr.Tеrpeлail!и опрeдe.цеI'Ll !i3 Tогo' ЧTo сos(/,,.r)>0' сos(n, y)-<0l
сos (л, 2) >-0.

Bьlчllслliпr двoii;lьte пнтеграJlЬl:'

' Гt,, ','Ч, 4
+ 1.!(и 

_ zz) dgdz : 
'\ 

du .| Q _ z2) dz : -1Тi
б,',. b .о lD

* Г ( ,а,а,
.)"i
D_-

PP i nl 1Г- 2
\\ 'V у_хidхdу: l аи \ хV u-х2dх_-Т7,
.l .J J J l.э
D*u o

Пoдставляя нaitдeнньte знaЧeниЯ иi{тегрaЛoв в фopм;'"лy (2)' пoлу'
ЧaеM

rT:4115- 1/3 -l- 2l\5: tlt5.
Зaмечaниe. 3нaк сos(lz, z) в данной зaдaчe oпpеделяeтся

тем' Чтo бepется вepхI.Iяя стopoнa пoвеpxlioсти o' a пpil oпpедeлeнии
зl{акoв сos{л,,t) и сos(a, y) lrьt исxoдиl{ !i3 liaгЛядньtx сoобpаrкеннй
(pис. 4)' Пpaвllльнoсть вьiбоpa знакoв l!ro}l{нo прoBеpI{тЬ с пo},toulЬjo

фopшIyльl

n:*

oпpеделяloЩeй eдi'ttlиuньlй нopIrlальньltl в']ктoр n к пoBеpxiioстiI
q(х, у, z) :0' B дa}Iнoil{ сЛyqae q:х2_!/+22:0, елeдoвaтeulЬнo,

n:* 2хi-i.|2zk

1 l 1-.v'
Гt'l:\xti.v \ сje=-- 

' l.J .r00

aa Оa Оa
^- i+-;-i+ -;-koх oц oz

oткyдa

сos (n,

Пo yслoвию задaчй,
мyлe' a 3!!аЧит' I-l в
<*>' Ho тoгдa

t

Y 4х2.ф1i-4zZ

2ze):nk:*:.
1/ ц,.41aa:""

z>-0 и сos(n, z)>,0, пoэтoмy в пoелелней фoр.
фopмyлe, oпрeдеЛяющеil ,z' след}'еT в3ятЬ зllаK

1+)-+f+ )'+i+)'\0х] \oUJ \oz]



сos {n, х) : 2хl{т;ттт 42, 2- 0,

ТaI{ кaк' пo yс.цoвttю Зa!'a||'I' х>0, И

соs(n, y) :_ 11{a'" a 1 a a," ao,
BoпрoсЬI для сaI!{опpoверки

1. Liтo пaзывaeтся скeЛярнЫм пoлe&{, повepхнэcтят\'н и .Illlнl1яl.{и

уpoвtlя сK3ЛяpН0Гo Пo,{Яi
2. Чтo tr{aзывается вектopllЬI}4 полеl"l? .Ц,aiiте oпреrе"tlенr{е BеK.

тopньIx линиr1 и i{аliIlшите их диффеpeнll!{aЛЬlJЬlе ypaBнelrия,
3. LIтo пaзьtвается линеiiнЬIN1 }tнтеГра.'lo}i веl(Тoрltcгo пс.ля? Llтo

тai<ое ц!1рi(у,{яцIrя вeктoptlогo по.lя? Приведtiте приl,!еp ее BЬrqitс.
лeн}lя.

4. Чтo rlазьiвается потoкoм веriтoрl{oгO поля? }laпilцlttте фоpпly.
JIу дЛя еГo вЬIчl-{сЛения. Прlrвeдитe пpиNlер I{а пpиМeнeнllе этoй ttроp.
I11yЛЬI.

5. Чтo нaзьlвaется рoтopoltt вектoplloгo пoля? ПpиведIiтr пpnit{еp
егo вЬlЧllслeнi-{я'

6. Что ]]aзЬIвaeтся диBергенциefI BеtiToрl1oГo по":я? Прtiведпте
п|-]l.i}{еp H3 €ё BЬrч!ICl.10i1I]€.

2. 'Фoрпryла Cтoксa

ЛитеPaтypa. i4]' гЛ. xv' s 7'

упp. 3l-33; [5l' г'.t' \rII' s l0 (п.3')'
$ 12 (п. 5.,), зa.кauи 2357-2359; [9]' ч' tI'
гл. lI' $ 6.

Пpимер 2. Нaliтп ЦIзрI{1'ляцIlю BекToр.
t.loгo пoЛя F: (,{_2z) i+ {х*3g+z}i*
+(5f+y)k пo кollтyрy треyгoлЬtlикa
АВС: тrе,4(1;0; 0)' B(0; 1; 0), С{0; 0;
l ) {гlис. 5) .

Решeппe. liспoльз1'ем фоpмyлy
Стoксa

гдe IIаI]pавлrние
Ндxoдим:

{iп rоt Fco, (3)

i, Дoлжlto бьIть пoЛo>кительнЬIM.

iik
ada
aх Оц Оz

х-2z х{3у\z 5х1-ц

;
fl

I
!

ф

*

{

Pис. 5

-^+ г _

ц: ф гaг:
x

oбхoдa кoнтypa

о

Оz

90

: Г+ Фх * Й_ + (х *Зg+.l.] i_ Г+ (5x*и)-
Loa cz ] Loх

{х - 2z)]'. : zi r- t.w_241.* [* в *v*n_+
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B качестве o, вoзь]\1еМ тре-vгoльник lBС, котopьrit plсполсжеil lia
тtЛoсI{oсти х * ,! * z: 1 ; бeреьr вeрхнloю стoронy этoгo тре)'гcЛЬIiи!{a
(trормa,lьньrii Bектop n вьIxoдl.т ltз вьrбpaннoii стOрoтlьI пoвepxficст}I;
с:;. pliс.5).

Пo d;opl.rу.;lе (3) псс,ТедoBaте.1ЬIlo нахoдI.il,t (}, * коrrтуp тре.
vгc.iьIIIII{а ,48С; нaпpaвлен;iе oбхoдa пo 

^, 
укaзailo lIa рис. 5) :

ц : фF.,jz _ i|rr rot гdo : {.|(rot F)*dgdz* (roi F), dz,Jх -|
l,oo

ф(rоt F), cхdg: l,|_таzor + dхlg _- 7;| с1ed,v $
D'2х

злесь (rotF)"' (гоtF),, (rоtF).-кooрлинaтЬl веKтopa гotIr, т. e.

егo пpсеt{цllи нa oсil кooрдинат.

3. Фopпryлa oстpогрaдсксго

Л llтep атyр a. [4], rл. xV, s s, упp. З.tr*4l; [5], г.п. vII, s 1l,
|2 $. a)' задаЧ}I2363-2З67; [9], u. iI, гл. iI, $ 6.

Пpи*reр 3. I{aliтп пoТoк Brктoрiloго пoля F:х2i*хj*'vzk uеpез
вI]еш!iюю стopо]ly зar"ilittyтоft Iloвrрxiloстrl o, рaспoЛоженной в пеp.
вoпI oltтаЕIтe il oбpaзoваннoЁr частяitil парaбo,цoидa вpaщения ,f:
:221у2 и с.lедуюЦlиx пu.toскoстэil: i;:|, х:0, e:0 (см. pис. 4).

P еш е н и е. Испoulatуеll фoplзvлy Ос,rpoградскогo

п : i{"гп,Jf : iГ|сi'' га,, (4)
о l''

где !l * внeujняЯ lroр:'1a.{Ь пcl]еpхнoстIi о.. i-{aхoдilм

aх аY aZdivF: .} + сu + О,:2х1a-1 х:Зх,
Пo фоplIyле (4) пo,ту.т3g1д

I l-.y 1

* |\' cхla:-_ 7 i cх i' с]". -l !'d;u
D".,, t) 0 t)

1 1/т
п: 

'[ijзхс.ro цdz: З .i аu .Г rа*
v00
t t/v

^г' 
( lГ-::3 l dи | хV u-хicх:t-!-

00

|-х
i ,r,, -- q.
1 "t-
0

1r!i-т
{ dr:
0

1
rao
I uзl2du _ 2.
,,t D
0

. 4, Пoтенциальнь*е }t сoлeltoидaЛьItьIе вектopllыe пoЛя

Литepaтypа. [a], гл' хV, s 9, п.4,5; [5], гл. VII, s 12
(п. 6o), задаЧII 2397-2400.

Beктopнoe пoлe F:Xi*Yi+ zк нa3ываeтся noTeнцuaлbtrьIt|, еcJ||l

9t



F:gгаd u, ГДe u:u(х, g, z) _скалярIiaя фyнкция (lroтснциал
ля). Пoтенци aл I;'oJ|я обьt.lнo нaxoдят пo фop,lryле

l

r
$
fr

*

*

н

*
ш

$

fr

:
Д
fl

(5)

u(х, a,
х,ц,z хz): | хах*t,dи*Zdz:I XG,!Jo, zo)d*-l-

^o|у0|<o '0llz
+.Г y (х, g, zo) аa + | Z@, у, z\ dz,

Uo ?o

Pllс. 6

яBЛяeтся потэIlциаЛЬrl ЬIir.т. li аliти eгo потeнциал.
Pеurение, Haходtlм

гдe l|1o(хoi ltoi zo) _ ф;lксllpования тoultа
рaссI{aтpиваемoй oблaсти'

Фoprl1'.ra (5) по.r1'нается в рез)..:Ь.
тaTe вЬIчисЛeниЯ t,lI]теГpaЛa

х'a'zГ -. ,l Хdx I Yd1t { ZtJz
а0i90l<0

гIo Лo11aнoй ]tIaI|lI2tI (pис. 6), звенья
кoтОr)с}il пeрa.li'je.]i:ilЬI oся\r кoopдинaТ
(прeДпoлаraеТся' tIтo этa лoil,rанaя пр}t.
}ia д,те)i( ilт pа ссl'l aTр lt Еа еlto fI oдноов яз н o it

o6;aсз.н).

г: ('2- 2gz}i -|. (цz- - 2хz)j -i^ {z1 _ 2х!/)|<

rot F:

iikl
oaol
Ох Оу Оz l:х?_2уz g?_2хz z2_2хa|-

Г 0 a ^ ^ l гa:i ц Q|-2х!J)- a, @?-2хz7l'_LЁ Q-2хg\-
0 .^ . .l Г a a 1_ -о,- iх, _ 2az) 

], * Lй Q/? _ 2хz) -; @, _ 2уz) jk:
: (_ 2х { 2х) i _ (_ 2!/ -| 2ц) j * {- 2z f 2z) k : 0.

oтсloдa след-vет' т{Тo даli}iCr пo.]e _ пoтенциaЛЬнoe.
Пoтенциaл rraлfl. u(t, g, z) нахoдиM пo фopмyлe (5):

a(х, g, ,1:| 1*з_2gozilа,+i (g\_2хzo)аgуi 1zэ_2хg)c,z-
хo Uo zo

*

i'i1 !х;1x; Zц)
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Beктoрнoe пo.тe Л назЬ!вается co.nенouОальн0,.'1', ес.iII-! в кaждofi
TorIке пoЛЯ div Р:0. Тaк, нaпprrмеp, Ееi(TopllОе пoЛe

I z\:'t,i+ljzj-z\o+т)n
явЛяется сoлеI]oидaЛЬlIЬI}i, ТaI( F.aI{ дЛя llсгo

a о a Г { z\lсlivF: ' ('у)+ . (tlz\*-_i-zItl* ^ ii-d.t cц'. dz L \" 2J'l
:A+z-g-z:0.

5. oпeраторьI Гаliильтo*la lt Лaплaсa

Лuтерaтур a, I41, г,l. Х\r, $ 9' упil.20' a3; [5]' гл. VII, $ i2,
п. 20, 00.

.Ц.ополtIltтельньIе сЕсдеI{ilя пo I]еitтoрiioIiy aЕ...ll,i3у l,lоxtнo нat.tтЕ

в noсoбilв: Смuрнaв B. J,1. I{уpс вьIсшеii illaтеillaтliкjI._t\l.: Hаyкэ,
1974, т. ,'' ...'. 11l, $ 1 l.

BопрoсЬI для сапroпрoBepки
l. Bыве:ltте фoрпlу,'l-v Cтоксa и напI,IшIIте ее B вектoрItoй фopме.
2. Bьtвeдtlто фoplrу,:у oстpогрaдскoгo II нaпиitlпTe еe B вектoр.

llоli фовr'te.
3. Kaкoe пoЛr на.зьIBaется пoтенциaльньiм? Чтo тaкое пoтeпцlla,ry

этсгo пoля? B чепt состоliт необxодимoe и дoстaтoЧlioе усЛсвие itо.
теlIциaлЬнoсTI.l гlбЛя?

4. Нaпишитe фoр1,!улУ дЛя нaхО}к,цеtl!lя пoте}iциaлa U(х, g, z)
пoтеlil{liaЛЬIloгo пo,,iя Ё: Хdх * Y dg + Zdz. Пpиведите при},lеp IIpиLlc.
t]еiliiя этol.1 фoрму"rьl.

5. i(акое IIoЛе Fa3ЬI5aется сo.ТоIloидaльньlм? Приведитe nр!Iм3р.
6. Каliaя ф1'tIкцtiя llаЗLlBaеТся гapn,roнI{Ческoй? Приведl-Iтe Ilриl{еp.
7. Чтo Tаi(ce опеpaтоp Гaпtильтонa? oбoснуйТe заIi}iсIi: vtl:

:gгnd tt, v F:div Г, 1tF:гсt F.
8..Ц.oкaжllте, rITo rоt(g|adlr):g.3,nn*!Iте этo pаЕеIlстBo с пo.

[{oщьIo oпei)aТoрa Гамllльтоllа.
9. Что нaзьlваeтся oпеpaтopoм Лаплaсa? Bьlведитe фоpмyлy

div (grаd u\ : Ьu.

10. Чтo нaзЬIBaeтся урав}lеIlиеl{ Лап'пасa? Kaк IlaзьlBaетcя
фyнкuия, yдоBлеTБoряющaя этоrrIy yравнeнию?

1i. Зaпишитe oперaтoр Лaплaса в ци'.lиIlД'pичeскиx и сфеpиuескltх
lioopдl]I{aтax.

- Пoслe изучeния тeм ХV, ХVI и ХVII вьIпoЛпитe |toI.LTpoльI7у|o
pабaту,9.

ТЕr\,I.A ХVIII. PЯ.П.ЬI

t. Числoвьlе pяды

Литеpaтyp a. |41' гл. ХVl' $ l_6, yпр.8-1B; $ 7,8' yпp.2l-
29; $ 18, 24; |1|l, гл. 9, $ 9.l_9.7; [5], зaлauи 248б_2490.

{
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Сpeдц достaтoЧI{ыx пpизI{аков сxoдиI\,{oсти pядoв с пoлo)китеЛЬ.
нЫIlrи Членaми ttartбo.пее эффективньrм яBЛяется интегpaльный прu.
tнaк Koши. Пoэтoмy eслIl дpугиe пpIiзнaK}I Itе пo3BoЛяюT решttTЬ вo-
пp0с o сxoдиl,loстIi или рaсхoДrtl\{oстIl чI,lсЛовoгo pядa с пoЛo)кIlТeJIЬ.

i{ЬIми ЧЛeнaiv{I!, тo сЛeд},eт прlIбегнyть к интегpaльfloilly при3I]aкy
Koши.

llplt}{еp' Иcс;rс:дoвaть Iiа схoдиl\,toстЬ pядЯ |1цn{ |ni): а) с пo.
n:)

пtoщЬю пpизнаI{a .Ц.eлашlбеpа; б) uспользyя интегpaльньttt пpизlIак.

P e ш e н и е' a) Пo yс;lовl;to, u,,:1l@{TБiФ; u"+|:||L{|L+

,+ 1) }/ ln (lН- ) ] , слe.Цoвaтеurьнo,

г-
li- lrn*r: lim n l/ 'n" :t.

n+ф tln n-Ф ||+1у ln(л{. l)
т. е. пpизнак .Д.aлaмбера нe пoзBoЛяeт сделaтЬ закЛloЧeния o схo.
д!ll'toсTil I]Лl{ paсxoдиl'iOстIl ряда.

б,1 Членьr даllllОгО рядa пo""lo}I{ttTеЛьI{ы и yбьtвaют; в кaЧестBe

фупкuии |(.r), o котоpоil llлет pеuь в иHтeграЛьнoм пpизI{аKe (спr. $ 6),
вoзьМеM ф},нкциto f (х):Il(х|,Г|nх) пpil х>-2; этa фyнкЦия непpe.

pЬlвI{a it у6ьrвaeт, пpиЧе}t f (tt):Il@1/ lrr n;. Тaк кaк

t im (z тr |', b _ 27/;т) :* ,
b+q

2

то дaннЬIi1 ряд paсxoди,гся.

Boпpoсьi
I Пqf'тa 

^пhaiAпAц-..уt А-..-^.I-Iя
слeдуйте сxoдt{}toстЬ рядa'
IIpoгрeссии,

2. .['oкaжитe нeoбходltмьtй пDизнaк сxoдишIoстIl pядa.
3. Jоках<ttте, нтo отбрaсьlваЪие кoнечнoгo чис"la ЧЛенoв рядa I{e

изMcltяeт егo сходимoоти (pасхoдимoсти). ПoкaжIiтe' чTo сyммa ряlцa
pаBHa сyмlvlе перBЬIХ сгo,1 ЧЛенoB, слoжeннoir с сyммoй ряда' пoЛy<
че}llloгo из дaнl]oгo отбpaсьlвaниe\n эTИх n ЧЛеrtoв.

4' 
'lloкaжите теopeмy o сравнeнtlrr pяД.oв с пoЛo)KитeлЬIiЬtми чЛe.

}Iarrи. t tриBедите прtltlеp пpиLleIiеIlI,Iя этoгo пpизнакa,
5' .{окa;китe пр}Iзнaк .Ш.aлarибеpa схoдl{мoсTи зItaкoпeрeМeнвых

рядoв. Пpиве.цllтe приl,{еp прIIмeнения этoгo призI{акa'
6. !.окa>tillтe пpиз}Iак Koши схoдимс'сTI-I pядoB C ПoЛo)KИTёЛЬ}IЬI"

!r{}l ч.iIеIlar{tl. Пpивeдитe пpиN{ер прI,!l!!еI{еIlия этoгo пpIt3tiака.
7'' froкaх<ит e интeгр a.lьIrьtl.l п ризI{ aк сХoдиMoсти pядa Koши. гIpи.

вcJrlте пplillеpЬI пpItt",IеIIeнI{я этогo призI{aкa.
B. Дзfrте oПpеileЛeн!{е aбсoлютнo схoдяш{eгoся pядa. !oкaжитe,qтo из aбсoлютнotl схoдиlt'locтl,I pяда следyeт егo схoдип{oсть. Сфop.

мулируйтe свойствa абсолютно сxoдящt{хся pялoв. Привeд,итe прIlr
меры aбсолют}to !t услoBllo схoдяlllихся pядoB.
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9, fl,oкажите пpl:знак Лeriбнr:llа схCдиt{oстl{ знaкoЧередУюII]Ilхся
pядов. ГIpпведитe пpli$tер }tit ПР:lillеI13нИe этcго пpиз!.rака. Пoка>китe,
tlTo I1pIi зalvfel{е су!.{N!Ьl pядa тriпa Леpiбница сумt',Ioft IIервьIх eгo чле.
I{oв дoп\'скaемaя абсoлIотнa'I пoi'реU-]IloстЬ Iiе Ilревосхoд1Iт lvloдy.:]я
перBoгo oтбpoшеliного .lлена.

2" Фyнкциoнa'ЛЬHьlэ pяji'Ьl

ЛитepaTyPa. [a] , гл. хVI, $ 9-12; [1l], гл.9, $ 9.8-9.10;
[5], залaни 25l0-2E2c,

3. cтепенньlе рядьl

Литеpaтypa. [4]' гл. XVI, s l3-I5' 25',r.пр.30-33,35_38;
[ll], гл. 9' s 9.11_9.13; [5J, зaдauи 2fia,2534,2535, 2539, 2564-
2567,2576' 2579, 2580, 2582; [a]' гл. ХVI, s 16' 17,.l9' 20, yпp. 44_46'
50,55,64, ве''70,71'74'76'78,80; [a], гл. ХVl, $ 23.

4, Пpилoiкeния степrннЬtx рядoв к приблrrх{eнньrм BьtЧнслеllliяM

Литеpaтypa. [4]' гл. XVI, s 17' 20-22,26,27 (зaмe'latlиe2},
yпр' 85, 87, 89, 90, s7, |02' 103, t06, 113, l16. l17, l19, 123,12б' 127,
129_|32: [l1] гл. 9' s 9.14.

Pядьl вaстo исflo.r]Ьзyloт для пpиблluкeнт{oгo вьIЧ!,Iслeния энaчeний

фуrrкций, liнтeгрaлoB и pешeнIlя диффеpенuиа'lЬнЬlх ураБI:ениi.r. Слe.
дyeт oбpаTитЬ вн!IмaI{!iе tIа замeчаllliе 3 $ 7 гл' ХVI пoсoбия [4l'
B кoтopo}I пока3aнo' кaк oцетIитЬ пoгрellliroстЬ' пoЛуЧilloщ)'lося llpll
заIlIене с)l,tмIrI знаIioчеpедуюu{eгoся рядa егo частичной суr;vоiil (пprt

этoй пpeдпoлагaется' Чтo 3l{аKoЧeредyюЩийся ряд vдoЕ'xетвоpяет yс.
ловilяг,r теopеilЬl Лейбницa); этo за\fеЧа}1ие i,спoЛЬзуется в $ 17 lr 2l.
B s 22 гл. ХVI с.1едyrт oтl',Ieтiiть два l'lетoдa отьIска1{!,я Чaсl.}{oгo pе.
шеllля дrtффepelrциaль}Ioго ypaвнeЕIiя пo зaдaпньI'11 }iaчaЛЬiiЬ!l{ yсЛo.
вi!я}I в BI1де рядa Tе1rлора: IloсЛедci]aТeЛънoгo диффеpeБцирoваI]Ilя ll
IrеoпрeдеЛеIlных кoэффишиентoв. С1,'r,rму кoнеtiltогo Чис.ца ЧЛelloЕ этc.
гo рЯдa l\{o)кнo IIрll}Iять за приближe}Iнcе peпrеllиe диффеpенulla']ЬIIo"
гo ypaBнеItия. Тaкoй ltетoд пpltблиxiеI{l{oго pешеI{ия л'llффepенri.liaль.
tiогo ypaвнеIlия l{o}кет окa3атЬсЯ Mа'loyдoбнЬil,t' eслIl тpуднo oценnTЬ
тoЧtloстЬ вьlчltслениri или есЛи тpeбyется oтЬIскивaтЬ сЛишкort бoль.
шоe ЧPIслo чJеIIоB pяда. B зтol{ сЛyt{ae' a Taкжe в ЧасTо встреЧаю-
lцихся lra практIrt;е слyt{аях' кoгдд 1рgflygтся найти ЧllСЛoBЬIO ЗHДq€.
I[I{я lleliзвесTнoй фушкции, oпpeделяeltoli диффеpенuиaлЬ}tьi]\{ уpaBiIе.
IlllеM, тoлЬкo длЯ }IескoльI{I,tx oпpeдеJIeI{нЬIх знaЧеIiий нeзависимоii
перeменнoil, IIpиr,1еIlяют ЧислеIlнЬIe мeтoдЬl интeгpIlpoBafiия диффе.
PёIrЦIlД"'lЬHЬlх уpавнений' Еекoтoрыe из KoTopьlх былrt pассмотpены
pанеe {мeтoды Эйлepa н Pyнгe-Kуттa, темa ХIII).

Boпpoсы дЛя сan,toпpoвepки

l. .Ц,айтe oпpeдеЛeниe oбласти схoди}{oстIl функlиoнaльнoгo pя.
да' Пpивeдите пpи!,rеpы pядoв с рeзЛиЧ}lЬl}'i] oбйстями схoдипroсЪIl.

;

i
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2. .Ц.aiiте oi!рeдeлеI]иe IIoнятия рaвнolreрlIой схollI-IMoст}I пcс..Ie.
дoватеЛЬtloстп фyнкurrй. Kaкoй pяд tIаЗЬlttaеТся рaBI.loN{ернo сxoдя.
*''n'ЁlЪ6oo,,улиpyй,ге 

признaк BеЁrеpштрaссa aбсолюttloii' рoЬn...
tt,lеpнoй сxoдиlltoсTи pяда.

4. Сфopмyлиpy}iте oснoBrrьte свolYtствa pa]]iioIvIеpIlo схoдящI-lxся
рядoB'

5. floкажите теopе[,{y Aбеля o сxoдll]\.roстl,I сTепеIIIIьIx рядoB.
6. Bьтве.ците фopмулy дЛя BЬItIllслeI{ия рaдиyса i(pyгa схoдиI{oсти

степeнI{oгO pядa.
7. Bьlведiiте yсЛoвI.lя разлo}I{ItMoстп функциIr в pяa Tейлоpа.
B. Paздоxите фyнкuIiю ,:sin.r B степеItяoй pяд и дoкa)Itt{тe c

пolrloЩЬю oстaтoчнoгo Члeнa схoди}IОстЬ пол}'чен}iогo ряда к дall.
шoй функt1ия.

9. Разлoжптe фyнкuию g:е" B степеннoЙ pяд и дol{a}I(итr с пo.
мoщЬю oстaтoчIioгo чЛeнa схoДиМoстЬ пoлyчеlll{oгo pяlxа к дaннoit
фi.нкции.

l{]. Pазлoжите фyнкuиro y: (l+,{) в степенItot"'t pяд lt наi:днте
про]tc.х(\ тc'( схo.1ll1lOсти пo"'])'Чеttт]огo pя,.l а.

lJ' Ltpорllуlrtlp1 ilте теoperty об llliтeгplIDoI]аl{lltl cTеllеннЬrх pядoti
Ii с eе пcLIoщЬIo пo.llучllтe разлo)l(еtll{э '' 

pя;l фyнIiц1||4 g:aiс|g r.
12. Сфоplrулltруilте тоорему о6 Ilitтeгрltрotsaнии сТеIIенII.ЬIх рядoB

I] с сe пoМoпlЬlo пoЛJilитe pаЗ.lсI,ieI.Iие в nяд функu|IИ у:In (l -l_.r).
l3. Сфоolrулliруilте теoрelry o диффеpенI{ирoBaнии стеIIеIIнЬ1х pя.

дoв Ir с ее пorIОiцью пoЛуЧите paзJlo}Iiе}Iliе в pяД фv1lкllиIj y:g65,r"
t4. Bьrведите формулу Эйлеpa е'9:сos У*i sin4l, исхoдя из pаз.

;о)i{rIJия в степспttоit ря.1 q))'нкЦllи е',.
l5. Пpивелитe прIIt,tер 'оi{снitи тoчнoстI,] вЬIliис'lсl]tlя ё)Mltьl 3IIAlioе

Чсрс;1}.loU1егoс Я pЯлa.
16' Пpивeдитe Ilриl,Iеp пplт}tененIiя ocтaToЧIIoгo 'lлeна фoрмyльl

Tеirлcpa (Ъ фоpмe Лaгpанжd) K oцеIJкe тoЧI]oстII BЬIЧIIсЛeI{I{я с гIo.
мoщЬIo степeннoгo Dя.la.

l7" I,Iзлoжите,vетoд пpибurи}кeнIloгo вЬlllисЛсЕtr.lя oпpeдеЛеt{нЬIx
пнтeгpалoB с пoN{OщЬю pядoв. Пpивeдите пpиMеpЬI.

l8. Изложвтe l'Iетoд. пpибЛ'IжeHI]oIo интегpиpoBa]lllя дliффереrl.
циaЛЬIlьIх ypaвнeниli с пol'1oti{ьЮ степеI-IIIьIх рядoв. Пpиведитe llpиl!{ep.

тЕ}tA ХIХ. Pя.Д.ЬI ФУPЬЕ. иHTЕгPAЛ ФУPЬЕ

Лцтеpaтуpa. [1], гл. ХVII' s l_7, 10 (дoкaзaтeльстBo мoл(.
нo oпyстltть), ll_16' упp. l' 4_14.

Tpигoпoмeтpиqeские рядьl игpaют вахil{yю рo,,Iь в ItIa,гellaтикe кaк
ar]пaрат изyчеt'ия функший. Этo,oбъясняется теN,I' чтo для рaзЛo)I(e.
ния в триГoI]oNrетpнчеrиIIй pя,1 фуrIкшия нe дoл)l(нa vдoвлeтвopятЬ
сTолЬ жестким тpебoвaнияr'r' кoтopЬIe I]pедъявЛяIоTся к нetl при рa3.
Jlсli!{eн[iи' IlаI]p!ll,!еp, в степеннoй pял (в степei.IЕlьIе pяДьI pазлaгaются
да)I(e IIе все бeскoнeчно лllффеpеншl,IpyеItЬIe фyнкuии). Beликo зна.
ченllе трIlг0Itoп'leтpиЧeсIiих pядoB ts п] tlЛo){(еtlиях' гД.e их пpиtvteI{яют
при peшIеttии pядa зaдaч il'атellaтиЧecкoi:r фпзиt<lr (напpимер, I{ojleба.
IlIlc стpунЬI' рaсIIрoсTpaIreI{иe теп,tIoтьI,)' в эЛeктрoTехItикe, liетрoЛo.
г1-ll] и т. д. Чaще Bсeгo триго'lroNlетPllчeсIiиe pядЬ] IiспoЛЬзyют пpи и3y.
qенIIи пеpiroд].rчeскиx пpoцeссoB' I1оэтorдy oсЕoвIioе BнI{маtiIiе в yчеб.
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нике [4] удeлеI{o paзЛo}Iieнию в pяд ФypЬе пcрj{одиr{ескиx фytlкцllii
,(с пeplioдом 2п в 5\ |-4, c пeриодoм 2l в $ 5); $ 6 посвяiuеt'l paз.
лo>i(rниIо в pяд Ф.vрье нeriериoдиЧес;ioir функшин.

lTpи нтeнии \i 10 пoлeзнo сoпостaвl,IтЬ требoвaния, пpедЪявляс.
ь{ыe 3дeсь K рaзЛaгaеi,{oй ф},нкции, с требоBaЧI:ямI,l, кoтopыe пре,цъ.

яBЛяЛ}rсЬ к неii рaнее (см. теopeмy в кoнuе $ 1).
B $ 1l (uтtниe эToгo паpагpaфа I]е яBЛяется обязaтельньIм) стy.

де1Iт l1oЛyЧит пpедст:tD"цeliнe o приблI'irкенItоi,,l вьlчt{сЛerrии r.lоэффици.
eнтoв Фypье и нaйдe1 лllтеpaтypy' в котopoй эти вoпpoсЬl ti3'.Io)IiенЬl

пoдpoбнo.

- BoпPoсЬI Д"rIЯ сa1Ioп-pовeрки
l. Bьтведiiтe фоpl'tr'..lьr д.rя кo:'ффliitiIеiIтoв рядa Фyрье.
2. СфоprIулир)'1.Iте дoстаТot]IiьIс \.сЛoвllя pirз,]lО)liи}Iостtl функЦпп в

ряд Фypье. Прit;едi;те Irрl{l"tорЬI ф1,нкцirir, -YдОBлетBop'tюцi.I}i и' 11е

yдовЛе,гвoр яIоlI{их зтil].1I yсЛotsIlяx{.
3. Bьiвeдrtтe Форrlvльi дЛя I{оэффIIцIIeнтОB pяl'I.a Фурье для vет.

tlЬlх II iiечeTI.iЬIх фi.нкшиir.
4. Прелставьтe ря: Фypье в кol,IпЛeксIJoii фopпte,
5. Что нaзl:ваотся IIiiТrгDe,']оtt Ф\.pье?
6. !.aliте clIpе.le.lеIIие iрeобpазЬЬанlrл Фyрье и сфорlt1','lltрyil ге

eго oсl{oвнЬIе сBo;lстзa.
Пoс.пе изуuения теlt{ ХVIII и ХIХ вьlltолниTe |do11Tpo!xb|1!Jю paбэ-

Ту Ia.

TЕ,\{A хХ. ЭЛ Ед,IЕHTЬI TЕoPИI,l УPAB}lЕЕtИi,I

^IAтЕ&{ATИЧЕс 
KoЁl Ф|1ЗI4K|4

Литерaтl'.pa. [4], гл. ХVIII, s t_3, yпр. 1-3,5; [9]' v' Ii'
гл. VI, S 3 (п. 1)' задauir 93t*933; [a] , гл. хVIII, s 4_7, уtlp' 7,8,
10; [9] ' ч. II, гл. vl, s 4 (п. 1), зalа.lи 943,944; [4], гл. ХVIIt,
s 8_1l' yпp. 12_16; [9], з' II, гл. vI' s 4' (в.2), S 5, задauи 948,
9a9; [12]' г,r. 5, $ 5, 8'
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BoпpосЬI дЛя саN{oпpoвepки
l. .Ц'айте к.'laссифllкaциto уравнeний с ЧастIiьIми Пpot!ЗвoJ|llЬI};1rl

Bтoрoгo IlopяJlia. Пpt,ведитe пpиlrеpЬI.
2' Bьrведflтe урэBIJеI]Iie кoлебаний струIrьI. Cфoplлyлиpуйтe крaе.

вJ'Io Зaдаqy о lto..lебанllях стpуilЬlt закpепленнofi на кoнпaх,.
3. Излох.:ите ileтcд ,[I,a,rаltбeрa ltaхo;*iдения pеIiIе}Iия зaда.{и Ko.

шш o кoлебaнl.Iяx бeсконз.lнoй стоvньl.
4. Излoiя;.:те 1i11gд Фyрьe йаxождения pеiiJеIlllя кpaевoir зaj!аtIи

o кoлeбatiиях стрJ:riЬI' закрeпленнoй нa кoнцаx.
5. Bь.tве.lliтe }'рaвI{еIrие paспpoстрaI]eIIиЯ теIiJ'IoтЬI в стeр;*tнe. Cфоp-

I\,I }'ЛIlpуI-rе I{г iеB' ю з 2 -] аЧ:v.
ti. Излo;к:tте l.ieтoд Фуpье для наxoiliдсния pеixеI:IlЯ 1-pаBtI.jlilя

тeпЛoIIpoBoдi]Ост; i'
7. Cфopму.rиni.itтe ltpaeвI,lе 3aдаЧи Д,lя уpав!{eниl:t Лап'raса. l]tr;r.

вeдllте.пpи)'1еpLi реri]:нIlя уpaвuеtlия Лaплaсa l,lеТoдot'l Фypье.
ё. и3']o;illте il1отoд сетoк дЛя нaхохiдeниЯ реulенllя крaевЬIХ за.

дaв. Приведt-lтe пpIlMeFЬl.

f,-r05 ilt



TЕДiA Ххl. ЭЛЕЛlЕtlтЬl тЕoРl]и ФУFII(ЦиГI
Ko&lП.ЦЕi(сt]Огo ПЕРЕt,lЕНHoгo 

I

"Ц;l т e о а,т,v p s. [6], гл. I, s 3, a: V\, гл. I, $ 2, зaДaчтl 48,
62.-56; $ 3, зaда'lrr 09,73,75-77, Bl; [9]' u. II, г.r. VII, $ 1, зa.
;a.ll1 957, s59' 963' 965; $ 2' задarlи 972, 9т6_978; [6], гл. I' $ 5;

[7]' тл. I, $ 4, задa.lrr 89,90,92,94,99, 1c2, 1c8, 1ll; $ б, зal:iaчlt
t16_i23' 126, 129, 132; [9], u. II, гл. vII, s 4, задr.l1l1 990-100C;
[6], г,r.4' $ 1,2; [7]' гл. l, $ 6, зaлauи i58, l63, l66, l9B,20l,203,
205' 208' 2a9, 212,2t6; $ 7, зaдача 221, 22з, 228, 236,237_24|, 242'
249; [9]' u. II, гл. vII' $ 5' зaдaч}i i010_10i7; [6] , гл.5, $ 1,2, п. 1,

2; [7], г.tl. I, $ 8, заlантт 270,270,277,282,28,З, 285, 2B9' 292, 2g3,
297,3О3' 305' 3l0; [9] ' u. II' гл" VII, $ 6, зa,аauи 1О27-1О34,

Bопpoсitl для сanioirpoвеp к!l
1. "Цaliтl. cl]pеделения пpoиsвoдноfi iI дифференцI]a.пa фyнIrциI{

}io:,'lnЛексlIoГo п еpе]!leнI{oгo.
9. ]tакaя ф}'rIiiцпя Itа:]Ьiвaeтс' atiа..Iiiт]iчесItoй? BьIведитg нeoбхо.

дllvblе и дoсTатoчI{ьIе vсЛoвll't дЛ't liilа.{ltтI,l.]i{oсTlt фу}Il.цIrIl.
3. .(аiiтс спPедeленliе гаl-.:'lОIiiitrесI{oir lpуrrкшиit. KакItе ф1'нкutlrt

ЯD'nЯЮTся сОapЯ)ке}lIiЬ!n,ilI гар\tОliiiЧесI(Ill,t!I фyнкцияпrи? ПpltвеДите
IIDltмeD.. 

4.. Kакoв гeor!{етpиЧeскrl]i смLlсл [Iaд}'.tя 11 аpгу}Iеl{тa прo}iзвo,Д,.
l;u;j i'r.нкttliи кot1пЛексHoгo пеpепlеннoгo?

5. .Ц,aiiте oпредеЛеtIIlо llнтriр.iЛa oт cri.{rlliцI'lr компJ.IексlIoгo пeре,
I!1 еt]I]огo и сфoрt|4y.tlирyl.lте оrно вньtе его своiiств а.

6. Сфopмv,rируflтe Оснoвнyю теoреi,tу Koшt'r и lrр]]trдliTе пplir{e.
r)Ьi ес i]D[lЛo)lieнI]я.. 

7. !аriте olipедeЛeниe р:lда Лopзнэ. rIто язляется Oб,]IасiЬIо сх0.
дiij\loстit pя]a .цopаria? Kаксвtt усЛoЕ}ia paз.lо}lII:,!oстrr функцiirr B
pяl Jlopаi]аi. 

8. [aI"iте к'1arсIlфilкaц]liо ljэi"iil1poвaliliЬI:t сс06Ьlх тo'.iеi{ аila.,lliтиЧe.
сilLii cР} t:т(t;iI!i. ПpiIве.riгс прIl:,ii р; l.

9. ;1аiiтe oпрe,це'ilt\Il]i] ЕLll;еТi фуti';::l:iI l/тнo{llтe.riЬ]ro иЗo'!t]pовa}I.
нсi1 особ,ой тoЧки. ПриBедr1те пpиil,тepЬ] B:iЧi,;сде}Itiя вЫчеTов фуiкцrrп.ic. Cфoplr-vлиpуйтe теoреr,rjt Kоilги o BЬltlетaх. ПpивeдитЬ.пpиме.
Г Ьi IlриЛс]х{еI{rlя теoрl,l}l Bьlчетoв.

TЕмA ХхII. oГIЕРAЦИoнНoЕ I]сЧI,ICЛЕIliiЕ
Литеpaтуpa. [4], гл. XIХ, $ 1-9, 1l, 13, l9; [9], п. Ii,

гл. VIII, $ l_3' задaчI{ 104|_1a47, 1054-i057, 1061_1065; [4],
гл' XIХ' s l0, 12, yпp. l-I0; [9]' г. II, гЛ' vIlI, $ 4, зaдачи 1072*
1078-

oпеpациotlньtм \{етoдоl{ yдcdilc peш aть ли}teiiilьle дllффеpelrцIraль.
IiьIe ypaвнеgия e пoстoяt{Iilll,l!! кoэффициeнTal,,lи и сt{сте\{ьt такli''(
ypaBIIеIrий. Этoт мeтoд за!iЛic.:aется в гIреoбра3oвaпиll даннoгo ypaB.
нelrия 1иЛи системьr), сoдср)iia]'цeгo opигинaлы' в уpaBIIе!Iиe oтнoси.
тeльIio сoотвeтствyющих изoбpзrкеItий' t]oслe чегo oI(a3ыBается' чтo
.Цl.IЯ НnХoХt.Ц€Iitiя изoбрз)кrниI1 дoс1.аТcЧIto pешItтЬ пpoсToе линeilнoe
алгeбрaиЧесl(oe ypав}lенlre {it,.;r: системy таKих yрaвIlcн}rl1). 3aтем
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oiтаeтся BОсстаrIoвитъ opI{г,{нaлЬI Iiо llaЁIдеItl]Ьl\'r пзoбpe;l(rнllяN,r. Д.'IIя

}'спешttoГo пpl-1МенеIlия il]teTоJloB oпеpац!Ioн[IoГо исч1!сЛеtl}tя ст),дeItтy
ЕIyжIlo уl'!етЬ свободнo пi)I{!Irнять Tеopе}lt,t ссcтBетстBlIя oПера!Itrй нaд
optlгllналaMи и и3oбpа)ке!I'lяlrrI{ l{ xoрotilo 3i{aть ll3Обpa)KеttIIя OсItoB-
ных фyнкций. !.ля этогo реl{oмrflдуеNt сoстaЕIiтЬ т4блицy соoтaет.
сTBI{я oперaцl,tii tl тaблицy пpеoбpазовaнttя Лaплaса и iJr,IyЧll1'Ь tlх
}taи3устЬ.

BoпporЬI для сат'!oПpoBеpки
l. .Ц.airте oпредеЛeltие пpeoбpaзовat;itя Лaплaсa. Чтo назьtвается

изoбрaх<ениeм и opllгllнaлo.v?
2. Мoгyт Ли двe рa3,чIiчl]ьie I]епpepЬlBнЬIе фyнкции lilieтЬ oдllo и

тo хtе изoбpажение?
3. Pсли F'(p):f 

'(t) 
и Fz(р) i i,(r), тo каi{oe t-IзобpaхtеIIl,Iе II\'lе.

eт ol1(l) +bf,(t'1 @, b _ постoяtiные)? ;ftltiatките свoliствo .itliItейнo.
сти изoбpaл;енitя.

4. Еелlz F(p): f (t), тo кaкое изобрa*iеtil,lе llп{еeт e_"| 11t1l дo.
кa;'I{итe теopеil{y сМещeнIIя.

5. Если F(p): f (t) {t0:0.пpи lt<Q), тo кaкoe изобpalt<ениe
имeет f (l_l1), lr}0? ,|I'oкaжите тeopeмv зaIIa3дЬIBaI{ия.

6. Еоци F(p):f(t), тo какoе !]зoбpa)кеI{иe имeeт f(аt)? flor<a.
>кIlтe тeopeMy пoдoбия Il найдитe изoбparкения фyнкuий sin al ll
сos of, сuитaя изBeсT}lЬIt,,Iи изoбparкeния фyнкцвй siп / и cos l (a>0)'

7. .(oкarкитe тeopеNty o лиффepенциpoвaltии opигинaлa' Если
e@if(t), тo какиe изoбражeния }lillеют t,(), f"(t), t,"0 If,(t),
t" р) ' r', v) существуtoT пpя всех l)0] ?

-7
8. Еслll F (p) : t(t), тo кal{oе пзoбрэ:ltеtlие 

"мeет { ;1т; d (т) ? flо.

кa}китe теopемy oб интегpировании OригIll.laла. Haйд.итe с пoмolllЬю
этой теоpемьl lазoбpaхiениэ функшии sin af'

9' Если F(p)+f(l), тa I{аKiiе oригинaЛЬI сooTвeтствуlcт Л,(p),
F,,(p), F,,, (p)? !.окa;+llrте ТеopеrIv o диффэpeнциpoBaнlll'r изoбpз;iiе.
ния' Hайдите с пollоtцЬю этоir тeореr,tьl ttэcбpaхtениe (lунr<цпи t,e,a I ,

сЧI{тaЯ извесТньlьt tlзобpaхiенiIе фуllкцii;I е*l.
l0. Ес.:rи Pr(p)т f 1(t) tl F,(p)? lэ(l), тo l(aкoe изобрa;l<сtlиe иlte.
t

eт { l' (т)fu(l-т) dт? .[I'oкalките теОреl,{у сBерTьIBания.

11. Из.roжите oперaциoflЕiЬiii }ieтoд pеlxеIlия диффeренциa.rlЬilьIх
ypaвнeниri с пoстoяttнЬIlrп коэффицrrен;a}tи Il [Iх сисТel{. Пpяведuте
пpиIЧeрЬI.

Послe ;;зуuения тe\I Хх-,чхII вьIпoЛI{ите кaнтpo.lьнgto pабo.
rg ll,

TЕ,rylA хxiII. TЕoPия BЕрoЯTFioсTЕИ
t. Cлy*airныe сoбьlтия

ЛитepaTypa' [8l , гл. I, $ 1-3, за;'анa
дaчи 1*8, L2| I4_1q 21 rл, 3, s l_3, зaдaчи
u*

6; гл. 2, $ 4-5, зr-
|, 2, 4, 13_16; г.l. 'l,



.9 l_3' зaдaЧи 1-21; [a], гл. XX, s t_6, 8, yпp. l_3, 8, 9, 12, 13;
[9], u. Il, гл. V, $ l_4, зaдa.ltt 776,777'7g2,7g4,809, 8l5.

Фоpмулy Бepпyлли ([8], гл' 4, $ 2; [4]' гл. xХ, s s) пpактIIЦe.
ски riспo"тЬзyloт пpи ttебo;rьших зilаЧellиях tl}iсЛа нi]ЗaBI{сиI\4Ьtх испЬI.
i.aниti n. Пptr большlrx знaЧеI]Itя.t ,1 гtp}trtellяЮт лol|алbну|o Tеopeмg
11усвpа_Лаnласa ([8], гл. 4, s 3): еслlI веpсlЯ1.нoсTь p пояB!,]е}lltя
сoбьrтия в ка)кдоNt ilспi{тaI{rllt Псстo:'jнна tl отлIlЧнa oт ну,iЯ и eдI.1.
ttицьl (0{P{l), тo веpоятitость P,,(lll) тoгot Чтo еобьtтие llастyпит
в r3 tIезaBiiсil}IЬiх испЬrтalIliя-\ рiii]ilo m paз' пpибл!Iя(eнil(э pавнa (теrt
тoЧtlсe' uеlt бo;lьшe l;)

Р,,(пt) x_Д t t,,l'
{ npq

3дeсь фушкшня f (х\:;! е_*,12, пpllЧel{ знаqеItt{е aргyп{ентa

rIaхo,lят пo форl.rуле у: Qn-пp)lу t,lлt, Эта ф}'нкция тaб1,лrlрова.
на, се тaб'rпuьi прilвс:lсiiьt B пр]I.1o}к.Iltrrr (тaб.r. 2) yuебнrrка t4] .

B тaблицax пollteuiеliЬI т0''lЬl;о I]oдО]tiliтеЛЬllЬle ЗIlаliенiiя арГ},NIента ,r.

,Цля oтpиuательllliх зlta.;eнtli't .t liспoЛЬзyl{lT тr ;<e таб"rицЬI' так кa'{
pасс}leтр1IBaемaя фунitцttя _ чrтIiaЯ.

Пpипrеp t. Beрoятность lloЯB.liе}iI-Iя сoбьtтия в I{a){<дo}I lIз !iезaвIi.
сиI!Ь]х исIrЬlтaнпli paвнa 0,7. Hаiiтп BероятtJoсTЬ тогo' ЧТo собьiтиe
Ilaстyпит lб00 pаз в 2l00 испьtтапияx.

P e ш е н и e. Пo условliю, n:2|00, lrz: l500, p:a,7, (t:1_
*0'7:0,3. Tак кaк n:21ОО досТaТoЧ}Io больцtое ЧисЛo. To БосIIоJIЬ.
3уемся локальноii тeopеrrоii r\1уaвpa_Лaпласa.

Hairдel'r зllaЧeниe apгyl,{сптa.r:
m* np 1500 - 210C.0,7

х:+
з0: -2Г: 1,43.

1/ 'pq I/2ю0.0J{З
Пo таб.'Iице фyнкulilr i(х,) нaходнм

верoятtIосTЬ

P21ф (!500) Е :_L- l (1,43) : j#L : 0,007.
У zlоо.o ,т 'o,з

Если чuслo }IезависиIIьIx l-iспьiтанrtй n BeЛикO (n>100), а вepo.
ЯTl1ссть появленIIя сoбьIтия в кa}I(дoм rlспыТaнии p |$aЛa (p-<0,3), тo
дЛя oтьtскaния верoятнoсти тoгo' чTо в этиx исIlЬIтанIiяx сoбьtтпe пo.
яB|4TcЯ |n pаз' испo''tьз}'toт приблпlкeНную фopл!цлц Пgаcсoна:

?'! е_^n
Pn (m) х. 

- ,,1 '
гI,e },n:nP (сpeлнee ЧliсЛo пoЯBлений сoбытия). Этy фopмyлy !roх(.
tlo пo'IlуЧl'lTь из фоpмyлы Бepнyлли, пepeliдя к I]peдeЛy пPи n-+oo
( [8], гл. 4, s 3).

100

f (l'a3) :6,1a35. I,Iскоltая

I



I!римеp 2' Устpoйствo сoстoит из l000 э'lеl{еI{ToR' paботаюЩlаx

не3aBис[iN'io. Beроятность oткa3a любoгo элеl{еItTa B течеtIlie врe'1{e.

ни I pавIta 0,002. Hаiiти вrpoЯTl{остЬ Toгo' Чтo 3a вpеilrя Т откaх<ут

poB}Io три эЛen,IенTa'

Peшениe. Пo усЛcвию' n:l000, P:0,002, nl:3. Пoскoльку
чИcЛo n веЛиlto' a веpoЯтнoсть p \цaЛa и эЛеMеllтЬI paботaют неЗaвl't.

си}ro' Boспо-!Ьзyе}',It]я фоpl'lулoй Пуaссoнa. llaйдеlл x',: x,n--tlp-
: lc00.0'002..= 2' L1скqмaя веpoятнoсTЬ

93 o-2 L
Prоoо (3) - ? : t .0' l3534 : 0, 18.

B oпpосЬl дЛя сal{oIIроBepкIi
1 Гrhr,nrl....т:n',:iт. ..,',..- aiiсI1o}'IЬI теОриII вeроятI{Остеii ll сleдстB!lя !i3

IIих.
' 2. ,Д,аliте клaссilllесi(О. oil1]едеЛеяиe Bep0ятI;0с]'ii' B чеll оосr.оtlт

p aзлиtlltе l!! ех{дy Ё e9.сяТнoсTLiо и oТttoсIl'геЛЬllоi.I Ч асTL.тoii ?

3. lЦaйтe опреiелeниe усЛoвi{oй BерoятIloсTп, Kакие сoбьtтIlя lia.
3ЬIBaюIся Iiезаsис:ll'1L.l\1ll l

4. .(airтe oiii]eдеЛeнlle пpotтэвеДeтltIя сoбьlтпr.t, !.oка:ките тeoрr11ьl
yМнo)i{еI{llя.

5. Докaж r lтс t|iоp l: v.ту пn.';llci,i BерoятtioстlI.
6. .II'ока;i<tiте форl.l-y"'lу Бaйесa.
7. Д.aЁlте oIIрeде"I]е"-ll:о пcс'1едОBа.tе;iЬнoсти IIe3азtIсимЬIx IlсIiытa-

ItIiй, и3лоx{ите схеllY Берн1'ллrl lt дoкaжите форl'l1,'лу Беpнvллll.
B. С(;оplt-v"пиpу]",Iте .lОt{аЛЬtlуЮ Tеopeмy l'lуaвpe-ЛапЛaсa' дoКa.

х{!Iтe Teopе}Iy Пyaссоi;a. Koгда примевЯIотся ЭTlI тeoрrr1Ьt?

2. Cлунайньte веЛич}ltiы

Лит.epaтуpa. [8], гл.5' s 1-6' задaЧи 2,4,ь,7' 9' 11, 16'

|7,2$; гл.6, s 1-5, зa]аЧ'i 8, 10-12, 16-18, 22; |a], гЛ. ХХ, s 7'
9*17, yпp' 14-26' 30_33; [9] , u. II' гл. V, $ 5, 6' 8-10,"|4, зaдaпп
826' 827' 830, B3E, 8о2. 378; [8.|, гл. 7, s 1_6, зaдачи 1, 5-B' 1l, 13,

14_16; [9]' u. lI, гл. \,., S 12, l3, зeдaqи 864-866, 869, B70.

oсoбoe вн1l].1aнliе сбpaтитe нa тeopеI{Ьi' KoтoрЬIe пoзвoляЮт нali.
ти верoятI{ocть пcпe,].a:i11я слу.lайпоri веЛIIЧIIIIЬI в зaданньttl I{нтeрBaЛ

{[s],, гл.5' S 2,3; [4], г.l. Хx, $ 12, 13).
. Прrrrtiep 3. Сл1'наirнaя Bе,IiиЧинa Х задана фунIruией рaсIIредr.

лeI{Iiя:

[0 при'\<0,
F(х):\'хl2 при 0aх42,

L 1.. при x)2,
Найти веpoятt]ссть тoгО, Чтo в pезyЛЬTатe I{спЬIТаI{liя сJ.]yЧаiiilая Be.
лltЧиIlа X пpirrtет зIiaЧенiie' принaд.:IeжaЩeе l]IiтеptaЛy (1i4' 1)'

P e ш е н и r. ИсKоl'fая BeрoятI{oстЬ pаBlla пpирaщеrlию функши;т
paсIIpедeЛенI{Я 1{а зaдaltнcм интrpBaлe:

P (|l4 <x < l) : j.. tl) -_Л (li4).

lui



Taк как ile 1i!]терваЛс (il4' \) ' пo yс.,lоBllio' F(х):хl2, тo F(l)_
-F(ll4) : 1 i2-1 lB:3/8. i,1так, P(l/4<х<1) :3i8.

Ilрi;эrер 4. С"iуuar:iная BеЛ}lЧиНa X зa1'aнa фyнкuие;? pаспpeдeлс.
IiIIЯ' I1рll'e.]'еtiiloй в За;':lЧе 3. Tребyется: а) наftти п'loтIiОсть paспpе.
деJеltия верoЯтlloсTеil; б) пспoльз1я пЛoт}loстЬ рeспpeдеЛеIrия Bерo-
яTI{oстей, нaйти вероятIloстЬ тогo' чтo в pезу.'IЬТaте исIIытаl.IIrя сЛy.
чаi,Iнaя вr,1tl:]uIlа.{ пpиrreт 3нatlеl]iie' пpl,тIlадЛе)Kащeе иItтерBa!'iy

tr/4, 1).
Р е ш e н ll e. а) Hаiiдel,r пJотIloсTЬ paспpeдeлсlllrя вepoятнoстей

P.rk), д'lя tlегo пpолItффepeнц}lрyе}vr пo .r }lнтeгpa,lЬ:rYrо фуi]кциIo
F (х):

r0 Пpll .t{0,а, Pх(х):Л, (х) :11l2 пpи 0aя-<2,
l0 пPи.r)2.

б) i,Iскоl',raя БepоятiiостЬ тoгo' чтo в рeзуЛЬтатe испьIтaнI{я сЛуi
uя ijrrз <т RA пlIuiliIf Y пr'.i}Il{еT ЗitaqеItlie' пpIiнajIлeжaщеr и}Iтepвалy
(|14, 1)' pавнa OпpсдеЛеllнolvly }lIIт€гpа;T} B l]pедeЛах oт 1/4 дo l от
п.,IUТhOстII pаспpе:е.lсHия веpoятltoстей:

/t \P{;<х<l ):\т t

i ' I l' 'r. r\ 3
l -;d,:;хl :;{I_;,: я.

- | & \ at
lt+ l1/{

РеItоl'lенд1'eтся сa\{cсToяте'',iьIio пoсTрoить гpaфики функuии paспрr.

де",Iоilия и п,1oтнОсTIt распpeдеЛеl{ия вeрoятItoсТеft. 3аliетиlr, uтo в [4]
п!.]оТl]oстЬ рaспрeде"'lеIrlrя верoятнoсте,i Р 

' 
(,v) oбoзпa.iается чеpе3

f (х),
Поttятпя r\lатo1llТlirlесIioгc oil{i!дa}]It't дисilорсI,Iи it сpeдrieгo I{вад.

paт]irlескогo отl(Лol]elir-lя ЛpIJI]даЛe;I{I,lт к Ч!tс.qy нallбoлеe Ba}кI{ьIx' пo.
этo]ly peltlенlilo 3адaЧ 1lа усBсеrlIlе этttx пошяти11 rleoбхoдиltо yде.
лить осoбое tsни}laiIl.iе"

llpиltep 5. Ilaйтrl lleTеIlатllliесKoe o;Kидalt!]е' дllспepсию и rрeдi
!{ее iiвaдpаТиlleсксе cTldЛоr]енllе дilскpетAlоli слyuаiiпоiI BrЛиЧIIнЬt Х' 3a.
дall Ilоit с..lс-].}'ICЩl j 1l заi(oIio\1 рa с:IPe.Iе.1еlIilя:

хi
I

Peшен ие. Нaйдеll искoмor t,{aтсllатItческoе oжидaнtre:
М ( X ) : у,p' * хzPz: 1 . 0'2+2' 0'8: l,8.
Зaпишeм зaKон paспpедeлецпя X2l

0,80,2

102
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22

0,8n9

t

!I
t
il
{

}{ а:"rдем lJ a тe N'! а тиЧeскoе olкtlда нltе Х2 :

iх,) : 
"?pt * Ёp,: 1'0,2 + 4.9,g : 3,4.

I.I aйдelr llсltl]мyю д}rспеpсию:

D (х) : Л4 (х,) - [.44 1х11t :3,4 - ( l ,в1z : З,4 _ 3,21: 0, l6.

Iia irдеl'l Iiсi{o}1 oе срeднэе Kв aдр aтt{ческoе oтклoileн Ilе:

o (х) : 1r D 0\):{a,15:0,4'
Ерипrеp 6. !.искрeтнaя слуuдi111дn вeЛIiliинa Х lrмеrт TonЬ'io .1в3

Bo3ivtО'liiiЬIx 3яarlеilIlя: х1 I1 х2' IlриЧetr{ х11х2. I1'aЙти 3aIiorr рaспDе.
целен}!я BeЛIIЧlliiЬ1 Х, eсли llзBecтнo' нтo l\4(X):|'4' D(х):0,2,l lr
gеpо,ITt.(oсTЬ p1 тoгo' uто Х пpимет значeниe .т1, pавнa 0,6.

Р e ш е н и е. Cумма вeрoятностей Bсех вoзмc)l{ньIx знaчениit Х
рaвнa ед!tнице' lloэто}ry PepoятIIостЬ р2 тогo' чтo Х пpiтIttет 3Ha.{еiri{e

12, pДBilД 1-0'6:0,4.
3aпишем зaкol{ pаспpeделения Х:

, J 0.6 0.4't
.Ц,ля oтьIскаrrиЯ X1 |t X2 сoсTавим двa ypaвнeния. Унi,tтьrвая' ито,

т{o yсЛoвию, 
^1tх):1,4 

зaпlttшем первoe из yрaвнeний:

0,6х1 -l_ 0,4х': |,4,

Пpинимaя Bо вн[{}taние' чтo' пo услoBItю' D(X):g'21' и испo.IIьзyя

фopмyлy

D (Х) : hI (х2\ _ |^4 (х)]",

нaпишем BToрoе уpавнeн!{e:

0,24: о,оx|* o,aх?,_ (I,4)2, или 0,6.r?+ 0,+х|:z,z.

Pешив сllстеrry уpaвнrний, наitдем дBа pеl!ieнlrя: .Yr: i, Хz:2 Ц
;[r:1,8' ,r:0,8. Пo ус.iовию, Xi1Xz, ПОЭTОМy зeдaче )'r.oBЛrTBoряеT
толЬкo l]eрвoe peше.'irir. Taкиtr{ oбpaзом, искor{ьIй зaкoн рaспрeдeле.
ния иМeeT Bид

i
I

I

I

I

I
I
I
1

^1

r03
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li

XI

,l 0,6

Пpи ре:liенliи задaЧ на oтьrсl(aниe дисIiерсI!и вrilpepЬIвнoй с,!y.
.Iajjной BелrIЧ}IIlьi Чaстo вместo фopl,ryлы

b

D (.Y) : 
.| 1' _ лt (x)]: Pх (x) d.t
Ц

вЬIгод1l o tIспoJlЬзовa ть р ав].ioсllЛьtiyю фopмy.пy

b

D (X) : l хz Pn@) dх _ 
|/\,I (X}1,.

a

(Aналогц.tнog зaмечаt'lir oтlioсllTся и K сл.vI:аtо, кoгда пpедeлЬI Il1ТтеГ.

р;.IрoBaiitiя бескoнeнньt.) Pекoпlенд1'еl't вЬIBeстII этy фopм1,.тy сaмoсToя.
TеЛьrIo (в пoрядKе yпpах<нения). .Ц,ля тoго чтoбьl из первоli фopмyльl
IloЛyЧiiTь втоpуlo' нaдo BoзBeстtl в квaдpaт paзiloстЬ' cтoящуlо пoд
зПaкol,! иIiтегpaЛа' и paзбить пoлyuенньIй ltнтeгрa.'I нa тptl иIiтеГpaла;
3aте]!' сЛедует вЬl}lестIl зa 3нaк инTeгpалa пoстoяl.ltlЬlе веЛIt.i]llrЬr (['a.
темaTrlческое о;Il}IдatIие eсть lroстoяtll]aя BeЛиЧиrIа) и пpинять вo

b

вIIIIмaниe' нто J хPх(,т)d х: M(X) пo oпpeделеllиlo I\{aте}'{aтIIЧескcгo
a

ох{}IдаI{!{я непpepывнoй слуuaйнoй

г''t. 5, $ 3; [4], г',r. xx' s 12)'
Пpи рeшeнtlп зaдaq пoлезIlo tllt{rтЬ B вид)r' чтo eсЛи кpиBaя paс.

fiiедe.liения (гpафик фyнкшии Pх(*) симпreтpиlllla отнoсIlТелЬl{o пpя.
lтой .v:C, тo мaтel.{aтиqескoе o)I(иllаIJие DaBнo c.

Гlplrlrеp 7. Heпоеpывнaя слyuайная вeЛиЧtlilа X зaданa пЛoтIio.
стьЮ BеpoяTнaeтв' Pу(х):(1/2) sin.r в иilтеpвалe (0, п); внe этoгo
}Iнтepва.тa Pr(х):0. [lайти мaтемaтическoe o)кI-IдаItие и диспер.
спю Х.

P e ш е н и е. Заданная кривая распpeделеIIия сllмметрttqнД oTI]o.
сIlтe'lЬt]o пpяlvtоrl х:т7l2, пoэтoмy fuI(х):n12. .Ц.испеpсию нaйдеM IIo

форltуле
b

D (Х) : 
.| х? P * (х) dх - |^4 (X)1,.
а

Пoдетавив в нeе zИ(Х):ri|2, a:0, b:п, I'х(хJ=||!2) sinя, пoлy.
Чlll'

t04

b
Г ^ , ''вe']итIt.lllы; \ P.v(х)d.r:l ([3]'
.а



D (х):

,П.вa;кды интeгpilруЯ llo !iaстЯll' нaйдем

УчllтьIвая этoт рeзyльтaт' пoЛyЧаеI'I исl(ol{уlo диспepсию D(х)-
: {п, _B) /4.

Beсь п;aтеpиeл, cтнoсяlцirйся It нoрМа,цЬ}lor1y рaспpеделeI]il;o
([8]' lЛ. 5' s 2' 3, гл. 6, $ 2' 3; |al' г.,I. Xх, s 15_17)' дo.rх<eн быть
и3yчеIr cсItoвaте".,IЬнo' тaк кaк нa прei{тllкe нoрмa.nьтIo рeсr-ipeдeЛен.
HЬIе с'rучдfig5le Bе;iiЧI.:ilЬI 5стретjeioтся c':снЬ riaстo.

BoпpoсьI для сaNlcпpoверки
. 

I. .Ц.ar1те oпреJе"'IеirЦe слуuaйной веЛиЧIlI-lьI. Пpllведt;то пpиl.{rpЬI'
2.,Ц.айте oпредeлеIrие фyrrttIцпlt pаспpeделеirlrя сЛyЧаfillo}t ЕeЛИЧtt-

IIЬI и дoкaжllтe еe свoйства.
3. .Ц'aйте oпредеЛеHlIе плoтiioсти paсI]ределеI-rия BерoятI{ocтей и

дoкажliтe eе свoЁlствa.
- 4. .П'аЁrтe oписaltия дисI(peтllьlx и i{епрeрЬtвItЬIx paспpедеЛeниii;

бинoмlta'rьнoгo, пуaссoнoвскогo, Гeoп{eтpиЧесKогo' ги{Iеpгеol'{еTрЦЧе.
сKoгo' }IopitaлЬI]oГo' пoкa3aтелЬ}loгo' paBн0MeplloГo'

5. I(ак найтп веpoятнoстЬ пoПa,цаIillя с.гiyчaйнoil вe.;lичltньt в зa.
дaнI]ьIi{ интеpвaл. ес.цн oнa paспpeдeленa пo нopмaЛЬвoilv li,il]i пoка.
зате'.lьнonIy зaкoнy?

6. ,П,айте oпpедeЛение l{I]oгo]\tерI{oй фyнкции рaспpедeлeнпя слу-
чailнoгo вектopa и pасс\IoтplJтe сoB}IестнЬle paспpeдeЛе}Iия двух сЛ:i.
ЧаI.{тtЬIx вeлиЧ}iIl.

7. Kaк нaI1тп ЕepoятI{oсть пOпaдaния пaрБI сЛyqaйнЬlх вeЛlrЧltlt в
зaдaаньlЁt пpямoyгoльниtt?

B-.- СфopllулlIp1.йте теopelrЬт o нeЗавIlсимьtx слyнaйнЬlх велItчи.
tlаx. Чтo лpeдстаBJяет сoбоir pаспpедеЛенIle су}ll1ьI незaвIiсиil{ьIх с'1y.
чaiiньlх вeличин?

9. .E.aIlтe onрefе,'Ie}lIIе }rате\taтllrieскoгo o;кидallия слуualiной вc.
лllЧиllЬI и .f окa){]iте егo свoйствa.

10. Д'aйте oпpедe..Ieние дIrспеpсиII слyнaйноft вeЛи..{IIIIьI и дoкa.
)ките ее своIiства. ll 1 п^a-^ ^.^^.^-.ll. lдaiiтe oпpе.1е..jеlIие сpэдI{егo квaдpaтичiскoгo отKЛoIlеI.lIiя
слyuaI:lнoii веЛ}ltiilнЬI и укaжитe егo преI!}'yщeсTBa пo срaBrjeнию с
диспеpсrtе11'

12. Чтo тaкcе rioвариация дBуx C.{yt1д,i"o'* величиlt? Чтo нaзьI.
вaeтся кoэффиtlileнтом l{oppeляц}Iи }l IiакoвьI егo свойствa?

l3. loкaжlrтe нepaвe}rстЧo ЧебьIшeвa. Cфopм1'лируliTе тeoрeмy
Чебьlrшева.

14. Что нaзьiвaется xapaктeристическиIr{и фyнкциями слyuat1iнoй
вe,rичины? CфoplIy,rиpуйте иx свoйствa.

- l5. Cфоpl'lулиpуirтe цeiiтpаЛЬilyю npедeлЬI{yЮ Tеoреl{y и тeopc]rtу
JlяIIyнoBa.
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3. Цeпи Л{aркoвa

Литеpатyра' [8], гл. 8, $ l-3, зздачrl l-6, B, 9.

Qсttью Ма pкoв а tlaзЬIвают IloследoRaтеЛЬI:остЬ !iспЬIтaнtrt:i, в ка;ii.
дoм и3 l{oтopЬtх системa lrpи}Ilir.larT одIlO из /з сoстoянttй, oбlaзyЮ-
щих т]o,цllyЮ гpуппy' пpиЧeill усЛoBItая BeрoятiicсTЬ pii(sJ тoгo' Чтo
в s.}I испЬIтaнии сIlстеп,Ia бyдeт нaxодиTЬcя B сCстoяlr;iн f, пpи yс.;ro.

Bии' чтo в (s_l).lt PlспЬlтallиit oiia I]а\oдl1.reCЬ Е CCCТoЯI{ltп i, нe зa.
вl{сиТ oт ре3)lj{ЬтатoB oстa']ьнi,Iх' рaнее прo!t3Bi]Jе1!IiЬ1х iiспьtтaний.

О ОнopoОнot| I{азьlBаЮТ цеltь &lаркова, ес.'lll }'eЛо!]itaя BеpoяTIJoстЬ
pi7(s) появлснllя собьrтий l[1 в s-}! испытaItIIи пpи },с,1oвии' tlТo в
IlpедIueсTвyЮrцеl4 (s-l ).м l'lсг!ЬIтaнIt}l }tаступиJ-Io собьlтие .4;, нe 3a-
висит oт нott{ерa испЬlтания (илll, uтo тo жe, oт врeмени)' Пoэтoму
вместo p'r(s) пllшyт пpcстo p,l.

Bеpoятнcстьlo nepехodа, (tl,лu ttеpехoОнcii верОятнacТbю) pij Р,1-

3Ьlваtoт yсЛoBl{yю Bе!]oятtIoсTЬ тoгo' Чтo l13 сcсТcЯн!rя i (в кoтoщ''r
с}iсTе}la oкaза':iасЬ IJ p.3y'lЬтате I{eкoтopoгo испыТaн!Iя' бeзpaзлиuнo
с кatiI1l,t нопleрolt) B lIТcГе с.lедуiощeГc испЬIтаttl,tЯ сl1сте:-Ia переitдет
B сoсToЯ}lие f. Тaкнlt oбразом' в oбoзначeнии pl7 пеpвЬIii Itндекс уI{а.
3ыBaет нoмep пpeiцшeсТвуloЩсгo, 3 втоpоft _ номep поeЛeд)'ющeгo

.сoстoя}iия. Hапpllмеp, p11- Bepoят}toстЬ <<пepeхoдa)> IIз пeрвoгo сo.
cТoЯtlИя в l]rpвoе; ри _ BеpoятнocтЬ llepеxо.цa I{З втcpoгo сoстoЯt{и,q
в тpeтЬe.

Пyсть ul'lслo Ьсex вoзмохtнЬIх сOстoяIll1]"1 riоt{eчнo lt paвнo A.

h!атpuцеtl nеpехaОа сt|сТе,friь! liа3Ьlвaioт Maтpицy' t{oтopая сoдep.
}i(}lт Bсе lIOp0хo.ЦHЫ0 BеpoяТностtI этой сttстепiьt:

Рtz ., , Ptн

'Р1z .,.,. ,Рz'n

Phz "' Phk
B l;аждoй с1poltе п,Iaтр],]!iЬI пoьreщеi{ЬI BеpcЯтgcсти сoбытий (пe.

реxoдa сисTеNiЬI иЗ сoстcЯнltя i в сoс1,oяl{!lе j), кoтopьtе oбрaзyю.г
пoЛIryю грyппy, Ilоэтotry сyl,!I\!а Beрoятt;oстей этиx сo6ЬIтий paBнa
еди}lIlце:

oбoзнaчим чrреJ pi,('?) Bсi]oятllэсТЬ тoго' чтo в peзyлЬтатe rl
шaгoв (испьtтаlliill) rllс,ге}!a 

.перriiдет !l3 состoяl{itя i в сoстoяниe 1.

lianpиlrер, pzь(I0) 
-ЕеpoятI]oсть пepеходa зa -l0 пraгoв из Bтopoгo

сoстoянi{я Е пятoе' oтпtетtrrt, чTo прII п:1 пoЛyчaе},{ пepеxoдI{ыe вe.
pОятHoсти pl' {|) : p;..

п^^-^.''^.ilULldbllцi .Jdдa.l,\. Ji{aя перexоlцнЬlе вepoятHoстll p'j, ЕайтIi Bepo'
ятiloстIt pi;(n) переxoдa систeil1Ьl !l3 сoс,tcяllliя i в сoстoянttе j зa B
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Ir]агoB. дЛя этсгo BBедем llрolrеlнyтoЧI](rе (Ivle)r<дУ i и i) сoстоянпс l'.

fipугиlrи сЛовaliи. бi'деl't сutiтaтЬ' ltTc 
'iз 

П€pBoHiitiаЛЬiloгO сoстo:tвlтя
I Зa n| шагUaв сIlстсl.,rа п.рe.i;ет в пDcl.tе}ii\тoЧнОе сoстoЛt1Itе r с Llе.

рoflтIloстЬlо Рi,(ttl), пoсЛе чеГо 3a oстaЕшIиесЯ |,!_n1 шJаIoв li3 IIрО]!,tе.

)i(\'тoЧtiогo сссlLhн:!Я r сt;a поpе:"l;ет B I(oli.'ЧIloе сссТoяiIис j с веро.
ЯТlloстЬIo р,-1{n-tп). По фopllу're irc'iноil Б'..рo'l'IнoсTr{ IlОJl\Чаем

h.

Рt j {lt) :2, и \п,) p,i (n - nф,
r:1

Этy фopпlулy IiaзьIBeют pавeнсTro.1t lLаpкoва.
Пottаl'кеl,l' tlтo' зiraя все перехoд1]Ьiе вepoятнoсти pij:lJii(l), т r.

3I{aя матр}rцy Р1 пеpехo!a ll3 сосToян}iя в сoсTоя}tие за oдlill IIJaгt

lrожнo нaйтIt BерcяТнoстП p; {2) перeхс]а }1з сoстoяI]иЯ ts сoстoяIiile
3а двa шaга' a с,lе.1oвaтe".lЬllo, tl сar!У..i.{атр,цy пеirеroда Pzi пo tтз.
Beстнofl IvIaтpi']це Рz Mo)кt{о нaйти llаTрtlцу Р3 пeрехoд21 liз oдlioгo
сoстоЯllия в дрyгoе состoяil'Ie зa трit u]aга }I T" д, ,цеliсTв}IТ€.liЬIIo, Пo.
naГaЯ n:2' ln:| в paвeнстBe i,lаpкозa, полyчil,r,I

h

pti \2): Е p;. (l) P,iP_ |),

Pi: {2): Рт j'

C помоutьlо этоir фopмульt ltoltнo l:aiiтl,l Bсе верoятнoсттt р;, (2),
a сЛeдoвaтеЛЬl.io' It сa:1У \lаТPIIцy P2' Таi< I?.xii ]\'aтpIlЧIlce I1сЧ}iслeflиe
Bедет it tlе.i:l бьtс;рt.е, заПIiЦF-i!t вЬITеr.;аICi;l.. 1rЗ Пoj'l'llОilНoit форм3ты
сooTljоillетIilе в }.{аТр:lчI]cil фсрrlэ :

Pz: Pt.P,: Р? .

Пoлaгaя |т:3, пt:2, a]ia,lсг;-Чlio ПОЛJ111111

P": Р,'Pz_- Р;.л? ..р;.
h -r1б 00щelt с,l}.Ч.е rll: r i.

Пpипrep 8' 3aдaна ]1aтрицa перехoдa

o_14,4 0,s \'t-\0,3 0,7 )'
Haйти мaтprruу пеpеxo.]з

Pешен иe. BoспoЛЬ3уeillся фopмyлoil Pz:P?:
i 0..1 0.6 \/ 0.4 0,6 \

л, :(o,з 
o,z /l o'з o,7 ),

S n.-

^ | Ptt (2) Prs (2)\..: 
\р,, Р) pzzР)l,

t0?



Пepеltнoжив м aтРI1цъIl oI{oнЧaтельIto пoлyч ltlrt

"":( 
o'34 o'66 )'" \0,33 0,67J'

BcпpoсьI дЛя сal{oпpoBeDки
I. flаliте oпDсдeле:lие цепи Дlapкoвa и сфорil!уЛt,Ipyйтe ee осi{oB.

нЬle свoйствa.
2. Что наЗЬiвается пеpеходнoй веpcяТIroстЬю (верoятностъt'э пе.

pехoДa) ?
3. Чтo нaзьlвается стaциОI{aрнЬr:lr paсПpeдеЛrнllrllt?
4. Cфopмyлli pуl.iте теоpеl,ly o 1l редe.[ьньl;t ЕepoяTi{осТя х.

TЕ j\{A Хx i\I' Э"Ц Е]l1Е НT Ь1 
^\ATЕД,lА.ТРILIЕс 

KoIl CTAТI,IсTI.] кLi

Литepатypa. [B]' гл.9' s l-B, задaчll 1,7-1a lв,20; [+] ,

гл. ХХ, s 27_30, 
"vпp.34-_38; [9]' ч'II, г'r. V, $ 16, зaданa B91; [8],

г;t. 10' $ 1_5, за,laчlr i-3, B.
olтдr:::тт I:r,т.nт..'r 

^г-,lрeде.rяlоТся oдlIlI\,1 tliiс.(о}l' |1^зЬ1Baют T oц" е | L.

ttьt.lttl. l'alpв:.lr:p, вltборо';нeя (стaтистиЧeс(aя) сpедl{'tя и вЬIбоpоЧ.
нaя (стaтitстl-l.iесtiaя) дitсПеi]сilя * ТоЧeч}IЬIе oценI{и' Пpи lиа'loм uис.
ле нaблiо:енl;ir этrt oцcllriи nloгут llpl,iBoдпть к гpубьIll с'lшilrбка.'.т'
tlтобьl llзбеllзТЬ этих ошtIlбоi;, }lсIio.lЬз]IlоT ui7Tеpвалt1|rьIr oцеIlti],r, кo.
торыe oПре.цеJ9lстсЯ дBvr\{я ЧисЛartl{ _ t{oil]{а]'I!,l t.ll]терBаJa (в котэ.
рОм ЗaK;ЮЧе]Iа oцениваeмaя Bо''II]ЧI{I{а с зaДaнriоii верoятпocтьlo). Та.
к}!l,{ oбрaзОrI, задaliа свoдится к oтЬIсlialIиIо Tакcгo иI{тeрBaЛa (eго нэ"
3r{вaют Оoвеptiтеlьн.ьt.tl) , котоpьrii с зaдaнIioй BеpoЯтностЬю (еe нa.
bываtoт l7а0е.JtLiolьiо) покDьiвает oцeнlrвaемьtft пapaь{еTp. Haи6олeе
tlастo }Iадежнoсть ilpЕI;tlt{aют paвнoil 0,95 и.'rи 0,99, и"ти 0,999.

B нaстнoст;i, пplr Hаде)i(ЕIОсти т:0'95 ДoвеpитeЛьiIЬIй интeрвал
дЛя oцeннlI \1аТe]taтиЧес!toгo о}Iil,IдаIl!iЯ 0 Eоp}Iа"rIЬI{oгo рaспpeдe.l]e.
нпя (пo BЬtбoрoЧi]oii средllей r вьIборкll объемa 

'?' 
пpи rI3весTI{oI'"{ o)

шахo.1ят пo фol):.li.,lс

i_t,sо j=< (l<i+ l,96_:..У" Y"
B обoзнa.teнlях [4] (г,т. Хх' s 29) фоpмyла пРLltlиl'lает Bl.lд

.: - r,96 *}- <a <in**+ 1 , 96 _L ,

t/n Yn
Если довеpите.цьньlil lIIlTеpвaЛ наliден, тo с нaдe}кпoстью 0,95

l,tо}t(lio считaтЬ' Чтo oценивaеl,Iьtli пapa}leтр зaltЛючеtl в 9ToI\{ иttтеp"
в a;]е.

Гlpимep tr. Нaйти дoвериTеЛЬltьili иtiтеpвaл дЛя оцет{кtl l,Iатril{а.

тtlЧ'.сi{oГo oiI{идaния o I]op\,{аЛЬtIоГo рaсIIpсдеJiеttиЯ с IlаДе}1{iloсTЬrо

0,95, знaя вьiбоpo,iнyю сpeднюlo i: l0,43 (статllсi'иuескyю сPeднIoЮ
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,,2;), oбъеI'' Еьlбoрtiи (ul,tслo пaб.пю!eнllй) rz:100 и сptЦuеe квa,Цpa.

тltlieскоe oтклоненltе o:5'
Р о ш е il и е. Boспо,1ьзyeI\,Iся фopм1'лoй

i- r,e6 ;l=." <?+ r ,s6->,
V,t \n

f^-^-^----r rOlс'l аiJ.iЯ,l дaliныr' no.',Ii/Чaо1l

l0,43 _ l'96.(5/10) < с < l0,43 + 1,96. (5/l0)'
плп oкoнчaте.rьriо 9,4б (с { 1 1,4l.

B оп росЬI дJя сailoпpoвepкII
1. Чтo нasыЕi-lсТся вЬiбoркol.i? I]aпilшитe фoрмyлу ДЛЯ BЬIllr]CЛ€.

tIltя вьiбоi:очноii среднеr.i.
2' Keкие оценlirI ЕiaзЬIsaются точeчtIьiми? .П.а.riте опpеде.;10Н!lЯ liQ.

сt,iеtЦeннoй 11 сoст.Jяте.'iЬтloit оцеtiок.
3. Kaltliе cuеiil(Il яв"liяIoтся !lнтeрва"тЬньIми? B кaкlIх сЛyчаЯ* с-е.

д}'ет исI1oлЬзoваТ Ь ll1lте la в aЛЬI]ую oцeнI(y /
4 ' Д.ля ЧеГo с.!y)к]jт ltетод нaitбoлЬшeгo прaвдoпoдoбия? I(ак ltьl

пo,тЬ3oватЬся д-Ilя дljскpетt]ЬIх ]l непреpЬIвtIьIx слyuайньtх величин?
5' Кaк нaйтlt дoвepителЬllЬtе интeрвaльr для oцеt;кlt мaтемaTflтIе.

сI{oгo o}I(идаI{I.lя нoрl{ аЛЬIIог6 р aспpе.п.eлен ия?
6. .(aiiте oпределeiII{е сTaTI-iсТI,tЧeсKofi гипотезьt, т1pиBе.(иTO ПpЕ"

I\'еpьI стaтtiстиЧескoll пpoвеpкIl гI.iiIoтeз.
7. \aЙтe oпредс,'lенl!e слyЧaйнoгo aрoцессa. Что нaзьtваeтся pea.

лизацией (илп тpaeкториеrl) слyvaйпoгo прoцесса? Kaкori прoцeсс на.
3ьIвaется пpoцeссorr с незaвIlсIllt{ьlilIlr пpllpaщеI{иями? Излoili}lте сущ.
lIoстЬ пyассОнoBсlioгo пpoцeсса.

Пoсле из1.uенIlя теit ХХIII ll ХХIV вьrполн|1Tе Ko||TpoJ|b|1gto pa.
бaтu 12.



3AдAЧи,цЛя KонтPoлЬtIЬIХ 3AдAн l{и

t. Элeментьt вектoрнoй aлгeбpы ll aflaлитl{ческoй гeoмeтpии

/t_l0..[.aны вектоpЬI a(o1; аzi аз\, b(0rl 0l; b3) , с(с1; с2; с3) lt
d{d; d2; d3) в lleкoтopом базисe. Пoкaзaть, чтo вrктopы a, b, с oб.
paзуют бaзиc и нaйти кoop,п.иItатьI веKтopa d в этoм базttсе.

I. a( l; " 2; 3)' b (_1;3; 2J' с (7; --3; 5)' d ( 6; 10; 10.

2. a( 4; 7;8)' b ( 9; l; 3)' с (2; -4; l)' d ( I; --13; -13).
3.a(8; 2; 3)'b( 4; 6; 10)' с(3; _2; l)'d(7i 4i 11).

4. а(l0; 3; t)' b ( 1; 4; 2), с (3; 9; 2)' d ( 19; 30; 7\,

5, a{ 2; 4; 1)' b ( 1; 3; 6)' с (5; 3; l)' d (2-{; 20: 6).

6 a( l; 7;3)' Ь ( 3;,t; 2)' с (4; 8; 5)' d ( 7; 32; I{).

7' a( |; -2; 3)' b ( 4:7; 2)' с (6; 4; 2), d (|4; l8; 6).

8. a( 1; 4;3)' b ( 6;8; 5)' с (3; l; a)' d (2i; 18; 33).

9,a( 2; 7; 3), b ( 3; l; 8)' с (2; -7; 4)' d (16; 14; 27),

l0' a ( 7; 2; l), b ( 4; 3; 5), с (3; 4;_2),d ( 2; _5; _l3).

ll_20. ,Цaньr кoopл.инaты вepш]т'IЁI пирамIiдьI А|А2А3А{. HaliтlI.
l) длинy pебpa А1A2., 2) vгоь мeiклу pе6paмя АtАz и ААцi 3) yгo.'l
!'е)к.Ц.у peбpoм АtАц tl Гpal{Ь\ А}2Аg; 4) плoщaдь гpaflш ААА*
5) oбъем liирafu!идЬI; 6) l,paвнения прямой ААz; 7) yрaвI(еI{ие плoс.
кoстн, А1А2Аg; 8) yравriеrrliя вЬIсoты' oпyЩeнной иi верцIиIiы д4 }ta

гpaнь А1А2А3. Сдeлaть чеpтe)K.

||' Ц { 4; 2; 5), Аz {' 0; 7: 2\' Аз (0; 2; 7)' .4д( l; 5; C).

|2' А1( 4;4; 10)' Аz( 4; |О;21, Аз(2i B; 4), /l (9; 6; a).

13. ztrr ( 4;6; 5), Аz( 6; 9; 4), z1'(2; i0; l0)' Ц {7; 5; 9).

1+' д. (з; ь; 1), Аz( 8; 7;4J, lз(5; 10; 4), Ц $; 7; B).

t5. l1r (l0; 6; 6), Аz (_2; B;2), Дз(6; 8; 9), /* (7; l0; 3).

16' 11 ( l;8; 2)' Аz\ 5; 2;6)' 1з(5; 7; 4)' /a (a; 10;9).

17' ,.11 ( 6; 6; 5)' Аz ( 4: 9; 5), Аз(; 6; l1)' ,4n (6; 9; 3).

l8' /rr ( 7; 2; 2}' Аz( 5; 7;7)' 1з(5; 3; |), Аa (2; 3; 7).

19" lr ( B;6; 4)' Аz( |О; 5; 5}' lз(5; 6; B)' tс (B; 10;7).

2J, А1{7;7i 3),, А2{ 6; 5; 8), lз(3; 5; 8), ln (8; 4; |),

21. Уpaвнeние однoЁt Il3 стopoн кBaдрaтa х*З!]_5:a. Сoстaвить
yрaBнеl{ия Tрeх остa.пЬI{Ьl]t стcpor{ ква.Цpaтa, если P(_1; 0) _тo.rкl,t

riс?есечеlltlя eгo ди aгонaлeir. Cдeлaть iiеpтеi{<.-

llь

f,

t

I
f

t
I

N

t
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22. laяьl урaвIiеIrilя orlt]O}pt из стоpоll рс.lrба х_З!]* 1C: н oд.
Iiоil иэ eгo д}!aгОIJa.цefi х+4g:-4:0; дltaгонaли роvбr ileресеIial{)iся
в тcчкe Р(0; l). ЕIайти уpaвнеi{иЯ осTaЛЬllыx стОpОll роrtба. Сделa,rь
t]еРте:i(.

/d 23" Урzrвliе}i;iя дByх стoрoli пара.'l,lеЛoгpa}Ir'а 'I+2y+2:0 lt

.ч+a_4:0, а vpaвненIlе одtloit из егo дIlагol]aJeii .v*2:0.. Нaijти
}:оopдiiнaтЬI веpшrlн паpаJI"'le'loгpalt rl а' Сдела ть чеpтe; ji.

24. !аны llве веpшllilJЬl ,4(-3;3) п B(5; -1) lr тoчкa D(4; З)
IlеpeсечеIl!lя вЬIсoт тpeyгo!'tьttIiкa' Составить уpaЕ}iеiiиЯ е.o стoрoш.
r'-^-^--Ч.дl/ldlb ччРtсл\.

25. .(aньr вeршиньr А (-3;
АBСD {AD||BC) . l1звестпo, uтo
Д,йкyляpньl. Найти коop;iItнaтьl
чеРте){<'

26. '['aны ypaBяeния дByх стОрolr треугo.'lЬI.IlIкa 6х-4g.| 15:0 и
4.t+,-9:0. Егo nteдпаны пeрrсeliаются в тоЧaе Р(0; 2). Coставить

уравI{еtrиr тpeтьеi:t стonоtIЬt Тp€}ГoЛЬнIiKД. Cдrлaть чepтe)к.

27. Д.аны двr BеpшllньI А(2: *2) и Д(3; _1) tt тorlка Р(1; 0)

пеpеееЧell!Iя l{едllaн тРryГОЛь}iliЁlа .48С. CостaвilтЬ )/рaBне}iие вьIсoт],I

треугoЛЬIil]кa, прoвсдe!1ЁIoй uepeз ТpcтЬlо Bepшjгlнy С. Cде':aть uсp.

28. .Ц.аньl уpаB}irlltlя дBJ']i BЬlсс,т 
.Tpе)'гo.ть}i}iltа х+,!:1 Д !]_-2х

}i одl]а Il3 eгo ЕepI]]llн zi i0; 2). СоставитЬ YраBIiеiIия ст.JpctI Тpе.

.\,гО,1ьii;ilia. Сделaть Чrpте,;{.

29. !аriьr 1.рaB]lе1IiIя дБ:,Iх ).Iе.]uаil тре:!:.o"lЬtll]]ia х-2у* 1:0 ir

y_1:0 Il одIlа riз егo верrijllЁ r1 (1;3). Состat,и:ь }:pаDне1l]1Я eгo сТo.
n:]l; (]]о"л]Ь liсnт::1-

3l' Jlве сТ.rp сil i,I т aeугcЛi}]:liit зii:lllН ].l ур aвHc]l]lЯ}rfi 5r-2y-8 :
:0 li 3,i:_2J,l_8:0' а соре:li}if, трстьоii сTОI-r(l]iЬI сОBпa:асТ с ilaЧа.
.tol.{ Iiоop]-i]]!lат. Составltть }'раiIIеlI;Iе этс:] с; ороньI' Cr'е;aть uср.
те:i

_:)' Б(a; _1)' С(i; 3) Tir]пr1lIIll

дilагci] а'.lll тр аllецIlll Еэxr] iI}j c llt iПеH-
Be!il;инЬI D этсii тpаilсц]]n. Сдr.:i;ть

3l. Состaвrlть
доri то.lки котopoй
с;iкaк2;1.

32. Coставить
дoii точкIr котopоIi
oт пpямoir х:*4.

.1 33, Coставilть
тoЧки Itoтopoй oт
кaк5:4'

54. Coставить ypaвI{erТиe и постpoliть лI{IIию' ках(дaя тoчка ко.
тoро!.i uаxоди].ся BДBое даЛЬrlle oт тоЧкl{ z1 (4; 0)' t]el{ оT тoЧк11

8(1; o),

уpаBаeнЦэ i] iloсТрОiIть'1иЕl}iю, расстс,lilIiя кi])ii.
oт нaЧа..lx кooРдиIlaт Il oт 'ioЧIiи ,,1 (б; 0) отIloсяГ.

уpaвнеi]i{e Il постpo1IтЬ л}iн.tllо' рaсстoЯн}1е I{3iI{.

oT тoчKa .a (_t; 0) BдвОе IlrеiIьIIjе pасстcяrll{я ее

ypaBIIеtllтr tj IIо0троиTь Л1Iниlо' расстояния каж,цой
тoчкll z1 (2; 0) ll oт пpямoti 5x*8:0 oтнoсятсЯ'

lil



35' Coставить ypаBriенIlе rl пoстрoитЬ лиI]}1Io' paсстoяtlIIя ка)I':-
доtl тонки кoтopoй oт тоЧI(I1 А(2;0) и oт пpяпtoй 2.r*5:0 oTнoсят.
ся,r:ак4:5.

36. Состaвить yрaвнellиe Il пoстрollть лrliil:Ю' pасстoяIl'Iе кa}i(дii,t
тoЧtllI кoтоpcй oт тoцки ,a (3; 0) Bдвое il{еI{Ьtjje peссТu.Яilllя oт тoЧitи
A(26; 0).

37. Состав!rтЬ vpаBне}ll,tе и IIoсTpoить Лиliliю' ка,кдaя тоilкit IiJ-
тoрol.l oдинaкoвo yД.aЛена oт тоЧt{tl А \0; 2'1 ll oт пряrlcй у-1:0.

38. СoстaвитЬ ypаBlleниe [I пoсTрoиТь лliIIиЮ, I"ia''кдая точкe ii{J.
тopoй pавнoотсТollт oт оси opдriнат tt oт oi{pyхtl{acти х21g2:4у.

З a м е.I а Ir и e. riаno]\,Il{иl,{' Чтo 3a paсcтoяI{lle oт тoчки ,4 до
фигурьt Ф прllниrlaетсЯ tlаIt}lенЬluеe и3 paсстoянltй пrеrкдy тoЧKOй д
Il тoЧt{а}1и фигr'рьr Ф.

39. Составi,tть ypaBilelrиe I.( пoсTрoplтЬ .'llтilиto' IiаiкДая тoЧ}iа
тopоft рaвноудaЛeнa oт тoЧк1i А(2; 6\ и oт пpямo;1 lJ'|2:0.

40. Cосr.азптЬ voaвIieнtlе Il IloсTpoI]TЬ Линl11o' I{а}I{дая тoЧка
тор()й отстoriТ oт тoЧKlI А{-a; a) втрoё дa'тЬUlе' Чc\l oт }laЧа.IIа
оР.1Itl,|а т.

4 i_.50, Лиrlия з:lдаtta )'pавнеIiие},{ r:r (с|) в пoляpнoil еистеме
I(ooрдilнaт. Тpебуeтся: l) пoстpoить лI.Iн'IIо пo тOчItам l{аЧllllаЯ oт
Q:c до 9:2л и пpидaBая q зi.iaчr]]ия i{еpез прo}те)I{yток lti8;
2) наilтll урaBr]eнIte даltноfll ЛIlниI,t в дeliаpтoвoй пpямоyгoльнoй сп.
стеil{е кccpдliнaт} ), кoтopсit нa.tа"'lo сoвIlадаст с пoЛtoсoll' a пoлo)l(li.
те,rjrнaЯ пoЛvoсь aбсцисс _ с пoляpнoit oсью; 3) пo урaBttе}iиIо в дe.
кapтовoй пРя}toyгoльIiol:t системe кoopдТIЁaт- oпрeдe'циТЬ' кaкeя эTo
лllllttя.
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41, r:1/(1 fсosq).
4З, r:4l(2_3сosq)'
45. r:1/(2,+2сos9).
47. r : l0/(2 _{.- соs q).
49. r : li 13 (l _ сcs 9)j.

42. r : l /(2 -}- сos 9).
44, r:8l(3_соsq).
4!, r:5l(3_4сosg).
48.'r:3/(l _2сosq').
50. r: 5i (6 + 3сos q).

2' Элеnrентьr лияейнoй aлгебpьl

5l_60..Цапa

!.oказaть eе сoвl{eстt'ОстЬ }I pеlllитЬ двумя спoсoбаrrиl l) Meтoдo}'
Гаусс a ; 2 ) сpeдств ar,I l' lir aTрllЧ;tcгo liсЧI.tсЛ'енI{я.

сист i,xlа .,iинeйньtx yрaвнeний

{ ал хi * аtzясz{ а1g хg : b11

1 оzt хl * аzz ху { а2l хg: Il2,| -- -: -- -" '"
l aзt xr * аэzхzf a33x3:03.

ll2

(Зх'|- 2х2 * хз: 5,
5|. !,2хl*3ху* ,(з: l'

|zц4 х2 р3x,: rr.

{ х'_2х2{3х':6,
бz, \ 2,t' 4- 3хz_ 4хg : 29,

[ 3хr _ 2х2_5хg:6,



I

' {4r'_3rz*2х':g, ( r'+ х2.r2хg__ l,
|.63' |2ц * 5xz _ Зх': 4, 54. | 2х1- хz* 2х,:- 4,

[5х1 ф6х2_2х,:1g. [ц,'* х2j-4хg:_2'
{2ц_ х2_ хз-- 4, | 3х1j_ 4х2-72х,: 8,

55. j3.r1 *4хz-2х':11 , 6З. \ 2х'- X2-3х,: -4,|3х1_ 2х2* 4,v, : 1i. i *, * 5.t2 f .r, : 0.

{ "'* "z* ,3: 1 , ( х _ 4х2- 2:,:g-_3,
57. jBх' *3хz_6хo:2, 58. ] 3.t1 i х2-i- х,: 5,

|4х1{ х2_ 3х3 : t. t 3'т' - 5r:2 - 6,т, :-9.
{7ц_5х2 31, { r,- 2.r'}4x3:3l,

59. {4x' f !1я3:_{J. 6]. { 3'. ' х2 , 2х3-20,
|2х1$3х2* /*хз:- !О. l J,', _ x2.; х3: $.

6 t..70. .[.aньi два .l i;неi"i ltьтх п peo6р eзoв аli i:я

fi : сrr r,* n,zl,.,* o.,,,х"r х,t: bttri + ь,,х;-|- bвх;,

iz: аzт\* ozzli,* а,зхв, х'z: bztх'1 * b,х,1 b,,",,

f.з: o,r *t* o,zх2+ 0-gB хBi i,: bu,х,|*i bsz",., ь."4.

Cрeдствal,ttl п.IатpllЧI{Oго I,iсЧисло1l}Iя

щеe х;, x,, х! нсpез XL'Х2, Xg,

нaiiти прес6paЗoBai::i., Бi:lpZljiiДIo.

"i-:._ "ia э',-- zц,

*,':- aхi 4 i,1_ zi,,

й: 3х',_ ai,+ бi,,

",,: oх, + 3)с;+' 5х;,

х,i:2',l .1 з,,,

r'!r: tr- iу
х,i: х,_ вх,,

х2: ,1х| 1 lХgl

i!: хiaх,_ х',

Ti:* зхi * ri,

х|: zх,* iз,

ii: * iz* 3ц,

{ 
хi: ах'i*3х,!Ьх",

61. 
{ 

х;: 6xr .J- 7",* 
",,

[,.: э,, * х,*8х";

I'i: r,_ X"- Хв,t-
62. \х,:-х,* 4х,\ 7х,,

I(x,: 8х, * хz_ хвi

[{: тх, * 4хg,

L

63. {яz: 4х,_9х,,

[x.:3*r*xr;
{1t: 2"o,
I

*. .i"; : 2хt{ 3х^ f 2х,.
t,
t". : !х,_ х,-| 5х,,,

8-t05 il3



6б.

66.

67,

r;,: 
*'- х"*бх,,

|*,: 
r'.* 2х"* 4х,,

I'
l,r3 : .J,Yl t zх2-- хi

r;,: 
4х, * 3х,* 2х,,

1r,,:_2х,* 
х"_ х,,

l,.: 3х,* х,* хui

{х,': 
aх,ф 3,l:, * 8я,,

i': 
: un ф 9,r,* r,,

lх,:2х,* x,*Bx.;

1 
li: aхi + 3х;+ ,с;'

t,,..
1 ",:3х'фх'*2хg,
| ;;: -; _ zх,.у х,u,

t ;': -i- 2х,- хg,

х,":3хi+ х,+zхЬ,

''!: 'i+2х2+2х;,
ri :- х' 1. вх' _ zц'

Х,z:* 4х 

' 
{ 3х2* 2хgt

Хз: J,ti - бХ2 f oХ3r

| |_З 3\
12. A: I -2 -5 r3 l.\-l -4 8/

/б6 3\
74.А: l-t о ll.

\ t э _l7
I o l о\I a 

-l 
a\78.А:[ s_з 3i.

',*_l 0 _2/
/3 t o\

78. А: {_+ _t 0 l.\ 4-8-2l

7l-80. }Iaйтlr собственные знaЧения и сoбстве}lны€ в€ктopьl ЛI{.
нейнoгo преoбрaзовaнll,I' зaДaннoгo в нeкoтopo},t бaзисe мaтрицeй /.

Ir, 
: х, - 3х, * "1,т,, { ",,t: 

a''t+ 5'f; _ 3.r;'

t.i,,
68. {*.: 2х,* х,_5',, 

1*,: 
X'* X2_ X3t

l,; :_ 3х'.| 5х,* хu; | ;': тх\ 4- 4х;,

{ 
х,,:3х,#, ц,

{ '{ 
: х,, - 2х:', _ х|',t:, : :

t ',: Зx'!2хg,

/ 0 I 0i
7|, А: [-з a о }.\-2 | 2/

/4-57\
73' А: { l -4 9l.

\-4 A 5/

/4 -5 2\
75. А: |5 _7 3l.

\6 -9 4/
17 0 0\

77, А: { l0 -l9 l0 l.
\lz _z+ lзl

l14



t

:

/'1 -3 4\ i0 7 4\
79.А:l4_78l. 80.,4:|0 10l.

I \6-7Tl \l 13ol

hoнитескorrу 3II.]у }.patsi]еl{ие .пllliilt,i вToрoгo пoряr1кa.

j 81. 15x] _ z|1 ьэ'ц !. 9 'i: 20 '.i 
в2' 5х2'IzVi,у*Зу,:12,

j вз. 5х?-р o,|iв,ч:7Eэ:22,
' 84 , 4хl] * 3y1 : 3G.
. 85" Бх?| 6ty_-5у::9.
, 86. 13,t3 - 18хg _| 27уi : 45,

81 ' 4х? , 24ху -7 |1у1:20,

88. 3,.t? - zii 'll - ц2,:8'

89. 6х3 - 4{ |4 ху {5u?:26,
90. х! _ z{ zt 

'ti |5g? :24'
91_t00' .Г{анo кoмплeкспoe ЧI{слo z. Tpeбуeтся: 1) зaписать тис"

i ло z в a,'lгебpaичeскоir и тplrгolioltетpliнeскoй фopмax; 2) нaйти всe

' ltopни ypaBrreнrlя lllз*z:0.

91. z: zl,tiitt + tl. 92, z: цl1 + iI/т).
93. z:_ z|izttt_ il, 94, z:- 4l3_ illт),
96. z:_zf zt r-rф, 9E. z: z{it{_i).
g7, z:+l|_i\tт). 98. z:_цt\{i_i),
99. z: tt(V-з+i), 100. z: lt(Vi_i.

3. Bвeдениe в мaтематичеекrrfi aнaЛяз \

10t-105. Постpcпть гpaфик фyнкuии g:A sin{tlх+0) пpеoбpa.

зoBaниeп{ гpaфикa фyнкuии a:sin х'

3 5 12 .\
tOI. y:fsin(2х}3). |02, ц:7sin\Т,+.,1.

1c3. ц :_ + sin (.v f 1). |04. ц :3siп (4х _ 2).

Ш5. ц:-siпi+_l).\z /
106_lt0. Пoстpoить гpaфиrr функшrrи g:A coзtах*b) пpeoбpа.

3oзaнtiсl,т гpaфrlкa ф1.нкшиIt У:сos r.

8* ,l l5



1a6. s:2.o. ({*- t).\z l
l08. 9 :_ 2соs (3x f 1).

||a. у '-_ 3 сos (3x { 2).

lll. a) li^l-2r,
' х.* 3х - 2,

l_сosx
в) llm ----- ;х+О oх".

.r3 -l- I
||2, а) l,:L 2,, + l t

аrсsin 3x

") l,jа ы '

|07, у:**'(*n
l09. y :_ 2сos (* ф 1).

{tn -l/14o, ;'s -- 3, i

/x $ 3\хг) llml.-, .
х-,ф \4 _ ./

{;;-3:я\ r;-
F,

х+7 х_ l
/9и* l\х

г) lim{:-} .
1+в х'zX -f 1/

r *1/;
я\ 1:'. 

-.- 

.v,, llrli 
^ t

х+1 X2_X

/4.v { l\z't
г) llffil- ,-|

.r-lш \ qх l

б)|imj:' 
"_.q l/ r * 3.r_l 

'

г) lim(l *2х)tlх.
x+0

1*1t; х,6\ Iin .

t+0 \2

г) lim r [ln (.т -i- l) _ ln 'r].х-'*ф

lft 4-?,(- {;;
.r -{- .vt

iiгn (2"t -j. 1)[1n (r{3) * ln л].
x-++ф

1/т -| Зх, -- |,i\ l;* ,.;,f-0 х: t Y"

г) lirl (r _ 5)[lп tх - 3)- ln r].
л-tф

')-

Ii

I

t

Il1JI20. Haйти пpe.Цельt фyнкт\ий, I{е пoльзyясЬ IIpaBиJroм лo.
пIiтaля'

2,з{#_5It3. o) lim
;{+ф *в-ух*2

- г-
|, | - cos2х

B,i l lm ----.-:- ;т*0 l,tl
3.t+ .l- хt - 6

1i-1. a) lim "- '"- -, .i-* 
2х1 _х*2'
Бх

вj lllгi- ,-;
"t+0 аIсI9.t

уz.у6х-5
х+ф 5t-2-х_I

'. сos x - соs3 x
lrflr .

;-;ъ л!

t 
- |;2 -|- |.уt

Ll-s.: ")

в)

||1, а)

в)

Iim

iirn

oj i1m
t+(i

г)

.t+ф 2 *| 3;r! -]- хl

'. l _соs6,r
llm:---__. :
x*0 l _ соs 2'v 

,

t16



i

i

1

I

5r1- 3х -]. l 1Гz' - 1 _.уu
l18.a) iim#. б) iim--__;-;-;

.l+ф (1х.+'Y_o х+5 л*O

х
1^O

2,
в) liпr _- :-: ; г) lim (7_ 6х).tl0х_з|,. х+0 х2 x*l .

l l9. a) 1 ,* .,:.. 
. 
!.l ,._i- 2 : б) l iш 

v:1 + 3" _}r ," 44 .

х+х ,Y? + 3 х-5 х.: -- 5х

| _ aс< 4v
в) li:n ;= : г) lim (3я _ 5)2хl(11-4).

I_| . :.х t( Z,'J х -!

E,,'-j.-i 9 б) lim *.l20. с) ji.1 
-.-'-,. 

.' : ",.i-j 1.2.'_2х.s -,l -тz\--тФ |

в) lirn 5-т сtg 3.t; г) lim (3; - 8)]i ('_3).
я-|t х-3

I2l-t3a. 3а.iа;;i ф1.шкliпл li:f Q) !I дBA з1IаlIеЧиЯ aргу-l,{elrTa

Хl !.t .ta. Tpе6yется: l) устаrlовriть' ЯвЛЯстся .n!l дaiiная dруllxЦlтя нe.

пpсрывнoй II.IIи ра3pЬiBts;oi: для liaхtдoгc liз .цaннЬlХ зtlauенllil aргy.
вtентa;2) B с"'iytraе рaЗрЬlBа фvнкциц иaitтu еe прeде,liЬI B тoЧt(е pn3.

pЬIBа слевa и спрааa; 3) с:rе.тз,гь с:tеMaТliчес{iIiЙ .tертeж.

l2l . f (х) -- 9i/(]*')' xl : 0, х2:2'

|22. f (х)* 41/(3-х}' )сt: |, }i2:З.
l23. l(,r):l|1'.iх, f,r:0, х2:2,
|2a, f $)-3\/|1-х)' Хt:2, хz:4,
|2б. f(х\-gl/(5-.t), хr:3, хz:5'
|26, f (.r) : 101/(7_')' f,r : 5, х2: ?,

|21 . f (х):141 '(6_.t1, Хt:4, хz:6.

tzs. i (х) : i51 (8-.t), tr : 6, , X2:8'
129. f (.r) : I l: ({+.t)' f,t :- 4, х2:-2.
130. l (.t) - 131/(i-;:1, Xt:_5, х2=_ 3,

I3t_t4c. Заlaвa фyнкция g:r(х).Ilaйти тoчки paзpЬtвa фyнк.
цl{!', еслlI oнI; с\.щсс'твyют. Сдeлать Чeртe)r<.

(r+ц, tr<_I;
l3t. f (я):{х2$2'. -l-<t(l;|2х' 

't>- 
|.

(х*2' *<_ l;
l32. l(л):{х:f l, _l{x-<t;

t_r*3, х) l.

tt?



!33. f (r) :

|34. f {х}:

1s5. f (x) :

136. / (x) :

|37. f \х):

138. f (x) ':

l3e. f (x) :

|40. f (х):

. 4. Пpоизвoд}raя и еr ltpилo)xен!'я

l4l-!50. I-Iaйти пpоизвoo"o,u 19 дaнныx фyнкuий.
oх

l4t. a) lJ :21/ LY -l3*
1/-Чr+|

б) y:(eсos , + з),; в) t] : ln sin (2x ф 5);

r} a: ххх ; д) tc Qllх):5х.
|42, a\ !] : х"Vт _}i 6\ a: 4 (sin *)/сos2 x;

в),:аrсtge2J; r\ g:11|х. Й )с_g+atclrgg:0.

!j*u\ a:хY (IфY!)/(1_х); 6) a:|l|g22х''
P,) у:u.сsinJ/r]Б| o s:14|nх;
д) El sin .r : сos iх _ g).

{-х' x<0;
{_(х_ l)2' 0<x<2;
tl_3' х>-2'

[соsх, x<0;
J*,+I' 0aл1l;
tr' х) |'

(-х, x*<0l

\",, 0qt<i3;
t.r* l' х}2"
{_", я<0;.tsinх' 04,v6п;
\х-2' х>л'
f-(х*l)' x*<_l;
j(х*1),' _14'vg0;
tх' x)0.
{-',, тt<0l
ltg"' 0<ixgпi4;
i2' х}пl4,
{-2*, .т<0;
1t,+t,0<r<l;\2' х} l.
{-2', 'т<o;

\Y r, 04.rq4;
t1' х>.4'

ItB



l4,l. а) u:p+64п/т-т;ттi.i Ф U:sin.t --хсasxi
ъ) ц _- хfr |n хi г) y: ,t-t$ х. il Ulх} : arcLgtх|ц),

Щ. а) !:хЙr;',.- х,i б,\ |J - (sin2 х)l\2-r3сcs3'r);

ф u: (-r ln х)i (r _ l); Г) !/: (arсtg.t)tп x;

д) (е"_11i*"-1)-1:0.
146. а) !]: 1 { t',+ | +5;r r",, |i б) !l: 2 tg3 ('r? -|- l);

u) J,:3:::igяr. г) 4:(агсtgя)'i" д) у2-у:g1l|х,
1-" |47, a\ !/:|,il +,t:) (1--t]); б) u: (l/2) tg,яf lnсosх;

,tв),:alсtq 
'+t,lj 

i 1.) !l:t,j+d2)x;

д) xB * !3 - 3ахtt :0,
?Г-

l43. a) a:З|/ яб ф5.ra -бlх:
6) u : l" t/(1 -;i" ,)dТ;;;i B) u : aгсtg (tg3 x);

, r) g:(sin.r)ln'; д).t* !*аsing:a'
q-

t49' а) !/:Б.|l х?|х\|lх; б) ц-2хе-хi
B) g: 1arсsin х11{|Z}; г) 9: (сos x)';

Й |nц: atc|g(хl,.},

l50. а) a :|/ i, + |-}..^Т;-1. б) a:(l/3) tg3x_tЕх*x;
B) y: aгсtg|/ Ф- il(х- ц г; y: (сosx)t';

д) '-y-{_eУhrсtgx:0'
tбtr-160. HaЙтt,t Д d2 u

а,-" it tЛя заданtIЬIx фyнкций: a) g:f k}i
б) я:q(/)' y:'i(1)'.

l5l . а) a:.r/ (x2-1}: 6) х:cos(tl2}t !: l-sinl.
!52. a) у: |nctg2х; б) х: t3 +8t, g : t6 ф2t.
lД1.,l u_х3lrnхi 6) х:l_sinl, У:l*сшl.
t54. а) a:хaГсtgх; 6) х:e\t, И:соsr.
155. а) , : агсtg x; 6) х : 3сos? /' 1 : 2sin3 l,

156. a) y:gсtgЗ't. 6) х:3сosl, a:4sin|t.
I5?. a) y : еr сos .Y; 6) х :3! - t3, a :3t1.
158. а) a : e.-*х sin хi 6) х :2t - ts, g :2t2 '

l59. а) a: х{lar"i б) х:l*lпсosl, !'| :t_ lnslnl.
' ll9
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160. а) у:х€_*,i б) х_\nt, s: (tl2)(t +1lt).
161_170. Приlreняя фopмyлy Тeiiлоpа с oстaтoчнЬII,I rrлeltoi! в

фopl"lе Лaгpaнжа к фyпкuИИ f (х):gх, BыЧисЛItть зIlaqellиe ea с тotl.
}IосTью дo 0.00l.

16l. с:0'49. |62. а:0'З3. t63.
164.a:0,63. 165.a:0,21. 166.

167. a:0,37. 159. a:0,83. 169.
170. o:0,59.
l7l-l80. Нaйти gaп6o,tlьшeе !t нaиI\,IeяЬшеe

g:f (х) нa oтpезкe [o; b],

|7|, f(x):х?_12х$7i [0; 3].

172. f{х):х|_(5|\хa{2; [0; 21,
|t Г_ \

l I(t) : l Y З /2)х * сos x; [0; лl21.
Пa, I Q): 3;a _ 16х3 ф2; [_ 3; l].
175 ' f (х): .t0 * 3.v *l- l; [| 12: 21,

|76, f(х):хa*4хi [_2; 2I.

|т7, f (х): ({i n) .t - sin '; t0; ltl21,
|i8, f (х) :8|х _ хai [_ l; 4].

l79. l (x) * 3 -2х2i [_ 1; 3].

lB0. f (,t) : ,r - sin ,t; [_ п; л|,
18l. Tребуeтся изгoтoBliтЬ lI3 жестiI BeдPo цr!.,1иI!дри';;скoii фсp.

мьт без I{рьiulitIl даllitогo oбъеlta И. I(акoвьr дoЛ)кнь1 бьiть вьlсотn
ведрa Il paди}.с егo дт{a' qтcбЬt нa eгo изгoToB,']еI{LIr yшЛo llat{l!е:{Ь.
шее lio'тl'lЧествo жеeти?

l82. Рaвнoбедpеrrнь}й тpеyгoльниI(' впиеaнньtй B o]tpуiкIloсть l,\1.
,Ци1сa R, вpащаeтся BOкpyг пpямoй, Iloтoрa' прl;хОдит Чеpс3 егo
в.Jpшt,l}iy пaраллeЛЬнo oсIIoBaнlIю. Kакoва дoлх{riа бr-iть вьIсстa этогo
треугoдЬl:I{ка, uтoбьl тeЛo' пoлyЧellнoe в pе'зy''lЬтаTе егo вpaщеI{ilя'
имeлo наибoльшItii объет't?

lt3. Пгя:urc.l.гoЛЬitllк вписart B элЛrtпс с oсямtl 2гt' я 2b. Kакoвш
дo"o,ffi бrrть сiopiньI пpямoугo,тЬнrIка, uтобьt eго площадь бrq.rа

нaIlбoльшei,l?

'1' 
]т.iiт* nа oсI{oвartия II BьiсотУ цI]"1иilдрa наибольшеlo

объсrtа, которьtii lroжIiо BI1исаTь в Ujaр caдiтyсa R'
i15. tr-Iai'iти радl,lус сс!roваI]ия I-{ BЬiсoтy l{oн}'сa Ilаlilt{еtlьшегo

^(' ^..,' ^l,-^5rr ttlqn. n"тrlr.nc Puu:'. .:. v.i.:.rril;i,rtJ uft!r!lu lral,J l_,d/ittJLa r\r

t3,0, Гiрir lrаilii:< "'Iи]lсiiHьix pаЗi.,lеpах зaкpЬIтая tiIIl'IиHjlPliЧ€CК3fl
ба:I:,;а дa:i;iоii вl,:остI-lllостll И бy;tет tI}IеTЬ наIll{eньlil}'Ic IтoлIlую 

']c.вер:;i;эсть?
!37. Онuо ll,..iет фоp'rr1'. прЯlIo}.гo'1Ь;1llI:а, 3{l3Ci)luеI!1lJгo lroJl,,vкpy.
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гoм. пеpиMeтp oкI1а paвel{ a. Пpп кaких pазмёpax стopoн Пpяs{o!Г@д6.
ниlia oкнo бyдет пpoпускать I{aибoльшее кoличeствo свeтa?

tB8. B тoчках А п B, paсcтoяI{иё Ме)Kдy кoтoрЬiМи pавl{o o' llа.
хoдяTся истoЧIlик]l сBeта сooтветстве!!I]o с си'iIа}!It F1 и Г2' fIa oт-
peзкe .4B найти нaимеriее oсBещеIlIrую тoЧк! .4{9.

-3aмечaниe. oсвeщeннoсть тoЧI{il истoЧ}lикoм светa силoй F'

oбpaтнo I1рoпopциoнa.]ЬI{a квадpaтy pассТОяltия r ее oт истoЧв}lKa
cвeтa: Е : k F/rz, A:сonst.

I89. Из кpyrЛoгo бревнa, диaMеTp кoTopoгo paвetl d, трe6yется
выpeзaтЬ ба.rку пряrto1.гoлЬHoГo попeDеЧногo сeчeния. Kaкoвьl дoлхt.
ньI бьIть ширliHа tI вЬ1сота этoгo сeЧеlliiя, итoбы балкa oкaзьIвала
наибольшее сoIтDoтIIв'1енIlе ria изгиб?

3aмеч aнпe' CoпрoтивJениe бa.lки нa изгllб пpопopциoнaЛЬио
прoи3Bеден}lю шrIpilIIЬI .t ее пoпepеЧlloгo сеЧeния IIa квa.цpaт егo вЫ.
сoты ,: q:hху2, ft:сonst.

l90. Tpеб-vется изгoтoвитЬ oткрьlтьIli цили}lдplrЧeскиft бaк Дaп-
ногo oбъе;tта И. Стorтмoсть квадрaтr'oгo l{eтpa }raТepиa,!a, идущCгo
}ta IlзгoтoвJ.Iение дIIa бакa, pавнo Рr PУб.' a стeнoк _ p2 p1,6. Kаксвы
дoл)кI]Ьi быть радиУс дI{а и вЬIсoтa бaкa, uтобьt зaтpаTьI Iiа МaтеpllаJl
для eгo l.i3гoтoвлcil !iя бы'rи н aиr,lен ьш lt,.,r lr?

5. Пpнлo;**енЙя д'iффеpelrциaльнoгo исчисЛeliия

191-2l0' lllсслeдoвaть мeтoДal{и,ц'иффepeпциалЬ}loгo }lсчис"rlеtl'iя

фyнкuию a:f (х) II} IlспoлЬзуя pезyJIЬтатьi иссЛeдоBaнllя' пoсTрoliть
се грaфIlк.

|9|. g:4.т'1(4*r:).
J99. e:(.t: + 1)'('r3 - 1).

195. 9: rз,'(.tr - 1).

197. lt : (.i.r - 5),(.v - 3).

199. 9:4'3 (r3 - 1).

2a1 ' !]: (in.i) И.r.
203' g.: ':r-'t''
2Ф3' у: in(;i-1).
2A7, g : ]n (rr -1- i)

2{i9. y : 1п i9 - r:) .

|92. ц : (,r.] - l),,(,тt -]_ l).//.ъ' "
.#дfl ,:12l(х - |).

196. y: (4х3*5)lх.
I98. y:.тal(тв - l).
20I. g : (2 - 4х2)l(| _ 4х,}.

202, ц:x1-l.'
204, g:х2-2|nх.
2О3, ц: еil(].*x).

2iJ8, lJ : (2 1 х2) е_х,,

210. ц: (я _ l;g3х*1.

2i 1-22a' }iai,;тlr гpaвпсния кaсaте"']ьrloii, уpзвненпe нopiutaльноii
п']cсiiосTll !I BЬI..iIIс.lIiтЬ кpиBиЗI{y J1'1H|''И t:r(t) в точке lo.

211. г (/): (l- sinl) i { (l _сosl) j j_2sinlk; to: эtl2'
212, t \t): 2 s in /i + 3 tc lj -{- 2 сos lk; to: ттl4'

t2l



213. r (t):2sin2 li_[.2сos2 l.! $sin2ik; tсl:lтl4,
214. г (/) : e_' i 1- g/ j + lt(; /o: 0. .
2|5, r {t} : (l3+ 8l) i+ t,i + vь*&) k; lо: 0.

21$. r(t):2ti_ 3lj-l lniglk; tl:rтl4,
2\1. r (t) : (tr-3) i+ (13+2) j+, ln/ k; t,;:1,
ll8. г (l) : (2!2 - 5} i -i- (l? - 2l)i_-1/ 5_ рl<; to:2,
2ts. r (t) : (2- l) i + 1t25 - 1tj * 12 k; to:4.
220, t (t): lп (l - 3) i _ tj + ('i.| - 16) k; to:4,
22|-2вc, oпpeдcлить колIiЧесTBo дeйствительныx кopнeй уpaв.

ieнпt .t3+a.t1.0:0' oтде.rlить зTlt кОр}rн }I' iiрl{}IеI{яя l{eтoд хopд fl
!асательньrx, нaйти Ilх пpибли;:leuнoе знaqенI{е c тouнoстьtо 0,0l.

221.
223.

'225.

227.
229.

а:5' b:7. 222. а:4, b:-6.
а:|, b:3, 224. a:2' b:-Il.
а*-I' b:1, 22.5, сt:|' b:-|,
t1 di, b _ s. 228, а : 6, b:_ 1.

a:2' b:4. 23c. а:|, b:_4,

.Ц.иффеpeнциaЛЬнoe исчислениe фyнкциil нeскольких перrменllыx

23|-240. flана фyнкци я z:r {хi y). Покaзaть, uтo

_i! iхi

231.

232, z : a2/(3х}+ аIсsin (хц); F : 
-r?* - 

-ц 
* + f,

233. z: ln(x?f ц2*2х* I); л ::; +# ,

d.2z ^ О2z ^ О2z234' z: е'a i F: х?: ),? -zruы.)!| 1 o,. 
uo". 

{2tgz.

235' z:1п (x f е_и); F - э:- |a,:z- _ эз- О.2 z 
.- Оx d.vdу сlg dх?

23в, z:хlgi r:" P",- dzОg

dz
--;-.oa
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А2l az
237. z: хli F: ц #- _ (t + g|nх\- 'oхоg oх

238, z: уgalх ; F : ,? Ч+ * zra Ч3 -r цч Ч* ,0х? . dхdg oa.

239. z:sin (x f аф', F : Ч+ _ d++ .oa. oх1

О2z Оz
240. z:соsyf {у-.t)siг'; F : (х_a} 

оrdu -т,
241_2б0, ,Ц,ана ф1,нкullя z:f (х; 9) и лве точки ,4 (ro; ,o) ц

B(х'; у,)' TрФуeтся: l) вьl';liслить з}iaЧение 2t B ToЧK€ B; 2) вьtuис.

лить пptlближеНtiое зrIаЧен,'е i. .р5'нкu,'II в тоЧкe B, ltсходя из зна.
Ч€HИЯ Z.J ф'vнкuilи в ТОЧкe ,4 tt зaп{енttв приpащеllиe фyнкции пplr пe.

реxсде Oт тоЧ1{]I l к точке B дr-IффepeншиaлoЬ{; 3) оueвить B тtpoтl.eн.

тах отiicсiiтеjiьilуiо IloIреI1]нoстЬ' пo.lyqaющYюся пpп зa}lеHе

11pllрatrlеliия фyнкuriп еe :.иффеpенциаЛoм: 4) сoстaвпть уравtlelll;с
кaсательноli плосi{ОсТli к пoвеpxнoстll z:t{х;,) в тoЧкe C(хcl l1ol zc}.

251-260. Llаiiти lraиьtенЬшеe и наибольшее знaqения фувкциlt
z:f (х; g) в зallкнyтoй об,'lастlt D, зaД.aнвoli системoй нepaвeнсTв.
Сдeлaть чеpTeх{.

251. z: х? + g2 - 9хц ! 27;

2б2. z: х2 \ 2g2 { 1;

2бЗ. z:3-2х2-хa-у2i
254. z: х? -| 3у2 * х _ g;

25б, z: { хЗ2хц \2у2;
256, z:5х?_Зхg+g,|+4i
257. z:1О}2хg-х2:,
258. z : х2' i 2ху -,g? ф 4хi

?59:,:х?*хu_2;
,!2в0..z:хZ*:'g;

24|. z:х?*х!/*a2;
242. z:3хi--хg*х*a;
243. z: х? -|3хц _6у;
244' z:х?-g?|6l:-73у;
?.45. z: х| -| 2хц i Э{:;

245.. z : хi | у2. i 2х | !] _ 1;

247. z:Зхii2,g'|-хц;
248. z:х2-g,*5х*4g;
249. z:2хц \Зу?-5х1
250. z: ху { 2уi - 2х;

А \t; 2\, B (l '02; 1 '96).
l (1; 3), B (l'О6; 2'92,\,

А\4i 1)' B (3'96; l 
'03).

А \2; 3) ' B (2 'О2; 2 
'9т.\ 

,

А (2; l), B (l '96; l 
'04).

А(2; 4), B (1'98; 3'9l).
Я (-1; 3)' B (- 0,98; 2'97).
,4 (3; 2) , B (3 ,05; 1 ,98) .

l(з; 4), B (3'0a; 3'95).

1 (1; 2)t B (0,97; 2,03).

0<,Y*{3,0-<gt-<3.
х>- 0, g}-0, х *y -< 3.

х<1, !l}:О, a -<х'
х>1' u2-1, Х *y-< l.

-1-{xgl,0<yg2.х}--|, a}-- l, x_ty-< l.
0<y<4_х?,
x<0; a-1О, х{g+2>-o,
4х1 -4-<У(0.
-l<x-<1,0<y<3.
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2в|_270. fl.аньr (lункцIlя
Е(сr; aэ). Flайтl;: l) gгаde в

паПрaBЛеirиIо веКтopа a'

26|. z=х2*хtJ*g2;
262. z:2х2 * 3хц * у,l
263. z:1n(5я?{3y2);
261. z:1n (5.ti -l- 4y,);
2A5 . z -- 5,;i -{- 6.vy;

263. z: aгсtg (хy2);

267, z: агсsin (;9/y);

26l- z: ln (3х! f 4y,);

259. z : }уl j. |уz gз;

27D, z : 3"э g,, 1' 5хgz,

271-28a. Экспeрltl"tентaЛьilo пoлyЧсrlЬI I1яTЬ знaчeний фyнкпии
v:i ( х) пpи ПЯТrt Знar]еI1Iiяlx apг}ir,IоiIта, lioтopьIe 3aпIlсaны в таб.
ЛIlце;

х|! 1 l2l3l4 {5u|ia'l,J'|т|т|т
Illeтодoпr 1]зIi}тенЬшIlх кDaдi]aтoв найтп r!'.vнкциIо Bшдa Y _аX +b'

выра}i(aЮщую прнбли;;iенrto (аiпpокспl.rируюшyю) tpункцltю у : t в)'
Сде,raть Чeрте)ii, Ilа iioтopо]\,1 в декaрт;:ой пряl{oугoЛЬIloй систеlte
кooрlil{Haт пoстрCI]тЬ эi{спеpIiI{eI{таllьIitlе тoЧкп и гpaфлк aппpoксI{п,(ll.

рyющеЙ функции Y :аX +.b.

271, U il4, 315, 313, 8i!, Ei2, 3

272. ltll4, 515, 511, lll2, 012, 5

273, у|)'4' 7|5,7i1,2|2' 2|2' 7

274. gll4, 915, 914, 412,412,9
275. s li5, 116, 114, 612, 6l 3, I

276. gli3, 914, 913, 411, 411, 9

277. ltll5, 21 6, 214, 712, 713, 2

278, у li5' 5l6' 5l5' 0l3' 0l3' 5

279. !/115, 716, 7|5,2|i3,213,7
280. уll5' 9l6, 9l5, 4l3, 4l3, 9

7. HeoпpеделенньIй и oпрeделенный интeгрaЛы

2Bl-290. Нaiiти нeoпpeделeнrlЬIе иI{TeграЛЬl. B п. a) n d; p.uyno.
тaтЫ IlPoвepить диффеpенu}tpoBailIIert.

124

z:f (х; y), тouкa А(хo; uoJ и вeктop
т'оuкe ,4; 2) пpoизвoл,нуro в тoнкe A пo

А(|; |)' a(2; - 1).

А(2; l), a (3; _4).
А (1; 1)' a (3; 2).

А \|; |), a (2; _ l)"
А(2; l), a(l; 2)'.
А(2; 3)' a{4; _3).
Д (l; 2), a (5; _ |2).

А(1; 3)' a(2; - l).
А (- |; 2), a (4; _ 3)"

,4(l; 1),a(2; l).



2Et. а)

BJ

282. a\

283. a)

в)

284.

285.

2l;3,

287.

J
t

с
J

Г

J

j ')J

,Г.sin,: sin2хdх;

.''" t о

хc'х
;l*;
\.l- -г тl
l...: 

- 
Зt *L l--:-:------:::-!-: А..

..З 1 t
^ 

-Т-l

*3 ri;
-- t

У |-",
(3х _ 7} dх

х3.|-4х:-2,f axf 16'

с!.t

;;; (3 ts,.+D;

)с3+х2-{2хi2 i

сos 3x d,y

4 -| ",," з" ;

х2 d::

;3 -1 б.r. ф 8x -{- 4'

si n lCr
iэ7-_ l
]r, с0s2 '{

(x*3)d* 
.

х3 } х.?_2х '

,"tg{ r аr;
dх

t+V"+1
б) J., 1п ( l f 3е') dх;

"J;#*'
ф lfiхdх;

ol -f u

:,J

.)J

a r- 3 г-
Y х13*], (х*3)?

б) J .t sin .t сos 'tdx;

,lв} l
J
P

^\ I

"t .I
"n

,lв}1
J

а)t
I

ru)l
J

а)

в)

a)

в,} 3сos*ф4sitiх")J

288.

125



,)J

' Г siri *d,r
z.5v, ьj l;-:------., l о,.-'

J |/ 3|2cosх

' (" ('t!_хф l)dr
в/ l --_-;----::i- .

e) х'-7zх=_3'

r 3г-
| У 4.J-1лv

29J. a) l.щdr:,J х

Г kз*6)d;r
E, t -._-._--' J r'f 0xi _.{_ 8 '

б) Jх! siп 4xdx1

(t;-r)(7-+t)
3 /-
YхЗ

ф !х|n?хdх;

.tf d". J 2sinxфсosxf2
291*300. Bьl.llrс.дltть пplrблнrкeннoe .I{аЧеI{r{e oпpeдедelJr1огo Iiн.

t t!|-\А.,
тегра.1а \ r(х)ох с поlloщЬю фoplty.'rы Симпсoна, paзбив oTpeзoк иiI.

x
тегриpcваllllя нa l0 чeстей. Bсe вьlчttслelilrя прoltзBодIlть с oкpyглe.
ниеМ дo тl]е'гЬегo дeсЯтt{чlioгo 3rтаliа.

I
29l. i{вn-* o", 2g2,

12

ll/ х3f 9dх.
2

10

zэ+. t{7 aь6у.
i,

t?. /-
296. \|/ х3|4dх'

t
.7

^ 
1г-

298. .l V 
"t 

-f 36 dx,
-388

299. ] ltf+sdх' 300. l{-".ln 6у.

301-3l0. Bы.iислl.!ть tiесобствeнньIй интeгpал или дoкaзaтЬ егo
p асход1ltyloсTЬ.

7

2sЗ' | {'"nu or.

9

2s3. ly' "'*0".
-l
11 _

2e7. j#-f 3d;.'
I

30t. 
'j, 

хe_х2 dх.

'J

fо
.1 Аv

303. t "^
I r':IrIlU, " I '- | '

2
ri rt у

305. i r+.
J \х- |)1
1

*3
C уdу302. lL*.J \х" t |J:

Т
1' х2 dх

э04. l ]-- .

.l У t_*z
0

2РАу
306. l.+*.

J ^ (r. t,r):
.-J

t!6



f"dуЁo'307.l i. 30s.l.-Ъ
J .tlnх J p-:)?.
2u,
4+фrАxCdх

309. l..:L. 310. I ---| 3-r.--= J х.+4х|5,
; l'\x-o): Ёф

3Il' BычligrитЬ п.1oщадЬ фигyрьl, oгpaниueнной пapабo.тoй y-
-3х2*1 ипрямoй g:3х+7.

3t2. Bьlчlrс.тить пJoщадЬ фигуpьt, oгpeниuеннoй oднoit apкoй Цик.
лоиДы ,r:с(f_sin i)' 9:с(l_сos l) (0-<l-<2п) и oсью O-t.

313. BычlIс'rilтЬ п.lcщaj.ь фliгуpьr, огpaнiiuеннori ltap.l.иoидоri r:
:3 (i +соs {).

314. Bычiiс.rliтЬ ЕлоЩадь фигуpьl, oгpaни.lенноl'r ЧeTьIpехЛeпесT.

кoвой pозоil r:4 siп2сp.
3IБ' BьiчислlIть объеlt тeла, обpaзовariнoгo врaщeнliеM вoкpyг

oоi.t o-v фllгуры, oгрaниueннoй пapaбoлaми U:х2 ll a:vrn.
3trs. Bьцисurить объем тeлa, oбpaзoваill{oго врaц\eqиеli вoкpyг

ooи Ох фигyрьт, огpаниuеннoй ПоЛ}ЭЛ;'I}IПCCN{ !:З'iт4 пaрaбo.

лоЙ я: { t-a r.r осьto oy.
3t7. Bьlчlrслить о6ъем телa, обpазoвaliirolo Bрaш]eниel{ вoкpyг oси

oy Фигурьr, oгpaниueннoti кривЬlMи a:2i 0*х2) u g:уz.
3!8. Bьlчислвть д,тIинy дуги пoлyкyбliвескol't пapaбольI ц*

:'/\-2}з оT тoЧкtl A(2; o) дo тoЧкll в (6; s).
3l9. BьrчислитЬ д.п}lну кapдиoидьi r:3 (1_сos tp)'

320. BьIчисurить дЛttнy oднoй apки цикЛоliды x:3(/-sin t}' !-
:3 (1_сos l) {0-<l-<2л).

8.,Ц.иффepенuиaльвые ypaвнеttl,tя

32I_-B40. Haйти oбщee pеш]eниe диффepенuttaлЬнсlгo ypaвIreilия.

32|, {х|_gi)g. :2хJ. 322. t| Iх,\a, _2хg: (1 ф х?Jэ,

32З, ху,:у1n(glх)' 324. ху,*u:3.
32б. хg, * хецl' _ 9 :0, 326. у, соs.r : (y ф l) sin,Y.

t/-
B27, xу' _ у: V х2 | t1? . 32B. х, !J, _2хg:3.
329. х2g, *'i?-2хg:0, 33О. хg, *у:х*|.
33l. (l _х2}d,_ хg,. 332, 2!Jу,,*(g,)2*(!],)a:0.
333. у,,*g,tgх:sin2.t. 334, d,*(1 lх)a':х1.
335 i + (у,)ч* a!1,,:0, 336. (l * Й a', _5(g,)?-0,
337, ху,*2a, :хэ. 338, g,,t€у:2(a,)Z.
339. g,,_ 2у, |gх: sin.r. 340. 3gу,,ф @,)!:0.

t27



F

34t _350. I-Iairти ч;
g,, * p g, + q у :i (;'; ;;;:ff . | ;:ilJ.. 1l.1*ж'J,T, Т. *#" r Т ffi i:-g', !J,(o)-:у ,ь.

341. g" *4g' -t29:8sin2.r.; Ve):0, y, (0)-0.
342, !/,_69, *9u:х1 _х*3,, y(0) :4/3, у'Ф):1/27,' 343. g" * 4y : s-!.r:. y (0) : 0, 9, (0) : 0.
344, g', _2ц' *5g:хe?х| u(0): l,,, (0):0.
34б, g,, *5s, *6!/: |2cos2х; и(0): l, yt (0):$.
346, !l'' _5g, *6у: Q2х* 7| g*.х' 9 (0) : 0, 9, (0) :0.
347, g.,- 49, { |3g: 26x { 5; и (0) : t, y' (0) :0.
348. a" _ 4ц, : 6уz { l; u p) : 2, g, (0) :3.
349, у,._ 29, * g: I6e,; s p) : |, g, (0) _ 2.
350, у,.*6a,*9g:|Qq*эх. y(0):3, g, (0):2,
35t_360. .Цанa систепta лliнеliilьtx лиффepеяшиaлЬных yравне.

ний с пocтoяtlньrliи кoэффициrI{Taп,{и

{а"
|аt{'"
ldut"
{аl

I+:4х{6g, {+

i+:4х{2ц. ",,|+
(ах

354. l Ф :6хф3у'

Idц
tй :- 8х _5ц.

[а"
Jdr
|аa
tй

Idх
l-;;: 3х*2g,

356. { "'
I d,u

[й:2хф8g.

W
t*

:ottx*(tOg,

: a2\ Х * аzz lJ.

Тpебyется: l) найти oбщee pешенЦe систeМЬI с пoп.roщЬIo xарal(тepи.
стI{чeсKoгo урa'нei{Iiя; 2)' зaпиeaть дalrнyto систеI!{y и еe peшellt{е вмaтpнuнoit фоpпte'

351.

353.

__бх_4g'

-_ 2х _ 3у,

-3х*g,

:8х * a.

:-х*БUl

: x*3!,

t28
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.JD/.

359.

[а"
ldt
{

I dli

tdl
Ioх
ld/
{

|ацI s+
tu,

I d.'
I .l-
{

ldи
li
ldr

fa"
ld/
idиI'
ldr

-_ 4х - 6!,

__ 4х _ 29.

__*_бу,

_- 7х - 3у,

:_ 5х _ 8a,

:_ 3х _ 3g.

:-7х {5у'

: 4х - 8!l.

358.

360.

36l. }1aтеpllа;ЬrIaя тoчкa мaссой I,п:2 Г пoгpy}кaeтся B х<rlд.

I{oстЬ' сI]Лa сcпDoтиBJеIti{я кoтopot:t пpol]oрциoнaЛЬIia скоpoстrt [ioгpy.
х{e[Iия о кoэtpфиuliенто}r ilрoпopl{иoнaЛЬI{oсти A:0'002 кг/с. Hariти
скoрoсть тoчки Чepeз 1 с пoсле наЧa.Ia пoгpJilrения' eсли в пaчa,цьt{ЬIli

мoмeнT oна бьl.:a paвнa нyЛю.
362. }lотopнaя ''loдIia двигaЛaсЬ в спcкойной вoдe сo скoрoсТЬю

o0:l2 кN'l/Ч. На пoлнoм хoдy еe,uoтop был вЬIключе}l ll ,Iepeз 10 с

скoросTЬ ЛoдI{и y}'tеIiЬI1iИl.It1CЬ дo ul:6 км/ч' Cила сoпpoтиBлeнI,rя

вoдъ! прoпоpциoнa"riЬна сliоpОrти дBи)i{еaия лoдки. }Iaiiтtl сl{oрoстЬ

лодки qepeз l миrt пoс,le oсTаIloвKи fr{oтopa"

363. Пуля, двшгaясь сo скopостью t'c:400 мlс, уД.аpяeтся o дo.
стaтoч1Iо тo.lст}'ю стеIIу }l IJ:lЧи!{aeт 1'г.туб' lяться в нее, псtlьттнвая
сrrЛу сопpoтItвЛеiIltя стеI]Ьl; этa сr'!Ла сooбЩaeт пyле oTpиiia'гeЛЬlloе
yскoprнIiе' пpoIтopцIIoнa.пьI{oe квaдpaтy ее сKopoсTи с коэффишltентcм
пpolтoрциoнa.ilЬнoстri k:7 ьt-1. Ilaliти скopостЬ ityjlи неpез 0,00l с
IIoсЛе вxo)(JеHиЯ Il!.Jli B стеI]у.

364. liaтериaЛЬная тoЧкa ьtассoй ft|:I T двllжeтся пpямoлиtleli.
нo. Hа неe деliствует сIi'-Ia в !]aпpaвлеI{ии движеll1lя' npoпoрциoftаль.
нaя вpемerlrl с коэффиuиeнтolt пропоpЦIloliаJrЬнoсти k1:2.1g-s
кг'м/с3, и сil.тa сoпрoтllв,:Iеilпя средЬl, пpoпopцllo}laльнaя скорoстti с
коэффишиенто}l IlропcpцI{ol{алЬtioсTlt ftz:0,003 вг/с' Нariтrr сKoрoсть
тotlки Чеpез 3 с пoсле }taЧaЛa дBIl)(eI]ия' если нaЧaльItaя скopoстЬ тoЧ.
ки былa рaвна нуЛю.

365. B сoс1.:e 100 Л вoдtloгo paствopa сс:ли' B сoсyд вrrкaет
rIисTaя вoдa сo скoрoстЬю Q:5 л|мllтl, а с}'есЬ BЫтeI{ает с тoй жe
скopoстьЮ' приЧе11 пepeмешивaние обeспечивает раBнoмеpнyю кoll.
цeЕтpaцItю растBoрa. B -нaчaльный il,lОl!tе;J,г B paстворе сoдеp)кaлoсь
flx6:!Q кг сo''i}l. Cкoлькo сoлn бyдeт сoдrржаться в сoсyдe чеpе3
20 мин пoс,lе нaЧа,'Ia пpouессa?

366. Kpllвая пpoхoдi{т qeрез тoчкy А(2; *|) rl oблaдaeт тем
cвoйствoм, чтo Yглoвoй кoэффиuиeнт касaтсльнoli в любor? ee тoчке
прoпoрциoнaЛеIr квaдратy opдинaтЬI точKlI кaсания с кoэффиuпен.
тoм прoпopциotraлЬrroсти,t:3. Найти yрaBIreI{ие кpивoй.

367. Kpивaя пpoхoдит чере3 Tочl{y А(|;2) и oблaдaeт тGм свой.
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i

ством' qтo прoиtBeдe}Iиe yгЛoвoгo кoэффициetlта касaтельlloй в лю.
бoй ee тoчкe lra сyмIt{y кooPдинaт тoчки кaсa}Iия pавlto y.л.вoeннoй op.
длнaте этoй точки. LIайти ypавнeние кpивoй.

368. Kpивaя пpoxoДит чеpe3 тсЧкy A(t; z) и oблaдae1 тем свoй.
ствoм' чтo oт}Ioшен}Ie opдиI{аTьI любой ее тoqки r< aбсциссe пpollopl
цllot]аЛЬilo yгЛoвoМy кoэффиuшент]' кaсатeлЬнoй к этoй кpивoй, пpo.
веденнoй в тoй жe тoчI{e, с кoэффlIциgц1ol4 l]poпopционалЬнoсти Ё::3. Haйти ypaвI{ениe кpивoй.

369. Kpивaя пpoхoдIlТ через тoЧкy l(l;5) и oбладaет тeм свoй.
ствoм' Чтo oтрeзoк' oтсекaeмьtii Ilа оси oрдиllат любoii кaсатeльнoй,
paвelr уTpoeннoй абсциссе тoчкll i!асaния. HaЙти ypaвнei{иe кpивoй.

370. I(pцgдg пpoходит Чеpе3 тоЧI(y А(2; a} ц oблaдaет тем свoй.
сTвoМ' Чтo oтре3oI{' oтсeкaeмьIt,t I]а oсI.t aбсцисс касaтeльнoй. поoвe"
деннoй в .llюбoil тouкe кpltвoйl pДB01t кyбy абсциссы тoЧки *a.i,nя.
Наiiтtr уpauiiснпe кpивоti.

0, Крaтньle, кpиволинейвые il повepxностrrьIe !!втегрaды.
BeктopньIr"l анaЛн3

371-380. BьIчilс.'lllть с пol,toщью двofiнoгo иI{тeгpaJтa в пoляpltыx
кooрдI;ЕIэТах пЛощaдЬ фиг1.рьl, oграниueннoй кривoй, зa.l.aняoй уpaв.
нeние}'l B дei{cpToвЬlx кoopдинaтaх (a>0)'

371, (х2 I !|2)r : a2 х2 ц2.,

3T2. (х2 * u2)Z: а? {4хi j- 92) '
37З. (х2 * tJ,)з : а2 х2 (4х? * 1pl,\,

3i4, (х2 -| s!)z : а2 (3х? { 2!J,),

З76. хa : а2. (3х? - у2).

Lgв. ru: аz (1а _ у+1,

377. хa : 6z (х? _ Зу,)'
378. y6 : a? {g4 - х\.
379. (х? * !t2)" : а2 (2х2 l- 3gэ),

380. 9о : а'? {х| -| у2)13gz - 7z1,

38l-390. BьIчис.llить с поMorцью тpoйнoгc интeгpaЛа oбъeм те,tan
oгpaниЧе}iнoгo yкaзaннЬIMи повeрх}Ioстяillи. Cдeлaть чеpтe)к!l дalllioГo
теЛa и eгo пpoекциII на плoскoсть;oy.

1$l. 2:,0' z:Х, !:o, g:4, х-|/т5:р,
382. z -0t z:9 _ 92, х2-j- gZ:9.
383. z : 0, 2: 4_ х- g, х? + ц?: 4.
384, z:0, z:у?, х9ф!l?:9,
385. z:0, 9 $z:2, a?фg?:4,

lз0



386. ::. :..:..2' 2х-U:a, х*!l:9.
:Si. ..: -. .:-.|:?, х2*g?:4,
iEз' -.: - :: - -:,:. .т :!J2, X:2!J?\|,
iSt. :: '. ::. _х-' у:0' a:3_х,
39,.. -._-. -.:;l.', ":0, х*ц:4'
3у., _-, . ,:l': ::,,э.'.:.:l-;YiillЬ:il llнтсгра'1

:,::- _ gi) сi я - (t _ u2\ (J u
-

вдO.:j :.... ] :..:....:.:-:т;t .т:5 сcs l, 11:5 sin l' oбхorя eе прoтliв
Nодa Ч:'.-:-.: t-]=-.:.:i:: т.:1:''i.ii5; |. l :'] ТОЧiirl B(0; 5). C.iе;ать
Чеpте;:i.

392, =-.:.....:..:- i -:::..: ::..,::'-::: : :..ri:.j'l

. l,:*!l)d.v_(х_L|)dg
L

вдoЛЬ ;Оlin;]c1 L:ОАB, гдe o(0; 0), А(2;0) , 8(4; 5)' Сдe"тaтi чep.
тeiк.

393. Bьtчис,rить кpивоЛIiIleйньIй интегpaл

,Ё gdх - хdц

ч/-;Т;Г
L

вдojlь гpанIrцЫ L треyгo,.Iьнивa АBС, oбrоДя eе пpoтив хoдa uaсовоit
стрeлки, eсЛи,4(!; 0)' Д(l; 1)' C(0; !). Сделaть Чеpтех(.

394. B ьtч ислttTЬ кр llBoЛ I{нeilньrй иtrтегр зл

'Г 
(,l - 2хg) dх * (ц? * 2ху) dg

L
BдoлЬ дyги L лapaбoльт !:х2 aт точки.4(_1; l) дo тоЧки B(1; t).
Cдeлaть чepTе)к.

395. Bы.{Itслllть кpI{€oлIIЕeйн ьI il и н тeгр aл

Г l..'

'| \х,g _ 3;r) d,r -!.. (g:х -1^ 2у} dg
L

B.д.oЛЬ веpхнеii пo.roвr:ны L эл'типса t:3 ссs t, lJ:2 sin f (0<l<л).
С по л эт* uээто-,i.

3 9 6. B ьr ч ис,.i н т ь к p l t в o''] я ш е !,t н ьl й l,tнт о г р a л
t-,
!(.rr*g)dх_\ц2*х)dу
L

вдoлЬ лo}Iаliol |-:,4BС, г;.е l{t; 2)' B(l; 5)' С{3; 5). С.rе,rать зep.
те)к'

397. B ьrч пс;iитЬ кp и Bоl]rlfi е йIrыt.l lttlтeгр aл
t-|уaхt-оцJA

9:в l3l



вдoЛь дyгll l кpивoй !]:e-" oT тoЧI{ll ,4(0; l) дo тoчкit s(_l; е).
Сделать чертеж.

39B. B ьrчислить крllвoл}liletiньll.I интeip а,т

Г u24-| х
l 

-dx_*-:-dи
.tta g?
I:,

BдoЛЬ oтpезKa L:АB пряьlol.t oт тсЧкIi А(1; 2) Дo Toчки B(2; 4),
Сделать Чеpтeж.

{399. BынислIIтЬ кpивoлинейttьlti lrнтегpал\ъ.з

вдoль дyги l пapaбoльr a:2х2 oт тoqкп o(0; 0) лo тoнки А(|; 2|,
Cде,цать Чeртe}к'

400. BычислптЬ I{РиBo"rl}1нeйпьlй интегpaл

(u
t 
g cх ф.rdytr*

вдОЛЬ дyгIl i кривоri !_|пх oт тoч!(tl ,a(1; 0) дo тoчкtr B(e; l).
Cделaть Чepтe)к.

401_4t0. ,П'aньl вектopнОе lтo,le F:хi+Yi+Zk lr плoскoсть lrф
+ BlJ +Cz+D:0(p)' котoрaя сoв\{сrTIIо с кooрдинaтliыМll пЛoскoстя.
lли oбpaзyeт п}rpаl,rllдy И. Пyсть o _ оctloваIlиe пlipaМидЬI' пpиiraдле.
>i.iащеe плoскoстli {p}; х_кОнтуp, oГрatlilЧиI]a:ощий o; n*}IoрМaлЬ
к o' llапpnвлеllнaЯ BI{е IIиpaми,{ЬI И. Тpeбyется BЬIЧttслитI}"

l) потoit вектОрiloгo пoля F черe3 пoверхIloсть G B llallрaвЛeниll
ноpмa"'!l] n;

2) uиркуляttиЮ веKTopIloгo Ilо"'Iя F лo зallкпyтоrly копт1'рy l
lleпoсljедствelilio и прl1lrlerlllв теoрeмy Стoкса K Koilтypy l и огpaнш'
.iенноii им пoвeрхнoсти G с нoprIaЛью n;

3) поток веKToрl{oгo по'iIя Р Чepeз IIo''lнyJо пoвepхнoстЬ Пиpflмli.
дL'I y в llаnpeвЛе:l}rfl вltеlutlеl:i riQpl'ia,lи It ес ilовеp.\uoсти нeпoсpедст*
Ёеi;}io It 11рIlN,е}lив тeopеrl],r oстpoгpaдсI<огo. Cдслать чepте}K.

;с1' F : (х* z) i; хj_ g { z'2:0.
4Li9. F : (a _ х * z) i; 2* _ g * 2z- 2 :О.

Цg. F: (,t+ 7z)k; 2х* a * z-4: 0,

404. F : (r* 2!t _ z) i., _ х * 2a * 2z _ 4 : 0'
405. F : {2х { 3у _ 3z) i; 2х _ 31s ф 2z _ 6 : 0'

.,lc6. F : (2х { all \ 3z)k; 3x* 2!] { 3z_6 : 0.
40?. F : (х_ a _| z) |; _ х {2у ф z- 4 :0.
403. F : (3x-.{. 1ц -| 2z)j; x* g *2z _ 4 :О.
4c9. F : (5.r+ 2s { 3z)k; r * lj * 3z- 3 :0,
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410, F: (,t_ 3,,f 6z) ii * х * у *2z_4 :0.
.11,1^_420. ПpoвсpII'rь, яBЛяетeя ли векТopltog по'те F:Хi.]-\,il- z'*.

пoтeнциaлЬнЬIм It сo..iенoiiдa;ЬI]Ьlllt. B сл}'чae пОтсIiциaЛЬi{oсти rioля F
наtiти егo пoтеIlцlla.].

41l. P: (6х * 7!1z}i-| (6у|7хz} j* (6z }7хц)k.
4|2. F: (8' - ьу;1i.у $у - 5хz) j * (Ez -5хg)k,
413. F : (l0,v - Зуz} i* (l0и - 3хz); 1 1l0z - Зхц) k.
414. F : (12.v * цэ) i -' i|2a * хz) j + (|2z-i-rз) k.
4lб. Е : (4х - 7 !jz) i -т (1g - 7хz\ j * (4z - 7хц) k,
416. F : (х -г 2уz) i _- {'a * 2хz) j * (z _г 2хg| k.

' 4|7. F: (5::;.1yz) i.т {5,J *4хz)i-|фz{4xу\k,
4l8. F : (7х _ 2уz} i -:' (7ц - 2хz\ l* 0z - 2хц)k,
4iэ. F : (3.t _ u.,) i + (Зц - хz) i * Gz - хл k'

1420. F: (C,r -; 5уz) i* (9у i5хz) j + (9z *5хg)k,
lc. Рядьl \

421-430' trlсс.lteдовать схcдliilость Чис'цoI]oгo рядa \r ,,'" *) un'
n:l

t1-V 11

422, u": 
\ /- ,

Ytt
2'п

424. u": --r:-= .
'' I tln\l

426. ttn: (,+l) ш. ("+ Цl

f 428. u,,: -^ ;
' (Jrl rl

nlr+_Lr*30. un: ("+ l)t .

'l 
-l- ,1

421, un:-- ^ .
lle 

- 

-/

I
423, u,t: ,r"Jl.1"_t .

l.rr -r r).-
t-Lэ

425, un: ,- .

o.1 , I

Аo1aLtО цn _
1 ^-I t.:'

I
42J. un: t----l-, --..-.t .

tri -i- l,) l:t (1r-l)

43|_440. Наiiт;t llптеpвa.т схo;lltп{oстIl

1 (n т l),.
43|. а'n . +З2,

tL"

(2tt\\.
433,аn: - . 4З4.

11''

ф
степсIIlIoгo DядaS л. tл

,r-l

2n
цn - n\n + t)

3tr.nl
un 

- (rl + l.)"

o'"
'' nr-

уn
490,
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/ l\'2
437, аn: ('+;,) . 438.

439, аn:_Д . 44o.

Y 2n \3rr - t\

n+lаn:ЙТГ"
n*2

on: ---7_77 0'- n (l,i+ l)
b

дo
те[,1

44|-460, Bьlчислить oпpeдeленньIй интeгpaл i tU)dх с тoЧIIoстью

0,001, paзлoxtl,IB пoдЬIItтeгpа"'IЬ}Iyю фyнкцию в стeпеннoй pяд п зar

пpoи}lТегpl]poБав eгo пoЧлeннo'

4a|, tQ):e_х2l3, b:1' 442. f (х):,o,{7, b:|.
lА3. f (х):хагсt€r, D:0,5. aaa, f @) 6:0,5.

445. f (х):у ln (l-.tl) , b:0,Б. tццp" t @): хё_*, b:0,5.
aa7' tQ):аIсtgx2' 6:0,5' aas. f (х) -5!x.rz, }'- l.

lА9. f (х)- -sin_x9 , b:0,5. a50. l(,t) :1/тт,,? ,6:0,5.
х.

451-460{ [Iаiiти тpи llеpвЬ]x, oтлlIЧlIьIx от Iij;Ля llлeila рa3лo)кe.

!lия B стeпенноir pяд реtllel{ия ц:g(х) диффеpенuиaЛьlloгo }paвнe.
ттrtя у, :[ {х; g), удсвлетвoряIоIi{rгo нaчаЛь}ro}ny }rслoBtlю и (0):y"

ц't. ti, :_соs.r * у,; !-l(0): l . 4б2. 9, : eх -|yz; y(0) :0.
453. g,=a+ц2i и(c):3. 

,W! 
o,:2ea_ху;ц(a):0'

45б. a,:sinx *g,; g(0): I. 466, ц|:e** ц; у(\:a.
457, g, : x2*у2i gp):2. 458, g,:sinx{0,5y?; и(0):I.
459. ц. : ?еи * хg; Ll (o\ : 0. 4Bn. g, : х*х?* g2; у {Q} :5.
461_470' Разлoх<ttть дaнтrуIo фyнкцию f (х) в pяl Фуpьe в ин.

тepвaлe (a; D).

aы, f (x):х+|
a|з2' f (х):х2+|

л- х
a63. I (x) :

z
r.l
t^l

_п{xq0,
0-<.r<]т
хl

I

_lt1х10,
0-<x(п

в итlтеpBале (_п; п).
B интeрвaле t-2; 2).

в иI]тервaЛе (-л; п).

B иIlTеpBaЛе i-1; 1).

B интерBалe (-зt; п),

B интeрвaле (-2;2)'
B интеpвaЛе (-п; п).
B интеpBaлe (-l; 1).

в иIiтeрBaле (0; 2п).

B и}tтеpвале (-л; п).

464.

lз6J-

466.

467.

468.

469.

474.

l(x):1*
r0.f(х):i
ta t

l(x):il-
I (x) : lxl

f(х):х_
f(х):хZ

(9
f (х\: )'-'
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t1. Уpaвнeния п{aтef,laт}rЧескоfi физики.
Фyнкциlt коllплекснoгo пеpеlvrеннoгo. oпepaциоаноe исЧllсJ.tеIilte

47t-480.,\ieтr-l;оrt .Ц'a.rarlбеpa наiiти у1raвнrНИе rr: u(х; l) фoр.
шьj oднopo.lноii e ескснечliэli струпьt, (]ПредеЛяrNIoil B!.1tI.]3Ьl]\I }'pаIJ.

нeниеМ О,u 
- 4: 

(,:'ll 
, eсЛIi B ilача.rlьньlй п,tоl'tент lо:0 фoрl,la стpу.

Ltt I О.t-
Еt,I и скopoстЬ тCЧl;]i сТр)'.irЬI с абсiдиссоiI 'r oпредe.lЯютcя с,ooтBeтст.

вeнIio ,aiaнHь'.'.tt ф,'.н,,ц,,"',н ltl :l(я) 
" +l :Л('r) .

ll ,:D ot lt ":0
a7l. f (.т) -х|2_.'1 ' F(,r,):е_.v.
a72. f (х): я:, -F (-r:) : 51n .'.
a73. f (х\:ei, Л(.t):oх' a|a. f @):CoSХr Л(x):6дy.
475. l$):sin.r' Л(,r):go. a7E. f (x):х, F (я):сosя'
a77. f (х): sin .Y, F (x) : 663 ". a78. f (х) :\(х_2\ 

' Л(x) : g.t.

4т9. f (х\: CoS.tr F (х) :51n". a8Э, tU)r: €-.v, F (l:): po,

48l-490. ПреДставliть зaданн}-Ю фyнr<цlrю ц:f (z}, rдe z:х!
*iц, в вuде ru:u(хi у)+ia(х;,); прoвериТЬ' ЯBлЯэТся Лil cнa allа.
литичeскoй. Ес,цll дa, тc нaIiти 3пaчеIIиe er пpОlrЗвcдi{ой в за;iaпнoй
ToЧK€ Zg.

481 , ta:(iz)3, zo:-1\i' 482, rll':g*zэ,7o:!,
483. to:i (l-z2\-2z, zo:|. 481. сJ:e\-|z, zо:тт!l3,
48-э, a:z3-|3z_i, Zo:* i. @*- е|-2iz, zв:l|16.
4B7, a:2z2_iz, zo:1- i. 483. rо:еiz2',o:{iin'
489. al:z,'*z?|i, zg:2il3. 4)J. a:zеz, ?.o:_ 1+l'i.
49l-50c. Paзлохiлть функцию f(z) в pяз, Лэpана B oкpестнoсти

touки z6 и oПредеЛtlтЬ облзсть с:,(oдilMoстII этoгc рЯдa.
r

G-.sъl(z): ^_:- , ?о.-5'3,\:/'/. . . 2z-Ь
?

a92. f (z) _ siп :-j- , z a-, 1,

a93. l (z) _ e|/, , zо :0.

a95. i (z): lnЧ , zo :
I

a97. l(z)-'-, zo:
z \z - t)

'I

asa. ik): -j-;.- , zo: i.(z-.г t,,

l. a96. l(z):сos* l zp=.:|.

0. a}s. f (z): 91/(1*21, ?o: !.
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50l_5l0. Метoдoм oпepaц}Ioн}Ioгo исЧисЛeния нaйт}r частнoе рe.шeнlIе диффeрeнциалЬIloгo уpавнeIrия' yдoвлетBоряющеe 3aдaЕflьIid
}Iа'JаЛЬнЬ] ]t yс"loвl-Iяy.

5a1 , х,,, -|х,,:sint; .т(0): l, я, (0):|, 1|| (0):0.
502, х., - х, : tе/; x (0) : 0, *' (0) : 0'
б)3. х,,,_2",,+х,:4i х(0): l, x, (0):2, х., (0):_2.
б84. х,, -9,т: е*?t; х (0):0, x, (0):0.
Bai, х', -l-"t,: t?*2t; x(0):4, х'(0):_2.
500. х,,j-9х:соs3l; *(0): t, х,(х):0.
5a7 , х,,, s.t : l; ,v (0) : 0, .t, (0) :0, х,,(0) : 0.
Щ8. ',, 

_ 4х: t _ 1; * (0) :0, x, (0): Q.
(Д9)',, *2х, **:сos t; x(0\:0, х,(0):0.
5t0. я,,* 3х' * 2х _ I_|Гi,., 4ц:t.r, (0) : l.
51 l_5,0. l.{етoдoм oпepацIloнI{oгo I{счlIсЛeI{ия нafrти uaстнoe ре.U]ениr системьl дlIффеpенuIlаЛЬI{ьIx уpaвнeний' yдoвдeтвopяюЩ€e 3a.

дal]liьIIVI IlaЧ aЛЬнЬIlt{ УсЛoBияМ.
t..t _ \,

sП. { 
', 

.. , :'. r(0): i; e(0) :0.
\U :х+gi
{*':-2.v-2g-42,

б12' \t, -:-2х -|!j_2z, х(0) : t, y(0) : 1, z(0): I.
|z, : 5х {2у | 7z;

{х, *4х_ц:a'
1o' * rr --i :ot x(o) : 2' s 1o) : ]'
{х, | у- z:0'

5l4' j./, -z:О, х(0): 2, gФ): |l2, z(0):5l2.
i.r'-l-;-z':A:

sis. i''' r':-o-:o'^. ,(o):1, y(o): !.
|'g, );2х -l- 5y *- 0,

{','--х+|J+z'
516. i!J',: 

j:-lJ+z, r(0):2, !t\0):2, z(0):-I.
\. .j -|9_.у

ыl' {'' -"r.+2ц:З,
[l]x, J- !, ._ 4х *2g :a; я(0) : 0' y(0) :0'
(х,:у-z'
i-

5r8. li/':"ts, .r(0): I, y(0):2, z(0):3.
\L - ^ 

-1".,

ыэ. 1,',,4-:,,:'n' ^ .т(0) :1, !/ (0):- l.\х,_2у,{x:0;
tу| -Ltt_-Г.

520. ]^,''^ -"- ^ r(0).- l, !(0): 1.
|у' _ 2х - 2u :0;
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t2. Tеoрlrя верcятнoстeй и пraтёматийскaя стaтBст}iкa

621, Ст1'лeнт знaет 45 из 60 вопpoсoв apoгp'al{I{Ь]. 'KaждьIli экза.
менaциoнньrit бrl"тeт со1еp;liliт тpll вoIipoсa. Нaйтп веpоятнoсть тогo,
ЧTo студеI]т знaeт: a) всe трli вoпpoсa; б) тoлькo дBa вoпpосз;
в) то"'lькo од}l}l в0прОс э}:зalтeнаIiиоIiнoгo билeта.

522. B кaхiдоil из.1B).х -vpн нaxoдяTся 5 бельrх lr 10 uерньtх шa.
poв. }iз пeрвоii уp}iЬI пepеJo)кrlЛи вo втopyю нaудаqy oдI]}I шap' a за.
тeI{ и3 втopоri тPнЫ вЬlilулll нayгaд oдllri шap. Нaйти вepoятность
тoгo, uтo вьlн1.тьtй шjaр oка)iiется ЧеpllЬil\,{.

523. Тpи стрe'.]!ia в o.fI,1накoвЬIх r{ fleзaвIIсимьlx yсЛoвI,Iях пpО.
извелlI пo ojнo}!у вьIстрелy пo oднoй и тoIi жe цeли. Bеpоятнoсть
тIopа}кeнI]Я це..1Il пeрвьl}1 стpеЛKolt paвlla 0,9, втopыIlr _ 0,B, тpeть.
пм - 0,7' Нaйтн вepoятнoстЬ тoгo' uто: a) тoлько oдиI{ иЗ стpеЛкcв
пcпaл в ueль; б} тo.lЬlio двa стрeЛка пoпa'1и B цeлЬ; в) всe тpп стрe'r.
кa поI]&'Ii в цe..тЬ.

524. Bеpоятнoсть нaстyпЛе!]ия сoбьIтliя B кaждоilt !Iз oдlrнакoBьI-r
и незaвисиil{Ьlх испьtтаний равнa 0,B. Нaiiти веpоятностЬ тoгo' Чтo B

t600 испьIтанияx сoбьtтиe нaстyпrrт l200 paз.
525. .Ц.ля сIlГнаЛlIзaцI{и oб aварии устalIoвлeI]ЬI тpи не3авт]си!'o

рa6oтaющих yстроi1етвa. Bepоятнoсть тoгo' Irтo пpи aвaр!r1r срaбoтает
Ileрвoe yсTpoйствo' paвнa 0,9' Bтоpoе - 0,95, трeтьe - 0,85. Hайти
вepоятнoсть тoгo, чтo пр}r aвaрии срaбoтaет: а) только oДнo yстpol.l.
ствo; б) тоЛЬко двa устpоl.rствa; в) всe трlt yстрoйствa.

52E. BеpоятнoсTЬ нaсT}'пJrНия сoбьlтriя в ка}I(доlJ lIз oдI]liaItоBЬIх
Ii IiзэаBllсliiYlЬlх tiепьlтаi:;i;.t рaвilз 0.02' FIaiiт:i веpоятi!остЬ тoгo' ЧTo B

i50 испьIтaниях собьlтiiе rlaступит 5 paз.
A,27, B rjepтиII из l000 издслпii ItмeюTся 10 десi'.сктilьix. Нatiти

веpoятнoстЬ тoгo' Что сPeдп 5c ltздeл:tfi, BзятL]к ilаi.ДaЧy ltз этoIi
пapтии' pоB:Io ТрII oltilid.}Tt.1I де;hсктliьt'lit.

52B. BеpолтностЬ I.Iастyплeния собьiт.ия B кa)кдО1{ I']3 oдинai{oвых
и I]е3аBi{еI-l}'1Ьtx liспьiтанi,l;i paвнa 0,8. Нal:lти вероятilостЬ тcгo' Чтo B
I25 испьtтаtlttяx собt,lтllе нrстj.iliIт Ilе Yellсс 75 и rrо бо.rсe 90 раз.

529. ЁIа тpе,.i стaнкax прli oд}iilaкoвЬIx 1I незaRi,iсиi{Ьl-\ }IсJ'IэBияк
II3ГoтoBliЯЮтCя дeта'.тII oдтioгo наиl{еIiовaiiplя. I{a перзом стаIiке nзI.o.
.тoвлЯют l0 %, lla вTорo}I _ 30 0,Ь, ria трeтЬel',I - 60 % пt'еx Д.етaлеit.
Bеpoятность кaiк;оil .lетa'lи бьrть бeздефектноit рaзнa 0,7, ес.пll оiтa
}I3ГoToBl.I€!I3 Iiа i1еpBcji CТt.d}it1, 0,8 _ eс.тlr нf, вTоpОr'{ станке' и 0,9._
есЛI{ I{a тpетЬe].1 стaiJке' Hзiiти верcятнcстЬ тсгc, r:Тo ileyгад взяTaя
дrтаJь cТ(аi;iется безfс&еl<тноll

('3tD iiBa брeтa в:lо;ят Е сoстаB дByх сl]ортиtsнЬIх кol,IаI{д' сo.v
стояЩilх ilз lf qе':сьек lia).Iiдaя. B двyх yрi]ax иl{eюTcя лo 12 6тlлe.
ToB с llо:tтеlariiI от i до 12. ЧленьI кaх<дcll кo},,laI-IдьI вЬIнимaют на.
у"laЧ]'l пo oдiio],i}' б;l..lет5, !13 oпределeннol:i ypньl (бeз возвpащения).
НaItтil веpоя;riс.тЬ тcгo' чтo oбa бpатa вьiтaщaт билет нoмеp 6.
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53l_540.,П,истrретнaя слу'lаlitiaя вэлiIqпIla Х мoх<eт пp}тниMaтЬ
тoлько iвa ЗItаЧеI{!rfl: х1 |4 х2' пpllчeм х1dх2. |4зaeстI{ЬI вepoятt{oстЬ
p1 вoзi,loЖного з[lачеt.l[iя ff!' матеtlатi]qeсt{oе oхtидаI{иe I|I(X) lt ди'c.
пеpсия D(X). Наi,tтll зaкон расгrРeделrl{ия этcй слyuaйнoй вeличины.

53t. p1 : 0' t; д1(,\) : 3,9; D (Х) __ 0,09.
532. р1:0,3; t,t(X|:З,7; D(X):0,2t,
5З3, p': 0,5; .4,f (Х) : 3'5; D (,Y) : 0,25.
534. Рi:0;7l, r1'1 {Хi : 3,]; D (x} :0 ,21.
535. pl : 0,9; I|1 iХ) : З,|; D (X) : 0,0Э"
536. p1:0,9; АI(X):2t2i D(Х):0,з6.
537, pi: 0,8; д,: {х) : 3'2; D (x) :0, 16.

Ф,'-0,6; 14{X)_ 3,t1; D(8:a,24,
5З9. p1:a,4i z1l(X):3,6; D(X\ :0,21.
540. p, :0,2: hI (X) :3,8;' D(X) : 0,16.
54l_5Бc' Слyтаl:lllая BеЛtlliиt{а X зaДaнa Фyнкциeй paспpeдeлe.

яия F(х) Нal.tти плoтпОс'гЬ paспpеделeliия вероятttoстeй, [taтeМaти'
цесj{oe o)кидaниe и диспepL.ию слyuайнoй вe"lt-iqlltlьI.

(0, x a 0;
54l. F' (-т) : j'v,, 0 q х -< l;ll, .v ) i.

/0, х -< l;
б42, F ('):{(х1-х\l2, l(x*<2;

tl' х)2.
(0, .т -<0;

543. F (x):{.r3, 0q.'rq l;
[l' х} l.
f 0,.v_<0;

544. F(.r) : {з,t* * 2х, 0{ x < l/3;
tl,r}1/з.

[ 0,
: 

|х, /9'
L t,

[ 0,
: 

\х2/4,ll

( o,

I r,

,<*. 10, xq2;
\Цlу Г (х) :''хl2 - l, 2 4 х g 4;

I t, x]4.

546. F (x)

647, F (х)

5as. F (tJ

x<0;
o<*-<3;

х}3.
x-{0i
0<я<2;

х}2.
х < _ xt12;
_ttl2 { х 40;

x)0.
138



. ( 0,х-<0;
Bl9. F. t') : 12sin,т, 0 <х <lll6i

t l' я}ут16"

{ c' r -< 3зr/4;
550. r.(,): Jcсs2х, 3зтl4 {,ч{'тi

I l'.t1п.
55t-560. llзвестньt ]\iaтeмаTическoe oжII,цaIIиe o П Cpeflнee 'кBДfilpgтиЧeскоe oтri.]оiiенllе o нoр}Iа'ltьнo рaспредgпеI]I{oЙ слyuайнoй веlrи.

чины Х. Наi:ти веpоятI{oстЬ пoпaданltя этoй BеЛиЧиIIьI в зaданный
trl{тeрвaJ 1с; B),

_ 551. a:iC, o:4,a:2,fl:lB.
б52, а:9, o:5, e:5, 0: 14.
553. a: 8, o : 1, a: 4, р: 9'
554. а:7, o:2, a:3, F- ]0'
555. a:5, о':З, Ф:2, F:|1,

Фo:5, o:|, o.:l, A:i2"
557. а:4, rl:5, a-2,8:ll.
558. a : 3, o. :2, сt: 3' fi: 10'

559. a : 2, o:5, сt:4, р:9.
560. o:2, o:4, с|:6,0:10.
56t_57c. Задaна n{aтрицa P1 Bеpоятнoстeй пeрexoдa uепи ,futap.

I(oBа Ilз сoсTcяния ,(l:l' 2) в состоянIre i (i:|,2) зa oдин Е'aг.
Найтtl матрицу P, перeхoдa из сoстoЯния l в сoстoяI{иe ! зa ДBa
lIIага.

sl.t. Pl : 1:'] :':) . 562. P, : Р', o,*.l- \0'2 0'8/. -\o,з 0'тl
56з. Р1:r:'1 :'1. 561. Р,:/o'n 0,6\

\0'4 0'6l- -... . l - \о,s o,5J.

565. P; : r:': :'1) . 566. P, : P,в 0,o\ 
.. t 0,7 0'ЗJ - - \o,в o,2).

5в7, Pt: i:': : ?). 568. P, : /o'n 0,l\ 
.- \0'9 0'|J- _ \о,z 0,s/.

569. Pl:r:': :,i) Фo':(3:i 3:l)Lr.: u,E/ 
-- 

\0,1
57t-5E0. НaйтlI дoBервтe..jьвьIfi ннтеpвaл .цЛЯ oцеItки MаTеI\,Iати.

чесt<oгo oх{llдан'lя .l нoрllaЛЬпoгo paспРедеЛеllиЯ с надe)кнoстью Qg5,
зная выборcuнyю средiiюю r-, объеl't выбopкн ,i ]t сpeднeе I{вaдpaти.
Ческoe oтк.1онeниe гJ.

67|.1:7Б,17, n:36, o:6, 572.;:75'I0, n:49, o:7.
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, 57З. ;:76,|5, n:64, o:u. @;:75,14, n_ 8l, o:9.
$76, t:75,13, n:100, o:10. 576. i-75,12, n:121, o:11.
577. ;:75'11 , n:144' o:|2. б78, 7:75,l0, 

'?:169, 
o:13.

57Э.;:75,09, n: lg6, o,:14.580. i:75,0B' n:226, o:|5,

Ko }lТPoл Ь !* Ьl Е 3AдAi{ I.{я

}Iиrке привeдена таблиЦа но}{epoв зaДaЧ' вxoдяIIIих в tадaIIия
Ila кoilTpoЛЬнЬie рaбoтЬ1, при двеIrадцaти коttTрoЛЬнЬIх рaбoтax пo
y.Iе6нoмy пла;+y. CтyдeнT дoл)l(еIl вьIIroЛнятЬ кo1lTрoлЬI]ЬIе зaДaНИЯ,
пo варI.Iarrтy, t]olliep кoторогo сoвilaдaeт с пoследнeй цIlфpoй eгo
yueбногo l]olieрa (шифpа).

Ес.пи дo yueбнolry пЛаIIy пpедyсМотрeно дpyгoе ЧliCЛo KollТpoЛЬr
пыx paбoт илп кaфeдpоir ]\аaтеl,'IаTики даIli{oгo Byза yсТaнoBЛенo дpy.
гoе PaспpедеЛeние l!атерI,laЛa, тc кафeдpa соoбщает стy.Центам об
этl1Х и3il{eIiеIiI{ях II дaеT сooтBeTстIi.vюrriие уKaзallliя o пopядке вЬ!пОЛ.
tIен;iя pабот.

l[o':сpа задач кoнТролЬнЬI\ 3аданиЁt

I

2
r)

5
6

б
I
0

1lt213l41
212223242
313233343
414243444
515253545
616263646
7t7273747
818283848
919293949
l0 20 30 40 50

61 71 8l 9r
62 72 82 92
63 73 83 93
64 74 84 94
65 75 85 95
66 76 86 96
67 77 87 97
68 78 88 98
69 79 89 99
70 80 90 100

101 lll
102 tt2
103 I 13
104 ll4
105 lr5
106 lt6
107 t17
108 ll8
t09 li9
110 120

5l
Б.g

oo
54

5B
59
60

ZI
22
23
ot

25
26
Дt
28
29
30

l3l
132
t33
r34
lоD
136
r37
138
r39
r40

Hoмеpа эадa.r кollтрoлЬнЬrх заданий

I
2
o
+

5
o

8
I
0

5l
52
53
54
DO
oo
57
Dd
59
60

bt
62
63
64
OD

66
в7
68
69
70

t4l
142
143
144
r45
146
|4т
l48
r49
150

r8r
l82
183
I84
185
186
|,в7
l88
r89
190

2tl
212
213
<,| А

215
2t6
217
2t8
219
22О

7l
72
73
74
to
76

7B
79

221
222
223
224
225
226
227
228
22E
230

l9l 201
192 242
193 203
194 244
195 205
t96 206
ts? 2.07
t98 208
199 209
200 210
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L

}:::.€?а rадaЧ кollтpoЛЬньlх зaданt]Й

т .:

:::

281 29r 301 3l I

282 292 342 312
283 293 з03 3l3
284 294 304 314
285 295 305 315
286 296 306 3t6
287 297 З07 3l7
288 298 t08 318
28S 299 309 319
290 300 310 320

'5l 
2в| 27|

2r2 262 272
:.13 26з 273

:55 265 275
256 266 276
2б7 267 2i7
258 268 278
259 269 2т9
280 270 280

э9l 40l
392 442
э93 403
394 40.{

-295 405
395 406
-197 447
:,98 408
;::Э 109.iс0 4l О

Fio}lеpа 3адач кotlтрoЛ!,вых заданиil

5
6

8
I

32| 33l Э41 351 36l
322 3З2 З42 З52 362
323 333 343 353 363
324 334 344 354 364
326 336 345 355 36б
326 336 3.16 356 з65
327 337 347 3a7 367
323 _?38 sis ;-:i_a 368
32э 3з9 3.iз э;..' 3.9
3-iО :.1'j .-О эr] 370

37t 38t
372 э82
373 383
37-l 3E1
31Z 'jёc
J r o ,iOtJ
З;т 3s73;r 383
3;".) :Sj
ЗE.] 390

4ll
А|q

413
4t4
*ID
416
417
418
419
410

I

Baрп. 
IанТ 
'I

8
У

Lio:JePэ зaдaч кoнтpoЛЬt1Llх sадaний

42| 4З1 441 451 46l
422 '432 412 {52 462
423 .;-?tj 4-tJ 15:3 463
421 i.1j -1 :-t +5+ .161

4)-i .i l;':l .:i |i 4.5 16б
426 -i;.-.r.] 1ii 1i6 46Б
427 ''\',:| 1\7 4ь7 467
428 ,138 418 158 468
429 4il9 44Li 459 409
430 440 450 460 4т0

1-r {il
.l7: +ь2
17 I -tS3
+1+ +с+
.4:: 1i--

47o -+Ei
4i l ib/
478 4E8
479 4"Ч9

480 490

491 501
492 502
4oо3 503
49i 504
49б 505
19,i 506
4s7 5О7
498 sCB
499 509
500 5r0

5ll
r>12
а l,f
514
515
Dlo
517
518
5r9
520
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гlo}repа 3aдac IioнтрoЛЬ}iьIх зaда}rtliiвuо*. .|

аят 
i

551
552
oо,'
(l:i

bDl)
DOO

bbо
559
560

561

563
аolt
565
c00
Db/
568
569
570

<70

D'O
Ё,1А

о/D
D/O
ort
578
579
580

пPAвилA вЬIпoл }lЕt1|4Я w оФoPIllлЕtI ия
I{oнTPoЛЬtIЬlх PAБoТ

Пpи вьtпo.'lнeltllll кoItтг,o'IjЬIrЬIх paбOT rlеобхoдltмo стpoгo пplt{ep.
)KивaтЬся ):I{aзaнньIx ниЖe пpавиЛ' PaботьI, BЬIпoЛllеHi]ЬIe бeз сoблю.
деilия эTих пpaBил' нe 3aчиТЬIBaются и BoзBрaIцaЮтся сTyдеIIтy дЛя
перepaботки.

1. Kaждая I{oнтрoлЬIiая paботa дoл}iil{a бьtть вьlпo,lнeнa в oт-

дeльнoй ТетрaдIi в IiЛеткy ЧерI]llЛailtи любогo цвeтa, крoN{e KpасIloгo.
Неoбxодипto oставлять пoля шIlринoli 4-5 см дЛя 3al{e..{alrиir pеueн.
зeнтa.

2. B зaгoлoвке paбoты нa oблo)I{I(e теТpади дoЛжIlЬI бьtть яснo
tIаписаньt фaп,rиЛия сTудентa' eгo IlницI,IaЛы, yчeбIrЬIй нoмер (шифр)'
нaзваниe Д.исциплиI-IьI' t{oМep кoнтpoЛЬноil рaбoTЬI; 3ДeсЬ же сЛeдyeт
yка3aтЬ нaзBaI]IIе yueбнoгo 3aведеI{ия, дaтy oTсЬr.'ткtl рaбoтЬI в tlнстll.
тyT I,l адрес сTytеEтa. B кotiце paбcтьl след!.ет пoставиTЬ дaтy eе вЬl.
Пo;]iIёIIИЯ и пoДпltсЬ стyДеI'тa'

3. B paбoтy дoлх{i{Ьl бьlть включенI,I всe зaдaЧи, укaЗаIiнЬIе B 3a.
дaниrl' сTpoгo пo пoЛo)t(еtlI{o},{y ваpиalrTy' i(oнтpoльньIе paбoтьl, сo.
держaщиe нe все задаЧя \aц,at[|ая' a тaкх{е \aД,aчИ Itе сBоегo Bapl.l.
aHта' не зaЧrlтьltlаIoтся

4. Pешения задаtI liaдo paспoЛагаTЬ в пopядкe вoзpaстаI{ия иx
I{oI!{epoB' yкa3aнньIx в 3aдaI{иях' сoxрaняя нoТlIеPa задач,

5. Пеpeд perпeниelvt кaжtoir зaдaчи }Iaдo пoЛi{остЬЮ вьIIrисaтЬ re
yсЛoBlie. B тoм слyuаe' eсл}l нескoЛЬкo эaдaч, и3 кoтoрыx стyдеHт
вьtбиpает ЗaДaчIl свoeГo вapиаIiтa, иI\,{еют обшyю фopмyлйрoвкy' слe.
дyет' переIтисЬIвая yсЛoвиe 3aдачtl' зaЕ,{eЕiilтЬ общие дaнньte кoI{крет.
ltьIми' взяТЬIA,lI-t !Iз соoтBeTсТByющeгo riомера. Haпримеp, yсЛoв}Ie 3a.
дaqп 1 дo,1)кнo 6ьтть IIеpеIlисанo так:

t. !,аньl веrcTopbl a{|;2;3) , b(-1; 3; 2), с(7; _3; 5), d(6; l0;
|7) в некoтapor| батuce' IIoказать,,. и т. д.
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2

A

7
I
i,
n

521
522
523
524
bzэ
526
52/
528
529
б30

531
532
593
534

536
537
a.1о
539
540

ql l

542
543
RА А

o*J
o+o

545
550

l

I



t
I

'f, &gee*шlг:i.]}; с":еr..-ст t]з'1агaтЬ пoдpoбнo и aккyратнo' oбъяс.
iшfi ш] ш!m!mt;. Е a:Ё ;€;.сlв;lя no хoду peuIеHия и делaя неoбxoди.
Йд{щ i|шiml,т,чш]т.. ]шll'ill : :,- :.: ji]; лрoрецеIl3иpoвaннoli pабoтЬl' К2K ll03itIТCIt.
r, ,,л .шe!ш 8 :;:*ar::]. с;т:ент дcЛ)кeн испpaвиTЬ все oтIfеЧeннЬIе pe.
:з,;:]i!]*jLfllmm t;:l,jш] з iе:oчеТы tl вьIпo.1н1{ть все peKoмe}rдаЦии РeЦе}I"

Bi]€сти в pешeния 3aдаЧ Те l]лl' иlJыe
;ll ;: с..IaтЬ Вх р'J|Я пoвтoрI1ol{ пpoBeр}ii''
::: L.poк'

]:- :1 oтс}lтствпя пpяlvloгo указанIIя pецеп.
].::]iет oгpa}tиЧитЬсЯ предстаDjlеIlиеi!( }iс.
!:ЬIх 3аJaч' Bся рaбoтa дo..l.ii:I::1 6ьtrь вы.

:: .* -] : 1'; .-:-}aв..]eн'lЯх дo.r]жI]a oбязaтe'rIЬIIo нa-\oдитЬся
. :-. _: ]:.Отa }l реценз}lя I]a пее. Поэтo:uу рекo}'lellдJr.

:-_.-J::::;I ]tО}Iтрc"lЬljoй paбoты oCTДBЛЯТЬ в коIiшe тeтрадir
. . ':]]{ ''l}ICТоB д.nя всех доi]oЛнeilий II IlспрaBЛенiiii B еo.

' : .'f,азанliя11rl 
рeЦеrIзeнтa" BнoситЬ IIсflрaBЛе}llIя в raм

]f, :.с;e ee pе;lеl-lЗ]iрotsaHIIя 3aПPещaeтсЯ'

t
I

t

I
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