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ПPЕtИсЛoBИЕ

Aктl.lвgaя' сai\{oсToятеЛЬI{aя pаботa сTyДeFIтoB *. Залoг yсПelilI{o.
гo oBЛаде}Il{я изyЧаеMЬIl\,{ кypсovl. oдной v13 фоpм aKTl{BизaЩИуI
yчебнС}Гo ПрОttесса Пo IиaтеNIaTиKе сЛy)киT сplстеi\{a TиПОBЬIх paсЧе.
Tоts (ТР). ПpРIМе}Iе}Iие сисTеMЬI TP pеI(ol\,Iен,цoвaнo действyющед1
Ilpoгpаммой Пo вьlсшrей МаTеMaTиI{е ,цЛя I{н}t{еtIернo-TеХFIиЧесKI{Х
сПrЦI{алЬrloстей ByзoB' yTBеp}I{tеннoй }1инвy3oм сCсР B 1979 г.

oсновой сисTеMы TР яBЛяется иI{tиBvIДУaJIизaция заданий. 3aдa-
ЧИ -* paсЧеTHЬIе зa.Ц.ДнИЯ, вХoДящие B }IaсToящий сбop}IиI(, пРo,Ц.
сTaBЛеI-IЬI ка}кДaя 3l Bapиa[IToM' ЧTo Пo3BoЛяет ГrpеДлo}I{иTЬ K а )I{.

Дoiи }, сT ytе нTy yнебнoй грyIIIIЬI и н Д\k|BиД У aЛЬ ЕIoе 3 аДa.
}t Lt е. Пoшtимо зaДaЧ TиПoBЬIе pасЧеTЬt сoДеp}Kaт ТеoреTI{ЧесIt[Iе
BotIpoсЬI |4 TеopeTиЧесI{Irе yПpaх(Hеtlия' oбщие ДЛя Bсrх сTy.цеIlтoB.
Pасчет}IЬIе ЗaДa:нИя сoПpoBo}I(,ц.аЮтся ссЬIЛKaшII'{ [Iа сПpаBoчньrit
МаTеp I{aЛ' B KoToрoM сoДеp)Kaтся неoбхoДиIvIЬIe теopеTРlЧесK}rе
сtsrдrlil,Iя kI IIpиh.{еpЬI pеlIIеFIия }IеKoTopЬIx 3aдaЧ.

Система TР нe исKЛЮЧаеT тpaДициoннЬIx тeкyщиХ зaд,аний.
ПоскоЛЬкy не Bсе pазt.елЬI сПецKypсoв oTра}t(еllЬt B KtIиге B paвнoй
lvlеpе' Bа)I{нo' чтoбьl TP 14 TеKущие .цoivlaшIние 3aДaния дoПoл}IяЛ1{
Др},г дpyгa.

PасчетHЬIe зaД.aния BЬIпOЛ}IяЮтся ЧастяМи Пo Mеpe ПpoДBиж(eI{pIя
B изyЧе}IиI,I кypса. ТeopеTиЧескиr BoIIpoсЬI ПpopaбaтывaЮтся tIо
лeKц}{oннoш{y l\{aTеpиaлy 14 oбсy>кД.aЮтся нa ay,циTop}IЬD( 3aнятиях.
ТеоpетplЧесKие yГIpa)Kне tII4Я, kт 3aДaЧI4 pеIIIaЮтся стyДе[tTаl\,lи самIo-
стoяTеЛЬнo И с.Ц.a!oтся нa ПpoBеpкy B yкa3aннЬIе ПpеIIoДaBaтелеfuI
сpot{l{. Pеtшениe кaх<дoй зaдaЧи ПpиBo.цится [Ia oтДелЬнol\d Листе
стаtItaрTFIoгo фopмaтa. Невеpно pешеI{нЬIe пpиMepЬI Bo3BpaщaЮтся
на дopабoTкy с yKaЗaЕIиеN{ хаpaKтеpa oттт|46KkI. B сПециаЛЬнoп,{
х{yр[IаЛе IIpеПoДaBaTелЬ фиксиpyеT сДa[IнЬIе нa IIpoBeРKУ, a Taкх{r
3аЧTе I.IНЬIe 3a.цaЧРI vI yпpа}к}Iения.

3ащитa ТР oсyщeстBЛяется B ПисЬMеннoй фopме Пo сПеЦиaЛЬ.
l{ЬIh,I билетам B ЧaсЬI занятий. Bo вpеi\,Iя зaщитЬI IIpoBеpяеTся yr\,IеIII{е

CTyдgц'u пpaBиЛЬI{o oтBеЧaтЬ }Ia теoретI4чесI{ие BоtIpoсЬI' Пoяс[IятЬ
реIIIеrIие теopeTI,IЧесKиХ ylIpa>кнений |4 зaД.aЧ, peШатЬ зaДaЧи aНa.
J{ОгиЧ}IoГo тplПa. Kaк ПpaвиЛo, зaщитa 3aниI\,Iaет oдt.IН yuебньrй Час.
Сpок зaIциTЬI yсTaI{aBлиBаеTся yнебным гpaфиKolv[. ПовтоpHая
заrI(I.[Ta Пpoвotт4Tcя BЕIе сетI{и paсПисaния B ПисЬменнoй фopмe I4II||'

IIyТеt{ сoбесеtoвaгIия (пo yсп{oтреЕIиЮ пpeПoдавателя)' Пр.oшle)кyTol{
Bреe{енI{ дo ПoBTopнoй 3aщиTЬI нr .ц.oЛ}кек ПpеBЬIIIJaTЬ одноrt
HeД,€"гIl{.
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Ka>к.цьrй и3 ПредлaгaеMЬIx B }IастoяЩей KHpIГе TР обеспеЧиBaеT
сеIllестрoвьlй сПеЦI{ypс. B тoM слyЧaе' I{oгдa сooTtsеTсTвy[oщI4Й
paз,II.ел I,IзЛaгaеTся B MенЬШеM о6ъеме, TP ПoДле}I{IlT сoкpaйенptю.

ПpедлaГaеN{ЬIе ТР сoсТaBЛеHЬI ЕIa кафедpе вьtсшеpl },IaTе]vIaT}tI{и
}loскoBсl{oГo эtlеpгеTРIЧесKoГo иFIстиTy Ta (заведyющl,lй кaфедpoй
гIpoф. С, И. Пoxoх<aев). Сyшeственньtй BKЛalц B I,Iх paЗpaботкy
пРигIaД.Лe}I{иT B. Н. Aгeевy, 14. Ф. Бьtвtшевoй, A. П.. BaсиHУ,
B. B. ЖapиHoBy' A. И. KиpилЛoвy, Ю. If . KиселеBy' Л. A. KyЬ.
}IеЦoBy, H.K.НapЬIшKl4нofi, B. fI. ПикyлиHУ, P. Ф. Caлllхдiкa-
}IoBy, A. Г. Чеpньlx. МaтерI4aЛь| Pаз.ц,ела III ПoДгoToвиЛ И. jц. ГIет.
pylJ-Iкo.

Aвтоp блaгоД.aреH. KoЛЛеГaM зa ПpеДосTаBЛе}I}IЬIе ]\,Iaтеp}IалЬI'
pецеH3е}ITail/t 3a ПoЛеЗ}IЬIе 3aMеЧa}II,I я, с. v|. Пoхoх<аеBy 3a B}I}I j-\,Ia.

}Iиe I{ pабoтe }Iа,ц. сбopникolu уI содейсTBIIе B еГo ПoдГoToBKе.
K}IиГa ПpеtсTaBЛяеT со6oй ПеpвyЮ I]oПЬITKy обеспеЧI,ITЬ yuебнЬI]}il

пoсoбplе},I сисTеl{y тI,IПoBЬIх расЧетoB пo спецptaЛЬнЬI}I кypсa}.I BЬtrс-
шей. MaTеМaTpII{I{. Bсе зaN{еЧaнI{я И сoBетЬI бyдyт t]pil}IяTЬI с блaго.
дapHoсTЬЮ.
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I. TЕ,oP|4я ФУ Hl(црr Й KoIvlПЛЕKсFIoГo tlЕPЕlvlЕHнoГo,, td o[xЕPAциoHHoЕ t{сЧисЛЕ,HиЕ

сП РA BoЧ I_I ьIvI Д,lA T Е РИAЛ
:

l. l , Извлечеl|ие t(oр}lя. Kopень n.Й cmеnенu |t3 кoJwn/lеtссlho\o чLtс/Ia z и}tеeT'
n разЛttчIlЬtrХ знaveниfl, кoTopыe наxotяTся пo фoрI\,{yЛе

fIr*. ft .|:т ( ^^^a+2ттk r .. ^!- 
q+2пЁ\ 

сбуz-у|z|[соstr+'sinfj'e_argz'k:0,l,...,fl-|'
|.2' 3леменTapныr фyнкции Koмплекс}loгo пеpемен}toго. 3начения noKаэfr.

rnсльнrэti фунlсцtul I(oN{IIЛекснoгo IIеpеМе}tL{oгО Z:хsiу вьtяисЛяютс'fl IIo фopшtу-ле

. i "..i.' eZ :es (соs у + i sin y). (l)

ПокaзаТелЬНafl ф}'нкltltя gz oблaДает сЛеДyющиМи свoflrстваш(}r3

zt* Z, 
- ezr ezt,

гдe 21 И Z2_лtoбЬIе Ko}tплrKсrlЬtе чисЛa;

gz.|2гtkt: Q3, /с :0, :!:1, r r r ' т. е. ga

яBляется ТTерt'{oдI{Ческot:I ф1'нкшией с oснoBI{ЬIN{ Периoдoi\,t 2гti'
Tpt,lсol-iО]*mptr!еC|tttl функt7ttru, sin z I,l сos z BЬIpа}I{аtoТся ЧеpеЗ IIoKазателtнyю;

sine :ry' сOs z_еiz+e_ie2'
Футrкukl|I w: sin e k| ш _ сos z _ пеpиo.циЧeсKLIе с ДействителЬI{ЬIL{ пgpl{oflСlм 2тt,

И I{e{еЮT тoлЬI{o действиTеЛЬнЬIe нyЛи z:kтт" || |-{1,l2+hтт (k:0, l:l, _|_2, ...)
сooтBетсTBеt{}lo.

Фgнкtltttl tg z It сtg e oпpeделяЮтсЯ paBенсTBаh{t,I

. sinz , cosz
fg z:ы' Ct9,:т,,.

.Цля тpигol{ot\{етpиЧeсKиx фyнкций коMIIлеKс}Ioгo riepеменнoгo остaтoтся
в сlr"Цe Bсl I{зBесTнЬIе фоpмyльt TpигoI{oNiIеTpии.

ГuttеpбoлLtчесtduе функtцt.tu she, ch z, th z, сth z oпpeДeЛяЮтся pаBeксTBаhtи

she:ry, сh':#, th.":Y' сth:#.
Имеют l\{есTo ToiKДесTBа sh z

. Лoе'арuфмttuеc|сая фlункцuя Ln z, где z + 0, oПpeдeЛяется кaк фу-нкция,обpатная lloказатeльнol.r' пpllЧeМ

Lnz:ln I z i*j Aгg z:|nl z l* i (argz|2тtk), A:0, tl' t2,'..
3rtаченtrе фу*нкцlllа, Koтopoе пoЛyчaеTся гtри &:0, I{аЗЬIBаетс-{ е,|t4вffttn1

gl{ац€.нurм И обoзнaЧается

Lnz:lnlzl*iarg*
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*-*aLnэ, z*0"

Этa функшия },l}toгO3lIaЧIIаЯ; зLIaЧен}Iе f :*сс ln з }IаЗЬIBаеTся еnавrtbt;|I Bri{t|lеil'lс.frtr,.

{}бьtgая tt,olсаlсIft:tulbнаfl функцufl |$:qZ, Сr,*0 ОtIpедеJ!яеTся рaBе}lсТBОп{

d _*э Lnс4.

Главrrое rltlсIце|t|l,е этоlt фувtкциlt o., -*сlllсс.
,' t.&. Kpивьlе }Ia коМпЬекснoй плoскoсTl4. Уpавнеi;иe BI,Iда Z:Z(t):х(l) *ia(-,t\
oI]редеЛяеT }Ia кoNtIIЛексноji I]ЛосI{0сT!1 Kp}IByЮ' I]аpa}tегpl,}ЧесI{иe урatsнr}1l!'1
цотоpой и:!Ie}oT B}lд

:х tt), $:у v}.

}IсклюЧе}II,IеI!I Iiapa},lетрa t и3 этРlх ypаB}Iен иtt I]оЛyЧае}I уpаBнеHpIе крltвоii
B B}tде F (х, tl) : 0.

l.4. Диффеpеtllд!{pоBa}!иe фyнкций. кoмпЛекс}loгo IIереII{еH}IФгo' 'УсJl0B}tя
Коши - РймaЬi.. ГIусть функцnя |s)--:t r,'z1 0IIределена B некоторой об,тастlt 6
'кo}tIIлеI{сIIoгО flереIt{ешliого- e. П},сть TоЧкtt z и z$ Ьz ijpи}IадЛеi'{aт областlа G.
Bвeдем обознaЧения Ьal:f (z* Дa)_ f (z}, tz: Ax*' ,1y.

Фgнкt1ttя i!):f (z}, назЫsсIr|nся ОuфФpeнцupgеlrlau B fТLО,||lt) z,€' G, ес.аt't О[уt,N'О-

дrляеTся сooтt{ou]е }t t{еivl

Ьrлl
LuеIt|lе Ti tl]|tее|trx кoнеtlньrЙ npеaЬ,t liptl Дz -+ 0. 1rrtarn пpеdе,t

вaОнoti фунlсцtlu tt)_f (z) u оtjaзнача.еmСя I, Р) {"," #') , ,,
Гtryсть l:f;*ia, t!)_l(z):tl'(X, у}+iu{х, у}' тогдa B

ф€pе}t'l}iруrrtсrсTli фунiiшиli f (z) BЫiloЛняЮтся Сс}CТFiuше}lltя

q# : +. 1уl :- "{с'- {A)
rtх -_ Оo' 0у - Ох,

}lа3ЬIBаеl.тЬIе lJс,|ogitя,,nit liоtuu _ Pu.л,ttlt.t&.

. ФбpаТ}iС}' lсЛi4 B }iеKoTорой ToЧ}tе {х, tЛ вЬII]ОлIIяЮТся Услots}iя Iiоши _"Рplмаlт;'l
,lt' Kpоl,ll тoгo' фyндшrfll u*_ |l Lх, tJ} vl u _u tх, и) дифФере}II"ll!рvеlIЬI кai{ фнlirllirt
дBУХ ДействиTе"Тtbt.IЬIх IIepе}IeнijЬIХ , T0 фyнкшия f (z) *: || -| iu яBЛяется дифсpеljеIl -

.nl.и !rУе,vоf:l B т0Чке Z : .Y. * iу I{aк фу нкuия I{OП,III,ЧеI{сного пеpе}{ен i{О Гo z, .

ФуrжцLt:| [f,'r: f tz'l наnbtвае,Inсtт анаt|umuч,ескоti в Оаннoii. ItlОчrСе z, еслtl Фtlll
iiшфферrнцapце.e|Й, t;а,|t в самоl,i rпtlr4.кe ? ' ffi{||с tt в у"екО|rtоpоit ее ОIdрс(.:fiiН,{}Cfinu "

Фуt-tkцuя |fl==. f (z) r]а}bt1{rrftLс"п *НсI.ituffitlцес:кoii B О{liitlLttlt!. G, еС.\tl ortа с!,н{Lfi|^-IttrI.Чfi{I

|t ко;:ti-iСtiZ frl,c,ьttе z с. G" .

fi

l{а1blваrfnс я t1,pО|t3*

-\ш'{z)- !lпt *t-
^Дz 

*- 0 ,&? "

кaждой'гс}Ч}ir дlтt!".
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f,i-ея sin a+С {у). (5)

Слагаеttor C (u\ ПреДстaBЛяrT собой ПoсToяНЁlylo (относltтr.лЬкo x) t{I{TегрIlрosа*
I{ltя. Itиффеpенцllpуя (5) по a tl cОГIoсTаB,IIЯ'Я. pезуЛЬTат с (3), t{oЛyЧaе.nt С, (y):0'
oтI(yда C (у) -.=. Q, Таким обp азoм, и}Ieем

T.! ::ел sin a +С и f (z) -- |} * i'сl: Q-{ (соs у +l sin y) * Сl

с \lЧетoit{ форfoIvЛЬI (1) _ f (z): g3 + с. Учтelт Д.oПOЛI{I{TелЬttOе yслоBlrr l (0) -- l u

ОТltуДа С*0: l{тaк' f (e}:.@Z.
l.Б. Интегриpoвaншe фyнкций кo}lпЛексtloгo пepeменtloгo. Пyсть 0днo3нaчilaя,

ф\ittttшtlfl, ril _f (z) oflpеДеЛеНa }t HeПГ)eрЬIB}iа в области G, a Г_кусoЧнo.гЛад.Каfl
кpl{Bая' лех(ащaя в G; Z:Х,*ia, f G'l:|!*iu, гД,е I!.-=u {х, a\, Q.--:a ()с, !t| -
.Ц.еt?ствP{теЛЬНЬIe функции IIереIVIеFIнЬIХ х l.l u. Bьl.IислеHРtе иHTеГралa oт фyнкшии
{!J: f (z) IioшIПлеKсI{oГo .IIеpеI{eнНoгo Z сBoдится I{ BЬIЧислеЕlI,llo Kpplвoлинеfittьtк
llI{TеГi)аЛoB llo кoopдLlнаТa\1:

{ лс,l dz: I и dx *u dу{i I u dл {ttс1g"г[''г
Если ltрt.tвая г зatаi{a IIaраМеTр[IЧесI{ltш{[l yрaBтIеt{t{я}ти Jс _ Jс (t\, a : w G|n

a gачe.цЬt{аfi trt l(с)НeЧнaя ToчI{l{ *1}ги сооTBеTстBуЮT знaЧенLdflМ t:d, I4 f :Ё, r

Ir tal dа: f ,', (t)1 z, (t) dt, гte z {tt=.)( (l) + |ц (tI"
гG,

Еслlr |!): f tz).* аFIа,III,{T}IЧескaя фyнкшия B oДt{oсBяЗЕloй об.,тасти G, To I{}tT€Г.

[lfi;Т Нr ЗаBисllт OT IIyТи 11FtТегрирoBаI{ия (зависит т()лbKo oT ЕtflЧ0Лtrной k7

I{Ot{еЧкоft тoчек)" B этoм сЛуЧaе ДЛя BЬIЧIIсЛегII.Iя интeгрa.{a пpl{,Менflrтся фoprrудъ
It o юmofl'& - 

jI е ti6 н u lца
Z'g
(t ./ \ ! .

} f (z} с|z *гD (eа) - {,
ry,<'L

(zt\,

г,Де Ф (e) _ Kакая.лt.lбо перBooбpaзная длfl функциlt f (а)' т' еo Ф, tg) == f {;}
B сlб.пасти G.

ЕryIlt фyйкuияt L,J-:==f (а) яBЛяется аFIaЛl{тичесlсоit в oбластlt G, Ограitl4ЧеЕнФЙ
кyсCIЧF{c-Г.ilадt{ltм ЗаМк[rуTЬtм кО}tTyрoil{ г, и t{a саs{oш{ I{о[{тypr} тФ

фrt,iсle_0
f'

(теорeмa Kош:и}



и для.лю6ой B}Iyтрeн.ней тoЧк}I zn = G

zo):#$*0,
г

(uнrneе pa,ЛbNaIl фopму,tа Kotuu} ;

l.6. Ряд Лopaнa. ФyнкцI'я La)- tG}, o.цI{oз}IаЧЕIaя }I аHaлиTиtIесKaя B l{oЛьцe
р < | z-zo i { R, paзЛaГaeтся B эToI\t KoЛЬЦе B pя,О Лapaна

со _l со

f(2)= Е Cn@*za)k:: CnР-zih*ЕСt,Р-zq}k, (6)
&:_оo h--со ft==O

коэфиц}rеНTЬI llaхoдяTся пo фopмyлalr

Ch:*#ж, k:o,..ь.l, L2,... (7,

г
3деCь. г - ПpoизBoЛЬ}Iaя oI{pyiK[IoсTЬ ! Цel{трo},t B тoЧI{е Za, Ле)IiaЦiая B}IyTpI{
зщalrнoгo I{QлЬЦa. PазлоiI{е}ILIе B Ряд Лopана едLIHстBe}tlto.
B фрмyлe (6) pядЬI

-l'сo
Е Cn7_zilh И Е Сn7_zo}h

ft:- со

}taзывaются сooтвeтствeннo eлавнoЙ цасmbю pяlа Jlopанa Й flpalЦibtlofl часmbк)
pяla Лopaнa.

Ha пpaктикe для нахoждения кoэффишиeнтoв Сд, eсЛlt этo вoзмoх(l{о'
испoльзyют гoтoBьIe paзлo)r<еIlия aпе]ueнтаpltых фyнкuий в pяд Teirлоpа.

.Ц'пя. пpимepа paзлo)кllм в pяд Лopaнa с цeнтpoм в тoЧкe zo:0 фyпкцию
t(zI:zвe|lz.

ФyнкЦия фe|l" aнaлvтl.IЧga в Кol'IЬЦe 0 < ie | < со, сЛe.цoватeJlЬl-lо' paз-
лoжиiйЪ B неM B ряд Лopанa. Boспoльзуе:ttся разлoжеliием лoказательнoй
фyнкiiии.в pяд Tейлopа B oкpeстнoсти тouки fo:Q1

eЕ- l +g*!i +...+,# * ,..

I lz, тoгдa

+-Ьл+..,+h+...) :
YJ-. 

:Z3*z,+ i,+ _}i + )nт+...+F+iф',.
B силy eдинствеrrнoстI' pядa Лopaнa tloлytlе}lrloе paзJlo}кeн}te Фyl,Iкцц" I G) Пo

степeня!' z ЯBляeTcя pядoм Лopaнa дJIя . фнкuии f (z|:.zц|lz в кoлЬцё
0<|z|<со.

i.7. .изoлиpoBaнныe oсoбы9 тoчкll oдtloзl|aчнofi aнaлптическoй фyЦкц!и.
Tanкa zg на.мвdеmся uзoлupoзаннoti oсoбoi moцкoЙ фgнкцшу ш: f (z\' еслu^ f 1z)'_
oОнoзнацная l.| а||алut||u.|acKая фgtlкцuя в кpaеФolт Koльце o 1| z_zo i 1lJ' кpow
сaмoЙ mouкu zg.

Фyнкшию 
-u:f (z) в oкpестнoсти ToЧKlt ?6^IvtoJ<нo pазлo)tiить в pяд Лopа-

на (6)-, схoдяцtийiя-в кoлЬцe o<.|z-z1 !<6. Пpи этott вoзмo)l{}tьr тpи раt-
лtlч}lЬlх слyЧая' Koгда Pяд Лopaнa: l) нe сoлep>кит чЛeнog с oтрицатеЛЬ}lЬ,ми

сте4ед!,$ Pa3нoсти z-zo| "I. e. f (z): 2 cu?_фt. B этolt слУчаe zo нa3ьI-' tТo
яaeтся'уcmpaнu*loЙ uoбofl. moцкaЙ фyнкullи .o:f (z\; 2).' сoдеpx<ит ,ttoнeiЧ}1оl

ЧисJto Члerloв с oтpицатe"'lЬ}IЬr:\{и стеIiеit,I},tи paзвoст|' (z_zo\' т. e. , (z) :
I



сo
\п Г.Р*zс,}|,, I]р}IЧе}t C*,,4О, B12 '-R

k--n
ilcрядI{а.l? tJзуtlкцtllt u)_t @; 3) сoдеp}Ii}IT

теJЬI]ЬI}tи сTеtIе}lяNtи рa3IIoсTи Z_ Zo, T.

с..l}.Чaе Ztl нa3ЬIBаеTся сущесmвен'.'нo
При oIIредеЛеI-I[Iи xаpaKТеpа

C.] е.1У Юlцие yTI]ер )li.Il.еtr l{ я.

'*#*

эТor,I сЛyчae z0 нa3ьIB8eТся tloll|ОCОt{ ;

бескotlеЧ}Ioе ЧисЛo ЧЛеHoB с оTpиЦa.
со

е. f (z)- I Ct'Q-?,l)k,B этcrvl
ft:- оo

".ъ

aСaбaLi maцкoti фуrrкшии T!* f (z).
и3oЛ}IpoBaнноii oсoбоl.r ToЧKи }IсПo.iIЬзvrсTс'I

усTpaнимоii oсобof,r тoчrtоli анaлит}I-
JloсTаToЧHo сyЩесТBoBa}iltе 11редеЛа

l. .Цля Toгo чтoбьl ToЧItа ?g яB,Ця,iIaсЬ
чесt<оtl фyнкшlлlt (D - f (z,)' необхоД}lluo и
lim f (z):C,,,. IIpиЧеl\4 jСоi{скэ.

с- -J ?r!

2. .Ц.ля Тoгo чтoбьl тoЧI{a zo яBля",TaсЬ ПoЛЮсoN'I анa.пI.IТptчесl<rэfi фyнкЦ}tи
[!,: t''Р), нeoбxодиl\'o |4 дoсТaТoЧнo сyЩесTI}oBaIJие IIреДeЛа 

-liч i РI: fQ.

2, . .Ц.ля тoгo чтобьt ToЧKа zo яtsЛяЛасЬ пoЛюсol\4 nop"iй,i' aljаЛ}lT}tЧeской
функшии f (z), необxoдиMo It .П.oсTaтoЧнO' чтобьt функuию f (z) ilIoiк}lo бьl,тo
ПреДсTавиTЬ B Bl.{.це f (z\ - 9 G)lQ _ Zo),n, Где сР Р) _ фу'rrкЦ}lя аIlaЛиT}IЧeскaя
B ToЧKe 261 ПpичеI\,I v (zо) + 0.

2',. Пyсть Zg_ изoлиpoвaннaя oсoбая тoЧка фyrrкшии f (z) - }'' (z)ltl (z)' где
}'{z) 

'| р (z) _ {'yнKЦии анaлиТиЧеские B ТoЧке Zg.

Если ЧисЛиТеЛЬ ?' (z) 14 Bсе прoи3Bo.Ц.IrЬIе lцсl k _ l пopяДкa BкЛЮЧIrТелЬlIo
B ТoЧKe Z(| paB}IЬI llyЛЮ' I'(h, (zil + 0, з}IaMе}lаTеЛЬ р (z) и Bсе ПрoиЗBojl}IЬIе д}
J_ l ПоpяДI{а BI{ЛIоIIиTеЛЬ}Io таK}Kе pаBнЬI HyЛЮ t] TоЧкe z0, p,l, (zd + 0, тCI IIpи.
I > A точка z0 ЯBЛЯеTся ПoлюсoN{ ПoряДк a n-,l _ k аI{аЛиTическoft фунrtшlшt f |,z),
(ЕслИ l.< k, тo ToЧKa Zg яBЛяется yсTpаIrиivtсtй oсобoй тсlчкoй ана;Ц}IтпчeскоIl

функшии f (z).) B ЧасTtlOI\,I слyЧaе' гIpи k:0, l_| иi\,tееjvl: ес".1}t fu(eо)+a,
р(en):0,trl'(zd+0,тoZ0*пoЛЮсПеpBoгoIIopядKaф},н"кцииf(z).

3. Пyсть Гtpи Z + Zn а}IaЛитиЧесI(aя фyнкшия I!)_ f (z) не иl.IееT Пpeделoв
}Iи l{o}IeЧнoгo' }II4 бeсксlнеЧ}IoГo. Это yсЛoвие яBЛяeтся нeoбхoДиl,tЬtll 

'| 
дoсTа.

ТoЧlJЬI,\{ для TOгo' .l,гoбьt ToЧI{a z0 бьlлa сyщeсTBeНнo осoбor1 точкоflt сpункшии
a- f (s).

ol.8. Bьlчеты. Пyсть Zo_ }t3oлирoваHнaя особaя тotll{а фyнкuill,l i3' - I G), l
Enмеmoм фgнкцttu t @ в nтОLt|tе Zo }laзЬIBается ЧисЛol обoзtlачaе[toе сl1},!BОЛoI{ .

rеsz. f {z) п oПpeдеЛяel}toе paBeHсТBoI\t

геs.o f @} :

(лругиe oбoзнаЧel]Ilя: гes/(z0)' rеs[f (z), zоJ). 3aпtкнyтьlй I{oI.ITyр I,I}IтеГр}IpоBа}Iия т
.;Iеj*(IlT в oбластll а}IaлиТиЧ}IoсT}I фyнкuии f (z) и }Iе сoдеp}Kит ts}tу.Tpи ]дpyгиx
особьlx тoЧeк фyнкции t G\, кpor,le Zg.

Сoпoставлёйие формyл Ф И (8) тIoка3ЬIBает' ЧTo BЬIЧrт функltlти pаве}I
кЬзффиЦиЭнтy пp}l 

.l'lинyс 
rie}вой степе}Iи B ЛopaнoвсKolt p&За'Io}Kениll l G}в oIiрeсTHoсти тoчKи Zoi

Если фyнкuия a:t iz) в окщстнoсти тoчt{и ?6 ПpelCтавлЯется как частнdе '

двyx аIraЛитиЧeсI{'их фyвxций' t Ф:?"(z)/ф Q), пpl,чe]vt }"(zd+0, р(z9)a0,.
..,} 9.'

L--.-:g

lР
а.i,Ф f @)с|z
I.iLL J

?

(8)

te)



р' teo) *О (в этс}t{ сJIучae z,_t]oлЮс tIеi}BoГo пopядIra фyнкцt{и f (z\|, тc

r€Szо l- {z) *_ L tz,,}ltl, (eo)'

Ес",lи Toчкa Zg €CTЬ сYlцес.iвeннo оссбaя тoЧкa фyнкшии ljJ т f (zJ, To BЬIIIеT

BЬIЧис"ЦяеТся пo фpмуле (9).
oсновнaя Tеopемa Kоrши o BЬlЧeтax. Еслtt фa н* цllя uJ _ f tz} яs/lяrmся аtt'{l-

/N|tl:t1|ttЁ.СttОЙ t7а еp&|ruце г фласmu G u всюОу внуfttpu фласt?tll, 3а, uсK/IlTчgtturjL
|€oнlцrФ?o цuс/tа, oсoбьtх moцеtс Zb ?2, . ".. , Zn, tТlQ

r0Sglа f Qу.

n

Ф r t,l fl2:2тti хг k*L

l.9. Bьlчисле}I}re несoбстBe}IнЬlх I{нтeгpaлoв oт paциoltалЬHыx
П!.с.ть R (х)_paциoналЬFlая фyнкшия, R (х) ==Ph{х\lQtW)' где Py. (x) и
l\{FloГОЧЛеI-IЬI степеней k 14 / соoтвеTсTBеI{Hо. Если R (r) неПpеpЬlBна I{а

стBliте*{ьнoft oси |4 l > k+2, T. е. сTеПенЬ зFiаNIеЕlaте,[я, Пo 
_ 

крaйней'
дBr eДиHI{цЬI бoльrде сTeПеrrи Ч[lсЛиTеЛя' To

(10)

фyнкцтt'ii.
QrV)

всей деr:t-
п{epl' I{а

Пo все}{ полtoсаt{ Z*t.

фоo

-I* 
R (x) dх: 2т.u |,Геs.-/?? R (z),

ф F P)dzr
ei-l

l ' l0. Bьlчи сЛrние несoбстBеHt|Ьlx интегpaЛoв сtlециaJxЬ}loгo
R (.т)*рaциo}IалЬ}Iая функшия, R (x) _.Pp({lQtФJ' г.це Pp(х) и
ЧЛенЬI степеней k w / соoтвeTсТвеннo. Еслpl R (x) неIIреpЬlBHа нa
т.ельноЁt oсII 14 l>k+ l (т. e. R (.r)_ПрaвиЛЬ}rая раl(иoналЬНaя

BиДa. Пyс.гь
Ql (x) - N{нoГo.
всей действlt.
лробь)" r.o =-_---\

t " (ill

R (4 *,t,), r ) o,

фоo

I R (x) сos 2vх с1х: Rе {zпi ; ге.szr,?

;;tпL
$ R (.tr) sin }"x dх: Im {zпi : геs.'n

t п1,

гДе сyп{ь,lа BЬlЧeToB фyнкuии R (z) gike 6ерется IIо всем пoлЮсaМ Zm, pасТIoлo..
Ж(е'т{t{ЬIil{ B веpхней IIoЛyПЛoсKoсТи Tm z > 0.

l.l1. Bьlчисленl{е oIIpеДелеtlHЬlx иHтегРаЛoB специаЛЬ}loгo Bи.цa. Пyст'ь
R-рацI.to}rajlьн,aЯ фyнкuия .сos t и sin t, непреpЬIBНaя BI{утpи Ilpoпtе}l{yтltа t{tt1.е"
гptrроBaHия. Пoлагаеil,{ z: eil ' ToгДa

I{fl{rеs{

2rt

I R (соs l, sin l) dt:
0{

где П.YTЬ и}ITегpиpoBа}Iия _ol(pyх{НОсTЬ eдин}iЧF{oГo радlryсs C центpoМ B наt{аJrе
KoOpдtltltаT. K.o!'ypньtй и}IТeГpaл B правой ЧасTи paBеHстBа (1 l ) BЬlЧI.lс,ilяетсп ?

пo фоpмуле (10), Г,Дё - сy}IIиa BЬlLiеТoB 
- 
функuии F tz) бepется Пo BсеМ oсобьrм

ToЧI{аi\{' J(е}I{ащиI\,I B oб.цaсти lel<1.
l^.12. П^peoбрaзoBaние Лaплaсa. ФункtEuей.opaеIl|tалo.1t t{азЬIBаеТся фyнк-

цI{я f ttl. .цействиТ€vTЬHОГO aрГyvlеrffa t, уДoBЛеТBoряЮtцая }lсЛoBI.Iя]\,1: 1) l (f) ilнте.
ТРЦрyем a ^Нa любoшt I{o[IeЧHoi\( иHTepBаЛr oск f ; 2) дЛя Bсeх oTpицeTеЛЬIIЬI)t t
r (f)*0; 3) t (t, Boзpас.гaеT нe бьrстpee пol{аЗaТeльttоil ф},нкЦlltl, T. €. C[Ц\eСT.
BytОт TaI{t{е tlосToяllltьlе М И o0,

l0

:--- ****lq ц- --_

чTOД,.Itя Bсrк t if (l)l<Д,{uno,



BЬItI3.l.t

I qн.d|-

|е|1t{сJ|'1

(10)

кцl,aii:t,
(х|
i деfl-
е, I{а

\t Zпp

1yс"гь
iFIoГc.
иeтBt-i.

0

T

-[cлО..

[.r.с.гr"

{ i{T е"

I,Iвобpа}|сеНuеi| фgнкt,4.шu t v| n,o ,/Iа,nлаcу нaзЬIBается фyнкшия F tfl Ko&I..
I]лекс}loгo l]epе]\,1еIl}toгo p _ a { iт, ollpедeляемaя paве}IсTBoIи

сбоз наЧеtt}Iе: f (t).:.. F (Р).
.Цля любой фyнкшиI,I-oр}IгplFrала f (t\ изобpaх<эHие F (p) oIIpедеЛеtIo B ТTo.iIУ-

пJссi{oсT}I Rep } CI'о }t ЯB;-IЯЭгся B этоlYt Пc",]}ПiО.Jl{cс.г!t аЕIaЛРIгийеской фyнкшьtеli.

Cвоil ства

l0. ЛинеiiнoстЬ: Оля лrобьtх кaмftдrt$rblх noэtnaяннb*с СL u С,2

C'f 
' 

(l) + C zf r (l) .:. С'F 
' 

(p) * CpF, (p).

20. Фоpьтулa подобия: длfl "lтюбого lloсToяft}Ioгo со > 0

l(оl)=. lЛr{\.to \Фl
30. .ЦифереIlцt{poвaЕI}tl opplГиIrалa: ес,xш функцutt f (t'), f 

, (t), з.. 
'-- 

|tnl (t)
явл'1Ю n$ fl фу нкцuяj|l|t,- op uеu Н,а/tQitl,Ll' tno

.t' (t) 
=: РF (p) -/ (0)'

f' (t) # pzF (p) - p/ (o) - l' (0),

сo

[ л Ф) dp.: l-p
J 

. \,-I -r . t .

10. Фор:r.tула сRлешlе}x}Iя: Оля, ltюбaеo Кo,l|fl:|€KСrЮeo x,

iФ е*hl jЛ Ф*r).
qo. Формvла taпaздЬIBaII}Iя: f (t_т).:Jg_РТF (p), т>0"
90. Фоpмyлa yaiноi}iеtlltя изобранtенpltYt:

t

Лr (p) FeФ) =.. .\ fr (т} f, (t _т) dт.
0

Р1нтеграл .в (] 2) Е]aзЬIBаrTся свepnжoit функt|ttti h (t) И f , (t)
си.fuJвo,']оrt f1 .& tz.

oтьlсI(aни е op иг I,IнаЛ a пo и 3oбр a iltеli I{Ю

.Ц.ля ЕIахOiI{дe}I}Ifl oр}IГи}Iа,itа / (f) ТIo I,lзЕеСTНo;\l} изобpaхiеI.II,IЮ F tЙ нaибо;,tее
1LiI4р0I{o Пp}t.irен,iloTся с"тIедyЮшlие tIрие}tЬI: .

со

^F. 
(р) : I e_pt f (t) dt.

U

(i I )

J.те
)Тсгt т

iьlм

t{к.
Iтg-
к|
tТ.

(l 2)

14 oбознаЧается

1rtl



l) eсли F (p) eсть llpaвилЬнaя pациoнальтIая дpoбЬ, тo 'ee разлaгaк}т I{а
сy${l\{y прoстЬIх lpoбей и нахoдят сtригинaлы для каждoй пpoстой,Цpоби, испoль.
зyя свot.tствa lо_90 пpеoбpaзoваltия Лапласа;

- 
2) llспo''IЬзyют фpмgлу pаЗnoпсеlluЯ' сoгЛасtto кoтopoй пpll flекoтoрьt:t

дoсi.атoчflo oбщик yслoвияx opигиllaлoм Nlfl F (p} слy)t(ит фyнкшпя

;р;:) rеs, ьIF (p) ept|'

.k
где с--vNIIi{а вьIчeToB беpeтся I1o Bсe}l oсoбым тoЧIiаM pр с|lуltкuиll F {pу.

l.13. Фoprиyль| сooTветствия. Ширoкo IlpиrleнflЮтся сjlеjtyющиe табличtrьlе
с:}этt{,:}шetlttя:

' sh at.:.<D/(P2,_сo,); сh Фt "--.p/\p2_Фz); |n::.n|/pn+t'

- . ' Левьlе ЧасTI{ oпepaциol{ныx сooтношeний прeдпoЛагаются дot{нo)кеtltlЬtп,lи
( l, t>0,

Irа q,yнкциto Ц v):{ 6 t: I|.l(oтopая дЛя сol{pаU{eнИя. зal|v|cl4' l(ак прaвилo.
. (u,a<ru,

'оцyсt(аeтсfl.
l.14. Изo6pажениe кyсoннo-линеfiнofi фyнкuии. Приrreрньrй вдд графика

кусoчIlo-лttl{еilнoй (пoлигortaльнoli) функuши предстаB'цefl на рис. l. Bвeдeм
слrдyЮщЦe oбoзначeния:..: Tд_ToЧI(И pа3pЬrва фyнкuий f (t) llлl,l f, (!);

@'h:tln_bn_скачки функuий в y3лax (стыкa);., At-tgтl.-t$6д_скаuкt{ пpoи3вoднafi ['(t'1 в yзЛaх (стыкa).

. Изoбpах<eниe lloлигol{aльнoй функuии имeeт вI{д

t. lг}. 3aдaнa Kоrши ДЛя oбыкнoBеFIнЬIх линейньlx циффepеflщиаЛЬtlьtx Урaв.
нений. Рсшiеtlие лl,lнеiiнЬlх J-lиффepеHциаЛЬнЬIх ypаBtlениli onеpаt|Ito|7|.!bt.|,t /'tеI?lo.
dоnа Пред{1o'цагаеТ Tр1{ эТaПa: 1), пеilеxoД oT исXollI{ЬIХ фуrrкций к иx изобpаittе.
ttlifIМ по ЛапЛaс.Y' Пpи эToМ ДиффереHциалЬнoе ypаBI{еHI{e пpeoбpaзyеTсЯ B aлге6.
раинeсксiе' О.гt{ОсиTеЛЬtlo изo6pа>кrнI,I fi искомоti фyнкции; 2\ реIIIеLII{е IIОЛуЧеII.
Iloгo алгебраl{Llескoгo yрaвнeния; 3) ПoЛучениe искoМoГo реlIJеF{l{я tlo егo изобpа.

F {p):: "_|этn \Чtn lf ).

0t,

pl{с' l "

для дI{ффepeнЦplаЛЬнoгo yраBI{ениfr

'с. 
_ х:I (l 3)

ПI}I{ tiаLtалЬl{oм УсЛoBии tr (0) _ 1'

i r...,Cперaшllot{ныflt L{еToд peшreния такой задaцIt сoстoplт B тoм' ЧTo llскot{l,tС}

фу'нltцIiЮ t,t пpaв}rЮ ЧасTЬ диффере[IциаЛЬLIoГo. ураBI-lеFlия сЧI{Tае}1 oр!,{гl{t{алa$tt{

|1 liеpехoдl{ьt oT }IраBHеt{t{я' сBfl3ЬIBаЮЩеГO opиг[1I{aЛЬI' I( \lpаB.t{rHиЮ' стtязЬ[.

BaЮlЦеtv{y }lX изобpaх<еt{I,lя "' flля этОгo BОсIloлЬЗ.Yе}tся фоpшtу.лоii Дt{qфереfllд*t.

"12

tq- d
i"к uk+|



J lr." * 
*

roT I{а роBаI1I,1Я oр}lгpl}lajla
ЭПoЛi,. tс' (t} # pX (p) - tr (0) : PX (p) _ t.

Il Ч t{L:3

IpX (p)_ l]_ X (p):t/Р.
Pешllilt Пoлуtlgн}Ioе у}Itе }Iе -Д}IффеpeнцI,IалЬ}Ioe' a aлгебрaиЧесl{oе ypaв}Ieниe

отHОс}IтeлЬНo Itеизl}есT}Ioгo изoбpaжe}Il,lя X (p):

X (p):2t(p- l) -l/p.
oсталoсЬ.. II-o- изBeсT}IoМy изoбpa)ке}Iиlo Х (p) нaйти сooTветствyюший е},1y

cpllГ}r}IаЛ 1с (t). Использyя свoйствo Ли}Iейности пpеобpазoBа}ll4я Лаплaс a и тa6-
Л}tЧFlЬIе oПepаЦI,Io[IIJЬIе сooT}IoшJeH}lя (см. ГI. l .l3), IIoЛyЧaеN{ х (t): 2еd _ l . Этоil естЬ искofuIoе peше}Iие 3аД,аЧи I(oши.

-1

t tl i,Ittй{

tsIlлo' п-Гo

l*'llка
Be:i€Nl IT рJr }tyЛеBЬIx

[paв.
'l'еI7lО-

)a;{(Lr-

тгеб.
- Ч8{{.

бpa.

[13;

!\'t{}

Mrt
зЬt-

Цrt.

Aналoгичнo решIaЮTся систеМЬI линейIlЬIx диффереI{циаЛЬ}IЬIх
l. l6. Фopмyлa .(юaмеЛя. РaссмоTриIvI линейнoe iиффepе}lЦиa-IlЬ}tor
tlopядI(a с Пt)CToянItЬIIvIи коэффиЦие}tТаI\,tи:

L {х (l)}: agх{n, (d)+ aух|tt,^-Ll (l)+.".* anX (/): f (tI

ypaвнrний.
ypaB.l{еЧиe

(14)

}tаЧалЬ}IЬIx услoBияx

tr (0) - у' (0):. . . -- уtIt,_D (0):0. : (15)

усЛoB}r ЯъnИ lДох{}io{Заrrенolt искоМoй фyнкЦ}Iи задaЧy с }lе}lyЛеBЬIlttи }l3Ч8.l'IЬtIЬI}Iи
сBести K 3aцаЧe с IrуЛеBЬIIVIи yсЛoBlrями.) i

i, .Ц.oпyстипl, Чтo и3BeсT}Io peшIен}Iе ypaBl]енl{я L {х (l)}: l (с тоii ,,Ч.ie левой
ЧдсТЬЮ-и пpавoй ЧaсTЬЮ, pавнoй eдинице) ПрI{ УсЛoвияx ( 15). oбоз}iaЧpl.}J. еГО
rr (l). Тoгдa pеIlIеI{ие х (t' 3адaЧи (l4)_ (15) lro>кнo BЬIpaзитЬ Чере3 .lгr (/) у1 l. \t)с ПoltoЩЬЮ oднoй и3 фopмyл:

tt

'с,(t):i 
хi{if $_т\dt, х(t'):j хi$_т}l(т)dтn

00
tt

*'(l):f (0) яoU)+{ I,$)Щ(t_т)dт, х(l):l(0) Щ(t)+{ f'v_т)х1 (т)dт.
00

}.ахtдoе }t3 этI{x BЬIpa}кениЁt нa3ЬIBaЮт фop.l,lуltori (или tlt|mеepалaл,ф J1,юамеля.
.Цето.ц pеtuеI]ия ,ЦиффepенциaЛЬ}IЬIx УpaBHений, oс}IoBанньll.i 

'iа 

. 
.рpп,1yлr

.П.Юаllе,Tя, IIРиI*.Iе[IяЮT' I{аI{ ПpaBИ.l'Io, B Tex..сЛyЧая\-кpГДa BoзIlикaЮT ТрyдIro{]T,}I
ГIрlr }Iaхo}Itде}IиI{ изoбpa>ке}Iия F (p't пpавoй ЧасTи t Ф yрaBнеH|4Я ( l^1),,а Tаi{jЁ(е
Пр}I неoбход}tl4oсT}I etнoГoкpаTнoГo рeшIенI,lя 3aД.ачи (l4) - (l5) Д,,]; рuзлиu}lьIx
фl'нкций f (t),

ТЕoPЕTИЧЕсКив BoПPoСЬI

1 . KoпlплексI{ЬIe Числа, .цейстBI,I я }Iа'ц }IиI\{}I.
2, ПокaзaTеЛЬ}Iaя }I ЛoГаpифмиuесKaя фyнкц[Iи l{o}ll]леKсt{oгo

пеpеrIе}I}Ioгo. ФopvlyлЬI Эйлеpa'
3. CтеI]еI{нa я фyнкЦ|1Я'. Tpигo}Ioметp}tЧесI{}tе и гI4 ПеpбoлI,IЧiсKие

фyнltцIII,I.L J 
4. ПpоизBo,цнaя фyнкцрIpI кofuIIIЛеIiсtIoГo Пеpеп,,lе}I}IoГo. УслcBия

I(ош:и _ Рима}Ia. ПoняTие aНaIIИTI,IЧесI{oI1 фyнкцv|v1.
5. ГеомеTpиЧeс KI4f| сl{ЬIсЛ NIoдyЛя l,I аpгуx1еHТa ITpoIIзBoдFIoI1

фyнкЦllI,I Кo'r\,tПЛеi{с}Ioгo [lеpеjllе}Iнoгo. Пoн'iTI,Iе o Kolrфopi!,ilrci{ oTc.
бpa>ке}IIIll. ':

-.:'Ц

.t3



6. Интегpал oт фyнкциll кoмплeксЕoгo пеpeп,Ieннoгo' '?гtl
свoйства.. 

7. Tеopeма Koшrи дЛя oдIIo- I,I MнoгoсBязньlx oбластей. Фop.
.мyла Ньютoнa _ Лей6ницa.

8. ИнтегpaлЬI{aя фopмyлa Koши.
9. CyшeствoBaIIие ПpoизвoдtlЬIх всeх пopядкoв у аIraJII,lтичe'.

скoй фyнKции.
, 10. Pяд Teйлopa. Teoремa o paзлo}I(иIlIoсTIl аналитичeскoй

фyнкции B pяД, Teйлopa... 
1l. Pял Лopaнa. Koльцo сxoДиМoсти. Teopeма Лopана.
12. Kлассификaция изoлиpoваtlныx oсoбыx тoЧеK.
13. BьIчeты. Bьlчислeниe BЬIчeтoB.
14. oснoвHая теopeма Koши o вычетax. Bьtчислeние ltoнтyp.

I{Ьlx I{IIтегpaлoB'
l5. Bычисление несoбственнЬIx интeгpaЛoв с пoМoщЬю BЬIчeтoB.

Лeшцма Жopданa.
l6. Пpeoбpазoвaниe Лапласа. Фyнкuия-opигI,II{aл. CyЩeствoвa.

НИe kI aflaпЛ4тиЧнoстЬ пpеoбpазoвания Лапласа. ПoвеДениe изoбpа.
}I(eния в. бескoнечlloсти.

17. Cвoйствa пpеoбpaзoваI{ия Лaплaca: свoйствo линeйнoсти,
тeoрel\4а пoдoбия, теopeма заТyхания (смешeния)' теopelrлa зaпaз.
дЬIBания.

l8. [иффeреI{циpoBаниe opl{гиЕaлa и изoбpпI{eIIия.
19. Интегpиpoваttие opигинaла и изoбparкeния.
20. .П{етoдьl oTЬIсканI,lя opигpltlалa пo зa.цaкнoп{y изoбparкeкию.

TЕOPЕTИЧЕсKИ Е УГIPAХ(FIЕ I-IИЯ

l. fоказаTЬ pаBе[IсTBo

sin"*lBsin $a

Укa3аI{ие'
2. Д.oкaзaTЬ'

Кошtи _ Pимa}Ia

а +2мn, n:0, :t 1' + * rsitl$-}.sin 2€+. , .-} sin rr8 _

PaссмoтpеTЬ геolltетpиЧeскуЮ rrpoгрессt{Ю ef0, gfzo, 1оо i gino.

ЧTo B гIo#p*oJ*.,, Koop,ц'иtlаTа*u*,' 9 yс.IIOBI,tfi

иivlе}oт BиД ai: 7 а'р i 
.й: _ т ?Ф. 

-

3. .Ц.oказaтЬ' чтo фyнкuия a:|z| нигдe нe дифеpeнциpyеMа.
4. Пyсть фyнкшия u(х, g\ rаp}doничeскaя B некoтopoй oбласти

G, т. e.. Ьu:0 в любoй тouке (r, g)еG..(,ля какиx фслo.x<нaя
фyнкuия f Lu(х, y) ] бy4eт тaкx(e гаpl\{oнпчeскoii в oблaсти G?." 

5. ПyЪiь фyйкйия f (z)-aналитйчeсKаяBкpyгe lz1<R_и М-
g l1l8Х lf (e)l. .[l.ля всек B[Iyтpeнниx тoЧeк кpyгa |z|1R дoкa.

lzl:R
3атЬ HеpaвеIIстBo

|[.n'(z| | - л/IR

l'--7т_l < G_Ёl)л_lт, fl: |, 2,,'.

.14
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tr

.6"о

Doр.

I,IЧ8,:

:кofl'l

lyр.

TOB.

)88.
iра.

:TV{ r
I33.

f{Ю.

in0 
_

}I,Iя

i[а.

:TI{

:ая

ц г*_Т
у -lo

?' Г7v t.
;t,г.-]Г
У 

_I.

1. Г---t/ t+iv3
Y-т

l.5. Tт.

!.9. 7-'- i.

l. I !. i,{8.

6. Чllсла Аo, OI]pe,целяеl'yxЬIe yслcBIIяlvI}I Дo: l , Аt: |, Аlъ+2 :
- А,,* Аrz+|' n* 0, l, r. r ' Ira3ЬIBaЮтся ЧисЛa]vlи ФрrбонаЧчir. ,[.о.

область схoдlIIfIoсTи P яДa
7. flокaзaTЬ' ЧTo Для ЧеTI{oй фyнкuии f (z) и\,Iеет NtесTo patsеЕr-

сTBo гesanf Р): - rеs_ 
'"f 

(z), a Д.Ля нечетнoй фyI{KцI4|4 
_ paBеЕIсTBо

геszo t k\: ГёS* 
'o 

f (z}.
8. Фyнкцl,tи l (z) kl p (e) B тoЧкe Z: Zo иl\,{еЮT ПoЛtос сooтBет-

сTBеtIнo ГIopяд!(a m И II. Чтo Мo}t(Ho rка3аTЬ o Хаpaктеpе особoЁr
ToЧKll z-Zg Д,ЛЯ фyнкЦvliц: а) f (z)p(e); б) f (z)lч{z); в) f a)*p(e)?

9. Ф^yнкшии f (z| vl g(g) _ aнaЛиTиЧесKие B ToЧI{е Za, tIpp,lЧеМ

f Рi + 9' g (,p) : g, (zil - 0, g', (zo) + О. FIaйти BьIЧеT фyнкшl.lи
{Р Р) - t Q}ls Р) B тoЧке Zg. 

;

10. ЯвляюTся лI{ oриги}Iaлa}сtt фyнкшrtя f tt) _ 
Ц (l) sin e,, уI еr

пpoI{зBo,Ц,Haя f, (t}? 3.цесь )

Ц(l) :{ l, t.>О,
-t o, /<0.

./. I l. ИспoлЬзyя теopеI\{y yМ}Ilo>I{еIIия lrзo6paх<ений, найтl,l Реll]е.

нIre }ll{TегpaлЬ}toГo ypаtsнеHI,Iя I y (') сoS (,t *т) dт - 1 _ сos /.
()

PAсЧЕTHЬIЕ 3A"ш.AI1ИЯ

со

казaTЬ' ЧTo B }IеKoтopoй области у АnZn
Ьr .o

fl:0

3aдaЧa Найти Bсe зI.IaЧе}II,Iя I{opIIя (см. Гt. l. l).

t.z. Vry.r*3.
t,6.

l. l3. у-т6.

!.16. +r:-;,;'.

!. lg. iiт7{ .

|.22.ж.
t.25. if -128 + ir 28 v 3.

t.zв. {-:.::s-tn}

t. 14.

i&.

t.17. 1il"ry.
l.20. у-'т.
l.23. {щ.
t.26. v,тf .

tъ

I

g/3. i.29. утN. !.80. l,



/r=" _
З aд a ч a( 2, !П}еДсTаBиTЬ B

' ;- -- \--'
'"..*"/
2.4, sh (2 *тtil4)' 2.б.

2.7. sitt (п/3 + i)' 2.8.

2. l0. sh ( L s зti l2). 2.|| '

2.13. Ln (-I +,). 2.14.

2,16. sh (3 + Jтi /6) . 2.|7 .

2.l9. sin (пi 6 _ 3') ' 2'20.

2.22. sh (l _пil3). 2.23,

2.26. sin (п/3 _2i,. 2.26.

2,28. sh (2 _ пi). 2.29."

aлгебpaиЧrсKoЙ
сos (п/6 +2i,'
сtr (2 {rti12|.
соs (rсl4 + i).

сh (l _ пi).

соs (п/4 _2i\.

сh (l { тti l3|.

сos (п/3+ 3i).

сh (2 _тttl6).

соs (п/6 _ i'l,
(_ iуu'i.

алгебраиЧесI{oй

Aгсsin 4.

a- r,- /3-+ittAгс.tn\тl.
|тt .\соs\Г_t),

sin (п/.1 + f).

агсttr(ry) .

4 *2тti
пpl{ Z:ф.

фoрrre (сшl. П. |,2),

3'3' Aгсh (_2|,

3.6. Aгссt 1 a .р 3; \g\--Гl .

3.9. .ь(l п"\
\ 

_т').
3. t2. Aгсh (3i)'

3.l5.Aгсtg(ry)

3.l8. Aгсth (у '?r.э,.'J.

3.2L (- {3+f)"ut.

g,24, Aгссtg ff .

3.27. w-chtz
tIрI{ 2:Ttl4 +2i.

3.30. (4 - 3i)r.

S.10. (*l -i'1+i'

s.lз. Aгсtg({9) .

/4 - 3i \з.ls. Aгtht?l .

3. l0. Aгссоs (-5)"

&.22. G! - *n f-
{.

пpT4 l:ffi.

3.11.

3.14.

{ 3.1?,

3.20,

3,23,

я.^r - {-цl3_l-з; \Aгсtg\,Tj.
Aгsh (-4i).

I
nоl 

- 
0Eg/ 

-v

/\
3.aД а Ч a( 4.) BьrнеpTитЬ oблaсть, 3aД.аtll{ylo 1IераBенстBаМИ.,

14,-i1: iYt i < I , lz+l i>2. 4.2' iz+ii>r, izi <2'

4.3. lz-it,<z, Ree>1. 4'4" Iz+ll>1'le+fi<t'
4.5" lz+ll<1, lz-f l<1' 4'6' t,z+ti<2' lz -i 22'
4'7, \z_t_f i<l, IШ4}I, Rеz>Lt
4.8' Iz_1 +,|>|, RеZ11.o|mz<_t"
4.fl. lz*2-i i <2, Rez>3, lme < l'
4.l0" i э_1_j \>|, 0€ Rеz 12, 0< lme<2.

ls

--"**o**



Iа+i i<2, 0 < Rеz< 1., 4.|2. Iz-i l < l, 0 < aгgz .-.........-tт/4)

iz_i|<2'0 < Imz <2, 4.14. ia+i i> l, -rx{4<аrgz<0'
'z_L- ii < l, l u'gz ig т(l1.
t,z i <,2, - xtl4 < arg (z- l) < NlL.

i e i < l, arg (z+ t) > {t14.

l < !z- 1 i <2, Imz>0, Rеz< l.
1

I zl <2, Rе z> |, 8Г8 z 1tt/4.
lei > l, _1 < |mz<l, 0< Rеe<2.
lz-li>1,-l<Imz<0,0<Ree<3. (

iz+i l < l, _3тr14<агg z <-T7!4.
Iz_i i < l, -xтl2 { аrg (z_,) < {tlL.

zЕ<2, Ree<l, ImZ>-=l. 4.26. z2{2, Rеg<l, Imz>*l.
l < zЕ12, Rеz>0, 0< [me<l.
i z*l j < I, argz<ttl4, arg (z- l) > Ttl4.
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t i;: *4хi

Е (С)) -' 3, y (0i -: l.

28'|4. { i:3я*5g*2n
t и;-3х*.и-l.. I;

; (0) *= 0," g tоi -2o

2в,|в. { Ё:2g*|,
| Й :2"Y *|'3;
x(0)---1, IJt}i.0.

26. lB. { .t: 2х *2u *2,
l. y:4у *I;

z6.so, tl!'i;rT?: 
-r.

|- lJ: --3х;

28 .22 ! ; :l;i oo lo,',: 

I'

t у -2х{3g;.r (U): Q, у (ц -- 1.

26.24' { i--*2х*g+2,
L й-3"r;

tr (0) _ 1, y (0) :9"

zil.zr,. { i-tJ+3"
[ й: х*2;

.tr(o)-1, s p)_-0.

28.28" {::*х*3g*2,,
t y* хфa *|:

.r (0) --. 0, J/ (0) : i.
zfi.30. !-t:х*3у,

t й: )с-Ll|
. х{0):l, #(0) .-=0,

i
rlr

;Цr

тt

3s

-J



3адaчa 27. Bьlяснить, BO Чтo пpеобpазyеTся геoметpиЧeскaя. фигypа пpи oтoбpa}I{еIlll}t с Пol{oщЬЮ фvнкциtl ш:IG).
27.1. a:ez; пpяМьle х:C, g:C.
27,2. a:ezi пoЛoсa d <y < F, 0<сr{ 0 <2п.
27.3. a:ezi пpяivrыe g:kх|b.
27.4. a:eё: пoЛoса l4e)кдy !:х п a:х*2lt.
27.5.. a:ezi пoлyпoлoсa .t a 0, 0 <у < a < 2п.

27.6. ':9"i пoЛylloдoсa x10, 0 <g<q<2л.
. sl-
27,.7. .=ff"; o6ласть D:||z|<l, Imz>0}.

27.8. ':ln,; пoляpнaя сeткa I z l:R, ar{2:0.

27.s. 1o:|пzi yгoл 0<aгgz<с<2п.
27.|0. a:|nz; сектop lzl<l' 0(агgz<а<2п.
27.||. tll:|nz; кoльцo rt1|zl {r, с разрезоr4 пo oтрезlty [r,, ,:J"

27.|2. |!)--сoSz; ТIpяп,toугoЛЬнaя сеTI{a х:С, a:C'
27.|3. |!):сos z; IIoЛyПoЛOсa 0 <.Y { fi, у <.a.

27'|4. ш_сos z; IloлyПoЛoсa 0 <.r < fil2, y > 0.

27 '|6. 7j):сos z; Пo;'IyПoлoсa _ fi12 1 х < rL/z, у > 0,

27.|в, (!)=- сos z; Пo;'IoCfl 0 <.r < fi.

27.|7. tД_сos z; ПpЯ},IoyГo,.]IЬНИK 0 < Х { fr, *h <tl €/.l,. it > 0.

27.|8. (!) - aгсSin z; BеpxHяя IIoЛyПлoс!(oсTЬ.

z7.|g. tQ) : arсsin z; ПеpBЬIй I(BaдpaItT'

27.20. |!):chz; ПpяeloyГoлЬIlаЯ Сеткa 1с:C, a:C,
27,2|. t!):сh z; IIoлCIсa 0 < a <п,
27.22. |!): сh z; Пoлyпoлoс?-j' } 0, 0 < у < :..7,,

27.23, |!)- Aгsh z пepBЬIflI KBадpa}IT.

27.24. |p:tgz; tloЛytloЛoсa 0< X1Nl у>o.
27?2?. |!):tgz; пoлосa 0< у{IT,.

27.2в, a_ tg z; t]oлoсa 0 < х < T,l4,

rI7.27,. (!) _ tg z; пoлoсa _ ftl4 € х < rtl4,

27.28. tlt _.cth z; IloлyПoлoсa 0 .< g < xъ .r > 0"

27,29. |!) -сth e; IloЛoсa 0 < a < fi.

27.30. I!)-i;''t''; IIoлyIIЛoсKoстЬ Re e < 1.z+t+t

27.3t. (l):*; oбЛaстЬ D : tl < l z l < 2}.

\Ё--
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II. ТЕФРklf{. BЕ,Р0ЯIT}ЕOсТЕЁI Е{ пIATЕIIIIAТI,IЧЕсKAЯ
сTAT}lсTI{KA

сПPABOЧHЬIЙ мATЕPИAЛ

2"t. KлассшЧесt{oе Ф[Iре,цеJlе.}I}lg веpoяT}loсTti. BсpояmНoсt?|b|О сОбсtffiЦ-q'.A назы'
Е"1€ТCЯ oTнoше}tие

P (А}:||lltl

Ч!tсла paBнoBo,*o".u,,,* C;'l}Ча8B m' благоп1:I,lяТсTByIoшdрIх с0бЬIT}.IЮ А K обшrеiшy
ri}iC.,llУ n рaBHoBo3}4odiItЬIх сЛyЧаеB

2 "2 Koмби н aтоp}r ые фоpмy.llьl. ,Д.oп yсTиl,t ' ЧTo тpебyется BЬIIIоJI tl 14ТЬ oд}i o
3a дpуГиi,I k деflствptй. Если rIерBoе деt.tствие lr{o}Iiнo вЬIrIoЛнpITЬ tL1 спОсобaьlи,
B.гopoе _tl2 сI]oсoбаI\{и, T.реTЬе _t|g спосoбами у1 TaK Дo k-гo деtiствllя, кoTcрcе
},Io)кHo BЬIII0ЛнVtTb tlp спoсобамil, Тo Bсe & дейстBLIЁ{ BMесTе 1\,IoГУT 6ьl.гь BЬlrloлi.}е.
нЬI nl'XnzXnзX. ..Хnь способaшlи, B эToNl 3аKЛЮtlaеTся oснoвнati npuнt+Ll,n K0,1t-
бuнаmapu|du (пpаBиЛo yNIнО)I{ения).

Пyсть a 
-},ltto)I{есTвo 

k|3 n эЛеп,IеI{ТoB. ПpoизвoЛЬнoe Ё.э.пепtе]]Т}Icе ПвдR,iьlo-
хiесТBo l,I}to}I{есTBa и3 ft эЛе},IеI],гOB Hfl3ЬIБ3еTся сОчrmaнuе,|t |t3 n Эле,ItеrLItLLl| rno k.
I1срядок элеfuIеFIToв B Пot.j\{lloil{есTве }Iе сyЩесТBеI.I. Числo &-элеl,tеI{ТIJЬIх Пoд}1ЕIo-

Jч{есTB }f}loiKесTBа и3 n Э.l'Ie}'t€I{T0B обoзначaЮT сx.
i-traпpимеp, есЛи Q - {0, b, с|,, тoГ.цa {n}' Ibli, {с} _ всe Boз},IО)фlF}ЬJe сo'{е.

тaн}lЯ t43 3 по 1 (следoвaТе.ЦЬ}lo' С1 : 3); |а, b|, 7а, с}, |b, с}, _ все Boз}xo}*(.

}iЬiе сoЧеTанttя и3 3 Пo 2 (тaкnrм oбp азoN,I' Ci':3).
Чис;rо сочетaниii ИЗ n ЭЛеl,iеI{].oв llo k ltaхoдиTся с Пol.{oЩЬlо фоpпlyлы

гh n{n_1),..(tt-h+1)_ n|.Url: :цГ4.

}{rrо>liесТBo HазЬIBается уnopяОoчеfIt1bt.lt, еслll l{a}кдoil,Iy ЭЛr},IеFiTУ ЭTОгo l!t}:jo-

}r/'есТBа I]oсТaBЛеНo B сooTt}еТсТBI'tе l]еI{o].Оpoe ЧисЛo (нoмеp э;tемеitта) О,г l до n
t.tъ - 

tl}lсЛo эле\1еItToB l,tнО}Iiества) Taк' ЧТo pа3ЛиЧнЬIItiI эЛеMе}IТart сООTBеTсТBуЮT

ра3ЛиЧ}IЬIе ЧисЛa.
Рaзлич}IЬIе угIopядotlе}t}tЬIе il'}tc}I{есTвa ' I{oтoрЬIе oтЛиЧaЮTся Лиl.IlЬ i]oрядi{c},!

ЭЛe,lfrt;ToB (т. е. IlloгуT бьlть ПoЛyЧеrrЬI 143 ToГo }I{е саIvloгo I\iЕIoil{ества), }tазЬI.
Ba}'OTся nеprсmaHo9Kai1cЦ э,гoгo IviнciI{есTBа .

Нaпpиl.tеp, IIеpесTaнoBKtI IvI}Ioii{есТBа Q : {fl, b, с} }I}IeioT Bl,Iд

{а, b, с|, |а, с, bl' |b' а.' с|,

|b, с' ау, {с, а' bI, 1с, b, а|,

tlplслo IIeреста}Ioвol( P,, }Iнo)t{есТBa' сoliер}I{^aщеГo n элеilIе}IToB? cl]pr,деля.
еТся IIo фopмyле P n: n|

РассntoTриivt TeIIеpЬ yIIopя,цotlе}I}IЬIе IIoдМHо)I(есTBa дaI{нoГo }IНО}t{есTBa гJ.
Caпtо }tHo}KeсTBo o сЧиTаe\,t llеyПopяД.oЧе}IItЬINt' пOэТoluy кa)I{Дoе егo IIoд}t4}Io;кr.
сTBo },lo)I{еT бьtть yllopяДoЧеllo KflKИN{:либo Bo3}lIoii(tIЬINл спoсoбort. Число Bсex

ft.элемеitTtlЬIх IIoдNlнoE(eстB },lнoх{eсTBa a pаBlro C2, Kа>кдoe TaKoе IIoдMнO}l{е.

сTBo n,io}Iiнc yГIopяДoЧиTЬ A!' спoсобaшttl. Tаким oбpaзoм ПoЛyЧиI\,I Bсе yПopядO-
ЧеЕI HЬIе A.элеьяе}IT[IЬIе IIoдil,IIJo}IiесTBа I\.tt.lo)I{есTBа г). Числo УПop яlцoЧеннЬlХ ft-arrе.
n4r,rlTots TIодП{Hо}I{есTB },I}lo}I{есTBa ' сoсToяЩегo и3 n эЛеfuIеItTОts' обозначаеT€я

"bЧере3 А й,
tft: nt -tx(n- 1)...{n-ft+l)"

Упоpядol]еl]HЬIе A-элеrtе}ITHЬtе IIoд]\,t}io}I{есTBa I''4}lo>t{есTtsа }I3 tt эJте}.Iе}ITОB }1азЬI.
l]аЮТся pt'I3,1I€Ш|,е|.tLt'I.NLLt, ttТ rt 3:t€}i€|tffLuв nО |е. Различ}tЬiе ра3tlеllleн;Jя и3 tL I1o k
oTJlllЧаЮTся лъlбo зЛе]\4е}tTаh,lpl' лliбо их Гi(-rpЯд}Jo}д.

cl

4t



{n

П},сть ht, k,, . . . ? kn,-це,riЬIе I{еoТрIIцaTе,гlЬнЬIe ЧисJIа, ПРиqeМ : ki: n"
f:1

ITредстаBI{},{ N{rIОх{есlтBo А |rc n элe\,{еI{тoB B Bиде сy}lt{Ьl tn h{нciкесТB А', Аzo l ..
..: . А*, сoдrp)KаЩI{X сОoтBrTсTBеIJlio ki, k,', ,.' o k,u' Элеe{еIlTов. oбоЗгIаЧIt},,{ Чi{слe

Il;i-iЛliЧйьlк сйособов тal{Огo рaтбarнufl' 17а' epunftы Чеpез Сo tkt, kn, .t' '?, k,*}.
Оiiо aliреllrЛяе'Гся IIo с]2оpnryле

Сntfut, k,, .,',k7n}:#.
tс1ltс2! .,. k*!,

Приведеья rш]е cltt{y l{Оe{бi{!]aTopнyfО CХe&i.Уо ЧасТэ . BсTреЧаIОLцyК]Ся . IТрi{

ре]{iif{i{РI sаJls"Ч: ru-э,Tlh/iеiiГ[]oе llt}lО}l(ес].Bo д яBЛяеТсfl суl\,tl\{оii уrноiкесTB ,.4t, А2, |,.til\

".,, А!r, Чис,To ЭJiеNТеi{,ГОB I{oToрЬIх pаBЕ{o сooTBеТсТtsеFiI{O |L1, tLL\, ",. 9 ftrpi х пi_-r1\,
\, j: | ;

Д * li?.-ЭJТеi,,iенT}ioе llО;]idЕio;d{есТBo I\{нc}кeстBа А, сОДrp}*(ащее t|It э".lе}IеFIТoB llrэ
lk \

Аr, tТl,g, I13 А,, 1r о l mр эЛrfoIенToB I{3 Аk| Е mi:rr7\' Число сГIoсoбots! I{ОТc.

\i:1 i
t.rЬIi*{[.Т Ri,]}I{Нo BЬIбpатЬ таI{Ое l,Iнoii{есТBo B 14З А (мнo>кесTBа HO.l.ПОpя.].ОЧеi{ttЬlе},
U СIt'Ц.,\r CIсItoBfloi.О IТpI,lHц!iiiа Ko}{сLIt]аТcpI,{KI] pаBt{c

С,;. :х C,;:,:Х . . . x С,;, ;,
2.3. Геометри'ЧесЕioе ollреДeЛeние BrpoятIroсTи.. tопyg1llvт'-Чтo B реЗулЬтате

ОГtЬITа в неi{oToрoй областl,t Q FlаyДaЧy I1ояBЛяеTся ТoЧI{а Ф. Требyется oП pеjtе.
ЛЕtТЬ BrрoяТ}loсTЬ Р (А) Тoгo, ЧTo Ф €, А,, Г,це А _ oбласть l IIр1,I l{аД.Гlе,к3lЦа я gд,

Ас. Q.-Пo оIlределеьtl{lo t]oЛаГаЮT P{АJ:fТI{А)lrn(Q), ГД,е m{А) и rn{Q)-
}.{rра областll' А у| области s). Под I\{ерОflI бyдем I1oниМаТЬ дЛI{}ry' П jtl]щадЬ'
сГ:ъеьq B oДнo-' l\Byх- И TреxivlrpНoМ сЛуЧaяx сOоTBеTсTBеI{I{O.

2,4, Теоремa сЛoЖе}r}tя |4 формyлa yrиHo)Kе}Iия BеpoяTtloстей. У с,аosltоti
в€рОЯtnНoсrnьi:o сoбыrnttя А npu gс,xОЗ|tu' чmo npouЗиш|лo CОбbtmur B, HП:jьlвitсi?lсft
titilJ,цО P {АlB) ' ortprОеляr.lior no фoprt|!/ле

Р (А l В) : P {АB}./P (B):, P (В) * a.

Из tаНнoгo oпрrДеJiеAtия BЬIтека.еT фop лсула a.l!нottс,е{ttlя верo'1mr{Осffizil,

P (АB): P (А) P (B,l А)-: Р (B) P {АlВ}.

Д,ля ,цsyJi собьlтиii, I{oToрая ДoПyскaет слеlцуЮЩеr oбобщeЕIие Д^ля Iъ собьl.ги.i;

P (А'А2,,,Аn):P (/J P (А,lдДР (Азl АtАz),,, P {'А"l Аt, Аn, .l' ' А*_t).

Собr,lmuя А tl B trа,tbtваiomсfl |7е3авttc|t]14btлt|t, еслLL вbltlОлttяеffiс'т сОCIi;ift{Nltt:i.tt|*

P (АB}.-= P tА) P (8).

Tеорегаa. t,ля ,1|o6bxх со(lыmuЙ А u B u.fуtrrm j1,rеCffю фэos'lлlула,

P tА +tr).:p (д)+ P tB}_P (дB);

Олх rt' со,6ьtl:l{iLi * 
$эcуэ.ltу лсr

trc\n
P.tЕ &\,:ХРt;{;}_ х PtАiД;}*

'.l*| l l,:i l<,{i€n
+ Е PGiА'iАЙ_l'.+t_t)rz.l-rР(,4,d3..",\,n}.

1€;<i<k4rl

?:Б. Форn,r.yла гrол**lt BeрoяT}roс'г[t' форnаyльl. Байrсa. F{абоp с*бьlтlgi:r
fr i, i/*,, ,'' 

'' 
I{ n Нa.3Llii.ilЗt|71сfl, полноti rруrurl.оti fxО|I{lрlis |!tСОв'11;:ii?1tttэi!t :обt'gi!?l:ti"

А,:}

\



f/r * Ftr *-?. . . *l* l п:9. n,l tl ift i: Ф,
гдe a _дoсTotsер}Ioе сОбЬIТI.Iе; Ф - }IеBoз}4oхiЕioе сoбЬlТltе.

Теоремa t. Еслu l', Н",...' IIn_naДна,ч ?plJftftn пaf1,Q.pi70 ttеСog'|itссi?1r{-bt;{,
dс.1ьtmul.i, lxpttL!"е'Il P(Ht} +0, i --1,2, la.' n, rno Оля JlЮбoaОсо1ьrmt|я "4 tl,\ltt:l?l
JitС;;iО раd'tltc|?1'sCI {форму ла ftoJ1l1.ОЙ всpОfltr-|носmtl)

P tII ) P tА /fl t).

Р (,f{ н/ А\: PtI{ ь}P(АlI]*)

P $ri} Р {АlНi)

Р.6. Cнеn,тa l*e3аBltсиrч,tЬIх I4сIlЬlТаний. ПyстЬ ЕiеpОsIT}.IоСТiз IIОЯts..,1* Fll1тt Сctj;..т.
тitя А llрt{ еД.IIЕIlIЧIJol,{ I4сI]ЬITа}IиI{ pаBFIа p. oпьlт пoEТGpяеТСя n ],-ifrl3, Т. L..

гюуII1есТBляеТся СерIiя и3 n неЗаBисиМЬIx l{спЬIтaнilfт. BерояT}{cс.гЬ P ,, {tll} ТcГ{j'
Ч г0 B реЗyЛЬтаTe Э"гиХ n oiIЬITots собьtтие А Т]poизОГ..iдет ln peз {iiастyпllт fll
успех*в}, oflpeдeЛяеTся пo {эopп,lуле Беpн5iддц

Р,,(m)-С'/,'pn|nп_mt I!l_0, 1,2,...' fL, tl)
где q _ | _ р_BерОяТI]ОсTЬ I{aсТУIIЛе}lи'{ ITРОТl{BoПoJlc}}il.IОГс *обьtт;tя Л пр.рI ед:it.
}t }1 Ч}io}1 }iсГiЬlТaнI.I и

Cовок3,IIносТЬ Ч'I{се,т{l oТTредrJ{яеeIIdХ фрмyлоft (l ), наЗЬIBaeTСя 6ttitt3;'lt,l,l.l"tb.
|ibll|, pасnpеdе/|е|'Lttе,\I всрoяmносmeЙ.

3начеt.tИе |n: ffi|, гIрЦ кCITopoъ{ BерoяT.н.ОсТЬ (1) IIррII.IиМaеT нatlболЬI.L]еl 3}ie.
Че}1р}е' IIа3ЬIBaеTся rlаLtверОftmнеittuuлt цuс/lo]|t aсnехos.

Еъци (rg * l } p _ дpобноe ЧI.{.слo' тo tt'tg ПрI{I{LIП,Iает едиl_Iс,гBeit}iGе з,}ia.'юl-]}il

fixs: [(n * 1] p\,

Г;:о r" . .J 
_ сFII!тBО.п t{€,TОй ЧaсТit чlтiлa. Если BеЛI{Чl{ ъla (n+ 1 ) p _.п.робнaя, т0 l;?.0

Гlр}]}]I4},iaеT .Дtsa 3I{аЧеHия

ffi\tt :tn+ 1) p - I r.r mlf' -{n-!- l) 
p.

Paссг,lоTриtI TеТIерЬ с"пyuaй' кoГДa B pезy,,iьтате l(a,tl{дoгo 14З ft, Ftе3e]tsi,iсtrl&IЫХ
!tс!]ЬIТанptЁt ltio}I{rT I]рoи3oйти oднo и3 k попаpнo }IесoB},{есTriЬIх собьtтltЁi l1, Аr, .,.
.... ' Ар с вер.OflТt{oсTяi\,{и Рt, Рz, 5сo ! Pн сooTtsетrТBеfit{o (pr* Рz*...+ рh--=1\,
GбознaЧI4fi{ Чеpез-ffl; ЧисЛo Tex I.tсIIЬIтaний, в кoтcpЬIх Пр.oи3oll]Лo собьiтpie Аi,
i _|, 2, . a. ' k. Тогда веpoяTIiосTЬ ffl1 }Iaстyплениfi сoбьlтия А,, f||2, НaС,TуIlЛе.
шt*й собьlтия Аu., ..",IT|у7' нaсTyплеIrий собьIтия Аr,, Пр}IЧе.ryI rn''*mz*|...+ttlp-
r. ||, oiIpеделяеTсfI раBенсTBo}f

P nttn,, ffL2, G r i 
' 

mн) ^ffit ^ffiq n!'l, .ffiРt'Р*..,,Уk*"
Этo t|О,,tttftc.1,tttС!.$br-tОе pасnреОе/IrI*L!,е веpОяnнCI'rnеЙ; rrpи ffl *2 oнo iIреtsрaщаеTся
ts би ноrtltаЛЬ}IОr.

биноl*l,t aлЬ}I,:Гo

n

Р(l):х
j*1

rL

Б],*
i:l

При больш.lих з}iаЧеIlllях n (поpядкa десятI{oB' сотен) ДЛfr
peсПределе}il"ifl ilp}l}{еняiоT с"Tеij.уЮЩptе пpltблиЖeglit--ie форrлyльl:

P,u(rзu) * -,L сР (r)l
V пр']

гдe H=эу=у, Ф (,т) _=L e_ *'/2;

Y llрtl V l1ъ

(2)



гto

{ t'/2 dta

Pn(m)м
gm

Й €-&, а,:nР7

k5

Po&lt1m<kz}N Х #*"" i(6}
ffi:ft1

Фо1iтшу'ла (2) oснoBаI-{а нa ЛoкaЛЬноt1 Tеoреil,tе lllyавра * Лаr..J3С.], (3) _ I{а
[iirT.eгральt-iой теОpeil{e Мyавpа - Лaплaс:a, (5) |4 (6) - нa форlл1,',.g Пуассоltа"
liсllптптoTиt(}, }lyaвpа _ Лaплaca {фoрм1z,uьr (2) |4 t3) ] реI(oil{еi]ДyеТся Пplil{еtt'tТЬ
B сJiyчаe' KoГда npq > 9. B пpoTиBнoN,t сЛуЧае бoлее ToЧIlЬiе pезуЛЬTаТЬI lцаег
аси}.,{tIToTикa Пуaссoнa [фоpмyльl (5) И (6) j.

ЗашiеЧa}Iие l. ПpиблиiкеIi}IЬIефорlrУльl (3)и(6) ОсTaIОТся Bс}lЛе I,IRToiM
сJI yЧае' I{oгдa BхoДящие B I{i{х нерaBенсТBа ЯBЛЯЮTся сТрОГ11:'Iи.

3 а нr е Ч а I{ }I е 2' Bьlчис"теHия ПО форli\.Jа}I (2), (3i, (c), (6) BЬIiToлFlяioтся
с ItсIIoЛЬзoBаFII{е}i тa6лиц I _ IV CooТBеТсТr,еН}io (сrr. пp11.rо;ненtlе).

2'7. 3aконьl paс!]pеделения и ЧitсЛosЬIе хaDaкТеppiсТllки слунаr1нЬIх Bе.llllЧtr,f,tl.

Слttruаiiнoti вrJтItч|tнoй Е |.IаыbIвасrпся фуtlкцtlя i-- Е (t'э}, ОniЭraе,iеннeя, itа |1рОсtтrpПtd'
сttlше Элi.niенn,Lаprlbшс собыmuii Гt 

"Это oПp€J!€.r.IенpIe яBЛяеTся ToЧ}lЬIl4 B сЛyЧaе I{исI{рeTl{oгo ПрoсТpаtiсТBа
э.Цre{еHтарt{ЬIx собьtтий a. B oбЩеili с.,'IуЧае tIа фу,нкuию t (соl FIаI(.IIа.llЬIBаэТс'I
tРебоваr{I{l I{ 3 ]!I е р I,r N{ c с т и.

ФgttlсtEuеu pасttpеОrJте|.tLlя слgцаii|^I'o|i вg/t,LtLtLt|lbl Е t.{п*btваrrnся фуtlкt1uя

F(х)_P{Е<r}, -oo1х{оo
I,.iньtмll lЛoBаil,II4, зI]аЧе}Iиe функции pасIIреДеЛeH}Iя F (х) _ сЛyЧаiiноi:r ЕlJlL[.
tII.lHЬl Е-естЬ BеpoяTнoсTЬ тoГo, LITo Е ПppIili'i}ТaеT ЗНaЧенРIе I\,IеI.IЬ1IIее' Че}I "'Y.

Clltlцаtitlgя ве/l|lLL|tIьа, Е ttаlbtваеmсf' ОuскpепtноЙ, rCлш Сущrсmsцеm |tО|tlLlt-{oэ

t,tлti сцс.rl1ное J,|tioэtt,есrnha чuсе/L Xi, X2,,.., X!|,'... {,без npеОель|-Ibtх mouек), flIвK{tJс,
цftla

Р(::хь\:Рk>0, k_1,2, Plr:l'

1'сфt,Y):#S (4)

(5)

UJ.F... ' Дlс_l

.*



r
*
F

*
.fi

С л-у,111i.'riL7Я li€,',11tttttt/,tl
сr tiунl;l.ttlя рсtсtt sэс"Ос.rtt: нu't

Е на1bt^Q,efnся rLt,ttрr|)b!rнОLi C.Q|jtthri,t,al{ Eе,ll.tltilt|IО|i' еCttt|
t1pсОСffZавLt,It{i в вu,Ое

(8)

х
Л (я): I p @} dх, (ъ

еОе p'-'(х} _ ненornОpая t.tе.om puц{lt,|елb;;; фунrсцuя,
Подьtl.lтeГралЬI.Iaя фyнкuйя p w) в,фoрйyn. (7) назЬ!tsае'ся t|,i,t/|ltфmbю

фоo
pt}СnprОелснttя слyuaйноit BеЛI,ILI}II{ЬI Е, t p F)d#: l._Ъ

П p i{ }{ r р ЬI }Ieп p ep ЬI B I{ЬI x p a сгI p едел e н и й -,'

l . P аснолrсp нor pаспреaелен|)e

{1
p (,): { 

b _ e' 1с е Iа, bl' _co 1. а< b { *оo.t 0, х е, [а, b\,

2, Hоp,lt.аitbНoе pасnpЬОелеItuе (с пapa}!етpaМи (а, o))

p (х):+ е_ (, _ а')2/(2o2\, _сo { а{ *m, о > 0,
|/2пo

3. IIснuзаItle,tibНo€ pасnpеОеленItе

n /rr\ _ I ?re-?'-", .r ) 0,
у\.vl _1 0, .r{0, fo>0.

4, PасnреОеленuе Kоtuu

pQО_ l-m+.тт.
LIз Фор}IульI (7) слeлУёT, ЧTo B любой тОЧI{e }IепpepЬIBI.Ioстъl p (х) }t},4rrт }дестi)

pаBе}iсTBo p (.v) -Л, (;i;).
h,1aпtе,l,ecl11LtLi,есIdtt.,||4 оэlшОанLtl,trI Оuсrcpеmнori слуwаЙнoit 8еJ2|,tLtt.ll.t,bl Е thttilbtв{)rffiсfl

ЧUCliО

t;

i!

rft

ttт

.,

JTlЕ: \*rpn,
h,

Ес,rи слyЧаf+нaя BелиЧиI]a IIpиI]I{шIаeт сЧетI{oe il{Hoiкестtso.чilачeний, тo
тpебуется абсолюT}Iaя схoдиМoстЬ Pядa (s). Еqпи Pяд [iе схo.ш.}rтся абсолюT}to'
тo гoBopяT' ЧTo слуuaйнaЯ BеЛиЧинa }Iе иI\,!еeT п{аTеMaT}ItIескoГo oж{14дания.

t1,IаmелtаrnuчесKt|л| oэюuОанuе.||,| неnреpывнoЙ cлуuаЙнoЙ вeлaцuнbl \ нiзьtвасInся
фm

ч|tс,tО П1Е: {^ ,, (x) сlx, еc.au uнmеepаj| абсoлюmнo с)сo\umся,

fluсnеpi#' оe Cлуt1qйtt'д sелuчttllbl | назьtваеnxся fu|&mrмаtrТtцefg1gОе О}ttuОg,нuс
cлуuаЙноЙ ЧeЛЦЧtlшbt (Е_ j}lЕ)n:

DЕ: Ivl (Е - JvtЕ),.

tля д}tс}ipетноft CЛуЧаejноfi BeЛ}IЧи}IЬI дисI]еpсIlя BЬlЧисЛяетсяI т]o i}.оplлу,';g

DЕ:) (rа*,t1Е), pд,
h,

Дu'trЯ }lеi]реpi.iвьiоli _ Пo фоp:vry"тe

DЕ:
,'v

*сo

t; (x _ Л/tЕ}, p (эс) dх.

{5i

{#



BерояТl"IссTЬ ТОГО' ЧTО слуиайная BеЛI,IЧТ{FIа q
}lo}..{ ЧitСЛcвОil,l riрohtеiiiyTI{е' BЬrЧисЛяеТся Пo oД.ноft

ITр!lIiI4Llает 3iIачеЕlI{е B задaH.
иЗ фоpмyл:

Р {х' <Е { Jf:}:F ("Yв)_Л (rr)' P {щ<Е 1х,l:' p (.r) d"'u,

Д.в у l\{ еp tt ЬIl сл y.l a й H ЬIе ts еJI и q I,1 ItЬt

РаспреДеЛеТIиe ДByх сЛyЧаl'tllьlx Bелр1ЧиI{ ц |4 Ц, l4trIti- ДB-yI\{еpной слyuайноft
вел itчit ньf (Е, Ч) , Ftе IIсЧерПЬIBаеTся paсПpеД.е.цеriиеIvl ка>кдой !t3 ниХ ' 

TaI{ KaK
IIрtt эTO&,I }ie учц1ЬiBаеTся 3аBисиN{OсTЬj I(oTОpая Мo}I{еT суЩесTBоBаTЬ IvIе}кдy FII{IyIL{.- 

Фуtl.t|{t|uя расn,реi}елrнufr F {х, Й ОвулtеpнaЙ слaц,Qitltol" вс/ttttt|t|ьb, (Е, ц) опре-
.I}.еЛ'lеТС,i ltai{ BеpОяTIroсTЬ сoвмесTнoгo BЬII]оЛ}IеIIия IiераBегIсТB [ < х 

'1 
Ц < $/:

F tх,, a):P {Е < 1с, ц { #}'.хu
Еслlз F{х, ф ПредСТaBиМа B виДе F(х,U): I .[ рtх,у)c.vcg, гДg

-oO 
*OO

tr} v:, !l} - []еKoтОрая l{eoтpицаТелЬIlaя фyнкЦия, To ДBуi\дepную слуuа.ftнyю
Bе,Ци1{{l1{y (Е' 1) rIаЗъiBaЮT rlеnрrpьrcнoЙ' фy.^"nцзЮ p (х, Й - nлОrnнoСmbю pас-
tзуlсФс'lсl.tLtя ДBуilIерной с,ryнaйной BелиЧиЕlЬI (Е' Ч).

Плотность расПределеtll{я pt^@) слyuайноli BеЛиЧинЬI Е. вьrраil(aеTся Чеpе3
$оo

сoЕl{iсТIl},Ю Г{лoТI]oсTЬ p ('с, u) следyloЩим oбpазoМ: pr.Ф): I p ('с, a) dу,
*oo

Aна-тогиЧ}Io ДJIя ПЛoTI{oсти pас[1ре,цеЛенIr5{ слyнaйrtоflt BеЛI,iЧрItIЬI Ц lt}iеeivt
I .-.r

-гw

Р,1t{!}: l p {х, a) dх'

-cЭB oTлиЧиr oт сoBi\лесTной tIЛoTI{oсTI't расtlpеДеЛеt{I,1я p tх, g) o.ц}rоМер}IЬlе
II.iIoTНoсT'и 

. 
p",tх) |4 pц{у) Hа3ЬIBaЮT nсаpruн{t/lbt.|b!./|ttl.

СлунаlrrнЬiе BеЛиЧиI{ЬI Е |4 Ц [Iа3ЬIваЮTся |t,е3а8|1СutуLbltу1u' eсЛи plx с'эвN{есTI{8'I

фyнкuия расijpе,цeЛеHия F (х, g) гIрpl лtобьix з}IaЧенI.lЯx aрГу[,iе}lToв .tr' у рsl]t{а
Пpol{зBедеllplю hаapГинаЛЬFIЬIx фyнкций pаспpе,ц.еЛеЕI4't Лe (х} слуuafrцсй BеЛI,lЧI{НЬ'

Е И F'з{Ф С.П}tlаriноpi BелиЧинЬI Ц:

F (1с' tЛ:Fe (x) Fn@).

Пyсть (Е' Ц) : нrГipеpЬIBI{ая ДByIvIеpЕ'aЯ сЛyЧа fltная вeлI{Чина с I]ЛoTНoСтЬЮ

расПреJц.еЛеЕ{I{я p (х, a)' Тогда ДЛЯ }IезаBисиr.,ioсTl{ Е И, Ц itеобхо,ц[i}{o Il дoсTа-
ТОqi{О, .lTобЬI сoвt{есTнaя пЛoTlloсТЬ p (х, Й paсПаДaЛасЬ B IIроI{ЗBеДенtiе },tарГIt-
ttа.IlЬнЬiХ tlЛсlТнoсТе}.I & (x) |4 Рцtу):

p (Jс, a'f=И $) рц(Й,

К о эфф иЦ [I е }IT Koр p ел я ц l{14

Bс-.лiiЦI{I{а lvl t(Е _ ItlЕ) (ц - ilrlц)] назЬtBается кosapu(|цuей, сityЧ;iI'tHЬt;t Be.;]Д.
ЧI{il Е 14 tl, соv ([, tl). Если (Е' Ч) _ неI]рерЬIBIlafl дByfulеpнaя Cлуt1д йная ЕеЛi{-
Ч.l{Ftа с г{"{0т'F{0сTЬЮ расI.IредеЛei{Idя p рс, у), .гo

фоo фш
соlr (f;, ц}: I $ (х-IvlЕ) {g -frlц) !э {х, уJ dх dg'

*.oo _ оэ

BелI;li1ll-lii r 
- 

С0Y (Е, Ч)/l,/ DlDТ' I{азЬIBarТс'{ lсoэффt;t,!ЦrнmCI'4t lсoррrr#4|ltt
tJlуl1дi:'i'tЬlх. велtl'ltltr. Ъ и \'

Своfтства I(ОэффиЦ t{енTа I(Ор рeЛяцIi и

l0" &{*,цуль коэфrttтt{{l{енTa l{cрреЛяLl}ll{ не IIрrBcсХoдI{т едt{r{l{цЬI' j ,. i ,< l 
"

2.j. Iiс,ltt, Е tl il l1е3{i8lIсt!"цtbll C/tуtig1"'*u'r B€:l|,tttttttbtt ftiQ r:fl,

LS

1.,tr

{
J

f,1

iL*



06ратное I{rBерI.Io: u3 lJсJIОglrя r:0 {нeкоpре,TшрoB3ij}1С'С]-Ь C.Тучgii}t,}эlX BеJ]}t-
Чl]I] Е И Ц) нr, сJlrОуrrn rff3а,вttсuj.IОCtl|b Е u Ц.

30. Ecдa ь u щ свяn&ttbс ,ftuнrнflaЙ вавttс|t1tОсftxt)t{i, riуJ i r i: 1"

Своl1iств a j\"f aтеelaTsIЧес l{oг o oЕ(}Iдa н и я 71 дII с гI е р с }I I'I

10. Д4ttmе*tаt?tu1tес|Фе oэtсuОаrtuе fi,CIсffiОя,ннaй pавНa эrrю*, nОсmОянrtu{i, t1|. tЭ.

Е'.1': C, 0: CofiSt.
21} ' Iь\аmел,Ill,Itttцесrсor оэюu.*анue суn|.ef()t C/|уttg1i,|t''* веJtLttLuн равнО C!}i!,i!a u.I

.tуiеIf:tА.t.fl,ffLLмrскuх oэtсttАанtl't,i, m. e . rfi (Е * ц} - &tЕ * l*уlц (предполaГaеТся ' что jЧ.Ъз

}t:}iтt суЩеCTвуIот).
$о. hLаmелtar|uнесr{Оr cэюtlОанuе npzLt,ЗвеОенuя l.ll3авtrсu.,|tblх C/tуt1а1у*'.* sе.вtltLttl!,

{}авН{} npou*sеОенutо uх .I,[аmе.fi{'аFn#dlС|{L{'tс оэlсuФаrluti, m. e. &1 (ЕФ_Jъ{Е.,l,tll (jlр*д.
ilc,']аГаеТся' ЧTo lVIi !I ffln сушIесTвyют).

40. ,ff'uсrzерсuЯ, 
-tloсmояrtrl,оti 

paвrl.& ьt!!лЮ' m. r. ,Dс:0, C: CОПSt.
50. fi,u.сnеpсuя Cajlсt,tbt ttета,вuс|t|'tbtх Cлуttа1itr''*с вlл{'l.LLt|-t tr}tl.вН{| {!l.1ё.j,tе !l.{

#uсrtсpсtltt, m. е, D tЕ*ч)_DЕ*Dц (предполаГаеTся' ЧТo I}в и D'. суЩsС]тЕ\'ЮТ}.
2"8. ХapaктеРI,fстиЧе€.i{иr фyнкции. Xа,ракrneр.Iсrnaцесioti фу нкцtlс{l, ry t/)

слуuсltiнlзй. ве/ruцЦ|1ht ъ наlbtваеliцсfl Jуёglw,\,tаff|L|'-tесItюс o.ttсLtа{tr{t|е слу.t{Iii|r'ii lз€i?,it.
ttёlttLt #.3,

Ф (l):ffigjri , t _srщrсtrtвенньп}, nаpаjnсITtp.

JL,тя д;lСiiГeТj][;ji СJ.l'r;2lili.-l;i BeTI{ЧIIIjЬI !1 дЛ'I l{еilрерьlпilоi;i С0CТЕеТс:ТЕ.it-]i]o
Зi}*e С}i l \

+€o

! фt" p ("g) d,{.Pt4:х *itokрь, P(l):
Prtu

Плотl;ость распI]rДеЛе}i}IяI p {1с) слУЧаfiной веЛиЧI,.II]Ь,I ; tsЬIраiI{аеТСя ''Iер0з
}iaрsiilеi}}lСТllЧесiiуIo функшllю 9 (/) с пor,Iolцью обpаТl{оГО гlpеобразctsаЕ!t51 Ф3'р..е

р (x)__ g-itхq (l) df.

Cво}-IсТBa хa р a Iiте р I{ сТI,i Чeе к}.t х фyн к ц pl fi

1o. 
-XаpаtimrрЁrсfпttчrсfd{lя фgttкцuя P (l) сJtуца,йнОЙ, *uluцuf|bl Е ortpсОсilен,l

B"вя "'l'юбоеоtе,(_"о, *оо), npuцеjш lq(r)|<l, Фt0}-l"
*О . {I pu ttl"&tенrнuu тНa,rса аpeaмrcн,mа 3н&цен|tе х,араKmеpuсt?ItrцeскоЙ фgti'eкt4tllt

!43,1i.eНЯrlnся Itа lсo$4rLjlrqснО.сОftpя3tсеIrl-ior; 9 (_ t}:Ф (l)' - Ф <t {f со.
30. Е, слtl слуиаtitlьtе веt|tlчttttbl свя*ъItbI сaОmнОше|iur.e|, Е, : A3r * я, To

Рg, (/) :,gitbqр6, (&l).

4o. Eсlьu Е a ц*Не3а'в|tсtt]|4ы.е ьауu*tiнbe *eitЩur&l, tТtю

9ь+ц $}:9e (l} 9ц (l). 
..f.

50. Е,слеt-суLц!сrll,вуrffi }tъЕ, rno JttЕ-p, (0)/,; rсJ|u сgt,N,+ес|11в!Jrm D:, ftlО BB:
: -* $.., (0) * [р, (8)],.

60. СооmвеftLс|TtвL|е меэюdу J|tt-LъэtсесmвО,\d функt1uti pасnpеОеленttя |t .фtt{юЭtсrс;Т,t.6o.Ьt

х{l'г.с1|t|T|rу}uсrnuцrсItaх функt4uti, gспt,анавJltt8ае,1't.Ое фоpмц'оoЙ q (l):]'rtеlrЕ, я,в.7чсt.l:iя
{зa{ttt.ltttО о\нознаLit-tb{.м {mеоремa еОutl,сm,вrнносmu} u нrnре,tr}b{,в|7biмt (npеdе,itэFtП."{
tllе{tpt.ttа JI евu\.

2.9.3ак*t*ьl pасшpедr-тЕеЕI}tя фyнкций слy.raiiнЬ!x aя}ГуefeI{ToB. Pасс1!oТрlri3
}IеПреpЬlBI-IУiО слyнafiнуЮ tsеЛLIЧ!i}r3/ i с IIлoТн0стЬ}о раСПреде.Теi*lrя p; (т) Il др}i-
гyЁ,Э слyнаl.it}IyЮ Bё,.TI,IЧ}t}l} tl, сBяза[il]УЮ с неl1 фYнкЦиоi.lальноii заЬиСиl:cСТЬlФ
$ _ ? tЕ). Фуl'lliЦiI,ч расI]редеЛеI]I4я Л'n (y) слyЧаflноЁl BеЛittll{}.iЬI Ц tsЬIpa}i';aеTс'I

фrc1t
2тъ J

*{
-l

r,\1
t'

4

a 11'*t



чеpffi II.iTOTI{ОсTЬ Г!асriределrrrl{я РgФ| сJ[5rч36нoгo apгye{еilта

Fr|u):! .[ Рч(fl dх,
k, 

^k 
ш'l

(si

гjiе Ar. ('и) - I{HTерBаЛЬI' B кoтopЬIx BЬItIoЛItяеTся l{ераBeHсTBo p (я) 1 g, Сi,ilrми.
рrJBанi{е B фоpмyле (9) pасIIpoсTраняется Itа Bсе yI{аЗaннЬIе tlнTеpBaЛЬI. Гpаницьt
}f ilTерBaЛoB tь {a'l зaBисяT oт g l| Пppl задa}I}ioм KoI{кpеTнoм BI{Де фyнкциrt
!! : q (x) flдОГyT бьtть BЬIpa}кенЬI кaк яBIIЬIе фyнкшии a'

Плотность рaсIIpеД.еЛеlIия pn!) слyнaйilой BrлиtIиIlЬI Ц (если oI{а сyщест.
ЕуеT) IiОлyЧarTся пyTel! диффepeI{циpoвa}Iия фyitкuии paсПpедeЛеHl.Iя:

nnU) : F'o (g). (tcl

B простеf,iшJlsf сЛyЧаe MoнoToннoй функuии tl:iР G) I,IспоЛЬзoBаLIIIe фoрпryл
(g) I{ ( 1 c) II р li EодI,rТ I{ BЬIр a)I(е нI{Ю

pц(g):P?tф (y)I lф,(и) I'

гJIr ф (pt't_фyнкЦия, oбратнaя фyнкuии !-Q (х).
РассмоTpl{il,t oTД.еЛЬIIo слyuaй' I{oг.ца фyнкшия paспpедеЛеIrl{я F'l0) и},1еет

тОLtrкp{ раЗpЬIBa Ut, az,...' Un сo сI{аЧI{a]\{и Pt, Pz'...' Pn, Этo oзначает сущe.
с.гE]ФBание значений слyuai1нoй велиЧинЬI tl (сoвпalающИХ с ToЧкаilll{ paзpЬIва
!/l, !J,э,...' Un), кoTopЬI},I сooтBетстByЮт нe}IyЛеBЬIе BеpoятнoстI{ Pь Pz, o.r' Рn'
B .цаL{нcп,{ CЛyt13g tiЛoТ}IoсTЬ paсIlрeдеЛения верoят}iостеtl в ToЧкaх aь Uz, ..' ' Un
обрашаеТся B бескoнеЧнoсTЬ.

j\,{атемат11Чrская |4ДеaЛL|3aция yкaзaнI{oгo яBле}Iия oIIирaеTся на ИClloЛЬЗc.
Е'iiI{ие Оельmа.функt4utt 6 (y)' кoтopaя }Iе яBляеTся фyнкuией B обьlчнoм Пoни.
i',iiiF{I{tt, a rТре/.{сTавЛ,IеT сoбой тaK IIaзЬIBaеL{yЮ oбобщенную фуllкцttю" Будем
ptСCli{&Трt{sаТЬ tl (-ry) кaI( п.poи3BoднyЮ фyнкции eД,иIIиЧ}Ioгo сKаЧKa

ц(и):{ l' o-2,
t o, y4o.

B кл3сс!iI{эсKо&{ аrIaЛиЗe фyнкuия .q @) нe i{иффеprнцI{ рye},tа B Toт{кl !/ :0 
n

с)дIiаitО tJ TеОрt.ttt обoбЩеLi}IЬI,ч функший это oгpaниЧеt{ие сI_tиivlаеTс'I; ТаIiI,{h,[ обp;iзоi't,

6 (и): Ц, (и)'

Предс'аЕI{l!t функlдllrо F\{ф B Bиде

(11)

F\(g): F 
'| 

(и) * Рtfl{g_UЙl

г/це F'' (t!\- T{еITрсpЬlBНaя (<сoшtкнyтая>) фyнKция.
Сdгла.сно сtiоpь,lулам (l0) 14 ffr) ПoJlyЧaеt{

Рl1U):Fц U) * p t.6 (u _ 
U ь), r де Fц U) :Fh tу)'

П},ст* теiТерЬ (Еi, Е'), (Цr, Цd _ дByiиepI{ЬIe слyкаЙ[IЬIr BeлиЧLII{Ь!' IIpltЧrt-{

Цr:fi Gr, Е,), Цi:l, (Еr, Еz), (2l
г.це фyl{КЦиt{ ft Il t' пpeДIloлaгaЮтся }IeпpeрЬIBtIo диффepeнЦ}rpyelvlыi\{}t |l, oTo.
браlriение (12) - B3аимйo otчoзlIaЧHЬIIvIl T. e. сyщестByЮT фyнкuии Qr |4 qg,
т.акиe, чтo Еr : Qr (Цr, Цz), Е,: tРz (Цr, Чz). Toгда ПлoTнoстЬ paсIlpе/цеЛеI{иfl

flц{Uь aъl" дByхivlеpной слyнайн9й BеличинЬI (Ц',1 Цz) вьlpазиTся Чеpе3 п,ЦOT[tcстt

рdспpеДeЛенIrя Рq (хr, )сz) слyuaйнoй BеЛI{Чиньl ([1, Е,):

I dq' aqr 
I

Pц(#t, Uil:trЕ[9r (Иr, Uil, Tа (yз., g:)l i / i, I:l 3i; '^i;,l .

lб.Б|

n
\П
/-J

ft-l

n

хa-l

,Бъъ

,**g

i .



фоо
DЦ: I

Теоремa *'1,*.7.t o,i' cлуuaйньrc велLltt|l|tbtr

pяюm усi|csttiО} о{ ) в, l*о npu n+ф, Toе0сl,i \r.- I

2. 1Ф. Чltслов ьlе хapaкTepисTикl,t фyнкций слyиaйньlx BеJtl{ЧиЕ{. Пyсть CЛУ.
чatiяaя. BeлI{ЧIdна тl _ 9 ф есTЬ фyнкшия слyЧайной BелиЧI,IнЬI Е. Если тpeб1,g1gg
oПредеЛитЬ лиI'ПЬ чисЛoBЬIе xaрaкTеp}IстиI{и слyнal:tнoй BeлиЧинЬI Ц, tIеT неoб.
хoдI{}'{oсти }lаxoДиTЬ ее зaкo}l расПpед,eЛения, ЧислoBЬIе xараKTеpI{сT|4Kу| BЬIpа.
}i(аЮТс't Чеpе3 зaкoн paсIIрeделеIrия слyuaйнoгo apгyп,Iента f. Так' если Е I{i\,lеет
тIлcTЕIoстЬ paстTpеДеле}Iия PЕ W)' To IvIатeIvIатиЧесKоe o}IiиДaниr i}lц vl -цисIIeрсия
Dц раBЕlЬI сoОТBеTсTBеI{Ilo

{оо
l}xl1: I q (х) Р2 @) dх,

2.||' 3aкон больrшиx Чисeл. Под зaI(oI{oM бoльшlих ЧисеЛ Пoн v|М,aloT pяД
теcрeм' oбъедиI.Iе}I}IЬIХ идеей yстойuиBoсTIl срetниx резyлЬTaToB Пpи большоlъg
чItсЛе I{сПЬIТaнltii.

Теоремa ЧебЬll.fleвa. Пgcmь слguаЙt.tьtе веlluц|tflbl Е*, Е,, r.. ' Е,', ... nОft{lpнo
ttеЗаsttсtt]|t!}l u D[; { с, i, _ t, 2, . r. ' еОе с_некОmОpаЯ' noсmoянная,, ToeОа, rtpн
лю6cлц е > 0 Bbtf|ОЛ|tяеmся, npеОельнoе сoomнОI|Iе|7LIс

PP
Е1' Еe' .. r i

[l 3]

f,n' ,.. g1овлеmво.

npш любoм в > 0 вbt|Iollt|яrmся,

rcpеОеnьнoе сoomнoutll7LLl (l3).
Теоpeьяa Iiерllулли. П усrnь m _ цItслО acne,YОв в n н,етавttсt,tj|tb|х L!C|1,tэItT|СNtr-|,tl,fr,}: 

'p_в,rрОrtff|н\сmь LJCъе'ха, в кaltсОoлц uсnblmаF{!|ll,' ToеОа, npu лtoбoлt a } 0

t.окаЗ;jТс,]ЬсTPo эТi,lх Tес)ре}t oснoвalio на lrера'вrнсmвr Чебьuaева
Р {'ч - ff{; )2. ь } .< DЕ/..,, сПраtsе.Ц,ЛиBotI ГIpи любoм s > 0 .цЛя лloбоit с;rуна.ii.
riсili BiлI{t{i,ltiьt f, иlдеlощеii Ko}IeЧнoе l\,IаTеh{аTиЧeсI(Oе Oх{иj{анI{е в{Е уI KoНeчн}.to
ДiicПерсilio Da'

2,|2. lJ.ен.гpaЛЬНaя прeдeЛЬflaя теopеIиa ДJIя oДиI{aкoвo рaспpедеЛeннЬIx Cлy-
чaйных слaгaеi}IьIx. Пyсть Еr, Е,, ... ' Еn, .. l - I{еЗaBисиl\,{ЬIe oДинаI{oвo распреде.
леt{ЁiЬIе сЛyЧаilнr,lе BелиЧиIlЬI' иMеЮщие I\,IaTеМаTиЧесI{llе oil{иДa}IиЯ j}1Е; 

- в
И д;i.ilерсlrи DЕ; _ 02. Тогдa ПрI{ n + оo фyнKЦия расПpе.ц.еЛе}Iия }IopшIиpoвайноf'i

n

Ci'}i],lЬi Т!tt: х (Е;_ а)/o{n сХoдиTся к фyнкции pасПpr/leЛения tioрI\{аJlьноii
f : I

слyЧаi'tttоii 'Bс.ц{IЧIIНЬI с ПaрaьirTpa},Iи (0,1),, T. e. гIpи л:обоrr r

[q (x) - lVlцJ, Р2 (х) dlв'

J* . 
{l 

+ Д,*-+,}. 
МЕ; 

l 
= +:1,

J*r{l #-, l=,}:t"

х22

t g-Т da'

J
-oo

P {цo<.х}'?.; +l.+oo У 2st

oтсюда IToЛУrIaeTся пpибли}I(еннaя фoрмyла

P |х' 1\o 1 ,сz} *з Ф (",) _ Ф (х'|,

сIIpаBrt,J|ИBaя Пpи дoсTaтoЧtlo бoльших n, oна BЬIра}I{аеT BrpoятI{oстЬ вЬlпОЛнe.
tIРIfl I{еpаBенс'TBa #r { \n 1Xz Чepe3 иIrтегpaЛ Bерo'ITн0сTI{ (4' (см. тaбЛ, II
в IIpl{Лoiхенltll).

2" l3. Точечньle oцеtlки Пaрaп,Iетpoв рaсIIpeДеЛeHия . Bьtбopкoii |tаnbваemсfr
n-Itepна,q слуuаЙная вrлaцuн{| (Хr, X2, , ". , X n| с ншaвuсtlмbrl||I oОuнсlкoвa
pасnprcеленl-tьtдttt ttot1ln0нrнmа'I|t' Xi, l:1', 2, ,.. , n, Чuсдo n нq}b{soеrпс,я, aбъr.
'Лt?t|x вьtборtсtt'
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J|юб'сl'я, фунrсцtlя h: |ъ {X1, Х*, . . . , Х") вьlборottlt.bl\с в|rачrfЦLti iia3biaЙ,t{lэ,C:tr

сtnаInuсrnuкоЙ.
[-Iусmь @_ нruжrсmньtГi уцtlpаntrrnp pсlстlpеОел{:|-lLlЯ, Cяуtiцttt.tоii e0'И.,!zi!Liзlэi \

СrnаmuСffl'!,tБtl
Сd* _= Йo. (Хr, X,, .. r ' Х"), {l4)

tiСl.ICIлi13!Jс.'1't{1я в lxpuб"!Lt[3lссl.{|dО,1.[, ftа"sr|-tclnве с{, n= с{d., tt&3r:&a!,efiюfl ot{t,|.iftО,i (;пс.:е,*нi}ii
{,Чс НNОLi) rtrLювrсffiнo?o n{Iр а.,\{с.fi"tра 11ю вbl6Оptсr,

tr(л aсс ифI{ K aЩ14 Я oц rН oк

}itелателЬнo' чтобьl oЦеI{I{а (14) LIе даBaЛa C!IсТе}.{аTI{Чес!(oгО '?аBН!.!-Е}j}lЯ
IJl.}l 3аIl!i}I{еЕiI.iя ре3уЛЬTаТoB' T. е. чтобьt JЪЧсg* (Х', X2,,.., ?{"}-$',

Оtgенка G* , a6лаОающая llltaтЦН|tЫlla свotiсrnвО.l..t, reLхt}iваrftюfl h€С,,,i.€i/|{rti,Оi,i.
fr nрОmЦвItolуt СЛуttgg Оl-tа |itl3b"t8gе|I1сЯ, сJЙещeitr|oЙ .

Еслtt nрu II _> Co Оt{емtа fl* схoаaffiс'l, nо верО:lti,Ll-tОсfi1Lt, rс |lс|I1iitti1r}.,,!Ц €#'q,.
ti€ftutО ftаpа.,\.{€,|ТLра' с6:

Ф* (Хr, Xz' ..r , X,)}f#"'
t?iО 0ценf{.а с{*. наЗ!-'tвО,еi|iся' сОС iiiО,n|ft{,?b|-!Оi,"l .

Ссlстоят€;-}ЬHОСTЬ oзilаЧаег' riТo с рoсTo}I объе:iiа вЬ]бС)]]iiIi IiДЧССТЕi] Q:.tеjll{lt

$ЛyЧш]aеТС'l.
Еслu Оtцс.|.l|t,u fl-t u ry"t у)oвлеmlopяюnx lrеpа,веrtсmвa Fgl (шf _ сr"), < 1tl (сij. - С.)J,

rft{} Ощ{Нжя *.f riа.вbtв{}еrnся' бo.qее эффек.nлuвt-tО,i},, t'tем{ ffi.,Y. Еслtt сgщесfi?ву'{fll О:i€ri+at

с{s 6олее аффеr:muвI7tlfё' ll,€lit, лю6ая Оpуеая, t?,lО сtltа tiаэblgа,еt?тС,1 эсl;с,pснп!ii.'r:Оii,

]t$еToды II .oJryче:g-vl -Я. oI{е}ioк

1. JVIетод }totrtеIiтoв. Пyсть Е _ неПрерЬIвIIaя с.lT}Чaйнaя вeлLlЧi,l}lа с ТIJlсtт-

fitсTЬЮ рaсilредеЛе}rия p (х, сr,), 3аtsИСЯlri^l? oT oдЕiohtеplloГo tlеизBест}lОГo ]lара-
тn{rТ.pa d,: Тогдa ш.laTеI}iаTItЧесI{oe o}KРIдаriие eIЕ 

'IBляеTс,I 
фvнкциеЁt &i

фoо
flf;Е: $ хР t}с, a) dя: !-tt (a)"

-cО
ft

BьlбороЧ}I0е сред}Iее "r:+ у X; IIрLILIиМаеT зI]aЧеf.II{е, близкс}е I{ мЕ,. 3rc
tLg.,9 r

гro-QBoлЯrT 3alIiiсitTь уpaB}Ir'}r[tе Для oiTреtе,IIеI{ия I{еi{3BrстFIoГo I]аpaxlеТра сu:

рr (сr):.д".

JVtreтоД Iъ{оn,Iе}lToB aнaлoГиЧ}iЬiпц образoм I]pиI\{е}rЯеTся I{ д}rсКpеT}tЬI}'{ rlтyuaй.
slЬ]}.,l BеЛи Чи}IаI\,I .

2. jVlето,ц Мal{си.\,taльI{oгo IIраBдоподобия" Пyсть Е 
_ дисI{pеТIlaя C.iiyш,д1iнafl

в.еЛ}IЧинa с pдсгIprдеЛеRиеeI

P (Е: аi}:И{iа},', l_ l, 2, '.. ' k,

где {Ii* tsoзr,io)кFlЬiе ЗНaЧеI]ия СлyЧa iiнoй BеЛиЧинЬI Е; и {сl} - сoОTBетСTBУ{ir}I.lI''tе
n

ЕеI]oяT}lOсти' 3atsисящIiе oT }IеI,IЗBесT}I0Г0 II.арaercTра с[l IIрI,IЧеIII Е Р; (a) 
- 1

l'- I
Г]j}1I лю6ом дol]yс?.}1li{oj!I 3liдtiеjtиI,I q. "&lноrriестBo зriачeнlтflt а,i с,тувaliноa} БеЛЕ1.
ЧI]}lЬI Е I\tО>KеТ бьlть I{е T0.,TЬI{о KoьlечI{ЬIти' ЁIo и сLI"еTI}ЬII\,I.

Еслpt средir нaблюдaе}lЬIх вьlборoЧI1ЬIХ значений t,сt, X2, .. r ! х,,} ЧTtСЛo nti
RСТреЧаеTся t|; рq.з (fт1'2,.r.' k}, To дЛя BеРt]яТ}{.oст}I L{&t', X2,i",, Хni,li
гlo'xуЧеItttя дашн*t? выборки }ljl{ее},,t BЬIрa>IlеI]ие
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Ф yнк Ц}1'{ ( 15) ПаpaМrтрe а, I-IазЬIBaеTся фgнкцuеtt ||pавоotюОoбuяo a B€ЛIf .
Ч.liiiа d* , Гtpи l{oTopoй функuи я 'L {х', X2, ... ' Xпi оЕ) .ц.oсTI,IгaеT I\,IаI{сиL{УМE,. 

-Оц€ t'-l|tc{"t +у|а,KсLt,futалbrtoеo npавaonoОобця FIеи3BесTl-ioГО Паpa},rеTpa сЕ.

'Ц.ля IrrгIрерЬIBН0й слyuайHoй BеЛиЧI,Iны Е с IIЛоTI1осTЬЮ paсilреД.еЛIеFII{'{
p \l:, ry-}, 3aвисящri,i oT }IrI,I3BесТнoгo Пapa&feТpa d,' [,.tеToД IVtаKсI.IMaЛЬЕIoГo l1раBД,0.
подобllя oсTarTс.fl B сиЛе. oтличие сoс,гoит B To.vll LlTО TеIIерЬ фyнкшия ПpaвдО.
подобия Ltхt, X2' оl.; Xrei сr):Рtхi, а)р(хz, сt)...Р{Xn, o.) BЬIpa}каeтся н'r
Ч3рез BrpОяTIroс'гЬ IIoЛytIеlII{я ДаHЕoй вьlборки, a Чеpе3 tlЛoТItoстЬ paсПpеД.еЛе.
I{11я lx.МrpIIoй слyЧайнoЁt BеЛItt'li,trHЬI {Хr, X,, 1 r о } 2{,,,)' зaBI;Iсящyю oт IIара.
tlr-Тра ry,, Прц,ЭT0M сt, сjтIy}KlrT арГyМеtITOм' з}{аЧеtli{я XL, X2,' .. " ,, Xo,, сцl{TaЮTсfi

фl.: ltсit p{iв a iIrt ЬIМ и .- 
2,|,4" ffоверltтеJIЬЕIЬlе !,tI.ITерBaЛы. Kpо:*rе ToЧе.iI.IЬiХ oцеlIОI{ I.{сIIojtЬзyЮтся T&I{

нaзЬIi}arЬ{ЬIе l]oBериТеЛЬ}IЬIе иllTерBаЛЬi: ]rrК3ЗЬiBае'гся I{е otTra ToЧIiа gn (Х' , X'' ...
X,,\, 2 инTерBaЛ {Qс, a), к кoтОpol''ly с Зaдairноi]l BrрoяTiloс,TЬlo IIpиtIадлеiI{[tT

I{с.гj.{t{Е{Ое 3iiаЧеЕIldr Парa},tеTра a,

Р (щ { сg < Е") ==,$. ( ts!

LIrrс,то ff,0< ff<1 нaзьltsае.ГсЯ Оoвеpumельl-tоti--верОfliw"IОсmbЮ I1 XараI{Те.
p1i3Yет }lаде}KIroсTЬ пО.Дуr1gнной ОЦенKpI: ЧеNI блих<е 3Р I{ еД.LiI{}Iце' TеI!{ }tа,Ц.е}Kнеr

CIцеi{i{а {обьt.lно вьtбирают 8p:0,9; 0,E5 ИЛИ 0,99).
BелI'1Ч14I-IЬI ry, kI п на3ЬIваЮTся ОoвеptlmельНbl.lуIlt z,pа|IuцQtr|L|. oни яBЛяIoTсfi

c.i''rНкцияI\{и вьlбoporlнЬIХ ЗI{aЧе[IиЙ а.:(| (X', Xz, ,.', X,,}, d'-d'{Xi, X2, ,,. , Xn]-
I{, сЛедoBaTеЛЬнo' яBЛяЮTся слyuайFiЬIN{и BеЛиЧиI{aп,i!l.

Il нrnеpсaл (ц' a) сО Cll!!ЧaftНbt,.|,Ltt epartuцсt,,|ttt (!,: Q(Хr, Xn, l с l i X o|, а" _
: Сi. (Хr, }{,,, ,., , X}, KomОpbl'е nрu лrобо.*t ОonусrrtltjцtО.l/t ЗFtаLtl|dltu G, уОoвлеmвoря'ю!r|
сэ-qftI|lюutrн!-L|О (l0),, ttЙ'lt:Iaа,еrnся, Оовеpumе,,xb1.{b|.м uНmеpва,/|out, Оля ttru3весrn|!,0eo ftG.
p{ri|,rl?lр{I ry,,

Пp и}.{е р ЬI I{oB еp иTеЛ Ь ЕI ЬIx I{ }I Te pBал oB

1 . Д,овrрительньtft иI.{терBaЛ .ц.Лfl I\{aTе&{аT}IlIесKoгo o}I{i,l-цаtll{я. & нoрЬ,[алЬI{Оit
спукаiil{ol:{ BеЛlt.il4нЬi ГIpи t,lзвестноft .ц}rсIIерсии 6? pIMееТ BI{Д

х_,,* 4_ 1а<Х+ о,
g Vn=<а<^*uо |,т.

7n
З-r:.l, X:'! s Xi' BlЛI{IILIHа' nrE, tt tf oПpеДеЛяеTся tIО зaдагlной дОBерI{теJlЬЕ{oЁt

ЕЗiiGfТl{ОстI,l tr с Пol\,Тolltr'ЬTo табл. V (см. ПpиЛo}i{еllt,iе)"
2, ilовеpr,rтельllьtil I{tIТе рBал I\l|Я ]\4аTе1\4аTиЧес1{oГo О}KI{ДаH[{я q, нoрМаJTьноit

С,i{ },.Чii 
j,i ноi"t BeЛI{ЧИItlэI I]р {,t нrI,i3BесTной .цисIIерсиII o.2 иМееТ Bl{д

x -t* 1а<.r *tx t'.н

N/"'
гjl* с}цеttK& б* BЬll{l{сj]'1еTся tti)

(Х;-Х)?,

o*
--F{с

J/ n'

Э формyле

Г--rl Iai
l/ n-l

n

Yt
i:l

( 17i6*:

3. Bе'r[I'{ЧIdшa t * О'rTprдr.-,{яеTся 11О 3аданноl.l дoBеpI,Iте;:ьноili Bерt.}ятF{ости ff I{ oбT,e:r,lУ

вьtdзpxtt{ n с ПО}lОlii}эЮ тaбл" vI (.м. ITриЛo>i<еtlие}'
3. j{ове1эl1?.*;ЦЬtlЬIй ltttTrрBaЛ ДЛя дLIсПерсIII,I о2 tlорilтзЛЬI{€ji сЛ}.'Чaiiшой ЕеJtit-

Ч}tНЬ[ trtl"{еет Bt{Д

-(n-}j1 {o,1 < {,L*Цj.",
/-lэi A'l'

*t
Lrl



где t|- объеrt вьlбoркlr; б* - O}дe}Iкa tsеjlиЧlt}IЬI 0' oпpедeЛЯеllaя фоpплулой {|7};
X.?', Id Xi*, _кoрl{и yраB}iенийt

(1 8i

( 1e)

пpCIтplвoIloлo;}{}Ioгo собьlтия связa}IЬI с Ko}Iкpeтной алЬTеpl{aтllвноf,i гиi]oTeзоii Н1,,

xir, I ?*. -l- mF- , l-ff (. l-9lб
l Pn_t$) сJх:t' J Рrt_t$) dх:+,
J 1r 

x?zt

1-,f
:+_

с)
&r

B l{oToрьIх пoдЬllrTеГpaЛЬIrая фyнкuия P"*t Фl ITpeдстaBЛяеT собоэ.l Ilлoт}loстЬ
расIIредеЛеF{ия Х!r-I{BaдpаT с rL - 1 стeпe}Iяi\{t{ свoбoдьl.- 

УраB}IенIIя (l8) гrpи 3адaНной ДoBеpительнoй BеpoяTнoCT}I ff решаЮтся
с пo}IoЩЬЮ тaбл. vI, (:*. пРилоiкеlrие). Пpи oПpeдеЛеHи}I X?,' BхoдaМ}I этой

таблltцьl сЛy}I{aт \2: n_| и d,-+, ПPИ oIIpедeлeIII4у| X?,,_ \2: n_ti q,-

4. Пyсть tt- Числo }IезaI}исI4NIЬIх I{сTIЬITаний, m-ЧисЛo нaстуITлений собьl-
т!lя А, p _ BеpoяTttoсTЬ }iaсТyПЛe}Iия собьlтия А B I{a>KдoI\,I oT.цель}ro}t l'сtIьITa.
}tи}l. РасспloTpиIvI слyuай' KoГ,I1a n дoстaToЧ}Io BeлиI{o' a 3нaЧение p Не слишlKoM
близкo K }lyЛЮ v1j:r|4 к едиI]ице TаI{' Чтo IvIo>K}Io BoсПoлЬ3oBаTЬся aс}I}!ПToTиr<ой
jЦуaвpa._ Лaп,raсa. (см. II. 2"6). При эToI\{ дoBepиTеЛЬiIЬIй инТepваЛ дЛя p }1Мrет
BиД

fft m+uЪ

m<p<щ, .

u8, оТTpедеЛяется пO зaдaнноr:i дoвеpt,iтельной BеpoятIloсTи ff c тIО}IФщЬю табл. V
(сa.r. ПрirЛo}Iiеtlllе).

Pасс},loTpиM oTделЬHo слyuaй .r Пpи этoМ tlI{х([Iяя ДoBеpI{T€.l-I Ь}i3Я гpa.
. .v / . 

- {o. Aнaлoг}IЧIio' пpи m _ /x Hpl)tiЕi 
'IЯ 

у| Bерx-}I}Iца рaBHа I{y"ЦЮ' веpxl]Яя | - 1/ | - tlo. Aнa"тIoг 
tL г-

}tяя дoI]еpиТеЛЬ}IЬIе гpa}IицЬI рaBнЬI сooTBеTствеI{нo ! | - a" И еДpl}tиЦе.
2.|5. Cтaтptстl{Ческaя пpoверI(a гиПoте3 . Cлуaа,ttная велttLtuна X, IсomОpeq

слуэIсum Оля сmа,muсmuцескoЙ npОвеpKш eunomllbl' rtатbtваеmсЯ, KpumеpЦ€ill, Инoгдa
TеplvIинoIlI Kpumrpuй обззначaЮT не тoЛЬI{o слуuай}IyЮ BеЛиЧi,Ii{y х, нo и Bсе
IIрaBиЛo IIpoBеpltи B ЦеЛoI\4. Пpи эToп,1 X нaзЬIBaЮT сmаmttсmuкcti к'lЭLttnrpuя..

Пpoвepкa гиПoТе3ьI сoстoиT в Toп4' ЧTo если наблтotаеNIОе 3наЧе]I}!r кpIате.
plrя IIpиI{адле)I{иT }IеI{oTopJIvIy oТ]peдеЛеIrlroп{y IvrгIo)I(есTBy s, T. е. нaсTyI]аеT
сoбьlтие {Х е S}' To oснoвI{aя гиIIoTе3а Н0 oТBeргается.

iVlнocюеcmвo s, |naкОе' цmО npu насmуnлrr{uш сoбьtmuя { Х = S} aсri,cвм,а,t'
еunОmе^a Н0 omвеpeаеmсЯ,' rLа,1btваеmся Kpumuцеск|t,.hl ,ilt|-[Оэtсесmвaht \0ля еuno.
mвы Ho). r#

Сoбьtmur IX с"S}, coсmoяurpe в mo,|t' цmo oсtloвна,я eunolnва Y1o оmвеpeаAmся'
кoеОа oна являеrnся uсmuннoti, на,лbtва'еmся, outuбкoit nеpвoтo pоОсl. Собыmuе

{x Е s}, сaсmoящее в movу|, цmo .oс||Овt7ая runomфа, I-I0 rtе Оmвеp?аlfttся'' коrО*
веprtа aОна u3 aJlbmеpнаmuвнb|х Zunomш Н2u, на\baаrmся' outuбкori вmoрОеТ paОa.

Bерoятtloсти PI 
't 

P,l ошибoк ПеpBoгo }r BTopoГo po,цa BЬIЧIIсЛяIоTсЯ B I1ред-

IIoлo}I(е}tI.IЯx o сПpaBeдЛI{Boсти pа3Л}rЧI{ЬIx гипoте3 _ oснoвной Нo Рr aЛЬTrpнaTI,lB-
нoй H1 сooTBетстBеIlHo:

PI:,'o (Х е S), Р11 : P', (x Е s).trfu

BероятНoстЬ ошptбки вToрoГo poдa' a тaI{}ке BepoяTHoсTЬ

Pnn(Х е S):1_Pн^ (Х ё s)

I

t

-

ъ----

Ьlo,



П p а BI,i 'тО стаT [cсT и tIеск оi& П p o Beр I{ I'I гI{ IToтезЬI

1. 3адаtотся etалЬIМ ЧисЛot{ c } 0, назЬItsaе}tЬIi\t apОsнrм 3на'Itt]|,I0сmlt к{}ilrriт.
r)i!f|.,' обьt'lно rJ"_ 0,05; 0,01 I{Л[t 0,00l. Чем болеe oПaснЬIмt{ IIризIIаISTся oшибкп
riеpвcгО- Р0да ' Теi\t N,IеHЬшIeе зFIаЧе}II{e d .п,oл}кI{o бьtть вьlбp а}Io.

2n oпреде.гiЯ{Ют KpиTI,rLIесI{oе I\dtIo}I(естBo s |4З yсЛoBi{я BЬIIIOЛ}IенI{я Нерaвeн.
сТBа

P|: P"o (Х r S) <a. (20)

3. Условиeм (20) !(ритиЧeсI(oе IvIнo->I{естBo oпрe.цeЛяеTся неoднoЗllaЧЕo. Bьlбlr.
раIсlT тy I,tз возмох<ностей, KoToрaя oбеспeчlIBaеT IvIиниMyM верoяTI.IoсT1I ошибки
ЕТОрОгo рoДа ' k|Л|4' ЧTo To iKе саI\{oе' МaKсиt'Iylvt lvloщнoсТи I(plIтерия.

4, Пpоrrзвoдят oПЬiт 3| ПoЛyЧаЮт наблюдaеIиoе знaченйе KpиTеpI{я. Если
гIр}I эToгъt l{асTvПaет собьlтltе {Х = S}' тo oсlloBнaя ГиПoTезa FI' oTвepгаеТс'{"
B I1i)oT!tBЕ{oN{ сЛyЧaе сЧиTается' ЧTo }Io не прoTиBoрeЧиT oI]ЬITtIЬIil{ Д,аFI[IЬIIи. Pе.
зy"ЦЬТаT П рoверI{t{ гиtloTезЬI BЬIpa>KаеTся слoBaI\,Iи: ГиПoTезa Fl. oTBеpГаеTся (це
oТBеpгsется) нa yрoBне зHaЧиIvIoсT}I d'

2.,tfi" ldpитерий сoгJlасия уu2, I(pитеpии, KoTopЬIе сЛ-У)кaт Д.ля I1рoBерKtr
гI{ItoтезЬi o 3акoне paспpеДеЛе}Ii{я слyЧaйнoй BeJIиЧI,IIIЬI' }iaзЬIBaIoTся ldpLltllеpufttIt,{
сОeл{IсLl.я, Пусть oс}loвI-tая гиГioтеЗа I-I0 сoстoит B тoM' Чтo фyнкuия paсIlредrлr.
tlg,Я'.!лyuаfltнori BеЛ!{LII{I.IЬI Е есTЬ вIIоЛ}Iе oПpеДeЛеннaя фyнкuия F (r).

Paзобьеп,t чI{сЛoBуIo oсЬ нa r пpol\,iеil(yll(oв (рaзpядов).

(_oo _ag, аt), Iai' аz), оor i tа,-i, ar:+ Ф)n

гtэ 1 1сtr
сooTBеTсТE !,rТ Brр O'1тl{ОсТЬ

Рi:F(аi-F{аt-.t), i:|,2, r.о' r,

I.Iз n. выбоpо.irгьй знaчений (Хi, Xz, оrо ., Xn) сЛyЧаi:rноii BеЛIIЧIIIIЬI Ё B i-l.t pаз.
/r \

ря"Ц' fаi-t, аi пoПatает сл./чattнoе ЧисЛo ftxi знaнеrrиfr ( Е mi:n\. Тогда oTiiО.
\f:1 I

IIJеti{4е mtln IIpеДсTаBЛяеT собoй ЧасToTy пoIIаДaНI4Я вьIбоpоЧнЬtХ Зt-{аЧеI{I{i,r в f.ft
раЗря.ц. Елprзость ЧaсТОТ mtln K BеpояTнОсTяL,I p; сBII!еTеЛЬсTBуеT B Пo;1ЬЗv oснoв.
iiой гpТIIОТезЬ{ Н.,, ЗашIеTнЬIе рa3ЛиЧия oTBepгаloT гиIioTеЗy Нg.

Сл-v наitЁi а я Бeu'I Рi Ч llЕi &

rr
Y.2:z*W-Рt),:Е ЧL (2l}

f-l l:l
xарa}iTЭp {::},'€T сoГЛасОBаttнoсTЬ гl1ПoTeзЬI Hо с oltЬlTЕIЬIMI{ ДаI'ItlЬIil,tи. I{ритеpиr1 J(2
ПГ)Itr{еi[ fiеT.с'l B с0ОTBеTсTBии с общишl ПpaBиЛot{ сTa'гi{сTическoй tlpoBеpI(и ГИТIo+
Те3' П1lr.r эТО},I нaблюдаеп,{Ое 3}IаЧеI] ие KpиTrpI{ я BЬIЧисJtяeTся пo фоpьlyле (2I,,
I(р I{TиtlесItor I\{Ho)I{есTBo вьtбиpaеTся B Bиде пoлyбесKoнeЧнoгo интерBала
(x&' +oЭ), ГД8 BеЛиЧI,Iнa хa нaXoдt,ITся с пolvlolцЬю табл. VII (см. пpиЛО}Kёние).
Bходзltи таблиЦьt сЛy)Kaт BелиЧи}Ia \2: r -t 

g уpoBeнЬ 3наЧиIv1oсти а.
Если BЬIПoлt{яеTся сooT}IoЦIe}Iие х2 > X}, тo ГoBoряT' чтo гиIIoтeза Hg oтвеp.

гается 11^ ypoвI{е зI{аLII,Iп{осTи q,. B пpoтI,IB}Iol\,1 сЛyЧae oнa He IIpoTplBoреЧиT o{IЬlт.
l(ЬI[,t ДаннЬIfot.

ЗамеЧa [I иe l. Числo вьlбopoЧtlЬIх 3нaЧeниiа mi, i,:|,2, rоo ! r B Ka}кДoef
раЗряДe Д,oЛхitio бьtть tIе lviеI{eе 5-l0. Если эTo yсЛoBLle не BЬIIIoЛIIяется' реI(О.
Ittе}tt,yеТся объеДIIF{яTЬ pазpяДЬI.

3aмеЧа[Iиe2. Kритерий сoгласI,Iя уu2 пpиIvIеlIиM Hе тoлЬKoBслYЧае,
KcгД.a ГI{IIоTеTI{чесKaя Ф1/нкцg" pаспрeДeлеI{ия F (х) слyuайной веЛиЧинЬI Е
ItoлI{ОстЬЮ oдрeделеI.Iа. Если o}tа 3aBисит oT l неизвесTIIЬIх ПapalvlеTpoB' т. е.
иi\{еT BI{Д. F (*; dL, &9, .}. ' ai, v| IIаpаМетpЬI dL, d2t ооo.|, d,1 oцеtIиBaЮTся пo
вьlбоpке l\,tетoД,ost пIaKсx{il{aЛЬнoГo пpaBДoпoдoбlrя (см' п.,z.i31, тo кpltтеpltft
сс}гЛaсия с}сТaеTся B сРIЛl., TоJIЬKO BкoД,oп{ в таб,гl" vII слyil(!{т BeЛI{ЧI{tIа V -_
---tf-l- 1.

-".rd
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ТЕОРЕ ТI4ЧЕСKt4Е B0ГIР.ОСЬI

1 . СобьатtrI,q. ГIравlа"та дlйствltй }Iaд собьlт},! яj\'f n{.

2. Kлассl{ЧесKФl' Гeoe,flеТри-ЧrсK.oе I,l сТаTi{сТl,iliесi{Ое Оx}реде.]IеtТllj1
ЕерФfrТtrIffiТl{. Aксilо},{ЬI KолntоГорОBa.

3. Tеорепta сЛО}I{е}ILIя{ Bерoя.гностей.
4. Условнaя ЕеpoяT}IoсTЬ. Фоpe'lyЛa уh,f}Io}I{lНIтЯ BерОя]Тi{,ОСтl}i"

Г}огgар}Iая }IеЗаBI,iси]vIoсTb событий I{ нrзаBi4СI{htФСTЬ B СОBf]i{}IП}itiС;Т;l"
5. Формулa полноflа BерояТI-{ОсT.I,{. фор]иу"тIЬI Еаiiеса.
6. Сxец.{а }Iе3aBI.{сиI\,IЬIХ I4сIIЬIТaний. форivtуЛa ЕеpнvллII.
7. uЧокалЬ}IaЯ Tеopеn,rа .&{yaвp a * Лаплaса (без tОl<aэej.е.lьств;l;'
8. Фоpn+5,дд Пуассo}iа 14'a\{ aсI{h4fiТoTl,IЧес!"iая Д;lfl фор}'rУJЬi Ее;:-

нy"rТJЗI{.

9. Слунaйная Bе".TиЧI,{FIa. Функцi{я рaсПре']е.iеi]i1Я oдЕrc],i€p*itlli
слуЧaЁrной Bе'гII,IЧ}I!{ЬI, ee свойства.

i 0. .Ц.искpеTI{ЬIе tI }IеПpерЬ:BIiLiе с.;1.наit iiЬiе BеJIiЧIiнЬI. ЧIlс-riu.)*

Bыr Х eраI{TеpI{сTIt{dIl .

1 tr . ПоняTIlе }iЕioГО}{ерной СлуЧaйtlоij ЕеЛI{ЧТIIJЬI. Ф}:iilitliiя pfitJ-
прrдr'JIеFti.{я }t ГfЛоТI{oС:Ь .peСг]редrленl,tя ЕrрсяТlтостей .iB}I:ri€p}it,;J
С.ЛyЧai1i*оЁi веЛIIЧI{НЬI" СвоftсTBа.

|2. Чl,tслоBЬIе ХарaIiTеp},iСTиI(i,I ДByhtерноfi С,Д}ЧаЁtноЁr BеЛIlЧ}l}iЬЕ.

KозфгpI"{цI'IеI{т }iОpреЛЯЦи}l .

13. СвойсTBа n,{aтlh,IaTl,iЧесKoГО o}I{ида}Iия{ 11 д},IСI]ерсIdII.
l4. ХаiзаКТrpрIст}IЧесKая функuия CЛучдriноrl Bе.&I,1Ч!{i{ЬI. Своri-

стЕа.
l 5. Функш[IoFIa./чЬ}Ioе пpеобpaзcва}ipiе слунаliНЬI,ч Bе;-IИЧ]..}I[.

16. Kомпозi,tцitя зaкoнОB paсIIреtелrнI"i5{ сJЕуЧ*liньtx Br'ТiдiЧi.1}!.

17. tr{ентpaлЬ}Iая IIpедrJIЬI{aя TеоpемIa дЛЯ oдltl{aldoЕО рaсilре-
дlлrЕIнЬIХ слyЧайньtx сJiaгаеI\{Ьtrx.

18. Зaкон больlлиx ЧисеЛ. Tеоре\'{ЬI ЧебьrшеBa, ,\tаркoва, Беi:-
}tyлЛII.

19. ТочечFIЬIе ОЦеI{к}1 парah{етpoв pасI]реД€,T€ЕIIlя. СвойсTBa Gllе.
Нoк. .t\,lетoдЬI IIoлyЧеFIиЯ ollеlloi{.

20. fiовериTrльFIая BерoяTtr{oсТь. fiовеpительньtй }iI{Т€.рЕfi-lT-
Пр иii+ерьr I]ОсTрое[I1Iя ДоBеpи'?ельньlx I,IFITерBаа'IоЕ.

2|,, СтaтисTlrЧес|\aЯ пpoBеpкa гигIoте3. Kpitтерilli сОГ"ГiасI,iя.

ТЕОРЕТkIЧЕсKИЕ УГ{РAiKFIЕ I-II.{ я

I . Прттвест}1 Т]p}Ih{ерЬI []рОTиBoПОлОi'I{}tЬI,ч с.ilyЕiaijiньl;< событ |,'..ii-

2. ГfрriвесTI,I Прi{e{rрьf, [{есsБa{есT*IЬIx {совrяесTl.Iьrx) собьlтtr{i.i 
"

3. Гiржвести t]рI{IVIерЬI заBl4си}v{ЬIx и FIезaBI,IсIIЬIЬIХ собьiтlii:i -

4. Д.окaЗаTЬ сoОT}IoII]еil}lя l\{е>вity собьlтиti]\f рI:

а) L4 +,З) С -/qС{- BС, б) АВ+С.-tА+С) (s-j-С), в) }--!}i.-=.
*АB*, г);Е _ А+Д, Д) еСЛи С: : А_B }.I B с.А, тО А_8-j .]"

5. ,Ц*кaзaТь firраBенстBО Р tА +. Д} < Р (д)+ Р {/J).
6. f;.оказ*TЬ' 1lTО фунI{ц{{Я рaсiiрrде-Цrэ{иЯ Случ3iаi:'зii B'rЛi!Чi;tJ.Ё,l

rсTЬ сiэугtliil}.iЯ н*yбыBaЮIцaя"

5-*



7. t.ано,' |?1- Чгiс,rlo yсtIехOB B сеpplpт у1З rL незаBi{*I,{}l{ЬIХ }{сГIЬI-

TaНitй, p_BерояTLIосTЬ yсПr,чa B oдLIОt{ IIсIIЬ1TаI{I,{I{, Q-1_р |4

Е _ trrl_ nр}lУ ,'рq ОпpедеJIиTЬ I!tЕ, DЕ.
8. Kаково сoОТI-Ioш]rH}Ir vlех{ty oшибкat{и ГIерBoГО I{ ETОрОгo

Tэ{iДa rTрt{ сTaTlIстiiческоp,t tjpoBеpKе гипотез?
9. П5rсть d4 {&* oснов}Iaя ГI,II]ОTезa FIо oTBергarTся }Iа yрОB.

не Зi-iaЧI.'{e{ОсTи щ(ry'z). Следyет IIиI oTсЮДa' LIтo o}ia б5rдет oTвергlty.
Ta iIа }:рoBF{е 3ЕIaЧI{il,{oсTI4 u',2 $t]? 6

1 i-}. 
- 
ПокaзатЬ' ЧTО вьiбоpoЧЕIОr сpеДI{rе яBЛяrTсЯi НСCiтi.еЩенноfll

Ii сОСТОЯтrльнoй оценкоfi N,{aTеh{aTиЧесKoГo oх{lI.Ц.aНl{я.

1 i " }Iаi.rти ОЦенI(}r N,{aксиЬ4aлЬ}IОГo I]pаBдoПОдo6ия Д,JIя BерcяT.
li.З:Тii р ЕraстyПЛе}II{я собьtтl,tя B сХеп4r HrзaвI{сиl\{Ьi}i I,IсПЬITаниfl

Бсi:i.{\rЛлi,l tjo I{ЗBесТноfi ЧaсToтr rraсTyПЛrl{ия эToГo собьtт'rtя" Бyдет
лii Э:a ОЦrI{Kа }Iесt,iiщеннol,l tl сoсToятельllой?

|2, B сеpI{}I i{3 |,L otIЬIToB собьtтие А нaсTyllil"i'iО m ра3" Flаltтpt

дО3еi]lrTеЛЬнfuй p{I{TерBа.lч t'J|Я BеpОяTi.IoстI{ нaст}ii]Леil}lгт собьtтl,tя А,
С.ООТ.BеTсTByЮщltl:t,цoBерительной Bеpoят}ioсTl{ 8n.

PAСЧЕTI-IЬIЕ 3AI[.AT1L4Я

(ИсходF{Ыr Дal{idЬIе I{ зaдaЧaш,t сt{. B lto}lЦе глaвьl)

3aдаЧa l. БpосaЮтся Д.Br иГpaЛЬ}lЬiе I{осTII. Огii]едеЛI,Iть
BеГ}О,iТliОсTЬ Toгo' ЧTo: a) сyшlшlа чисЛa oЧKoB }1е ПреBoсХО/цI,{Т /v;
6) прОt{зBrДеFIиr ЧIlсЛa oЧKots }Iе llpеBОсХoДиT //; в) riрОI{ЗtsедеrII4e ЧисJIа
ОЧItОts lцrЛРITся Нa /v. (См. П, 2.L уl ис.хОДнЬIr ,цaНньlе.)

3 а д а Ч a 2. ИмеюTся I,iздеЛи'I tIеTЬIреx сopТoв, ГlРI,iЧеh{ ЧI{сJ{o
lдзделptйt i.го сОpTa paBЕIО lxi, i: |, 2, 3, 4, 't.ля KoFI,гpoJ-'iя l{ay.ц^а.

Ч}, берyтся t|1, }13ДеЛиL.l. oпредеЛитЬ BеpoяТ}IoсTЬ ToГО' ЧTО срrдI,{
}ri,[J( t?Zt ПеpBОсoрTЕIЬIХ' ft|z, ffLg 14 IТLa BтОpoгo' TреTЬеГО l{ ЧеTBеpToгG

{ц .'

сoрTa сООTBеTс.TBеLIно i t ffLi: *'}' (Сll. fI . 2.!; 2,2 И l,rсХoll}IЬIr
\j=l t

'ц.аF[ 
Fi ьtе . }

3aд.aЧa 3. Сpеди n JloТеpеfllньlx билетов h BЬII{грЬIIIIЕIьIN'
FIаyдeЧ}Л B3Я;]l{ tn билетов. oп pедrЛI,ITЬ Bерo'tTI{oсTЬ TL.ГО ' ЧTo
Сред1{ Fi}t-{ I BЬIигpЬIltIHЬtr,Ч. (См. гi' 2'L; 2.2 И рxсХcд.AlЬ{g данньте.)

З a ДaЧa 4" B ,1I{фT ft.этaх<}IoГoД.olvtа сеЛI4 n шассаlKиpОB tn <fu,}"
ltaх<дьrй неЗаBpIсlll'to oT ,Ц pyгиХ с olциI{aковоl:l tseрGятI{ОстЬЕo

to{О}Kе.Г 13Ьii*iT.I,1 ЕIа любом (наЧиНaя сo в.горого) зTa}*{r. ОnрrдеJII{тЬ
BrрoЯТF{oстЬ ToгО' ЧTo: a) Bсе BЬIlitЛI.{ rIа pаз}{ЬIХ эTa*(a}i; б) пО
Ii}]ellнеi1 fl,Iеpе, дBol сОtiiJiи }Iа oднoМ эTaE{r. (См" ГI . 2.|, 2'2 \{.

I lс ХО,lx i iЬIе Д aI{ ньlе . )
З a t E, Е{ a 5. B oTрiЗI{l едиЕIИчшойt дЛиFrЬ{ }rа}rдаLl},r ПО'|.IBлffеTсfl

ToЧ"t'iа. ОгiредеЛI{тЬ BrрcЯT}loС.Г}э ТОГО' ЧТО расс?o;li{I'tе О'г.гсlчкit дo
КОr{Ц{JB ОТрrзItа IIреBОсХОдI{T BеЛиtll{t{y 1{h' (Сьq. }Т " 2"3 pt' l,{сХОД*
tr-ll}iа Ji,аЕir{Ьiе. )

З а д a Ч a E" /i{оltеil'гЬl l{aЧ;jjTа l{B}i:ч собьiтllГт i{aYiqaЧy рilсrТреt.l*
Л*ItLэi ,* ГiрОi'\,tе)*iy-T1tr tspеs1еIitl oT Гi -до Т2, Одцо i.l:j с.зir,lз.ll;l -.,T,.Цi,{Ti1$1

д..
,) .t
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10 ]vI},lFI. ' 'црyГoe - t h{}iн. oпpеделliTЬ BерoЯT}IoсTЬ тОгo' Чтo:
а) собьtтрtя (ГiеpеI{pЬIBaЮTся}) IIo tsреfuIе}III; б) ((ЕIе I]ереIitr}tIBa}ОTсi])).
(Cм. гI . 2.3 И I4сХoД.FIЬlr дaнньlе.)

3a.цaЧa 7. B }{pyГe Pa,ц.иусa R нay,цаЧy ПoяBЛ,ТеTся TОЧI{а.
ОпpеделItTЬ BерoяTIIОCTЬ ToГo' ЧTo oнa Пoila,i1aеT ts o,цFIy 14З ,Д,BуХ
}IrПересекaЮшII,Iхся фтaгyp' пЛoщaДИ кoTopЬIХ paB}IЬI Sr Iа 52. (Сnл.
гI. 2.3 И I,Iсхо.цFIЬIе дaI{FiЬIе.)

3 a д a Ч a 8. B .цByх I]apTиях kt pI k,9Ь лoбpокаЧесТBе}tliЬIХ
из,Целi,rй соoTBеTсTBеF'FIо. Нayлаuy вьlбиpaIОT Пo ОДFIo}{y !13дrЛИЮ
}I3 кaх<Дой I]apT}IpI. Kакoвa BеpoяTFIoсTЬ обнаpyх{}iTЬ сpе.ц}I нl,ix:
а) xОTя бьl oД}Io бpакoBal.{rloе; б) ДBa бpаKoBaHHЬIx; B) oдЕIo дoб-
рo!(aЧесTBеHHoе I.l oД,FIo бpaкoваЕiнoе? (См. п. 2.4.И l.lсхoдtiЬIе даH-
ньlе. )

3 a,ц. a Ч a 9. BеpояTFIосTЬ ToГo' ЧTo целЬ ГIoрa}I{еьIa Пр.pt oд}IoM
BЬIсTpеле t]еpBЬI}I сТреЛKoM Рь BтopЬIM - Рz. Пеpвьtt? CдеЛал tIL,
втоpой - ц2 BЬIСTpеЛoB. ОnpеДеЛиTЬ BеpoяTHoсTЬ ToГo' ЧTО целЬ
}Iе Пopa}I{е}Ia. (Сп,r. П. 2.4 I4 }rсХoдFIЬIе ,Ц.aЕIньtе.)

3aдaЧ a 10. ,Ц.ва }iГpОI.ia А И B ПooЧеpеlцFlo бросают }дo}tlTy.
BьlиГpaBшIиМ сЧilTаеTся ToT' y кoГo pаFIЬlUе BЬIIIaдaеT геpб. Пеpвьlй
бpосoк ,целaеT ]"IГpoK А, втopой - B' TpеTplЙ - А }I T. .Ц.

l. Нaйти BеpoяTнoсTЬ yl{aзaн!{ol-o }Iи}Kе ссlбьtт}Iя.
Bapиa}ITЬI l_8. Bьlигpал А Д.o в-гo броска.
B a р и a FI T ЬI 9-15. Bьtllгpaл А ЕIе Пo3.Ц,ЕIее A-го броск.а..
B a p и a I{ T ЬI 16-23. BьlрtГpaЛ B ,Ц'o ft-го бpосrta.
BаpI,IaFIтЬI 2+-31,. Bьlllгрaл B не Пoз/lнее Ё-гo броска.
2. Kaковьl BеpоЯT}IОсTI{ BЬII{ГpЬIшJa дЛ я ка)I{дoГo IIГрОI.{а Пp}I

сI{oЛЬ уГoДFIo .цлpiТельноfi игре? (См. П. 2.4 !1 ИС,,Чo;].нЬIе дa}IнЬIr.)
3aДaЧa ll. Уpнa сoДеp)i{I.IT IVI зaI{yl{ерoBaнHЬIХ ш]apoв с }lo.

}IеpaN,Iи oT l дo л/x. Шаpьl plзBЛеI{aЮTся t]o olц}Iol,{y без BoзЕpaще}Iия.
PaссшiaTpI,IBаЮTсЯ сЛеДyЮщplе сoбьlт|4Я:

А - номерa IIIapoB B t]opяДKе пoсTyПЛе}I}Iя обpазyЮT I]oслr,.Ц.О-

BaTеЛЬ}IoсTЬ l, 2, . . о t4;
ts - хoTя бьl o,ц,}Iн pа3 сoвПaдaеT ЕIo},Iеp шapa I.I гIОрядковr,lй

}loп,Iеp и3BЛеЧе}IIiЯ;
C . 

- I{еT }IpI oДнoГo сcBПаДdrruя }IoМерa ш]аpа It г]oI]Ядl{,oвoгo
}Ioiиеpa }t3BЛеЧен}l я.

oпpеделplTЬ BеpoЯT}IoсTpI собьlтиЁl А, B, С . Нat.lтрl rrределЬ}IЬТe
з}IaчеЕI}Iя BеpoяTнoстейl Пppl fuI + сю (Сь,t. гI. 2.4 }I }rсХcд}IЬIr ,ца}.l-

ньlе. )

3 a ,ц a Ч a |2. Из 1000 ЛaIиII tli I]pиFIaдлеЖ(aT t-й ПaрTи}I'
13

i_|;2, 3, : fli: 1000. B пеpвofl пapT}tI,I 69/о, Bo второй 5%, в
j- I

тpетьей 4o/o бpaкoBa}IFJЬIх Лa},Iп. Нay.Цauy вьiбираеTСЯ Од}Ifl Л3,М'Пt1.

ОпpедeЛитЬ BеpoЯTьIcсТЬ ToГo' ЧТo вьlбpal{HaЯ Лar\{П a - 6paKОBa}lHaя.
(См. гI . 2,5 у1 I{сХCIД,F;ЬIе Д'aН'ньlе.)

3 a д a Ч a l3. B пеpвоl.t Уpне ^д/1 бельlx kl j\ц Чеp].Itrx шаpОB'
Bo втоpоl.l 1v-'2 бедьiх !,I А4' ЧеptiЬIх. }{з llервоfi Bo BТcрy}О I]f,реЛО-
х(rНo l( шaрcts' зaГеM }t3 втоpоЁr уpЕIЬI plзBjIrЧе}I oдI,lн шjap. *пpе.
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деЛItТЬ BеpoяT}IoстЬ тoгo' чтo BЬIбpанIiЬIй I,t3' вТopo}i yplrЬI шаp _ ,
бeльrй. (Cм. п. 2.5 п исхoдньie дaнныe.) г

3aДaчa 14. B альбоме ft чистьIx и l гaшеньlх llapoк. Из нplх
Irayдaчy I,lзBлекaЮTс Я m Мapolк (сpeди кoтopЬIх МoгyТ бьlть и чис.
Tьlе 'и гalllеньIе)' пoдвеpгaЮTся сIIeцгaшIеI{иЮ I{ Bo3BращаЮтся B
aльбoшt. Пoслe этoгo BItoBЬ llаyдaчy извлекается /l }rаpoк. oпpe-
,цеЛLlTЬ BеpoятtloстЬ тoгo' чтo все ,x МapoK Чистьlе. (Cм. п. 2.5 ll
I]сxoднЬie данtIЬIe.)

3aд aчa 1б. B магазlllt пoсTyпaют oд.IIoтиIItlЬIе и3делIlя с тPrx
зaвoдoв' пpичем j.й завo.ц пoстaBляeT ffiiv/o ИЗДeJ|*lЙ (i:1, 2, 3).
Среди из.ц.елий j-гo завoдa nio/g tlеpBОCopтtlьIx. Kyпленo oдtlo и3.
дёлllе. oнo oказалoсЬ пеpвoсopTIrьIM. oпpeделить BеpoяT}loсTЬ тoгo'
чтo K}rпЛеннoe IIзделие вьIпyщeнo i-M зaвoдoм. (Сll. п. 2.5 тI

}Iсxoд}IЬlе даlItIые. )
3a,цaчa 16. Мoнетa бpoсaeтся .цo тeх пop' пoкa геpб не BьII]a-

даеT.,x pаз. oпpeделитЬ BepoятIIoсTь тoгo' ЧTo ulrфpа BЬlllадaет
m paз, (Cм. п. 2.6 и исxoдные дaнныe.)

3aДaчa 17. BеpoятtIoсTЬ BыигpЬIшIa B ЛoтеpеЮ IIa oдI,tH билет
paBna p. Kyпленo n билeтoв. Ъ1afпи }lаItBеpoяTнейшее ЧисЛo
BЬшгpaвшиx билeтoв }I сooтBетстByющyЮ BеpoяTIroстЬ. (Cпl. п. 2.6
и исхoдllЬIe дa[Iныe.)

3a.ц.aЧa 18. Ha каждьlй лoтеpейньlй билeт с BеpoятIroCтЬЮ p1
Mo}кеT BьIпасТЬ кpyпньtй BЬIигpьIш' с BеpoятtloсTьЮ pt - мелкий
BЬIIIгpЬIll] и с BeрoяTIloсTЬЮ pg билeт I\{o)кеT oка3aться без вьlиг.

pьIlI]а' Z p': l. Kyпленo tt билeтoв. oпpедeлить BepoятIIoстЬ пo-
i:1

луЧеHия /21 кp}пtlьIx выигpьlшей |4 nz NIЕЛKу1x. (Cм. п. 2.6 Ll T|с.

xoдЕЬIe данньIе.)
3aдaч a 19. Bеpoятнoсть <сбoя> в paбoте тeлефoннol,i сTaнци}t

пp}l Kа}i<дoМ BьIзoBe paвI{а p. Пoстyпилo n вЬI3oBoB. oпpеделить
вepoяТнoсTь m <сбoев> (См' п. 2.6 и исxoдньle дaнныe.)

3aдaЧa 20. BеpoятнoстЬ I{aстyплеIIия нeкoTopoгo сo6ытия в
кa}I{дoM из ,? IIeзaBисиMЬIх испьIтaний paBIIa p. oпpедел}tтЬ Eеpoят-
нoстЬ тoгo' llтo tlисЛo ,n нaстyплений сoбьlтt,tя yдoBЛеTBopяет
слeдyющеl,Iy неpaBенсTBy.

ts ap иаtIтЬI l-ll: kt4m4kz'
Bapиaнты |2_2|: h4m.
BapиаlIты 22_3|: m4kz.

(Cм. п. 2.6 и исxoдньlе данныe.)
3aдa нa 2f) ,Ц'анa плoтностЬ pаспpе.целения p(x) с.лyuайной

велинины [,. HaЙти паpa[4еTp T' ]vlатеМaTическoe o>кндaниe 1VlЕ,

д}IсЛерсию D[, фyнкrtиЮ paспpeдеЛeния слyнaйной вrлиul,illьt l,
верoятнoсть вЬIпoлнel{}lя }rеpaBе}tства h1Е1хz. (См. п. 2'7 тr

tIсxcдIIЬIе данныe).
(

B'а р p] a }I T ЬI l*8: p (х): 
{
t

I

й'хе,|сt, b7,

0, хЕ[с, b7.
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BарI{aI{TЬЕ 9-16: р@}:{ 
fl' #€[T, b7'_t 
c, xЕ[T, bl.

B аp к a I-ITЬI 17*24: р(x)_{ ;: :ZY-', I1'.

{а, х€'Г?,ry7,
B а р I{ а ЕI T Ьt 25-31 : р (х}- 

{

З а д a Ч a 22.ПлотнcстЬ J.LJ;^::L*,#Lт* слyuай.
но*1 BеЛЕiЧi.IЕIЬI Е }{i\{е,9.т* B|4t, р U) : \** b.r * с. 

- 
Найт*' б,ф }-:aТеМа.

TIIЧесIIОе o}I{иJ{aI{pIе Ф9 ДисПеpсиIО e9 фyнкцию расфеДеJIrF{Lxя
CЛYчайной BlлplЧиньltf BеpоЯT}IОCTЬ вЪ-шол}tе}Iия l{rpаBеFlстtsа хt1
<Е 1}iz. (Сro{. г]. 2,7 |4 исХОДFIЬIе дaI{I{Ьtе.}

З а д a Ч a 23' По /{анHo}',Iу зaкo}Iy paсПpеtеЛeriиЯ с.IiyЧаi,,rной
BiлРlЧiiFIЬТ нapiтlт хаpаiiTеpI{сT}IЧеСIi5zig ф}.riKЦиЮ q (/)' }iаТеa,IaTиЧrс.
I{Ое G)fi[fДal{i,tе ,ry?Е' ДI,lсПерсиЮ Di случaftноii BеЛtlнltньt f . (Сrvr. ГI. 2'7;
2-8 ж I,ЁСХОД.I-IЬIе Д'aн}IЬIе.)

B а р p{ а[lTЬI 1 * 10. Бprномиaльньlй ЗаI{oн:

Р (Е * h} : Cf,рu ( l _ p)n-I,, 0<p<L, k_О, 1,.r.l n*

B а р pi а t{т Ь{ 1 1 _ 20' Закoн Паска Jт,Я.:

Р (Е - h): G#&.*, а> 0, h-0, 1, 2,,' *

B а p И aFiT Ьt 2 1 - 31' Зaкон Гlyассolта:

Р(Е -*k):#g-а' а>0, k-0, l,2,,,
3 а J& а Ч a 24" Зная заKoН pаспрr'цеЛеI-I Ия cЛУчaйной велиultньr f,,

наttтpt ХaрактеpI{сTИЧесI(yЮ фу нкuию q, (l) w B Baриaltтаx 1 * i0
Iъ{aTriv{аT}tЧесIdol oх{I,{Да[Iие r*Е 14 дисПерсI,IЮ DЕ сЛyЧаr}ной BелI{Чt-{..
ньт €. (См" Г[ , 2,7; 2.8 И исxЬдI{ые даннь1е.) 

ч

B а р I{ a I{ T ЬI t._lp. 9***aйнaя BеЛи ч14Нa t paсГIpеДеЛеЕIа раB.нОtъ,Irpнo I{а ОтprзКr |а, b7,
B e p }i а II T ЬI 1 1*'0. enyчai?ная BеЛ!4Чи}Ia g lаh,tеr.г Г[-,]oTAlОсTA}

paсПреДrЛеI{РIя 
a

{ +1-D_1.g-a.{, x}0,p(х):{ Г(фJ," v 1 A, l-w' (g}0,b>s)"
L 0, x<0

Ё} а р Fr а Н T ЬI 21 *_3l. Слуuа Йнaя BеЛ}ltlиtr{а Е расПредrЛеrla ilГl
,}J-Gр.-,IаЛЕJ}IоЬIу Зal{i]F{y с rIaра]\.,1еTpаh,{РI JъIЕ - a vI DЕ : &.-ЗадаЧa 

2_5-" Д.Ьнa ПЛoTI{ОСТЬ pасIlреi{еЛеllия pъ{,х} сЛyЧайrrой
BеЛiitILl}IЬI A" Е{айтlt IiЛoTi-iОсTЬ расГIреДеЛе}Iия pn.ta), мi'е*,аТ[4.тilсItОl oii{I,lдal{рtrе Гttц и llI.IсПrpсI{Ю Bц сЛyЧaйной 

-BеЛ!,iЧинЬI 
Ц,

.ТjiС},г01.} 1я ilрrj'iсТаB.IIяет собой ll,ЦoщatЬ одноit и3 yI{a3аI{}IьIХ l{t{i[iе
геО.h..{еTр IttIесI{ t.tХ фг;гy1э -

Ё8
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BаpI,1 aЕITЬI 1-15:

p?e'*}:{ 
1iФ_a),

\ \.rt

( 2{'х-a}
pъ(х): { {b 

_ а}, ,

t0,

х r,{сl, bJ'

хё{а, {'3;

B BaрианTaN t-5 .Ц _ ITЛoiца.цЬ pаBtIoстОрo}IFIегО TреугОЛn;Т{r{i{а сО
стороной t, Р BаpиaI{ТaX 6-10 Ц _ ПлoщадЬ крyГa Радliуса 

.Е,

B BapиаЕITaХ l l-15 .Ц _ ITЛoщаДЬ кBaДpaTа Cc стороноflr Е.
Bapиa}I 1ЬI 16-31:

Е

!

t
!

I
.,t

х с|а, b3'

х с'[.а, |,1;

R BaрI4axIтах l6_20 Ц 
_ ПЛОщадЬ раB}Icст.ОpОI{[IlГo трl:,'гО.'jlЬ}iiтIia

СО стороной Е, B BаpиаItTaХ 2|-.25 Ч - IlЛО!цaдЬ крyГa Рaдlrуса [,
Еj Bap?ra}ITaХ 26-31 ц _ IТЛОщадЬ I{BаДр aTa сo сто1зоноl.i Е"

{Спл. гr. 2,9; 2. l0 И исХotЕIЬIе Дa}Il-lЬiе.)
З aд a Ч a 26. CлyuаЙнaя BеJ{I{чинa Е I-IМееT ITЛoT}IoСтЬ расi]}].r.

Деле}Iия ръtх)l }КaзанЕIylo B зaдaЧе 25. !.pyгaя сЛyЧaйнаят Е*Лil.
Чilrla ТI сBязaI{a с Е фyнкЦиollaльной ЗaBисиe,IoстЬЮ Тl _* !i:lэ + l.
ОпредеЛЕlТЬ fuIaTеi\{ aTI4ЧескОе oх{иДаI{I,iе lЧtц 14 .циСГiерс}llО Bч С,T}.
чайt-lой tsеЛIаЧLII{ЬI Ц. (См' П. 2. 10 vI I{сXoll}IЬIе дaFIньlе. )

3адaЧa 27. Слyнaйнaя BеЛI,IЧI4Н,a Е иR,IffiT ГI.,TОTЁтОCтЬ irfrСI]J]r.
деЛеIrI{я BеpoЯтностей pъ(х). Найти tIЛoTItoсTЬ pасIlредеЛе}liЁяi ЕЁ}-

L}ояT}Iостей Рцta| сJIyЧaйной BеЛиЧи}IЬi Тl - p (Е). (Сn,r. Еi , 2.9 }l

}rCХo,ц.ЕIЬIе дaнньlе . )
3 a,цa Ч a 28. Пo заДанной IIЛoTIioсти paсГIределеi{11Я' {}1(:;) сщr.

чайной BеличI,I}IЬI Е' oПprдеЛитЬ фyнкцию paсГIpеДеЛеFIl,Iя gдi,'Ча}i.
зтой BеЛиЧинЬI Еz: Q (Еr). ФyFIкЦиЯ Е,:9 (Еr) 3аданa гpaфтtЧесI{]l.
ПостpoplTь гpaфик фyнкшии paсГIрeДеле}IИя |4' ?IсТIОJIЬзУЯ дrЛЬTа-
фyнкЦИЮ, ъlaЙтvl BЬIp aх{ение ДJlЯ IIлОтносTи рaсГrреfi€;Te }I}i.f рz tу)
сЛyЧaйной Beличи}IЬI t,.

Bapиa}IтЬI 1_6:
{ tt2,pr(я):t 

0,

х r' [-*l, trJ'

x r [*-1, lJ.

B а p }I a H т ЬI 7-15: p,' (х) : 
йe- 

х2i2

B ap и a I{тЬI 16-23 : Рt(х) --j--_ Iх|,

Bapиa}ITЬI 24-3|: иФ) I:''(t 
+trz) '

tСм. гI. 2.9 v| исХoДI{ЬIr дaнньlе.)
3 a Д, a Ч a 2$. По зaДaнной IIлoТi{Ост!{ рaСIrрrдl']Тсiiii;T ,si i.n:r, lJэ)

дByМерной с.ilyЧaйной BеЛI{ЧиЕ{ЬI (Е', Е,} наliт;,i fi;ОTIItjГ:ТЬ р3Сj]ре.
деЛrI{I"r я Рц tal', ai ДB}ril{ер ной сЛуЧa у{'',1tit1" BlЛl.iiIIl. t{ЬI t*l', i l:} , iЕF.
зaнной Bзa},Ij\'I}Io oд}Ioз}'xаЧI-Io с (*Е', Е,) УFia3аFi}iЬI:\ii1 Еl;i}i1.l С{ji}T.il*.

lIlеЕIIiЯ}у1[I -

f,,,,,,,,,,,,,,,'9



BарIIантЬI 1-15:

Рz$r, Xz):#*_+ (Ъ*#),
:

Е,: ащlсos tlЩen Е, :b\,sin nц2o 0 < Цr { фl 0 < ц,<T
BapI[аFITЬ[ 16-3l:

аb
Р-*{Xl', Xz}:

тt2 (х?* а,) (х3 * b2l'

Е*:сltgfltl1, Е, _b tgnц,, l Цr l .*, l Цz i

(Cr't. fT. 2,9 {4 t{сХoдt{ЬIе Д.aнньlе.)
З а,щ a Ч а 30. fl.вyмеpная сЛyЧaЙтlaя BеЛиЧlIFIa (Е ' Ц) иш{rет

pаEЕIot{еp[ioе расПpеДeЛе}Iие BеpoяTностеlt B тpeyГoльной oбластlt
АBСl T'' е- 

r 1lО ^AwY' l^,

Р W, aJ:{:,'' есЛи (х, Й r АBC,
/ - [ 0, если (х, у} а АBC,

г,ц.е s - IIЛОщаtЬ 

^ 
АBс, oпpеделитЬ ]\4аpГиНaлЬFIЬIl tIЛoTЕIoстIi

tr}асгIpеДеЛrFII.r я p", (х) у1 Pц {Й слyЧaйньlх BеЛИЧИЕl t 11 Ц, IvIaTе&tа.

тI{ЧесI{I{е O}ItLIдaнpIя ltlЕ' iVlц' ДисIIеpсI{и DЕ, D'l, кoэффицие.нт KОр.
pеляцI{}[ r, ЯвляюTся JII4 слyЧaйньlе BеЛиЧинЬI Е '1 

Тl I{е3aBИс1'-
мыьцt,t? (См. П , 2. 1 .9; B исxo.цFIЬIx Д,a}IнЬIХ yI{азaЕIЬI Д.екapToвЬ{
KooГ}д[,tЕiaтЬI BерIIILIH 

^ 
АBC).

ъtr д a Ч a 31. ИспoлЬзyg }iеpaBе}IстBo ЧебьiшеBa' oЦеtIиTЬ Bl.
pоffiнoсTЬ ToГО' ЧTo сЛyЧа'hнaя BелИЧИЕIa Е oTкЛo[IиTся oT сBorгo
I\{aтеi\,iаTI.{ЧесI{oГО oiKi{Дания п,tЕ h4еFIее Че]\t нa ffо, ГДё $ -.: {Й _
сpеДНее IiBаДpaTиЧесIioе oTкЛoнеI{lIе сЛyЧaйной BелиЧиI{ЬI Е; /v -нoNIеp Еар I,{a}iTа. (Cм. гI . 2.1 l .)

ЗадаЧa 32. Cлyuaflнaя BеЛиЧpIЕIa Е; с o,цинаковoй Blpoят.
}IoсTЬЮ t{o)l{еT rrp prIII,llvIаTЬ oДнo pIз .Д.ByХ зHaЧе}I иiа: iry' уltrIиl' -_ iG.
BьiяснI.{тЬ, }.Ц.ОBЛеTBopяеT щ,I ПoсЛе,ц.oBатеЛЬЕIoстЬ Е,, Е,, о i r 1 Еi, . . .
гIOпapНО F1lЗаBi,1сI'l}IЬiх сЛyЧaйньlх BеЛиЧин зaкo}Iy больtших ЧI'IсgJl

.*,

rt n n I tPll+)г,-l TМЕ;l<е}:.l|n АtЭt n А i l
tl i:l r-l L

[I X2,, т.. е" Pt,*Ё,Е;{,,}. (Cм.

lim
ru -+oO

Реrшить ЗаtаЧy Д,JIЯ ,ц.Byx знaчений
гI. 2"t| I{ I.rсХoдHЬIе дaнньle.)

3aдaЧa 33. FIa oтpезKе [0, а]
n Чисел' тoЧllll' рaссMaTpиBaЮTся n
gyЧиЦ Еl' Е,, .r.' Еn, paBнoil{epЕIo

[0' аl, I{айтrт BерoяTнoсTЬ тoгo' ЧTo

гIapa},frTpа d: C\ уI &2, (Cм'

сЛyЧaйньlм oбpaзoп,l вьtбpaньш
}IезаBI{сиIVIЬIх сЛyчайных Be.

paсПpе.цеЛе}IнЬIx нa oTpr3Kg
иx сyiиNla 3aI{ЛЮЧеtIа п{е}I{ tУ )с*

ГI. 2,L2 14 РlсХoдЕ{Ь[е .Ц.aНнЬIе')

1, в}0.

c0

L_



l '. ^. тт О

l q.a д a Ч a 34. },trзвестЕIc' Чтo слyЧа Йнaя BеЛl,tЧIiI]a Е },llvtеrT pас-V 
e Пvассон l) _- ф *.*o. ЕIеI,i3BеCTI{ЬI}I яЕ'j]ЯеTся пa.гrределеЕI}Ie ПyассО}rа P (Е : ff"l - m| - '

pа}IеTр а. I4сполЬЗyя yIdaЗаFII{ЬIй ни}I{e }IеТo.ц ПoЛ},'ЧеtlllЯ T.ОLlеLIНЬtrХ

ОIiе}IoК' найти Пo pеaЛ}Iзац}Iи BЬIбopKи (хn', Xz, . i . ' хs) З}IаЧrние
cце}IKl,I а* }IеиЗBесTНoГo гrapa},fеTpa а.

B а p I{ a н т ЬI 1*- l 5. МетоД il,IofutеFlтoв.
B а p I4 а }I T ЬI l6-3l. .&{етoд ]vlакси}iаЛЬ}Ioгo ПрaвдoГio,цО6тlя,
(Сьl. гI. 2,|З vt }1сХoДнЬIе .цaI{HЬIе.)

l3 q ,ц a Ч a 35. ИзвесT}Io' ЧTo слуЧa iцtlaя BeЛичpr}Iа Е }{NilеT бино-\/
}I}laЛЬI{oe pасПprдеЛе}Il,lе Р (Е - m) - CTpn' (l _ р)IЕ--fil' }Iе],IзBесT}IЬIM
яBЛЯеTсЯ l]apaП{еTp р. ИспoлЬзyя y}iазaнньlй }II4)I{е }IеToд I]oЛyЧе-
HItя ToЧеЧ}IЬIХ oЦеHoK' нaйти IIo реaЛ}rзaциpl вьlбоpкl.l (х', X2, . t .
О r ' ' xs) з}IaЧеI{ие oце}Iки p* I{еLIзBесTFIoГo ПаpаМеTpa р.

B а p pI a }I T ЬI l-15. .&{етод п4аKсиМaлЬ}IoГo ГIрaв.цcПoдolуlя.
B a p }I a FI T ЬI 16__3l . .folетод I\{оN{е}IToB.
(Сшr. ГI , 2.|3 И I,Iсxo.цнЬIе .ца}I}IЬIе.)

ILa д a Ч a 36. Cлyнайная BеЛиЧI{нa Е иN{ееT нoрl,lаЛЬFlol рас-
IlpеtеЛеHtrе с I{еI43Bест}IЬIN,I },{aTеN{aTI,IЧесIiLII,I o)к}IДa}II.tеfoI а 

'.l 
]cЗBr'сT-

ноft дисПеpсией о'2. Пo вьlбоpке (х'', Xz, . . . ' х") объеnяa n BЬI.Чl4с-

ленo вьlбоpoЧ[Ioе

}I}ITерBaл Для Hr}IЗЕесT}Ioгo ГIаpaMеTpa pасt]реДелеI-IIIЯ а' ОтB€ЧаЮ.
щий Зaдaннойt дoBеpI{TеЛЬ[Ioй BеpoяTHoсTи {jo. (Cм. IJ. 2,|4 л }iсХGд-
}IЬIe ,Ц.aнньle. )

{ Зa.щaЧa 37. Слy.lайная BелI,IЧI4Нa Е иМееT FIoрNIaлЬI{cе расI]pе-
де\ббfrие с неI,IЗBесT}IЬI]VIрI },1aTе}IaTиЧески1\.I о}кI,IДаFI}Iе;\.I {t }I Д}lсПrp-
сl,tеlt о,2. По вьtбopке (х', ffz, . . . ' хn) объемa n tsЬiЧ}tсЛеI{Ьt oце}Irс}I

а*: Xi Tl

п
1-у
n .Llj:l

n
l тl ^l. лr .'

средHее + ). Xi: a* . oпредел}ITЬ toЕеpplтrлЬньifin.a
i:l

n
l\1

/n-l ^tj:1
(o*) * @t _ а*), (22)

I{е}'3BесT[IЬIХ гlарa},IеTpoB. HaйтlI дoвepитeЛЬньlй I]нTерBaл Д.]IЯ РIa-
Те]\laТ}IЧeсI{oгo o}I{и/laHI4Я аt oтBеЧaющий дoBеpительноfi BеpОЯT}Io-
сT}I ff. (Cп,r. п. 2.|4 kI исxoд}IЬIе дaнньlе.)

3aдaЧa 38. B pезyЛЬTaTе n oIIЬIтoB пoлyЧеI{a IrеспiIrЩrЕII{ая
oце}II{a (22) ДЛЯ дисI]еpсии }Iopмaльнoй сЛyЧайной BeЛI,IЧ}I}IЬI. Нafiти
дUЕrpи,тельньlй Ir}ITеp-Bа{ Д,JIЯ диспеpс}Iи Пpи ДoBер}lтельной Bеpo.
ЯT}toсTl.{ ff'. (См. [f . 2,|6 И, исxo.Ц.tlЬIе дa}IIJьtе.)

f з 
^.ц 

a Ч a 39. B сеpии у|3 n BЬIсTpеЛoB Пo \,{ишIе}III наблюДаЛoсЬ
r,l Уопaдaний. Fiаliти дoвеpl,lтельньtйt РlirTеpвaЛ .цЛя BеpоЯT}IОсT}I p
I]GI]a,Ц.aHИЯ B lv{}{шjеFlЬ При дoBrр}IT€,,'IЬHoйl BерoЯTIIoсT}l sД - 0,95.
(Срr. П. 2.l6 }i I]сХoi1ЕIЬIе.дaнньlе')

3aдaЧa 4Ф. ts Cеp}I}t }.I3 rL oПЬIToB собьtтl,tе А FIr }IaсTy.пиЛo
н}I paзy. oпprдеЛ}lTЬ ЧplсЛo oI]ЬIтoB tl, Пpi{ кoTopc}l BeрХitяЯ дoBе-

$l



IJ}[TеfIЬжaЯ грa}IЕlца t,q'т BеpОяT}IОсT}t P tА) рaBНа ЗадaЕIь{ci\,ty

{}ъ' fiовrрplТr"цЬгIylО Bе рОяТ1{ОсTЬ прltiiяTь 1эавноi:l 0,95. (Сlл.
и 1{сХoд}1ЬIе дaнi-lьте. )

Wnа, Ч а' 41" "Цля I{ОЕ{трОля BЗяTЬI

Уilэitl{ЧесI{o},1 !{oЕ{Bеliеpе" Число у3'TОB
гr ii,JrT3rщёi{О i aliе1ЭаЦl,liт, сBедrнО B тaблlа

ЧtI{сЛy
.ГI* 2. l6

2cc УЗЛов, соб$}aнЕьD( I{a
ft\.i, tTp}I сборке KО'гopЬIx
Ц},:

iIоIt|z|зi+|s
tП; ln'lu, ln, |,' i 'u i 

в

р83+I'TЬтатЬ1

- сЛyнaйное

Bсего 20c

р aс ГI1З еде,IiеI{ I,IеIu Пy.
Ч}{сЛО tТpoПyщенЕIЬIХ

}IОсTII сс? Реш.iить ЗД-

II ДJТя сЛуЧaя' кoГДа
2,I5; 2' i 6 |4 исNoД,.

yрОBЕIе 3Е{аЧ}{

iТa pa}iеTра {I

ОрKr. (Cl,т. П"

Ссlглас,vlcтся,Tl.i {]GЛ\rЧеЕ{I{ЬIе
/ ^ ,o .\ {l.l

itССС"l}IД (Р(:_.i) :'l е-*, где Е
\

\

Gilераш'tfl j ГiО I{рI,1ТерТ{Ю ^# ПрI.I

/iаЧу Д.IIя 3a,ца}ii{ОГО зiIаЧеЕ{I.i я
rxарaN[rтp а С}ЦrF{?{tsаеТся I]О вьlб
Е{ЬIе даI-iнЬIе. )

trilсходныe ДaннЫe ж pасЧеTI{ЬIr}t зaдaНшяn'{

(B пеpвоii Г01-]i{зciiтальгtоi".i сТрoKе уI{aз'}[1ЬI t{Оi,!rрa Зaдаqs
Е ЛеBcht столбце_ rio&{ера BарI{аriтoA)
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lll. УPABflЕFIf,{

СПPA

Я RflATЕ,rшAТиЧЕсKolа Ф I,I3piKи

BOЧLIЬIЙ /vlATЕPИAЛ

* (^ Фн) * q vс):, *fuр (r) !|:О,

3.l. 3aДaчa l"!"Eтypмa _ Лиувилля. РaссмоTpишt Kpaeвylo задaЧy

(l)

atу tа} * azц, (ai : 0, $r9 ( hl * $z,ll, (&) :0' (2)

3.цесь К (r) е С1 [с, b1, К tх! 2 Ka>0,, q {х}с'С{а' b|, q \х}>{J, p(х) еС|а, b\,

р (х) > (}, паpаМrTрЬ! СЕ1, &2, |3', {3z yдoвЛе,г80Ря[{:}T },сЛotst{яNI сU? + a3 тд 0'
i3? + {з; + 0 Tребyется найти гаKиe ЗFIaЧе}iиЯ Паpаj\,1еTра а,, При KoTopЬIХ с.vшIe.

ствyют ОTлиЧрТЬIе 0Т ТО}I{ДесTBеt{i{oго НyЛя (нетpиlзиальгlьIе) pеttIеilия лиффеpен-
циaЛЬ}IoгО l.'раirНеtl [4 я ( 1 ), yдOBлlТBoр'IЮU-tИе I{pаеBЬI}.4 }/с.IIоBp{'INl (2)'

Tе знaчe}Iия ПараNlеTpa fu, ПрpI кoTopЬIх сyIцесTBYЮТ tIеTpиBI{aЛЬHЬIe реLi!еЕIия
3aД.aЧи (l)_(2)' I.IаЗЬIRаЮTся сoбсmвt',|i|lt}t/уt|i 3|'lачl|'tLl,я,n,1,t1 этой кpаевой 3аДаЧlt,
a сooТBетсTByЮtJtие I4NI [tеTp IrRI4a,ЦЬIIЬIе реtUе[Iия _ сoбсmвенНbtlvttt функt1uяJ'ttl

Cвоtiс,l Bа собсTBен нЬIx 3tlа.rен и il |4 собсTBен rI ЬIХ фyнк Ци й

1 
o С ущесmraPm Cчrmнoе- М, |-[oъftе{;mвО собсm,llеr|tlhtх значе нuu

}ч { fue {
rcomoрbtfoI сoonlвP.mсrnвуrОm сoбсmвеFt|tbtе ф ункцutl

2o' Coбсmвrннblв функцuu |1а ompвKв |e, b7, ОmвrчаК)щuе pа3|7bl,14 тнаLtеtц|t.fl.f,4
n{IраJуLеmpа Ь opmОeoналbtlbt с весolуL р (х):

\х\ U n, \х) |,Jm (х) dх: {}. n ф пt'

3u' Теоремa Стекловa. 8ся.кая гi;gн.кt7ttя / ix), уСtовлrmsoря|oщс|fl |сpаеsbt.ill,

усllosuя.e1 (2) LI tl.ercЮщсl,я rr.rrlpеpbtв|.|уto nервala npauтвo)ную tl кусoLt|1o.неr|pеpbrcНLJ|t)
вrnopуtО nрou*soОную, pатла,eЙrmсfl {t rlбсoлtоmflО u pа,{3|-tCI,\|rpнo схolящtltiся ряа

г
\р
J
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na cфсmвеннblar фцнкцuям Uni

уn {х\ dх

f (х)- cnAn {x'), cn:
(х) dх

.Ц.ля пpltfi{еpа pешI{М сЛедyЮщyю 3адачу. Нaйти в yI(аза}rнoй o6ласти
oTЛиЧtIЬIе oT To}I{дeстBeн}Ioгo tlyЛя pеш]eн}Iя у 

_ a Qс) лиффеpeнциaлЬ}Ioгo уpаB.
нeнl{,t, yд'oBлeTBopяЮщие 3адaнЕIЬINt KpаеBЬII\4 yсЛoBияfuI:

!/,,+?'a:a, rе[l,21,
q (|\ - уI (2) :0.

(3)

(4)

PaссмoTpиI\,l Tpи слyЧaя 1) }, <.J. oбщее рeшeниe ypaBнения (3) t{IvIеeT Brrд

у*С1 sh { -T' @- 1) +С, сh t -т' (х- l).

Иg yсЛoвия у 0J: 0 нaxoдиful Сg :0, у рс}_ С1 sh l/:. [ (x _ 1).
Из yслoвия a, (2)-0 пoЛyЧаеI\4 Cr-0, T" e. a @) = 0;
2) },:0" oбщee pешeниe ypaB}Iеъl|4Я (3) t,Iltdеет Bи,ц у Qс)-Ctx*Ca,
Услoвия (4) IIpиBoДят t{ тoNIy, ЧTo Сr:Cu:0, Т. е. Il w) = 0;
3) i. > 0. oбщее рeшe}Iие уpaBнеH|4'I (3) имеeT Bи]l

U pФ-:Сr sin{tr" (х_l)+Сg сos {г (tr:- l).

Из yслoвия a t|t-0 пoДyЧаеIvt С2:0; Il tх')--Ct sintT (x* l). Условие
a, (2\:9 IIpиBo.цит к ypaвIIеIIию q|fт'сo'}.[:0. Tак кaк {т+О |4 с1 + 0,

тo ,ou{7,_0, oткy.ца l]oлyЧаelu: {х:'tтl2*т\n, fl:(J, |,2,...; таким oбpа3olvl'
собственtIЬIе з}IаЧенt{я задaчи (3) _ (4) раt}tIЬI

?",,:(тll2*пn)2, fl,:Q' l, 2, ... 
'

сoбствеIlнЬIe фyнкшии _

an: sin (пl2 * пn) (х _ l), n:,{), l ' 2, ...

3,2. Приведениe к кaнOниЧескoп{y виДУ линейньlx ypaвнений с чaст}tЬtмlt
пpoизBo.цнып{и BТopoгo rlopяДl{а B слyЧaе ДByx HeзaBисиMЬtх Пеpеме}t!lЬlx. oбшее
линейнoe ypeвЕIениe с ЧастнЬII\4и tIрoизBoд.}IЬIMи Bтopoгo пopядKа с ДByI\,Iя I.Iезa-
B}Iси1\,IЬII\4и IIеpеМе[II{ЬIMи t4I\{ееT BI{.E.

Qт{,t,хх {2аpu",,* azg,Ц!J!/ $ attу * bua* сu: t, {5)

где a:rl, aLz, 022, а' b, с' l .-зaда}ltlЬtе фyнrtшии Пepee{ен}IЬIX 
'с, 

L!' Онo пpинaд.
ЛеiI(I.lT к эЛЛиIITиЧескol\4y Типy B ToЧI(е Qс, !/), если o?'-a..,aza{0;
пpинa.цЛех(ит K гипербoЛиЧесIioIlIy Типy B тoЧI{e (х, у), есЛи
a?,_a11azz>0, и гIpи}Ia,II.ЛеiI(ит K пap-абоЛI{Чeскoмy T}IIIуB ТoЧI{е tх,у},
есл}l a,,, _ Qпazz: $.

Уpавнei-I}lе

щl dу2 - 2аn dу dх * аzz dxz : 0 (6)

Itа3Ь1Baется lJptlвIrенurм хсI\}акmеpuсmu|t, Д,ля ypaB}rения (5)' a кр}IBЬIe, offрeДe.
ЛяеIl{ЬIе сooТнoш]e}IиеI\,I 9 (,t, !/): C, гДe p _ peшениe yрaЕrIe}II4я (6), нaзЬIgаlg,гся
хаpаKmе pucmuкаuLu уpаBне}Iия (5)

Уpавнеltие (6) экт}иBa.ЛеLlT}Io JlByI\4 vpaBlrенияNl

ал dу _(q,,+ lrФ ц'аn) о*: Q, t7)

. aшcц_{o,,*{ffi)d,_0. (B)

.[I.ля Урaвнeния гипepбoлиЧeсKогo ТI4Пa oбщиe инTеГpaлЬl v (,t, a) ': С t И'

ф (x, U):Ca ypaвнений (7I |4 (8) BeЩесTвеIIЕIЬI |4 paзлиЧllЬI; oни oIIpeде/tяЮT ДBa
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t

l

t

paЗЛИЧtIЬlx сeМейстBа BeЩrсTBеttнЬlx I(aрaI{Теристик ypaBI{еlIия (5). 3aмeна
[ : ср (х, a\' ! - ф (х' у) IIpиBo.циТ ilраBнеI{ие (5) к кaнoниЧескoМy виДУ

ив'r * dlЦE.-]l. Brиn * тrru :0r (Е, ц)

Если ypа Bнeние Прt{нaДле}K[IT l( пapабоЛиЧескOt'ty тиIIу, To ypaBlieния (7)
14 (8) сoBпaд.aЮт' общий интeгpaЛ P (r, a):С oIIpеДeляeT oДIIo семейстBo Bещe-
стBeI{I{ЬIх х'apal(терI{стик ypаBIre[Iия (5). 3aмена Е : 9 (.r, у\ , Тt : ф (x, |J), г.ц.е

ф (х , a) - пpорtзBoлЬtlая' ДBaх(ДЬl HепpерЬIB}t0 диффеpeнциpyeмaя фyнкЦия,
yДoвЛeтBoряЮЩaя yслoвиЮ D (Е' ц)lD (х, a\ + О B paссMатpивaeмoй oб.пасти,
пpиBoДит yраBнeI{ие K кaнoничeсKoМy BIrДy

[J1rr* a,zLll,*Feun*уzu -0о (Е, Ц).

Для ypав}IeнI4я эJlЛI,ItITическoГc TиIIа общие [IнтeгpaЛЬI ypаBtlений \7) и (8)
яBЛяЮтся кoМПЛeксн(}.с0пpя}I(eн[IьII\4и. oни oТIpeДеляют дBа сeмействa мнI{IvIЬIx
ха ра кTepистиl(

Пyсть Q (х, a)+iф Ф, a):C -oбщиfl РIнтегpaЛ ypaBнеltия (7). Toгдa зaрIеttа

Е:P (x, a|, Т} :ф (x. a\ пpиBOДиT yраBrrениe (5) к слeдyюшIelvly l{аI{o}IиЧeскorltу
B[r Дy:

иtr * l'nn * a"gL|у* Bвиn * vзи - 0g (Е, Ц).

3 а м e Ч a н I{ e. B нeI{oTоpЬIx сЛyЧaяx каttotlиЧeскoe уpaBнениe пo3вoЛяеТ
без тpy.цa нaйти oбrцее рeшIеrIие зaДaн}Ioгo yрatsHеIl^v|Я,

Напpип,Iep, ypаBнeние ttхх_2Ихa* uon* u'_Lltt:0 _gaменой Е: 1с+у,
Ц: U ПpиBojlи.Гся K l(а HoltиЧескoгvlY Ъидy иn,n- Цу1; 0. Его обlцее pe[IIе}IТ{е
заДаeTся (ropмyлoй

и (Е, Ц) : Сr (Е) еli * Сn (Е),

слrД.oBаTеЛЬ[Io, обrЦeе рeшIeние ДaннoгО ypaвнеI1I4Я N,to)I{eT бьtть 3aIIисaнo B Bидr

u lх, a)-Сr ix+ U\ eg *Сg W*lt},

гД,e Сr W\, Сz('r) - ПpоизBoJIЬFIЬlе дBa}кД.ЬI Нeп-pеpЬIBI{o дPlффеpе[Iциpyeil4ЬIе фyнкuии.
8.3. l}1етo.ц paЬделеltия IIереIl|еtlнЬtх. PассмоTpI,Iп,t пpиI\4енeниe этoгo lvlетoДа

к peшеHиto ypаBненrцЙ pазЛиЧI.lЬtх ТипoB.

Элл и II Т и чeск иe y p a B }I еtl и Я

A. sаdаца /],upuхле Оля apавнrнuя Лаnласа в Kpуее pаОuуcа R:

Aи.'=0, u|,:R:f (p)'

^ О2u Оzuгде Ьu-.-afr+ Ф' (rn p)-ПoЛяpt{ЬIe кoopДинaTЬI ToЧки (X, a); f (р) 
-33,Ц.flH.

Нa'l фyнкция.
B пoлярtlЬtх кoopдинaтax (r, q) yраB[rеHие Лaплaca kIМееT B|1Д

|Оzu 
^,'бE,: v"

RФ, , |1trIv1 
rzR,,* rR,

R

(e)

(10)

Ф

R (r} ПoЛ}Чflelu

(llt
(t 2)
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Ф (rzR,, *, R') - *

Из пoсЛед.HеГo сooTIIoшеrIиЯ Д/Iя
oбьlкноBеннЬIе Диффeренtlи алЬI{ЬIе

-'_ 9_ ('у\+r Оr\' ОrJ

Pешeния эToго ypaвHеrr}Iя 6yдем РIеI(атЬ B BиД,e

u (r, Q}- R (r) Ф (q)"

Пoдстaвляя BЬIра}I{еHие (l c) B (9), пoЛyЧиМ

Фn

нахo>KД.еItия фyнкший
ypаB}Iени я

{R, + h,Ф': $,

r2R,, * r,t, - &к _ U, h =.= сonst.

Ф(q) И



a

Из o{{еRtl.цFloГo paBе}lсTBa u (r, a+ 2ж):u (r, e) слe,цyеT' qTo Ф (v*2п) .*
: Ф (v); и3 ypаIr}Iе}lия il 1) нахoД,и}t4 ?ъ: n2 И

Ф, (q,): Аn сos n9+ B,, sin nч, rl:s, l, 2, ...

oбщее peш]еH ие yp aBlieн и я ( l 2) иMееT Bl4Jl

Ro(r)-СofDglnr Пррl n:a; RnV):С,urn+Dnr- пpи n>0.
ts силУ oгpaниченнос,l.l4 pеtшеItиЯ u (r, 9) ts цеtlTpt' t(р)/Гa иI!{ееitl i t (0) i < C,
T. e.

Ro(r) *Со При t|-Q, R"{r}:Сnrn При {|_'|,2,...

Решение laц,aЧI4 /]и p и xЛе иlIlеTсЯ B BиД.e

I(oэффициенTЬl OПpeДеЛяЮTся |43 гpaниЧ}lЬIх yслoвий.
B. 3аОача ,П,upuхлe dля apaвнnlduя Лаnласа 8 utаpr pаОuуcа R:

Aи:0, u|,_R:l(Q'0).

3,ц,есь Ьu:Р- +* + 02u

dх2 , Оa, ,-.й , (f , P, 0) _сфеpиЧесKие I{ooрдиHаTЬI ToЧKи tх, u, z)i

l (p' 0) - заДaннaя функuия.
ЧaстHЬ]е pеI.шениЯ }i pаBI-IеH иЯ . ЛaПJIaса ' 3aП исal]нoгo t] сфеpиЧесI{их l{0ol]Ди.

[IaTaх

сО

u (|,, Q): /tro * Е t.An сos rev+ 8,, sin n9\ rn,
n- |

ГДе кoэффиЦI.tенTЬl Аo, А,,, Bn, ft:|, 2, .rr ' oПрeДеЛяЮTся Пo фopмулaм:

2lт 2lъ 2lт

Аo:* f l(p)dq, А,,:# 
.i...(9)соsnсрdq, 

Bn:#-{ltnl sinnqсlq,
000

3 а м е tI а [1 и е. Pешение заОачu .П,upuхле Оля apаЗrtrlьuя Лаnласа в KoлbIF
иЩеTся B Bиде 

co

u(r, Q):Сo*Do ln r-|-.' у {( д'tn **)сosnp + ( B{n +Di\ ,in ,,.t,i .a t\ 'e

tL :1

l d l^Оu\ + .+=:?.i*^+ а l ^du.\ :о.
12 ы l,- аi j+ ;шFТ фl -г ,T siП 0 Гs \s1n 

U 
оa l- -,

бул'ем исKатЬ B BиД.е Ц tr, 9' 0): R (,) Х (9, B) ПодстaBJIяЯ ttx B (13),
уpаBIIеtII,lя 

rzр,+ 2rR,_},ft-_O,
l 9,Х* l а I" dxl

ffiJ ;gz , sin o Ёо | 
tsin u.' Б j+ iх :fl.

3J#H'H1Т1БТT,ki fiЕT11;'*f 
,f]',}f,ъt'. Х (q, 0} :Ф (сp) Y (B).

r l3)

ПoЛyЧaeivl

( l4)

i15)

C yЧеТoп4

(t6)

{17)

Ф, + рФ:0, Ф (p *2тt}: Ф (q),

l d | ^dv\ /- ш \.-^

Тnъ;ъ tsin 
0 тГ] + (fu_йu] ls:o.

14з (16) иI\{ееМ W:k2, A:0, 1, ..l 14

Фд (9) _ Ад CoS iар + 8д siп frсp, rc: 0, i, 2, . ..
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Пoлaгaя B (|7) Е: соs 0 И oбoзначaя v (0) _Y (сos 0): l. (Е), пoЛyЧаеn4

d Г ,1V| , {n k2 \.-
аЕL(l_Е,) frJ+ (}'*ЁF')" ==o

Этo yраB}tе}lие l{il4eеT 
. oгpаниЧе[I}IЬIе }Ia oтpезке t_ 1 , l ] pешeния ТoГда И

тoЛЬкo Toг'цa' кoгДa }, _ n (n* t ), и эTI4}1и pешеIrияvlи являютiя фyнкЦи}l

p|tсl:(l _gz,flz Ч#0,
где Pn (Е),. IL :0, l, 2, .ll* пoЛинoМЬI Лeжандpa;,

I f 0, rrr*ft,
Рn(Е) :*ffltв,_l),J, 

$Р"(Е) 
P*(ЫdЕ:{ 

-, 
2.I I z;тт, m**

Таким обpaзом МЬt }raxoдиh,I Чaст[IЬIe pешеI{I{я ypaBне[Iия ( l5):

Х, (9, B): АuP,(соs 0) + i (.4д сos ftq * Bр sin ь,p) pl(соs 0)
d: I

|4 oбщее .рецJeЕIие vpaB}iеIlИЯ (l4) ПpI{ }u,== n (n+ 1), 0 < k<n:
R" (r): C nrn * D 

"l 
rn*\.

СледовaTелЬ}tо' исItoМЬIе ЧaсTнЬIe pешIения ypаBtIе}rия ( 13) Iv1oГуТ бьtть
Тlре.цстaвЛенЬI B BиДe

шn V, (Р, 0) : tC nrn * D nl rn+l; Хn (P, B).

Pешение 3аi{аЧи ,Ц.ириxле I\JIЯ урaBI{eнI,tя Лaплaсa B шJapе сЛедyеT t{скаТЬ
в Bи.I\r

co[n-t
u (,r,9, 0): 2 ," 

|oonon(сos 0)+ Е (АnnсоsЁср *Bnnsin Aq) Рf {соs 0) l ,tt:tJ L &:t J

Где Аon, n:a, l, 2, ...; Аpn, Bhn, k:|, 2, ... ' n| n'--|, 2,..t' ollреД.ел'lЮтся
ЧереЗ кoэффицие}lTЬl разЛo)ке}iия фyнкциl{ f (9' s):

фfnl
l (q, 0): л^ I.Аo,on(соs s)+ t (Аu,соs ftp *Ann sin Aср) Pf {соs s) l .

tl,:Q[ ft:l J

3апrеЧaние l. Решение заОацu Д,upuхле dля apа'вtцеHLlя,,tlаnласа в |ltа.
poвoJ{ CЛОe с.iIеДyеT I{скaTЬ в BиДе

ooГnl
u{r, 9, 0): х 7n, |Аonp (соs 0)+ х (Аnnсоs Ёсp *Bnusin Ёq,) Рf 1соs вll +|1,:О L t:-t looГnl
. + х r-n_L |СonP,, (соs 0) -L \] ( г, l 

u€,1v,tz 
сos /tсР * Dl,n sin ftсp) P; tсоs s) | .rz-o L tlt\ " 

J
(оэффициеI{TЬI oГIредеЛяЮTся l{3 ГpaниЧllЬIx }:сЛoвий.

Есuти гpaниЧIlЬIе фyнкциl.l Ilе 3аBисяT oT yгЛa 9, '. *." f (р, 0) = f (0),

тo сooTBеTсTByЮщие формyльr yПрoщaЮTсЯ '. u (r , 0) : Е Аnrn Р ,, (соs 0) _
Jт 

tt:'

B сЛyЧaе ш]apa, ГД8 Аu,:ry 
I r tul Р,, (соs 0) sin 8 ds;

0
сo oO

t'l {r, 0): Е АorrlP,,(соs 0)+ Е Сnr_п_lР,, (соs 0)*в сЛуЧaе ЦIapoвoГo сЛoяф
n:0 ri:fr

79
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Koэфиц}rенTЬI ollpeдеЛяЮтся t{3 ГрaнI,IЧI{ЬIx yслoвий.
3 а п,r е ч а It lI е 2. Метoд paздeЛеHt|Я пеpе}reнrlЬIx' примeненньlй к |lpа,вне.

н|t,ro Гельмeaлbца Ьu * CЦ:0 s urаpq ПPI{вoД,иT I{ peшe}IиЮ ypaBненI{я

o,{ +2 gд *("_n(n*|)\ R:o,тттт-г\ Э l
KoTopoе зaменoii R : у' l1[7 сBoДитсЯ к уpaBне}II{ю Бeссqпя

dzY,ldy
тттт

uо (lс\ V n tх\ dх
Ati Бn: 

|tх*

(21 )

(22)

|/Т' аt)vn$),

Щtх\Vnp)dх

\ ,,, (x) dх .

a

равнr,ншя fIа ОmpфKe [0, I|:

и (0' t):О, u \l, /) :0.

3амeЧaHI{r 3. Уpавненue IIцассoна Ьtl:f замeнoй |):|t_|la, гДe
tlo_ ЧасTI{oе рeш]еI{I,lе ypаB}IеI{ия Пyaссottа, сB0ДI{Tся l{ ypaB}IeнНЮ Лапласа
Au:0.

Г и пepбoЛ и Че g K|4 r yp a вн еЕI I,I я

A' Пеpвая сIvIеIaанная ва0аца 0ля вoлt|osoеo цpа'вI.{е|||tя в oбла,сmu Qх(0, T|,
х:()Q, X2, ... ' х) r Q, l е (0, T,l:

Iltt: а2Ь1t,,

. t.t. |X, 0): uo Uс), ut (X, 0): ut $),
u |аqх (0, ?n) 

: 0'

3дeсь сI{МBoлoгvI аQ oбoзнaчена гpaницa oбласти a.Снaчaлa !rщеМ ЧaсT}IЬIе

реIIIения ypaBнеFI}Iя (l8)' oтЛиЧнЬiе oT To}I{ДeGTBеHнoГo ttyЛя и yдoBЛeTBopЯЮtlt}Iе
yслoви яп,I (20) B видe

( l8)

(le)

(20)

u (X, l): T (tу V tх).

Пoдста BiIЯЯ BьIpа)I(е[Iие (2|) B ( 18) ' ПoЛyЧaеi\t

T, +аz?vT =-0,

^V 
+ },И :0, }ь: сonst.

Таким oбpaзoм tloлYЧeна laДaЧa Штyplua _ Лиyв[,rлля

^y+W:О, 
V|aq:0.

pgrrraЯ ee , нaxoДиI\4 собственFIЬIе зFIaчe}Iия 7\n у1 собственtlые функции V o (х),
oбщее pеI.IIeн}re ypаBllеIlРlЯ t22т ьrайдем, IIоДсT alЛЯ'l B llеГo ?''n гiilестo h:

T o tt): ,Qn сos {й а,t + B., sin {й аt,

Искoмoe peш]eнtre заДаЧи { l s) _ 120) иIvIее't Bи jt

tt ttс, t): 
д, 

(Аn сas {?'n а,t + Bo sin

O":l
J

a

J 
u," (х) dх

Б. Пеpвая cJу|еLuан,ная заОtlца Оля вollнogoeo a

ttfi*(tr2|lхх, u tх, 0): tlт \х), |tt \X, 0) - LlL |х)'

I
tL ъ

EO



ъ
t
t

t\

I

t

t е реLUеLtЕlr

т.Ее Аn

B.

ltn
Г:t€ .{,l&:? n' I i

'i {.l.' t) ilа}ioдtrТся 8 BIlДe

g t тf1n
u{х, t): }, t А,,соs $ t +B,, sin чg

-il 
r I

fi _L
#t
{':т/l'h2г

} l;,3 {,u) 'l,. 
:i:. ;сiх; B,,: 

''* } 
tt.{х)

{.r (J

, \ iт||
f 

ri 
sln 'j" tn 

rl"

.Лnlstil ; хо.Y' n-
CI

t

С нm.rt

l, 2, .r.t

/; 0, trtlz

i'т'h-il; s"

h:1, 2, , o.

(с,'l1,uаfi осе.

^. 
I

{l|!|7t.iя, 1t|{t{ILl{t rJля вGл|tОвОno aрЙ{}нсtltl'I в npЯ.1|oу?Олbrlшtre {0'
It l i : лз (/l'1'.ц 1- I|,,',),

-[- Brlo sin drel;!ffi1 ] sin Of r.sirl

f/g i,Y, y) sirr Ii,' r. sirt :у ' 
с1.g сiи; ||, |e:1' 2, . o. 

'



Реtu'енtlr fuаaсItlLL Kottttt, Оля nаpабa,.tttttgсtt\eo gpавнсl.tttя ], :.: ] . '. :.: ! ;.

ttt:сt?Ьtl' ll ll-o:ио (х), .{:(Х1, f,g, сrс $ хo)

вЬ}рaхtaeтсri фоpм},",]oil Пуaссонa

tl{х, t):_L,. (zq{ 
"t)..t,

'ъсjЁ"
I
дr

BР

' ',''t{)J'



ТЕoрЕT[tЧЕСKp{Е BОГIРoсbt

. .'. .l , K,ЦsССl*.dэlt Кацrtя yраB}{ешtlй с часTI{ЬI}xи IIp6I{зB6ДFIЬIМи BT0.
рФгo^[TcРяд}tа B сл}'Чar'цBу.Х Lеpеi\Ir}IнЬIХ. Х аpайтеp}rсT[IItи'

2. Основ[-rЬ[е }.?aвНl[i}Iя. ПсiстаHoBI(a oсHoBнЬIX 3aДaЧ: 3aiцaЧa
Kошy,, TPerPЬIr зaД.аЧtl' с*IrшIaнгxЬir зaдaЧи..3. Понятгte }iОppентноfr зaдaЧI,r. KoрpeкTНoсTЬ пoсTaнoвoк
Фс&{otsFttx.\ 3аДaЧ пIате}IaТI.{Чeскop1 физики. Пpимеp AДaмаpa.4' 3аДача Kошlr ilля Bo.тIroвoгo Уpaвнеtltlя. ооli*yй .Д.aлaм.берa, Гnуaсс.ОF{а' Kирхгoфa, Прltнцип Гroйгеllсa.

5. ЗаДача ntошrt д"rI'i ЕIеoдFlОpoД[IoГo BoЛнoвoгo yрaB}IеtII{я.
Г[р[tНr{[t[T Д.доашtеЛя .

6, },равrтеЕ{I{я Лaп;гlаса 14 .ПyассoЕIa. ФоpN,IyлЬI Гpинa. oснoв.
нt[r своЁlства ГаpN1ОI-I1iЧесI.lд,tХ qyiкul4i4.

7, Фyнкцl{я Гр['{нa. ФyrrкцЪя Гpиrra ,цля кpyгa И для IIIapa.
9. Цbl,iшtlrilli[tе фyчnцй" Гpинаi- к реlIIениЮ I{paеBЬIx 3aд.aч.

. 9. [Равнrl{Р{e пapaбoЛI{ЧeсI(oГo TI{пa.. ПpинЦИп МaI(сиI\{yMa.
l0. /vtетоц pa349леH.p{я гIеpeN{еIIIIЬIх pеIIIеI{ия I(paeBЬIx 3aд,aч.

3aдача Штyрм' _ Лиувtl.лля.
l l. &lетод рaзДелеFII{я ПеpеI\,tе}itIЬIх pеI.I.IеtIIiя с1{еIIIa}IнЬIх 3ад,aЧ.

TЕcРЕТИЧЕсKИЕ УПPAЖнЕНИЯ

l " FIaйти стaт[Iческий пpoгиб стpy}IьI' зaкрепленнoii на Кot[.
щaх, ПoД Дeйствиеe{ ЕIеtIpеpЬItsЕIo paсПpеделеtlной нaГpyзKl,{.

2. /{окaзатЬ' Чтo ypаBI{енI,Iе с Пoстoя}IЕIЬIп4lI ntiэ"ффициеHтaпdl{
tlэсУ * аtt* * buу * сш-_ 0 зап,tенoй tt (х, g) : a (х, g, e-u*-"!! пРиBoД!{тся
Гь Bllty a'g 1- p _ аb) U : 0.

3' Д.окaзaTЬ' ЧTo общее pеIIIеI{IIe ypаtsIlrния Ц,хa _ 
* u* *

l г, l.,\ | r'| ,-,\
+*Цg:0иMееTBIIДu(Jс,u):ry,ГДeC,(x)|4C,(a|-
ITpОI{ЗtsФ.IIЬFIЬIе ДtsaжДЬI не,tIрерЬIBI{o дифеpенц[IрyrN,IЬIе фyнкЦvI|Ц.4,' [-[},сть ф}'нкцltя u (х, t) яBляетсi 

^ 
perшенйeм зaДaЧI,I Koши

tt: сt2 Ь,u| LI ll*o : q (x) , Ilt ll-o - 0.

t

toказ.атЬ' Чтo фyн{tц['{я a (х, t):\u (', т) dт яBляется pешreниеi{
0

ЗаДaчрг Kоlшrl U#: а2 ta I U lr*o : 0, at|t*o=. Q (x).
5.:ДоI{aзатЬ, ЧTo фyнкция uQс, t, t;) IIpрI Kil*(Дoм to>0 яBляeтся

ре{.[.I8A{Е4еI\{ 3eДачlt ltошpr lls : G2Il.,*, u |:to: f Ф, to| ToГДa |4 тoлЬкo

,'тФn,lat {ioг"цa ф},нtiц[Iя a (х, t, /.): i u(х, t, т) da гIpи l(aх{д.ot{
to

/сo } Ф яBJ{яrтсfl pef;.fiенI.Iеi\{ заДaЧРI Koшй:

4nn

{Ц : &2{l ** + f (х' t'|, tl |t,:lo : 0.
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E, (t) * Lai (х, l) + сf u;,{х, l1] dr 
\

сoхраll'Iет I]oсTo,IIIнor ЗFIaЧеIII,Iе дЛ'I BСех / > 0 (заliогI сcхрaНеI{}!яI
ЭlIерГ lr и ).

Ъ. Пос'poI,lTЬ фyнкцlrю Гpшша зaдaЧIi ,ЦIIрIIх-Tе д.:iя УраBЕIеItItfI
Лапдасa B ПoЛyIIpoсTpa}IсTBе z}0.

9. /{oкaзаТЬ' ЧTo ДJlЯ любоli гapl{oшltчесttоii E облaстtt D функ.
{. о1rt,1

ЦI{II u (х) кЛaссa C' (D) }I]\,IееT I\Iестo paBеtIсТBo l -ЁТ. сu - 0, Гдr
ttD

12_I{opМалЬ к аD,
10. }{сполЬ3yя paзЛoiI{еI-IItе ITo llаpа"ltе'грУ tt {х, l) : Ёо ("{, t\ +

ф aщ (х, /) -.l- . . . ' IIoЛyчlITЬ pеlIIеtIi,Iе с ToЧЕ{oстЬЮ д.o ff.:! зaдaЧtr
I(ошrr:

t|rt: &zll*"-!- ео (х, t} u' tJil_o : q (:г}, ttс\it*Ф: ф (.v).

PAсЧЕТI{ ЬIЕ 3AДAI-}I{Я

3 a д a Ч a l. HatYtтlI B уI{азallноii оФластl,l oт,TlIЧIIЬtrr CIт тoiltдl-
стBе}II{oГo нуЛя реIIIеI{I{я Q 

_: у (х} Д.ItффrpеrlЦl,IaЛЬЕIОГo УpaBЕIеx-Ill'tr'
yдoвлеTBopяЮщ}re зaДaнньйt кpaеBЬIh,I условttяrl (задeчa .IIIтуp;\IB *
Лr.ryвllJ;JlfI ' сl{. гI. 3. l ). *--..

( !!,'+?'!l:0, l <#€2, t"2. it.t. tytl):у,е}:Q. t
( a,, *?uу.. 0, ттl2 €х € "1Т, l.4. It.3. t tl $tlz) - у| (fт) :0. t
( у', *?'у _ 0, I 12 <,r < !, t.6. {t '5' t Lt 0p): a' 0) :0. t
( у,' +?v!:Q, fl < х g 2;r, t.8. {|,7, ty(*)-у|(2;т,):Q. t

l.9. { у', +},'! :Q, l < )с <3l2, 
l. t0. !

t g(l)-.9'(312)-0. t

t.lt. { {,+}'a:О, rt/2 €r € 3х,2,l.t2. 
{

t и Fi2):у| pтt12):Q. t
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!.l3. {!i,4-7'у:0, il2."::,Y-..Зi2, (- - t gr {l ;2y :: !1'|(3i 2) '*- 0. t ' 14' t
l' l;. { an,Jг7,.у -0' ;Т .i.= "\; ..] 3;тi2 ' (

t tt {1\ : 9, (З:т./2) - 0' t.16. i
l,l7, { {i,' 4..?.!! =a, l ..: .т t-{ 2, (

tfl'(i):I/P),=,D. 
: l'18' 

t

l.fg' { !/,,.i*l'!| _0,IТ12.;{.li.,--in, 
l.20. !

t y,i:т,!)-!! {п) _0. t
{ ti,.| ig, -_ 0, l,..2 . .Y :; l, l.э2' !l'2l. t-o,(',iэ)--y(l)...={.). t

t.23. { !J',. + ?ъ!! *Q, T(, ..-..* х .- ] !'т, 
|.24. {

l- у' Gт - !! (2.,i ) --- 0. t

l .25. { у,, -|?'p1 -$, 1 .{. Х ..-...3,'2, (

t !f' tl'! ''::: !1 (3.r2) -== 0. l '26' 
t

|'27. { !i',*-r7..i1 =0', a,'2 ,| t:.i3;тiЭ, 
l.28. {

t y, dлl,2) :: lJ (3л,12).=0. t

l ' 29. ! !J,, + ?"11 :0 ,- п^ ..- л -.1i 1З,J,'.2, 
l .30. I

t gl' (..t) : ! (3.1,''2; :0. t

l "3l, { 
g/', + ?'у * 0, l 12 .з;.t :.{ 3,..2,

t !t, (|i2).: tt Фl2)..= $,

!/" +X-!J *0, xtl2.,iri:! 5:tI1,

у {хl2) : у| (5пi a) .* 0.

{' *l-?."!1 :Q, 3,r7,-l .=_ # ,,,,-. 5fi.i2,

у {3хl+\ * !,/, (5:t12} _. Q.

a,,*'f ?v!:Q, 3i2 .< х =i2'
у, \3lц -. !/(2) _ 0.

g', +.7v! ==Q, тtl4 i,' ..{ :т12,

у, tх 14) 
* - || {мl2):. $.

у,, *'i }"у ,,=.0, 3l4 ,< ff .{ 1,

у,{,Зl4\:.=lJ (l):0.
у', *|}'!!:О, |Lf2 .-;:-.,,1: {:3.l,,.tr,

у, ft 12) =: у (3"т14) : 0.

!!,, + }i!7 : Q, | 14 -:= х .зi I 12,

у, 014} * у \| l2): Q.

!J,, +hу * a, 3l+ * # < |l,,'4,

a' Фl4) -- у (5l1) * 0.

U', +7ь!:Q, п/2 =-i.t -...-:.5;т7,?,,

g, (rtl2)-:_ !| (5;тl2) =: Q'

},раBнеI{I,Iя' I]р1IBедя еГo3 aД a ч a 2' [-Iар1тlI Gбщее реttlеI{r{е
Itаl{ollitЧесlto}.Iy B}lJ[у (сit. П' 3.2).

2"| ' rrлл -i 2tl' ,, 
* tt уit 

*{_ /,''' * {;з, :- fl,
2'2' lJ.u-r$ 4ll3, * 4lt,,,, **.||х *2uu* 0.

2"3. llх'.t *2u.ч11 * tlua *2u.' *2u,,,== 0.

2.1' il*s* Gu'', * 9Jl,,,,* lr' ф 3rr,, * 0.

2.5' riд.ry т- 6 u*lJ *9tl,,,, _2u*ф 6ll, --- 0'
2,6., Uхх }.2u',, J, l.t 

11!t 

* 3ll* *3u,,-* 0:

2.T ilл-у * 4tt* u * 4!I уu f 3ru, * 6u u: 0'
2"8. 9и** *6u*u * tlt)lJ *9u* *3tto * 0'
2'9. pхх {*Bи.1', f 16ш,Ji * It-v* 4uo:a.
2. l0. Itхх - 2|tу n * ItljlJ * 4u' * 4tt o== $.

2"||' 16и,", * 8ш,!i *| u aу 
* 8ll, * 2u o - Q'

2,12, 4tt"r* { 4u* u 
rr t! !ig* 8rl, * 4uu- 0.

2. l3. l.!хх * 8llдo $ l6ш, u 
J|-}lt., * l?u o.=- 0'

2. l4. 9';*' фsll,,, * tl l;у 
_ l2l,t* * 4ttu-0.

.2' ! 5. l6lt-*.., J.- 8f.lo, * u уu 
_ 1sи, f 4lr, : 0'

2' is. t!.rх* l0сi..,, 1t* 25ш,,y * {f.u * 5uu:g'
.2, 

i 7. {/.i'ц * 2l, * u -!r |!,.,,,-!* 5ll,, _1L 5ll,, _ 0.

2.l s. iiы.* _- l0rl.,,, i- !5:l'-, _l- tl/.r _-- iCtl,., :.0.
{ъ*
1-',_'



dII

2. ls. 4ш*' ;* 4tl,* o * tt 
у tt 

_ l0и' * 5e# - 0. ]

g.g0. 25u.t.v - l0и'g * u gg _ |5u* s 3rl, .- Q

2.21. lJя.r ф 6и.", * $#yy * 5и, f 15и, : tl ! ,.

у,"22. 25u'*$ l0и,g * u uу *20ш* * 4tl, u 
:q'

2.2&. tlхх* Bи,и -t- 16и, tl*\tt*{2Оuu- 0.

2.24. ttхх _ |Оuу o { 25u ug *5u* * 25ttu: Q.

2.26' Ll.хх { |2u"a *36u oo * u* *6u !}=_ 0.

2'26. Itхх *2u.tU* uуaф 6и' _6uu-- 0.

2"27, L|.vх - |2tt'uф 36rr, g *2u* _ |2u u_ CI.

2"28. 36и'* { |2tt*g* uglJ* 18и, *3uу- 0.

g.29. tlхt * |4u'o { 49uoa *2u" ф |4н,,._ 0.

2.30. 36lt", _|2u*a*uljуф 18и, *3uo-0.
2.3l .49u*'_|4uru+tt!Jу*|4u*_2нo*0. 

l

3 a Д a Ч a 3. Нarlти общее реIлеIJI{е ураBFIеI.I,I,Iя' Пp}IBедя егo
кaFloнitЧссItО},Iy BI.rдy (сшr' ГI ' 3. ?).

4u'* {Bu*o -у}uууt=- $. 3.2. 3и.1.- ф 8rl5,, * 4u u.'t.-.- 0.

3u** s 4tt*,*u!!!J:Q. 3.4. il"t'-r * 4ttouф3rl.,,,- 0.

l6tz'.. f l6и." u*3tt,tJl:0. 3.6. 3u*5s 16сr*r, .}- !6uou'_ CI.

25u.tх J-- 20сl' a *3u oo.-- Q" s.8. ,Jхл -l- $u.rЦ ф tr2u,,# :0.
t2u*** 8ri.'.y * u!jу.- 0. 3. I0. 49u'-ч ф 28и,9 i* 3Ц uU_ 0.

64u** {32u.rу*3uу!J: Q. 3. l2. 3rr',,.., -р20итr, * 25uуt}:0. 
i

uхх *|3tt*o {2ttuo: Q. 3" t {. 2u*., *3u'ц * ,rlltl- CI.

u*к * |2u*o {27 uuy:0. 3. tE. Ltхх * |6u*u ф 4}tlu.y 
= 

0.

uхх*2Оu*oф75uoу:0, 3.I8. Il;т* 24ш'oф l08сr !-!!j:0"
ttхх *28uуу1' |47 ugу:a. 3.20. ltхх {32u'.и * |92rtou: Q.

uхх *36u"n ф243uу!}:0' 3.22. llt'' ф 28и* g * 49ll uu 
* CI.

3u**{32u'у*64aу!j:0, 3,2с' 27u'*ф 12u*u*tlgц:a,
48u*'* 16и, !J*Иуу:0l- 3.26. 75u*."$2Оa'.,-}- ttу,:Ф,
l0Bи,* *|24u*g*ИglJ:a. . 3.28. |47u*n-} 28lr' i,* unуu- $. i

|92u** ф32u*g * Ц!}!J:О. 3.s0. 1tt "* *\u'a_ tralj; 0.

2tt*"у {\u'o-3uuu_ 0.

4.t. Aи:0,0<r<l,
ulr*t:P2+P+1.

4.3. Дш:0,0<r<|,
u \r*t* 29. * 3V + 5.

{.5. Д'ш:0,0<r{3,
tt |,-з: 93.

а.7, tи:0,0-<t14,
&t':,-ц- 5Pз * 2,9 + 2.

tи:0,0<r{2,
u \r*z: {p2- W"

Aи.:0,0€r<2,
lt ir*z: qз + 5ср +7 ,

Дtz.-0, 0</"< l,
tt I,*t.* 3Ф*+ P -I_2.

Дrl:0, 0< r <2;
Ц l1,у;2.:4PР * 3ry + l.

4.2.

4.4.

4.6"

4,8.

88



4'9' Aeа:Ф,0' <r{l,
tt 'in*l,:.pЕ,

4,i[. tш--..CI, CI<r<l,
tI |,^t- 2гр:l _ 5сp *2'

4.t3. Agд:0, Ф< r<2,
t| |,*z_ 5.рэ - 2р + t '

4"l5. Aсlф0,0<r<3,
Ц tun*a: - q3 * 3P.

4'|7' Ьu:=ф, 0< r<2,
u |r*g,_ Фз _ 3сp + 4'

4'i9. tlд:0,0</<2,
t{|,*,z_ tФФ"r_2ср*l'

4'2|. Aи_0, 0<r< l,
,д t,*l 3q2 * 5{Р * 2'

4.23. Adа:0, Ф < r < 4,
tr|n*ц:qз-Ф,

4,25, All:0,0<r12,
ir*-g:- 4Ф,_3.},+ ['

4,2V" Atz:0,0<r<2,
tt |,r*z_ 5tРl - 9 *.'{,

4,29, A&:0, 0< r <2,
lt I,-z.:6гР2 * $ry + l.

4.З!. Ьu:s. Ф<r{3,
ш |,*в:_ _ 

Ф2 + 2лP'

4.il0. At;:0,0<r<2,
tx ir*z_ 3v* - {р -* [ '

4.!2. Aи:s,0<r<2,
tair*z_4фз_3p-{- l"

4. 14. A#:0,0<r<2,
Lt |,*l: 9t _ 5р '

4,ls. Aи:0,0<r<3,
Ц |,,*з

4.18, Aш:0,0<r<1,
tl ,,,*t== рз + 7P * 1"

4,20, Дll:0, 0<r< l,
|I 'i,.*t-.- 6P,1 * 5q + З.

4'22, Ьu*0,0<r{3,
u l,,*з: (Р2 * 2W.

4,24, Aш:0,0< r<|,
tu ir_t- 3ry, *2op *2.

4,28, All:0,0<r<1,
u l'*t

4'28. Aи:0, 0<r< l,
Ц i,r*t 6р2 * tр _ 2.

4.30. Aд:0n 0<r{4"
{t iу*ц: q* _ 4ry + 2.

*?



Y
u l,r:rlr: l, *lр:r: l.

5.6. lJ-т*. *. *" *,'|l2< r { l,r uglt : 
,;,F*tjo

It l' 

r_r/ r: 2, # lr=r: 
Q.

6.7. ,l"s{ ***, l <r€2'rЦ!;il:v *.ц.o,

II ''n *r: $, 'lrt;lr-r_ l'

6.8. Ltrх.t*tlуц:#*, l< r:a2,

tI \ у*; *2. 9^,' | : 0.L : j.' 
Оr l,:,

б.$. II.i.s *l- t| 
у lJ 

: , I 12< r,.s= t,

tu \ r_,i r: o, 
3,t;lr:r 

:0.

s.lo. и;rs-t- u!j!J*ffi,IPir{ t,

ш|,,:,l,: |, #|,:,,-Q.
:

5.! l. rJss ' 't'g , llz'i r *i l,з-tt,уу: 
|,.,} *tl\

u lr:rlr: A, # lr:, =-2,

6. 12, |lхх*u.,у:f#' l {r€3'

,l.*t- l, #lr:r:' 
g. c--

Е.l3. !J.1:,1 ';"*, l <ri3,'*u!Jу:Й'*у"

il |,r*т:0, 
3: l,:,: t.

6.t4. [J.т,v* Ц!]!]:ffi, l {Г =.= 31

u|,,:1.уl :l.r-r - 't 0r lr-3

5. I5. ils',.;* Цgg:ffi, l <r<3,

..: Ц |r-i_ l, #|,:,:,.
88
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.vрaBF{lr{[{я Гnу'ассФ[{а B ltr.[ар{Э-

lJяs* |Iuu* tlzz: XZo t < r *,2o
l1 |'у*L_- 0, Lt ,in*я- 1.

lt.tх*tltltN*rl,, _XZ, t < r 12*
I! !,у*t : l , |J iу_2-=- !'.

IJ,u,u* tt,lц*{x,o,:XZ, t < r €2l
tt'ir_.r*2, Ц|r-z_l'
t'.t.v* uу!,*l.!jg:}{Z, tr < l, 1,2q
u l,r*t- 3, tx I r*s- I .

ttхх*ut,у*ttr,...{,|, I12 <r { l,l
tI lr :t lr: I t I! lt -L: $'

tt.v.t * ll tlу* ttэ,: $|' I l2 <r d l r

"t!у :,l,:О, a Ir*э': CI.

tIхх * LtlJu+ {l13:$l, I 12 <r < l,
LI !,,:,l:: _ l, Ц |,l,-1._ _ [.

Llх.v * tI !j!J + |'!''* : XZl I 12 <r. { l,
L!7:,{,: - l, ш |,l,*1'- l.

t/;r.u * tlwц *|l1,:$2, 2 <r { 3,
u\n--g- =0, И |n*в:0,.

*{



6.t9. u,."$lr gg*t!z2:Х?, 21r 13, 6.20. u'""|uуу*|l:3::t?, 2 < г < 3,
u|,-2:Q, и !,-в: _ I. U|r.z: _ l, и i,*3:Q.

6"2|. u**}ttnu1.tt':ь:ХZ, 2 qrq3,' 6.22. u*.,{uцlt*|1zз=ХZ, 2<r <3,
u|,r-z:l, ш|"*3:J. u|,*z:l, tr!,*,:*3.

6.23. u'*{uog*u*:Xё, 2qr<3, 6"24. u*"{ugg*Il3:X?, 2<r<3,
Ц|,.z:0, il|"*з:4' uir.я:2, u|,-u:O.

6.26. tt'.'$uaу*u'j:хZ, 2qr<3, 6.26. u.*.'$uog*u27:ltZ, l <r<3,
a,|'r*z:|, u|,-,_ _2. u |,r-i: l, и !,*:1.

6.27. u**}ut1g*I|22:ХZ' l <r<3, 6.28. и',"фиuу*Цez:1с?, l <г<3,
u|',-t:O, &|r-B:|' ui".r:l, u\".в:О.

6.29. uу.'{ttuу*|lzз:ХZ, l <r<3' 6.s0. и.".*sиuу+u:E:хz, l <r<3,
il|r-ъ:_|' u|,4_|, u|7.1: |, u|,-5:_!.

G.3|. uуa}uoу*uzz:хZ, l <r<3,
ulra:2, ttlr.u:1'

3aдaч a 7. Нatтти фyлкцию, Удoв"IlетвopяЮщyЮ ts}IyтpII }ipугa
ypавtlеtlию Гeльмгoльцa и пpиниMающyю I{а гpaнице кpyгa 3aдaн.
нЬie 3нaЧeния (сr'I. гI. 3.3).

7.|. Ьu$hzu:a,0gr< l" 7.2. tu{k2tt:О,0<r< l,5,
tr lг*r : 25 sinЗ 9. tr |,-' ,5:24 sinз p.

т.3. tui-k2u:o, 0..-.<r<2, 7.4. ДuIklu:О, 0gr<!,5'
u |,*2:23 sinз 9. u |..2,5__22 sinзq.

7.3, Диf A:и:0, 0<r <20' 7.6. Ьa}k2u:o,0<r<3.
a,i,*2g:2l sinз 9. ,- u lr-s:20 sin39.

7,7, Ьu]-k2u:0, 0=<r<4, ?.8. ЬuJ-hzu:o,0<r< l5,
u\:r-ц: ig sin3q. u\,;ш: l8 sinз9.

7,s. Ьu}kэu:a, 0gr<3,5, 7.|0. Д'u{hzи:0' 0g'r<.t,5,
|,--s,l: 17 sin3 9. u 1,-.as:16 sin3 9.

7.||. Ьu]-h2u:0, 0<r<5, 7.|2. Ьu!hzu:О, 0gr<5,5,
u |r_ь: l5 sin3 9. tl|r*t'5:14 sinз rp.

7.|3.Д'u{hz4:0,0grq6,7.|4.tu{kz4:0,04r<6,5,
u 1r.ь: l3 sin3 9. u |,.*в,ь:12 sinв rр.

7,|5. Ьuakzи:0, 0<.r{7, 7.|6. tuakzи:0, 0<r <?,5,
u |,-l: l l sinз 9. u|,-z,: l0 siпз 9.

7.|7. Ьu{hzu:0, 0<r{8, 7.|8. Ьu{#и:0' 0<i'<8,5,
t, lr-в :9 sinз 9. & lr-в,ь: 8 sin B9.

7.l9. Ьu{h2u:0, 0<r<9, 7.20. Ьul-kzu,:a, 0gr q g,5,
tl |'-o: 7 sinз 9. il ],-9'5: 6 glnз 9.

7'2|, Ьu*k2u:0,0gr< l0, 7.22. ЬuJ-hlu:o, o{r< l0,5,
и |г-rо : 5 sinз T. 

'r 
]r-rо,ь :4 sinз P.

i,2.23, Ьu}k2u:0,0<r<ll, 7.24. Ьuflkza:O, 0{rq ll,5,
tz ]r-rr: 3 siпз 9. 4 |д-i1,5 : ! ginз 9.

7.23. Ьu*k?tt:0' 0-<r< l2, 7,2в. t,ct,}hza:o,0grq l2,5,
;r.l.z:sinз9. t,l |7.12'6:$.gjдз9.

gl'''



q*_ 
.{\

7'27, All-}ifuэ/,:0, 0<rq l3,

t! i'r .13:5 siгtr q.
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