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B сТУI]

Poзвlггoк продyкпrвIr}ш сltл сyсtrirьgt.Bа Е сy{aсн}Г^ p}tti-
кoвI'( yЧов.lх висyвar па пepший IUIatI Задаl{l tlрttfiняrтя
piшeнь lrа пLтстaвi якiсногo по;rimrtенrrя iЦ.IEtкa'пtвнtrго IIЛa.
ЕryBaн I{Я' pозpoб ки в иpoб н ин шx lrpoгpa }tr, сe pедri I,с,{-_T,рo кo srrх
пpoгнoзiв фytt lоtior rУв aНfl я яK o Kp€ l{ lo( гoсПo,IIа pсЬrбlх oб' € к.
'гiв, тaк i нapoдrroгo гoсI.loдаpсlва в uilo:rrу' ()сновItа yвага
кeрiвникiв виpобниlггва, IttellеДжepiв' прairiвниgu gKOi1оъriн.

них opгaнiв пoBиIl}tа бyru спpямoBанa lta pаttiirна-rьtIе тa
ефекгивне Bикopllстaння I{aT€piа-'IьнlD(' .Ipyдoвих' фilrаtrсо-
в}D(, пpиpo.trtlllх ft iIIuIиx рсypсiв. yсyнrнн,l Tа сKoроЧeння
ни3ьKooКyПtlих BIfгpаT t aс}lПIyв.l}lь' щo с гoлol}}iolo y]lloBоЮ
пpибyгкoвосгi та кoнкyре rпoс промolсroстi,

C}^laсrli y]\{oв!r вlrpoбtlllttтва пpoлyкr1ii в рiзrlшx га..ly.tю( нa
piвнi оtgемID( IIiДтIpисltlсTв' а TаKo)к Hа вt{lцоr{y маtФоеко.
}Iо мiч}Iolrly рiвrr i сyпpо вO,I,ITься н apц--Тa ючtl lt{f i I rфоp мaшiй-
ними течiямlt, якi tlа/цoд.я.lъ 'цo ек<lк<rмiчнюк й упраштiнсьюrх
oplaltiв. Piзкo зpoстас кiлькiсть опepaшй utoло пeрщбюt
iнфоpма п ii, н с oбхiдл oi .&тtя IIo I шyку на flкpaш-шж ( rr гrпrrta.;rън lrх)
ва piarrтiв pозвtfткy в иpоб н lrrггrи fI пpп йr rrггя p i t t tе н ь'

Poзгдянeмo яI( I|pиlo'Iaд rtаl"rпpoстiury зaдaчy, яка I]о,-U{гaе
в ltpикpitшеIпti 30 спo>rq{вaч,iв якогQсь вllдy пpoдvкru, шo
сПo)с{BaК)тЬ oJIIry y}toв}ry ()Jl.tttt}li{к) пpoлyюril кoхrrий' дo liв()x
заBодiв-в}ltryтrэвlкlва.tiв, oЛи}l з якrп вlrpо6ляс 20, a дрl,l.ltli _
l0 oдиниць utсi пpoлyсru.

Poзpaхyнкlt свL'{чaTЬ, lrlo с б.'tизькo 5 мLrьЁtоltiв piзгtlя
ваpiarггiв тaкolo tIpикpilrtенt|Я, Пpll цю}ly мolс.lивiстr' пpи.
lqlirьreння якoгo.нeбy.ш iз сltoxивачiв дo шох завоДrв oдtlt"l-
чaснo BtrlсIIочa€тЬся' У ttpoтивнoмy paзi кLтькiстъ рl]нrl\
ваpiarrгiв бy.uе шrе бLlьlrloю. Яюпo пербиpатll ui ваpiаrпll iз
rшвllдкlстК) oднoгo BaplalTTа 3a хRI,L'IIIнy' т1) ДUl зaaeрillellilя
пoдiбнoгo пеpебopy rruгpiбrro бyлo б l0 pокiв.

Iз збi-'llьпteнrrям кLrькoсгi спoхо-rrвчiв дo 50, a псrг-vxqtrcтi
завoдiв вiдrrсlвiдrlo до 30 й 20 о;шtниць JLt,l ЗаtsерllI{rlltl;l tl(.ре-
борy всLx варiангiв пpltкpilI,rення (.l тiсю сaМoю шtвrurкjсl.кl
rlеpсбopy) .rpсба вxe блlrзько ста мLтьЙoнiв pокв

Таким ч lt}IOм, Itоurук rtaЙкpaшorю ( оrпlrrtа,"lr'нorc)) Пла !i Y
(ваpiarrта) просТим пeреб<lpом i пopiвllяltня tsсiх ltо>lс.IlIвill
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шIalliв gIас BKpa}.! нr[ioс!!.Iьtloю зlапаllеK)' пpи l{ЬO}fy не tspахо
вуегься .Il)й фaKг, uto rtа скЛaПанltя oдltOR) BapiаtITа fL]aн'
тaкох( вr,пpачarтЬся Дrхе багaто нaсy.

Be;iику JIoПoNlotY лкr,iцrнi тrlIep ,гI,ш сIc]&qпIо( o6чис-'тeнl
lloдaК)TЬ eJrеKlpоrtнo.oб.шс.rювальrri маlrгиrш, сrlрortoжнi з;
кLпька xBl.l-lиЕt або rодIrн здiltсrllгпl ptбсrry,.ILlЯ B!{Кo}Iaння Якo
лЮдиНi потpiбнi бyли б pоюl llpoтr' ruо6 скoplrстаTися пoс,ry.
Лaillи ТaюФ( I\{aшtltн' tlеoбxiшtо вмiги фpм-vлIoBa.fи lЕхIriкo.
еконoмiчtri ПoказIlиKtt в pоrв'язyванil.i lrдaчi y виi"'r&ri тих vl
iнruиx Мa]Емa'I.tГlrlllx зit-цеxlloс-Теli' 

.l.ак 
Bl{}I}l!сIa пoтpeба впpо.

BаJDкеtt IIя ]rtаTемaT}It| н lrx lteтoдiв в екoнos,t iч tl i pозpaхуl I кrr,

Б1pхлlrвий poзв}fгoK еконoмiчнolo )alTTя сусrriлlсгьr f
екoнoмiчнoi наyкl'l сПplfirпlив y сBоIo чrpry зaсТосytsjttlltЯ
}loвI,D( мeтoдiв y матвмa.пшti, Bш*д<.пa Iroва laлy]ь мaTе]r'aTик}r _
дiн iltне rlpotpaмyван}lя, 3а .tlolloмoгolo якoгo дoсл iдlкFсrrr*:я
3aдad, rцо !{aIоTъ hlнorкиIly poзB'язкiв, 3 яlоD( тpeбir вltбpа.iтl
orrгrшальний.

Пpoгpа м1,ва tI IIям Taкy гa.ilyзь oбчислe н rrя нaзиBа rотЬ т(,|t{y'
ц{сl Bolla дас в кo)GIoму KoнкpeTноltfy випaдКy (Пporpамy дlй})
для пoбyДoв!{ olтп{r\{а-ltt*1oгo poзв'язкy, а лiнiriним .rЮь{y, lIIо
прOгpaмyBа I{IIя oПеpy€ 3а.цaч aми' в,{tсD( ро 3 г.тrя-Пa КlТьс я тLтькl
дiнiЙнi за,TеxrroсTi.

ГIpаuя <Мaтемaтичrii методи opганiзашii i rutarгyвання ви-
робншшгва> видaтнoго I{aTеNtат}rка aкaд. Л. B. I(аrrгорови.ra,
orryблiкoванa в 1939 p., бyлa пepшoro в гaryзi лiкiйrloго rlpог-
pa]vryв{r нrrя' в якiЙ pозв'язaнo задaчy Iшa}IyB:l нrи зilBаtIт,Dкe Iffш
в€pстаTiB. Тalt xе пOказaнo, u{o pозpоблений м€тoд пpI{lIаTtIЕй
i ,ъrя pозв'язaння тpанспopпloi 3aдaчi.

Дpyго'o BillО:Iивolo зaдaчею' ,lLT poзв'язaв Л B. Kаrrгорoвrз
y ttrсrгi <I1р пещмilцеtl}lя маоl ( 1942 p ), бyла 3aдaчa сKтta,шlнIш
olтгимальIloгo II,]Iанy пepев€]енЕUl o.tшopi.tгloго BalrПiхqv.

Heзaлехсrо вiд rцo( IIрaць тparrспopma 3адачa бyлa пoя.aв.
Ленa B l94l p Хiчкoкoм (сiПA) i впo.пальrшoмуBдеякllх
Пparшx сrгpимаЛa нaзвy <з.lдача Хiчкoка'r.

oсoб,циво iнrенсивно Пoчfuтrи зaймaтися лiнiЙншl пpoгpa-
м}:вaнHям i застoсyванням йoго в piзнoмaнiТIlкх III{TaнЕЯ,ч
екoнoмitоr, пoчиItaючи з дpyrоi IIoJoBl{Ilи 40-х pокiв. У |941*
l94tt pp. Дx. Дaнциг (сш]A) pозpoбив yнiвеpсальнкй ме.rод
pо3B' Язyш н}Ut екgгре м.L'Iьнlоt .il iн iйrrrп :задaн, я lоtfi вi t t t ta з вав
<сим[I,]IеKс мrToдoм))' У настyпнi poкrl i 'Д(yгеrlеp лiнiйпe пpог-
pаМyвilншI бypx,'lиво poзвllBасТься lJ'являсlъся без.пiv шраrtь,
rtp,,lс BяtIе ню( po зpoб rri тro peтш{Irю( пц>б.reм лiн iйнoго щю г-
palt{yванtul i пlпallь ПpакTTlll}loго ]асTOс}lваrtня fiorо в pillt}tх
raЛy3ю( сKolloмrкlt.

МатематичtIi метrэди в екoнoмiчнlц дoсrutxeнtulх застo-
сODyклъ етaпамll' 3 яIоo( видl-rиlto oснoвru'



l ) пoсгаrIoвкa ]aдачi;

2) ви знaчelцrя rIeoбхirпrи,х B}IхiJIнID( Дaних. Матеt'tатlтчна
нayка Bи}{aга€ Tтtч]trэго фоpмyлroваrпtя IIочa.lкoBшr рIoв i
шlастивoстеii явtrшl, якi вlтвчакrгrюя. I-{e € I{оIIеp€]Цl}ою пеpсд.
yu oaoю,l,rя lю iх IlастvTItt I Dt фpма,ъtl lп м аTе маT}Гl tl }lх поГl у.
дов. l1<rpушrеtlltя lltюго прrrlrliиrтy llpl{'rводrrгь Дo rloми,Ткових
вrrснoвкiв, в як}tх матсмaтиКa ЯKLIaуК.a сartla tto сo6i. Гrезуъroв.
tto, ItеBttнIia' Brrдатrrиii е кoнorriст. мal!маl.'IK aкдд' B, C' Нем-
Ч}tt{oв 3 t{Ього пpl{Boд.v поpiвrtяв матeмаТикy з rlлином, якиil
нe мoxе 3\{o".IOТIl гaplt()Io пlшelllгlltolo бopоrшнa, якrцo liolо
пpl{,vусrпll мoЛOтtl rtaсirrrrя бyp' яltЬ ;

J) матемaтrtvнe фopмy:lкrваItня зaдaчi' Ila цiй стадii вlтхi.гuri
дaнi та невИoмi вeличIl}Iи Пo.ПaЮTЬсЯ y виг.тядi pшllянь i
нeрiвlIoстей Заl.а-,Iьна мета .,Лачi сТaс l(plrTepiсм otrпtмalь-
ностi i B}ipаxаеться як tleвI{a фyнкцiя IIевL'Io\{l!\ в€,lич}tlt, lL'Lя
якoi вiдшгyкygгься ttайбL,tьшtе абo нaй}rенше ]начeIlBя ;

4) pозв'язаttttя зaдачi й aнaliз зj{OбyГttx щзу,rьтaтiв'
У ltсlсiбникy oПt{санo i lloсrав'rено дeякi тЕ)orixo-екoltо.

мiчнi задачi l"t rltlкаэанo, ltto poзв'язання'IaКих зilлач 3вoдиТ}4я
дo po3в' я ]аtl^Ilя за,lач лiн iйl l oго tlpо гpa мyBаtlня тa eкo ttо мlч нoi
ltIтерпpeтацш Lx'



IIас'lltuнu I
ЛlHlЙнд AЛгЕБPA

Poзdiл I
Bи3I{AЧ}IиKи

$ l. Bизнaчнllки /lрyгoгo й тpeтьoгo
поpялкiв

Bченrrя пpo BизнaЧIIлLKII B|t11|.|}.Цo B Зв'я]ц, з gюзв,яЗ}Eаrr-
IUIм систем лiнifuilrх piзrrяlь, тобто сиclt'}{ pЬriянь пеr,.}lIIOгo
сlвIlеttя. Зaвl(aння IIoЛJIIа,lo B тo},fy, utсrб вLтщхати заIz,чьнi
Bирaзи .цЛя 3IIaче}tь невLцortlot, якi Лl,ioво.]ьняютЬ ]a]aнy
сис1вl{у лirtiйrt ю< piзlшtrь'

3llaitлеьtо I] зitгilЛьtloмy вlа-.тш;ti Рсlt].я j(]к сисТе\{и .fвoх
лittililr юr р iвttяltь 3 jltsoМa lteвi.зoltrlltи,

11вtэ/iом<l тaкi ltoзнaIIеIt}lя. K<lхrlе ttсtli.loyе пoЗнaчимo
oдlтiсlо Й .гiс:ю сaМoЮ буxrlокl х:l ilulс.ксov B}lи]}'. ll{o oзHaЧaс
пoМсp невiJ.lоrtого. Ktlхс.It з кoeфi-тtiсltтiв lтpи tiевiJоrtlоr по3-
lla({и!t|() бyкlкlю 4 3 дBомa iitдексarlи BItи]у' Пеpl;иri шдекс
o3llaЧaс }lo]l{еp piлttяltня, яп(e rliсt.lriъ дaниft кoефiltiсrп, а
цpyl]{Й * Hoмсp rIевiдоlroгo, IIри якo\f\, вiн gгоiть KохсtкЙ
з вitьlтlоl членЬ IIOзна{l,tм() б-rквокl D з irшексo}{ Btlи]v, t]lo
03Iiallас Ilol\,tсp рiвttяtIrш. Така сисrе}Йl IIo3}{аЧеrъ осф,циlxl
зtrryчIra mдi, кtlлн невiДоьrих i piвitяltь бaгато'

Сист'ему' двох лiнiйнrrх piвttяttЬ З jlво\{a невL.lоrtими
заIIиI-lIе]\{o y вltглядi

сlпх|+ а,,;' = b, ,

а2Iх1+ аz{t = bl .

(1 l)

Систеirtу ( l. 1) рoзв.юкrнo ме"Ioдo]l{ виIсцЮЧення невiДo.
rrиx. ILпя цьоlо ll0lt{tto)igЬ{o Ilеpшlе piвttяttttя IIa aт, a Дp-!lЕ _
Ila сl?, lliсrrя чoго вiдtrirtемо вш llеpruого piвlйttня дрylt.
Дiста.йеrrо

(atP'l:. Qtzъzr 1 х, = b,а,, _ а,zb-



Aналогiчltо

(.аtчzz - atza2t ) \ = at,b, _ b,а,, .

Якiцо auazt_atэall# 0, Тo, Ilo/liлиBulи нa цеlt Bиpa} дBtt
rrс.t'аtt rti piвl tя tlllя, .иaTI,L\tе}{o

С(юрьtу"ltкх:.'viо ПрaвиЛo, fa яKи}f з кшфiцiсttтi.в сl{сTЕми
(l. 1) t'loхсtа ,'иIТисa]и ЗIIaмсfltIики виpaзiв (l.2).

C к"лaДе rtо тaблиrЦо ксlе фir дiс птiз пp и t te вiдollrо<:

att an
aэ't azz .

L{ю табпtuю IIaзивaЮ.гь мaТpl{цею ДpшCIlю IIopЯJIKy, a

Числa otl, o|2, d'L, G22 
- 

ii елемоtПaми.

,! Означе.нltя
I}иpaз ottQzz- аnа2| нaзИBaуJтЪ вuЗItсtцнЦKo'\r dp),zozo tto-

p я dк },. с IсIа /Tе lt I{!{ JUш кtsaДраr'i lоi llaтpш ti

bror, - {rrrb,
Y - -i-----=-i-, а|La22_ aL2oтt.

Kим lll{нo},l,

I

iatt аtz
I

| 0t, a'
l"

а, ,b" - b,a,,
. аl'tЧz- at2а2t

(1.2)

Та

- AttAzZ' Atzazt

rIислa 4||, a|2, a2t, a27 нaзI{BaItrгЬ е/lел.tенm&uu вuЗtlачнuксl.
N,ltto>юrllи елеt.lеttтiв ] o/ulaк()Bим IIеpIII}LV ill,цексoм ltа.

]ш}aЮTЬ pяdкаllu, а з oднaKoви]!{ дpyП{.\r iцдексоrt - 
сmoвп-

ц я-.,| u B|4 JIIaЧI Iика, .ПcбТo сЛе \{с I ITи . цlзltiшte ll i IIa гoри к)IITа -

лЯх, yl.вopюк}ТЬ pяltKи. а lla RеpгикаJrях 
-стовrп{i 

ви]IIаtlIIи-
ка. llеptшт}t irцекс еJIеII{еI'IT"a oзнaи€ нoмep p'Uu<а, a irpуlrrii _
IIo\{rр сТoBпI1я, I{a IIсре.I.и]li яюrх ,Te}с{TЬ елe:{енТ. .Цiагoнaль,
IIрot}сJIеI{y 3 JIIIюI.O Bepхtlьогo Кyla .цo пpaвoгo lIlDKгIьоIo'
l{аl}ttsаЮlъ Zo.1oвнoю diаеoнаuю, а Лiаl'ol{aЛЬ, ПpоIrеj]еtty З I]рa-
tsol.O liсрxllЬогО Кyla ltо ;riвоl'о llи)сIъoгo _ tlобiчнoю Оia-
еol|а-'l.1ю,

;lобlrк.и a,,а', \ - atzazt }Iа]иBaFJТЬ .L,tе|lсL|'tl ItиЗIlaчttика'



Пеplштй члe}I BI,lЗнarIIlика доpiвttlос лобyп<у eлеvеlrti.B,
Frзltirценl.tx нa головнiЙ дiагоналi, a лpутиii .i.lеlt Jоpiз}lюс
лобуrкy елеrtеttтiв tlобiчrtоi.ц'iaгoнaгri' BЗяlo}o,, З IIpoТlLlе)'lg{и.]u
зllaKoh,{.

oтхе' l!.
|а;' ll,. l

I_" '," | = a,,a,,- e,,elr.Wt а2>.l || lJ |Z

Згiдrio 3 oз}Iачe}Iняlи Bизtlач}Iика ЧисeЛЬники вi{paЗiз (1'2)
}'o)i.нa 3:lтТисaTи Taк:

t.
|D 

t alэ

lD, arrt'
To.lli фoрмyли (1.2) нaбиpaшгь BиIлЯД}4

|o, o,, ! |,,, а, 
I

',= 
lo,_!,,L , 

'= 
|эl !э| .

lo,, o,, ] lo,, o,, 
I

|ozl, aэl l l 
al an|

Bизнашпrк |:у :: !, .*,^л.,oat з кoефпriегггiв IIpи нe.
|аzl Фl 

'

(1.3)

(l 4)

вi/lомlо<, lloз}Iaчи}to бyквсю 6, нaзtшaтиrtelto liогo Zolo*t||lJ|!
aбo пpoсrю вuънвчItuкoм cuсmемu; два iнrrдо< визнaч}Iика пoз-
наrlиllfo вiдпoвiдно 6l i 62.

т.oдi tt'opt'rУли (l.3) запlплеNlo y виrлядi
ut u)

х' =+. x. = t'.tu,zo

oтжe, Дotsе.цснo 1"к 3sаIIy Tеоpeмy (trpaви.ro) Kpаrtеpa

'a-T"to
е rrt a (пpави.ro) Крмера

Якщo ви3}Iaцник сисTе}{и 6 :вoх -rлtrfiнrоl
]PЬняrть 3 .i{вoil{a яевiдoмими (l-i) не :opш-гltос
. гIyлю. To lI'я системa }ис сдlшldt poзв,язок. Iloгo
l визllaчaкугь за фpмy.r-ЕМи (l.4), знartеriн}{ка}t].l
як}D( € ltl.iзнai{Itик систeми 6, а чисе.ъrпп<а\o{ _
Bиз}IaIIIIиKи Бl i Б:, що ytъopЮкrГься З виlIIaЧ.
никa системи зaмilloю сToBIТlш з кoефurtсгпш
Пpи Ilryкaн<llry ttевiДомoМу сТoвITЦем з вLтьrоск

. ЧЛеriш.



Hиxче бyде пoкaза}Io, lцo пpaвилo Kpaмеpа, BиBrдeне lUIя
сисTеlt{ двох лittiйниx pLвняrIЬ З ]Iв.оl{a rlевiдоrrrДfl{, Bикo-
}ryсться ulя буlь-якoi сис-геми n лiнiйlгlос piзн.*tь з z певi-
JIомиt{и.

Aналoгiчгtо BBr/trмo IIoIlJtгTя Bиз}Iaч}II{кa TprтьоIo Пopяjllсy'

! oзнaцення
IJ изнa.гником тpеT}юго IIopяДIry' с кlиДе ни]vt .ц/!я кзiul-
paтноi матplтЦi,

cп dtl atl
azt 42z' 4zз

aзl olz oзl'

нa3иBaсTI,ся rlисЛo' Il{o дoрi!}ilo€ a:шебparuнiй сyt'ti

a t'ta zlaзз* а.Jp \?с| B+ d nЧэal l- 4 зЧzaз t- а?p L2а л_ а'2аъсl ш'

Ii пoзнaчакпь

lo,, o,, o'
|аzt 

a,, o,,

|аl 
аэl взз

oткe, 
I

lo,,
|а.'

l,;,

atz att
azz Czэ

alz. aзз
= dttdl,l,aзз + а2p'2сl Lз +

+ аnа2'а'' - сlBсl22сl1L- сInа2{\! -. а2зсlnап .

Пoняггя е.lleмо trгiв, ЧлrнiB, pяДкiл' стoвгп{Ь, дiаrоналей,
вве/iенi .II,JIя BизIlaчнш<Ь дpyгoгo IIopяJtKy, спpaBeдJIиBi' t\ urя
RизпaчникlB тprтъогo пopяДry.

B изнa.rнlд<и .Ipеl'Iюгo ПOpя'llkT
мо)GIa об.rислtоваTи зa пpaBилoм,
якe нa:]иваrтъ.я rТpaвrdтIoм тpl,пq.г-
никiв (pис. 1.l):

lort 
o' ou

| Ь, a,, o",

l;,', ;,', ;,',

lt

= а|'а22а'r + сl2|ауa\ +

Рис



* dtzdzlaзl- сlBаzzсI3|_ a1:6:lQ,t - с..6..jii ,

Тpи пeprшi ЧJIеIIи tsиз}laчника тpеl.IюГo liopя.lЦ с .rсбyr-
,кa\il,I сЛсlt,frнтiв. pозмilItсIIих Ilа I()..IotiHшi.lilil'r{Э.ll ia1уa2p11)'
I.! елемеrПiл. pозмiше}I}D( у BеpЦIинaХ J-Ld\ plB}Ioбс:tщних
трик}тIIикiв' осноBи,ll{lfi Пapale.TЪHl t]*tir)вншt :tагсlнaлi
(а2'а32а'1 i а',ауа',).'Гpи itttшi tUIе Hи €,'ioб}ткаllи е.lе }{е н l : Ь ;' с.. : lt.lJ .. 

iаt o i tа.цi,
в3яТI{lv{и з IIp0тиЛехGI}I\{ знaкo\{ (d.rс..C..;' i.l с']g\fЁtГТlл. pоЗ-
N{i]цe них у lrrp шIиIIaх рi вlroбе,rl ре H Их ql ii 111-. rl:iз' с{ i{oBи яKих
ltapzurелr,нi ltoбiчнifi /tjагонaпt (a,.а..с.'.' , i:.,]--С^. ]

Пpиьпaл.

=2 5 l+3 r-3 :-

+l (-l) 2-l ) -'l . I I - r-1r

€ щe it ilrrItе прaвиЛo oбчисЛеI{}tя i;}{]i{a.{.]хrB ТреТъогo
пOpц,ilkT, якe }taзивa|gтъ npавIL|loм Сappюсс За =зt пpаBилo]!{
скЛa/ча I0тъ .laбЛ}tцIо, /'UL'I якoj oб числкriоть B И ] 1]i -{flХ' C пpaва
/lО IIсi jlolТисyк)ТЬ rша пеpuji стoвIIш1. B о.HtrзHl,Ii ]"бJП{ril
пpoIю/UITЬ гoлoвIry дiагoнаltь i ;шi гrpвrti. i* пара-rе.]ЬIri' щo
I]rprТи}IaЮ.Iъ llo lpи еJIе]\{eнTи. f,oбуткjt r..lс\{сj-::LB. poз},i-

uleню( Ila ]a3iiaЧенi|( ТpiЮХ прa-
\o,, \.. \,,, "{ .I Ьfla] € тpЬО\{a цgPщ.пci Llе}Йми

\ -'.1 ,'.\ ,,.. ,'_,, Bи]нaЧникa Шоб oбчислити
\',\,\,, Tри ittlttt Ч.lе}iи B}{lt{aЧHика'

Ql -at' ,a2J ,Izt' dэ: IIpoB0llягЬ IIoбiЧi{} ]ialo}raль i
,, х х \ дйi пpямi, iЙ пaparе.ънi. нa якиx

o!, "tr \; \,, ',,, poзмiIцеIIo IIo тpи е.1е}{е}iти. ,цo.
,, /, ,, -\ \ \ бyгки цI{х е.-Iе}{егtТiB беpyгЬ 3

o'.,., + + 
Ж;rТ#*Ы,:^,ъ"#.*:}:Ч;
pvс.7.z.

Taюdt сatvfl{й pезyлЬтаT маTl{vrr.{o й.trr/Ц, кo-тtи ]lo oснoвноi
таблrдri дoIТиIшемo зttизy .lша пеpшri pядIОl i вlо<oнaс rto тi сaмi
.цii, rцo Й y пеpшtомy Bиrвдкy.

Poзг.пяrryвшIи BизнaЧниK ТpстьOI 0 Пopя,]к}.

lzllr s
l; _1

I

-l
I

5

!o,, o,, o,,
'1 а,, а,, а,,

l;,', ;,-, ;,',

l0



Doби}loтaKitsиснoBки:
l. Bизнa.пrкк lpе.гl,ФIo IlopядКy сIсTадaеться 3 шirсти

членiз (додaшкiз).
2. Кoxeн rLтеlI € добyгкоlt lpt,оХ елемеtггЬ Bи]ltaчIIи]<а'

3. Елc}'lelгги кo)кIloгo ЧЛe}Iа беpylъ з piзних pяJIкiB i
стuвlтцiв.
tIисло елемеrrгiз у кO)кllо}fy .ulенi визнaЧника .цo-

piвtrюс ч}IсJry pшrкiз (стовгпtiз). С}гxе, ко>lofl{Й .Utен
BизIlaч}II{ка с дoбyп<ом елеМентiл, B]яl]д( по o/tltot"ly i
тi;ьlоt гIo oДlo]vlу 3 кo)к}loгo pяДка i ко>lсtoгo сToBITц,t.
Пеptш нix нaвестl4 oзI{aчен}Iя визнaчIIикa п-I0 пopядкy
в зaгaJlьlto]vr}' BиI.лЯ.цi' rx) зi.Jlя}Iе I\{<l деякi допoмiяоri пtt-
I1яI'г,I.

$ 2. Перeстаttoвкt,I

Poзг;rянемo /? Ilеpllflл( }IaтypaлЬнI!( Чисeл I' 2, з, ... ' n.
3aгппtIемo цi числa в бyдь.lп<о:rty пopяДry

01, o!, ,.. ' 0n, (l s)

Tyt.uисла 0i,02,...,0n с тi сaмi чl{слa |,2, .'., n, aJLe

зaIIисанi, Мoхливo, в iншloмy ПopяДкy.

I oзначення
Бyдь.яке pозмir.ldетrrrя чисел L,2, '.., n }IaзиBaсrъся iх
IIepесTaIloBKоЮ.

З кypсy еJlеl\,tенТapноi алгебpи вii{оll<l, Що Чис;I<r всiх.
рiзнlос IIеprсTa}IoBoк 3 ,? rIисеЛ I,2, ,.., и ,цopiBrllo€ n!

i Пpи IIIю}ry poзмiшlення чисел I, 2, ..., ll ts ПopядKT

' iхнього зpосTal{ня с ТaкOx оДriею з пеpeстaнoвок.

Poзгrr.пlемo лoвi.lьнy llepeстaнoвKy (l 5) Bибермо в нiй
ДBа чисЛa tr, i 0, . Якrцо в шilt пeрсгaновцi бiльrше З Чисел o,
i с, pозrtiЩенo з:rirи вiд мeншогo (бiльrше пеpe/ryс менrшомy),
To ка)ю/ТI,' Iцо чисЛa 0,. i 0., yгBopюК}TЬ iнвеpciю (тtopyшreвня).
У пpoтrтвнoм1, paзi Числa o,' i сr, iнвещii не yгворюrсrгь. Taк, y
пеprсTaнoвIlr з, 2, l, 4 ittвеpсii yгвopюкrть паpи Чисел 3 i 2, 3

i l,2i 1,аrиpичисеЛзl4,2 i4, l i4 irtвещiйнеyiвopюЮlЪ.
Знaltдемо 0]}rаку ttaявнoстi iнвeщii ltiх числaIrоt 0, i 0-. у

IIеpесTаIIoBцi (l.5). ПpиrryстиtnlO, 1llo ЧисЛa 0' i 0, yгвopюЮть

П



iilвеpсiхl. Яюцо с'i > 0, , 1ю i <7' Якrшo с', < G] , Тo i'-i (це
oз}IaЧас' lЦo Ii llерсgmltовцi (l.5) бi.'ьtur чисЛo пepеjг-v€ Mrн*
шtоrгy). B oбtrх BиТi'ljlкаx рiзlтицi с'i- 0r тa i- j мaЮтЬ IIpо.
ти.ltе>клi зtlaки. (Л)<е, rrкrцo мix чисЛa\{и с, i п, с iнвеpсiя, то
tsикo}tyt]Tъся неpiвrIiстъ (a' * gl (j_"l) < 0 .

Якшtо чI{сЛa 0', i o', Hr yгBOpЮIсгь iнверi]о, тo piзlrш1i
0, _ 0l i i *7 мaютЬ oдIикoвi зIIaки i|,a,- a, {i - j > 0. oгхе, за
зIlакo}vl дoбyгКy (с',- 0,) (i _7) мо>tсta pобrги BиснOBOк IIpo
нaявrriсть iнверсii мix чис.пa.vи o', i с,. Пoзначlдio чrrслo всн
iнверiй Y Перестаtlовцi (l.5) vерз 1(с,, Ч,..., п'). Hаttpи.
кЛall, IIJIя rlrpес.I?lltoвюI 3,2, l, 4 тислo I (з,2, l. 4) = 3, a 1ця
пrprстanоBlоl 2, 4,3, l 'гислo I (2, 4' 3. i; = 4

'!, oзнацеttltя
li -,
l lleресTанoI]Ka сt1, 0!' .., , 0, нaзиваeтъ.я пapнoю' якlцo

!l vислo I (a,, \, ..' , сr,) Пapне' Яюlrо числo I (o,, U.z'

l '.., o') нrIиpIIе, To пеpесTaI{oвка сll. Ч, ..., 0q нa3и-

! васться ltе]IарнoЮ.

Напplпс.пilл' пеprстaнoвка 3, 2' |,4 }IеIЕtpнa, а пеpесТаtloB-
К,a 2, 4,3, l паpнa.

Подaмо oЗ}IaKy парlroстi IIеpестаl{oBrО{, Poзглянемo в
пepесТaНoBцi всi мoх;rиni Пapи чисеЛ o. i a' . Такrд Пap €

стiJtьки, скi:шки сIIoJryк l{oхGIа сю'Iасти з Числa n пo 2, тoбто
^, n(n-I)
С: = j.i. CклaДемо Добуrюк , =,x (с, - с', ik - ll. Cим-

вoл (kl ) oзItarlaе, що в Дaнlй добщoк вxoд5lть }{нo)tclнIо{ Bl{дy
[(сt- 0,) (k- |)|, якi вiдповЦaшть yсiм мolютrвI{r{ паpатv,

ЧисeJI k i l з пеpсстaнoB}с{ (l.5)' Bизнaчrr.vo знaк лoбуткy P.
Як вiдoмо, Числa п* i о, yгBopюютъ iнвeщiю тot'i, кo.тDl

l(с* * с, ) (k _ l)l < 0. Тoмy в добyп<y П числo вiд'еlдrю< мнo)к-
никiв l(o. - 0, ) (k - I )| тtlнно дopiзнloс I (o,, o,, '.. , o'). oгxl,
якlt(o чисIIo I(a,, \, '.. ' 0n) tt'lp}lе' тo P ) 0, a яrсцo чисJIo
I (a,, az'..., 0n) нrП;tplle, тo P ( 0, тoffгo з знaкoм P мохсra
BraнaЧиTи гвpнiсtъ пrресTaIIoвкIr

Haпpик;laл, дJUI пеpестаItoBКи з, 2, |, 4 rисмo o', = 3,

Ч =2, o! = l, сlr = 4. Тo,l.i

P_ ((gс * сЬ) (4 _ 3)) ((ol _ ч) ( _2)) ((01- ol) (4 _ l)) Х

x ((oз - a) (2 - l)) ((ol _ o') (3 - l)) ((% _ o,'; (2 - l)) =

l2



=((4- l) (4- 3)) ((4 - 2), 2)((4- 3) . 3) x

x((l-2) l)((1-3) 2)((2-3) l)<0.

Pозглпtемo IIеpeсTанoBКy (1.5) Помiняемо в }riй il,{iсцfl{и
числa 0', i o-, ' збepiтtши всi iнlшi числa rra свош мiсI.lю<,

.Цiстaнемо }roвy Пеpестaнoвкy

С[1, 0!, ..., 0,-l' 0l, 0,. |, ..., 0.i-lr o,, o1*1, ..., 0,.

Ця o пеpaцiя нa зиBa€Tъс Я' mP Ф ! c пo Зu4 iсю. C грaве.tIJIивr Ta кr
тBrp.ЩGtIIш.

'( Teopена )

I

I

1 Бyдь-якa тpairспoзицiя IIrреBoдитъ Пapнy

[ пеpеста}IoBКy B rreпapкyt а lIепеpеста}IoBкy B rreпapкyt а }Iепap}ry - B lтapн-v.

lo,, n,, o'
|а,, а.,, а',
t'^
|аl аlz аlз

= аI|а22сlл + alzёэзIlt+ а0сI^r:'2-

Пepевipимo сфоpмyлъовaн}' тЕoре}ry Eа пpикладi, Hexаs
зaДal{o ПepесTa}IoBlT 5, 4, |, з,2' Мaelиo ,r (5, 4, 1, 3, 2) : 8,

тобто зa.цa}ta ПepестalloBкa пapна' Помiняемo мiсЦmи два
бyш-якi чисJEl, нalrpиклaД 4 i 2, тобm Bt{кo}Iar]v{o oд}ry тpaН*
сiroзшrfuo. liстarreмЬ пrpeстaнOBKУ 5,2, |, 3,4. Tщ .l (5, 2. l,
З' 4) = 5" oDке, пеpeсTаI{oвка з пapнoi 3a дoIIоМoг0ю одцiсi
,гpанспoзицii trepеЙrшла B нrпapнy.

$ 3. BизнaчнItкl{ ,l.гo lropядl(y тa iхfli влaстивостi

Poзгляrнeмо Bиз}Iaч}Iик Tpelъогo пoря.Illry,

- сlBа22с\|- аnс.2Lсцэ_ сI11a2]сln '

Члени BизЕaЧника 3allисaнo faк' шIo еJIrмe}fгI{ B кОяGroму
3 t{ID( poзl{iщенo B поpядкy зpoстaнrш пepшIrx iндексiв. П!tн
ц}оt{y дpyгi irцекси yгвopюкугь дея<i пepeстаlloBlс{ з Ч1{сел 1,

2' З. Як бaЧимo, Tpи з tцс!( пrprgгaнoвоI( пapнl' a pештa *
непapнi. Членaм BI{знaщIика, lцo мatоTъ .цoдатtIl{й'з}IaK'
вiдrroЪiдакrгь пapнi IIеpестaнoBlс{ дpyпДr irцекс iл: 1, .2, 3 ; 2',3,
l; 3, l, 2. Членaм виЗ}IачIII{ка, що мaIотъ знaк l,{шIyс, Blд.

,д

l3



IIoBjДaIотъ l{eгиpнi llеpеflaнotslс{ llpyllo( itцексiв: З,2' |;2, I,3;
l, 3, 2.

oт}<е, кох*tий ЧJIeн Bизнач}Iцкa мo)iсla 3аIIисa1и у витл.lцi

(- l)I(",' o,' o') а,',а^,ау,,

Дe 0'l, G:, tl3 *- еЯх'a IIерестaнotsка чисеЛ з l, 2,3.
Bизнaчнlrк ТpеTьoгo пopЯцКy мa€ Bигляд

|ап 
аtz аtl

| Щ' a,, a,,

lor', ir', o'r,

Tyг пiлсрlotsyBа}I}rя BикoнyстЬс Я ЦIя rc,|х lIIести ПepестdlloвoK
З чисeл 1,2, з.

Узaга.lьнивlllи скaзанe пpo Bи3начншс{ ТpетЬогo tlopяJlкy'
пepeitдrмo дo oз}IaЧeншl Bизнaч}Il{кiз ,t-гo пopядкy. Poзг.llя-
I{rМo IФаДpaтry TaбЛиI.цо (мащlлцо) ,'-ro пopядкy

/\
|atl аtz аln 

I

, In, а^^ ... сL l

А=|--zt 
-r! --h 

|.II
|а^ 

a,, o," 
)

Biзьмемo B пеplllo}fy pяДкy шiсi мaтpицi бyдь-яютй eлeмeкт
aif,l' тoбT0 eлeМеЕг llrprшolЮ pяJlка, щo мiсшrгься y стoвгп1i з
нo},{еpoМ сl,. У лpyгоЬ,fy ряДсy вiзьмемо .цoвiль}I}rЙ еЛемеIIT
с2*.mКий, Щo С[z * Сl'1, ToбT0 елеМeнT Ф'нe пoвинен rtiспrшся
в стовпцi &1, З ЯKoГo B)ке B3ят0 rлеме}lт а,o; У тpетьомy pяДry
вiзьмемo дoвi.lънrdt rлеме}IT а,o, ТaЮ{t1.' ll{o гIе rtiстрггъся в
сT0BгII{ю{ 0'1 i o,2, з як}D( BЗятo шl(е ДBа Пollrpе.шriх eлеrtеlrпl
aп,i Фъ'Цей пpоцес IIpo.цoB'о,Iмo IIoслiдoBнo .цo oстaннъoгo
pяДка. Bнaслiдок l{ьогo дiстанeмо набip елем€}fТiB a,.,, 42*,

..,, d*.,
Утвoplпto з }tI,D( добyrок

аto,42ч... сIв (l 6)

I-(ей лоброк зallисaнo тaK' Щo пepшIi iнДекси eле}fe}rтiв
pоЗl'{.iЩrнi B llopЯдКy 3pос]aЕ}Iя |, 2, ',. , П, А др}тi yГBopЮIoTЬ
дeякy пеpеcгaнoBКy 0'l' 02, ..., с,n. Talо&{ чI,пIoм' кo)icloмy
доб}тку BI{гЛя.цy (1.6) вiлпoBiдa€ пеBнa пepестaнOBЮ 0t. ф,
'.,,Qn. CпpавеДливе й oбepнене: бyДь.яKiй пeрестaнoBцi

= Е (- l),."', 1 ,''', а'oа,",а.,o,

l4



С!1, С[21 '.,, &n вiдпoBiдa€ Деякий дoбyIoк виI.JIJ{Iry (l.6)' яIсdй
мigг}rГЬ тiльки о.IIин eЛeмrЕг з кox}Iогo pяIп<а Й кtl;к}тоt.o
сТ()вII}UI ]|{а]p}fцi..{. С}Ixе' pi3l{юi ДoбyГкlB Bиrлa,Дy (l. 6) можra
скjtас.ги стiЛьк]{, скiЛЪKи с piз}rlо( Пrprс.гаl{oBок 3 fi еЛемеtГIiB'
тoбm и! F[еxдй l(oq, a2,..', GJ r ЧисJIo iнttерiй y пrpсстa"
Iroвцi с.l, с,2' ... , o.n.Тод (- 1;/lз,. n, ' 

o.) дорiвtttос l лля IIаLII{Iтх
i *| лltя }IсIIapнID( пересТа}IoDoк.

! Означeння
!,-
ti lJизнаuникolъt aбо дeтеpltiнаttlом /t-гo lloР'UlКу, с}.Jia

| леним ДjIя K1|aiФaтноi таблl,п{ (ьитpиtu) l, iia.зи.llасL'ься
l a.лгебpaivнa срla л! +ценiв, rцо с всLча .\{o)i.ilиtsliмl{
l добyгками cjIL.меItтiв, рятих пo О,lЕto}ilJ i тLчькл llо
l oд*'o.*y ] кoхGlогo pЯIry''a, тa кo)кflolо стювпriя. Знак
l ко>ютoгo LЦrнa tsI,lзItaЧа€]Ься яIк
T,

(- 1)'("'' o'' . ''),

де 1(o,, a2, .,., с) _ ЧисЛo iнвещi:l y пеpеgl"}iовцi дpyпсч
irцeкеiв елемеrrгiз цIIe}Ia' коли шi еЛемеAITи рюзrriщегш в
IIop'Ulкy Зростa н }Iя rlеpufl.rХ irце кс iэ. if оз на.tакrlъ в и 3llаЧни]<
n-гo IIoря/(Ку ]aк:

atz

azz

a.

dzo

oг)Kе,

alr atz

azr azz
= Е (- 1),(o,,",, , .,a,I o|ata1o,.. аnon

Onl Q n2 ann

Тyг пщсyмoByвaнtul 3дiйсню€ться зa всLvа IIrресТaI{oB.
кaми З Чисел |.2. .,.. n.

пpП{"'lsд. Bцзпaчrml знак tl:tенa a2f14a+1at2 вп]нaчI{I{кa чeтъеpтого
поp&rп(у,

P o з в . Я з а }l н я . Poзмiстпмo e.'Ie]xeЕтп д:utoгo ч.,lеIia B поpядкy ]p()с-
тaш{я Irepшrtx iндeксЬ. Масмo a1.1o11a14o6, 3кatдeмо .лrслo urверсifi у
пeщсгarroвui 2. |, 4, з дp}тнx ilr.rexсii. Ъ&iu.1 (2, 1' 4, 3), Це шслo ,Цоpiвнxlс
2. oт,кe. задaнкfi члeв BE3}Iaчнцкa i{a€ зflах плюс,

cl,
сl^

t)



IJизначtп,tки r вaхоIивиМ alтapa.юМ Дoслiдхrнrш пpоблeм
a;rгeбpи тa ii piзномаtilтrпок засToсysаHь.

$ 4. oсновtti BлaсTиBoсTi BизнaчникiB

о Bлaсгивiсть l
Bизнa.пlик }Iе змiHI,lТъся вiд замiни p'UrKiв стовгщmдr i
стoвпцiв pядкаМи 3 o.щtакoBl,tми tlol{rpами.
oпеpaцiя замilги pflцKiз стоBIII{,IмI{, a сtовlu1iв pяДаМи 3

oДIaкOBI,lми нoмepaМи }IaзI{ваrтъс'I mp ан cnaн ув сllltt яu. oгже,
IIри тpaнспorryвa юri Bизнaчн ик нe змiнIoстъся.

,I[ o в е ll е н н я . HeхаЙ масмo визнaчIlик

l Bизнaч}Iик

I o,,

o'=lo','

li,t.

який yгвoрIlo з виЗIIaч}Iика D тpaнспоlryван}Ut\{. L'Iемe}rги
BизнaЧ}Iика D, ЗB'Яl^Нi з елемerгга}{и Bизнaчню<а D спiв-
вiltorueння,lдl

с|,i =аi (i=|,2,,..' n; j =L,2, ..', n)'

Pозг"Tянеt'{o дoвiльнIй нaбip с'!' а,ц.'. сj. елeмeгггЬ ви-
знaЧIIикa D,' уЗЯтъD| пo oДIolv{y i тi.lьки IIo o.Щo}t{y з кoхGloгo
pЯДКa i кoхсroгo сТ0вIrЦя. У визнащrrдсy D цi елемеrгm тaкox
ьtiст:aшlся в piзнlаt pяJlкax i стoвrщяr. I{e ознauае, Щo кo>lсtий
ЧЛен BизнaЧ}I}tка D,, T0бTо а,L,azL'.' а,i,,' € тaкoж Члe}Ioм
BиЗtlачIIика D iнaьпaкн, кo)lcгI{й Ч,Iе}I виз}Ia!I}Iика D с члeнoм
BизнaчItика D, . T aкlац чинoll' Bизнaч}Iики D i D, ltigгягь однi
й тi сaмi Ч,[eни. Bизначrд,rо з}Iaки rIлена aь,а2ч.,, a^'. У
Bизttачниках D, i D, У визнa.пrику D, знак Цьогo члeIIa
збiгaстъся зi знaкoм лoбyп<y

azt ... anl

azz ... on2

сlъ '.. a,n
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P,=П (g* - o, ) (k- l).
(;с{'|

3гlцtо зi спiзвi.щtо1tlе}I}t,Iм a,| = а,, дoбyr0к а,i',а,L,...

иo)IGIa заIIисати Ях аo|1a"|,z,..6,,n. Зrlaк Ifьоlю члeна y
3rraчнI{кy D збiгас:ться зi знaком лoбytry

Р= ll (t}i_ tr/) (t- /).
(ll )

oскiльюr Р = P' , тo 3нaки oднaKoвi. B,raсштвigгь /IoBrДенo.

Зaувaхeння. 3 Оoвеdаoi в-,IaсmuвoсIni 8u|L4|!8а€, шo pяЙ<u ma unosrtцi вu-
значнuка piвнonpавнi, moбtno всi власпuвoсmi, всmaнoвлani dля

О pяdкiв, сnpaвеD"iuвi Й О.tя cmовпцiв i нaвпоt;u. У no\*lьulo"uу всi
aia.mUвОС|||i ||1oх'на фopм'1ltюваmu й doвoёуmu miаькu 0ля
pяdкiв о6o mLаькu dля сmoвnцiв.

о Bлaстнвiсть 2
Пpи пepестaBляI{нi y Bиз}raч}IиI{y /tвoх бyдЬ-як].o( ст0BПцiB
aбо pялкiв з}IaI( BизHаЧникд змiIIю€тrcя }Ia пpoтиJleхс{}fй,
а aбсorп<угнa Beличинa не зl{iIIЮ€Тъся.

Д о в е д e н rt я . PoЗглшlемo Bизнaч}Il{к

Bи-

Qtt ... 4t' Qtn

Qzt ... Оz' a2n

ПерсTaвle{о B }rьoмy ша дoвi.lьнi стoвrпIi, нaпpшсilaД t-й
/-Й. Дiстанемo нoвий Rизнaч}IllK

aп

D,=lo'
ot, ...
azr

сl' ' а,li ... lп

az* ',. Чn

Biзьмемo бyдь-який Члr}t BиЗнaш:тка Л

а|", а2", ... o,on.

МнохсIиrи цьогO Члl}Ia, л< i завxдpr, BзяTo пo oДIot},fy i тi.lьtоt
пo oД}Io}vfy з Ko)кtloгo pядка Тa Ko)lGIoгo сT08[IIUI. У внзначнlткy
D' мнolсrиl аfu,, azч, ''., aЕ, Тaкoх( нiule)i(aть piзrпш pядкаlv{
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i piзним ст0вгIцям. 0гже, :tобyrcк аь,а,ч,,, amп€ oд}Ioчaснo
й члеrrом визнaЧника Л,.

Сгryаве.ш.ltиве ii oбеpttе}le тв€pД)кrння: бyДь.якrdi ILтIе}I ви-
з}laЧни]<а D, с tl члеtlo\,{ Bи:]llaч}IиKa D, rобru визнaчниlоl D i
D, мiсг,lггь oднi it тi сa:rd чле}Iи. Знaк члeна ab,а2",.., а*^з I}

BизI{aчaсTься пapнiстю IIеprстaIJoв|QI a.|' O!, ..., lrn. Cеpел
ьtriожrrикiл добyпсy аb,а2', '', o*nЁ .I.L.IЬКи IIo o,щroмy з &-го й

/-го сrовrпtiв. Hexaй llе бyдyгь елrмrlrlи o o, i аl', (&,=k,

Ч = / ). У визttaчнуrЧ Dt eЛеме}tт dlo, на,тIе)lс{тЬ,/-}"fy SI0вIIIIю,

ajo' _ i.:иy иовrщlo. Toмy 3}Iак IIлеtIa аb,а2o,.., а*,3 D,
визнaчaсшся rиptricгю п{Эр€сTaItoBКи, якy Дlстаlgгь з пересm.
tloBк.ll a|, ч, '.., an тpaнспoзицiеIо Чисrл o, i s. 3гiднo зi
сф<lрw;гrюBa}{и}{ Bиrцe TверIDKеII tlя,\{, гtpи бyДь-fidй Тpa}lс -
позlтttii паpн iсть IIе pесТa нoBrсr змiнlоt' тъся. С}пке, 3}lа ки rLпе tIa
а|o, а)o, .' . ono,y Bиз}Iач}Iикaх D i D, пpотиЛr)IGIi. Taюrм чинO]r,f 

'
виЗItaЧ}IиКи D i D, мiстять одli Й тi сaмi rUIени, lulе ]
пpoтI,lJlе)(rltтluс,t зltaйшr, тoбто Dt=_ D'

о Bластивiсть 3
Bизllaчник 3 .loшl o,П{акoвими стoBпцяJvМ (pяrкatси)
дopiвltIос Iryлю.

Д о в е ll е }l н я . Пoмirrясмo мiсцяrпr два оДtaкoвi
стовirr{i BI{3нaч}Iиха. Tо,цr, З oднoгo бокy, визнaчI{l{к }re зil{i-
tIиться' a з iнtшого _ згiДнo з B.jIaстиBiсTю 2, знaк йогo
змiнlггься rrа [ротI{JIехоrrrй. oгяte, D=- D, звiдси 2D:0,
тoбтo D : 0' l];tастl.tзiстъ .цOBrде}Io.

О Bлaстивiсть 4
(Pозкпалaння Bизнaч}IиI€ 3а rЛемeнTaми p'uIKа чи сToBrП.ш).

Hехaй Мa€мo Bизнaчник

Bш<щс,шlvo B }Iьо]!{y Ёft pядoк ij-Рt стовпець' на пepетrшi якrоt
ле)кнтъ eлеМerrт сn. Bнaслiлoк rъогo дiстaнемo Bизнaч}Iик
(л _ l)-tю пopяllКу, якуtЙ нaзwьa€TЬся Мiнopoм' шIo вi,:пoвiдaс
eлrмеtlТу аijУ BуIзIIaЧНИкy D; його Ilo:lнаЧaкЛ-Ь M,J. (}Тхe,

lo' or, ... atn

D =|ал 
аэz o2n

lo,, o^, "' 4n,
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*ll а' 
<j - tl а1 

r1 * t',,
oln

Mi j=
a(i-',a-t1 41i-цg*t;

a|in:.la.ц a1l,, 
11 g*t;

an\ 4nсj - |' aa(j+ |) Qn,

! Ознацеltltя
l.

l' .\тrе0рлчним дoIIoBнен}UIм еЛeмr}Iтa аlj Bиз}Iaчнъ{Ka D

!1 називастI*я ]vd}rop M,,, УзхгtlJl 3i згIaКOn.t lutloс' якtl{O

l; сУма lloмеpiз pяltка й стoвtпц' tIа llepетrтнi якиx лс)lс,lTЬ

l елeме}rг аlj, пapYta, i зi знaком мirtyс, якrцо Ця сy!{a

l i нeпapl{a.

Зaлехоtiсть мix мiноpоI\,l Mi j i a.тшeбpai.ппav дoтIoB}IеHням
А,, Bиpaжaсться спiввi/шtoшeнIlям

А,i=( I)i*j M'j,

де i - 
iloмеp pЯДхa' 7 - 

номеp сТ0BпI{я' I{а пеp€T}Iнi яrоо<
ЛеХG{TЬ rлемеrrг 4'.

Tеopемa l
Bизтraчlrик D доpiвlttос сylvli добyгкiв еле-

l меrггiв бylь-якoгo з йогo сmвгпriз (pццкiв) на
i ixнi aлrrбpaiuнi .цoIIoBнrII}Iя.

Д o в е д e }I н я . Пoка)|(l&lo' щo кoли вибрaти всi До-
.цaнки' tцо мiстrгь дeякий eлrМе}тт Bизнatlггlfка, i вшteсти цей
eЛeмeнт зil Дy)i(ки' To в.цy)ккaх }fiiтI{ме]!{o a,тгебpаIvне .цoIIoB-
нrн}UI llъ0гo eJIеМеI{тa.

l". .Цoве.цeмo сIloчаIry це тBrрlDке}I}r'I .Ц]Iя елемeнTa 4-.
Рoзг.тtшtемo дoвLцъний .uleн BиЗI{aч}Iика D, тфтю аw, Чч
,'. aь|,o"-,аnn , якиЙ мiсшrгь еле}{е}гТ аnn 3нак I{bOгo ЧЛе}Ia

Bи3нaЧarтъся як (_ l;zt",,n'.'.o.',,.), тобто BизнаЧarтЬся ITap-
нiс1'ю ПrpестalloвlО{ с'1, a2,',.,0,,.1.n. Bибеpeмо всi дoдaнKи,
IIIO тv{iстяTъ eЛeмe}IT 4-, i BI{нeсемо цeй елrменТ за Д})lОФ. У
Дr,кaх мaтI{]!{емo сy,\fy

кi

?., (_ l),.",, 1, . , o-'.. , , a,o, aъ, ' .. аn-|'c,-, .

oскLцьки Числo n бiльшrе, rrix усi ittlrri' тo BоtIo нr вн(юи].Ь
irшеpсii B IIeресТa}Ioвкaх 0'l, d,2, '.. r 0ь_l'л.
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oTже,
/(ar, Ч, ..., 0*l'') = J(с,, Ч, .',, o*1'.,

a B /{y)ККах мaТI&\{е]\.{o сylfy

Е (- l),.",'dt, ,on.t ) а,",а,o, .,, Qn I l. '

Tyг пiдсyмовyBаHtIя вt{кoillсTъся за всl.ьrа пepестaнoвками
(tl,02, ..'l0л_l.oDкe, сy.!Iа I1- l.)1 o.'ъ. ,.. g,., az\ ая'I'o.''
с t'liноpом ;\d" елеме}ттa с,n. oскiЛЬюа i= j = n, i+ j =2n, To
а.пrебpaivнe ДoIтoв}Ieн}Iя l* елемекГa 4"' Дopiвнrос мirropy
M,,. TaKЦм чиHoм. в}rрaз y ,цrlс<ах. япоrй yгвоpився пiсля
винeсrн}{,l еЛeМенla 4o,, e a.шeбpаiuнiav .цoltoв}Iеt[няД't .4'n
Цьoгo rлемrHпl.
_ 2.. .Цoведемо lЕIlrp TверDкеrr}ш д'llll ЗаrаjiьнorO BиIIalП(y.
Poзг.тш*rеьlо rлeмrнт с!|] з i-|o pяJц<а тal-го стo8IIIlя' .Ц;rя того
lцoб звести цеЙ вlшaДок дo розг.пяrгyrоI.o BI{ш{е, IiepесТaBi{мo
7-Й стовlleць у ви]IIaчник.Y Д спoчатку iз сyсi;цtiм 3 lilltr.{
ff + l)-м сT0BIцIе},{, a потiм 3 (j + 2).м i так далi .цo n-гo
стoBITI{я' Bнaслi'iroк riьоrо виз}IаЧ}Iик o, набер BигJl'Цу

att Qtz 4tA-b 4trj,ti,.. atn at,
dlt azz аzц 11 аzц't1 ',. a2. azj

Dt= oll аа вi7.|l 4'Q-', d,, au

Тyг,,.it стoвПеItь сT:аB останнiм' IIpи цDоl{y бyлo вiп<oнaзlo n-j
IIеpссТaнoBoк, т)бТo сТiлЬки, скi.lькr y BI{зIlачI{икy Д стовгпriв
3lloМepaми, бiльrrпrми вщ-r У Bизнaч}tикy.D, пeрстaвимo j-й
Pядок з (l. + i)-м i Тaк дaJIi .цo n-гo, B pезyлътатi дiстаrrемo
Bи3}iaч}Iик

ott atz atri' t', gtg*t1 atn arj
aэ, а22 аz q - tl аz 

ц - t1 Q2n azi

i)=
с1i-t;t 41i-l1 :
а1i'|1t аil*ц7

', a{'- |'0- 1} а{i_|JtJ+ 
1)

., a{,*t1 g-t1 с1'*t; g't)

ar,t-tу, a1i-|у1

а1i* 
|1 n аqi*|i1

ant

сl i|

Йl

с|. .

аnQ-|\

аiii - |l
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oгхe' BиЗнaЧ}tиK -D yгворнo 3 B}Iз}taчникa D в рзyльтaтi
2n _ i -/ персгaновoк рялкiв i стовtтцiв. Згiдrтo з влaстивigIк)
2, лpи ко>tсtiй такiй пещсгaновlti знaк BизнaЧнш<a зltiнюсть-
ся нa пpотилeхсrий, a збсо;пtЛ.}Ia B€лI+{иIta нe змiнlосться.
Tомy д:tя визнaчншсiз D i D BикotIy€Tься сlrЬвiдяоцIе}I}t'l

Ь=(|)u '-i D,

oскlшьIсr (_ l)2'-;-i =(_ l;,nj, To

Ь=F|),-,D.
Звцси BиIIЛиBас, щo aпэбparЧне дoпoBЕellня А,, eл€меIIтa
аij y Bиз}Iачнwку D i а,п.ебpаi'пte .цoпOBнеIтttя А'' тoгo самoI1)

еЛrментa аii y Bиз}IaЧ}Iъку D зв'язaнi сгriввiJиоrшенняlt

7,i=(|)'*jА,i.

Мiнори I,{,ji Mij rJIемeI{тa 4ii у вItзнaч}Iиках J i D збira-
}оТься' тобтo

fu,,= M,,.

- Brпrесемo зa дy)iки еЛе}leЕT a., з yсiх .rленiв визнаqникa
D, що мiстягь цей .r.rieн. Bi.щrовiдro ло мipкyвaнь з п. l"
Bиpa3оМ y /{рIff€х

А,j = M,,.
(}гxe,

/- lr''.1 t\ ../ ,^;j=А,j= Iu{,,, aбo А,,=( |)'.' M,i.

Тaким 1Iинoм' яIоI{o з yсiх нленi.в BI{з}Iaчникa D, Щo
мigгягь eлемelfт 4,i, Bи}IeсTI{ Йoгo зa ,ЦУEУ, тo B .ItУliсках
3&ЛИIIII{TЬCЯ Bиpaз' я<ий е anгебpaiтнпм .шоповненняv ..{,,

I{ъогo rЛемeнтa. Якщо ToIIrp зrpyгrytsаТи всi члеrrи BизIIaч}Iика
"D вiднoсно eлемекгiв деякoго стовIIIUI' тo дiстанeмo prзyJъ-
тaT' IIpо яrоrЙ ствeрlD{y€ теopе}vиl.

/ Tеоpeмa z
Cуъra дoбyгкiв yсix елемеrrгiв бyд5-якoгo

сTrtвITЦя (Rялкa1 нa а:ггебpaiщri дoповнeнlUl, шIo
вi.шtoвiдarcrгь еЛемrнтaм Дpylогo сToBпця (p,Ц-

' ка). дooiвI{Io€ IIYЛIо.
N_-_:i___' ' _
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.Ц o в е д е н н я . Poзгл'Il{cмo BизIIalIник

i)=

6tl 6tz аtц.t) Q1p аl7*t; a|n

azt azz az 
'j'li Ф* al .J . t' Q2n

an| an? anv | аnk аn'.;.I d*

}.ГBорен}di 3 BизнaчilиKa 0 За}riнoю ltoгo /.го сI0BIп{я &-М
с]orrl[Цrм. Згlцнo З влаgгиBiсТю 3, Bи]tIаЧ]fl{к Д доpilнlос
нyЛIо. А"пгсбpш.iнi доповнеI{IUI бyJIь.яKoгo з е'тIеl'{еriTiJ} /-го
ст0IJIII{Я }tО Зilлsжalъ Biд елемеlттiв rщгo стttBII]{я, oсKiлъки
воlI l,t B fl кpесЛю к}Тъс я l]pи fгвоpе ннi алгеб paiчIllfl дoIIoв t{е }Iь.
Тo мy алге бpаiurri доIrоBн e ннЯ B iДrro Biдних eле мe rrгb /- Гo CТo B:
IIIIя ви3IIач}Iикiв .D i D збiгarcrп*я. Рoзклавrrдr BизнaчI{ик "D
за rлrмеrrтailfl,r,io гo /- г() сToBttця' Мaтимемo

D = o,rА,,+ а,,Аъn .', * an*А,,=0 ,

Tropeмy дс}в€/Ieно. Oб'сднaвrшrr T€Оprlt{и l i 2, дiстaнемo
TaКy BдaстиBiсть визнaчIfl'[KiB.

o Bластивiсть 4
Сyмa irоб1r'Кin еЛеМеtlтiв бy:ь-якoгo сI0Bпr{я (pядкa) ви.
3ttaЧH},l.ка I{a iхtti a.шtбpatuнi дoI]oBltеtI}IJl дopiвtllо€ BиЗнаtI-
IIиK.Y, a сy]vlа ДoбyгкiB rЛеМe}IТiв бyдъ-якого сгoвПця (рЩ-
ка) визнavl{ика tIа aлгeбpai.пt-i lцOIlOBнrIItIя, ll{o вИrtовi-
llаЮТЬ еЛrь{еlГгaМ Дрyгогo сT0вIIц'I (pядкa), Дopil}нJt}€ tt}'ЛIО.

o Bласгивiсть 5
t}изtraчltик' у якoгo всi.ra eлеltенl?&fи де'IкoI0 стoBl1llя
Фя,rка) с lryпi, JIopiвI{Iг)с iIyлJo.

Д о в е Д e II rl я . нrхaй yсi елемен.гl{ деякoгo сTовIIIUI
Фя:tка) доpiвнюtoтъ HyлIо. Pозк.ltаBшil,t вI{знaЧI{ик 3a елемeн-
Тal{и цьогo сlюBru{я (pялка)' .цiсrанеl'lo срry, кo>rсtий дo.цa}tок
якоi JiopЬнЮ€ lly.{к).

о Bласrивiсть 6
Мно>{сIик, спl.ltьний д,rя всiх еле}{е}ттiB Де'Iкoгo стoвIII{я
(pядка)' Мo)кнa вине(jги 3а З}Iaк Bизначника.

Д o в е д е li н я . Неxaй .vсi е.llементи/-го сТoвII1lя ]\.tilloТь
спi.iьнfit юiохсtиlt 2':



Pозк.ltавuлl визначtlик D
I{емo

за eлемelffaМи /-гo сTоBIIця, дicla-

atz ),at) atn

dzz 7уаzl azn
= }'а,, А,, + )"а'' Аn+ .. " + tr.а", Аn, =

dn2 Xаn, .'' вnn

- ?' (аtl А,, n o,, А,i + , , . * an, Аn1) .

Bиpa'з y Дуlю<aХ € BизнaЧ}IикoМ,' y якoго Bсi еЛrмeнTи, Kpiм
eлементЬ /-гo gIюI]пlUI, Taкi сaмi як i y визнauНliКa D, a
eлеil{eнTи f-гo сrовгпUI l{oBolЮ BизI{aчника доpiвнюклъ вiд-
пoвiДIo 4ц, ozi t '.,l0п!. С'}Г)ке,

lo,,
Ia'
t-'
l;,,

I

lott
|Ь't"
l.
lou а^ X{1n, ,.. аnn dn2 ,., dn| .,, ам

lo,,

= i, lo,,

lo",

tцo й тpобa бyлo довести.

О Bластпвiсть 7
Якшro KоxеtI rЛeменТ деtr(oго сTоBIIIUI (pяДка) tsизнaчника
€ сylvloю дBOх дО/.iанKЬ, Тo визнaЧник poзкЛа.цaеТься I{a
сylfy дBoх визнaчlrикiв' y яK}lх всi сmвпцi (pядки), кpLм
сylvtаpllol.o, rакi сaмi, як i у' вюri',tнoгo BизнaчIIика' a нa
мiсщ сyмaplror'o сТotsIПlя (pядка) пеpебрarcrгь стовtшli
(pядки) вiдпoвiдно 3 llсptlilo( i Дpyпл( дo.цaнкilt.

Д o в r д е }I н я . Нехaй елетltеtrraми;-гo стoBIII{я Bи-
знaЧ}II{кa D с срtа JIвoх дoдallкiв. Poзк;ra.цемо визнaтrпrк D за

= (аi+ a,}) А,,+ (аi,+ аii) А,,+

+ ... + 1аi'+ аij) А,,= (аiА,,+ аiА,,+ ... + o"А,') +

+ (аiА,,+ аiiА,,+ ... + аijА.,) '

l}иpaзи B Д}Dl<ках у lrpaвill чaсfl{нi рiлlloстi с pозкЛaдaми
визначникiB, y яK]тх tюi с.говтuti, KpLv j-гo, тaкi сarti, як i y

t

z3



BизнaЧ}Iикa D, a Нa мiсцi 7.-16 сTtrвпl{я tsиЗI{aЧтII{rз D лехсrгь
стoBrlelц) з додartкiв. oгжe.

а,,,+ а,!'
а,j + а,j'

с| n]. + сl

I

lo,'
Iaт-l
lo.
I DT

и.
lп

а^

сl

a'' а,rJ tn

а^, а'tJ rd

'.. а, '' ал; ЙЙ

а

Йj

I

\а
I

t^
l*
I

I"
|сI
I

т
It

*21

-ij uln
л |,

z,l lЙ

а,

щo й Tpeбa бyло довесrи.
Pозr'л,пrемо дeякиii нaбip iз & стовпцiв tsизнaч}Iика:

Biзьмемo /с Довiльнlоt дiйсних ЧI,Iсeл l, , lz, ... , l* . Пo-
It{нoжиI\,{o стoвIIeLъ А, Нa }",, тобтo tloмtloхс{}'{о всi елемеrrпa
стоBIIIUI А, нa i",, сТ0вгIеЦь l2 ltомнoЯс{l,to нa }., i тaк .цаЛi,
наpешrгi сToвПrцЬ y'* помflо>tо,lvо на }', .(iстaнемo /с стовп-
цi.B l' А', \А,, ..., X,Аr. Дoдaвrци Lх, мaтимeмo новкй стов-
IIеI{ь

(r,o,,*\а,,+... + o*,,* ]
)', А, + }э 4 *.., * l* n* =|,^' 

аz, + \ azz +''. + L* с,t 
|,I).,;;i" ' r

\ , п| lQ,,э* ''. + t',,аu 
)

ястй rraзиваtgгь лiнiЙнoю кoмбiнацiсю сmoвnцiв А', Аz, ,,, , &. Чиетlа
X,, Xz, .'. , \, I*шиBillоТъ кoефiцiаmамu лiнiйtloi, кoм6iна1ii,.

Aнaлoгiчнo tsBoдиТься Пot{ яT1-я лiнiйнoi кolrбiнацii pяд-
кiв визначникa. Зa дoпoмогoю I1оI{яТIя -цiяiйнoi комбiriaцii
сmвIII{iB (pядкiз) вI{зIlаЧtlиKа МO}o{a oб'сДнaТи влaстивoстi
6i7.

Якrцo l.й стoвпelЬ Аi Bизнaч}Iикa Л с лiнiйнoю кoм-
бiнaцiею .цoBiлЬ}rlд( стовrпriв B i С,

4=}'в+$C,
1i



.I0 Bиз}IaчнI.tк D е лiнiйlroю кoмбiнar{ею

D = DiО' B + |t С ) =х ц(B 1 + у D,(C)

визнaчrtикЬ Dj (B) i Dj {C_ ). Bизнаurrшс.l Dj (B) i Dj \С ) Ц*-pилися з визначнихj D зalriною 7-гo стoвгпщ вiдпoвi-щro
сТoBIIЦяn{и B i c. Cфplryльованa BласТiшiсть збepiгaсгься й
rол'i, кo.пи j-й сrовгIellь Bиз}IalПIикa D замirпосться лiнiйною
коrlбirraцiсtо бyдь-якоtо ЧисЛа йогo стoвгЩiв.

O Bлaстrrвiсть 8
Якrltо деякий сToBIIelФ (nялок; Bиз}tач}II{кa с лiнйнoto
кoмбiнaцiею irпrшп йогo gгoвгпtiв (pщкiз), т0 тaкий ви-
зI{aЧ}Iик .Цopiзнюс IryJIIo.

Д o в е .ц r н н я ' Heхaft7-й стовпerlь визнa.ггrл<a D е
лillilrнoю кoмбiнaцiсю тLъки дрoх йoгo grовrп{iз А, i А,'.

А,=XАr+|Аttk*j; l*l}.

Тодi визначнш< D с Taкoх лiнiйнoю кoмбiнaцiсю Bи-
зrraщrикiв Dj (Аk) 1' D' (А,):

D = DlQ' Аr+ |t А,) =)\ Dj(Аk1+ уl' D'(А,) .

oскiльки y Bиз}IаЧ}Iикjв D,(А,) i Dl(А| ) в!шoвiшlo j-Й i
k.tl, j-It i /-Ёr стuвlпrr pЬнi мiлttобою, тб, згiДro з влaстивigгю
3, цi визrraчнI.п(t,{, a oTхrc i визнaчник D, дopiвнюЮTь lгyлio.
BлaстrдвigТъ дO Bедr rla.

о Bласrrrвiсть 9
Bизtlaчгrик rre змiltl-rгься, якlцo до бyдь-якоm його стов.
ПrIя (pяДI<а) дoдaти лoвi.тьrry лilriЙry кoмбiнaцirо prшT,{
gгoBIIцiз (pядкiв).

Д o в е Д r lI н я . Bидiлrrмo y Bиз}raЧ}Ilку DДеясдй стoв-
пeIIь, нaпprrклaд 7.-ft. Cклaлемo довi.lьtгy лiнiйтry кoмбirtaцiю
pеIIITи fioго стовгпIiл: '

B=7'tА,+ ''. +}',,.'А1 -,+f,;-r 4*,+... +}'nАn,

.ЦолавurЦ сц)вIIеЦЬ B до grовшrц { , лiстaпeмo нoвий
Bизнaч}Iик D, хктrЙ зaIIиlIIемo y виrлядi

Ъ = D,(Аj+ B)

3гiдно з влiaстивiсТю 7, Bизнaчник .D дopьrпос сyшп двoх
визнaчнlдtrв:



D= D,,tА,)+ Dj(B).

Bизttaчник DJ (А]| i с внзнaчtlикo}{ D, а ви]Ha.лllак D, (B)
дopiвнюс: нyлIо, kюкiльки Ёiогo 7.й сToBIIeЦь с лшuйrtoю *ом-
бiнaцiсю pеIIIти сmвпrliв Bl,lЗIlаrt}Iика. Tаюlм чиtlo]\{, D = D,
що li rpебa булo ,Цotlссги.

$ 5. oбsисJе}lttя визнaчникiв

lJизlrачrrики ll{oхfia бyло б обчис.lгюваTи' кopисTylочись
iхнiv ознaчeII}Iям, aJIr It)ке обчислeнrш визнaчникiB ЧеТвер-
Toгo, п.яT0го i ttастyltrп,lх lttlpяJtкЬ зB'язанo з ве,ш,rкими тpyд-
нoulа]\{и. l.aк, /utя mlю lI1об oбчис;tlгпl Bиз}IaЧIlик llloстolo
iIopяJIКy, тpеба BиКонaти IIo}IaД тис,Т(ry oпеpaшiй мrrоженlш й
.ц'oДаri:llгflя, !;ш oбvислеtlня Bl{з}Iaчника 27.гo пopfuцс-v tlа
eлекгpоннiй oбчислrэва*'lьriiй маutиlti, щo Bикoнyс З:l сеI(yнJ{y
l00 000 000 оперattiй, необxl'ittо бy.по б вrцlarrтги пpиб.тизrtо
6 l0', pоКiз. Тorrу дtя oбчис.llенtш визнaчнш<iв зilсTtlсtlвylоТь
iхнi власшшoсl'i.

Poзгляttеltlо pяд спосоГr iв об.tислеrrня визнaчни кЬ.
I". Poзlаlаd вuЗнсtЧItuка За rлc.менmаl+tu pяЙrciв абo сmoвnцiв.

ЦеЙ спосiб пorrяl.aс: B Тo\{у, щo нa oснoвi в;rас-lивtrcr'i 4
I]изI{аtIIlик /1-IO пopядкy tюзклiЦaкЛъ нa a;гебpаitпly сylfy r,

Bи]IIaЧНикiв (r _ l)-го liоpяuкy. Koxrrий 3 ylвopeнI{х BI{.
ЗIIаЧHиKiв (п _ l)-го tloряJlкy ро:}клlДaк}ТЬ ltа aггвбparЧrlу сyмy
л _ 1 визнaчникiл (rr - 2)-го ilopя'ilк-v i тaк дzuti д0Ти, ПOки нr
дiст'aнугь I}изrIaЧНиIо{, яKi мо>кна обчис:пдги в;ке безltoсе-
pе/{IIьо (t1е визнaurl}tКи l(pyг()I.о або т1вrтюгo поpьrкiв). Якruо
IIрI.! 1(Ьо}\.{у' Дсяrкi елемеrгIи гtядка абo сR)вIIIIя' за яKими
pO зкJlaj{a rтr€я tsI{3I laltl Еlк, дOptвIt}О l0гЬ lryЛlо, T0 .цоДaIIки' щo
вiдtoвЦаюr-ь цIll{ rЛемr}гта]'{ y рoЗюlaj{i вltзнaчника' B}IIIадa.
tuгь. Toмy Доцiльнo rюзкЛaдtаТи Bи3начIIик :}:l TиМи pяД(aми
абo стовlп{яьlи, lпti мiстягь riайбiльшry кiлькiстъ rryJiiв. Згirпrо
з властl.tвiстЮ 9, Мo)KI{а нaкOllичyвaTи rryлi в бyдь.якоьty
с'говlцli aбсl pя-ткy BиЗ}taчIl}{Ka.

пpitrc'Iдд l, oбчис,пrгп вI{зltач}Ittк

Розв',l.Jання
розlсlасПl за е.rе}(е}Ггa}|и
хrlъхlс1ъ l.lперauill бт;tе

l1 2 r 4

15 6 7 0

12 r r o

l0 0 2 3

Згi.дlо з в,.IастtlDlcl.rо
бvдь.яxогtl pя:Ixa lпl

"lD,дt' коjlи р()]lОlзс.li{

4, визнaчrlцx мo;кна б1.,rс 6
стoBIгця. Прoте нafiмеlltra
tsItз}tаttl{х за е,.levе}памI{

to



oстa}lнЬoгo pя]цa чI{ стoвIIця, Poзклалемо даляJt вшзначш{}iх ]a e.rlеi(eн,гамI{
oстilнItьOгo p'r0(a:

!r з q

+0.1-l1a-2|s z о

12 I 0

\t z з ц
ls с z o

|z r r о
l0 0 2 3

/5
67
ll

241
6 0l+3
l0l

з4
2з
L2
7l

t-1 - 4 -S
l? 0 0
i4 2 tr

jz з с
=0 (-l)atllo z о

ll I 0

It
+2 t- ltl.r 

ls

It
(- l)4*t i5l,

=-2 (0+ 20 +0 - 48 -0* 0)+ 3 i6 + 15 + 28 - 36 - 10 - 7) = 44

У подд.шшroму лoдaнKI{ в Irозк'Ia.li вI{Jнaч{якa зil елем€lt1aмI{ рядкa чП
сговIlця' щo вlдIroвlдaють ttуjrьoвI{м eле]veкIaм. !lе вI{I1t{сyвa,IYмeмo.

Пpнк"'lвд 2. Oбчис.тrгпr виз}(ач,l{пк

Pоз в'я3а нti я Пеptu ншlрoзютar-тП ви]нaчннкзae.lемeнЕ!t{п
деяxol'o ряд!(a ч}t стовтlllя' xarIриliJtaц пepшIoгo р'ulxа. rreреTвoрнмo BIt.
31laчн}tх rаx, шtoб у внбpaнoмt'ря:ху всi елei{е}гI'i{, l(гL\{ oд}|oго..порiвllюва'rи
шуrпо'.Ц'ля ttього послitol}нo пo}iпO)хtlмo пэptшшй стоDtletlь нa -2, *3, *4 i
додaмo до дpyгoгo, тpeтьоrо i нетвец.oго сmвпuв, .il'iсrанeно вl{зПaч}Ilrх

Irt1

l3
l4

Ir z з +

|7L1'зlt r r r
i4 з 2 i

lr
It

ti

000
-3 --4 -5
-4 -8 -10
-5 -10 -15

I-з -4 _5l
, aбо 1 (..t)'-'l-q -s -l0|

l-s -10 -lsi
Остаяrlifi вt{зI{,lЧ}t}lк Tpе'гЬoгo lloр'L'otу нохзtа об.iис,тtпt безпoсeрешrьo,
коpнст}:ючI{сь пpaвЕ.rloм rprrк-rtrик.tв. Прoте fioro мoхrla звестt{ до вIl-
з}taчникA &)}тогo flOря:rку, x'орItсЦ-Iочись B,la(тшtslстrо 4 тa нaкoпичявlцш,
н:rлPl{tсlад в oсlаtlltьоt.tу р'Iдху, rва ш1'.ri, O.гжс, ttoм}tожIlyс) пepшшй ряtoк
пoслLlовнo на -2 та нa -3 i дolaхo до jруIогo i рeтъого р&цiв. Матшмeмo

Розклвзrшп tlell визнa.*ник за е.lе]uetп;tмIl тpеТъotсl сlт)Пr,lIика' tнайJенo

_s (_r),.,ii ! =-5 4=-20

l акI{м rlпl(о]Ч.

27

=_20.



Зayвaх<ення' IIpu нoкoпuч},вФ|нi нулiв у pяЙу вuкoнуюmь оnеpацii, я'( npа.
. вl!-Io, .|i сmовnцLчu, i навnакu npu на^o|luчуgанlti ну.liв у сmoinцi<} вuкoнуюmь o'tеpaцii э pясiкauu., flpomе буЬаюпo io""k,'

- Так, B oстa}tнъо]\{у вl{3llач}тllку третьol'l) пoр&]x]'мoхcta булo б дiстaти
вЦpaзу Дa }rу-'Il в др}тoму р'uIху, до.цaвшш Ja flьoгo пеpulxfi pяj{oк, пoмнo-
)€rr}ifi 

'rа 
_2

2". Звedення вull!сIчIrurca do mpuкуmнo?o вuz,iяф. Цей спoсiб
Пoлягa€ B Taкo]Wy Пеp€TBоpенtIi BизнаЧ1II,П(а, кОJ[It всi його
eлеме}I].и' poзмirrlенi Пo oJи}l бiк вiд toлoBtloi дiагоttалi,
rIepеTBo-pюI0гЬ B нyлi. BиЗнaч}IL{к тprКуTнoГo Bигл,IlJy .цopiв-
ню€ дoбyгкy елеМсtlTiB гoЛoBнoi дiаr.oна.дi:

att000g
ezt ozz 0 ... 0 0

Чl atl aзз 0 g
= QIr o22 "' Оnn '

6in.l)l а|n- t,2 а1n-t11

сlil сlfl anт

Пpикпал 3, oбчяс'тrгя вu]riaчнпк

4(o-t)("-t)

ав1n'L)
0
a

4
t
2
.)

ir
t)

t;lт

23
э4
4l
ll

Р o з в' я 3 а н E я . Дoдaмо.цо eлeмerгпв дрyroгo, тpeтьoro i кетвер.rотo
сmвпlliп пepurrrй gloBIIеlIъ, ltoмнoхеtrнfi вlшoвLuro нa - 2,. ]. _ 4. Мaтt.
i{емo

ir o o o

12 -l -2 -'7
13 

*2 -8 *10

14 -7 - ll -П
Teпep дo тPe,lnoгo l че.rвepтoгo сroвrrцrв дoдeмo дpylrrй. помtlохerшfi вiд.
пoвLцro lrа _ 2 i _7 .Цiстaнeмо

0 00
-l 0 0
-2 -4 4
-7 I 38

.]oдaвuгк щетt.fi стовrtець дo че.гвepmгo' yгвopпмo цtпх1тяяfi вЦзllач}lxк:

lrt)
l;
t;

0
0
0
al

lr
I!
t2
iз
l4

0
I

-2
-7

0
0

-4
3

= l.(- l) (Ф 4| = |64
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Усi впкoнранi пepетвopенкя rtе змi}lювrt.тtl з}raчеЕня ввзначнrткa oгхе,
3 aда}rиfi I.rI{ 3}taч}tl{к такoк лоpiвнюс l 6,1'

$ б. Cистeilrи Лiнiйншх piвllяtlь.
3агальнi tloлol(e}Iня

У зaгarьнoмy BипaДкy сI{сTeма лiнiЙнипt piв}itrIь Mа€
BигJIяд

апх|+ аn\+ ,,' 1d'nхn= b1 ,

сt2\х1+ k2\+ ... * a2nхn= b2, (t 7)

аЦL х|+ а^z\* '.' * a^nXn= b,.

^Гn. x', X2, ... , x, _ неBiДo}ti' якi ]prба знaйTи; а,j 
-cTаullчI{сjia (i : l, 2, '.', m., j : |, 2, ',., и), ix нaзивaюTь ,сoe.

фiцiснmамu сucmeцu (пеpшrий iндокс кoeфiцi€Irга oзнaЧaс
}Iомeр piвняrпrя, B якoNfy il{iстrrъся цеЙ Кoефiцiс}rгo а дpyшй
iндекс 

- 
}loмеp нeвiДortогo, IIpи якoNry йoгo заrшсанo); D',

b,, ... , b^ 
- 

стaлi числа, iх tlaзивalоть вiльнuмu ч,7еI!сlЛIl,t.

Po зo,язlс oм сисTrми ( l. 7) нaзшalfiъ бyДь. якy сyкуТr}IiсTЬ
чисел (l,1, Сt2, -.., oq, яка Irpи пiдстaнoвцi в сисTrмy 3а1l,{iсTЬ

I{eBiДoмi,lx X|, X2, ..., X, IIeрeTBopIo€ всi piвн*tlш с}lсТе}(и в
тотохоrостi' СyцтгtiсTЬ чисrЛ Г'I,r, Сt2, ..., 0'n с oд}Il{м з pо3-
в'язкiв систeми, a }Iе n pозв'язкiв.

Системy (1.7) нaзиваwтъ сумicнoю' лqцo вoнa мa€ rrрL{-
нaйшti oди}I po3B'язОк, i нес1,1'aigц6ю' як1I{o Boкa не мar
pозв,язкiв"

Якпtо сисTrмa (l'7) мaс €.ц}rний pозB'яЗoI(, то [i нaзlшакrгь
в|jЗначенoю; якщО сI{сTrмa мaс бiльrш як o.l.tн розв'я3оK, т0 if
}IaзиBaIоTь tt ев u Зн {Pl е|t o ю'

Cистещ' ( 1,7) нaзивaютъ oОнopidнoю, яIсIIо всi вi.lьнi Члeни
дopiвнюIoть tiуJIIо, i trcoфopidнoю, жЦo гiрI.{нaйм}ti o,Ци}l 3

вiльних члel{iв не доpЬlrкк }ryлю. oшIopiдti системи }lвx/Iи
сytltiснi, oскiльки l\,taЮТь pозв'я3ОK Хt = Х? = ... = хn = 0, flс4Й
ilaЗиIiitlогЬ oцевudнuм aбo mpuвianьнuм. Двi скстeМи лi'{iй.IilD(
рi.Bняil ь }Iaзивак}тЬ еrc в iвan е н m н цц u aбo p i вн o cшo ьн uми' якIцo
воltи срriскi li мalgгь однi й Ti саl{i рo]B'язIсt, aбo як1цo вoltи
неcумiснi.

B теоpii систем лiнifш*rх рiз}rянь pозpoблякrгься Мето/Iи,
]a ,цс,пo!t{oгoю як1о( BстaноBЛIO€Ться сyMiс}riстъ чи несy:vtiс-
rtiсть систеn{и i lt рaзi суъliсtloстi виЗнaЧaК'ться yсi ii poзB'язки.

29



$ 7. Cистe|iуI n лiнiйrlиx piвнянь з и невi.цoьtи}'I{.
Правилo Кpaмеpa

Рoзг.lянeмo систе]vfy и лiнiJhtюt piвшriь з п невiдolдсtlси

(r.ir)

сlilх|+ сlflх2+ '., * aпiXi+..' * onnхn= bn

Bизнaчник

lo, o,, 
'tn

D = |аz' 
аzz a2,

l"'
]аы a.z Qnn

склaдеttиit з коефiцiсtiт|B a,, tщн ltсвiдо\{}'(, }Ia]иBaКуrь eo-
l1ogltl!,t| вu't{сIчнut{o'|4 абo пpосгrr вuЗнсlчtluкoм cuсmе'цu. ПoN!'-
tloхс-fl{o пrpiЦr piвrшпltя сис.tвlии (1.8) lla ,41,, .пpyt.е -пa 

А2,
i тaк далi, п.е piвrшrпIя * t|a Аni, ДО А11, А,,, ..,, Аn'l *
zuшeбpаiиti Дoповнеlшrя е.ltемеlтгiв7-lю сToItпtUI a1,, o2i, .,' , а,'1 ,

i Дoдaмo всi щ piзlшlrня. .[iианемсl виpa3

(а,,А,,+ k'Ац+ ..' + а,,А,,) х,+ (а,,А,,+ a,,А,i * .''

.,, * an2А,,) \+... + (ауАtif azlАzl+ ... + аn,Аn,) Xj*',,

,.. * (сlt,Аv* ouА,', * ... * onnАn,1 хn= btАt,+ b" А,, + ... + b.ц.

Kоефiшiеtп I]pи IIеBiдolv{ol,fy x, с сytv{oю добyГKlu елемеirтiв
7.гo сmвlп{я нa вiдповiДrri Lv а-iшебpаiшli дoIIoBI{e}fiш i, згiдro
з тeoprмoю l влaстивостi 4 tsизнaчникiв' .Цopiвнюс
визнaкникy D. Koефiц.iеrгпr пpи всiх iiilIIиX невiдorлд< е
сy}la]v{и лобyгкiл елемеrггiв yсiх сmвпrilв, кpiм 7-го, нa
алгебpaiuнi доповrtеItI{я елeментiв 7.го сToвпlIя i, У
вLцпoвiДностi з теoреN{Oю 2 влaстизoстi 4 визнaЧникiв,
лоpiвнюtшь rryлIo. Bиpaз, ш{o € пpaBoЮ чaсTиIIoю piвнoстi, с
BиЗнaI{никoм' tl\o П.BopЮсTъся З Itиз}Iaч}Iика системи Д
зaмiнolо/-гo стoBIтЦЯ стt>вIпlсм з вi,rьllrоt .ие}tiз.

Тaюпvt ЧItнol\{' дiстaсмo сilьIriд}roшIrIDIя

сl||хr+ аn\+ .'' + а|jХi+ ..,+ а,nхn= b1 ,

azlXl* аzz\n ..' + а2jX.r .'. + а.nх,= b, '

Dх,= D,, ,

3A
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дr

Di=

dtt аt1| .tl b| аtg*t1 a|n

dzt azс'1 -tl b2 аz1i'|1 '.,a2n

an| onQ.tl bn аaQ*|1 a-

Якцo Bиз}IaЧник сl{сTrми o не дopiв}Iю€ I{yЛю, тo'
пoдiлиBlIIи I{a }IЬOгo обидвi ЧaсТи}lи piвrroсTi (l. 9), Дiстанемо

Dti=i (i=1,2, ..., n). (1.10)

oгЯ(e, .цoBе.ценo настyuнy Tropе N{y.

lr I r r

,=ll -j i i
l3 ц-3 9

lro l l I

^ l-2 -l I -lUt=|tz-З 4 |

138 q-3 9

Пpик"rад 4, Poзв'язaти сltстеi{у лiяiftlяx piвнпrь

[",**i+х1+хa=lQ,
)'t-\+х1-х4=-z,
|2х1_3ц+4х,+хn=12 '

[3x,+4х,-3х,+9тn=38.

P o з в' я з a H н я' Cпouaткy oбчtслшмo визнaчкнх сtiстeмIl

oскi.lгьlсl D * 0, тo J€l ПpaBиЛoм Kpaмеpa систеI\{a ь{a€

eДI.Iнldt poзB,я3oк \=+ (i= |,2,3,4;' Мaсмou

=-68

Ir lo r rl
=_68, ц=|: ,i ]-|i=-.,u

|з 3s-3 9l

( теopемa (пpавlшlo)Iфамеpа ]
Яюцо виЗнaЧгIl{к D систвrrи n лiнillниx piв. 

I

}tя}Iь з n неBiдо]!{имI{ (1.8) не дopiвrпoс }lyлю, To
I{я сисTеМa мaс €llинlй poзв'язoK, щo Bи3нa.
Чa€тъся зa Bиpaзaми (l.10), ЗнaмeнIшкoм яIсD( €
BизIIaч}tик сисTеми D, a uисe;ьr{}{ком _ Bи.
ЗнaчIПlк, }rrlюpенlй з Bиз}[aч}IиIG систrМи в
prзуЛьTтlтi зaмfuiи ст0BIтL(я з кoефiшiекгЬ ггp}I шy.
I<анoмy невiДoмolту сТoBltrlrм з вi.lьttlо< щенiв'

3l



ll I l 10
. П -l r -2=-204, r.=t; ; ;+ lt -J c 12

i3 q-3 36

l. 3нaJiти vнсro iнвеpсifi у пеpестaнosкaх:
a) 10, 1, 2, 8, 7, 4,3, 6, 9, 5;

б) 8' 9' 5' l' l0, ?,2' 3, 6, 4;

в)9,8,7'6,5.4'],2.l
2, Яхi з аoбуткiв € члrfiaми ви]нaчнIiка вiдпoвiдного лopядl(y:

a) aa3 с61 o52 аIr tlъ с'1 
'

б) а21 а63 a|4 а56 а35 a$ a17;

B' сt$ o28 а75 а'6 ot| а1I ;

f) alA1n 2)2... {ttn;

Д) аn аlз.., {]k\' |'.' a'n' I аon|
Яхиil поpялoк ви]нaro{яхa i знaк ч,rеrta?

3. oбчвслнтш ви3нaчникli тprтьoгo пopядtiу:

lr !
Ir - I

ц=l; _iii ;

|z t з
a)f 11

Ir 7 8

l, t
г) 12 4

|з я z

l0 I
-2 - I
12 I
389

li
5

-t2

O6чнcrптн rи3llачllllкн четвepтoгo i п'яmru пopядкiв:

lz r z о i

"\ll 2 0 2 j I]казiвха 3асtoс1ъаrтспoсi6рoзLlaД'., i2 0 2 1 l визtlачItшкa ]а с,rt{]}|сtгтir.Ntr' pяд<a aбo стoBпця ;

i0 2 r 2l
jc з з t i

i\i3 4 3 ll Bказiвка 3асmс1ъатиспoсiбзведеtrня
", |з z l 4 | визначнl{хa дo тptlк},.тrrorо вЕI.jtяo' ;

|1, 4 2 З|

I;Ilз 4 7i 15.r
'б)|5 l з|'в)|2 -9

|2 -l sl lt -с
i |о r z|
l,ф|l 0 3l
I 12 3 0l

8
1

il i i;ii lr | з.!i {.tt
в)ls l *t *l 2j, г)l-i -l ; li ,li ? i

ll -',-iili l;-;-;il ii li
з2



5. Рoзr'язати 3а пpaвнЛov Кpavеpа сllстеми ..tiнiйних piвнянь:

д)

в)

r)

д)

2х1+ х2+3х3=-},
8х1+3х2+5х1=-!], б)
2х1+5хi- xr=-5;

7х1 - 3х1. + 5х1 = ]} ,

?х1+ 4х2 + 3х3 = {l '

a11t1*а2х2* a]х] =0l
а1\+(а2+ b1)х2+аjц =р' o1x0, b1*0, D;*0;
4|хL + {12х2+ (o3 + 0j х3 = у;

3х1+Зх2+4х1.5ц=9'
5х1-1х2+8х3+\=tt
4х1+5х2-7х3-3х3=_5
7хt+8хz+3х.l+4ч=_!

2ц+ х2+х] +.ч + х1=J
х1+2х2+ x3 + х4 + ъ = 9

Х1 *Л2+2.]сз+ц+х5=8
х|+х1+х3+?jfa+х5=$
хl+lэ+х3+х4+2х5=7

6х1+5х2-2х3+4хa+ 4=0,
9\- хz+4х3- 1-13=0'
3х1+4х2+2х3-2q* l=0,
!х1-9х2+2х1_ ll =0;

{ur'-t +3xr=9,
e).j 3.х1 -5x2+ х3=-4

|4х1_1х7+ х3=5;

х|_ х2+4x3- ц+2х5=12 'х2+ 5х1-4хa+ х5=$,
L\- 3х3+ 4,s=8,
х1+5х2- ц +3х5=|i,

1хi+4х2 хs=4.

li

ж)

PoзОiл 2

МATPицI

$ t. oснoв}Ii пotlяTтя пpo маTpиl(i

| Означенtlя
Мaщиuекr ПoряlIкy m х nНalfiBaloТЬ llpямoКyгтryтабЛ]{-
toо, складeнy з л1 n Чисел, pо]}rirцегп{х B m pяДKЫ( i n
сToBIIruD(.

JJ



ilозitaчaютъ МalриЦ}Q тaк:

I

I

j

I

|аi
t^

А=|"2t..
Iiа

t *i?

t G\r 81.n

с

М ar p юti }vf o Яfl {a пО 3i I а Чa.Iи дB0.[{а ве p гt,t}a;Iь tl}i l{r{ p r,rс ка }J и
з oбох бокiв. tlисдa {I1l, З яK7Di^ склaдеFio }ъ{аТttl{Цю. tlазиtsакrl'Ь
Тi eэ е.не н m ами. Еле ме irги з Ojlнaкo BиIfll Пl.p lti}LV-}t itt,tсксarl и
yГвopЮЮ,Iъ pЯДJKуl, a 3 од}raкoBld!fi{ llpуТT{ми iлдексarи *
сTовIIlli МаTpицi. Як.tцo r..fl = f|,:O l\,fi!ТpиI{к) }tаЗив:tЮ'Iъ,с ваdpam-
нoю n-еo пopяdку

h{нохоrна елемеrrгiв alt 4z? ... a,n квaЦра.гt.lli itа,гplпfi и-го
пOpЯДRT yrBopЮ€ еoJ,loвну d|аzoна-|Ib, a ]\{нGх(иHа еJiемсIГl.l-B
d|na2:'n |,a3ч,-2).,. an| 

- 
noбiзну diаеoналь. Kr*дpalну ЬшTpt-{-

Ц}o, s якoi tsсi eJlе},{сHTи, кpirt елеrtеIl.гiв гo"Цoвнoi Дlarоlta.цi,
дор iв нtotvть }ryлiо, }IазиIt.l ють d i аe a н а'l ь н о ю..

ld'
iо
i
t...

[о
Якtцо B ltialoнaльнiй матpицi всi е;tемеru.и mловноi :tiа-

r.она.цr доpiвнюtoгь oдrдtицi, T0 T:ак), r,{аЦ}иrilо нaЗиBaЮTъ
oifuнuчнoю i iц позначаlоть бъxвою .Е:

Ма.tpиriю, в якoi гlсi е.пeмешги :tоpiвнкlк.rгь н},,rIк). }lа3и-
RaIОТьн}льoвoю aбo нуlь-маmpuцею:

0 ... 0
d1 o

0 .. d,

{t o .., o
r-lo l .. o
u-\

l"'t0 0 .. I

Qtz

azz

l.t



\

lviа,грiпttо' lffo склаIlа€ться з oднОгo сTrIBII1Iя (л х 1), нa-
зI;тBа I{)1ъ J\| а mp u ц е ю - c ma в n цем aбo в ек mo p o J14 - c mo в n цeм; Мaтp и -

цю, iliо скJlаi{aсlъ.ся з oJ{rIOгo pядка (l x n), назиBaIoтЬ .маmpu-

цaю -p я&к o.u aб o век mopом -pяdl<oм. Елемelгпl BеКтopa (векгo-
ра.ря:кa аГ;о вс кrо ра.с.trl впlц ) нaЗиBaюTъ Йot.o к o o p du н аm а]у|It'

Число КoоpдиIrа.г tsеKlоpa нaзиIЁtюTЬ Йoro вuмipol+t'

'!, Ознацення
Мarpиrti

(o,, Q,э
i"

А =|вэ' 
alz

lo^, 
o,.,

or" 
I\^lt

l

o'^ 
)

од}tolО i! того сab{oго IIopяДry m x n НaЗуГш7oтъ piвнttмu,
якtlto рiзпi iжri вiдrовiдti еrtемrнти, 'гобто А: B, яюJдo

a,,=Ь,,(i: l, 2, '.., m; j: |,2, ..., n).

T p ан c n a н o в a н o ю |I|o iцo матpиru,4 називaкугь матpиIцo

/\
iаt, аzt а^t 

I

| а'. а"' а-. I

4'=l tt lt -' l,l.'.1
\ot, or, "' o^, 

)

}твoренy з ма-t'риф z{ замiнoкl pяш<iв oДнaкoBILvи за rloмeрoм
clювшtt.яI}o{. Мmpшцо l нaзивalсrгь cllмеmpuчttoю, яIоцo А=А',
тобr'о якrt{О Q,',= 4,. .пJlя Bсiх i, j, Якllцo А= _А', тобтo
6''l = аj, ,.ГФ Ма1тI{lЦ0 .{ нaзивакrгь кocoсuмеmpuчн}ю. 3 ознa-
Чс-}II!я tsi{IlлиBаtj , u(о всi rлеrtен'ги г()лoвllоi дiaгoналi
кoсoсимrтриuноi :иaт.риt1i доpiвнюtотЬ нyлIo. Kвалpaтшy
ма,гp}tiЦо IIа]I{Ba}trгь tnpuкуmнoю' 

'tк-lцo 
всi Гi елемerrГ|l сt,j 

'
pозlvriщеtti тliд l'оlitlвttою j{iагoнa.плrо (, > y) aб<l rtaд гoлoвнoю
tiаt.оllа,rлю (i (-l), дорiвrrююrгЬ }ryЛIо.

b,,, brn

b, brn



s 2. /{ii наД мal.рl{lull}tl,l

|. Ознtlчення
Сумoю Qliзttuцею) JIIЮх мaTpицЬ

Oднoгo й mгo сaь{oго пopяДкy m х n нaЗиffilоТь мaтpиl(к)
С' елемеrrrтr якoi дoptвню!оТь ср{:lм (piзниttям) вiдпо-
вiднlо< елeмerrгЬ а,, i b,,, Tтlб.ttr 6=/*B, яIсцo
C,,, = a, j + b,', Nlя всiх i i7.

!, oзнsченIrя
,{oбуmкoм матpиr{i ,{ на число g }lазивaloTЬ l{атplД$o,
eлrМе IITи якo i до piз rIIо I0TT, добyп<аv елeмelггiв матpиui
l на число G, тoбто

(oo' datz 0o,, l
I

aА-1- -zt '- -.2t

Io"o^, a"e^z 

".. 
o;.,1

\ .. пl -nj



.пе числo ст0BIIII'iв l,fflTт'ицi l лоpiвнкrc ЧисJry pялкiв ltатplпti
B.

! Означеttня
: .fo6уmкo'ц dвох маmI)Цць А i B нaзпвal{п.ь Трешо }rа.Ipиll}o
. С, eлeмеIrт.Il с|J (i .= l, 2, ''., |n; j : |,2,..., p) якоi

доpiвнtоtсгь сylvti дoбyткiв елемеrrгiв i-lо рядка мaтpиlti| А нa вiдповiднi e;темеtгпl7-гo сТ0BIII{я матpшtti .B, тобтo
l C: А,B, 

'пol[o 
с]i =аubv+а,b,,+... + а'b,,ulяltсtхi

i тai.

Прньrа.r Знаltгш -.;=j

Poзв'я]aння.Мaс

маЦtrrцЬliB,яtоцo

3 1 1l Гz,]2t2l,B=1421|2з) lt5 3J

(з r r
c=12 | ?.

il 2 з

h з) (rs lс)
|цz|=|tв lll
р 3J [25 l6J

Зaувaxeння, Mнoжeння }|аmpuць нас dвi oсo6лuвoспi. Пpu мнolt<,еннi мо
lnpuць кo.цуnomuвнuЙ (nеpесmовнuй) lq,io,1 .цotсе i не вuкон7,-

. вапlJся, moбпo А B не завжdu dopiвнюс B А '

Haлpикraл,

i r -r) /' "\ i-r rl 
or=1.l !l,=l.-i i), u=li ;,J' Д=[ri il \| l)

| Означeння

| м..'p.Li А i B, ЛJlя якт,оt' А3: BА, нa.}иЕЕtюТЬ Кo!ry-
l тативнипи абo IIеpесTавtIи]\tи.

Bшомo, rпо дo6}тох jlвoх'{I{се';topiзlrюе ну;по ruш t ILтъкl{ mцr, хo,.т{
:lpннafirtнt oД{fi 3 м}loж}tиKlв доpЬttюе ну,по Пpи мноrкепtli мaтpaць ця
:j{i{огa вх(e не € oбoь'язковою

Haлpиклaл, ма,гpиui

,.1; € н\..]ъoвl{]Чи, a дoб1тох iх
^=(i:)' ,=[-i l)

r\
яз=iХ Х liu u,/

5/

-l З-Чаl-риItею



Pal lt.tlм ltатplп{i I{ази.ваютЬ на йб iльпlий пop.шIoк м-i.rtсl.
piв лaноi мarpиtli, якi нс л<lpiвнюкrгь lryлю' mбто
lla,ryта.IrЬнr ltисJIо r lIaзиBaIоTь р;rlп.o\{ мащипi z1, якtцo
сerю/l мiноpiв r-I0 flopяltl(y цiсi мaтрицi с пpинаibпri
rl,tин вiдntiнriий вiд }ryJI'я, a всi мiноpи (r + i)-lо ltopяд.
кv i вшцe дкrpiв}Iюк[ъ l{yлю. Тоlt фaкг, щo IIaтyрaль}Ie
l{исЛo r с pаrrгol{ мaтpицi .4, записytoгь .гак; r (А) : r.

Якпtсl всi е.ltемеrгги tvtатриЦi с I{уJUtIlи (tгy;rь-пra.гpиrц), то
ii paнг дopiвtlкх: l{yJIю.

Якlцо мaтрI{Idя ]\,{aс ПpиIlalhшi оltиtl вiдмiltний вiл нуля
eJtrЬ{etl.I' тo patlг uiсi lvtащшti дopiвнкю oшrншli (за oзltа.lеtt-
ltям в.сi trliнори дpyroгo .Гa виlЦих пopялкiв y тaкir1 }ЙTpиlU
,'lrlpЬ li кlюп.ь ну;Iкl ).

Пpикlя'r' oбчислити parlr мaтpя]lt

P о з в . я j а ll lt я' Poзr,тяlteмо,.IовLтьttий мlнop лP}тoto пoplrт<y triсl
мaтpнtti, pо.lмilttениlt, напpпLla"l, 1. ,riвому веpюtь<rм1 к1ri.

ir I ID,=liil=r*0

T.епeр о6.rис.,tимo мiноp третьoro rioря.lxу, шo oбвo:штъ мitlop

l 0 3 -l I21 -r o i

-2 6 3 -4 i
3 4 s -51

It r o
D]=ll z 2

14*26

l8

= lti t{)



Усi мiяopн чeтDеРтol.o
t{у,Tю:

пoря.It(у' t|lо o()B(.).1'rгь мшlоp Л,' ;IopЬtrюю-гь

0 -li2 oi
6 -41
4 -s l

якi вirviннi rtul ну'lU.,(}г,ке, нaЯвtrurий пopьтoк ltiltoрltl мaтprrпi l.
lopiвнюс J, тобто | (А):1

oбчислкlюЧи рaнг }taтpицi А, xllа роЗIIядanи лиrUе oбBij}Ii
Мiнoри Чствrpтoгo пopядку. а I) oЗItаrIеIIIri paIIry мaтpиIti
ltшшося rlpo tsсi },lo)K,tltвi }{iJlopи Тol.O чи i:tшIoгo llop'L'tкy'
oбмeхсyto.lись poЗI'ЛJЦo]\{ лиulr обв|urих rliлоpiв, Ми Bихo-
.ltиJIи 3 таKoгo тBерl'DKeя}Ul: якlцo всi oбвiдrri мittopи ,t.го
пop&шry дopiлнюкrп' }тyлiо, то Й yсi мo)Krlивi мirtopи &.гo
IIOр'Цhry такox ДoрiвrrюIoь ltyЛro. Томy oбvисЛioють лI{llIе
oбвiднi мitlopи, якю( меtllшr, I{i]к yсix мoжЛl.шиx мiнopiв mто
сa.}loгo пopяJlКy.

$ 4. Е.lrемeilтapнi пepетBoрeння }ralplrцЬ

!o елемеrшapllю( Пrрrlъоpеtiь мaTpиць }IaЛе'GTь l"кi oпе-
DAIUI:

l) змiнкlвa}I}UI ]{iсrlЬ бy;ь-якt.tx 11вох рядкiв aбo стовп-
цв;

2) мttо>кенIlЯ pЯДKa абo стoвllilя tta JIotsiJIь}tе Числo,
вiЛrti:lttе вiд lryля;

3) дoдаваlrня до бyдь-я<ol'o pя,ltl(а абo стовпця лiнiйнoi
кo:tl6iнaцii iнlшlтх ряJIKII} aбo стовпirЬ;

4) догшlсyвання або BикpесJlЮtsаtltrl ряJtка (чи стовlrllя),
tllo повIlicгю сЮIallafil€я з ltvлiв,

^iвi матplлli назrrвaклъ еквiвaзенmtruЛu, ЯK117o вU{ oднiсi з
:i;f( .\tо)lо{a псщltги лo лpцоТ з€l ЛОПo\{oгoю скirrченtloгo чисЛa
...1 е \{е t{TapIпФ( IlеpеTшopeНЬ.

Teopемa
Еквiвa.lrе rгпli маrpиtti llrаКnъ oднаковi paн Ги

.] o в е /I е I{ tt я . Пеpе.гвoреIlrrя i), 2) i 4) riе змiнююnъ
:]i:lr. \tаTриIti, оскi.lьки lt-i ltещтвсlpеItня tIс BiI.rlиB:lкуIь lla Tе
.-: ;j .] opltJ}{ IoRаT},l]t{е rryлю бyдь-.яки Й. ьr irlор I 1iсi мa.lpиl1i По ка 

j

r.:.\ir-]. illo 11 опсpalriя 3) нe зм.iнrr'ю paIrrу ]v{aтpиlli. Ця оlюpaцiя

ir I

";=i iiь 1

It lo 3

^ ll 21-lt't=l,t -6 6 3

16 3 4 5

=0,
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IloЛJIгa€ B To]иy, lIIo к()ли, нaпpиклад, дo i-гo pя.цка мaтpиЩ.4
IIoдaюTЬ Лi}riJtнy кoмбilraцiЮ pеltfТI{ ря/{кiв, Tо BнaсJriдoк Ittюl.o
Дiстаrcrгь ДсяКy мaтprrпо B.

Heхaii рaIIг }{zlTриIц l дopiзнюс r. }Ъi мiltоpи (л + l)-го
пoря,Дкf,' l'tатpиtti B, tl ЯKпх нr}ис i-гo pядка' збiгaються з
вi.гrповLщкrи мiнopa,vи мaтpишi,{ i, oт)<е, дорiвнrоють }ryJгIо.
Pозгл-rшемо мiноp (r -t l).ю пopяllкy lla.гpишi B, яюrЙ мiстlггь
i-fl pядок. ЦеЙ ltiнoр. зt.Llно з властl,шiсrrо 7 визнaцникiз,
роЗпадa€ться на лiIriйtry комбiнаrdю мiноpiв (r + 1).rо rlоp'Ц-
кy мaтpшl А i' laкlцxr чинo]\l' тaKoж лоpiвнtос lтyЛю. oгхсe,
pаttг L{a.гpt{цi 8 нe lltоxе бyги бiльшrим BЩ paнry мa.гpиui .{.
I)aнг мaтpшl .B не мoxе бyпt Ёt ]\{еttlltим 3а paнг ьtатplф .tl,
oскi"lъlсl B пpoтI{в}Iol'гy paзi Iтpи ]вopсп{o}fy rlеpеxoдi вiд 3 дol трбa бyде пi:rвшr{rвaТи ра}iт мaтрицi ,B, uloб дiстaти parrг
мaтpицi l. Теoрlиy lloBrде}lo.

$ 5. oбepнeнa мaтриця

Poзгrrянeмo кзaдpa.гrry Мa.гpl{Цк)
r\
lo' or, ... or, 

I

. | а',' Q,, с'- 
|А=| ,' zz .n 
|.r..'l

\on o^, o^n 
)

! Ознвченttя

| Мaтpншеto, обеpненoю.цo Дaноi квaдpa.rноi мaтpицi l,
! llaзиваIoТЬ Матpi'пЦо А-^, якА за/IоBoлЬ}UIс спiввiдto-
l. *."'o А |А= АЙ4-1 - Е, I7e E 

-oдI'и}Iичнa 
м'lTpиItя.

I

Постaе зaIII,fТaн}Iя: ЧI4' )Ц1я кo>tсloi квaдpатноi матpиrd ,4
iсrryс обеpненa ltaтриrц l..?

Bи:lнaчник

Qtt Qtz

azt att а-

anl an\ dnn

I Ia.]иBа к,*Iъ Bи ]ttачI] l{кoм квaдpa Пtoi lnщиui,,{; Йoю [Ioз!{aЧa.
кrгь ,D,, або |А], або dеt ll4| .



| Означeння
Klaлpaтнy h,f aТpицro,4 rraзивaкугь н eo с oблuв oю a6o н е в u -
poОэюенoю, яKlцo BизнaЧ}Iик цiсi матpшri Q не дopiзrшх:
}rуЛ}О. Якttо D,: 0, T0 l{it]p1{IЛo ,4 називaкуrъ oсa6лuвoю
a6a вupodженсiю.

Tеopема l,I
llля тогo шroб квqдpaтlа мaтpltця А мaлa 

1

обеpнeнy ]\{aТpиr{io ,4-,, нeобxijЦto й дoстатtъо, 
I

шоб мащиця Абулa ttсосoб,rr,шоtо. 
)

Д o в е д e rl н я . Heofiхidliсmь. Hrxай мaтpиIIя А мaе
oбеpнеrry l{aтpиtlю lj. Покaxeмo, Iцo Dn*0 Згiдtо 3 oз}tа.
Чеtl1UIм, А'|А = Аu4'| -.Е. Hеxaй АА 1 = Е. Biдoмo, uIо Bизнaч-
rик лобyп<y ]!fflTpиIIь доpiвнtoс Дфyгкy визнаtгнrп<iл rПос
\{aтpиl&" oт)ке, D (АА r) 

= D^D^, = DЕ_ | (D' = 1). Iз стriз-
вLцtorшеrпrЯ D1D^.' = 1 BиItлlаBа€, Щo D,*0' 3 остaнныэi

piвнoстi виДIo' зoкpеIr,{a, ш{o D/ , = + 'тобm визнa.rник oбеp-

нeноi мaтpиl1i доpiвнкrе o.циItиI{i' lloдiлeнiй нa виз}Iaчник
пpямoi мaтрнцi.

.Ц,ocmаmнicmь. HехaЙ D^*0' Пoкаxемo, ll(o мaтpиця Амae
oбeрненy ,4-'.

Розг.[лreмо МaТprilЦо

сUIa]Iеrry з a.шeбpaiul{r.D( .цoIIoBIIe}Iь eлeмerrгiв ltaтpЦt7i А,
Пpичol{y а:шебpаrvнi доttовнeння елемеrпiв pдI{кiв записaнi в
стoвпцi i навпaки. Мaтpиtuо ,4 нaзlшaють npuеaнанoю Оo

.uampuцiА.

Нехаfi Tвпrp B = +.Z . Пo**.мo' u{o lr{aтpиIlя B i e
lJА

oбepненою до ьlатpl,тцi А' NIя rDоrо пeрвipшvo BI{кoнaння
спiзвi,rнourerurя АB - fu|: f,.
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АB=

Розг.пянемt' ДОбr!к

а.t-l А u -! 
! ц ! n-!:ia t.-А t,

DА

ц'\'.* %!Lэ3:::зи!у
D1

а tl 4l L !114з_* ...::,'Ь
D^

%Ь! !цЬ::: + a*Аu
DА

D1

I

DА

(r o o

*=lo ' 0

[o o : i

l. oб'lислюЮ.I.Ь Bи.JIlaЧнvlк D,:vraтpшri А. Якllto D, = 0'
To r,{alpиItя .4 с осoблив0Ю (tsирoJtх<еною) ioбepненoТ
матpицi tIеI\{aс. Якlцо D^ * 0,1o },{aТpиIt'я l _ i1g0сg.
б;шша i oбepнена мalpнrЦ А-' iсtrус.

аn,А,,+ аn,А,,- ::*^Ау %4ц:!вh,-!:: = 
o,L,

DА

а,,Аn,+ а,,Аo+ ''. + a,n4o
DА

antАnl+ аoАu+ ... + B*А*

Tyr .rисельIIики елеlt{ент.iв, що p<rзмitценi нa толoвнiй дiа-
l.o}tа.tti, доpЬнкlкrть BиЗнaчниKy D^ як cуl'пl дoбyгкiв елемеtrгiв
pядкiв цъогo Bиз}IaчнI{кa нa вiдпoвiднi aлтeбpaiuнi доповнеll-
ltя (див. влaсr'ивiсть 4, твощму 1). Чисельниtс,I всiх i}пIII,D(
е;tемеlп'iв ,lорiзнrокrгь }IyЛIо як сyми Дoбr'кiв елемеrггiв pяд.
кiв визlrачникa D^ нa aтгебpaiчiriдoповненI{я елемеrrгiв hшrих
pяrкiв (цив' влaсrивiсrъ 4, теoрмy 2).

Такrlм чинol\{.

Анzutогiчнo t}loхGla .IIoBrgги, щo шllp}tlul t зaдoвoльняс
спЬвiднollreнllя BА: ,Е, тoбтo Nraтpиllя .B с oбepненoЮ ма-
lpицrlo А.| Д)tя матpкцi ,4. Теoрl'ty дoведе}lo'

FlехаЙ зaдalto квaдpaЕry llатpиruо z{ Щоо знaЁгги обеpнеlry
дo нei МaтpицЮ l-l, Bl.lкошщль TаKi дii.
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2. Бyлytoть lIpиrд}rашy }rаТрI.lI{Ю l, зaмiнивrши eлcмeIITи
ря:tк iв ма.lpи tti,{ a лгеб рaiuнllми дoпO BtIен}tяIvtи с,Ле -
tttе нтi в вi;щовiдlt lо< стовпl (i в:

, (1,,,, j,,r, ::)А=i,'' ... l.

ll'" )'" " 
)" 

1

J' Oб,lис.lп,tзшrи добyюк lrpисIulаIroi мaщкrri .Z

дiсrашlъ oбеpнеrry мaщицlо l-l:

.,rI=1. l1',',1',', f,Iя-' = Цn D^| 
l

\А,, Аu . . А., 
)

Прпь'lа.r 3нafirrr oбeplterq' матpЕцю А-' Д* матpxпi

(r z zl
А=|2 l -2 |

L2 -2 r)

Рoз в'я з a tl н я. oб.пrс-цямo tsllзначtlцк D^мaцнцiА:

I
n^ 

ц'

It
Dr= 12

Мaтpиuя А нeoсoб,шrвa, oскi'rьlol D,. *0, 3lrаfiлeмo а.тгeбрaiтrri дoпов-
tlення:

Аl=_з, Аlt=_6, Ал=-6;
Аn. - 6, Аzz= - 3, Азz = 6;

Ав=_6, Аzз=6, lзз=-з'

2 2l

I 1 l= 
-27 t0

4l-i -: :l..[_6 6 -з )

oгхе

А'L=-
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Haвeдемо де'ш<i влaсrrrвoстi обеpненоi мa.гpиril

о B,raстквiсть l
iJизнaчник oберненоi матpиr{i лоpЬrгюс обеpнeнiй во.lпl-
чиtti визнач}II{ка дaноi llaтpицi И .i 

=..l.'.' |АГ
о Bлaстивiсть 2

|]^.l:o:::чд1lP^TчЯдoбyгкyКBадpатн}тхмalpиIЦ,лоpiвнюсlioo уТКy (юе p }!е t!I{x мa.гpиЦь.]v{I{oltсt икiв, yзяIlfi y iвоpсп-нol{y Ilopядкy.

Cпpавдi, АB(B-'А'\ =АФB-') А-'=АEА.| =Аu4_| = E i
в-| А. \ АB = B-I (А-| А1 B = B, iB = B-|B = E .

Tarопvt Чиtloм' Е,А-l с обepнeнoю ]l{атpIпIrIо ulя АB'
. Bластивiсть 3

Тpa нс поl lова на oбe p l te }ra Мaтpиrlя .Цop iвlrкlс обepнe нiй .ЦoтpаIlспoнoги ltoi дaноi матpицi;

(А- ,), = (.Ф-' .

$ 6. Pозв'язallня систrм лiнiйних рiвltянь
зa Дoпollloгоto oбepнeнoi мащиф

Нехaй за.цaIIo сисTe}o' л лirriйltюl aлтвбpaiuttlо< piвirшъ з пневiдoмими

Познa.гимo. чеpeз l мaщищо з ксюфiцiеrrгiв пpи невi-
/{oмlл(,^чep€з X - шlтрI,ilпо-сToBпеI{ь з riевiдorшп tвект"Ьl ivеpез .B - мalpиIllо-стовпets з вiльнlлх й.-i" (*й;);"",

а\х|+ аnх2+ ,..

Чt\+ а22х2+.'"

AntXt* AnZ\t ... * A_Xn= b^

ut2

-22

сI . ..

+ а,nхn= b,,
+ qnхn= b2, 

(2 |)

o.'l 
[.', ] р, lo 

l, *=l? 
l, 

,=11 
I

o^, ) l'" j \b" )

(o,,

А =iq|

i.o",



Уpаryвавшrи прaBилo мt{oх(еtitlя Матpl{1lЬ i 1лltoвy piвнoсгi
мaтpI{IЦ}' систr}fy {2.l) llо>rсrra :}аIlисaTи y виt'лrьti

{o,, o,, ... o," I [r, I fu, ]

ln', 
i,", ,;,, 

i i; l= i { 
i

L;;, ., ;;.j L" ) iu.)
aбo

АX= B. (.2.2\

ПpитryстимО, lilо }{aтрIfi{я .{ - неособлъrrъe iD^ * 0), тодi
iсrryс oбеpиrнa sfiц'иt{Я,{*1. Помнoжимо з;tiьа обидвi Чaст}lttи
piлносr.i i2.2) пa А-.:

А-| АX=А-| B '

Оскi;rьюl А-!,4: fl. то tэсТа,iu.пlо ДigгaнеNto

X: А4B. \t.-1 )

Poзв'язaIlrlя,Мaемо

3нaхoJurмo oбеpнeну мaтpПцю:

Тaкд,t Чинo]tl, N{aтpи1UI-стоBПеtIЬ з l{еB!.IоIl4нx Дoplв}Ilo€
лобутку oбеpltеllоi мaтpшri А-' нa маTp}l]Iю-с.IUвIIеtiь вiльrпо<
ццеrriв'

Прпll.rал. Poзв'язaти 3a дoпoмol.ою oбеpяeноi мaт?яrli сЕстему лtяlf,нях
ршrlянЬ

х1+ х,= ц=} ,

-Ъl*\+х]=3,
\+\+ \=6

Irr-r] f''l (t)
А=|-2 t l |' х=i\ l' 8=l3 lIrr r) t*j t6/

o-{ *l
I I ll1561

-l n ! |2 - 2)

А'I =
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Зr,i;оto з фоpмулокl (2,3), дigгаемo

BккtltIaвurи мttoхеlll{я мaTpпцЬ у пpaвrli частинi. зttа*демо

тo6тох. =1'х2=З'\=z

Pозв'язра}IrUI систеr'{ лiнifпI}rx piвIrfirь 3а д{iIlOмOtoЮ
OберtIеIroi Мaтpицi Jгyxr ефКл'{внr тolli, кo,Iи ,tiBа lIас.I],ЕIa

залI{]IIасTься llе3МilfiIoю, a сToBпrIIЬ з Biльнlrх ЧnrнiB З\{l'-
нIoсTЬс я. Clrpaвдi, за МiстЬ'го гo' ll{Oб зно вy ро з в' язувaТи Koяс'y
сисT€Мy' МO)КtIа' KoрисТyIоЧисЬ ]\{стo/Ioм oберненоi },ra.гЕtицi,
TiлЬки pаз обчислуг.f";l' А-|, a пoтi},f 3а фprиyЛoю (2.з) знaxoJryITи
I{ORi ЗIlаЧеiIIIя l{eBiдon,{их ilpи кo)lсto}fy змiIleнoМy стoBIIt{i 3
BiльII I'( tlле }tiз, пo мIlo)кивlЦи мaтpиIIIo А-1 ga Bе ктoр -стоBПe lъ
B.

Зaдачi, aнaлOгiчIti oIIиса}Iи]t{ BиIцr, чaсТ0 TpаIUIяIоTъся B
екoнoмitпllо{ дoслiдхe}III,D(, зокрeмa шpи BиtsчrнгIi тaк зB€ltttfl(
балaltсовlок pозpaхyнкiл.

$ 7. l\{етoл Гaуссa

Poзв' я зyваrгня с исTrм лiнiйrrюt pi.в нfl rь меToJ{oм Kpамеp a
Ta за .цoПомoгoЮ oбеpненоi матpиЩ пов'язанi З BеltикoЮ
кi;tьк-tgгкr oбчислень. Зilачно 1IIBI{ДшIе мoхG{a pОзB'язyIиTи
с иcNJ n,{и .lliнiйнtо< p iвlrяrь метoдo r,{ rr<rcл iдов ногo BI,{кJшOЧе н t{я
невiДolrих, л<ld називаIсrrъ ще меllcдoм Гаyссa.

HехаЙ заДa}Io сисTе}v{y лirriйrпо< piвняrrь

d11 хl + с112х2+ ,'. * О,nх.= b,,

Чt\+ сl22х2+'.' + ч'хn= b1 ,

а,х'1.а^х^+...+а х=bлl | пl z r n n
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Мi+tт:д l.lоr:;liдtlвrlогО..}иtсqюll*}l}t.я нrBut(}i\fl{х ilОл.fl'a€ B
.гt)ttу' tЦсt eисTgi{y рiзн-rнь (2"1i зкlдяrт, до eззi.вaтеrггноj rfi
эpикутноi с}lстеми (пpямий )ft'i( Bi{к.'}1lo1rеltь), а з ут.lюрноi
трlтк1тrtоi Сисгем}l нeвLцомi з}taхclt'lTЬ llослiцrrвtiими пlt-
сTaнонк,aЬtи (обеpнеrlий хiл).

I.[ряltий хiд виxлtочeнь зДiйснrоIотЬ гaк:
ПеpшuЙ кpoк. I7pwтtyстI{мo, щo коефiцiеttT 411 * 0. Ця ви.

!t{oга }le Пoрyцfy{r e;га;tьностi. оскLцьктr в IтpсГиBнorrу разi
ДoсиТЬ змittити iryllерauiкl piвнянь. Piвiтяttlтя сl,{стeмI,I
3all}{сylt}тЬ r'aк, tцoб по го.ltовttiЙ дiагона..li tап, а,', .,', ann}

мiстилися якoмola бiЛЬuri 3а абсoЛIoTтtoIо BелкчI{Ilolо кoефi-
цiсlrп{, Ilpl,ftlol{y 6rr бУв би нaйбj.ьшп'шt. ПoдL'штмo кoефi-
цiекtи llерluoго рlвlrяr*rя системи (2.l), вкrпоuaroчи й вbьнtтй
qлен' }Iа коефLtiскr с,'. FlазBемo цеЙ коеФщiеrгг BeI{yЧим
rлe мr I{Т0]\{ Пеplltoгo кpo Кy. B вrДемо lloз}taЧе}lttя

' - !у (i=2.3' '... л). с, =9 .,'j* 
а,,v_u,u' alt

Тодi матиъаемо piвrrяння

х,+ l,,\+ lu' Хl * .'. + l,nхn= с, ' {.2 41

Теtlеp B}rк-'IюЧ}t}iо невiдомr x. з yсix piвнянь сI{fr€ifl{ (2"4),
IlОЧilЕaк)l{и 3 дpyгогo' .Цля rъого IIoмнo)кI{мo пос;ri.Цовrrо
piвнянгrя (2.4) на ozt, alь ..', Qn| i вLщtiмeмо вi,Iгtовiцнo вiд
дpyгol(J, тpе.I.l'Otю, i так .цaлi' л-гo piвнянь. B рзуrьтaтi дiста-
}Iемo сисTeмy рiвнян-ь

ф|; ,,* c,, \ - ,

4') ц* ,i}i ц * ,

+ d,|) х, = bN] ,

+dliх'=b|', (2.s)

с,)) х, + 
"}i ъ " 

,.' * d::.т' = i9) ,

Де 4j) = *ij_ 6i| l,i, Ц'' = bl - 4l c' (i, j >21

/lpуеuЙ кpoк' flolilwtмо кoефiфс}flи lТrршoгo з lтеglетвo-
pеIrю( piвнянь сисfAми (2.5) на ведr*rй rлеме}rтдpyгoгo кpoКу
d,|i, яютfr RBaxaтимeмо вiдмiнtп'*,l вщ }тУJUI. fiiстaнсмo рiв.
н,lt!}lя

\+ l,,хl + 4l Xl* .'. + l,oхn= c2,

4',7

(2.б)



Дe

а,^|')tr,=fr (i=3,4,
,!')

"', n) , "r=4
Bшклю.rивши невiдоме ч з piвнпtь систrми (2'5), пош,r.

НaloЧи з .цpyгoгo, МaгI{]vlеIv{o сисTе}ry piвнянь

& ц* o,|; *,* '., * d:iх,= b?, ,

(2.7)

4;ъ* а! х,+ ',. * 4:хn= bf;) ,

Дed,=df -ф}lzl , a,b=a|)_oоCz (i,i >3)'
Пpодoвlюшrши цeй Пpoцeс дaлi, нa л-пry кpoцi дiстaнемo

piвнлtня

xn: cn (2.8)

oб' едrraвшrи pЬншtrrя (2.4}' (2,6, -a2. 8 ), знaйдемo IIгyIа}ry
TpI{I(yгIry систrмy:

l,,хn= с, ,

+ l,nхn= C2 , (2.9)

Xr= cn'

I{я системa eквiва.ltеllT}Ia сисTeмi (2. l), oскi.lьlоr вонa
yгвop€rra 3а .цотIoмOгоlо oпеpацiй дiлення всiх коефiфеrшiз
тoгo Чи irп.шoгo pЬняння сисTeтr{и {2. 1) tla одrrе й тr сai{е
числo, вiдмiнне вiд rry.lш, м}Ioxе}ltlям piвн.шlь нa ojЕrе й тв
сaме чисЛo тa вiднiмaннпl ix.

3воpотшrй хИ полягае B т0мy' lцo iз систst'и (2.9) 3llахo_
дяТь 3нaче}tня нeвiДolдо< зil .цoпoмoгoю послiдoBнoгo пepеxo-
дy BЦ oстанньогo piвttлпtя дo пеpe,цостarlньoгo' i так далi.

Пpш юrал. Рoзв'язaтr сEстЕму лirrifi нях piвrrпь

х,+ 3х'- 5ч+7х^= L2 ,

1х,+5ц+?.t,+ х.=0,
5х,+7х"+ х,+3х.=4,
7х,+ ч+ 3х, + 5хn = lf .

P o з в' я з а tl н я . Пoмкo;сrмo пеptце piвнпrняпoслiдoвно нд 3, 5, 7
i вi.цIiнемo вi.шIoвi.щrо Biц Д)}тoгo, тpетьoгo 1Il четвертoгo piвrr.яrrь. B pеty;ш-
тaтi дiстaнeмo сl{стr]vу

I

j

t
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-4ч+2Ъ'-20х.=*3б'
-8-ч+26х,-]2J4=-56 

'

- 20ч+ 38х, - 44х. = - 6t

Пoдi,швшrr rreplшe piвняIrня нa . 4, мaтrrмемo

il
\-i ''+ 

5хn = 9 (2 l0)

Пpсxге ,ъпя вl'х-шоче}lня }Iевlдo]r{otо & в дpyгo}ry i .гpeтьoму pi!нErняx ogгa}'.
ньоi систeмв зру"оriшe скopистaтпся нelrеpeтBopенIlм пeplllпм piвrrпrнmr,
flомнoxтвrки це piвfl'{Irrrя нa - 2 i нa _ 5 тa дoдasulи fioгo до лp1тoгo й
тpетьoto piвнпrь, дrсгaяeмo сlIстему .tBoх piвня}rь 3 .]Doмa невiдoмltмш

Пoмяохтвrдп пepIшe piвrrпrня нa -4 i додaвшx fioгo дo щlутoгo piв.
tlяl{llя, м&тl{мeмo 24хn= 4g, звi;кя х, = 2.

()б'tднавllи пepцIе prвrrяння зaдaнoi сNстrмП з piвнптнml (2 l0) i
nрo]loi,жt{BlшI| пoслiдoьнo цеfi пpoцeс шo,lo pеII{тs pЬltпtь. ,lriсгaнемo цв.
кyпrу сirстeму

х' + 31 - 5х3 +7х.= || ,

It\-т\+)хn=у'
-l8х,+ 8хn=16,

, -'t^4-''

Bикoкeвurи звоpoпtхfl хiд' зrrаtдeмo Еевiдol(l:

хo:2, х3 _ 0.*z = _1, х' = 1

Частo B ti{eтоlil Гayссa зaмiсTъ ТoГo, щф Bикo}ryвати eЛe-
}rеIIтapнi ПrpеTBope ння }Iaд р i-внян}Uп!{и системи' BI{коHyIсrгЬ
IIi IIеpeTвope}I}Iя з pяJlкаil.tи таK зBа}Ioi pозIltиpе}roi мaтpицi'
яка склaдастЬся з кoефiцie}rгiв i вi.'ьшоr чЛеIriв сисTrМи.

пpПклад, Poзв'язапi спстЕмy pЬнлrь

| х'+2ч+ х,+ х.=8,

!2х'+ ч+ Х3+ x.=6,
l ,'* a +2х,+ х,-_7 ,

[',t ,,+ х3+ц=4

Р o з в' я 3 a н н я . Cхлaдемo poзulшpe}rу i{aтptuю

[-tв'.+8х.=td.
l -'z., + 56хo = ||l

s)
6l
,r)

2tr
lll
t2l
tt2
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(bертика.ть}roю pцскoю вЦoхpe]xлeнo gговIlеltь з вLtьпПх .lllеr{iв)' Звезсyo
мalp}tцю М ло цнк1ттIoгo Bиrля.D', тoб.го до тoг0 саl{()гo виг,.tядl, шtо й
Тpшк}т{a сIrстe]va IIеprшшfi крок poзв'я3аttI{я сIlсl€l{и Il(),'tlшa€ в loмy, uIс!
ltевiloме xt lтL.ба вих-lк)rlштl{ з 1'сiх рЬнпlь, почI{}Ialочt{ з,1plтоtо, У

'|{атpичr|ifi 
{rорyi uefi кpoк 3вoдllТъся ]o тaxих llсретвol}eнЬ' кo.ти всi c.1е}le}rти

l(еpшoгo стовпIlя (кpl.lr mгo' ulo мrстшться в перlttoм} p,tщy) !rep€1ъoрюю.!ъся
в ну;ri' Пoмlroхоrмо пoслiдoвнo пеpшнft pя.roк }ra 2 , l, l i вrтrrixемо вijцloвt.оrо
вiд дl1тoго, тpeтьoгo тa четвepгoгo pяJп(iв- У peзy.гьтaтi дiстанeмо

jf,тя зp1"пtoстi викoЕatцIя наст}тtцtх дifi пoмiяясмo мiсцmtп Дpyгпй !
тpeтiя pя,цц' пoм}Io)кI{ElIпI oсгaннi.fi нa _l:

Дpyгltfi хpox пo,iutга€ в тoмy, Щo lleвiдоме :i тщ6а виlс.потштш з yсiх
piвrrшtь, IloчПнaючП 3 тpeтьoгo. B мaцш*rifi фpмi цefi кpoк 3вoд1{тъся дo
тoгo, щo всl rлеме}Iтu дp}тогo стоaпця (кpltl{ nrх' lцo мlстяться B llepшо]wy тa
дpyгoltiу pдц'aх) пеpствopюютЬся в rryшi. Пoмrtolоrмо дprтиft рядок нa 3 rа l
i дoдaчo вi.щroвiДIо .цо тpeтьoго i veтвepгoгo pя.шсiв У peзу.штaп шстalteмo

Пoмirrясмo мiсцmдr тpегifi i кешepгd ршц(в' Iloitll()rс{вtши ооattнtfi нa -.l

ГIoмпoхоrмo rpeтif, pялoк на 4 i дoдaмo дo четвepmгo, Мaтимeмо

(t 2 I I

lo .з -l *l
l0-1 r 0

to-l 0 I

(r 2 r l
l0 1-l 0

l0 -3 -t *l
[0-l 0 I

(t, I I

l0 I -l 0

lo 0 -4 -r
l0 0 -t r

(rr r I
!0 r -l 0

io o l -l
[o o -4 -l

sl
-10 

I-r 
I

-4 )

slrl
-r0 

|

-4 J

I
t

-J

s)ll
3l
1l

8
I
3
5

(r, r I

l0l -l o

l0 o I -l
l0 0 0 -5

I]й мащиui вi,тloвiдае lpвкyпra сястeма
зaдaнlй спсгемi:

х'+2х,+х'+х1

\- хl
х} -Jс

- 5tn

лiнifimrх piввштъ, eкзЬалеrrпlа

=8,
=!,
=3,
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Pсlзв'язaвurи цю сrrстЕм-v 3a дошoмoгoю 3вopопroгo хoдy, .цiстarreмo:
,+ = -l, х, =4, х, = 5, xt.-2'

Меmд Гayссa застoсoвylоть i шrя обчислеIIIIя oбrpнеtloi
МатриIri. .Ц.пя tшоto За 3ul.u'aнoЮ квадрат}loю lиaтprflIeю

/\
|а,, 

а,, o," 
i

l -| 
аz' alz . '. О2n

z'--tl
{..'l
\a,, an "' o* 

)
зaIIисyЮтъ лiнiйне пrp€тBopе}I}Iя

У,=onх1 +аo\+.', *a'Xn Q=|,2,,..' л). (^')

Зaстoсравшiи меTo/l Гayсса, Bиpaзимo змiIIнi X,, \, '.. , {,
чrрез yi' У2, .,, ,1,'. Мaтpиtи ксюфiuiеrгЬ пеpетBoреtIIш (^у.),

Щo IiрI.ltФbмy yгBopl{Ться, i с обеpне}lolо Дo заданoi матpIilц l.
[IрПхлsд' oбrвс;пrтr oбеpнeну мaтpПtlю дo мaтprui

{ r 2 rl
А=| 4 з -2|

t-s -4 -rl
(2.1 l)

P o з в' я З a н ||я . Заrгsu(емo лirrifiшe пepeтвopе}I}lя (.S) щoдo маTpпlu
(2.ll). Матимемo

х,+2ч+ Ъ=}r'
4х'+3х,-2\=уz'

-5х'-4х'- хз=}l.

Йoму вirшroвiлa€ poзшI ripeнa мaтpкця

T\т уt, Уz,,1 вiдrгpaють.'po''ь вiтънпх члeкiв' oт:ке, rцoб дiсгaтт oстаЕllю
мaтpицrо,.доёитъ дo задatroi мaтpшцi дollxсатв ст,oвпetl} з y, ' Пoмltoхшвlшп
пеprшrrfi pffloк кa -4 тa 5 i дoдаBшIr пoслiдовно дo дpyгoпo та.тpетЬoгo p'Iдxrв,
д1станeмo

| 2 r lrrl4 3 -2 ltzl
-5 -4 -l |у')

t2l
0 -s -6064

Уt ]
-4у'+у, I-l

>уt+Уз 
)

I
Пoмttoжнмо e..leме'rпl :u'}тoгo pяjtка }rа - Т

5l



lt)
41!
lYr-iYz Iiу, - *у'j

Пoмlltrlqмo дрyrrrй рядoк }ra -6 i Дoдаrtо до oстaннъoгo

a1|х|+ аnх2+ ,,. * 4,,хn= b1 ,

Чt\+ сl.I2х2+ ,.. + q^хn= b2,

сln|х'+ а,а\+ .,' * o-nXn= b.

52

("
l0 r

l'o u

I
6;
4

{tt r

lо l 9l-- s|- lб100-;\

Д'rстaнем о тpll к}тнy сцсTe}fy

х'+\+ ц =Уt,
641

\*з'1 =Зуt-1уz'
_f *=*,,-f !2*!з.

3вЦсп

ll 2'Iхr = - -i6 yr - 16 Уz- |6уl ,

7t6
\= ву| * 4Уz tт6уl'

',=_* у,_*у,-*,,
Kоrфiuiсrrгя пPrr )t, }2, }3 УIвоpюютъ обеpнeк1'матpиllю l-i:

(_rt _ 2 _ 7 )
It-6 t6 16 I,г|-| .!- ! { |" -l 8 4 s Ill 6 sl
[i6 -|6-Й)

$ 8. Мeтoл Гaусса_Жop.цaнa

Нехaй за/tанo сисTs}i,fy m л:sl.litтl.о< aлгебpaivнlл< piвн.шrь з
л нeвiдo},g{},fи

(2.12)



Чнслo piв.пянь п i rп,rсло ll невiдoмlо< х, моxrгь бУпl
/tовiльггrддr. Мeтoд пoслiдoвногo BикJlюченшя невiдolдi( 3
yсiх piвнянь систlil{l,l' кpiм одroго, нilзI,[BaIoTь мeтодoм Гаyс-
сa_ХоpДaнa. Ideй мет0Д € дrякolо мoдифiхацiсЮ rюзгля}ry-
т0гo МетЮДy Гayссa.

Hехай y системi (2,|2) аu*0. Flaзrдатиl,tемo йогo далi
pозв'язyвaль}tим rлеМrlтToll. Bиr.;по.rrа-vо з yсiх рiзrrлrь сис-
Теми' крiм i-гo, нeвiдoме х, . Д)тя цьогo виконaelto такi
oперацii:

l) пoдiлrоro i-те piвняrrНя Нa ау:

? *,*? ъ* ".. + l ,Xi* .., *},^=!; (2.l3)oti ' arJ a,, o,,

2) piвняtrня (2.1з) пoм}lo)ioft{o нa коефilliеtтт аn {k: I,2,
..., i- I, i + l, ..., m)'.

9*',*1+ \+,., * сlljхj + ... +a,j , (|l.t'. \+ ,., * сIljXj+ ..' -T *"=o+; (2. i4)

3) piвtrяння (2.|4) вiJшiмeмo вЦ &-го piзн**rя системи
(2.r2):

( o,,o^\ (. o,,o, )
|or,_--# |х,+|аu-=F lъ* '.. +0'х,+... +
\ -ril \ 't! J

n(o,"-ry\'"= br-Ч
[-u)a,t

Rвeдeмo пoЗначeння:

a,l = ao,-oJ.l.!! =!!!!J::t-tt", I = l, 2, ..., n ;.! Kt o,j o,J

b', = b' - 9А - b,а,'- а,,,b,

ot! at|

а,f х,+ а*,' \*... + 0 ,Xj+ '', + at,,i Xn= bL,

(k=1,2, ..,, i- l, i+t, ..., m).

Toд

(2. ls)

(2.12)oтxe' B резyлЬl?гi пepеrвoрнь l) -- 3) oистеlтy
зBeдr}Io дo еквiBaлerrшoi iЙ системи

а,,,х,+ dr,, \*... +0 ,X,* ,,. +orn, хn= bo, ,
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аn

:u x' + !^'\* ''. + l .Х,* ,. , *9.''n= I ' Q.|6)o,, ' o,i z I o,, " dt,

3веДення сис.lсltlи {2.|2) дto сис1чlt,tl,t (2.16) н:гзиll;tкугь tсp()кoм
пoc.'iОoвнuх вulсл|oчеttь Гаyссa*Жopi]a}{a. Усi обчисJteIIIlя
зpу]нilllе BикollyIи.r.rr ш)Дi, K0JIи и/{arry та в('i tlaс,ryIПIi сис-
теlYtи заIIисyBaT и y Bигдяlli TабJIицЬ'

Зaги:шelrlо тaбJlи.lli, ш{O RijlrloBiДaшь систе}laм (2.\2} i
(2.16) (вi:rпoBщнo тa6л. 2,I i 2.2)

У тaбл. 2. l pозв'яз1ъа.lп'нlй eЛeмеIrт с'. Ri3Ьмrмo B paмКy;
!й pялок i 7-Й с-пlвпrllь нaзиBа.Гl,{меI{o rii:цrовi"tпlo poзвkзу.
в L4 ьн u м p я Ок o м .Ia p Й в'язув an ь н u м cmo в n це.+1.

А;шоplтгlr Kpoкy пеprTl}Opеlrь I.аyссa_ЖopДalta, mб.rо
пеpехiд вiд табл. 2,| llo тaбл' 2.2,.гакий:

l) yсi eлемеtгlи pозB'я:]yваJIьrroгo pяД}са тaбл.2.l дi.'пlмо
l rа pо зв' язyв a:ънlц|l rЛе мe HТ а, * 0 i ре ЗyлЬTaт 3aIIисyс ]t{o

в i-Й ря.шок тaбл.2.2;
2) yсi елr}.{енTи grо3B'язуваль1loго сT0BII1$I, кpiм а,,' зa-
мi-ltюс:rto HyЛя]l{и;

3) petIгry eлеrrентiв mбл,2.2 oбчис,тtoсмо зa фоpмyлaьпr:

- 
a,tdtt- ahar

i + l, ...,

Елемеrrпr аk/ i b/ зрfI}Io об.tисЛювaTи Зa IIрaBиЛoм пpя-
}{oКyгникa. l)oзгляlrсмo прямоI(yгI{ик' оilнa :J t}еpIIп{II якoгo
Ле)KИTЪ в елемеrrгi, rи Мiсl1е яl(Oгo oбчис.lпск:тьс:я ttовий, a

, br'=U'#t

Й; I=|,2,...,.i _ l,'i +l,...' n).

а, ',TI

(k=1,2,..., i- l,
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ll[Ю.l.ИЛ€ ЖHа _ B p0ЗB'язyBа-rlь}Io]\fy
eлеме}ITi; ДJi i}Iшri IJepuIиlII{ JIе)i{aTь
вt,шtoвilтtо: o.цtiа I] pO:]B'язytt€UIЬнo }fy
pяJtку, а дрyгa 

- 
B pO3B'я3ytsIdJIыIo}rу

сrоBlrцi (pис. 2.l).
Г;лемент вri Glбo b^,) .Цоpiвllкв

Дoбfiщ: pо зв' язyваulьнOгo rлeмеI rга
нa llрoТиJlrхсниli ltolry мiнyс дOбy-
ТОК .ЦвОх iнutих rлемelrгi* i весь

Рис- 2.l

цей вирaз дiЛиTъся Hа

!qt

Еl

рoЗB.язyвальниit елемеffi аr .

Зaувaхeння, l. 5$; paв'юуrl'tыlllu е:tе,чatm зpунo 6pатш еле.\1е]1m' шo dopiвнюс I'
a oti.0

2, .Якщo а,,-=0' mo Чi = аtt- au = аr, , moЯtno l.й сrпooпець

па6l. 2.I эаracуюmь fu буoь-псuх ulill у l-Й cmвnщь maбл' 2 2

3. Якщo аr,=0, mo аti = att-9-:,l , o,, =o,-\\ =bt, mo6."t "u
ma k Й pяdoк mа6л. 2' ! без эчiя Заnuqк)mь в k Й pяdоtс ma6л, 2. 2.

П pави.ll ьн iсть oб Числr н Ь ]ltoxсla прo кoнтpолЮ в:lти B тaKи й
спoсiб' Heхalt d, 

- 
pOЗB'я3yваJIЬHt{Й eлеме}lТ, а сr. * сy]!{a всix

елемrI{TiB iго pя:ка B тaбл. 2.l:

0,= 4il + сla+,'. * a.n+ bt G=L,2,,'', m)'

Покахсмo, шtO B Tабл. 2.2

Dt = сtr, + аk2, + ',. + аri + bk' (k= L,2, ,.., i- 1, j+ 1, '', , m)

oбr{ислк)€'Tься зa фхrpм1,лorо
{\ =п -d*lЕ'YT

т0бTo зa ТiсIо сaмoю фopмyлокr, зit якoю oбчислюtgгься всi
eлeменти ТaбЛ. 2.2. Cпpaвдi, oсКiЛьIо{ B TaблL 2.2

dri =а,t t (l=L,2, "'.,j- |,j+|,,,', n);

' а-bbt'=Dt-t,
Тo

9,= аri + а^), + ... 1atn + b,, = or, -!+ + a*2 T -
а'' а' а', b

* ar,_ _1- * br- # = QkL* сtil+ .,. +
"'l ",t
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, a- . a-G,
+ аьп.|b'-i(а,L+аа+... t- а,n+b,) =o*- jj.

Onке, шоб прo коl{ТpoЛю Bilти IIpa B I{лЬ}l i"'o *po *y IIe ре.ГBo.
pень Гayссa*)Kоp.шанa, в 1aбл. 2.| i 2.2 з.lIIисyIoтъ кoIIТ-
pо.ilьниrl стoвпeць К. У тaбл ' 2'2 ехемеIlTи кorггpoлЬtloгo
стoBпliя об.lислюrотЬ яK сylvry

br= dr,, + аk2+ ... + аo, + br, ,

a тaкo)K зa фоpмyлotо

R - ru -:g"'yk _ nk 
a,t

Якrцo пpI{ l{юмy знaЧe}I}UI Bд збiгaшгься, To eЛrмеrпи /с-tо
pяJIкa обчислeнo irpaвиJlь}Io. T aб л. 2'2 дoцiльно зaпOB}lIоBатIt
tlo pядI<ах i вiлpaзy кotnpолIol},lTи IIpaвиJIьнiсть oбчислeтть.

Пprrюraл. Poзв'язатя спстЕjЧy лiнiйпях piвкяшь lкeтодoll{ Гaуссa-ХopДанa

Ъt- 4\+ 3х, = 1.

х'-2ч+4х'=З,
3'l- "z+5х'=).

P o з в' я ] a rI tl я . Pезy;ьтaтп oGrвслetпrя пoдltlo в тaбл. 2.3

oтlie, сцствма сyмiсlrr i мaе pозв,вox хl *- l' ъ - 0, ъ = l

Tа6лцця 2-3

хl в к
2 -4 3 t z
iI -2 4 3 6

{ 2 9

0 0 -5 -10
4 3 6

0 5 -7 -9

0 0 2

I -2 0 -l -2
0 Г' 0 0 5

0 0 I I 2

I 0 0 -t 0
n I 0 0 I

56



$ 9. oбнислeHHя оберненоi мaщиui
мeтoдoм Гaуссa_Жоpдaша

Hеxаit за.цaно lteoсобливy квalцpаTlry мaтpицю r'-гo IIo-
pЯ|.IЦry

(o' ot, o,,l
, _l,irl, ir', ;r;^ 

|n=r r.l'l
Lo", 

o", ... o- 
)

Pозглянемo сисTеNry n дitriйнrо< piвli*rь 3 и нeвiдoьо,tми'
зarrисarry y BекТopнo- ьlа гpи'rнifi фpмi

АX= B,

де Х 
- 

BeкTop.стoBпець невiдoмlо<; .B _ вектоp-сToBIIеIщ
вфнtlх .l,Iенiв. Зa дoпoмогoю шiсi с}tст€ми знайдeмо обеpне-
Iry }{,}тplrЦю

/)
1",, 

ctz 
"t, I

А-, =|Czt 
Czz .,, 

|.[' '_' ^' t

\C,t 
Cn2 

"," )

Поклaдrмo пoслiдовнo

,[i],[l],ш]

Яюцо,=[i]'-



frl
11l

Якrцo ,= 
|? i, 

*

t0 ,l

(",, Сt2 .," llo ) r.," l
X=А-',=|::.,n: .. 

*. 
l,o i=l.i"!

i,.; ('Й2 :,. 
"* 

jlr ) |,.* )

['] ill r')
,=l? l, ,=16 i, ,=lo 

irpi i,rj L'J

Тaюп't чиlioм, pозB'язки /, сис1\Эl\{ АX * B llpьl

виз}Iaчаютъ вiдповlцlо 1-й, 2.й, .,., n.ft стовrпIi oбepttенoi
мaщшri.4-'.

[{i п систеьr, що вИрiз}tяюTься TiЛьКI{ вi.lьни:wи чЛrнaми,
lf о)сlа poз B' я зyI}аТI,{ оlЦ{oЧaс }Io й мgmДoм Га yсса *Жo pJta lla,
зaITисавlIIи iх в orтнiй тaблиtti. Cтовгпri вiльнlос u;lенiз yгво-
рюють oДТгпдI}ry м:lТpиI0{J ^Е. Якlrtо pоrв'язyвальtri елемеlrпt
внбиpaтн пo гo.повнiй дiагоншti, то пiсля и кpокiв IlrpeТвоpe}IЬ
Гayсса*ЖoрДafia в таб.пиrri на trшсцi мaтpиui l ltiстaltемo
oдиIIиtIIt.v }{aтpиIIю Е, a нa rtiсtli одинiгiноi lrаrpишi -обеpнеttу маТpиIllo l-.' Якttiо рtl]B'язyвitльrl-i eлементи виби-
paти ,ltовLтьIl(i, Тo в осrанпiй rаб;rшd щсба prtrlки IIеувclэBити
тaк, u{об мal'рl{ця gгaЛа o,ци}I]{ч!{oю.

Якrцо обеpllенy мaтpиr{ю з]{aхo.тLrrГЬ 3:t }'{еIaДoм Гayссa-
Хoр]larta, т() Ilе трсСrа дослiшкylвти ж)n|1у ]!{aТриIЦо }Iа Ос().
б.тtилicrъ чи неrrcобливiсть. oб.IисЛIоюtIи Гi визтlalптик' Яюttо



I\toяоlt{Be чисЛo крoк1B IIереТBopень r N{eншIe Biд пopядкy
N{аl'pиl{i n (r < rl), .Iо МаТpиrЦ oсобливa i обеpttеноi нrмас.

Пpих-raл. Знall.llr o0ерпену l{атpиrlю .п..rя иатриui

Рo з в . я з a нн я. Зшrиtuеxo мaryиllю l. a спpaза ltop'Ц з нetо _
ojlинич}ly !.lатpицIо .t ,тpeтьoro пop'lдхY i хонтpoльltIrfi gгoDпець rk. Bнхoнaс.
rto i{aксимаЛЬ}lo мo,}Lrlidве vкс.'rо кpокЬ llеpетвoреllь I.aYссд*Xoр,.вIrа.
o6чнслeнля rro]цaнo ш та6-r. 2.4 i 2,5'

(' !, -l I| ) )l
n'=lz * * I

l, + ii
z 1 4)
з l z|
l I -l I'
0 -2 -6 )

ll
9

-6

1000
0100
0010
0001

21'l
312
I I -l
0 -2 -6

А=|- 2

[2-
0
I

4

,Гo6лuця 
2,4

А E х
3 -l 0 100 3

-2 t 0t0 I

7 -t 4 001 6

П]0t lt0 4

-2 rr 010 I

0 05 0lr
oгхе,

Пpиктa.r. Знafirтr oбеpнену }lа1T!{цю &rя натрицi

P o t в' я з a н н я . Як i в пorreре.Цльонy пpнхлaш, всi oб.gсrекrrя
вIrкоlla€хo 3 еленe}rгaмк табл, 2,6

Ta6nцuл 2,5

А E r
l0l r l0 rl

013 2 3 0 9

0 0ГЛ 0ll
100 , ; -*

ll
5

010 .l2 з.Т_з 24:)
001 0* *

z
5

IА_|

I

t*.-"-*
To6лцця 2,6

)v



tz3
0 Еj-5
0 -l -2
0 -2 *5

4
-6

-t0

000
100
010
00 t

00
00
t0
0l

5 -6 8 0*4 5 -6 0
I -t I 0r 0-2 I

-6 -26 t7
s 20 -13
0 2 -l*l -5 3

3аlс iнч еtlнл па6,о' 2,6

ll
-lз
*8

*17

-15
l3

9

-3 2

2 -l
I -l
з -2

0
0
I
0

( zz .в -zo
,''=l -ll ; '!

l. 4-t -s

(l z з-r]
^7-i t:i ii

t-r l8 2 3)

22 -6 -76 17
-11 5 20-134-l_s 3lz!-r a z -r I I

Пеpeставивurs в зsх,lotп{if, чacгпнi
дiq.шrемo (l.a6л - 2,.I):

тaб';rкцi 2.6 rpсгifi i vетвepтrf, pядxх,

Tа6nцця 2.7

Z2
t1

- tt

-l
4

17)
-r3 

I-rl
3)

Orxe

Пpив'lаа 3lrаJtти oбeprlеtrу rЧаlpцшo дтя мaтpкui

Po з в'яJ a н tr я, Cкlадеvo та6л. 2.8 i вrrхoнасхo пад iJ eлемeн.тaY и н aхснt'aльIt o м o)riцпвr ч]lс.ilо кpoкiв лopuтвоpu'ri- i';;. _*йi;

I
0
0

!
I
0
0
0

0
I
U

I
0
I
0
0

7

5

)

i
t

8
6

Lil
7

0
0
I
0

;



Tа6лццл 2.8

I z 3 -l-2 4 -l I3 2 -r 2
-l t8 ) 1

l 0 00
0 100
0 0 t0
0 0 0l

6
3

23

| 2 3J0 8 5Е-U
0 -4 -10 5
020 5 7

l0 00
z l00

-3 0 I 0
l0 0l

*9
t5

* lt
ta

I -6 -2 0
0 -8 -5 I
o зоГIЛ o0 rк -ТЗ- о

00
00
l00l

-t -l
-2 -l
15
s2

-9
-15

64
59

0

0

0r -g o

0,1 0

оff l
0 00

-*-+i.
: i jo
* **o
-2 -3 -l I

-15
l9
l
Ф
l5
-5

У твбшrцi вllкoпaнo r : 3 кpoкiв вllxлючекь Гayссa-{op.lаrrа' a
n = 4(r ( л), mмy ]Va.Ipllця .,{ € oсoб,т|вoю i oбеprreвoi мвтpппi l.. нeмaс.

Зазначиrlо, ш.o xr .цoпol,toгoю виклюtlе}lЬ мemДy Гayссa_
Хоp.шaнa МortсIa тaкo:к обчислкпr Bизнaч}tиIG{ /t-гo IIOpяJtКy.

Згiшro з властивiстrо 6 визначнlткiв ко;сtий кpоl( перrTвo.
рнь Гаyсса_Хоpлaнa не змirrrос B€ЛиtIи}lи вIшнaч}Iика, яIоI{o
мIlo)сl.l1{ Йогo нa pозB'язyB:Ulьlrrrй eлемeшг. Bикotтylо.ги нaд
елеtlе rггaми B}tз}Iaч}II{ка n кpокiз llеpетвор€ нь Гayсса _Xop -
.цa}ta, зBoДиlv{o йогo ,цo Bиг.тIЯIry, кoЛи всi елемrrгпt кoхGloгo
ряjlка i сrовmдя. lс,plv одtого, rцo дopЬнюс оДпптrli, доpiвlrююrгь
}Iyлo. Пеpeстaвившlи B Такol\,fy вI{з}raч}llfl(y pяllки абo стовrщi
t'tiх собoю' 3ведrмo Йогo дo дiагoнa:ьнoго BиглЯIty. Якщo пpи
rIepсTBoprнrUD( 9и3}Iачн}Iка .цiстасьto pяДoк або сmвпetъ,
ск.ltадений з rryлЬ, то тaкий BизHaч}Iик дopЬнкх нулIo.

Приьlвл, oбчис,тдти вп]ttalrЕEх 3а дoпol{oгoю пеpетвоpeпь Гayссa--
Хopлalra

Poзв,я3дння.Масмo

of
r _2,

'ш̂ 15uт

I

0

0-?,

lr l-,

J)

23
5)

4

I

-L

73
l4
П-14
4з
l4
121-t4

l -3 z 4

g 14 -4 -ll
a 9 -6 -4

0 t7 -7 -22

61
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=507;

l \ f ' ll о о о
.,1 24ll 5o7l161s6-.* l-7J t. lв J |o o r o, 

]о tl о l

=0

Irl-s-ll lll 20o s 2l_l 00-eo
0 9 4l-l 00 000 7 шl l-tо 7|

|zП_s . t

|0Т 0 l
l0 2 -r 2

ll l 2 0

= ', [#)

100 ;
oro -+
oor fr
0 0 0Г*"l

lzt-7
= 

l- r
l- l

Зaувaхeння, Пpu oб'lucаolнi вuзttачнuкiв llеmoЭoн auKлюче'|ь Гaусса _-ХФp

^ 0апа, як i в уt'iх iнtuuх Йoеo эaсmЬсувaнIJя\ c|'Рtu|'а donucуcmiся
O кoнпpo'.tьнuЙ сmoвnць K i кoнпpoль вulсu|усIпьca нo Koж]|о'|)|

кpoцi o6auaень.

l-ra--._l

Il впгя,ви 
lI

--
llцt:

",[l i)[; ,l)''[-; ;)(;;)'

"(: t)(-l ; )(;; ; J'., [:l'Ji- х;i ][r;;-х t ]

l. Oбчис.,lитш лoбрoк матp

(z l-з]|s з l) (ь 4-32'l[1 _l'}
дlll s zl|2-4-зl;e)|s-t zз||i ]|;
[3-2 6JL3 7-s) t3 l zв)|.]'1)

(t 2 з)r. " ,,-]l,*,[ il.,,,, r,).,[j .i illi |-,-'1 Ll,; 
i;з)(4',,ltij'

('-, зl][з 2 2 z.]

.,i-!-l i;Пi ; -i-il'
Iz 3-l 1J{-2 з t-z)
(r-r-2 6.lf l-r-r-r'l

uli ; I 3ll I i; il,
[3 1-|-4jг' l l 3)

6?



(э s r r)[z
nli-i;!lli

12 - I 0 4 JU
2. 0бчяgrнтg степен|

')[l -1J".,[i

l -l в)Г r _r -r -r)-z s-3ll l-3 I rl2-2 7ll 2 r 0 ll'
-7 t вJ[-t t | з)

матpиllь:

r\1 (z r-з)l-ij,"[]Il,l

.,[1 
; iii] "[i i .i .1 

.1],,[i 1i i l]

r. ,\ (з.l-l5 z) (cz ] -l s]
li ] i_j| |t 5-2З 4i 12l-l 3-2|

"li \ i il "ll :; Ii 1l'"'ll i 3 ii il I\.-'-' )) 
[о |1-54-4) [l05 l0 -б |1)

;),,,[iil]'[i_

з' oбчислкrи з}l&че}lliя мнoгоч'пенa/1i = 3} -2х+ 5 llд матpпцl

{q z зl
А=|| -3 2 |.

[s -4 6J

4' oбчнс'rкгн 3нaчeння мнoтoнленa/1,l = l - 7} + lJх- 5 вiд матpвul

Ь -r)
'=[; a)

5. Зндitгli всl мrrтpиui, кoм}'гвтивнl (пеpестввнl) 3 }iатрltцею:

/''\ |. r\ l.зrо],Il J l .'l/ -,'в1 
|0 t t |.",Lz u 1; 

оl 
[5 -2 )'.,Lь ; 

'; 
]

l- r .\

б. .It,oвестя, шo мaтpиця н=|i i ,Jза,roroльняе 
pirняншя

}-G+Фх-ad-bс=0.
7. 3нaйти paнr мвтpиttl мemдoм фrедення:

E' 3нaйтн pанг мвтpиф мeтoдo}| tяlс:IюченL Гaуссa_)Кoplана:

9. 3наitгн о'6еpненl митpиul .l.tя .пaкlп мrтpшцЬ:

(^t

")li

63



l0. 3ндйти oбеpненi матpишi метoдоl{ Гaуссa:

l1. 3ндЙти oбepненl мвтpяttl методoм п*pет!орeнL Гауссa_Жоpланв:

l 2. oбчислитя itEтojlo}t пеpетвopень Гaуссa_Жоpлвнa вя3нaчнпкя;

.,[i 
; 

-;],.,[i 
; ] "i] ",[i 

-i i]

(g l lIl h-' 3 2.l Гrrзl)ul-l-l ;il,'li -i-i 1l'oi11:il
1-l-l-|0) [з-' 3-tJ [ttzзJ

l1 5

52
э2
з4

[ ','-" =5, {',*"+ -{]=б'
a).| -Ч+Q+ х3=0, б)l2х'-\+ ц=2,

[ 2,r-&+4x]=l5' l'r-чi.Ц=5;

i , з li s

-, 1 I I 5 2
",|-з t э 2

l-3 l 3 4

l3. Poзв'язaти зs
рlв ня}tЬ:

lz2
'ur ll _i

ll -l
дoпo}lomю

{*,+2ц+3х3+4х.=t,
^'j,'*4ч+9х'*16хo=l'
", 

l 
,, * 8ч + 27х,+ 64.t. = t,

[ х1 + 16х2 + 8Ь' + 256т. = 0;

обеpнeнoТ vaтpиttl такl сlстеми л|нlilних

2х,+2ч_Х3+x.е4,
4х,+Jч*х]+2х1 =6,

8х,+5х' -3х,+4х.=|l,
3х' + 3х, -2ц+2х,=6

lil. Poзв'язaтн мaтpя*нl phнянпя:

. h z) -. (з s) - -r] -z)[.r z).)Li;J'=[; яJ;0lx[i -;j[ ;; j'
{r 2-3j (r -30)в)l3 2-4|x=Ilo 27|
[2-r o) Lro 7sj

l5. Poзв'язати мgтoдoч Гяусса тaк| систrr.tЦ л|нl}ниx plвнянь:

S

6.1



2х'-5ч+3х3-4х.=8,
3х,- 4ч+ 5х, + хn = 0.

5х,-9ч+4х3. хn=0,
4х'- 6ч+ 3х3 + х. = l

|''" n,* x3+ х4+ .т5= l0,

|''*Ц+3х1 - х.- хs=2,
б) ] х1 + 3х7+2х1 + 3х4 - x' = l, в)

|''* \- х]- .т4 =0,

l'r _Ц -lц-4ц-5х'=_3

Poзliл 3
ЛIнIЙнI (BЕкTOPнI) ПPoсToPI{

$ l. oзпачeння и-BиIt{ipнoгo Bектopa.
Дii нaд Bектopa}rи

У бamтьох IП{Iilн}I'D( aлЕбpl{, лiнiftнom пpогpaтvryBaн}I.я тa
iншrюt ро3д.iлiB мaтеIv{aтиI(и чaсTo мo)Iсla зяaitги llpя}rrdt гeo.
rvieтрI,Itlний змiст y pi3ttrD( фaкгopax, а тaкoх( ПeprдбaчиTи
lшyкаIii po3yлЬTa'гI{' BI{кopистoByючI{ поняT1'я''-BимiptIID(
BеКгopiв.'I- Bl{ilf iр}Ii BекToри е бeзпосер.цнiм yJаГаJtь}lе}I}ш}t
llBoвимipн]o( i тpивьvipнI!( вект0piв.

'!' Ознацеttня
li --l| Cистемy и чисeЛ (а,, a2, ..,,, C|,), взятID( y-ПeB}Iol{y
t llopялкy' нaзиBають и-BI{мip}Iим вeКтopoм абo вeкго-
l poм, aбо точкоlо и-вlоripнoгo пpостoрy.
IL

n-Bимipнi BекTCIpи }v{o)Gla заIII{сyBilTI{ rrе тi.тьlоr у Bl{гляlti
pя.lа, a й y вигляli сTOBтIIUI

/\l\i
lq Il,l
\o, )

Числa a|, Q2, ...,4I нaзиЕtк)Tь oслailoвuмu aбo кoopduнamа*Iu
BекToра, a числo n __ вul+tipнicmю rc,кlopa. Познаиaютъ вeК.
Tоpи, як ПрaвиJlo' жиpни}f tltpифтoм aбo вerшrюlьlrr бyквaми
ЛaТинсЬкoго алфавiry 3 p}{скoю aбo стpiлкoю звеpхy. Cка-
ляpи (uислa) познa.raшть бyквaми гpецькoгo aлфaвф o, p,
'{, "", \'

.j r'e:
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б)

хt+ xz+ It+ х4+ х5= !Q,

\+ц+3х1 - х1 - хs=2'
хl+Jх2+2х1+3х.- хs=l,
хt+ \- r:* Ir =0,
хt -Ъ1- 3х' - 4х' - 5х, = _ 3,

I z', - sч+ 3х3 - 4хn = 8'

-' J3,' -4ч+5х'+ ц=(),
", l',, -9х,+4х,- х+=0,

|4х'- 6ц+ 3х, + 4. = l

PoзОLl 3

ЛII{IЙнI (BЕкTOPIII) ПPoCToPи

s l. oзнaчен}tя /'.Bt{lt'iptloгo Beктopa.
flii нал вeктopail'и

У бaгaтьоx I]шIaнrUD( aJП.Ебpи, лiнiйнom пpогpaмyвa}Iня Ta
iнtшtоt pоЗд'iЛiз ]\,{aТrмaтики чaс10 Мo}GIa з}ray{Tи llрямIdt IЭo-
меTpl{tпIиЁ( З}riст y piзrплt фaкгopaх, a тaкo)к пepr.0бaчити
шyкarrl poзyльTzt,ги' BI{кopистOByIoЧи пo}IяTтя r,-BI&{lp}IID(
BеКtopi3. и-Bимipнi Beктoри е бeзпoсepeДIliм }загaJь}IeннjI}l
llBoBиМip}ilD( i тplшиlvlipнrп векгopЬ.

I oзноцення
ll

l| (jистrмy n ЧИceJ| (а', a2, .',., C|n), взяTI.o( y-пeвнol\.fy
li llopяДКy, нa3иBa}0ть /l-Bимip}Iим Beктopo]\{ aбo вeкго-
l' poм' або lочкоlо л-вlпripнoгo пpoстopy.
ll

и-Bимipнi вeююpи мo)кнa зaписyBilTI{ нe тiльIa{ y Bl{гЛЯдi
pяlка' a й y виглялi стoBIт1{я

orl
щ|
: I';l

Числa a|, o7, ,..,4п нaзи&lЮTЬ в,лаdoвuмu aбo кoopduнаmа,,\|u
Beктopа, а rlислo n _- вuлtipнicmю векlopa' ПoзнauaюTЬ Bек-
тopl{' як пpaBиJIo' жиpним шpифтoil{ aбo вeшrюrми бyквами
Ла.IиI{сЬкoгo aлфaвiry з pискoю абo стpiлкoto звеpхy. Cкa-
ffIpl{ (чис.пa) познаuaкrгь буквaми гpеllЬкoгo aлфaвiry o,, p,

Y, "', l'
3 re:
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Ilpиклади вект.орiв

l. Pшки i с.rовtпti r4а.lpицi
/)
| а't at, 0,,t"'-''i

д =|Ч' azz ч" Ilrt"l
\а., аo o^, 

)

}r{)}кllа [x).l|Л,Uta'Пt як n-шимiplli тa m-втциiptli шiсх)ри, а
ма.IpиI(l{) А tlptа цЬ0Ь.{y lиo)rсIa pо:tгjtяJlати як tra{riр rа л-
ви''tip них ве кrоp iв- p ll2lкi в аб tl n m - ыr*ipltlrх иэ кroр iв.lru впцiri "2 Koeфiцiсншr пpи бyдь-якoмy tteвiдоl{oмy s сисrtьti
лittilttlиx piшняль

{

I a', х, + аtz\+ ..' + а,nхn= b, ,

]аztх,+ 
аzz\+... + а'nхn= b2,

l"'
1, а.,х,* Q.2Xz+ ... + a.nXn= b^

(o,, \

ylъopЮк}Tь rп-шимiprrий векtup |": l

V", )
3 Рoзв'яз<lK х1, \, .", , Х" сисТtми .liittiйttих piвtlяttь мО)iоlа

poзгляllаTи пс n.вимiprrий шeкtоp.

I oзнoчеttня

] д* BеKгopи l=(a,,a2, '.., а) i?=(bl, b2, ..', b) lIази.
l tЁlЮТъся p iвнultlu 

' 
якrцo piвнi iхнi вiдпошiдlti ксlоpllшta'ш.

. пlбпl T = f. якlltut-

а,= b,(i = |,2,...' fl) .

Hу.пьoвultt векmopo^| I{а'}иtsilсTlся lюКГop 0'1о' о, '. , (})' lrсi
кoopltиtlаТt1 якt.ll{) Дtlpiвlt кlкл'Ь HtЛIt),



!
li

lii нал веKlopаIiltl

|, ,Цо0авaння вeкmopiв

I aзначеttttя -) -)Сyмtllо лсккtpiш l=У,, o2, ..,, а^) | Y=(b1, b2, ,.,, b,,

}Ia]illtllс'гI€я Bектop Z = (а t + b|, а2 + Ь7, ..,, с' + Dn), тoб.
ш) Дпя тuгtl lt(сlб 1рд;rги ДIи I}rкToри, трбa Додaти ixrri
вiдrю lli.ll lti кO0рltиl Iaти.

2. Mпo.ж,еttttя векmopа Irа чuc/lo

| Означенtlя
,[oб1rxоlt I}екTоpa 7= (,,,. a2, ",, , аn) Нa число (скаляp)

}' ltaзивaсrъcя BскTop X X= (}' а,, }u Ч,,'., l4), Tюбто

/ulя тогo ЩOб пo}ДIохити Brктоp }rа trислo, трбa пoм-
IIO)КI.{Iи всi коopдщIlaти BeKгоpa нa l(е ЧисЛo"

pи цчvy-lикotгylотrся 3:lкo}Iи: --+ J
l) i (Х+ У ) =х Х+\ Y,i}', + \) Х=}'l X + L Щn5оyдo-

як}rх II}lсeЛ }., ll, Ъ та бy.щ.п<их векгopЬ Х i I (рз-
rtо.ltiльiiиЙ aбo дистpибyпtвний закоtr);

D }'l=7l, (n.р""*вний aбo кolffгaтивrrий закоtt);

3) l' (t] 7; = 1l., \2 ?1спo.'г1^пиlt aбо aсоtdаrивlпrй икон);
--) -)4\T X=X;

5) o ?= o'10, o, ..., o).

Пpи iuюlяУ BикоIIyIоTI{я такi з{lкollи:

l) ?+ ?=?*?(,,or*"".uнldt абo кolvfyгaтиBllrЙ заKolI);-) --) _.) --)
D X + Y + Z = X + (Y + Z ) (спo.lr}цlиЙ або aсoltiатpвlгt.tЙ за-

3)}:ъ,= ?;
4) 4-Itя l(Oхсtloltr Beктoрa ?l"ny. вrк.гop ! тaкий, шo

,{ * T - Г1 i., грurl,Iя Ilрoтltлrxногo векroрa).

ll

ll
ГI
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З, CкаllяpнuЙ do6упtoк

! Означеttllя
Скаляpни:lt лобyгком ДBoх B€кТopiв 7= (a,, а,, '.', с") i
Y= (bt, b7' ... , D') називaеш*я чI{слo' iцо дорiвнкх сyм-i
Дфyгr.lз вiдrювiднlдt кoop]lинaТ шФ( BеKtоpiв; ftoгo поз-
нaЧають (х Y\,

Тarcrм ЧI,ftloм'
-+ -)(х Y ) -- al bt+ а, b,+ ''' + а, bn

Пpи tроlry u"TзTР',"я тaкi зjlкo}tи:

|) в Y ) = (Y Х ) Qlеpесгaвнld закон);

J -+ -) -) -) --)
з) (}' x ) Y= X(}' Y ) =}'tX Y 1(слo;ry"rrиfi зaкон);

--) --+ -.) -A
4) в х ) >0' в х )=0 тoд i тi.lьlоlmдi' коrпr Х=0..

3aувaxeння. Iloняtnmя piвнoсmi ma dii нod векmoPоuu вugtoченi |nа,с саIro,
яx i piвнicпь mo вidnoвidнi Оii нad *lапpuця'tlu' ItеЙ факm цiлко-u. npupodluЙ, oo<L,'ькu вe'(mop 

^|oжнo 
poзz-lяr)atnu fl,t ,цаmpuuю

pяDoк а6o мamР.lцю'сmoвnець, Тах, cхaаяpнui 0o6уrnoк dвoх

вехmopiв X i Y нoхяа знаЙmu 30 |уt'вu.aoя мнo'хе11ня маtnpuць'
якщo odlн вeхmop, наnpuклаО Х, poзzaяdoпu я|t маmpuцю
pяdoх, а dpуzuй Y - n,c мamPuцtо-Сm0anе|1ь.

$ 2. floвlкинa Beктoрa

|' Означенttя
,Цoдатне зlIaчer*IJI кope}rя l*aдрaT}Iono з (? l ). нaзи-
tiilютЬ doвжllнoю вeкmopal; иого no,nuu,tv* ff1.

Oni<e,

l.Y| =*,tХ Х) =*\4+ ф*.,, +d"

Пpи цьомy:

I rl L/l > о, Ёl = 0 mд i тilгьки mДi' коrги 7= d'



-+ --)
Якrцo х i Y - л.дoвкviptti aбo тpивимipнi BeKlUpи, ToЯкrцo x--.i { - ДBoвIlvlplll aoo тpиBимlpнl BeKП)pи' 'Il

неpiвttiс.tъ |Х+ У| s |li+ lli мае llpостиЙ lЕoмeтpиtп{rd.змicг:

oАB. Biдомo, tt{o бyш.яка сTopонa
тpиЦrг}Il{кa менlllа абo лоpЬlпос сylvti
двox iltriпос йoгo стоpirt. За аltaлогiсю з
двовимiрними i тplшимiptll{ми Пpoстo-

-) -+ -+ -+. 0

рlшlнеpiвнiсгь|Х+ Y| < iХl+ |),Iyбy.ъ.
якo]vty rz-випtipнoмy пpосгорi }IазиBa.
шгь нeptвнiстю щикyпlика (pис. 3.l).

Biдстаrlь мiлr вектоpами

I oзнацення J
i Biдсiанню мix ,цBol\.{a BrкTорaми X=(а,, а2, ..', аn\ i

' ?=(b,' b2, ,..,b,) aбo мiя<двомa T0чка[д{ (а,, а7' .'., dn)

i i (b,, b2, ,'. , D,) нaзlшaклъ чисЛсl a (l ,l l вuху
,-
, d(l,?l=Ё-? ={gf 6,р(щ.

Oдиннчнi вrктopи

! oзнaчення
QдиtlичниItlI{ веJсopaми }IaзивaютЬ .BeктоpI{ BI{дy

4=(l,0,...,0),q= (0. l,0,...,0), .'.,Ч= (0,...,0, l)

$ 3. I.Ioняття пpo лilliйний пpoстiр

Mноxиl'Iу R л-вl,оlipнrоt векropiв або n.вимipниx ТtlЧoк
Itа зиBа юTЬ л iltiiшt им r-вимipнtv II[ЮсTopoм, якllto :

r -. - -) -t
I t1 срra лвох$rль.яких BеIfltрiв X t Yз R е деякиьl т1хтiм

| всккtроrl Z lлtоxиillr R,

I

Pпс.3'l



2) добylок кo)кlloгo I}iJкToрa 1з R lrа бyль.якс.tt,lсло }'
с .цtjяKим Drктr)pol\,{ мltoхtиllи R. Пpи ru*}"rУ опepaцii
доJIаBaII}Iя вeкrорiв i мllох<gПll.я Brкloрa IIa Ч}lслo
задoBоЛЬtrяютъ згaдalti вшtlttэ зilKollt{.

T'ак' сyкyltltiсlъ yсiх л-вимiрtll,tх векrupiв yt'ltоpЮс n.B}r-
ltipttи}l лirtiiltlиЙ пptrcт.i1l. lсltyкrгь lttе Й irrшi л-шимiptti лilriйrli
IIрOсг()pl{.

$ 4. Пoпяття Пpo лilliйrly 3aЛе)IсliстЬ
систeми Bcктoрiв

Пpи шивvеннi систtlм лiнiйrlих рiвltяtlь, сисlUм и-вимiprtих
векlюpiв' сис'г0м лiltiйltих сlюpм, а Такox бaгатr'<rх irlutих
Ма.I -* мal'кt lt t их oб'с кгi.l} l}а)кЛI{l}у pоль шiдфас поl lяггя лir t iih ttli
зшlсжttoстi тa лiltiйнoi ttозaлежllосrj системи векrоpiв. Роз-
гJUIIIе}V{O lti пtltшгггя. -)

.llсхаЙ задallo Dcкmpи X = @ь a2, ..., а), Y= (b,, b,, ..', b,}-+ -) --+
i Z= (сl,' C2, ..., c")' ПoмlIо)кlt\,lo tsекT0р Хllа 'iисло с, l- ltа

-) -+
р, Z }ta Y i До/tамtl. Rектtlр P =.@а,+p b,* "|Cl,
a- a7+ 9 bz + ^t c2, ...:'a' *n*дb" * Y с') lIазиBакутъ лittiЙнoю Koм-
6iнаt1iею векmopiв Х, Yтa Z iзaпнсуvltь

l= ol* p?* у? '

tlислa сr, 0, Y IlaзиI}€lк}Tъ кoeфiцieнmамu цiсi лittiЙttoi кoлl-
бiпацii. Аrraлогi.lпо oЗ}IaЧасться й лhriitlla коltбiltаltiя бyд5-
яKoгo сKitl.lе}tltoгo чисЛа векгоpiв.

! Означенttя
. Cистемy векtоpiв 7, = @,,, dr., ..., o,,), l, = (a2t, a,2, .'.,r-)
\ aь), ,,., X,= (o,t, a*2, ..., аfu) НaЗЦъaкугь.тriirijlнo з:i.jlo)к-

II()Iо, якIlI'o мo)кJIа tsKаJiiTи k craлих чисел C1, C19 .'. , Cу,] з яKих хсl.rа б oItIIе Iir $lРiвltкlс IlЦЮ, i тaкиx, uto лilrjitl!а
комбirtat г.ш. с,?,+c,v,+..' + ,,1, ,ItyJtIюtsим вeктt>.

. Рol,t, тобто ,,?, * 
",?, 

* ... * Cti = 0,= (0, 0, ... , 0) .

Як:цo.;liltiilltа комбiнаltiя ,,?, * 
",?, 

n '.' * Ct{ . ,ry.,*,-
l!и:vl D0кт0po}{ Л}-lltlс тoJI'i, кOJlи всi g' 1' ' tr лоpiв-
ll)()куIъ ltyJlЮ, To с}lсluмy шекгоpiв хI, х2,.'., /. llази-
I}:i кnъ .:titt iii l ttl ItLl:]iUIо)t(]l()ю.
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tlaприк;и,ц' сис1Ема дBох BеKгОpiв l = (l, 0) i fl = 1о, t1 ._+ .э
лltirltlо }lrзалсхoloю. Cпpaв;(, },{a€мo c, X, + C7 X2 = с' ( l , 0) +
+ с2 (0, l) ,= (с., с';. Bскruр (с', j;) моxв бylи l{yл}ЮI}иМ тi.iьки
llpи сl = C2 = 0, тобто IJекTopи Ц i х2 лiнiйнo нсзалеясti.

Аltа"ltогiчнo l.lО)'lс(а. IIoказaTи. ulo сисTeма П o.ци}.п{Ч}II,D(
n.вимiptrиx шокruрiв d=(l, 0, ..., 0)' 4=(0, l, 0, ...' 0), ...,
4= \0, ..' , 0' l) с лiirillнo нeзаJIе)кнoЮ.

Систcма вrкгоpil l = (t, Ф'l, =(0, 1), l, = 0,l) с лilriihlo-+ -) -э
3aЛeжнOк). Сrlрaвлi, Ct Xt+ ЧXэ+ .,. * \ Xl = сr (l, 0) +

+ с2 (0, l) + с, (l, l) = (с1+ с3, c7+ \) = (0, 0) . Мaемо

Яюцo B3яTи' нaпpиKIIад, C'=I, C|=C2= - l, Ю дiстaнсмo
-+ *+ -) -+

-Xr-Xr*4=0.

$ 5. oснoвlri теoprми IIрo лiнiйну зaлеж}riстЬ

)

/l o в r д e 1I н я . [Ipигtyстti\{o, щo лiнiйнo зaJlе)tсtиМи €
пеprпi / векrоpirl (l < k).Згiднo 3 oзIlaчgпн.m,{ л[riйнoi залrж-
ltостi лiнiйна кoмбirtа tЦя c, X + c7 Х2 + ... + с, X, даe rry;пювиfi
l}t}КTop, Ilриrlolсy Itринallмtti oдиtl 3 кoефiltiсtп'iв лirliihoi
за.'IехсtосTi Cl, Cz', ',.' сl lll лоpiilltкlс llУJr, traпpикла.Ц c.*0.
ЛilIiйнa кoмбПtацiя

--) -J -l -) -+c,Х+с,X,+ .. +c,X,+c,',X,',+ ',' +c,X,

гакoх ДaвaТимr нyЛЬOBиlt l}ск.гoр, якIцо ПoКЛаCТI{ C,' 1 =

= Сl,7='', = Сt=0. Oскi.lш,ки сеpсд rIиссл Cь h, ..., C1, Cуу .,.,
с; с ЧисЛа' якi llс Доpitlltюtvгь ltулю (с, * 0), ro Це oзIIаЧaс' Щo

сисTеМа векttlpiш l,,f,, . .,f, с лilliltttо ЗаJIс)юIою. Теoрrry
дOlr8ДoIiO.

{",*.,=0,
[с,+с,=0.
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l Бyдь-якa сисТgl{а векгоpiв l,' l,' ,,',t,, ,,.o 
]

\ l{iститЬ rryлъовиil ItеlсIDp, е лirriйнo заЛ9y11lк.,: -i
. /i o B е д е l{ }t я . Нexаfi сеpед tlеккlpiв сI{с.гrми i, я, . .,

r, с нyJlьоtst{й векrоp, Ilаrlpиlсцаi] { = 0'. Rваxаю.llt с, =.

= с2 = ..' = cL t = 0, & Cr = l, дiсTaемо, 1IIo лiнipлla комбiнаttiя-+ -) -)с, X, + сz Xэ + .'' * Cr Х* д1ава.гиl'lе tryrгыlвий Bект()р, i lrpи rьощv
oдIIa iз сryч с, нс ltоpiзtlю( IryлЮ (с^*0). oг)<е, систeмa
веккlpiн X,, X,, ''., X, е лiitiйttо залrхсIoю.

Tеоpelry доBедetlo.

Д о в e д e н н я . Hехай система векгopiв Х,,
,r, 

... , ?, 
"лiнiйнo зале)кItсlю' [е oзrиuас, Щo Ct l,+ Ч4* .

tlричo}{y пpинaitмнi oД}Ir 3 u1T, q * 0. HеxаЙ

ро зш' я за ttlt.Еl с I,Iс.IЕ му вiДroс нo,{, дiсганe lto

lr = - ?,1' - 
::"1 - " - T?,,,

тобrю веltтCIp .{ е лiнii}rою комбiнаltiсю рellпl{ векtоpiв.
Hехаlt rcлep деякиlt BекTop, нaшpI{кJIaд Х, с лiяiянoЮ кoм-
бiнаШсю pсllгIи векIupiв;

-+ --) --+ --)
4=с, Xt*alXz*,..' u't-,Xr,.

Покажемо, ll{<l BeКInpи l,, f,, ' " , lrс лiнiJlнo заЛехGiими.

.{ля шьol.о ]lt,сl{гь IlеpеIIесTи { у, ,,p,uу rlaсTитlу:

-) -+ -+ -.+ -..f
G,Х,* ЧXэ+...*0* ,X, ,*Хr=0.'

У щьоlryспiвtliJtttоulе}lнi с, -- 01, C2 = G2, .,.,Cr. l = 0i- l, Cr =- l.
()rх<е' сис1!}(a вeкгоpiв l,,fl' , ,lс лittiй:lо ]iшeхсloю'

оскL,tьки O.iule :} IIисеJI с, lте ДоpЬнK)€ trуJI]о (с, = _ l * 0)'

--) --+
+ с, Xr=$- ,

с* * 0. Тодi,

те-й.'" l-- - l
-+ --) -+ |Cиgttllа векпrpiв X,' Х,' . '. , Xr с лirrifulо за. 

I

i сисTе}'{и l\,{охGIa вира3I{ги як лiнiйrry кoмбiнаIriю i

i pешml векгоpiв цiсi систвшr ]

12



Тeoщ:rry дoвеllеllo.
Лiнiitlry зале>tотiсть i лiнilirry неза.leхтtiсть сIlglеrl},t BrK.

тюpill мо:tсlа о3IIаЧиTи tце Й так.

! oзнацення
I ., -) -) -J
t Систеlra векlюpiв X1, ){'2,.'., хt IIaзиB€lCТься лitrittнo за-

|; ле>кtloю, яKlцo пpинaЙмнi oди}I з векгоpiв сI{сТeмl{ €

t. лiilifпtoю кollбi.tlафсю peuгги зекпэpЬ системи, i лi-
l: нiJtнo l{езaле)lс{oю' якIцo xoltеtl з вeкrоpiв сист9ми }Ir

li с лitliйнoю кoмбiнaцiсю pеtllTи векгоpiв сl{стrми,
ll
Tеoрма 3 вgгaновлкrс rквiвалerrгнiсть l.lеpшoгo fi дpщoго

o]IlaЧrнь л i.tIiйноi зaле>tсtостi.
Hеxаfi задal{o систr!{y rюююpiв

= {a1p {lp, .,., а,n) ,

= ({11, A22t ,.. , A2n ) ,

= (arr, o17, ,., , a*n) .

(3.r)

ц
x2

-j
X,

. C.lоtaдеirto матpицк) А, pц|кa*шt ш<оi с кoopдlflIa,Ги векrоpiв-) -+ ---)
X,, х1, .'., X, I

arz "'Qtn
al2 "' 02n

I
i
t'

IсI'^ ,.. a'Klм

3aдaчy IIpo кiлЬкiсть лiпiJtнo }lе3iL.IlеxIIt{х векпlpiв, u1o
:rticгя.гься в систвмi (3.l), pозв'язyloтЬ За .цoпo]l{oгoю таксli
.lЕopеЬ{и.

i Teoреi{a 4
Mаксимальнr ЧисЛo .ltiнiйttо llезitле)tсIl{х

векгоpiз сисTе}{и (3.l) дopiвtl}o€ paнry матpицi
l, скЛадellоi з кoоpдиIтaт Beктopiв цjеi систeми.

I

I

i

I



.Ц о в е д r }I ш я . Нсхай рaпг rtaтpиtl.i

А_

ott

azt

а.

otl .'. aу а|1rt|1 .., d,n

azt ... аu а7ir+|) ',, Qz,

Ar1. Arr Ar(.r+ l) "' Arn

4*t 4rz.'' oц atQ.|\.,. atn

/topi!ню€ r. Дoшe.цrтvrо, Щo мaKсиt{aльHе числo лitrilhrо нeза-
ле)Gl].D( pядкiв маTplfl{l А, a, oTЖ9, i вrкrоpiв сI{сTtми (3.l)
дopiBIrIо€ r. Flr пopyrrг}лrочи зamльIIoсTi, Iтрt{пусп{Мo' Щo
мiнop r_гo пopяlЦсу D, , яKl,{fr, нe Дopirlнюс Iгyлю, ро3}{iЩelt}tйy лi}oмy Bеpх}Iк)]wy кyгi' Haзшемo цеfi мirrоp бaзисtlим, a
pядки i стoвrщi, }Iа пrpcти}Ii як}D( Bi}I ле)iо{гь, _ ба:lис}llfi'fla
pядками i стовпllяl'дl. Бaзиснi pяJIIс.r лiлiilrio }IeзалoжIti, ll{o
tsиIIлиBar з дpyгoгo o3нaчeння лiнilttloi Зaле)lсIoстi Tа
BлaсTI{I}oстi 8 визнa.шиKiв. Пoкaхсмo, rцo Bсi itтшi рялки
Nraтpиrli l лiнiЙнo Bиpa)саютlюя чepсЗ бaзиснi- J.[ля luюго
po3I.JIяI{емо мi}rоp (r + l)-rо Пopя,Дкy' шIo € oбI}iдllи},{ JUUI
базисноrо мiнора D.:

att otz Q.!, at,

a7t dzz ,.. a2, 4ъ
Dr, | = 'г+l<p{k,Isssл.art ai2 ao do

apt apz aу aр

I'{еit мiноp .цopi-BнIо€ llyлю' oскiльки ранг },lатpицi z{

дopiвI{юс r' РозклaдtlмО йoгo :lа елrМelrгаl\,tи OсTaнньOlU стoB-
тIцяt:

4t,А,,+ a2,Аъ+ '.. + a,,А,,* а.D,=a (3.2)

oскЬьки D,*0, To, poзB'язaBuIи piзтIяIrIш Biцtlсюllo 4p,'

дiстанемo

А^А
o,,= - Ё ou- i o',*',. _ Ё o. (3.3)

Пoзнa.пavо ЧИcЛa _4у -А2, _4 oi
т,'-т,, ...' _ 

D' BvЦIoBlд}lo ЧCp€3 C1' C2,

.'. , C, .Тoдi сltiзвiднoшJrнIlя (3.3) набyвас tsигля',{y

o,,= C, ot,+ C2aъ* ... + с,аn

74
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НcхaЙ J : 1, 2,

I

t

..., ,?. Тoдi

аp!= c1 сl| + с2 azt* .,. * C,aл l

a,2= c| аn+ Ч ozz* ... } C, a,2 l

Qrn= Cratn* C2a2n* .., * Cra,r,

P=r+l,r+2,...,k
Тaютм чиIIоМ' p-Й pЯДoK ]'raтpиIli l е лiнiftloю кoi.{-

бiнaцiсro ,, базисIIID( pяДкiu. СЛ){<r, Brктоpи t'', -l,,, ...,l,
лiнiltttо llиpaxаюTъся чcpcз лirriЙно }Iсзaлс)lоIy сl{стrМy

-+ ^--)
I}сIсгopiB х,, х,, '.', Х,'

Tооpе t*тy .цo Bе.цsI Io.
Aнaлoriшtо BBoдl{Tься пolrrгTя лiнiйноi зaле)ic{oс-гi тa

лilliйtiоi Ilrзaлcхoloс1.i /Urя систgми лi}riй}IID( piвняIrь i системи
лiltiй}u,D( фpм. Bиpaз BИху у = o| X|+ 4z\+ .'. + lrnхn t|aтуI-
DаIотъ лiнiЙttoю -фopмoю, ДО .dI,,. a,|. ..'. , dn _ gгaлi ЧисЛa' яKi
I Ia зI,rRаютЬ t< o е ф i ц i€ н m амu ЛlIl:fiftl.oi фp ми.

t-
14 -) 6

=0, Dt'=12 -z 3

16 -3 e

Пpнклal. .il,oслiляrх Ira лirrif,rrу залеlюtiстъ тш лirri.йtly
сист\]мy вeктоpiв:

3,= 6, - s,2,6) ,

ц=(2'-2, l.3),
x\=(6,-3,3,9),

&=ro,- t, s,6).

l} o з в' я ] a lt н r . Сюraдeмo матpl{цio l, pя,lхамн яхоi с хooр:tиltвтtt
3aдaшнх l}екtnрls:

Bизttaчимo pаltг матpxlli l яx ttаfiвиlциil поpялоx i( мi.tloрiв' uto нe
лopiвпюють llyлro. PotrлпIемo мiltop дp}тoго пopядкy

11 -( I

Dr=ll _rl=z*0.
oскi,rъxя 0, * 0, m рoзгл,Irleмo йoгo oбвi.lгli мirropи тpeтъoгo пop'цr}.:

l+ -s z
ц=|2 -2 |

16 -3 l

|+ -s z о)
. I2 -2 I 3 |,=Io -з з c I

[l -r s о J

l-
14 -) 2

=0'Dз"=l2 -2 l
14 - I s

=6*0



-52
-a I

-JJ

-l 5

Тaкlrм .дrltott, pirнг i{атpшlri l дорiвltюс 3, r(А) = 3, oтrtс, сilстсtr{а
шектоpЬ с ;riнiйlrо 3а.'IехIlorо Махсимa.rъltе rпrслo лirli.ftrtо llс]iЦrxоlиx ве.
хторiл системи лopiвltюс 3, а неrвеpтяfi вeктop лirri.filro виpiDt]lсTься чepе]
ншх, Зa лirri.fillo неза"rle;rтti вeктоprr ilo,кtt8 взятt{' нaпpПKnад, 7',4 ,4,
oскr-шur вI{3rl8чнilк l),,,, }твoPепшfl з кoop.Drllaт rrих вскгоpiл, не'лoliвrIюс
lr1'ло' Tолi u.*'op { е дi.lrifilroю хoм6iнaцiсю векrоpЬ 7,'l,,f , -o-

8=.,{ *,rlr*,n?n

".#.:fr TЁ,:-;;;;,:;.;;;:;ТH;1Ъ"*:""T:-ЖH:;
pЬltлtь 3 тpьoма нeвiдомямrr (лoсить B]ятt| тplr pЬпrпrпя. oсx'tьKtl нeвuloмI{xтP\ сt' .сz, tr i llемас з}lачеlrllя' яхi тpи кoopДПнaп{ вeктopiв
с,X,+с,Xz+сlХl i Х, llpнpЬхюсмo. oскiтьюr дiстaсмo еквЬaлеrmri мi.x<

собoю сис.rеми)'
| 4с'+2с,+4с.=$,

i-5.r_2с,-с,=-3,
I z.,+с2+5с.=3

Розв'язalшя сliстс]|lY, напpиxлaд 3a пРaailлoм Kpамepa, зlIайдeмo, lцo
с1 = - 3, с2 = 9, c4= 0 oгже. l' = - з?t9.d + c 3, aвo 3?, - gl, r l' = t

Пpиrсraд- 3lrайпr зaтerоigгь мbк лirriJlltими фpмaмш спсT€}lш;

Мirtоp vе вeщoгo llop&T(у

}1 = 3.t. + 2х' - 5х' + 4х, ,

f2= 3х' - ч+ 3х' - 3х. 
'

f1=3х,+59*13х,+l\
P o з в, я ] д tl н я' Схла*'lемo матprrцю lз коефiшiеrrгЬлirrifirтпхфpм:

б

l
9
6

1q
lr

o,= 
ie
i4

=0

(з

А=|i
i'3

lv{ахсимa:ьttе чнслo л.iнiJtlto.treзa-'rе)сrtх фpх снствмш дoplв}Iюс pаIrry
мaтpиui, сrтaдeнoi з xoефirtiсIггЬ uиx фpн oбrшс,шlrro pахi мaтpпiri к
ltaf,виЩяfi tlop'Цoк ir мirIopiл' rцo не доpЬнюютъ rryлю:

D"=|1 ? l =-s*о. tJ -l I

МilroЕl .twlъоfo tюp'U!ryt псl с обвi.цпдоl лля мirор D,, ,xlрiшпоrоrъ r1ruo:

2 -s 4)
-l 3 -3 I

5 -13 п )

t.
Dt-13

lr

t.

=r, 
"'- 

jj
t -\

-l l
5 - l3

l4
-l -3

5 -13

,16

=0



Тaкrrм .пrrroм' pа"}rr м&тptцi l lopiвшroс 2. oTхЕ, 'щi бy.щ.яti фpмн
сllстеми, rtaпpикЛaд пepiшa i щ))тa, е лiяifiнo нe3aлe:lсl{пl{l' 8 тpетя лirri*нo
внpa)riа€тъся через tlllx:

У1= с1?,* чl2

-ПpяpЬlrявшн кoeфirrittmr IIpш o.lцlaхoвIrх ]мi}Еruх у фpмi /3 i в.lшrr{lrifi
комбiнaцii с1у| + с2 }2, шсганeмo сI{стемy pЬнлв д,tя впзrlачеlrня невiдoмrrrt
с-тil.ttrx сi i с2 oскi,ъкrr невiдoмиx .шi, m лoсrrть пprrpiвttяги хоeфiriiеtrпr
Irj]ьюr пpи .'rl l ъ:

3с'+3c,=3,
2с, . с,= 5.

Розв'язaвrцп цro сltстЕ}ly, зи&xoдt{I{o 1= 2, Ч = - l, звiдx

Уэ= 2|l. /2 , aбо 2уt= уz - h = 0 '

З тrорми 4 витшlдзас pяц Baюп,Bi,lх твеp.l1x€ttь:

1. Бyдь-який сTtlвпrць (pяlloк) мaTplfl{i ..{ е лirtiйнoю
комбiнацiеЮ Е бaзис}IID( стoвIIцiв (рящiв) (теopемa
ттpo бaзI,rсний мiнop).

2. Яюцо ви3нaчник D лopiвнlое ttyлю' 1\] Bi}t мrсTI{tъ
cтOBпrrъ Фщloк), жtr е лiнiйдtою кorбirифсюрtш-
ти стовrпliв (pядкiв).

3. Якrцo pa}rг м,tТpиI{i А мeышфt вiд Числa fr стrrвrrтtiв
(Pя'tlкiв1, тo стOBПцi (pядки) }raтpицi ..{ r лiнiй-
нo .}:lле)l(}tиМи.

Teopе
Бyдь.япса систеLrа,? +

l]ск,l.op tloI.O II рoс-l.opу

мa 5
l вектоpЬ и-tsимipнoгo

€] Jllн lиl{o зaJIеxHolo.
)..\.*

Д o в е Д e н н я . Pозгл*tеil{o бyД'ь.якy сисгемy п * l
векгоpiв:
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з KoopJII{rtaT BеКFopiB фсi системи:

dn
azz

а,tn
o2n

af, a-
I On'L.2 "' dn*1,n

М aксr.tмalь}te qислo лirtifuio }Ie зaJIе )кtl I.D( I}с ктсlр iв сI{сте t{и
.цоpiвIrloе pангy мaTpнцi,4. oскiльlol |\4aгpllЦЯА nсt€ r' стoBIтI{iв,
To B }Iiй нrма€ l*{iнopЬ, тIopяIloк як}D( випtr{й 3а л. oDi(g' palш
Мaтpиlli z{, a сГ)|{е i максимaльIIa KiлЬKiс-гЬ лiнiitнo llc3aЛexпI,Dt
вrкTDpiв сl{стrlv{и, нr мo)iis бyпr бiльutr 9 n.

Тeoptlмy дol]eдeнo.

$ б. Дpyгr oзшaчeпня paнгу rиа.ryиlш

Пpи лoвеДеtшIi теоprми 4 I}сTaнoBле}Io' Цo МаксИМаJЬн€
чисЛo лililffio не3aJIо)KIII.х' pяI{кiв мaтpшцi ДopiBtlю€ paнry
IvrаTpицi. Tpанспoнyемo мaтp}fl.цo, ToбT0 3illtthlloсмo pядки
стoвtlцяlvtи, а ст0BIIцi 

- ря/{кaмI{. Пpи цЬol{y максl{малЬIlиlt
пopяllок ltiнopil, щo }Ie дopiвllюrcrгь IlyJIю' Ili"' змirIюс.I'.ься.
Oтя<с, pаIil Тpallспortoвartоi мaтpицi дopiBIIIo€ рalrry вкjсi^цIloi
rиаТpиш. Toмy paнг щa lIс поtloBit }Ioi lvlатplДц дo piDI IЮс ма кс t,t *

]vfiUlь}lo]vry wrcIry iП лittilfuo нe3aJlrхсиx pцД,кi!, тобrrl м:l.кси-
il{:UlЬIlolу{y Чи&Iry JdнiЙilо нrзаJlсxllt{x стoBгп{iB вlоtiщlоi мarpиi1i

Tаким rI}lIIoм' Ir{aксимaль}tc ЧI{слo лilrifuro IlcзалexсI}rх
p,il{кiв бyдь-якоi матpиlti доpiвнtос itlксимаJlьнoмy tlис;ry ii
лirtiJlнo }IrзaЛс)К}Il.o( сгoвrпtiв i дopiвнкlс pаI{ry uiсi lиащиlti.
I{e твеpltxення i ввaхв IотЬ дpyГI.rм o зlIaIIr lПUIм paIIIу }"{аTpиIi.

! Означеllttя
Pанеoм мampuцi нaзиBilсться IIa'г}.pалЬ.lIg ЧисЛo r, ЯKе
дopiвнIo€ Максимальtloмy чисJry П лirrifulo ltr3алrхсtlо(
pялкiз aбo стoвгп{iв'

Як бyлo Bясe пoказа}lo, 3a.цoпoмoгoю елrмe}rTapнrо( пepeТ-
вopeнЬ il{oж}Ia пеpе,гIrr вiд дalloi l{аTplfli дo мaтpицi, еKвi.
вшtеrrпtoi iЁt. Еквiвалeir$ri мaтpицi мaкrгь o.цflaкoвi ра}rги'
Бyдь-якy мaтpицю l,{о)кla зa дoIIомогoю еЛeь{ентaplr}D( IIeрgт.
BoprнЬ звeсTи .цo дiaгoнaJlьнoi фpr.rи. Пiдpaкyвавttи в тaкiй
lv{атplil{l кiлькiсть чисел' яКi не доpiвнююrгь гryлю i ле)кaТь на
голo внiй дiаго нaлi, дliстaне мо pa нг матp lа1i.



[Iрнк,ttut. 3lrultпr pа}tг матpltrц

(r 3 s-r')
, |z*t-з 4|n=ls l-1 il'

[z 7 s t)
P о з ш 'я 1a tI lt я.,(oламо до дp}тoго,'rтстъок) i vетвсpгоln pьжiв

псрtшиli р'L1oк' riоь{rlo:кеllиfi вijцtовL1lrо ltа - 2' _ 5' _ 7. .(,iстaxемо мaцlxllк}

{t 3 s-l
iо _7*lз 6

|0 -14 -2б |2

l0 -14 -12 I

/lо;tlvо ло rrrclъ()r.о i неrвeртоrtl рll,тхiв др}'rrrfi, rtoмпоxerIпfi ltа - 2 та
пoчlr{я(:t|tl мlсltя}rи rрсrrfi pядоll 3 чсTI]ерIнЦ Маtrrмeно

/\Ir I s-ll
i0 -7 -13 б l

lо 0 0.4l
р 0 0 aJ

Пrlнiltяt:мо мit:ltямrr rpсrifi i veтвсymf, стовпцi,
/\ll l-l 5l
l0 -7 (; -ll I

i0 0-4 0l
(0 0 0 ltJ

/{одамо дo лрyr.ого, тpeтьoго i vепlеp.luго сmвпцiя пеptшнA, rtомlloжеltяй
l:а - ]' l. -- 5. Мarrtмс}srr

6
Додамо ло тpс'гЬoro i vетшсщolо gговlпiв дpyпifi. помrюxelпrй rв 

,Y 
l

l',
-:j ' .Ц.iстalrемo

(}гxс,r(А)=3

(Xч u сл е н t t я p а|t ?у Jна m I| u ц i Мcтoдо tvt Гаyсс а _Жopда }I a.
Kpок llеpеr.Bоgюl{Ь Гаyсса-ХopllаIla lrc дрyrв i тprтв елe-

}lеIlтap}li пrpe]во1юtIIIя lv{'tlplflIi,,4. oскiльки мaксимaльна

(r o o ol
l0 -7 6 .-13 

i

i0 0-4 0l
t0 0 o 0)

(t o ool
|о -z 0 0 

|l0 0 -4 0 
I

l0 0 00J



кi.lькiсть кpокiв llrprтвopeнь Гayссa-Хоpдarra лоpiвtttос
l{aксимiulьrroil,{y чI{сJry лiнiйнo IIeзaле)iс{ID( pяДкiв, т0 pallг
мaтpиlЦ ,{ лopiвнlое },{аксI{м;uIьHaмy чис.Iry кpокiB пcрeтвo*
рнь Гayссa_Хоpдaнa.

Пpиьra:' 3ttаltтrr parп матpишi

(z 1 з -t
,=ii -i i _g

14 -3 I I

за дol!оl{oгoю пеpelзope}Iь Гayсса_Хоpдaшa.
Р o з в' я з a н н я . Рeзy'штrтx oб*шсlelъ подirro втабл. 3.l'

Tоблuцл 3.I

Пpп шьoму Eпxопд}lo ltsa кpокt пepgтвop€rrЬ Гrуссa-Xopданe' тoшy
r(А)=2.

$ 7. Бaзис лiнiйнoгo llростopy.
Рoзклaд Beктopa 3a буД,ь.яким ба3исoПl

! Означення
Бaзисoм и-вимipнoго лiнifuroгo ПpосTopy }Iaзивaflъся
систri{:l n лiнiihIo }Ieзалежtltо( и-вlтмipнlок вeкгopЬ l,
.f,, ..., f,, тaюм, щo .цJIя бylь-якогo BeкTopa l щогo
пpoсTopy BI,lкoЕyeTься piвнiсгь

l = \,f,, + \zfz + ... + с,f,.

А

2 ГП 3 -l3_Т 2 o
I 3 4-2
4-3 I I

(
4
6
3

2 | 3 -l
5 0 5 -l

-5 0-5 шt0 0 l0 -2

9
-9
l8

-3 r-2 0
00 00

-5 0 -5 I
00 00

-1
0

-9
0

80



|l-Bимiplloru IIрфTОpy. .[l,ля тorо tц."lб pозюlaсТи бylФ-шсrй
BекТ0р "Y= (x1, 12, ..., x") ]a rЦтм базисtiм, дoсl{Ть lloкJl,lстl{
L1 = Хt' 

\= ъ' ,'. , \, = х"' KoефiItiсIIгl{ t,, E:, ... , (" рзкла;ry
Brкт0pa.Y за базисо|'{f,, fz'.'. ,{ визнаЧaIотЬ €iиrII{]и способом'
Справ/ti, t]pигrycгиN,{o суlФсrl'иBlle' тобто' шt() BijКToр Х мас.'ttв
poзкjlади X = \'Л+ \,f,+,., +\^f^ i X =\i+ \zfz+ ... +!"'.
t}iшlявurи поrule}tтlо вiд ttrpuIоi рiвнoсr'i дpylT' lцiс.гaнемо
0 = (Чl -1l)Л + (Ez _ \z).f,*''. + (E' _ n.)Л,' Oскi;lьки BеlсrорI{

J.,, f,, .,., fo с лfutiйно He3aЛе)l+lи1\{ll, Tо 
^ос1"}IгLq рiвнiсть

]!{oхоII{Ba тi-'lьки За yt{oBи' шIo с,1 * l.lt = 0' Чz 
_ т]z = 0, ..,'

Ьn - r]n = Q звiДки Чl = Цr, Чz = Цz' ..., F'n = tn o.Iiкe, poзкJlаll

векTopa Х зa базисомf1, f2, ,,., I -- елиний.
Пpи додавaннi /tвох вerгоpiв n-вш,tiptlого ttросгоpу ix

кoop.цинaти вiJцrtrcно бyль-якoго бaзисy дt)Дai0lъ, а пpи м}to-
ЯGIIIIi векTopа на rll.lслo Bсi itoгO кoордi{iIaTI{ I\,{}l0xатъ на IIе
Числo.

$ 8. Пеpexiд вiд oдtloГo бaзисy дo iнtlloгo

Дл-я тoтохсIих IrepоTBOpeнЬ сиcгeм дiнiittоо< piзiшlrь, а
спхr, й .IIJUI рo ]в' яЗaн]iя зaдаЧ лiн iitl ttl гo Irpoгpa }ryвання, тщба
в:ttiти llrpехoдити вiД одirого базисy.цo ilttшогo.

Hеxай BrкТopи g,, g.,, ... , & yгtsoplotслъ бaзис в и-вшvipнolry
пpостоpi \ i f'' {;--.'., J рвоpкlкугь Дeякиli iшший бaзис y
цьo'-{y x ПpoстoрL tJеKIopи J'' Jtl ,',.I' як ts€ктOpи пpoсТr)py
\ одtoзttaчнo Bиз}IaчaIoTI*я свсiiми Poзк.;IaДaми зa вrктоpaми
8у' 82,'.., $n''

= AtEt+ AnEz + ... + ALn8n,

= dД 8t+ а,2 87+ ...'t 01'n 8,,

=aа8t+on282+,,' +а*gn

Cиств Itlа спiввiднoulень (3. 5) Bиз}Iaчaс ]lrаТриIIro

r

t

f.

(3.s)

(o,,

А =|аz,

[;;,
8l



якa IIaзиI}.l€тIюя шl.гpицrlо IIорсхoдy I]iд бaзисy &, 8l, .'. , & Дo
бaыrcу f', rt, ,..,.f'.

IJизttaчник 4 щсi мaцlшti ltо дopiшltкх: i!уЛк), .iюбтlз

мaтpиItя ,{ _ неoсоблива. ()скi.lIьKи ь{атриl{я l llс().с()ГlЛиljа,
.lЮ систеЬ,{y (3.5) моxllа poзB'язalи вiJtllосllо 8r, 8r, '.., 8n.
Cиствма piвн<ютеil, яКа yrк)pк)сТt,ся IIри lll$]',{y,

(

| 8r= bttft= bnfi+ ... 1' brofn,

182= brrfr+ bnfr+ "' + h r
I 

*2lrl -2?J2 ' "' ' "?nJn' (3 6)
l-...
I B,= b,rft+ bn2fr+ ... + b*fn ,

BизIIaЧаr rlеpохiл ьш бaзису f,, rt, ',. , f" Дкl бaзнсу &t, 8l, ''' , |1".
Мaтpиuокr цIяrlrr Пolrcхolry €] мil'гpиI],я Zl, оСюpttоila д<l маrриrii l.

$ 9. ПepeTвoреIrня кoорД'rllsт Bеt(тoрil
пpи llepeхoдi вiд oдiloгo бaзису lto illlitОГo

FIeхаЙ {g} = {8,, 82, .,,, g,I iVI : V,,f', .,.,I| _-ltlи Гlазиси

в л-вимipнoмy Пp(юТоpi R'. Дltя будь-якoro DеKIuрa ,Yс R"
Bикorry€Ться piлtliстъ

--)
X=\,g,+ \z8z+ ... + \n8,=\lЛ+,,!* .'. + I\^J,,, (3'7)

JIе El, 6z, .,., ц _ KoopllиIlalи Il{JкТора iвiдuroсliо базнсy {g}

i тlr' тlz, ..., I'- кoop/Iи}IаTи I}сК|оpа 7шiшrшllо бa.rису {/}.
HехaЙ 3aдaнo матpI{цю.,{ псщходy вi,ц базисy {g} до бaзнсy

{/}.Toдi Bоктopи & Чcpeз l}cкторt{ f,буlгуtь тlиpaхсtli raк:

aбo

\-l

8i= L 01,t,,
i= I

дe t - мaтpшlя, обrpllrна дo мaтpиui l. Пiдcгави|||II|4 у B|4paз
(3.7) знаuення веlсгсlpiл g, /Цстaнrмо
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E1 = b1-f1 + br2f2+ ... + br,f. ,

8z= bцf, + b22.[2 + '.. + b,"I 
'

g,= bа'ft+ baf2+ .., + bn'f^



r=2,\,r,=br,,b
j=t j=r i=l

ЗпИси, вlтaслiДок сдrrнoстi pозкJиjry Bсктopa 7за бaзисoм
{li, мaсмо

У pо згоpl tyt.o]\{y Dигляцi Дiстat tемо систе I.{y pЬнoстсll

Цl = btt \l+ b,,t"+ ,'' + bnt\n,

\z= blzЬt+ b,,(u + ... + bn,\, 
'

\n= brn\r+ br,\r+ .'. + bnn\,.

C = (А',)'

n (n \
b,f,=2|Е ь,,с,y',

r=lll=l I\./

тa
\i= L b,,\1'

j=l

Taким чиtrlоМ' кOoрдиIlаТи I}сктDрa ?вiдroсrro бaзисy [/i
';littilitttl ltирaхaк}тъся чcpоз кoоp.r{инaТI{ I}rкТоpa 7 вiднoсно
ба.lисy {g); коcфiцiешпr цю< лiltiЙниx пeрeTвоpе}rЬ. ylвоptоюTЬ
ма.lprrrlЮ С, яKa с .lpallсПOl{oll{!It()ю 

дЦя мaтpиlli,,4-., oбrprrснoi
До мarpш{ А. {уlх'lJ,

s l0. РаItг i базис

! Ознацeння
Pшtеoлl r дaпoi систsми
i,{a.]IьIIе Числo лiнiЙнo
сисTcI\{и.

систrгvtи BeктoplB

вскгоpiз нaзиI}асTься мaкси-
ItrзаJIrxtlих вeктopiв цiсi

.[ о в е дr }I }t я. 3гiднo 3Теopемoю 5, $ 5, poзлiл II[, pаllг
}Iс tt{())Kс бyги бiльlrпr,и за n. Kpiм тoгo' B tl-Bимipнoму пpосmpi
с сиcTвIиa п лirtiitно нrз€UIс)KIllD( oди}IrдrII}D( векгоpiв, a Це
oз}IаЧa€' щo pa}Iг не мoх(e бyги менurиЙ n n. Taкran чиIloм,
r: n.

Теоpеьly дoBeдeIIо.



|, Озпoчeння
l, -l ba]исoм сисTrми векпlpiв, u{() мa€ рaнг r, IIa3I'Iж€11;с,Я

| бyль-яка сyкцtlтiс'гь з r лiнiitно не3а.тIехGtI.lD( векгорin
l ,цalrol сисTе]lfи,

I]iдповiдIro, бaf,исоltt и-вим-ipнtэtCI пpoсTopy с бyль-яка
с yкyrl tiсt.ь л 

- 
лitriйrrо нe Зале)кl I ID( ве кrоpiв ць.Jгo lrpосTopy.

. Серл усiх lvlож;rизкч бaзисiв л-вкиipнoгo пфстopy-ви-
.ц'iляtmъ одиншrrt rтй бaзис.

Tеopема 2

Бyдь-який BекToр 7.'".*'и мо)lolа пoдaTи
сД,и}Iитt' спoсобом y виI..пялi .кo мб ilra rdi ве кrо рiв-.) .-э
baзису сисТеMи X,, Х,, ..,, X,,

., * O.?, (3 8)ui

! tl в r д e н н я . Розгл'IТIe]l{О сисTемy вeкгоpiв l,,l' ...,
*-l

ц, х. Зli,rrrrсr з oзIIa.IеIIIUIм pa}try систeми' Boнa € лlliйно
зtl.lеx.нoю, rюбто

,,l, o ,,?, * .'. * С, l, t cl =0 .

Тyт с я 0, бo в rIIюТивI{o]\{y pазi пеpirri r веrсrоpiв 6aзису буlпа
б л-irt iйttо заJIсхоlI{Мl,l' щo tlемo)l(л ивo. Рo зв' язilBlIIи oстaннк)
piвнiсrъ вiдноснo 6t',3uстa1е'r{o pозrЛ'iд цнtгo BекТDрa 3:l

BеКIоpaми бaзису х,,т,, , l,
llrш доведеIIIUI €]{}l}lосr'i pl.lзк.ttалУ пp}rrryстIr}.{o обеpнеttе,

тtrбто, щo iсн"vrvгь lltsil poзкJlaди:

АJl.+-)--)-)
X=0tX,+ ЧX,+ ,'. * a',x.i,Y= Рr x,*9,x,* . . *p,7,.

Biшlязшlи гtoчлrнiio rd piвlroстi, дiстaнемo

-J -+ -+ --)
0.=(0r - р') ,Y' + (Ч _ 9,l Ц*... +(a" . Й х,

-) -+ --)
oскiльки X', Ц' .., X, _.чiltifuro tIозалсхсti, Тo oс.lв}lн.'l

piвttiсть мtlжJIи j]a тiльки пpи q _ 0r = 0, Ч - Bl . 0, ...'
сl"* p"=0, 3Biдки Gr =0t, Q =0,, ..",Сl .* Bn.

Tеtlрему дoI!r,Дeнo.
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7 .Геopема 
3

l Якцо /lo сисТeми векгopiв ?,'l,, ',,,l, Дo-
Да,ги aбo BиIОtIoчитl{ з неi векгоp, шсtй лiнi.Рсto
Bиpа)ка€TЬся tlеpез BrкTopи сисTlми, T0 paнт
сисТrми нr ЗмlнI{Tься..\-_

s 1l. Пoняrтя пpo пiдrpoстip

I oзнoценtся

|] пiлинoхсlна L лiнiРгногo llpoстCIpy R назrшаgгrcя лiнiй-
l] }I}Iм lllJlттpoстopoм цьогa пpостopy' яKщo вoнa сaма r
! простоpoм вiд.tIoснo Bиз}IаЧeнюt в R oпеpацiй ДoДаBан-

ll n" векIupiв i ьrtIох<eння вrЮopa }Ia числo.

Нaпpиклaд, y щ ив имip нolvfy пpoстоp i сyкдшtiсть вeкгоpiв,
якi вlо<oдrгь з пoЧaтKy Koopдинaт i poзмiшешi на дeяп<iй
плoшщнi абo деякiй пpямift, trlo пpoхoдиTЬ Чepез пoчaтoк
кoopдиHaт' с лirri-ftним пiштpoстopом.

Мнo>tиrtа L yсiх вeкropiз, щo с лiнifttкltи кoмбiнaцiлдr
системи.векгopiв a|,. a2, ',., an тaкox )rгB9pю€.'лiнijtlпtfi
пiлпpостip шимipн<rcтi r. Г7plл r: а пiДпpoстip збiгaсться 3
прoсTоpol,l' 1|p'|.1 r = 0 масмо так звaltий нyлtювий пщютip.

s 12. oзнaчeння еBкЛiдoвoгo пpoстopу.
Oснoвнi мeщиvнi пotlяr-гя

I oзначення

|l лiнмnий л-вимipний тtцrстip R нaзиваТlо,leil{o евк:ti-

l дoвим' якIцo B }Iьolv{y BBeдeнo ПoняTгя скаJlяp}loго

t лoощкy, *j- urя будь-яIсD( lшoх векropiв X = (а1, а2,

| ,.', ?,) i Y=(b1, b2, ..., bn) з R пoбyлoванo числo
l + ..д..'

| кх Y)=а,b,+а,b,*,,. +аnbn.
I

Cкaляplrий лобyroк d fl задoвoЛЬltяс 3акollи l) * 4),
навеДetti B $ l, pо:ц. III. За допoмoгoю скаJшlpнoго дoбyгкy
Btso/ll{Мo oснoBl{l ll{етpl{Чtll l loltяTтя: дoв)i3{ttи в€ктopа Tа Кrla
rtixДвомa BeкIoрами..Цoвхоrlтy Beктoра бyлo pозглян1тo в $ 2,
poзл. [[I.



Kуm мiж векmapа'||u

'!, Озночеtсttя
Kyгом мix,lвомa lюктoраl{и /i ?n,,u*IоTь кyг (пiд 0
дo ,I), косиIryс якогo дolliвltlос вiднoшreнню

€+(xh
wпYt'

х,<l?l-2х(l 7l*с7?l

86

дe (7 7) _"*",'plrdt.uoбyгок; l/ l i l? l _дoox!l}lи
векrоpiв X I Y.

.П.;ш тp ltвим ipl toгo llpoсmpy ttа вoДeнs oзнаЧe}IIUI зб irасться
зi звичalhtим Bирaзoм кyга мix дIюr,и векторail{и Чrpсз ска-
ляpltиlt добyгок.

[I{об uс oзllaчсllllя tlо мaЛo обмсrcttь в п-вltмipнoмy

свклilкllкlму llpсrсrupi, тpсба .II()Bости' tцtr вi/tнorш",,** $j
-.o --,,,.' 

ll'va ll\,llu!ln' ll4-. . 
Еlrr'i

шtя бyдь-яких X i /за абсoлlrугнoю Bслl{Чl,ш{Oю шс IIcроBиIlryr
о,ttиницi.

J,g дoвс/lellltя цlrlгo Tl}cpд)кrtlнlt poзгЛяitcмo Drктop
хX- Y, де }, _ дiйсItо IIисJIo. За закоtroм 4), $ l, pозд. 3,
скш'lяpltиil дoбyttlк 

(r ?_ ?, хl-7l , o
при бyдь-якoмy l. 3аспl.сylивltlи :IlкoIIи l) _3), $ l, poз,It. 3,
зaпиulrмo lrrpiвltiсгl, y llиглшti

>0. (3.e)

Лiвa .IaстиIra нсpiвllостi е lоадpaпrим тp}тtlЛc}loм вiдttoснo
}" зi gгa,_tими кoсфil$сlгlзЬ{и. [.(оfi rpиuлe}I }Ie мoxe мати piзних
дiJlсtпос кopсlliв' oскiльки вПt не змit'би збсpiraти;нaк л4я
всiх значень }'. Toмy дrскримirlaкг d ?f _dvld?1
цЬoгo тpи(IЛсtIа IIс мoжe бyги дoДaтIIим. oтже,
сl ?у <r7 ll d ll звi;tки

lt?7;tsРtt7t , (3. r0)

Яюцо Bикo}гyетъс" pjry* 
..-l ..}

ItХ Y1l= l/|lll ,

T0 llискplr,}riяаtш кBaдpатЕoго тprдulrнa (3.9) доpilню€ нyлЮ
i, oT)кe, TpшUIeн мa€ oдI{I{ дiйсrшflt коpiнь \'



rи

ся
a-

Taким чи}Ioм,

Ц t? ?l - zцсl 7l * t7 7l =t\ ?- l,ц?_ fl; =о,

звiдки зil з:lкol{oм 4), $ l, ;x)3д. 3, 3l{ахtrдимo' ulo
-J -)\х- )/=0, aбo У=\X.

I{еit peзyльтaT il,{o)|с{a сфоpмyлюBaти B гrомrтpиЧIl}rx
твptrliнaх: яKщo сKaляpниll'добymк дBоx вскrоpiв за aбсоrп<уг-
}Ioю Beлиtlинoю дoрiвtrrос добyгкy iiоtiх ltовхспI, T0 Цi DcKrоpи
I(oлшIrapнr.

HоpЬlriсть (3. 10) }tазиBаЮTЬ н еp iвн icmю (61ц j-$уцxц 9g96 -

кozo. B pозгoptгyгoмy виглялi ii записyюrгь тaк:

rfY
,,\

/l

!.€

=lF
. Цo llеpiвнiсть EpaBсJLш.шa ДJIя будь-якoi паpи BrктoplB

Х= (а,, a2, .,', а,) i Y=(b,, b, ...,6')laбo дчя бyДь-якlд<,1вох
сl{стем дiйсrtrос чисел 4,, Cl2, '.., ani bp b2, ''', bn.

|Ь ",o'
li= I

(3. r l)

)p

9)

rar

fi
и
t.

t\

$ 13. OpтoгottaлЬ}ti сl{стeми BrкToрiB

'!, Ознaчеlttlя
l B.*гоr,и 3 i ? Ilаз}tl}€lЮтI€я opгt}гoIIальIIи},tи, 

'tKu{OI --) -+-|| (х /):0.ll
Якrцo ?* о'i ?* d тo 3a rЕ{м oЗ}IаЧeнltям, зriшro з o3}Ia-

ЧеH}i'iI\{ lсyгa мiх д3oмa BeктOpами, BекTI)ри X i YутыlpюЮтЬ
кyг 90". i{yrьовиfi в€ктop € oигoгoнаJtьним /(O бyд-якoгo
Beктopа 7е R. -э

Уйoва oyloгoнaJъltoстi векгoplл х = (а,, а2, ',, , an) i У= (Dr,

b2, '.' , Й,) мaе вигJUцl

a,b,+ а,b,+ .,' * dnb"=a.

Haпprдgrад' Brктopи 4= (l, 0, ... , 0), 4= (0, l, 0, .,., 0), ...,

.,, , 4 - (0, 0, '.. , 0, 1) B}€lсмtIо о1погоrtальlli.
Poзгшrrreмo дея<i шIaстиBосTi оgгого кaлЬних сис.l€ м.
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/i о в r lI е Il ll я, ПpиrryсTимo, щo ш ltекTopl{ лiнiЙнo
.rа.техоti, то.п"i вlл<оtryсrъся piвнi.* 

", fr 
*,,l,+ ... +. ,,1,=t,

.цr' наIlpиIсlIaД,, c|*0. Пoшtolюlмo цю pЬнiсть скаJUtpIIo нa

{. oскиьки веКТopl{ l',?,, , ,,?rвзilсt},{tto oРгoг.IlaJlЬtli, Tt)
-+ -+ --) --) J

с, {X, Х, ) = 0, звiдки (х| х| ) = 0 i, сrгх(e, .{ с нyльовим BеКto-
poМ, lцo сyтepеЧитъ рtовi.

Tеopеlty дoве.цeнo.
3 цiсi тeopeми BиIUtt,{B;tс' lцo Koли сylv{a вз,l€мrrо oРIоtо-

I{zUIЬIII.Iх векгopiв лоpiвнtос }IyJIю, то кo>lшиfi з .цоltанкiв е
HyJIь-BeкTOpo}{.

i Teopeма 2 
1

Якшto векT'pи ?,,1, ...,t opТ'Io}IaЛьni лo j

tsеКt.opа i, 'o бyль.яка лiнiйпa кoмбiнaцiя i

o, 
-{ 

* ч1*... * 0t { **o* oиг.гoнirль}r" ,o l

Д о в r д е н tt я . PoзглпIeмo скаЛяpru.rй дoбyток

tс, l * o,t *... + 0r ?r ,l) =

-+ -+ .э _+ --t -.)
= 0r (Ц X l + ЧtYz X )+ ... + с* (/* Х1 =g'

-) -) -+(}гxс, Bектop сr Г. + ЧYz+,.. * or /* oщоlоrra;ьний Дo
--)

Bектoра Х, u{о tl тщбa бyлo Дoвести.

теwелtа-ll i\eopа mа ii узаzaпьнення

Hеxаit Belо.opи х i Y oploгоllaльrii Тодi за анaлогiсю з
еЛеме}гтapнoю гroМgгpiсю вeкrоp X+ Y }toхGIa ввaxати гiпо-
тrI ryзoю пpяI\,roКrп{oгo tиЦт}rиra, пoб y,lо ва l IoItэ I Iа векTo -
paх Xi /. Пoмttoхоrвuшl Х + Ускаляpно на сeбе тa BpaYyваBшIи

ogгогoнaльrtiсть векrоpiв / i 7, дicгaнемо

(l*?,1*l t= l?* 7l'= r?/l "z rl1.t* r7?r =



-)-+ --+-J -) r 1',
= (Х х' ) + (У Y) =|X |. + Iri".

otlке, Дов€дсIto lЕopемy Пiфaгopa в евкл,i*loвоlиу rlросторi:
K8aдpaт гшlОrt€}'yjи Jl0plBl{lo€ сyN{l кBадpaтш катrтв.

I{я теoрмa yзaгaJIь}IЮсTЬся I{а BиIIaДoк буль-якого
До.ц'анкi.в, a сa.\tе: нехаil векТ0ри l,, l,, ''. ,-lr Bзаемнo

-l --f r -)
гоtlаЛЬIli i Z=Хt+X,r.. +Xr', тoлt |Z|. =(X,+X,+'..

-): --)r J7,"&+ ... + V,l =l7rl' *l4l'* . . * l{ l'

чисJIа

оpI0*
-+

+Хp

(3. l2)

(3 13)

Hеp iвн icm ь mpuку|||ltuKа

Якщo хi Y-дoвiЛьtli BекTopи'.t0 3a allaлoгiсю з елe]\{r}I-

Tаpнolо геометpiсю Brктоp Х + Y нaзнмtorI} Tpsтюю сTоpоHoЮ
тp}лq/"г}tl{ка, пoбy.гIoваIloгo }Ia Brктopаx X I Y. 3a допомoгoю
неpiвнoстi Koшi-4yнякoвсЬкoгo lvlitс]t,o

-_)l -+ -+ _)r -+ --) r
< IХl. + 2|х||Y|* |Y|. = (lxl+ ly|)".

> Ёt - zfllt1l+ 1?1,= (Ёl_ i7l),

або

|Х+ Y| s lХl+ lУl ;

Й-?t. tЁt_t?tt
Неpiвltосгi (3.12) i (3.l3) ItaзиBaЮTЬ ttеpiвнoсmямu mPu-

куmнuка. Гeoметpи.гto вoни oз}IaЧaloiъ' lцo l{oвжинa бyдь-
якoi сrоpotli{ Тpикyг}rикa I{e бiльlшe, нiя< сyиa ДoBхи}I .щoх
iнtшtо< стoфt, i не менtше, нix aбсолIсrгнa BrJIичиIta piзlrкцi
jloBх(ин щоt стоpitt.

l?* 7l'= 1?* ?, I n ?t = t??l *z tl?t+ q??y =

i-i
| :::l ,l

:tитП paнгIl }lвтрt1ць зa доIloмoгoю е.1емеl{т8pннх пеpетвopеtlЬ:

ii ii iil.'[iЁ 1L Т ,ji]'ii]
/

(

=l
t

l. oбчиtl
(t,,

, l7satjS
[2s



11 - 3Sl
I

147*801
2r9 * ll8 

It4t _ 72)

2. Oбчнслятн раilгн }lцтpl|I!ь 3a допомогoю пеpетBoрe}tЬ Гaуссв-Жоp,ltашrr:

i;1.,[iii
3. 3нaйти л|шlilну зaпежн|сть систeм зекmD|в:

{rt
. t49

в,l l -.
l'-

147

19 3б
40 13
59 98
36'7 1

I
'I

4

(t - a.li z"'io r

14 -7

-+) (z t r-3l |t з t_l l;в)|l l 4
-7 I il 2 3

-6) u I I

5

z
3
7
lt

4
5

[ 
1,= Q' - э' |1, |{ = .,, 2, |, 2),

l{ i

^r 1&= (r, - r, sr, ol i 4=t t, - 3, 4, 5),

l8=tr, -+, зl' [8=e 5'0,2'3);

ll,=6,-r,2,-4, r),

llr=(3, l, l,-3,4),
в) .1 =+ г)

l х' = tз, l,. l' 2.4).

I i = t- s, -2, -3, r, 2);

--)
,Yr = (5, 4, 3),

-+
х2 = в,3' ц'

8 = lв, r, зl;

{ = tr, o, o, 2, 5),
-)х2= p, l' 0' 3' 4),
+
4 = tо, 0, |' 4,7t,
-+
xa=Q, - 3,4, П, 12)

4. Bсганoвнти зanежп|сть &1я сllстеri ,riнiйннx фopм:

!1= 1х' - 3.n + 4х, . 5x. 
'

f2= хl-?х,+7х.,-8хn,
}r=].tt "4х"+ц-Lх,,
У1 = 4х' - 5х^, + 6х! - 1 хn,

}s=6хt*7хr _14'

д)

в)

},l=5хt -3ч+lц+4хn, Ir,=s^, +2ц-х1+3хo+4х,,
!2--2х,-x,+3х,+ 5хo ' 

^',,] 

y' = Зх,+ч_ 2:r,+ 3х.+5х5,
},1 = 4х,- 3ц_5х' -7х., ", l,, * 6х,+ 3ч.Zх,+ 4х,+1х,,
Уl=хt +7х3+liхo; Iyl=7хl+4\_3х,+\+4х5;
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Poзdiл 4

сисTЕIии ЛItIIЙнpтх
AIIгЕБPAIЧHиX PIBIIяIIЬ

У попеpодщix pоздiлаx бyло pозшшlryrc кrаJ]paптi систвми
лirrii,lпиx pilгrяtь, I] якI.Ш кiлькiсть tllэвiдомих збiгaласlt з
кiлькiс.l'кl рiвllяtlь, i вик.ltаДенo дtоякi }ttcто]l}l poзв'я:lаIltlя iх,
зOкpсlfi, мс.lDlI Kpaмеpа' мrTo]I обеpltоttоi матpшd, мcToiц
Гаyссa. У rlодa;ьtltОNry lx)ЗгnяIlомo Довiльlli сисtuми rn.ldltitl-
ниx рiвItяlrь з л нсвiJl<lми}o{' llе 1i n _ бyдь-якi чисjla.

$ l. Умoва сyшriсtloс.t.i систеiltи 
'tl 

Лiltiйllиx рiшlrяllЬ
3 r, пrшiДoп{lllvtи

I{eхaй зaдaпo .цовi.льlry сис.Ir:lv{у m лiнiitltиx piвlrяlгь з л
rreвiлoмими

(4.1)

Cк.пaдемo Мaтp

+ а,nхn= b1,

+ чoXn= b2,

* o.nrn= bo

rтpи невiдoм

or" 
Ioul
i

o^, 
)

их:

Цю матpиitlо }IaзиваIOTь,' аmpuцею сucmемu {4.
дo маrpицi А ulpalзa сToI}пrць вiльltиx ЧЛeнiв.

(o, atz atn i o, I
u=|o.',' a.тz 

'.. "',: I 
j: 

I

\i^' i^' ' ;" | ;- )

dtt atz atn I bt

\{aтpиtи 3 ltазиваст|f,Я PoЗluupенoю.

1). Пpшtиtшеt'tо
.Цiстанемo

9l



Легкo пoбarlиги, Щo paнг pозlllиренoi rra.гplдti B лtlpiвнroс
pa}rry матpицi А aбa нa oДI{ниl{tо бiльtltий вiд ньсlго.

Cпpавдi, нехafi paнг мaТрI{Id,rlдоpiвнtое r. Тодi мaксимаJIЬ.
IIе Числo :tiнiйнo }Ieзiute)iоIих сrовm{rв t"tатplл.1i,4 доpiзtttос r.
Зaфiксyсмо .цеякi r лiнiйнo нrf:UIrнGlID( glювrп{iв матрlп{ l.
i{i стoвгщi вхo/{ятЬ i в poзпtlгpеIry Мa.гpl{rЦo B. Пpисдlra€мo.цo
r лiнiftно I{e3:rлeЯGII,D( стoвпttiз сloBIIrlь вiшrшx 'lлеlliз.Якrцо Пpи llьомy дiсTaнемo лiнifttto заjlехсry сисTе}t,ty
векгоpiв, To / с llfflксимaЛЬ}tим числoм лiitiйно }Iезалr)оrlD(
стoвгutiв матpl{цi .B, i, oт:кl, paш uiеi l{атplflЦ дopiвнюс r.

Якiцo злобyгa сисTrЬ{il (r + l) векгopЬ е лiлiйltо lteз{Ulсx.
}IoIo, тo paнг МaТрI{ш t дopiвнIo€ r + l,

Cиgгеьtа лiнiйнюк piвtr.rrнь (4.1) сyмiснa тодi
i тiльки тоДi, ко.ltи pаI{г маTриI{t систrlrи Дo-
pЬнюс pа}Iry poзIllиpeнoi матpш1i, тoбтю, шtя 

]

тoгo щоб сисTeма (4.1) бyла срliсltoю, необЁ'uto i

il Дoс.гaтrrъо' u{oб r (А) : r (B), i)s'*____
Д o в е д е }I ll я. Heoбхidнiсmь. FleхаЙ сисзtмa (4.1)

мiсна. Пoках<еt'lo, щo r (l) = r (B).
oскi.iьки систr}и 14. l) сytitiсlв, тo iсttyс tl llиссл п'1, O|,

0n, яКi е ii pозв'язком, тобто

сy.

(

lo|а
1

t-

tt 0t * аll Ч+ .,. * 4tnЩ = b, ,

zl 0t * аzz (\+ ',, 1. ч'U'n= b2 ,

qыa.r+ а^zЧ+ .'. I drnan= b,

(4.2)

Cк;идемо poзull{pсIty }{aтpшlпо

i вiдrнLмеt'to вiд ТТ ос'tвl{}Iъогo gгtlвIlllя пеprlrий' riр},t-ий i raк
J\ыlt, n-tl. сrrrвшIi, помttоlкtlнi вiдповiднo на 0'l, 0?, ..., 0n.

bl

b2

otz

8zz
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fiстaнемо мaтp}fцю

- at a*|*'Ча.z- .,. _ Ц,a^n

якa екBiвале}IтIla мaTIщi B.
3гiднo зi спiввiдкoшr}IIUIми (4.2), остaннiй стoвпelЕ

мaтpиЦi .B. скпaдaе'п*я з }ryлiB:/\
iou on arn o l

B,=iа.lt% ot" 0i
i.,l
'iв,, а^, €,n 0 

,J

Нa пiдстaвi власпrвоgгi 4 елeмеrrгapнIо( IIeретвоpе}Iь сT0B-
пerъ 3 нулiв мoхrla зaKpеслити' IIpи r(Ьомy раiтг мaтprп{.B, нe
змiншгься. Пpсrгe в рзyльтатi зaКрeслrння oсТaнIlьoгo сTots-
пця },{атpкrlя ,B, rtеpeтворI0стъся B ]!fftTрI{I{IO систei{и.B. с}гхФ,
рaнг мaтpиui систrl{и.4 доpiвнlос pанry pс}зlllиpеHoi мaтpиui
8' Heобxiдliстъ,r{оведeно.

,[ocmаmнiсmь. t\eхafi parrг rаатpиui сl,fсТе}fl{ ,4 доpiвtткlе
paнry poзlllиpеIloi мaтpnti ts' r {А} : r (B|. Пока>дrgмо, щo
с}lсТeмa (4' 1) сpliснa.

oскiльки ранг матрrrцi l лopiзttlос palrry мaтpш{ .B, rю
бу.ш'-яка l\tаксимaлЬнa лi-tliйно He]dшe)GIa сисTс}{а стовгп{iв
мaтpицi l с rакоx ]\{itксимaльrrою:riнiйнo }lез:ule)сloю сисTr-
мою i в мaтpицi .B. Tоrry uepез tцо сисTrj\,fу' a oDкe. i ueрз
с исTе il,fy вс iх сто вгп{iв мaтpиф,{,'riн iйно виpa]rЙстъся oстarrвй
сToBпеI{ь матpшri B. Це oз}Iarlaс, щo iсrтyсrгь чисЛa a|, &2, ,.',
с', тaкi, lЦо

Bикоtlaвшл.l лii в пpaвilt ЧасТинi, мaТиме:\{o

[,,, I [o,, I [o,. I [0, I

l"l' l",-,. 
j"i' ioh+ "i* i""=lf i

[o-' .J \o., ) \o* ) \b" )

lo' ltA !I е' 
I

-t I

l: Itttb I

(n,, u, + аtz oi+ . ', + a|- aА

|auat+ 
azэ(\+ ',. t а2Йan

t"'
[4.' 

ar + oЙ7&2+ ''. -+ aпЙ(7Й

9з



Узявurи ,ПО ylttilи o:}IIaЧеIIIUI
сltiзвi,tlнoшtсIlIlя

dll сIl + аn Ч+ .''
aztat* аzz{\+ ...

pl]}II()с.гl I}екТopli}' lllсTaliеLto

+ а,, a'n= b, ,

+ аua'n= b,,

аila|4 o^zUэ+ ... * a^nan= b^,

тобlu rll{сЛzl с'l, (I2, ..,, г& r pозlJ',t:tкOМ сисT0Ь{и (4. l). Й.xо'
сисTeма (4. l) сy:vtiсllа.

Теoрсмy lloltсДrIlo.

$ 2. 3aгшЬшtrЙ poзB'язol( сисT.еIvlи
лitliйllих рiвltяllь

.I.соpeма 
Kprll lс ксpa _ Kа t lс.ll"ll i l}сTaI lоItJI к)с :Ё j:ulЬlry yx{() l]у

сyмiсtltх;r.i лilliitiltli сис.tUмI{ piвlIяrtь (4.l) i сГItсp/l'lryС iсlrylиlt-
IIя poзI}'я3Ky, IIр0.I\э BoIIa lIе I]l{ЗItaIIас сrIосtlбitt ]l.,Iя IIраКI'и'|-
Il()г() 3Ilaх()Д)кеIIIUi всix 1хl ttl'я.lкiв сис,It'lrlt.{, я кIlк} llrllIа сум ir:.
llа. []окажеt'lo, як зllаftги JtlI?JIЬHИit р()3It'я'}0К систr:ми (4.l).

Нехaй маTриllя сис'IЕми l i pil:llllиJюIIа мaТpиJ(я B lltаtо,tl,
palli. r' Tо/ti в мaTpицяx А i B мaксимаJlЬIlo rIисл() лilliйtttl
IIе'xLIleжJlих pядKiз с r. llсхaЙ, Ilапl)иЮIilл, ltеpllti r ршtкitl
мaтриlii B ;tittiJitto tlеза-:lежlti, а кtrxllиЙ 3 реlltГI,l m-r pяitкttз
лiltililtо Bира)lGlсТIся Чеpез llеpпri r.

oскi.ltьки gЛrl{еIrгa}(и p'1цKiB матриIIi B с косфir{сн:и
piвll;utь сисTeми (4. l), вк,rюЧаIOtiи й вi.ьrli .l-'lgItи, то llеpllli r
piвtlпtь лittiltltо l{езалe)кlti, а КO)кIlе 3 pellrTи и-* pitlitяlъ
лirliЙtitl Bиpаxa€TЪся ЧrJюз поpшri r.

oТ)<е, pоз.It'язки щрIIIих r piзrшlrь с Taкox i gхlзв'язками
prшIти m-+ piьltяllь. Tому заЛицIit€il,{o lrеpшti r лiliiйtiсъ ltеза-
леxllих piBlIяIlь, a m-r tsiдКиrlеЬ{o. B ttих r рiвнянitях зали-
ltlи}(o It ЛlBих IIас'Гl{lIaх r неBulОмI{x' наIlрl,tкJIaд IIерIIll r' ]itl(
пцoб визitarIIIик, складсltий з коефrцiсltгiв ttpи l-ii,tx, IIе /io.
piлttював llyЛю. Haзиватимемo Iti tIcвiДомi базисrlиltи' а tr}illl-
ry n--r Il0рсItoси},{о в IIpa.lti 'laстиilи.piвнлtь i ltазиша,lимсltо iх
в i-,lt ьt t ими новil.tомlтьtи. I} рзy;rьтв.гi дiста llе]vlо сисTr }fу

o,|X\* аах)+ ... * anX,= b,- ao,|х,.r _ .'' _ аrхn,

я ка gKв itlалrlITl tа Bихiju l ili сис.lвмi (4' l ).
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Якшtо правi .taстиl{I{ сиgI8ми (4.3) вва>lоr'и вiльlгими rlЛc-
]la\'и' l\) }{a.iиМ('\,{() сисTсll{y r рintшtIь з r lltlвiJtомI{м}t хt, ъ,
'.., X, Bизlta.tttик lliсi сис.llми ttе,l1оpiвнЮ€ ttyJlк), бо iirl Ъ
бalисtlltм' ]l>tvry сисTtму мO)сIa rюз8'яЗyвa.il{, }laIIрI{кЛaд, 3а
ltpaliиJlоМ Kрамсpa. При tпюrтy Дiстаttемo pозв'язок, якrrй
Ila,}иBaс.l.rx-*', .JitгiulьltиМ' У tttюмy базисtti llевiJtoмi Х1, Х2, .'.1Х.
tlи1lажсlti t{rг}с,} I}iJIЬIii ttевi.rкrмi X,' |l Xr'2,..', 4 .

Ilir]taвlllи пi.llьltим tlсIriJlorlим x.' r, х..2' .'.' хп чис,'ltlвi
ЗI{a{IrIItlя l.а oб.lис.lп'тtltши вilшопiдlti зllачсlпtя JUIя бaзисIft{x
ItеBi,l()мих Xl, \, ',', X,, знailtсмo ро3B,я3ки, яKi називаtслt'
tlitс.I'иI1}t}tlv1и poЗB,язками сисTrми (4.3)' a ryг)ке' й системи
(4 l).

oскiльки ItiЛI,Ilи}'l невiЛомим l,{oжIla на/IаBаTи дoвiльrпоt
]!IаЧеItь, .lю сисlЕМa (4,l) мас нсскirrченнy мнO)киIIy poз-
в'язкiш'

3aувaxeння. Сuсmе.мtl (4. I) ltoс сЙtнuti poзв,язoк| якщo r = и' lIасtпuttнuЙ

|lозв hзок hтl! ,!УАьoвЦX зl.lаL!енllях вL,lьtluх невidolluх пaЗ|!воюmь
e "6rlзuснu*l, jIхщЬ всi коIl|lo|]енmu 6а"ltlснoеo pозв'язку неаi0'смнi,

mo Йoеo на3|rвоюmь onoP'|u}|.

Гlpнrrал l'orв'язапt сgстrм)' рiшltюlь:

х|+х2+ц+х,+ц=7,
3х'+ 2ч+ х] + x4 - З\= - z'

х2+ 2х'+ 7х,+ 6х'=23,
5х' + 4х, + 3х, + 3хn - \= |2

Р o з в . fi 3 a п'| я . 3апиrцемo мalpицю сl{стсмB zl i pозшшрену,i{alpи-
цу.l .B

I I 7'l
I -3 -2 |

2 6 23 
I

3 -l 12)

У tto,Дa.lьtдом}' trraтриlц А i B эaпнсуватимемo y

[rrr' l) Г'r
^=i"i:i zl '=l;i

1s a 3 3 -r) ls 4

l'r r r r t

|з u t t -з
lo 12 2 6

Is 4 3 3 -r

7

-z
2э
t2

вЕгЛя.цl o,1шrсr мarт)шltl

')

I

I

I

)
(Х.l.rяс,.rlrвtцн рattги мaтpкць А i B, 

^{:tтtlмrмor(А):r(B)=2
I)i.lьмсмо 0}';tь.яхi дlle, tlarlPI{кjla.il IIерlui, piвrtяttltя, a двa irluli Bl.цiяtlемo

ii iIс;rtll11.1 ,tB()x l)1Л!rя!lltях JаЛlllltпмo в Лuttfi чaстнlti ,tвi, rtаltрнк,rаr перtui,
t|ti'r'{()мl. а дllt шtlшl IIcреltесеlto y llраl]y час-r"иllу. B pезу;rьтan дiсr'аrIeмo
( нL l*l{ Y
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хt*a=7-ц-хс-Ъ,
3х'+1ц=-2-.']-,4+зx!

Розв.вxемo iJ 3а ttpalи,'toм Крамерa:
ll

s=ll I =-r*o;l) t I

t-
I'-'з-Хl_хs 1

l.2 -,, - х. + 3x, 2

-l =.lб+х,-rr.+5я5,

jr 7 -.r-.' -х. -.t,
iз -2.х3-х1+3ч

х2 =.*.*-.-: r 
__ 

= 2] - 2rr - 2ri * 6х' .

3aга'rьtIиfi Рoзs'я]ок xr =_ 16 +х]+х4 + 5х., х, =23 - 1rl -Ч*6's
Hеха.fi, напpнlсlшI. .r]= l,.т.=0. x'=] . Toш х,=-5' ъ=9 - orriе, дiсr'а-цrr

o'T}l'l чaстltli,Iнtt pозв,язок: it = - 5, r, = 9, r1 = l' -rl = 0, х' = l
Аltа.toгiчllo, ilaJаПlt{и вLrьlrиu ttеuutомrr-ч Х1, x4. х5 iнttti .оrсlсlвi Jнaче}Iня

i внrнaчивrrrrr вЦlltlвi.тtti ]llаllсlltlя 6аrисltиr ltсвцомях x, iч' знаft;rerrо iнuti
чagшнкi pозs'язtоl' Тax, rкtttо ,t] = х4 = x, = 0, то мaтrrмёмо.частltнннf, pоз.
в'язoк,Yt - - 16'\=23' хl =х{ =-Х5 =0' яхлfl с бaзнсllнl{. olropнrrм l(efi pоз.
в.язoк пe бу,,tе' оскi,rъxя хr = * 16 < 0 .

.[ля pозв'я]yBaн]rя сi{с]Ем ,fl лiJliliнt{x pi.BtlrrtЬ з n нe-
BiдOl{и}'{и .Ji!стосoByк}lъ меIrэл l.ayсса. Якutо пpи цrю]'{y си-
сTс}ul суlvtiсlla, тo BOIta 3Boдигl,ся дo Tpl{ку.l'}lolю Bиглядy lIри
r -: п i jlo Трallецo.ццrorc IIри r < л. На мiсцj лiнiйно зaлсжItlФ(
рll}llянь yI]}орЮЮтI{Я PЯJIK]^, rцсl сюцaдаЮтrcЯ JЦ.{|Цe 3 l{yЛrlt.
Пpи вlп<оpис.l?ннi МeTo/{y Гаyссa нe тpеба з:lздалегi,ць ,tlо-
слiдxytsаTи сисTeмy ila сy!liсI{iсТЬ. ЯIfl{o сисTеМа l{eсy}tiснa'
.гo I}}IaсjlLцoк еЛc Мe}ll"pl{ их ПеgютвоpегIь ripнii]lеltlo дo сyпеpе -
tUIиl}oi piвностi.

ПpнL.lgJ. Рoзв.язe tи t нс гrмy piвltя:tь

хl + -t? +.т, + xn = i.
хl + x2 - 2'х' - хn= {i'

.Yl+х2+{.т,+3r.=J

Р о з в . я ] а l( lt я' Сх-.tairснo Ya!.pl|llю з xоефitutштш i вlrьlrкх ч,tеttrв

I

0
2

Jt I I

I I -2-l
11 13
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Biдrrмeмо пeрrшнй pя.lок вLт дp}mгo трeтЬoгo

-I Itl

Дoдaмo дprпrfi pядoк здo6}'rоi мaтpшui дo тpeтьогo:

ll I l
0 0 -3 -200 3 2

lt I I
0 0 -3 -2
00 0 0

tl
-r 

I0)
ЦiJl мaт}иrц вiшrовiдас сttстемa

l''*\+хJ+х{=i,
l-зъ-ц=_l.

J дpy.* piвltяltltя цitj системн rrиpaзимo jr] чrpe3 .х4

|-2х,
ъ = -_]-. Пiдстaвимo шef, вираз ). пeршIе piвшянltя,

)

тп

tlя
i.Дl

.i[iстанемо

Мaтrtмеlto
1- 3\- цхr=_.J__'
^ 2-3ъ-a |-Ъ'
Bиpвз х'=-_f i ъ=_'- € з;u'aлъ}ll|]\{ Iю]Il'я-tк(li{ сtlс,теh{l{

лiлiйкнx piвlrяль, Бдзшсrtrrfi pо3s.я]ок х' =J, Ъ=0, хr=] , 
^. 

=0с такoxi'5
oПoF!lllм.

Cистеми лiнillllш< plBtl,Пrь зpyчнo pозB'язytsаTи за jtOltоtl{()-
гoю пеpеTвсlpеIrь Гayссa-жop,цa}ta. При цIю}ry тaкoх( fie
.Ipeба laзilaЛе l.iЛь дoсЛi]иqrвaП{ систr}гy нa ср'tiсl t iсть,

}]еxаit }Iaд зa^цaнolo сисTeмоIo (4.l) виконa}Io макснlvtаJlьttc
ЧисЛo r кpoKiB пер0тъoреt[ь Гаyсса-ХоpДa}{а i сютaнtriJi, r-Й
KрoK пrpеTвOpе}lЬ' зilIТиса}Iо B тaбЛ. 4.l. Пpи цIюму мo)KЛI{Bi
тaKi виIIаJIки.

Tц6,luця 4'l
хl \ х| a*l )+7 X,

I 0 0 olr.l clr* 2 otn

0 I 0 %r*l Ч''z ox"

0 0 Or. I dn* 2 &r^

l- ^-']iE, I"_Г-*-*'.i

iA, I

lр, l-Г--l
_+_--.'j

-L !. -i

i

RипaЛOк
гaльниfl po]в'я]oк

1, rs m < n' СисTrмa HrBиfнaЧе}lа. Ii
м'lC Bигляд

9'l

'ra-



^l
х2

х,

t

t

Qtn xn

ЧnХn

o,"х,.

2a| 1,. 21 
х, .

Чцr*z1 х,+

dr(r'2)Xr.L

+l

+l

х
х|

х'*

+l)

:'l
Ц

ot (.

ez<,

Arirr

рl
RY2

;'
Y?

FIевiдомi X', X2,,. .' &, BiдIloсtto яIоD( poзB'язtltlo сист€Мy (4. l),
€ ба3ис1Iими, a l{eвiдoмi х,* l t \*2 ' ,.,, X, 

- 
вi;ьrпrми.

B и п a д o к 2' r= и. сисTЕма Bизнaче}lа' П рзв'язок
Хl = 0t , \= 02, ,.. , X,= a,.

R и п aдo к 3. Яюцо IIрl{ пepетво1юнrriсисTrмидiстa.ш.r
piз}lя}Itrl, B якoго всi кoефiцi€}rTи пpи }rеBiдoмrо( дopiBI{юIoтЬ
tlyлк), a ItiльIrI.rй Члеt{ Ilе дopiвtllо€ rryлк), т0 сl{сTeмa }lесyl,dснa,
бо виpaз0.х, +0'х,+... +0 .X,=0k*0 сyперчцa361'

П pиклaл. Poзв'яздти сяствмy лilriйюrх pЬlrяlь мemдoм Гayссa_Xopдшla :

х'+\+3х,_2х4+х5=4,
3х'+6х,+ 5х3 - 4ц + 3ч = J,

х'+\+7х'-4х.,+x5= ll,
Ъ1+4ч+2х'-3ц+3х'=6.

. Peзy;ътaти о6grслeпь пoдalro в табл, 4,2Poзв'язa!rня
Tаfuццл 4,2

biх{хl ra l! ц K
4

ll
(r

-L

-4
-4
-J

ш23
165
t77
242

I
з
I

3

9
l8
l8
l{

l,t
0-7
o1
t-2

t-2
-4 2

4 -l
-1 ш

t
0
0

0

2

0

0

0

9

-9
9

-a3 0-
-2 - 3

2t
t -2

0
U

0
I

I
0

0
0

't

0

0
0

-5
B

-4
-1

t

-l
I

-a
1151-т
l3-1 -1
00

0

0

0

I

I

0

0

0

z

0

0
0

0

I

0
0

I
1

I
4

0

-{
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oт:кe, сltстема с1ъriспa i i{ зaга'rьнrrм poзв'язxoм с

15^ I 3 rхr =-Т -щ-i*, хl= -i*iз, хo=- 5+х5,

дe хl, х], х. _ базиснi нeвiдoмi, х, \ х5 _ вi,-lьtti нeвЦoмi. ПoIсцaвrшrr,

нaлp}fxЛaд, Ч= l, ъ=2, дiстalIемo чaстяrшиt poзв,язoк ',=-1, ъ=|,
t

\= i,'.=-3, ц=2
Пpнктва. Poзв'язaтrr снсIему лiнifi rrшх pЬrшoь метoдом Гaу'ссa _Х<lpланa

хL+х2+3х'-2хn+3х'= l.
Ъ'+ 2ч+ 4х, - х. + 3х' = 2,

1х'+З1+5х3_\+3.ч=1,
Ъ'+ 2ч + 8х, * 3х. + 9х, = ].

Р o з в' я 3 a fi н я - Peзyльтaти oбшlсленъ tloданo в табл. 4.3'

Tа6лцtl,л 4,3

btIaqll B K
3

з

t
9

I

2

I

2

ш
7

3

2

I

L

J

z

з_2
4 -ls -2
8 -з

.'

t2
lз
20

l l э -2 3 l
0 0 -2 3 -з 0
0 0 -4 4 -6 -2
002ш30

1

-2
-8

6

ll709t
0 0 ш 0 _l2 0

0 0 -t2 0 -18 -2
002lз0

l9
-20
-)1

6

t

0010
0000
0001

0I I

0

-t
0

0
3-1
l
2

0

0
-2

I

I
7

!
7

Cяс-гeмr rreс}a|iс}ra, oскi.lьxц il. тpете pЬнлtня, знafiдeнe пiсjrя тpетьoгю
хPoЦ* пepeтвopeнь Гaуссa-Хop.пaнa,

0, х, +0. &+0 х,+0' х.+0. х'=- 2

с \TI ереrllя Be п pн бу.ъ.якнх 3)IaчеrlltЕ( ttевLloll{их'

99



$ 3. Oлнtl'piшri системи лiнiйних рiвнянь

f}зуtач.ення

|,'Iir,ili,'* aпrcбpai.tне piзняtIlя }Iall{вaк,ТЬ о,Цllоpшltиrt'

| яшito шi.lьttиll члеlt lloкr Дopiвlrr.ос кyлк}.

t{еxаt1 зaдаI l О с исTeмy .ltiнiйнюt oднopi,цl tиx piвttш tь

сl||х1+ аn\+ '.. * a,nХn = 0,
dztXt* аll\+ .'. o a2nх, = 0, 

в 4)

аil х|+ a.z\* '.' ] a.nх' = 0'

Сисrвltи лiнiйlштt oд}ropiдtlих piвrшнь (4.4) с oкpемIдvt
BиПаJlкo]v{ рo3I'JUIнуг}o( сисTrм лiпiйrrrос piпняl*, (4.1) (D, = 0).
\ oьr1 rslя н lD( сIIpa Be.rUIива тcopеМа Kpоt tекepa *-Kапe;шri.

i)озrляirрtllи мa]pицю систr]vtи l i poзшrирнy rатриrпo .B,
nобачимо, lцo }ra.Гриllя B вi,ltpiзпяетrся вl't Мa.гplfl{i l сToBIщrм
пi;tьниx vленiв-нyлiв, який не зltirrrос paнry матpиlti. 0DKе,
r (А} : r (Д), тобтo систr}1и лiнifflиx о,llilсlpiдних piвlrинь
3a tsжJlи сyrt iс lti. I}с i одноpiдrr i с исте ми дit t ittнr,rх p iзня нь il,{а Ютт,
pо]lr'язок Хl = & =... =Хn = 0, яюrf, назиBакrгЬ нулювuм aбo
m p u в i aс ьн ши (ouевидцrипt).

З.,ясусмtl, ts яK}LY tsиIt:tjЦiоx oлнopiДнi сисTr},{и зtirtiйltюс
piвнятlь ьfaк}ть tlеtlyльовi pозB,я:}rоl.

I{сxай pa}Iг ма.Гpиlri сиqгеми доpЬtrюс: r.

[i и rt а д o к l. Якшtо r: n' Trl сисT€мa мaс сrgaниJi
р0]Е'я:юк' яKИЙ r }IyльOBим.

l] и traДo к 2' Яюцo r( и, тo сисТема мас нескitrvrнгry
МIIoхс,ttlУ lrеI{yлI}Onиx pозB'язКiл, яKi Bизtlа.tаЮтЬ т"ак самo, яI(
i lLця jtодulьlrоi системи (4.l),

РdзB'яЗКи .llirtiйноi oДноpiдноi систеМи piвнянь маrcrгь такi
!]J]aстивoстi.

l Якtцо (х',, \,,...' Хn) \(х!,,, х2,,, ..., Xn') _ДI}a pозв'язки
о:lilорiлтоi систrми (4'4), то iхlrя срla (х', + х,,,, ц,+ \,,, ...,
хn' + хn,,) € .I?KОх. pозв'язкoьt системи (4.4).

2. Якшtо ("r,, х,, ..., х') с ptlзв'я3кo)v{ сиcгеми (4.4), iо
i(tхt' g \, ..^, сх') IIpи бyль-якoмy с с такOх poЗtJ'я3кo},{
сi{t-ll.\t}' (4'4)

Iji irпасl.иrкlстi можttа oб'сДнаr'и B oдIIy: бУ;ь-яхa лirriititа
кort6 iн:ll (iя ptlзt;'язкill .дi-rrilttloi о;шttlрiДll<li сиgltми piзlшнь
(4 a) с тaкr]х pозB.я]КОм t{iсi систвltи.

I
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РoзUшrне мо фун dаu eн m aъ н у с u c m ем у p o зв,я ж' i в.

| Ознaчення
Cистему pо,зв'язкiв oднopiлноi лiнijtttоi системи pЬ-
IIяIIь llaзиBaкrгь фyнламеIrгaльнolo' якlцo Bо}Ia с лiнiй.
Ilo нeЗалехсIoю' а бyд-яlий irпший poзB'язoк сl{стeми
е Гi лirii.f:rrlою кoмбiлaцiсю'

. I l tакlrrе ка)q/\Iи' фyнламelгга.lьtloю сltсTrh{oю рзв'язкЬ' IIа]иBaк}ть мilксималЬнo лfurifflry tlезaЛrжIry систr]!{y
l poзв'язкiв.

Зpoзрtiло, щo фyrцaмeнтa,IЬнa систe}и;l iснyе тi.lьюr топi,
коЛи сис.llма (4.4) мa€ llеttyлъовi poзв'язки, ToбТo кoли pa}Iг
мaтpиlti сисТrМи менuл,й вiд кiлькoстi невiдoмlоt. Пpи цьоrry
сисTrмil (4'4) мас багaто рiзних фyн:имешгaтьн}o( сисТrм' Усi щ
систr]!{и еlоillалешгнi i томy ]v{aютЬ oДЕlкoвy кiJrЬKicгЬ рзв'язкЬ.

Teopемa
----------\.Якllto pанг r мащиtt-i А clцcтемtl лiнiftних

oДнорiднIа( piвнянь (4.4) мeнuл,tй вiд uисла не.
вiдoмих и, то бyД-якa фyндамеtтTzlЛьttа систeмa
poзв'язкЬ Шеi системи складаclъся з n{ рoз-
в'язKi.в.

.I{ о в r д е It н я . Число и-+€ ЧI{слoм вiльrrш< нeвiдot*доt
y систвмi (4.4). Heхait вiльtlими llевiдомlоgr с х|*p Xr'2э ,.''
х". P<rзlyurнемо дoвi.ltьнкfi визltaчник d lropяrлсy lt{' lцo llr
дopЬнюс l{yЛю' Зaпяrшемo ltогo y виrлядti:

d-
c|1,*!1 сl 

1.+2;

Cl(r.I) C2(,*ъ с^

C(n.ЙQ-|' C(n-tс*ъ C('. а n

Bвaхаючи' щo елемeнти i-гo pяДкa цьогo Bизнaчникa
(l < i < n - r\ е знaчel{}lяl{и вiльнtоt нeвiдoмих i oбчис.пlоючи
ЗIjaЧсll}lя невiJtorrr'ц Хl, Х2, ... , х. , .u,iсTaнeмo poзB'язoк сисTrми
(4 4). 3aпишIемo ltого як Bектop 0', = (C,l, C2, ..,, Cь Сn. Ll Cv.2,

, сJ' Cисrclrа вeкгopiв с't, cu' '.., 0n , с фyrutaмекгzL'IЬt{oк)
сис]t.tttoЮ рo]Ir'яЗкi8 систrми (4.4). Спpaв/li, ця сисTrмa л[liЙ.
}lo I{e]а-qехсlla, oскLЦьки мalpиця, pяJкaЬ{I,l якoТ с векTopи сq 

'ltiсгll'tъ вrдмillttиft вiл ttyля мiнop d псlpялку n.+.
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Llexaй D = (D,, b2, '.. , b,' b,, b b,,2, '',, b) _ дoBiЛЬниlt
p0Зts'я]ок сисТrN{и piвlrяrlЬ (4.4). ДoвeдeМo, tI{O вектop lj
лillift}ro вираxасTься Чере3 BeкToрl{ Сlt, С!:, ,.', dn , .

Позначимо чrl}eЗ Щ, (i = |,2, .',, n_ r) ,.-й pядoк Itиз}Ia-
Ч}Iика d. Poзгляraт}L\lе1\,lo йorrr як (ll-*).вкvipнкй Brlсгop.
HeхаЙ D, = (b,- |, b,,2, .,. , b). Bеrгоpи щ, (i = |,2, ..', п-+) с
лirtiйlttl незaЛexllими, (юKiлЬки d* 0'

Cистема (и-+)-вимipFII.D( вrктopiB 0',,, o2', .'., a,n-, , b,
лi.tliйlIо fitлеЖIIa, оскiльки числo вrКгopiв y нiй бi;ьшr вiд iх
Bиr{iрIIoсTi' OTх{IJ' iснytoть ТaKi Чt{слa Ё,, ki,..., &'- , щo

9' = kr o.r' + kr 0r' * .,. + k, . , en'- ..

Poзгrшltемo тeпep и-вшuipниЙ Bектоp

6 = &, с., * 19e,+ ... + kn-,dn-.* p .

Bекгop 6 с poзв'язкolvr oД}ropi.цнoi системи (4.4) хклiнiйна
кO}бiнaцiя poзB'я]KiB цiеi сиgгеми. 3 пeрлoстаrшьоi piзностi
BиIIливa€, Щo B poзв'язкy 6 значення всiх вi.lьних невiдoмlо<
.Цopiлттtокrгь нуЛIо. Пpo.ге единrтй poзB'язок систепти (4.4),
яKи,l дiстас]vfo IIри нyльоI]l{х ЗнaЧeн}UD( вiльlrюt невiдolg,D(, с
IryльoBим pозB'язKoМ. oIxе, 6 = 0, тoбю

Р = t, 0, * \a,+ ... + k, ,Фn-,.
Тсopемy .цoBедeнo.
Пpнlсlдд. Poзв'язaтн o,шropi.шrу систему piвнпIъ

3х,+ х,_8x,+2хo =0,
|'t-2\_3ц.7хn =0,
х.+!11-12х,+34х.=6

лopiвlrюс 2
3апrrrrrемo Jвa llерllli{t piвняrtltя у виr;ялi

1х,+ ч = 8х,.lтr,
Ъ'. Ъz = 3х, + 7хn

Po зв'язaвtult luo с rlстсму, зltаtllcмo заr a-rьltи f, poзB' я]oх

Pозв.я]aIttIя Рaшг мaщицi сt{стeмя

(з l-E 2)
А=|2 -2 _з -7 I

lt lt -12 34)

193125Jt= 8 хзo8'n'&=6.т3- 
*;r,

r02



T1т rr : 4, r: 2. oгrке, футrдамеtтTzLrIь}Ia сисТЕмa Pо]B'язкi! сtс'Iaдa€ться
з двoх po3ts'язкiв. Щoб 3tlaltlx одну 3 ф}1{даме}rТаЛьнI{х сl{стсi{, pо3г,.lflIe,\{о
,цBa Bеxтoрlt (l, 0) i (0, l)..llвa:катимеxo' lllo вijп,}ri }reBiдoЬ|i х1 i хo лopЬнюютъ
хoopд}lllа.lам цl{х вeктopш :

te 7х,=|, х.=0, хt=t'ч=i;
3 25x]=U, х1=l, Хl=Е',z=-Т

191-11(Poзв.язкд,'=Т, \=Ь'"'=l, хl=0 i x,= g'ъ=--i'ъ=0, лn=l

'.rдliйlro нeзaлeжтti, oскi,ъкя вeктopн ( l 
' 
0) i (0. l) лilrifllto пезалeяоri Oск!тьки

poзв'язкiз дDa, m воrtи fi }тDоpюютъ ф}тцaмегrгд;ьtlу сI{стеItty poзв'язкiв,
€ тaкox il i1пrri фу1цамerп.a,т,lri Фtclемш po3в.'l3Klв, BiЦ{iюri вiд poзгл.шr}тq.

l}стatto вимo 38, я3oк мbк pо зв' язKаl{и }lеo/lнopiдIrlо( i o.цно-
pщr}D( систем pi3}t*Iь.

HехаЙ задaнo сисlЕмy нroд}Iopiдrrю( лiнifшtиx piз}UII{ь

+ a,nхn= b,,
+ а,nхn= b,,

(4 s)

аdх|+ d.z\* ,.. * a^Xn= bn

Cистеьty ifrню< oJrropi.ц}IlD( piBнftrЬ

а||х|+ аn\+ ,.. * otnХn = 0,

а2| х| + сt22 х2 + .. ' * a2nХn = 0' (4 б)

Q.lXt* аoа\+ ... * C^nХn =0,

яКy д,iсТa€мo iЗ сисТeми (4.5) BltaсЛiДoк зa},{i}Iи вi.lьttlлс ЧJIенiв
}IyJUIми' нaзиBilюTЬ 3Brде}toю сисTемoЮ IIJIя сисТеltlи (4.5)'

3шeхсtiсть Мix poЗB'я3ками сисTем (4'5) i (4.6) виpa.
жасTIся TаКI{]!{и Tropr мaМи'

Tеopема
Cyrvla бyдь-якlо( poзB'я]KiB сис1ЕIv{ (4.5) i (4.6)

i с po3B'язк0М сист€N{и (4.5)

Д o в r Дe }l }I я. сПpав,'li, нехaй 0l, G?, ',.,an _ pо3-

B.я3oк сисTrми (4.5), 0r, Р,, ... , B' - цlзв'я.]Ок сисTr\{и (4 6).

Biзьмемo бyдь-я<е pixгIяI{}Iя сt{стеми (4.5), нalrр.иклaд ,t-те, i
ПL]сТaBимo в l{Ьrэгo замiс1ъ нrtsijloмJ{х ЧисЛ!l 0l + Dr, oz * Fz, ...,

1'-Еn..I[iсгatleмо

all хl + сInх2+ ...

а2|хL+ аz2х2+ ,,,

лilr

t
I

{

I

L
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\- ". + +L а*,{a,+ p,) = L ацЧ* L аr,}i= br+0 = }*.
j't j=l j'l

Teopемy Дoв€деIIo.

l Piзниrш бyль-якlос Двох poзв'язкiз сисгeми i

l (4'5) с pозв'язкoм звeдeиоi систеrги (4.6). 
]

Д о в r Д r }I н я . Cпpaвдi, нехай ol, Ч, ..., Ч i d.,,' \,, ...,
О(", _ poзB,язlс{ сиL-тsltи (4.5). Biзьмeмo бyдь-lп<e piзнянtrя
систe]!(и (4.б), нaпpикJIад /<.те, i пi.цgгaвlдlо B нъогo замiсть
невИoмю< ЧI{сJи 0,1 - 01,, Ч- Cz,,..., Ч_ u,,,..{iстaltемо

\- \. \.L аo@'- Ч') = L ачЧ_ L аr,oi = br_ bt=0 .

j=r j=l j-i

Теope:vry дoI}сдeIIo.
З uиx теoрм BI{ILпиBaс, щo, зtlайlUOBlIIи /tеякий чagгиrrниlt

poЗIl'язoк системи неодцtоpiдтlо< pЬttянь (4'5) i дoдaвt.uи .цo
rlь0гo кoхtlиlt з poзв'язкi.в зtttэденoi систЕ]\{и (4.б), дстанемo
всi pозв'язKи сI{с]вl{и (4.5), rrlбто зага.ltьttиЙ pозB'язок }tе-
oдttopiднoi систrми (4.5) дopiвlтtос сyt'ti бyль.якorо Чaсп{tl-
нoго ptlзв'язЦ lliеi системи i зaгaльttoгo pозв'язкy зведеrtoi
снcгеми (4'6).

l. Poзв'язати сt{стем1{ лiнlilннх oiвнянь:

х'+1т,+3х,={,
3't-\+х]= l'
2х'+4ч+6х,=]'

Izх,-зч+4r,-хn=l'
а) l 2х' - 3ч + Lr1+ 3-r. = ], б)

| 2х, - зх, + lт, - llх. = - 4;

в)

7х'.4х,+3,t1 -Lт.=.j,
х'.lт,-2-t3-хn=_2'
3х, -6ч+ 5х. * 3-r. = 5, г)

4х,-8х2-3х1-4х.=_];

х'-2х,-;r1 +3х.=.5,
Ъ,-4\-Lт1 +б.r.= lQ.
Zт.+r, +х{=2()i
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lх'-5х2+3х3+хn=5,
3х'*7ч+3х,-х.=-l,
5х,_9х,+6х,+Ъn=7, e)

4х'-6ч+3х1 +х.=8;

2х'-4х'+3х,-\=3,
хt-bz-2ц_х.=-2,
3х1- 6ч + 5х3 _ 3х. = 5,

4x,_8х2-3х3-4хn=-3;

bt+ \- х'- х1+.t5 = !,
хt.\+х1 +х4-2х5=0,
4х, + 5ri - 5хj _ 5xo +7х.,= J,
3'х, + 3х, - 3x, - 3х1 + 4х.'= };

6х'+ 4ч+ 5х, + 2х. + 3-t5 = l,
3х' + 2ч+ 4хJ + x1 + 2х'= ),
3х'+2ч-2х1 +х. =-.|,
9х,+6х,+х, + 3х. +2ц=l;

8х' + бл;, + 51+2х,.=2|,
3х'+3х,+2х]+х1=l0,
4х'+\+3х,+х.=8,
3х,+5'ч+х1 +х.=!J,
7х,+ 4ч + 5х, + 2х. = lt

kaзiвкa. Яхrцo задaнi сltстrмrr с}ъ{iс}ri, то зara.lьннй, a тaхоx дrяxвil
часп{rllIшй i.х pозв'язox мorоtд зrtafiтп oднrrr{ iз poзгля}r}.п|х внule меmдiв

2. 3иаПтн 3агL1Ьний poзв'язoк l фунлaмента.тьllу снстсму poзв'язкlr oltto'
pl,tttнх систем plвнянь:

3х'+51+2х,=0,
4х,+ 7ч + 5х, = 0.

хt+ ха- 4.т, = 6;

xо

t
.r1

Т'',:l:: ixl = i: . i :* 
_ 5ч+ 2х3 + 1х, = 2,

i',* з'i- 
';;=;:-, i 1:' 

-4ч+ ц + 3х, = 5,

','* 
8ч.- 7','= 12' | 5х, + 7 х, - 4ц - 6х. = !;

3)

[',* ц+ 4х, - 3х,= a,

.'.l ]', + 51 +6х, - 4х. = 6.

',l o', -s',-ъi*ь.=о, 6)

[ 3x, + 81 + 24х' - 19х. = 6.
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д)

х1+2ч+3х,+хo=0,
2х'+ 3ч + х, + 2.tn = 0,

3х, + х,+ 2х, - 2хo = 0, r)

4ч+Lт'+5хn=Q;

6\- Ц+ 2х, + 5х4 + 7х' = $,

9x, - Зх2+ 4x' + 8r, + 9х' - Q'

6х'-2ч+6х'+7\+ъ=0,
3''-\+4х,+4хn-хs=0,

Ъt_хz+Jх]+4x+-rs=0,
х1+2ч-3х3+х1 +lt'=0'

5х, - 5х,+ l\ + llх. - 5х' = 0,

\_3\+6х'+3х,_3х'=g.



LIвcпtuпа II
,1|НlЙнr ПРoгPAMУBAHНя

PoзdLц 5

Е.IIЕM ЕtlТи AI{AII ITич tIoI гвомвTPII
B п.BИМIРHOIVIУ IIPOсTOPI

$ 1. ГiпeрIlЛoщliнa й пiвпpoстip

З кypсy aналiтищtoi геoмeщii вiдoмo, цo бyдь-я<e piв.
}шн}ш rrеpшIогo сTrпetul А1 х 1+ А2 х2= C зoбpaх<ас нa IUIo-

шд.tнi x tО хz rrpn',rУ, rlеpпrнд.ltкyляp}ry дo tsектopa А ( Аb А2).
-tBекrоp А ( Аl, Аz) tlaэwзa|crЬ нopАrulьItuJИ вetсmopoм пpямol

А1х,+А2х,= g.

Якцо зaIIисaти piвняння А1 х1+АzXz- C y вшляrri piв-

нJI}rшl y вiдpiзках нa oс'D(, тoбтo 2-?= l, To числa a|, a2
,2

виpа)<aloTЬ Bеличиltи вiдpiзкiв, якi пpшla BiдТIтIaс }Iа Koopди-
нaПIlо( oс,D(.

Aналогi.пlо pЬrrянrтя А1 х1+.А2х2+ АjХ3 = С у щшlаlip-
нoМy пpoflоpi зoбpах,сaс rrлou-(к}ry, тIеpпеlIдI{кyJIяр}ry Дo Beк-
тopa l. ( Аt, Аl, А]), якltЙ Ha3иBaIOть I1op.L|сIльl1uJу| вeKmopo,||
nлoщu|tu.

I)iлгrлдlя +'+*?'=l с piвrrтнlrям IUIouд{ни У вцpiзках
o | а2

IIa oс,D(' числа Q|, a2, aэ _ BeЛиtIиIlи вiдpiзкiз, Цo BilTгиrra-
IoTься IUIOш{}IнoЮ нa Koop.ЩДtaT}IIД( oс,ю(.

Piвrrлrня IIло1IЦДIи B тpиBи-
мipнorry пцrстopi, a TaKo)к пpя-
мoi на гlлolЦинi, мoJIсIа пoдaти y
веtсгоpнiй {xlpмi (А. X )=p, I|е

А" - oJшrrи*lий вектop' пеplrен-
днкуляpнvr|,' дo ПJIoшIини, aбо
ноpма.тьний векTop rтлolsлrrтl; X_ ПoтoЧний paдiyс-векTop IIлo-
ll.Еlllи, тoбто векmp' ясd спorry-
Чilс IIoЧ;lТOк КoopДи}I,lт з дoвiль.



I{oю тоlIкОЮ Iтлo,I0{н'1; p _ BL'IсТaI{ъ вiл tlovаl.ку кОrrp,ци}ит
Лo llцolttиIlJl.

-+ --+
Piвlrяння (А" X ) =p o.}нitЧaс, tцo tlрoeкцiя бyдь-якогo

paДiyсa-I}еКТ0pа,Y гшоuини }ta нaпpя]\{ нopМaльfioгО BеКюрa
/." .поpiвнкх p (pис. 5.l).

УзaгaльlrенIlя\{ ПotUITTя прямoi нa rUIoLLП&ri Тa IIлolI{шrти ts

тpивиlvtipноNry rlpoс гopi с пoняггя ei nеp rшo tщtнu'

| Означення

Гiпеpгшoшинoю B n-вшl,l.ipнoмy трoстоpi нa]иBaЮть rl-o-
мrтpичнe мiсцетoчoк ( х,,Х2, ..., х n ), KoоpдI{нa'ги якl{х
J€ulo воЛьIUIIоTЬ p iвняI rня

А,х,+ А,х,+ ... * АnXn= C. (5 l)

. BвaxатnмоI{o' щo Ця гiпepпЛoш{иIlа нopМ'UtЬнa дo BeкТoрa

А ( Аv А2, '..,,4' ) i ш{o pi.вняIftIю

a*a*...*a=l
ot oz Qn

(s 1')

в u{пoвi/lас гiпe pпло llglr1 a, ЯKa вiJ{tT+raс I Iа КoopДt{наT}I иx 0с,D(
вtДpi3кJ,l a |, a 2, .'', Q n. J .-)

Rекгopltс piзняння u" х )=P B tt.вI{мiр}lot},fy ПpoсТOpi
ItизнaЧar гiпepплorrшrЕy, IlopмaльEУ'lto ojtl4l{l.{чнoгo }rеКIЮpa

l " i poзмirценy нa Biдстaнip вiл IТoчаткy кoopll}.rrlат. Пpямa ltа
ruIoIциIri дiлlггь u нa двi ЧaсТиIlи, лсi називаlоть niвnлouщнамu.
Плoш.uтrra в тpl{BиMiptlol\{y пpостopi такoж дiпlтгь вссь пpoсt.ip
нa lшi Чaсти}tи, яKi нaЗиBaЮться niвnpocmopaми. futaлогiчнo
r'iпеprшorцrfiIa в n-вимipнo},{y ПpoсTopi дiлшгь I{eй Прoстip }rа
дBl чaсTиfiи, Ko)кнy з як]lх }Ia3иI}ilIOTь nlвnPocmopoм.

Hеxаft Деж,a гfulegгшoluинa ts л.Bl,Lviprrоlry пpос,гupi зa-
ItarТIt,'l pЬtшнняьl (А" х; =p. Толi JUlя т0чoк М оttнoго з
tliзrIpoстоpЬ пpoекrili oC, вeкгopiв, tЦo iх зобpaхсalотЬ, lla

--t
tlaПpям нop}vlаJlЬtloгo BeкТopa ,4 " мeнlпi ьlЛ p, a Д,lя точoк 1y'

дpytolo пiвltpoстopy пpоекlii oC' веккlpi-B, tt1о iм вiдlo-
*,

вi;lакЛъ, нa А " бLтьtшi вiл p (pис. 5.2)'

.., (}гхе, oД}tим з пiвrтpoсtоpiв с мнoxиtta векгоpiв (r.o.tок)

X, utя яких RикoнyеTьс'I неpiвнiсть t А. X i < p' a ]J.]IЯ веlсгоpiв
(rоuок) Дpyгoгo пiвrIpttс.tкlpy - 

( l.ll > p. Сaмa гiпеpruIo-
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lll}*Ia },{o)l€ 0yп{ Ilpи€llнанa
lt() o/illoгo 1 ltiltПрoсТС}l!!B.
Тoдi нся l!f}fо)кинa векторiн
(то.lок) л-tlи:'tiрtitlгo rlрo.
сTOрy поllltiясr.ься нa д8a
вили: $$pи t1\)Чi{я|' ,tUiЯ

яK}D( ( А. I, l sР, i10.iки,,Jt,'I.я
-+ -)яrсд ( А" X) > р aбо нtiiiiariи

-.) -) --+ --i
(А." .Yl<Ё i (.4 l"r i'.l'

llля тоlю шitlб вш:l;iа.шT]а

rraлежнiстъ BrКгoрa Х (iоvки}
,Ilo ToI0 чи iяrшоlu пЬпpостоpу, трба кt}Oрдltitall{ Brl(Тoрa
пi/'IсТaBиI'и в неpiвнiсть, ttiо :юбpaхас цrэй пiвItp<r.сr.ip" Якlтlо
нерiвнiсть Bl{кoЕyrтъся' т0 BекIt)р (точка} }{aЛеЖи]Ъ йомy, в
IIpо]иBIIoIlfy paзl 

- 
Itс }laJIе)киIъ'

Прньта.r' Чн lta-rе>юггь точla сt'yl{Bиvipксгll пIх)сторY А 
. 

{l, 0' 2. 3.

5, - 2. 4) пiвпросroр1' Ъ, - 3хl . 6"r: o 
+ r { + .х 5 

_ l i;r 5 + 3х l a 4?

Р о з в' я з a н н я, Пiцстдвявll,и коOрirишаIи Тnчrfl в не1riвгuсrъ, ir-
сIaнe]r{o2 |-3 0-6 2+l 3+1 5'. ll t-2)+3-4=32>4'Оt;ке,тсrтха
}tajle)кять зддаIroму пlBпpoстuPY,

$ 2. IlоняTТя ПрtJ вiлрiзок
B n. B}rl}rip}roгrry Пpoстoрi

Poзг.пянeмo нa rL'IoшцI}li двi точки MI I M2 та iхrri paдyси.
. ----) . -----)

Brкт0ри t= ОM., Lt= О|'I, (pис. 5.3).

Bекгюp Mfr,=t_t Якttto веКтop щй, ,,o",'o)к].rги Ilа

r (0 < I S l)' то дiстaнемо Bектоp f= t мЙ,. кoлiнеapнюi reK-

тоpу M'trI, i нaпpmlлerrlдi тaк сaмo як i векгоp M,lуI,, oскi;ьки
/ ) 0. Якrцо пoчa'гoк BекTopa pJпоlriспrги B тoЧкy М,, то f,ttlгo

ЦIllt" M буде всеpeДrнi вЦрiзка
M,М,

Пplа t = 0 вектop p'= б' i
тoчкa M збlтaсп*,я з тоuxою М',
IIpИ / = l векгop f= I',IЙ,i точxа
,{1 збiraсrъся З ToЧкoЮ Mz. Яюtto n

/ зpogгa€ вiл 0 дo l, то тоuкa М
пpобiraе вiдpiзок BЩ, ML Дo Mz.

5.2Pис
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Paлiyс-векго p бЙ дopьtlюс сyшti векгоpiв *i рl тоб.rо

Ёf* t<f,_f,;=1t _t1f,+tf,,
Пpи зpoсrанrri / вiд 0 дo 1 кiнеrщ paдiyса.вeкiюpа iпpoбiгaе
вiдpiзок M'M,

O.txе, p,д'y.-*o"p l оyдь-якoi тоtпо,t ,11, щo Лr)tg{ть нa
вiдрiзкy M 1M?, BизнaчаrTься piзняrпrп,t

y'=(1 _t1f,+tf,, дe 0<lsl. (5.2)

. Haве.це нi мip кyвaн ня пepеносяТьс я Й' нa тpизlnlipн l,di пpо.
сTlp.

Узагaгьrивuш цi йpкран}Lq нa виI[lдoK и.вrшtipногo пpо.
стopy, rтpиpоlЕIo BB:lxilти, що вiдpiзком M'lu{, и-виlr,tipнoгo
пpoстopy € сyкytltliсТЬ тoчок M, paд1усu-BeкТDpи яKI,D( зaдa-
wTюя piзt'шнвa (5.2).

У скаляpнiй фopмi piзняtrrtя (5.2) мaс витлцд

х, =(l _ ,) xl', + /х!2) (i= 1,2,..., n; 0 <,< 1). (5.3)

Тyг (*1'', х!.., .'.,,l') i (',|',i|,, ...,':, ) е коopштrralaмI{

т0чoк MLi M2aбo paдiусiз-векгopiз t ii .

$ 3. oпyклi мнoжини

,!, Ознацеtttlя
CyкymIiсть ТоЧoK n-вкмipнoгo rlpoстopy }IiшиBaIoтЬ
oгryIоIoЮ м}Io)lо{нoю aбo тiлoм, якщo Boнo paзом 3
бyдь-ккrд'шt Двoмl своiМи тoчка1{и M|i Mzмiстигь i весь
вiдpiзок M|M1, що iх сП0лщ36 Фис' 5.4).

AoflО
Pдс. 5'4

Pшс.5.5

Фirypa, зoбpа:кeнa нa pис. 5.5, не r oгryIсlIoю м}Io)<lдIoЮ.
Cпрaвдi, вiдpiзlк, щo сПoлrtа€ тoчки M' i M2 ' не нaлex<ltTЬ
повнigгю фiг'/pi.

ll0



| Ознoчeння
Пepepiзoм мнo)lо{н }IaзI{вaЮть сy}з/tttliсTъ тoЧок,
нaлeхаTь ко>lсtiй з ulц ltftIo)<и}I.

Tеopемa
; Пeщpiз буlъ-ш<оi кiлькостi orryKlrlо( тrсto:шн 

|

.iе 
.гaкoж orryкЛoю N{}to)с{нoю )\- _J/

Д о в e .ц r н }I я. Poзгл-шtемo .Цвi бyд6-g6 тoчки M| i M2
перpiзy. Цi mчки нaлeхоaть кохсrift 3 пеpетиннrок N{I{охиII.
Пpоге цi мrtolюlни oгryклi, тoмy вiлpiюк M,M, нiшe)оrгь
кo:rий 3 нI.D(, a oт)кl' наJIе)кI{ть i пeрpiзy rх, тобто пеpеpiз e
oгryклoю l,{нoхо{нoю.

Tеoрмy дoведeнo.

| Означенttя
ll ^|l oггyrоrою лiнiftrroю комбiнaцielо T0Чoк Ар А2' ..., А^

tj и-вимipнoгo лiнillнoго пpoстopy нa3иI}ilюТЬ тoчкy
|'. Й
l. !гr

|, А=u,А,+ч4+...*G. А., Дe 0, )0, L a,=L'
I ,r
ГIpи m = 2 огryклa лiнiйнa комбiяaцiя збiгaс"гься з тot{кoЮ

вЦpiзка,
Cпpaв.Цr, якrцo Пo3нaчити I_t=сr1, l=Ч, Ю piвняння

вцpiзка (5.2) rrабеpе вIДляДy Р= 0r t * чd(o,, 0, сr, + oz = 1),

тобтo дoвi.lьний BeкТop (тотка) вiлpiзка € orryклою лiнif,пtotо
кoмбiнaцiею вeкrоpiз (muoк) r|it Cпpaведшlвиьr с й обep-
нене Tвеp.Dl(rнrrя: бyДь-яка тoчка' щo е лiнiЁшtою кotrбiнaцiсю
дBох Toчoк tl-вt,шtipного Ilpoстopy' леxI{Tъ на вiлpiзкy, шo
сIloлr{ar rЦ тoчIс{.

Щoб дoвeсти це' IloсI{ть в лiнiltшiй кoмбiнaцii А=u,Аl+
+ чц (с',2 0, 0r + Ч __ l) пoзна.шrпr 0l = l - t, Ч= t.

! Ознaчeння

!] кyговкми aбo кpaЙнir'ш тoчками oгryклoi м}lo)lспlи
ti назlвaшгь T\)чкI{' якi нe € oгryКJlиil{и лiнiйш&п{ кorбirrа-
Ii цiяД{ лвoх бytь.яоок дoвi.ьrп,о* тoчoк цiеi l'пIo>rодпr.

Tак, лсttlо м}loжи}Ioю lие вцpiзоК, Цo сПoJryчar дeякi.шi
тoчlо{ tl-виlrфнoгo lтpocropy M| i M2' тo цi тoшо.t с кyгоBиl{и
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точкаМи Ь{tIo)ки}Iи М, oскi.rrьюа iх не мorшa Bиз}IaЧr]и як
лiнiйнi коrбiнaцii бyль.якrл< irпrтrок Totloк вiдрiзка.

У rpикyпtlткy АBС е щи цrгoвi тoчIс{ - ft616 tsеplllи}ll{
(pис. 5.6).

Щoдо бyль.як<ri iнrшоi T0Чки тpшa/г}rикa (як гparпruтrоi,
так i внyгpilшrьоi), Ткr BоIIa с
oПyкЛoЮ лiнiйнoю комбiнa.
цiею веpurrrн А, B i с. Для
т0чoк' щo лexaтЬ нa сTopoнaх
АB' BC i CА, це тBepДкrн}Ul
виIlЛиBilс 3 oзначrнIIJI вiдpiзкa.

Покаxемо, lцo будь-яка
внyгpiшrrrя Toчкa Q тpш<yrrtика
тaкoж € orryкJlolo лiнiйнoю

кoмбiнaцiеIо Bepшин А, B | С. ДJIя IIьoгo чеpeз тoчKI{ B i Q
IIpOl]сДeмo tlpяl,fy Дo пеpeтI{Hy зi стopонoю lC y дeякiй тoчцi
o1. Тоvку" o, мoхсra пo.цдти п< лittilllry кoмбiнaцiю точoк l i C

Qt= a,А+ ч C (a,)0, 0r+%= l).

Тoткy Q, Ях TоЧкy вiлpiзка BQ,, тaкoж мo)кtla IIoДa,ГI,l У
вкI.лядi лiнiйноi коltбiпaцii Toчок 3 i Qv тoбтo g=p,B+
+ bz Q, (9, > 0, Р, + $, = l). Гliдставивtllи сIоДи ЗIlаtleнtlя Q,,
ДiстaIlеьlо Bиpa3

Q=b,,B+ Dz (a,А+ oэ С) = D, J* e,9,А+ o.,B, С,

який с oПyкJIoIo лiнiltнoto кoмбiнaц-iею. Cпpацдi,

F, + сr, Р, + сr, 0, = Р, +0z (or + o,) =91 + p, = 1

i lюi кoефi-tцiсrги Рr, cr Р: i o'эb, нeвiд'сrrнi. ODKе, Qс olгyк-
лoю лirriйнoю кoмбiнаrцею Toчoк А. B i C'

| Означенttя

i rз-Rимiptlи]\,{ симплeксом }IaзиBaк}тЬ },fi{O)с{нy вeкгоpiл. (10чoK) А(a,, \,.'., on ) n.вшмipнoгo IlpoсTopy, lцo 3а-
] IloвоЛЬl{яr yv(oBy

с,= l (o',>0, i=I,2,,..,n)

f,всrвимiрнi.ь{ симrlЛексol,t € вi.пpiзoк, шIo леxI{Tь y пеptшй
vtlерi i вiгпшlaе }Ia oсях коop;].l,{нат. orцннuнi вiдpiзки
(pис. 5.7, с)' щнвимipttим сиlr{плrксoм € тpиIq/гIIик' яlс{fi

Е

Рис, 5.6
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pо3Мirцен]d у дoдаT}rоil{y oкТaЕтi; вiн Bi.цгIrнa€ IIa oсях
opдl.trlaт oДиничнi вiлрiзIсr (pиc. 5.7, ф.

Hrхаli в л-виrripнoмy пpoсTopi зaлaнo / тoчoк Pp P2, ..., P,.

Мнoхс,tiry тоuок Q = Е *, {, yгворrry rrpи всix моxrпaвюt змiнах
i= I 

r

BеJIиIIин o' ' lцo зa.ЦOBoльнJlIoTЬ yмoвy Е o, = 1 (o, > 0,
i= I

2, '.., |), нa3иBilIoTъ лiнiйнoю oбoлotп<oю т0чoк P,, P,, .

СпpaвeдtиBим € Taке тBepД)I<eння'

Teopема
Бyд-яка olТyКЛa мнo)|с{Ha M мilcт*rтъ лiнiйltу

tlбoлoнкy кoжнoi свoсi пiдмнo)lс,lни.

Д о в е д e II rI я. Пpи / =2Це TBеpД)кr}II{я BiдЛoвiдa€ 03-
нaчe}I}lю оrryrлоi м}loЯ(и}Iи.

Нехaй /=3' Biзьмeмo Tpи дoвi.lьнi тoчIсt P,, P,,4, щo
нaлexатЬ М, i poзгллlемo rxнrо лilIift{y oбoлoнкy

Q=at4+ЧP,+ a, P,, o,+ ot,+0,, = l (с,)0, i=I,2,З).

- 13Фiксvемo Деякi знaче}I}Iя с,t,02, с3 i щвopимo вrКюp
А = А(o"1, С!z' 0,l), lцо нaЛeх(иTЬ щшимipнolvry симIUIeксy
Фис. 5.8)'

ПpовеДeм<l чеpeз веKгоp ,4 rьтошц,trry' IIеpIIeндиrryЛяpHy дo
ILTоll{иI{I{.x, &, i поДaмo вeкrоp ,4 y вшлядi сроl двох вeкropiв:.-) -) -э ..) ------) -) ----.-.+ -)А=А,+А,', Дe А=ОN,, А-,,=N,Л Сkкiльrс.r векmp А-,tla-

i=1,

., Pr.
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ЛrxиTь дlвоBи]vrip}ro}vfy сIf\{пЛекcу А, { &' ,' o.,2 ), ,Дr 0t * 0', = l,
0t, Ч 2 0, то Йoмy вiдпoвiдaс в€кТop ?. = o,, P'+ ч P,

Bиpaзимo 3нaчeн}tя 0,, i
tl,2 Чеpе3 сr, i Ч. 3 пpяl,tolсyпrи.
кtъ ОKNL L ОK,N,L, }ffl€мo:
ОK=&1, ОL=Ч, ОK,=dl,
oL, = Q,zi а =t aбo -# 

=

с,.+с/" r с.+o.
= -ъ;, = 4 Altалoгitпro _ъj 

=

=ф, звiшси

Рис 58
or=dt(с,+Q),

aэ=dziс'+с2).

Toд
Q = d, l( сr + Ч ) P'+ a,,( 0r + Ч ) P,+ щ P, =

=( 0,,* Ч ) ( с,. P,+d,,P,)+o.,P, =( с, +с,2 ) Р1 + dз Рl =

=alPl+%P,, Дr or=or+Ч.
oскi.lьки Pз i P1 нaлr)iЙTЬ lrтно>tодli M, a a** ф = q,t '

+ a?+ 0з = l, тo вeктop Q нaлeюrгъ oггyклiй мнo)fi}Ii M, ltцo ft
трбa бyлo дoвeсти.

Мeтодoм iIIДrкI{ii дoведеtl}ш IIеpеtIoсиTься нa бyДь-яке
.lмcлo l,

3 дoве.ценoi теoрr'ш вl,lтlJlива€, що коxнiй пiдlvшlolютнi
тoчoк { огryt<лоi м}Io)ки}Iи i1мoхшa ПoсTaBити y вiдrroвiдпicть
пpинаfnшi oД}Iy TоЧкy P з M,Iцo наJIе)с{Tъ лillift{iй обoлоrп{i
точoк P.. oбеpнене тBеpJDкеt{н,l спpаBд;lryеTься нr зaвxдI,l'

Krгoвi TоЧKI{ мнoхG,lrlи нe налr)Kать дiнifuIiй oбoлorпri
iнriплt Тoчок цiеi мнo>юlни.

| Означеltня

li orгyr-тy лiяiйrry oбoлorrкy скirгчеrпroго числa тoчoк нa-
l з}{вaк}ть oгryкllшvr м}IoгoгpaннI{Koм.

Kyговi mчкI{ Мнoгot}aнHика нaзивiltoть йоrо веpltlu н сltlu,
вiДрiзки, ш{o сПolryЧaшть lшi сyсцЦri в€pIIIи}Iи, нaзивilюTъ
peбpамu; гutoскi мнoГoЦlт}Iики, Що oбмехсylогь тrдIoгoгpа}I}Il{к,
нaзиваlоTЬ Йoro еpаняlttu.

lt'

| |А

tl
0*,
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Як бyлo Bх(е покaзаrio, ТpикylниK € Orry!Оtою лirriltною
oбoлонкoю Тpьox йoго кyrовю( Tочoк (вepшп,tн).

Ця влaстивiсть хapaкrвptl^ ДJIя всiх olryк.iгltх ь{tloгoгpaн-
нtд<iв.

Tеopeмa
Якщo M - огryклий N{IIoI0гpaн}IУк., a fu| -мIIo)с.l}Ia йorc кyгов}D( тoчoк To, M с otryклoю

лirti.thtoю обoлонкtlю ltнo>lини й.

Д o в r .ц е I{ }I я. HеxaЙ Лy' с оггyrоою лiнiiпlою обoлoн-
кoюточ<lк,{ 1, А2, .,., А 

^.Toдt 
буль-якa К.vт0ва тoЧка мIIo)iо{lIи

r1lс oдriею 3 тoЧoк l,, oскi.lькIt кщoвi T0чIо{ нe моxrдь бyпа
лiнiйнmдд комбiнaцiпtи iнrrпп т0чoк.

Bибepемo сеpед ToЧoK ,4, мirriма.lьtтУ ruлмнохшrтy, onщ-
лoю лirriйrтoю оболoнкоЮ яIсo( € мIto)KIfiIa M' T|pптryсTи]vlo,
щo Taкoю пiдмнoходнoю e l 1, А2, ..., А,. Toll кoхG{a З Luo(

т0Чок е кytoвою. Яюцо, riапpикJla.ц'

А.=}'А+(l-х)А'(0<},<l), (54)

тo

А= А, +А'.

Cпpaв.Цi, вираЗиBшIи А 1 А, .Irр3 ,4,, lиaПf!{eмo

,ц =2 tr, А ,, tr, =| х,, А. (5.5)
r= I r= I

Пiдставttвuпl pЬнoсгi (5.5) y piлнiсть (5.4), дстанеI\,to' щo /.
€ oгryкJIoю кoмбiнaцiсю векrоpiв ,{ 

' 
:

А,=|. v,А,. (5.6)
r= I

Hexaй Ц. < l, тoдi
r_l

'т!А,= т:i,= L, | 'А,,
t: I

iIIo сyпеpeЧrгь мirriма.lънoстi пiщ,tнО)l(и}Iи А', Аz, .'., А,.
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Kpiм тогo, якlцo Ц. = 1, T0 Ц, = o lulя i * r' BизнaчиBuIи tr.
Чеpез }', i l,', з}Iaхoди]\{o, шIо

!t,=li',+( l-)')l',,
OTxe, рш i* rвикo}ryeться piвнiс.гь

1.1.,+(l-i;l',=0.
3вiдси l, = l,, = 0. oтке,

А=А,=А,'

Teоpеt"tУ дoведе}lo.
Тaким ЧинoM, нa oснoBi цiеi тeopеми olryкrп.rй мI{oго-

гpанI{иK Мo)Gta po3гЛяJlaти як ]|&Ioхи}Iy, Щo e otrylстIolо лi-
нiйною обoлoнкolо м}Io)ки}Iи йoго кytовlfi т0Чoк (веpшпдн).
Haгrpш<-пaд, к1б с orryIiloю лiнiйнoю oбoлorп<oю вoсьltи йoгo
Bep[Iин.

I ogнaченttя

tl oпopноЮ llpяl\{oю МtloгoКyгtlика }IазиваI0тЬ пряlty, яка
l ма€ 3 tII{:и llpи}Iailvrti однy спiльrry Tочкy, i такy, IЦo

l весь мIloгoI(yIlIик ле)KI{TЬ з oДlolо бокy вц неi (pнс. 5.9).
ll

Пpшti АB, CD' MN, PQ, r^s -опopнi. Olrоpнa пpямa мOxr мати З
oгг/t<лим мtloгоКyг}Iикoм спi..lьllу
чaсп&Iy, яка скJIaДa€TЬся з oднiсi
тoЧIс{ (пpямi АB' M|o aбo з вiдpiзка U

(гtpямa CD).
Aналoгiчrrо oПo p}loю IIЛo1цинo ю

olтyклorD ]\,{нoгoгpaHника IfitзиBаютЬ
IIЛoЩинy' яKa |\4aе з l\{нoгoгpall}lи.
кoм пpl{I{afiмнi oщry спiльrry тoчКy,
r тaкy' щo вrсь мнoгoгpaн}Iик лежI{ть
з o.цIloгo бокy вiл цiсi плoцдtни.

oпopнa плolцинa мoже мaТи з ь{lloгoГpан}Iикoм спLпьнy
части}ry, яка скlида€тъся 3 o/tнiсi тotlки (Bеpшпrfrи !иI{oго-
гpaнниха); з вИpiзка (pебpa м}loloГрarfllш<а) aбo з Мtloгo.
Кyгяика (грaнi многolpан ника)'

Як бaшlvo' Чrpез кo)tстy BеprшиHy i кoхсrе ребpo t{ного-
гpаtlника мoх(нa ПpоB{JсTи нескirrveннy кi.lькiсть oпopнt.{x
IlлolIц{lI, а Чеpeз будь-якy гpань мItoгolpaннI{ка IipoхoдJ,ттЬ
тiльки o/sla oПopна lulol'lpfнa.

Prrс 59
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$ 4. Cистеми лiнiйних неpiвнoстeй

HехаЙ y двовимip}Iotvfy ПpосТCIpi зfuraно n лiнifгrп,rх неpiв-
tloсrpй з дBoМa невiдомими

o itХt* d,?X2S b, { i= |,2, ..',n ) (s.1)

Kоxrа нерiвнiсть вl,tJ\У а il Хt .* o i2Хz > D' мнoltснням u на
- l зводprгъся лo вщry (5.7).

Як бy;rо в>I(е пoкaзa}Io' кo)кIa неpiзнiсгь системи (5.7)
ви3нaЧa€ oJEIy з lшох пiвгцoll0'{tl, }lа шсi пpяма a, 1 X 1 * Q i2 X 2 =

= b, подiляе rulolци}тy. Гpаниuнa пpя\lа a i1X 1* a 12Х? = D, пеp-
пe}Iдl.{IryJrяpнa дo вrкTоpa А'( а,', а 

'2).K<l:*сry пaрy Чисел-(.оo*y rшoш.пrни), п{o :JiuIoBoльняс всi
неpiвнoстi сисTеМи (5'7), нaзиваWTъ poЗ(]'яg<otr| dанoi cuсmемu.

FIаведrмo кiлькa lтplш<ладiв.
х| х

I, Hеpiлltiстъ 
*;l 

*:J s l' aбo 5х, +2х2s l0 визнaчaс пiвплoЩяrry. яxа

pсlзмilшенa пiд гpaнп.rrrою IIpямою 5х,+2х,= l0, щo пepпеrrдккуляpнa дo

вeктoра i ts, z> (pкс. 5.t0),

Pис 5.l0
2' fui неpiвrroстi

t-j )хl+Zх2sLU'
]-х,+ х,<5

вя]нaчаютъ частllt{у tlЛollо{tlt' зoбpalкeнy нa pнс. 5.ll' Розв.язхoм цiсi
сllстЕмIt rrеpiвнoстеfi € IIеpетин (спi,rъна частпнa) пiвплoщцн. пtr вшзltaчa.
ютъся ко)кнс,ю нeрiвнiстrо спстrми'

J. Рoзв.язхoм снgге|{l{ тpьoх нepiвнoстей

[ 5',*2х,sl0.
l-,i* ..,ss,
[ -,' _ 3х,s3

л7

Pис.5'll

Iх1 , ? х7>l0

-^'+ х2r d

'х1t?7, 
' 76



с мttoiкЕкa тoчoK llлolцlrкl{. яoсl у-гвoрюють -!r!ик}тl{gt( MNP |puс.5' 12)' я<ttil
€ llерети}toм пiвDroruин, lцо вrtзнaчaютъся кo)i}loю з неpiвпoсгеll сEстемtl'

- I;-Jrr.J

4 Poзв'язкoм сttстемti чoти

Pнс- 5.l2

pьoх кepiвнoстеfi

5х'+2х,<l0,
-хl +.r2g 5,

-х,-3х,(3,
.rt <l

Рпс' 5'l] hrс.5,l4

с ]ttнo;кl{нa тoчoк tl;lolllяllll, якa yгвDptо€ чoтпpltхyт}rrix MNPQ фuc 5.|3)

5. Poзв'язхoм систеlии сем t нерrвнoстrf,

5-xr+2rr<10,
_хt+ х2s5'
-x, _3х'S3,
rt sl,

5x'+3х, s15,
- 7х ,+ 8х' s 56,

-ъ2s7

,у
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€ чoтиpпl(}тtluк IINPQ (pнс. 5-l4), Пiвтtлoщшrrк, щo вtз}raчаIoтъся нepв-
костяtlll 5х, + 3x, < |5, - 7 х, + 8х, < 58 i - 7х' < 7, пoв}riстю тr(iстягь у сoбi
чoтIrpнк}тl{Цк MNPQ.

6. Рoзв'язком сIlстемп п'rгв lrepЬltoствfi

l 5х'+}т,< l0,

|-x'+ х,s5,
1-''-3х,33,
| 't <l'
[5xr+3xr> 15

€ oд}ta тoчхa ri (0, 5) (pпс, 5.l5). Чoтпpпxyпrик MNPQ i пЬплoщпнa, п<а
визнaчa€ться нepiлlIiсгrо 5х , + Зх, ) 15, мaютъ oдry сцi,ъкy тo,лсу N.

Pвс.5.l5

Cиствмa rшeстrr lIepЬt

Pпс' 5,lб

е нeсуъriсltoю (pис, 5, 16).

ПpоaнaлiзyвaBшIи нaвrДeнi пpикJ[llп{' мoхGIa дiJtги тaкrоr
BисtIоBKi3.

1. Cистемa нepiв}IoсTвfi мoxe бyпr срtiснoю. У цьоIvry
paзi € приI{аitмнi oДнa тoчкa llлolци}lи' щo }Iaлr)китЬ
yсii,t пiвtUIoIIп{}IaМ, якi визнaчaloтъся кoxнoю з Hе-
piвностеРt системи. Мнolинa тoчoк' якa € po3в'я3кoм
систsми неpi.BlloсTeit, мoxe бyпr пiзгtltou.u'fiIolo, обмe.
jкe}Iим aбo нeoбМe)кr}Iи]v( ]\{нoгoКyп{икoм' цp'Lltlolo rIи u
вiдpiзкoм, TоЧкoю.

logгеil

[5х,+Ъ,<t0,
l-хl + х2s ),
.l-',-3х,S3'
I ', sl'
|5х1+3х,s15[ х2 s - /
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Cy<yпнiстto тoчoк, rцo :},lдoволь}UlюTЬ сисTe}fy нr-
piвrloстeЙ (мпoяошtу [i pозв'язкiв), с oгryклe тiлo.
2' Cистeмa нeрiвноствЙ мохс бyгrr несyмiсною.

У rpивlвtip}Io]\{y пpoс1юpi системy ll лiнiЙнюt нсpiзгtостrй
МoЖнa заIIисaти у вигля.Дi

ai|х|+аi2хz+o,зXз(b, 1i=|,2,з). (58)

Kохшa пеpiзнiсгь систеl{и (5.8) визнauae пiвпрстip з
Гpallиtlнoю IIлoll{и}Iою ai 1 X 1.t a i2 X 2 + a i 3 X 3 = 0i, IIepпенJII.fкy-

JIяpнoю дo веKropa А' ( а'|, Q,2э 4',),
Poзв'язкoм систrми нepiзнoствй (5.8) с сyкyлrнiсгь тoЧoк

пpосгopy, спiлькrц .цJUI всix пiBпpосmpiв, ulo B}I3}IaчaIотъся
ttepiвнoстямt{ сист9r.{и. Яtоцо систrмa срtiснa, тo м}lo)ки}I0ю
Гi poзв'язкiв € orryкJla Мнo)кt{нa, якa мo)ке бyпr пЬпpостоpом,
l{lloгoгpaнIil{кoм (oбмеxeнlъl aбо rreoбмeхеrrкv)' IIЛolIд{-
tloЮ, мнoroКrrникoм, пp'tмoю' вiдpiзкoм пpямoi, Ttlчкolo.

У срliснiй систвмi сrpеД Гi неpiвнoстeЙ мoхс}ть бутуl It
зайвi, тoбm такi, пiс.lш вIrлyчен}Ut як}D( l,{нo>tиIlа pозв'язкЬ ttе
змirшrгtrэя. Тaк, y пp'жлалi 5 неpiвностi П'яTa, uloсT:d i сьоltlа _
зaЙвi.

Зaйt-вi нepiвнoстi можrгь бyпr шox вlЦЬ:
l) нерiвностi' гpaни'лli пpяvti (гшошrшtи) 

'IкIfl( 
нe пepе-

TинaIOTься з мllo)iодIoю poзв'язкiз сl{сTeil{и (шrоста i сьомa
нepiзнoстi y пpикltадi 5);

2) неpiзностi, гpанишti пpп,ti (п.iloшlини) якI{х € oпopl{ими
.&тUI М}ro)rо{ни pозв'язкЬ (п'rrra неpiвнiсгь y пplл<.пaдi 5).

Якщo пiвпpoстop}l, Щo визнaЧaютъся нepЬност'пvfи си-
сTlми, He МaютЬ спi.lьнlоt mчoк' т0 сисТrмa неpiвltoстеЙ
rrесy:vtiснa.

HехaЙ в m-ьlшtipнo}{y Пpoстоpi зaдaнo систe}fy нepiз-
нoствй

сli|х|+ сt12х2+ ... + с|irnхЙ< b, ( i = |,2, ,.., n). (s 9)

За анaлогiсю 3 дBo. i тpивиt'tipним пpoстopailfll каxyть' що
кo)кIIа з неpiзноствЙ сиgгеми (5.9) визнaчa€ в лr-вnuipнoмy
пpoсгоp i пiзпpoстip 3 ГpaнЕll}rою гiпеpплolllи}IoЮ.

Якiцo iснyс пpинahlнi oднa T0чка' спiльна Д.ltя всж
пiвпpoстopiв, lцo BизнaЧaIoTься неpiвнoстlш,п.r системи (5. 9),
тo систеIиy }IaзиBillOTь сylrtiснoю, y пpотиBнoмy paзi _
нeсрliснoю.

Mltoxинolо poзв'язкiз систrми нepiвнoстеЙ (5.9) € oIгyкJIa
мIlo)кl{tlа в m-вимipнoмy пpoстopi. Cпpaвлi, дoсI,rТЬ пoказaти'
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щo кoли XIi X2 *Двa poзB'язIс{ систrми (5.9), то бyш-ш<а
;riнiйна к<lмбiнaцiя ix trХ,+( l-с)f,l, дe 0Sс< 1, ТaKо)к
бyде pозв'язкoм цiсi систeшr. Зarrrдшемo систrмy (5.9) y
ве кт0p н o - мjlщruн iй фр мi

А.Xs B, (s.10)

Де А * МаTpиця ксlефiцiсrrгiв пpи нeвiдoмrок, Х-нeвiцоIrдdl
BекTоp, J _ ggКr6p вi"lьltих члerriв'

Пiдстaвивtlпl с.f,, + ( 1 _ o ) Xz У неpiвнiстъ (5.9) i вpaхy-
BaBшIи, Щo Хr i Х, е poзв'язкaми, дiстанемo

А|o.X'+( l- a)Xz|=aАX,+( 1- a)АX,S
<aB+(l_с)B=B'

щo i тpебa бyло дoвeсти.

Рoзr'язвти сиgтеми

;r.rrrr.-..-lt-t
lt a

I] BпPAвl.{ llI rl

-

tlерiBиoстrff:

.х l + x2 .4 s 0'
2хt-?sсz-5s0.

хt+Ъ2- 6<0,
хt+Ъz-l0s0.

Ъ1+ х2+l>0,
3х1-2х2+3:0,
х|- х2- l s0'

-Ъt- хz-3s0-

Ъt+3хzs6,
-х1+ х2S2,
-хt-].xzS],
хl s''

Ъу-3х2+13s0,
x|+ х2- 6s0'

4хt- х2 - 19a0.

x|+ х1-420,
хt-Ъz.5 > 0.

3х1+х2-ls0'
3хt+хz-6>0.

хl-Ъz_l>0.
_3х1+ х2-720,

2хt-5хz+6e0'

2х1+5х2-l0s0'
2хl+ хэ- 6s0'
хl+Ъz- 2>0,
х1+ 3х2 _ 3 s 0.

хl >0
3хt+ хz-8>0'
х1+Ъ2-620,
хl- хz-3S0,

4.

5.

L

10.9.
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PoзdLn 6

MATЕMATиЧIII МoДцlll ЕКoнoMlЧHих
3AДAч

$ l. Математичнi мoДeлi ДeякI{х шaйпpoстitших
eкoнoмiчнIlх зшlaч

Методaми лiнiйнoгo пpotpаlryBarПIя pсl]в'язytoть бeэriч
екoнoЙчllоr зa.цaч. Poзгшпtемo нaitгипoвilшi з них тa iхнi
мaTrмaTкч}li мoделi.

3адачi otlтll}tал ь..oгo ви poб н инoгo плa ну Bа н ня

3а0ач а npo л,|сl|сcu.||а'1b|1у pен mабе0 ьн ic m ь n idnp u смcmва

Пpш<rraдом зaДачi тaкol.о тI{гry мoxr бyп.t визнaчe}Iня
максим.UIьноi pеrrгaбельнoстi пiдtpисмсгBa' яке вигo.lоBJUIr
piзнi види rIродylс1ii з нaшнoi на пiдприсl'tс.гвi сиpовиrш.

3&1дчд. .Ц,rя вцго'roвлerrrrя столiл i rшаф нв дe'Iкoхy пr,тlpисмствi вrr.
коpt{стов}'ютъ lша BIr/щ дepевIltIП. Bнтpатп дepeвItнП кoжttoгo вкдr нa кожrrий
IlprlЦ{eт задaнo (тaбл. 6.l)

Tаблaця 6.I

Brpiб
Opоrшr

I пд lсpanп, ld [I rrд дtpсrm, r)

стiл 0,3 0,1

IIlаф 0. l2 0,2

Пpибyгoк пrдtpпсмства вЦ виpобrгпптва однoro стoла стaltoвltть
l2 гpн., a rшaфи _ 15 гpн. Скi,ъкlt стoлш i шaфмaс BItгoтоBI{тu пi.:f,Ipисмстзo,
uroб зaбeзпe.цтш нaйввtuу pен.габе.ть;riстъ, якluo в Po',rtopядженнi пLщpн.
е)ЧстBa с 84 м,,rсpeвини I вид'i 88 м',rсщвиllн lI вlt:r.,

Iv{ atnеll аmuч н a n o сm он oв к а заd ач i
I.Iрипустимo' uro пiдпpисмстtso мaс вItttуqпfгн х, сru-riв i;r, lшaф,3a

змigгoм за:ачi хевi:oмi х, i х, пotst{lltli б1тrr нeвLr'tvttнми
Ha вигoтoвтeння од}Ioгo стoлa витpaчaс гься 0,3 rr,' :еpевпtш l внд' Тoш

}Iа вl{t.om&:leнIlя .xl стo;riз бу.rе вrrгpачe}io 0,3 x, (м,) шtсi :сревяни, a lra
в}ll.oТ0в--Iеlrltя .t, ruaф - 0,t2 х, (м') icpeвп}Ill I вьц' Тo:ri всi вrггpа.tя

деpевнr{и [ вид" rra BигoтoB,.Ieюlя сrn,тл i шаф с-галoвrrшх1rъ. 0.3 х , + 0,|2 х ,
Уpaхoвуrоror залас и пi,тt pв € l{с tъa, ця кl..Iькrстъ lIс п o Uи l lltа tteрeбt-ъшl 1ъати
8'l м]
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Taкнм чином,

0,3 х' + 0,12 х, s 84'

Анaлогiчнo дlIя деpeвIrllи II вuщ Дiсrанeмo пepiвшiсгъ

0,l х. + 0'2 x, s 88.

Пpибу'гок пilгlpпсмсrва вЦ oДrогo стoJIa стaнoвI{тъ 12 гpн,, а вi.I x, сгoлЬ
12 х 

' 
(гPн.). Пpиб}'-rок вiл х2 rшaф стaнoвl{тъ 15 х, (гпн^).

oгже' зaгa'ъни й пpп брок пiДпptсм ствa сTаlloвI{Tи}t e

z=|2х'+15х2 (6.3)

Зaдaча пoлшa€ в mму, lцo ]Dебa вrtтoгoв'{ятЦ тaкy кi.lькстъ х, сmлiв r

тaку кi.lькiстъ x2 rшаф, шtоб пpпб1зoк б1в мaксlrмa:ькl{i{' вpoте нe мox}tа
вrtхo.ц}rп{ зa мe:кi зaпaсiз пirцIpпемствa, Мaтемaтя.оlo цe 3aпI{с}'ють ,tак:

(6 l)

{6.2)

(6 4)

z= |2 х t+ 15 х2.

Тpебa зltafiпl тaкi rIевlд'емнi значеrrня х, i х,, кi зaдoвo.lьнп<rтъ
снстeму лiнi.ftних неpiвнoстеfi (6.4) i пepeтвoplоlотъ лiнiйну фyriкцi.ro (6,3) нa
}rirксшм}a{.

Po.зr.rr*гyгa задaчa Дoсить сtlpоu(енa i.пlсЛa в нiй ptoвнi,
aлr пi.IDdд д() з:l,цaч реальt{oгo жиTTя € тaKI{м сaмI,flv[' як i B
rлемeIrтaрнID( 3aДачax. У зaгшьно]\{y BиIIa.Щry зa.цачy фopt-ty-
лIок'TЬ тaк.

,Цля вrд-отоBлrн}Iя кo)GlolЮ 3 n видiв tlpoДyкцii Bикo-
pисТOBустI*Я m BI,|Л]B сиpоtsиllи' Ilpиtlo}ry BI{IpaТи i-гo виДy
сиpol]и}tи IIa o/tи}Iиllю /-гo BиДy пpоryкцii сTaнoBJIять с./
oди}Iи1{Ь. З кo xttoi oдиIrl{Цi IIpоДyKI tii i- гo вt{lly ltiдпp иемстъ<r
oДеpх(yс пpt{бyгoк Рl ГPI{Bень. Tрбa BизнaчиTи' сKiльIс{ o.ци.
}Il,tць хl' X2, .'.,.xп кo)Кtl()гo BиДy rIpоДylclii маr BигOToBЛJIти
IliдпpиrМстBo, щoб ЗaбrзIleчиТи l{аЙBиxdy pеirraбе.тьнiсTЬ Bи-
pобниrЦBа' яКщo B pо3пopяДкrнпi IIiдrIpиeмстBa € 4 i o.ш{IlиI{Ь
i-i сиpовиrrи ( i = |, 2, ..', m )'

Мipкytоuи тaK сaмo, яК i B наBеденoмy BIflцe IIpикJIaДi,
скJидa€мo Мaте мaTI{Ч]Iу Мoдель 3aдaЧi:

z=Ptхt* Pzхz+ .'' +p^хЙ,
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(6 s)

(6.6)

I 
o,з,,+0,12х,S84,

.| 0'lх,+0.2х2 s88,

[ ',.0, х2 > 0;

{ 
o,,,t* a izХz +... + сl 1пх Й< а|

1 (i=1,2,...,m);
[ ',>0' Хz)0,'..' xn)0;



Трба зttaltги нeвiд'сIvrний pозв'язoк X 1, X2,...' лл сI,(сTеми
лiн iit н юt ltе piв нoсrвfl (6. 5 )' яки fi пеpетвo p Iо€ JLiIr iйI{y сpyнкrШо
(6 6) y ]\{aкси}fyit{.

3аОача npo o n muмa,|ь||е ouK op ucmан пя o6,l аОt юt t ня

3адача. Hа rръrtrrцi цeху BltгoTorLIяI{Jть детaлi двoх rraймeшуъa:l'ь А | B эa
дoпoмoгoю ,u!ox опеpari.fi нa тoкapнol{у тa фpезеp1тa,lъ}loмy веpстатaх.
Brгpатu чпсу I{а обробку oднiеi дera*ri нa хoЯ(нoму з веpстaтiв (у гo;olнaх)
зaдarro тaб,тtцею 6-2.

Tofuuцл 6, 2

Bещпт
д"гr.D

А t
Toкapншf, 0,3 0,1

Фpeзepра,ш'rrd 0, 16 0,4

3a плалoм дeтaлefi l неoбхiтlo вЕгоmвЕтя нe мeхпtе л< 450 одrrtrrrц зa
мiсяць, a Дeталefi ^B - пе меtrule п< l80 oдиt|rtць Cюraс.пr нafiкpaщу
lrpoгpа]t{y. xo'шr вiдoмo' шo фlrд laс-v l (тprrвaтiстъ pобoтx) кoж}tоro 3

вepстaтiз стattoвить: тoкаpниfi веpстат мoже rlpiulroвaтg |70 гoд за мiсяцъ, а
фрctеpуъa.шкий - 160 гoд.

Iу{аmе.маmuч н а noсmон oвх a зa0оч i

ГIpнлустямo, rцo дета-reй А'тpe6a вигoтoвитl| х l o.lDt}trtць, a дeта.'leй .B _
x2 oд}Irtшttь' Toдi нa oбpoбкy xl дeта.тей l rrа тoкaprtому вepсr.aтi шеoбxi,тro
0,3 x, (гo.п), aнa хzдета'refi Д _ 0'l х, (гo.l). Cшtа 0'3 х, + 0,l -x2 стaнoвtfIъ
чaс, вггpaче}ll{fi нa тoкaрнoму веpсrатi на обpoбку всiхдeтa"refi, цо впpoбляс
цeх, Цеfi чaс пе мoжe пещбi,шur1ъати фнл чaсу тoхapЕoгo вepсгaтa, тoбтo

0,3х'+0,lх2sl70.

0,lб х, + 0,4 х, s 160

oскr-ъкя 3a пл:l}loм дeталеfi z1 тpeбa вягoтoBrти нe мeнule ж 450
о/T{нI{цn' тo цe o3нaчa€. ulo

r1>450 (6 e)

^lliLтoгlчtlo
х2: l80. (6 l0)

3а,цача виpобIiиIlтвa пo.;lягa€ в тoму, tцо6 пe пеpe6rrьrшитlr фrrд часу
к0)к}Ioгo..з вcрсrатt.в, Irикortа п{ тurан i випустrrти нafiбr,ьrшу 3aг&1ьl{у xiтькicп,
пPOД}'Iqцl

Яxl.цо зarа.rъну кr:ькlстъ пpодxlui. Ilo]llaчнтtt бlхзoю z, тo

z=хL+х2
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Taкям чrrroм, дiста,тrr тaкy мaтeп(aтilrпry мoДerь зaдачi

z=х|+х2'

(6. I l)

(6. l2)

лe тpебa знаfiти тaкi зrra.lеttttя нeвiдoмrх х,, x,, п<i 3aдoвoЛьtlяютъ систему

цeрЬнoстeй (6. 1l) i пeреlвopюютъ лiпiйщ. Фrнкць (6 12) у м;rксrtм}Tr{,
Heвiд,емнiсть змiинrrx х, i х,, впп,тlвaе з нepiвнoстей (6 9) i (6'10).

foОачa на суI||iltl

Зaдaчa на сyil{iшI 3вo.циTься .цo з}Iirхo.ц>lGнIUI нaf{цешIeBшIoгlo
нaбoрy 3 пrBнI-о( вI{хi.цдil.D( ]\'IаTrpiаJli3' яrоай зaбезпечy€ o.цrp-
xаIt}Iя Cумiltli iз зaдaними вJIaстивoстями. Пptл<.тlaлaми тaюD(
Зaдaч с задaЧi }Ia склaдa}пUI pецeггrypи rшrDfiи B illеTaJryp-
гiйнoмy Bl{poбниrxTвi. Bi,DdД{i yмoви I.UD( За.цaч Taкi. МeтaJI
.цеякоi мap5и, щo BиIIлatsJIясTыЯ' ПoBинr}I 3a хi.]v{iч}Iим склa.
дoм BiJЕloBЦaти пeвнrп,l Bиl{oгaм' Iraцpl{КлаД мiспrш нe мен.
lllе BсTaнoBлеtIoгo вiдссrгка мapгa}пцo aбo piзlплt легyloчIo(
елeN{e}IТiB тa I{e бiльшe встalloBлrнoгo Bi.цсoтка ltIKiДJII{BIo(
дoмi.Irлсiз, TaKих, як сipка, ФосФк'p тoщo.

3aДoвoльнlrпr цi yмови мox}Ia тiльки пiлбopoм y тIfi чи
irrпrrо< пpoпopцi.ш piзнlоt шIIDсТоBIо( мaTepiаЛiз. I.{i пpoпopuii
повинlri бyпa таIсrми, lцф BикotryBiUIися з:lзнaчeнi вшмoги
щoдо xiмiчнoгo склa.цy меТaJry. Пpoте piзнi шпоrговi матеpia.irи
Мають piзнy BayгigгЬ. onкe, тpебa знaйIти таюrй склaД цII,D(тI{'
яKId бyв би нaf,tдеrueвшIим 3a yj!(oви збержeння 3aдa}Ioгo
хl,l,riчного скЛa/IУ.

Arraлогiчними € за,IIaнi склa,laння дigгк )ЙptryBa}IЕя Ta
кop мo Boгo paцio}ry /Utя с iл ьс ькo гoс пoдаpс ьк}D( тBilpиI t.

3aдачд. Дтя вiдюдiвлi свrrнei tra феpмi в tцoдешrIиfl paцiош xохтrоi свшrri
тpебa вктюvaтя }tе мeнIце m< 6 o;{иltиць пoжttвнoi pечoвxrrн l, 8 olцrпнць
пoжизнoi peчoвlltlll B i 12 oдrtrиць пorоrвнoi речoвIll{я С. Д..Iя вiдгoдiв,u
мo)|fltа ltliкop!{стати тpи вп:ul кopмiв' .Цоri про вмiсг пo:tодвнцх pечoвшп в
оjЦIoм)' кLтoгрavi кo)<rloгo кopму пoда}lo в тaбrшцi 6.3

Tаблuця 6.3

Kopr Пoшпr glloltвl

А B L

}*I 2 I 3

I92 I 2 1

m3 3 1.5 2

I o,з ,, + 0,l х, s l70,

.| 0,16 х1+ 0,4х, S lб0,

| хl >450,

[ х' > l80;
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Тpебa сктасти раluоrr, п<лfi вьтпoвiдas бя sсlм в}tмolaм за пoхсrвнiстlo i
б}ъ би шaйдerr-reвuruм, ко.lн вiдoмo' lшo oJин кL'lогpaм коprху l* l кошrт},е 2
гpн', I(oрмy N9 2 - 3 грн., кopму 

'ф 
3 _ 2,5 гptt.

Mаrn еLq а muчн o n o t:пан овк а за dач i

Пoзнaчrryo чеpc3 х l' X2, х } чнLTo кiлoгpaviв вiдIoBl'.шIo трьox вяцiв
коpмiв у кoрмоDoму paцlо}ri свинi. B l к коpм-v М l мiстrrrъся 2 oдгrrшцi
РечовиEи А, a в х, (кл) нiститься 2х, о.шrrrrrIш шiсi peuoвння; в х, (кг) кoPмУ
Ns 2 мiстfiTъся lх, о;rиниЦь pечoвlоlи А i, в х' (кr) кoрму }t 3 rriститъся
3x, ojпrниЦь pечoви}Iш А.To;ti 2t, + lx,+ 3х, стaнoвrггь зaгL'Iъrrу кilтькiсгь
oДlнПцъ пoxorвноil рerloвl{ttll l в pauioнi. 3а 1тrовoю шя кirькiстъ pеvoвкни l
tIе Iloвrfiнa б1ти меrrtшolо вiд 6- oтке,

Ъ'+|х7+3x.26.

Аяaлoгiчно х,+2х,+ l,5х, - зaгirль}ra кiтькiстъ peчoвl'нll B в yсьомy

рацioнi, i зa 1ъroвoю йoгo повrrrrнo бyпд не i{eнulе вiд 8 o.шlницr, тобm

х,+2х,+1,5х.>8.

3агa,ъна кiъкiсть пoirrrвнoi peчoвI{нц С у pацioпi сгaновптъ 3х, +

+4х,+ 2х, olurннuь, i вoнo яе пoви}lllo бyгя менIше вЙ 12, тобm

3х,+4х,+2х'2|2.

Bаpтiстъ l кт xopму Np l gгаrroвитъ 2 гpн.' а для paцioну fioro трба взггя
х, (кт).oтхсе, floго вagrгiсгъ 2т' (ггн.). Aяaлoгi.сro вapтiсть кopму }t& 2 в
pаrriонi стaнoвIlть 3.t, (гPн-) i вapтiсгь коpму No 3 -2,5х' (грн.)' Bapтiсть

усьoгo p.Цiоt(у ст;uloBиТь (у гpltвнп)

Ъ,+ 3х, + 2'5х,'

Задачa пoлша€ B тoму' ш{об пi.цiбpaти тaкий скцад Pшriоlry, ш<яй задoвo.
;ьltш бя всi }.}roвIt з troxrrвнoсгi i бrъ би нafiдelшевrrrrrм'

Мaтеrraтrr.rпo зa.uаяу фоpмул'оють тaк' 3найтв тaкi нeвiд.смнi знaчerrня
змiпЕих х 1, х 2, х 3, шсi зaдовo,ънЕlш б снsгему неpiвнoсгеfi

2.х,+ х,+ 3x,26,
х,+Ъ,+ l'5х, > 8,

\х,+4х,+ 2x'2|2

фyнхцtю

z=Ъ l+.\х,+2,5х'

3адaчi на рoзкpiй пpottисЛoвltх п'aТеpiiuliB

П iдпp ис мсlвa мa [IинoбyдyBaIrIIя' мeTaлooб pоб н оi Iтроми-
слoBОстi BiД мer"л}?гiйIrю( з.tвo/liв oдeр)qп{)TЬ IIpокат y Bи-

i шepетвopювaшr б лiнiйвy

)'мlrrш}il-
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глЯДi дoBгIo( Tpyб' pейOк, ЛисTiв Tou{o. Меблевиpoбнa пpо-
t'п,tслoвiсть o.цеpxy€ rилoмaтеpiaпи y вlт.пядi бpyскiз, lloщoк'
лисTrB Toщo. lloстaс &lПI,rтaнн'l, л< нalkpаtl{е pозKpоЮBaTи
матеpiа;пr, щф вiдtоди бylшt мiнiмiulЬ}lими"

Пepury Tакy зilдаЧy бyлo pозв'я3а}Io в 1948_1949 pp у
C' - Пeтв ф уp зi (кorппrrньоьтy Ле н iнгр aJIt) нa вaгo нoбyдiв}Io l"fy
завoдi, внaслiДок Чoгo oIIтI{мaшьнкй poзкpй листЬ нa пoтpr-
би виpoбншдгI}а ДaB з}raчHy eкономiro.

Пiзнiшrе aналoгiчrrr.п,t мeToдoм бyло pозв,язilнo тaкy сa},fy
зallaчy нa o.цrriй з пaпepoвto( фабptгк м. Topонm. Фaбpш<а
o.цep)ryвaлa pyлo}rи гaзeтногo llaпеpy стaндayг}toi tшиpини. Цi
pyлo}Iи щеба бyлo poзpi&lTи кa с}vfyГ}r piзнoi tшlаpини. 3a
дoпoмoгoю методiв лirtiйнoгo lrpoгpа}vryBarтня бyло складеIIo
olтгимaЛь}Itd гшан poзкpoю, ясrй зaбезпeчиB 97,3 % кo-
pисIroгo BrrгpaЧан}tя Bсъ0гo мa.геpiaтry, tцo нa |,5 ?Ь вrnце, нi>к
paнirшe, a цo сTa}Ioвило 15 T папеpy Зa дrнь.

Зaдaчi цboгo тиrry пpоLпIoстpy€l\{o }Ia тaко}ty пpш<лaлi.
3aдачa. .Ц.пя вигoтoвлeння певrtoтo виpoб.v пoщiбнi тpв плaнкE: o.цta

зitaдoв)<Ktl 2 м iдзi пo l,5 м кorоra.3шlaс gгilltoвI{ть 400 peйoк завдов;tои 5 м
кolоlа i l00 pefioк 3.tвдовххll 6,5 м кoхсra'

Bизнa.rrmr, як piзaтп всi ui pеfiкrr яa пЛа}ttql, Щo6 oдеprкaтg найбi,ъrшу
кi,ъкiсть вкaзiurи х виrцe вrrpoбi-в,

M аmulamuч н a noсm ан oвк a зadol i
Ha.шняй зaпaс pefiox мoхоrа piзатrr lla flлaнIol пoцiбшol дoBжIlни

piзнпмп спoсoбaми. Crtoнaтку pо3г,Ulнeмo peйкx зaв.Цoвлооr б,5 м.

C п o с iб l, Tpп pейкл пo 2 м (3 х =6 м). Чеpез хl llo]}laчцtto кr,ъкiстъ
pefioк зaвдoв,хси 6,5 м, якi бущтъ poзpiзшri спoсoбoм l'

Cпо с iб 2. .цдipefiкя пo 2м (2х2=4м) i oднa pefiкa зaвдoвхxя
l'5 м (lх l,5 = l'5 м)- Позначимo чеp€з х2 кl,ъкiстъ щfioк зaвдoвхо<rr

6,5 м, яlсi буд''гъ poзpiзаrti спoсoбoм 2,

с п o с i б J' o.шra pейкaзaвлoвхкrr 2 м (lx 2=z$) iцrr pеfiки пo
l,5 м (3 x l,5 = 4,5 м)' Чepез х1 IIо]lIalо{мo кirькiсв pef,oк пo 6,5 г'r' юсi будть
poзpiзшli спoсo6oм 3'

Cлoс iб 4. Чотиpп pеfiкишo l'5 м (4х l,5 =6м).Черeз.I4tloз}IaчI{l{o
кiъкiстъ pеfioк пo 6,5 м, п<i будть poзpiзaхi спoсoбом 4

Poзгл-пreмo лaпi pеfiки зaвдoв)кки 5 м кo;ктra.

Сп о сi б 5 двipейюrпo 2lа(2x2=4 м), Чеpeз х5 позtlачIll{o
кl,ъкiстъ Ir'яп{мeтpoвиx рейoк, ясi 6удтъ pозpiзaIri спoсoбoм 5'

С п о с i б 6, o,тra peйxа завдoвжкrt 2 м (l x 7 = 2 м'l i .lэi pef;кi пo l '5 м
(2 x l,5 = 3 м)' Чepeз х6 пoзнarlимo к!тьхiстъ п.ятll\(eтPoвнх peйок, я<i 6улrтъ
poзpiзшti спосoбoм 6.

Сп oсiб 7, Tpя реfixlr пo l,5м (]x l,5=4,5м). Чеpeзх.пoзнaч'{]t(o
кLъкiстъ п''tlимeтpoBшx pеfloк, жi бl'дть poзpiзarri спосoбом 7'

127



Уся кi,тькicгь pейок зaздoв)шCI 6,5 м кorшa стaвoвп'гъ l00 tгг., з ltцх хl
буде poзpiзaно спoсобoм l, "z 

_ спoсo6oм 2. 't - спoсoбoм 3 i хn *-
спoсoбoм 4' oтясe.

х 1+ х2+ х3 + х. = lQQ,

Aналoгi.rrrо

х5+х6+х]=400.

Пiлpaхyемo кi,'lькiстъ llлaнox 3aвдовхки 2 i 1,5 м' шсi будть oдеpжаrri вш
розpiзаrrrrя pеfioк 3aвдoв)N<кx 6'5 i 5 м всtмa спoсoба.чи, Зa способом l з oдriсi
pefiки в 6,5 м буде oдeP)кarlo тpr IIлaккr шo 2 м , усьoгo сttoсo(roм l pозpвaютъ
х l pеfioк. oтxе, oдеp>куrоть 3х, плaнoк пo 2 м. За спoсoбом 2 oдеp>raтъ2х,
п.laнox по 2 м, заспoсoбoм 3 _ l.х,, за способoм 5 _2,т,, зaсllосoбoм
6 _ l .тu' 3aспoсoбaмш 4i7uлaнoxпo2м rre oдеp}qЛoть'Тaxям шrнoм,
зaгlrльна кi,ъкiстъ пЛaltoк пo 2 м gгaнoвцтимe

Зх'+Ъ2+x,+ 2x'+х5.

Анa,oгiчrro. зaгaлъЕa кiлъкiсгь ruliЦtoк пo l,5 rr стil}loвшп{мe

х2+зх3+ 4хn+2.х5+3х1.

oскь\ьх.в пa кoлоlиlt вrrplб витpa,ra€ться о.Е{a плitякa 3aвдoвxкI 2 м i.шt
плiЦtки пo l,5 м, тo

х2+ 3х3 + 4х, + 2х5 + 3х7 =71tх 1 
+ 2;r, + х, + 2x5 + х6 ).

Bpaxoвуrоvи. Цo rra кoхrtиfr впpiб tslrгpачa€тъся oдпa Irлапка зaвДoD)кKl{
2 м, тo кi'lъкiстъ yсiх вкpo6iв з6il.aсться з кLт'кiстю tl,тaнoк зaвДовlки 2 м
Пoзнaчшвtшrr чepсз z 

T;,,:;,:T, - ""'" 
"

(hrке , .щстa}leмo тaкy матемaтI{ч}ly }toдель зaдaчl:

х|+х2+х3+хn=tQQ,

'(5 
+ r6 + х7 = 400.

xl + зх] + 4х 1+Ъ u+ 3х, = 2 ( 3х t+ Ъ,+ х, + 2х.,+ х6\;

z = 3х t+Ъ,+ х,+ Ъ'+ х,.

Тpeба знаfiти тaхrrfr невiд'е]l{нt{fi poзв'я]oк снстeмl{ (б't])' жяй пeре-
твopювaв би лitlifiну фyнкlttю (6 la) y ]ЧaксПi{}a(, oсхiъкrr пi-Цrpвеyство
зашrкira.Trltc в максима.тънoму виIIусх!. виpoбЬ

Тpанспoщнi задаd Ta 3адaчi сПецiaЛiзaцii
й кooпеpувапllя BиpобнПцтBа

Д,rя poзв'я ]€t ItlU{ ItиTаItЬ спeЦjаЛiзацii виpоб t tш tТt;а ЧaсTo
дoBoJIиT}ся рo3в'язyBaTи ТaКy зaдatТr

(6. l3)

(6 14)
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a) € ряJl piзнoманiтrпш пiлпpиемств aбо цехiв;
б) вiломa виpoбниuа пoтyхшiсrъ кoхGIoгO з цID( пiлпpи-

€мсTв абo lteхiв;
B) € p{д iнttпtx пfiпpисмств aбo цеxiв, lцо спo)киBaIотЬ

пpoдylо1ilо пepпIlfi пiдпpиемств (цеxiв), тобтo с спo.
>юmaцi.

Тpеба виз}IaчиTl{:
l) скi'iшlсl пP<lдУкrrii тa якoi нoМе}IклlTypи llеобxiДно ви.

гoToЕтUlTI,l нa кo)iclo}vfy пi.щtpисмgгвi-виpобrпткy' п(об
на ltеф кпtвн i:ле зaдо вoлЬtlити пoпI,rг с похоrвачiв?

2) скiльки IlpоДуКllii Ko)G{oгo пiдггplасмства aбо uехy нe.
oбхi.шtо дoсTaB ити кo)к}loмy пiдпpие мствy- сПo )lс{вaЧе -
вi, щoб дстaти нaйкpaшffi екoномiчrппlефкг?

Arrалoгi'tна зa.цaчa:

a) r pяд шцrклiв вi.шpaвrrикЬ;
б) y кохсtоlry ггyнкгi e IIeBнa кi.lькiсть oднopiдtоro (aбо

в зaемо зaмirшoгo ) ватrгaxy;
в) с pяд гrylкгiв Ilpиз}IаЧення;
г) вЦомо, скi.lьlсa BаIIТa)ry нeoбxi.щlo 3aве3Ти в кoхсtий

гlyfIКI IlpиЗнa че Il}Iя ;

д) вiдoма вayгiсть пepeвeзerrкя oдиrпдri ваrrтa}сy з кo)кнo-
гo ТгyIflсry вi.шtpaвнrл<а B кo)rсп{ff гryнКг Пpиз}Iaчrння.

Bизнaчrп,r скiльiс,t з кoхс{oгo ily'{кry вi.цrrpавrпка нr-
обxiднo нaIIpаBити Barггa>кy в кoхспd IryIflсг пpи3}Iaчe}I}U{,
rцoб тpaнспopтнi Bl{TрaТи бyrпl нahrенIIIиl{и. (Tpaнспoyгнa
задaчa зa кpшгеpiем вaр.гостi.)

За rlaявностi тoваpЬ, щo tllвиДo псyloтъся, aбо вю<oдя.rи
З |'е'IIс,'х Ч-* цip.крань (напpиклaл пiд чaс вiйни), трба
Bсl BaнTiа)кt З ItyIlкTlB BlдПpaBЛе}Iня дoсTавиTи B tгytlктI{ пpи-
3нaЧe}fitя зa мiнiмалЬнo кopgгкJ,й твpмiн, }Iе BpaхoByючи
TpaгIспogПti вшгpaти. (Tpaнспоpгнa за.цaчa зa кprгвpiсм uасy.)

Частo неoбхilЦto скJIilсти тaкиЙ IDIaIr IIеprBrзeн}UI' щoб i.гpaнсIlopt}ti вкгpaти, i.нас ltервезеIttlя б.vлl мiнLvалъни}'y 
.tlонкp'еTtll зilДачr IЦ€t гpyIIи' мaTемaтичIтy пoсTa}Ioвкy lx l

мeтoJи pозB'язyBаtt}Iя lloдaнo в pозffi 11 <Tpaнспoyг}Ia задa-
чdD

Ciльськoгoспoддpс ькi задaчi

Га--п_зь зaстoсyB.lIItIя lиатrмaTиrlню< меmдiв i, зoкрма t'lе-
тojls .]iflifiноIЮ lIpоtpa]vryBitння' в сi.lьськомy гoсподaщтвi
.iIс);}{:Ъ шiиpока. За jrопoмol.ою метoдiв лiпiйнoгo пpoгpa}ry.
Bа j- iJ-; poJU'я]vють тaкi 3€ljlolli.
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1' Bибip нaйкpащoi стpyКryри пoсiвrшо< плoщ.
2. tsнбLp оIтГиМaJIь}lюr poзмipiз гoсгto.цapсTв piзrпоt Фlopl't

влaснoстi.
3. Pаtliональнe pозмiщeння капiтaлоBкЛaдrнЬ'
4. BизнaченrUI оIТгI{]v{аЛЬ}lolo набоpy маIIIиII у

ствi.
5. Bизнaчe}I}lя oIТIимaJIь}tогo pal$oнy B ТB:rpи}tниrПвi (зa-

/IаЧa нa сумiш).
6' Пiдбip нaйкpaщоi стрyКгypи дoбpив.
7. Cпeцiалiзацiя гoспoдapств тorцo.
Як пpик.ltал, poзгJUIIlемo за/IaчУ нa вибip нaйкраш{tli сTрyK-

T)Фи ПoсrBнI4х IIлoш{.

3адачa. .(еpжавttе сiтьськoгoспoдapськe пiДтtpисмсrвo вi.lшелo тpи зе-
мельtll{х ]r{aсивI{ п.'Iоlцею 5, 8 i 9 твс- гa вiuтlовi,щlo пiд пoсrви )tттa' пulеltl{Iц
й к}хr"pудзи. Cеpеrrtю вpoжaйпiсгь кyльтyp пa кo,{Фtoмy мaсивi ltoдaно в
тaбл. 6.4'

Taблuця 6,4

KувтlDr
3.Iшri Ir(D

цФшl дpyпl тр?тir

Хпто, ц/гr 20 l8 t7

Пrцeнgця, ц,/гв 30 25 28

Kyкyрудзв, ц,/гe 25 21 26

За l ц л<цта гoспoдарствo oдepxT€ 20 y. г. о. (yмoвrгпх гpotxовпх
oлtпиць), зa l ппrцerrхцi - 25 y' г, о iзa 1 пхyкypyдзп _ 14y' г, o'

Яху Ilлoru1' с.lrд вi.{вестr гoсподaрству пi.r кохсr1 3 к).,.lьт}T i нa яo<ovy
масивi, u{o6 oдеp;tати l(акскмаJтьнIlf; пpиб}тоx' кojlll за пла}lом пеpедба-
ча€ться зiбpaти нe мeнцIe я< 19 000 ц хоrтa, l58 000 ц пшeквцi i 300 000 ц
кУкypyдзи,

Mameмаmuчна noсmан oвк o заОач i
Пoзна.оrмo чepe3.тt (гa) плotцу. ш<a вiдвo]дггься пц lgго lra пеpшo]t{у

масивi. чеpез x2 (I.a) пjlощy' якa вi,шo.тrгься пiд xrго }ra дpyгoм),мaсивi,
черeз х] (Iа) п.цou(y, яха вiдвоjЕtться пiд ;'rrтo на тpетьoму масцвi'

Аналoгiчнo чepез х4'.т,' х. (гa) пoзнa(lимo вr:пroвi.urо плorшy пЦ пшe-
ttlilПо }lа rlrршoму, дp1тoм1'i lPеTьом).мaсиваx i'tещз х,, x', x, (га) _ ппoЦУ
пiл кухуpулз1' Ira пepulo]\{y, дp}тolr{у i тpетъoму мaсI{вaх,

Сюlanемo сt|стеxу pЬнюrь.

гoсПoдap-

{',*',+х"=5000,
lх,+.)r'+хs=li000'
I x3+х.+х9=9000.

1t0

(6 ls)



- Уpaхов1тоvи вpоxafiнiсгъ кo;lсIоi культ}pи нa кo)кt{оl|ly 3 !\{aсцBш
оеp}чи .цo 1вaгн IrЛш(, Дlстaнeмo тa. тpt| oбмеxеккя:

20х, + l8х, + l7х3 > 19 (Ю0,

30хn + 25х' + 28х6 2 l58 000, (6.16)

25х, + 24х x + 26х n 2 ]00 000

Фiткriя метI{ в зaдaчi мa€ вIIгляlt:

z=20 (20х l+ l8х, + 17х, )+ 25 ( 30х4 + 25x,+28х5) +

+|4{25х1+24х'+26х9}.

Тpeбa зrrайти такi rreвiд'€]tпIi зrlачerтня X 1, х 2, ... , х 9 , л<i 3aдoво,'Iьtlяють
I]lвн'{н}tя (6 15) i нepiлнoстi (6 16) та llеpетъoplоIoть лilriйщ'фyrrкцrю z y
чaксимyll'

Мeтoдartи лййllогo llpoгpaм}ъaк}rя poзв'яз}'ютъся, крrм pозгляIl}тl{x
вншe, бaram iншrrх за.tач, lraпprrклa], 3aдaчl пpo llpн3ltaчeння, вi-йсьховi
]аJaчi, 3адaчi пpo pацiонa"ънe виI(oристaння вiJD(oдi! хiчiчшtoгo виpoбltшЦтвa
тoщo,

Усi цi зaltaЧi зBOД',Iться Дo однi€i й тiсi сaмoi схеNtи: € деяка
велиtlиIla' }IaприкJt'l.ц, кiлькiсть BиpoбiB, вayгicгь, IIp}rбyIoк
ПiДlpи€}{cгвa тa iнПIi, яка € JtiнiйIroю ф}'tlКIi€ю pяДy зI!riннr.D(.
Цi змiннi, B сBoIо Чrpry, 3адoBoЛЬняIoTЬ oбмeхеI{ня, lцo
вирахrнi сисlЕ]\,ffll,(и лiI{iйtiID( Irepiвнocг€й aбo лiнiйнюr pЬ-
нянЬ. Tребa 3}IaitГI{ тaк}rй нeвiJI'смний pо3B'я3oк сисTeми
обме:кенЬ, IIpи якolvfy лiнiйнa фyнкцiя l{aбyвa€ нalfuеншoгo
абo нaйбiльlllогo з}IачeнЬ (зaле>кtto Biд }{еTи, пoсTаB,Iенoi
задачею).

$ 2. 3aгaлЬ}lа IIoста}|oBкa 3aдач лiнiйнoгo
Пpoгpaг{yBa}rня

lr{aтвмaти.пto B зaгaль}Iol{y BигляJli зaдaчi лiнiйнoгo пpог-
рaloъанrш фpмyлокrть тaк.

3аДaно систeмy лjнiйrшэк piвIrшtь

d ttX t,+ в nх2+... + a,nхn= D p
4 zt X r+ d|22х2+ ... + а,nх n= b 2, (6 t'7)

a.tХ|* a 
^zX2+ 

... + а.nх,= b.

i ilнiйнy ф}тiкltilo (uiльовy фyнкцiю)

z=с|х|+с1х2+...+спхn
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Тщбa знafrги тaю,й невi.ц'емrшпl pозв,язoк сис1Еми (6.l7),
при яKo}fy лiнiйна фrilоIiя (6.l8) нaбyвае нaйбi;гьtшогo (най-
менrцoго) зI Iaчe}I}Iя.

Мохсe стaTися, що системa (6. 17) не Мa€ неBiд'еtrпlrлt
poзв'язKЬ, т0.цi й задaчa лirriйнorо пpогpaмyван}Iя нr ма€
poзв'язкiз. Яlсцo системa piвняtlъ (6.17) мас едиrrий не-
вiд'емшd рoзB'язoк, m fi за.цачa лiнiйltoгo l]pоIpal{ytsaН}tя маr
еДwtldr pозB'язок.

У пpaкпrurпD( зaдaЧax системa обмех<eнь мaс нескi-rruенlty
]t,fiтoxшry. нr Bi,ц,€ ;ин },D( pозв' язкiв. 3aдaчa л irriйногo lrpоtpа}vfy-
BaIIн,l ПoJt'lгa€ сaме B To]\{y, Щoб з цiеi тvгнo:юrни знaйти той
рo3B'яЗoK, пpи JIKоlvfy цiльова ФyIIКцiя нaб!лBас мaксI{мya{y
(мiнitvtyt*y)' .цaлi, кoли йrгимeтъся пpо poзB'язкl{ системи
обмеxень, мaтимеМo на yвазi тi.пьки lrевiд'rпдti poзB'язки.

Як бyлo зaзнaченo, шryканий 1ю3B'язoк зaдaчi лiнihtoгo
Ilpoгpa}vryвa}I}Ul пoBинеfi 3a.цoBoлЬtUITI{ сисTrтrry лiпiйню< piв-
няttь. Hих<че пoкaзaнo' щo систrмy лiнiйmо< неpiвностей
]\{O>кнa зBeсти .цo систr]\{и лiнiйrпок piзн.шtь BBеденшIм доtlo-
мi;шюr нeвi.ц'емнlдк змiннlоt. Тoмy в зaгaлЬнoмy виIralЦ(y
зaдачi лiнiйногo llpoгpalvryBaгшя фopмyлIоIoться y вlатлщti
(6.r7) i (6.18).

$ 3. 3амiнa HеpiBнoстeй piвняtttlямtl

Будь-яп<y нepЬтriсть вBeде}I}lя\{ допoмbкloi невi^ц'сlrяоi
невiдoмoi Мo)<нa звrсти Дo pi.вtl.шrня' Haпpик.пqД, нехaЙ х > 7.

L{е ознauае, Щo x доpiвlпoс 7 з деяrсan нa.цBицIкoм. Biдtявttпl
вiд х цeй нa.цвиllloк' дiстанемo piвншrня X- У=7,туr у>0'

Aнaлoгiчнo, якlцo х < 5, тo, дoдaючи дo х деякy доДa.пгy
BeЛиЧиI{y, д'iстанeмo piзняrrня х+у- 5 (y>0 ).

Heхafi зaцaнo систeмy и лiнiйllю< неpiвнoстей з n невi-
дoМими

a tlX t+ сl nх2.t- ... + а,nх nЗ b,,

d ztX t+ а22х2+ ... + а,nх nS b,, (б.l9)

a,IX|* a 
^2Xz* 

... * a 
^nХ,1 

b'

BвеДемо дoпoмiхсri невi.ц'смнi змiннi Уt, У2, ''.,У^ i звeдеil{o
систе}fy неpЬностей (6.19) .цo сисTеми .ltiнiйtтиx piвняпrъ
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сl |1х |+ сl nх2+ '.,
aztXt+ сl2?х2+...

*aInXn+у,=b,,
n a7nX n+ у,= b,,

€

€

(6.20)

a ,х,+а .х.+''. +с X У =bЙ| | Й2 l пn n.п m

Якби неpiзHoсTi систeми (6.19) мaли llpo.гиЛe>tfii знalсl, то
дoтloмbкнi невiд'смrri змiнпi Уp Уz, '..'y, вiдlliмaJlиIcЯ б. Бyдь-
якoмy tteвi21,еi,ftto]"гy poзв'язкy ;i, х|,.'.,xo сисТеМи }IeрiI}-

нoстей (б,19) вiдгlовiдaс ПrBlfl{й невiд'rМнl,пi po3в'яЗoк хi'

'l,'.., *i' у.,, уo2,'..,/} системи piзrr*ъ (6.20) Crtpaвдi, лсtцо
хi' хi, .. . , х l с pозв'язкolt систrми нepiвностей (б. 19), т0 BI{кo-
}rЛoтъся неpЬнoсr.i

а,,х|+ a,,х\+ ''.
аz,х"l+ а,,х\+ .,'

Bведeмo пoзнaЧеIIIш;

Уi = b,_ ( а ltх\+ а,,х|* .,. + а.,"x! ),

У] = b,_ ( аlхi+ а,,':* .,. + а,"хi),
{6.2r)

у],= b^- ( а -,'1n а.,'\* ,'' + а.nхo-).

Toд /i >0, у! > 0, ..., l; > 0, a ЧисЛа xi, х;, ..., х1, у|,у:, .,.,

Уj с poзв'я:]кoм сисTrми pЬнпtь (6'20,.
Haвпaюl' бyш-якому нeвiд'сьttolry pозв,язкy х\, хi,.'^, Хl ,

уi, уi' .,., Уo. cИcreшr piвrrянь (6.20) вi:шoвiдае lteвниtl нe.
вiд'смrrий pозв,язоK х|, хo,, ...' х| системи нерiвнoстrй (6.19)'

CпpaвДi, сrcкiльки систеМa чисел xi, х!, ..', Хl, уi, уi, ''.,
y} е poзв'язКoМ сисTеми piлirянь (6.20), Ttl Bикorrylоться
piвнoстi

а tlх1 + а,, хi+,.' + a,nXon+ уi = b,,,

а z,х1 + a,,х|+ ... + a ьхf,+ у| = b 2,

a.,х|+а.,х\+ '.' +а.,х:+У]=b.,

> 0, тo /t.iстaсltсl piвltoстioскiльки y," >0,У," ) 0, ...,.y.

ft

у
t{

l

1

+ а,nхo S b,,

+ а,nхo < b",
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а t,хi+ a,,х\'+" ... + а,nхo S b1,

а,,хi+а,,х|+.'. + аuхon{ b,,

o.,хi+ а.,х|+ ,.. + а 
^nхon1 

b.,
зBцIKи Й вигшивaе' lцo ЧисЛa х"|,х1,...,х2 € рoЗв'язкolvt
сисTеми нepiзнoстэlt (6. 19).

oT)<е, BсTa нoBJIе tlo I}заrМIIo oД}Iоз}Iaч}ry вiдrroвiднiсть мix
lv{нo)ки}Ioю pозв'язк.iз сI,tсTеми нeрiзttоствй (6.19) i систrми
piвнлlь (6.20).

3'ясyеМo геометpикrпtй змiст дoпoмiясrшr новiдоlсrх y,,
У 7,'..' У 

^. 
Pозг;rшrемo дr'лry тoЧКy M ( хi,x], ..., х| ) много-

гpа нн-ика pо] в, я зKiB, яrсdt визн aчaеTк, Я с истe Мoю не piвнос -
т€й (6.19). ПознаЧимo чеp€з i, вiдстань вiд токки M дo i-i
гiпеpruloпцсtи. Ця вiдстarъ дopiзнlое

, b,-(a,,хi +а,,х",*... *a'х]) ffi,=ffi 1f=1,2,...,m).
4 d,,+ а.,,+ .,. + d

ПоpЬнявшпl остaннi спiзвiднorueнrU{ 3 рiвностями (б.2l),
МaTиМeмo

Уi=h'
Уi=hl

уo=h

ot)ке, зIЕltIеtI}ш дorюмiхспок змirшlюt грoгюprffrli вщ.
сТa}Ut\t вцточки M( х"|, х!, ..., х] ) ло IpaничIt}D( гiпepгиouдrrt

сltrхL+ сlizх2+ .,. * ainXn= b, ( l= l, 2,,.., n).

$ 4. Пepеxiд вiд мiнiмyпly Дo мaксиil{yмy

Гliд час poзB'я]yва}ltlЯ и/{aЧ мс,г0дамt{ лiнifulого llpoГрa-
МyBа}Il{я обчис;поtmЬ яK Мaкси},Orrlи, так i мilliмуми ttiльовoi
фyню.tii. Cкладати piзнi а,rгоp}П']\{и oкPсмo ДJUI ф.Iис-тtенllя
мaксиlfyr.fy i мiнLlтy'vty цi.lшяlвоi Фyнюrii llе]\{a€ псrгpсби. Cк.пa-
да(.гЬся aЛГopl{Tl,l ,'lля обчислеIIIIЯ o]lllot0. I{aПpI{}Ulад мi-
ttiIrtрry. B заДa.Iаx' лс .грбa знаЙти il{aкс}fмytll ц|ъ<lвоi фyrrк.

аl,+ а2,,+ .'' + а1"

а|,+ а|,+ .,,
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IЦr, дoсl,t:ГЬ ЗмitI}Iти зIIaк цi€i фyнкtш нa llpoтиЛeяшкй i дщя
змiненоi.гaки},{ чинoм lti;rювoi фy{к{ii знaliги вxе ltiнiltytи

Cпpaвешlивiсть raкоlЮ l'BеpДкeння BиrUIиBaс] 3 тoг0, Щo
il{аксимytt{ лiнittнoi фyrrюш z i мiнiмyм лiнiйнoi фу}ilсцii Z = _ z
Дoсят"стI{я Пpи .гIo( сaмI{х ЗнaЧеtпlях змiнrrrо<. II{об знaй-ги
rIIyIa}tе мaксI{ма.,Iь}Iе з}IаченIlя лiнiЁшtoi фyнкцii a трбa взяru
зl{aчrlп{я знаЙДeного мiнilrly'vy лiнiйнoi фц'кшii z 3 Пpо-
тилe)|с{и]!t знaкOМ.

Haочrlo цr Мollсta пpоi;постpyваТи нa пpиклaлi фy'tкuii
oднiеi змiнlroi.

I{eхай фyнкIдiя у = f( х) мaс мiнiму,м y тоuцi x = с.
Poзгл"*teмо фytt'сlilо у=_.f (х). Гpафiк фсi фyнкцii си-

ме'тpltvншй гpaфiкy за.цaноi фyнкlщ у =f ( х ) вiдносно oci Ох.
Фyнюriя У=-f (x) нaбylaс мaксиIlfyмy в тir1 самiй тoчцi
X=aiДoрiвнюе -"f(а)

oтlкe, ltiнЬryм фyttкцii у=.f(х) i мaксшvrри фyнюrii.y=
=-.f (х ) бyДyгь "цoсшнyгi в тiй сaмiй тo.пtiх =а i|-f (а)|=
-_f(а).

Poзdiл 7

гPAФIЧнийI MЕToД

$ 1. Геoмeтpичнa iнтepпpeтацiя зaДaчi
лiнiйнoгo прoгpаil.ryвaння

У $ 2 pозл' 6, пoказaно, ll{o зa.цачy лirriйнoго ПpогpaмyваIr-
Hя в зaгалЬltoмy вигляД'i зaIIисyютъ тaк:

т-i

L а oхi= b, ( i = |,2, ..., m.).

z= с |х |+ с2х2+''. + c nх п.

(7.1)

(7 2)

ЯкшIо l,tнololТ}aш!,п{ рзв'язкiв систеlла pЬн*ъ (7.1) об-
}tехФtIий, тo лiнiйrи фytпсля (7.2) tибyвaс trryr€нoto ексц)ема,'IЬ-
I{OIо З}иЧrI{IUl B к.woBiй (щаftttй; то.пrt Lфогo м}Ioгoгpa}iliш<а

рзв'rзкiз.

135



Щоб довеспl 1lе, pозгJI,пIемо М}tоxиIry Toчoк (х,, х2, ..,, X n)
lIpOсTOpy' в яKllх фyllюriя Z = C l х |+ с 2х7+ ... + с'хn }taбyBа€

фiксовarrогo зI{ачен}tя z0. Мнoхсfi{olf, тalсfl( тoчoк с гiПep-
IUIOII.Е&Ia сlхl + c2х2+.'. *Cn',3, }Iopм:lльнa.цo векTopa

C 1 c,, C2l ..., с' ). Нaпpям BекTopa С( с,, C2, '.., c.) 
'{К 

BекTopа
гpа/ti€нTa, с нallpямoМ зpoс'гa}Iн,I лiнiйшoi фytпоlii z.

^t

Pхс, ?.l hlс. 7,2

Пеpеltirr(arимeмo гillrpllлoll{иrry сl.rl + c 2х2+ .., l C,Х, = 0

пapалrJrЬнo сaмiй сoбi в нагршri BеКгoрa a Пpи rроlry
!.шIеprшoIци}Iа сTaIIе oпopoю дo Ь{нoгoгpaIтlтll4Ka poзB'язKiB

;шiчi: в тoчKах А t E {puс. 7.l). oскiльки нaпpfiryI BеIсopa с €
}{апpямoм зpосTa}I}tя лiнiйноi фyнкцii z, To }Iа oПop}riЙ гiпеp-
IIЛolltI{Hi F, (у цткlвiJt Toчцi ,4) лirriйlta фyrпоrи 2 flaбУшс'
м..iяiма.lьнoгo Знaчен}I,I, a [Ia опоpltiй гiпepгшoшцlнi F,, (у
кyгoBiй т0чцi Е) 

- мaксrr\lалЬIloгo зIIaЧенIш.
Яющo ollор}ra гirtеplulotlл{на, нa якiй досяt?сTъся екс-

тpеltтy,м лiнiJtноi фyнкцii z' )7aс з мнoгoгpaнникoм pозB'язкiв
бLrьш нix o,дtry спiльltу IryruBy ТaчКy, то лiнjйнa фyнюliя
нaбyвaс eKсц)е}{aлЬIiolо зlIaЧеiItIя Ilа дeш<iй мно>lс.lrтi тrэчoк,
щo с лiнi.titoю коrбiнацiекr зaзнaче}II.o( кytoBlo( ТoЧoK (plrс.7 .2|'

Нa pис. 7.2 пoказаtlo, ll(o лiнifдtа фщкriя ; ДoсяIit€ y.i-
ilir,ryьry в yсiх ]очкax 3|2рiзка АK, якld| спoJryчас r<yпlвi 1oЧlс,l
А i K. t{aftбi,,тьtше ЗIIaqен}ш дoсягaстъся в t<yгoвiй то.п-ri .D.

Якtцo мIloгoГpаI{Ilик poзв, язкiз необ ме хсrrий' T0 мo)ltтIi{Bi
]шa tsиIIajIКи.
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Bипадок l. Гiпеpгиo.
IIиIIа, пeрмiш1рoчисЬ llapa-
JlеЛьtto сaмiй сoбi в нaпpямi

--+
BrкTorJа C, пеpeтинa€ мнoгo.
гpaнIrик poзв'язкЬ i не стaс
IUUI HЬoгo ollopнoю гi'тlеpгиo.
шII{нoю' Лiнiйнa фopма неoб-
мeжeнa нa мIloгoгpaнникy
1юзв'язкiв. ottке, воrи не нaбy-
Baс eKсTpе]\{аЛЬtloг0 3нaЧен}UI
фис. 7.3).

B и пaдo к 2. Гiпeplтлошплlaстaс oIIopЕoю.цJUI м}ro-
гoгpal{ника pозв' язкiв. Екстрмa.ш}Iе 3}Iаче}I }Ul .цoсяга€ТЬся tIа

Pr.с,.1 '4

спiльнiй чаgгшri м}Ioгoгpа}Iнкка po3в'язкiв й oпopнoi гiпep-
шIout}а}rи. Гiпеpгшotrprrta сTa€ oпoplloю в то.пli.4' фис. 7.4, а)

Bз.цоB)K сTоpoltи А,А, (puc.7.4, ф.

$ 2. Гpaфiчний мgтoд

Гpaфiuний метoll pозв'язаHItя зaдaч лiнirtнoгo rrpoГpa}rу-
вaH}ш виIIлиBaс 3 IeoмeTpичнoi irriеpttртaцji зaдaч лirlifuiого
Пpolpalvryваlнtlя. ДJrя pо3в'я3aння зaдaч щ,Iм ltеmдом най-
вaх.lивirrл,rм ПиTaнtUIм с пoбyлoва мнoгoкyгt{ика ро зв'язкЬ
за обмeхснtlfi!{и зaдачi i знахo,цxrншI t<yговсli то.псl aбо
ТoЧoK, .Це лiнiЙнa фyнюtiя нaбyвас olпl{мiulьtloгo з}Iaче}ItUl.
Пiсля Iдього oбчислtосмo кoopДI{нaTI{ oITги}.{аль116i 1grп(ц _
olТгимuulЬHldl гшaн i oгrгимальнe 3начeк}ш лiлiйнoi фyнкцij.

Pпc.7.3
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Розгляпteмo кL.tЬка ЗaдaЧ, IIa ,{кtD( гtpоiлкrстpyсмo змiст.
tpaфiuнoго мg]ojly.

Зяпача. Знаitти мaксrl,ч}м лiнiйнoi ф1тrкuii Z=Х|t4;r" зa уъloви, п{о

невЦoмi x, i х, зajloвojlЬt{яюТъ сис-1е!t{у неpiлнoсrtЙ

х,-5х,s3,
х,- х,2_ |,

х 
'+ 

х,< 9,

х,>0, х,>0

P oз в.я3 aн}I я. Пoбуд,смо]иrror.oк}Тlrикpозв'язкЬ, tl{oBl{3l{а-
чa€ться сIlgt€.мoю oбмexeнь. HерЬнiсть х1_5.т2s 3 визначa€ gд1у'3 пiв.
пл<lIl{яI{, нa лсi гparlиlшa IIpяна (/i ) хr - 5х2 = 3 дo.* всrо плoщrrнy. Щоб
знafrги пorpiбну пЬплotuяllу, пЦставн.Чo кoopдIоlaтr деяxoi m.о<я п..rolшIi}tlt,
напpнIсla.ц початку кoop.IIЕI{дт, y нepiвltiсть хt-5хzs3' Яхrцo нерЬнiсгь
tsl{кoнyстъся. т.o берyrъ ry пЬп-torшину, дe мigгIrться дoс'цiд^.yваt{а т0чкa'
Якru<r нepЬнiсть не викortyстъся, m беp-l'гъ прoТIrЛe)сiу rrЛ0lциrrу. У цьoяу
вшIItдKy 0 - s 0 < 3, oтжe' бepу'гь пiвплoшrrtIу', якa мiстить пoчатoк
кoopдЦ}Iaт'

i],вi iнrшi ttеpiвrtoстi х | - х2> - l i хr + х2 39 ви]начaють пiвплoшиrти з
I.patrичlrrrми пpямимrt (/u ) xr -х2=1i (Ь) хl+x2=9, кo;trrа з яклx пpo-
xo,п{тъ чeрeз IIoЧа1oк кoopдинaт, Hа pпс' 7.5 rгpi,u<aмu пoзнaченo пlв.
!IлоtцllIlи' tIIo BI{]ttачaю.I.ься
неprвнoсl.яvи сltствми, Пpи uьо-
rrу с,1lJ вpaхувати llеptвнoстi
хl . 0' х2 > 0. якi o3нaчaють, Iцo
мнoгoк}т}Iпк poзв'язкlв пoвиttеt{
Лс)кдти в лерtrlitt vвертi' Crrlтьrlа
чaстннa ОА'BСD rIЬплoulrrн. якa
вl{]}lача€тЬся сltстемoю нepЬ-
нoстеfi, с мlloгoк}тникolt{ po3-
в.яtкrв.

Пoбудусмo пpяму (F)
х 1 + 4х 2= 0, пеpпeндикyляp}rу
дo вeктopв dt t, q l

У то.пri О пpямa (^iq.) с пep-
lfiою oпoplloю пp'L\{oю l{l[oгo.
к!-rникa poзв.язкiя. У lliй тoчцi

Pис. 7'5

лlнtiнa фшrдiя z нaб1тaе мiяйa"rънoгo знaчeння. 3a рroвою зaда.ri тpe6а
знаfiтrr тoчxу, в ясiй ,тrнi.йнa ф1тtкшiя набуъaс мaкспмirлЬнor.o знaчeкня. Даrя
uьoгo перeмiruaпlмeмo 

''pЕvу 
(1.) пapaле,'Iьнo сLi(ift собi в нaпp,ri{i вeкТopa

С' У тo.gtr (-'вонa ]rroву сTiЦte oпoptloro пp'r]чoю мttoroкуTtrrтХa po3в'я]кiв,
oтже, .цiнiйtra фу'tкlrrя z нa6}ъас мaхсrilа'тьнoгo зtlaче}l}lя в к}тoвrfi тoчцr
С. Poзв'язaвtшЦ систе]tfу, сюlaдеrly з pшншtь IIp'n!|их (а ) i (Д ), шсi пеpетяlra.
t()lъся в точцi С. знaft:еyo ii коop.тrнати' хl=4' хz= 5 Пiдставпвtшн цi
]'ta{с}l}Iя в;tшrйну футrюurо z,.пiстaнe!кo zgц=4 +4 5=24'

Pозг,'Iяlrемо ]аЛaIIy lta з}IaхolDкенI{я N{i]Iiм,Uгьнoro зI{аI{еEI{Я.

I LJI

138



3ддвчl. Hехaй зaдaнo сllстeмY
шrrйltrrх нepЬнoстей

Il + х2<4,
6х, + Ъz>8,
xl+ 5х2z4'
.Il s з,

х2SJ,
х' 2 0, х,2 0.

Зtlafiтн мiнiмум лiпifiнoi
функltii z=Ъt+3х2'

Poзв.я3аllня' Bпко.
павrшн тi сa!{i .щu, шto fi y fioпe.
pеjtrtifi задачi, Дстaltемo м}lогокyг-
t{ик poзв'язкiз АBCDE' що вsзнa.
Частъся сllстt:)t|oю lreprвнoствfi зa-

Рхс. 7.6

дачi (pис- 7-6),
Пoб1'дyсмo пршy (Л ) 2х , + 3х ,= 0 

' 
пеpпerr.шrкy,rlяp}ry дo вeктopа с ( 2, ]).

Пepeмiсnrвшrr цю пpяму пaPаЛеЛънo сaмifi сoбi в нaпpпri веrгopa C, лi.
стaнeмo' що aoнa будe шеptшою oпopнoкr шp,Iмoю lt{}loгoкrlrrш(a poзв'язKiэ
АBСDE в Фчцi l' orх<e, в mшri ,'l лiнifiнa функцш z нaбрaс мiflivа,тьнoгo
3нaчerrtlя.

Pозв'юкeмo срriснo pЬняtня пpя}.tшх (Ь ) i (,r ), ясi пepепrшaються в

mчцi l, 3нaЁдeмo кoopдtнатI{ mщи ,4: ,,=|, ',=1.
'я4oг:rс. z6,' =7 i+з.;=4

Poзв'я;кемо зa.цaЧy IIpo Bt{IoTовJIe}fiUI шaф i стoлiB ($ 1,
po3,гIiЛ 4).

P о з в' я 3 a н н я. Сtстема неpЬшoстеA iлrнi.йнa ф1тtкuiя в цrfi задaчi
маlоть вl{глял

.[ 
o,з*,*0,12х2s84,

| 0'lх, + 0.zт2 s 88.

z= lЪt+ 75х,'

Tpебa знaйти невiд.смtrиfi poзв,язoк
сшстeми нepiвнoстеfi x,2 0, '2,0,яхнfi пeретвоpюс ,riнifrну ф1тtlошо z у
мaKсямFr.

Бущ'емо мrloгoк}тнrк pозв'язкiв,
lцo вt]нaчa(Ться oбмeжeннпrв зaдачi' i
пpшy (F) 12х, + 15х2 = 0, пepпен.щку.

ляP}ry дo Bектopа 7 ttz' rsl Фr,c. 7.7),
Як баqvo, лiнйна фyтшiя z набувaс
паfiбLтьrцoгo 3t(ачer{ня в Цтoвifi тoчцi
B многoкутнпка рoзв.я]кiв oАBС,
Кoopшlrraтп Iцсi тоtкл вt3}laчa€но в

рзуштaтi срliснoго poзв.язarпrя prвнпtь
пpяrrrrх (l|\ i (l2): x' = 136. хz= 37s.

Lз9
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()тжe. п,цaн пi;ulpи€}rcгsа бy.Це oштима.'шflrrм, якrцo виpoбляги l30 сmдiв
i з,75 шaф Пpк61тoa цi:tlrршсмсtвa буле !Чax.сrt]Чil-1ъ}ll,lм i станoвrtтuе
z = 6335 гpн (чrrсЛа рrовнi)

Гpафiviшtlt мrш)Дoм мoхGIa poзв'яЗ}.BaTи Taкi задaчi Лiнiй-
}roго llp{)lpаll{yl]€lFtl Iя, сисft]!{и oбмех(eнь,пс,D( склaдаloтъся 3
/'? tIе :].UIеXIILП piвшr}rь i л нeвiдoьпо<, IlpиЧo}{y n _ m = 2, toбтo
piBЕt,п{ня }{iсT,гtЬ IIo lшi вLтьtti }lеBiДor{i.

Здддчa. Heхаfi зaдаrro канопivщ' фpму зaлакi лiяifi шoгo пpoгp:rм}ъaн}lя;

+a,, хn=b1,
+o2, хn=b2,

am|х|+am2х2+ +а,nхn=b.,

z= с |х t+ с 2х ?+'.. + с'х'-
3tlаfiти rtевiJ,смниfl poзв'язoк сПст€ми piяtrшrь х, > 0, х, 2 0, '.., хn 2 0, якцfi
пgрelвopюс лiяiйну ф1rtкlti:о z y мlнivут,

P о з в' я 3 a н н я. Т}т всi pЬrrшrня сIIстемII лirrifirto нeзaЛeхнl l
n - m = 2. Bиконaсмо m кpoкiв aихл!очеt{ь Гayссa-Хopдаrra. B peзу;ьтатi rп

нrвЦoYнх,rtaпpllK.Iaд.тt'х?,,х.,6у.ту'тъбaзисllимп,д,вioстаllнiневLтovi
х,, ! i х n - вi,lьнимн, Систвмa oбмeх(еrrь нaбepе вlrгля.пy

х1+ а,1'1at|)Xn'|+ а,1nхn =6.1 ,

х7+ a,7(п+ll Хп + |* a,1ахn = b,7,

х p + а,n1^. |) a п + |! o,a6 х, = fi,,

(1 3)

3а дorloмoгolо piвнпtь (7.3) зaпншeмo лiнifiшy' фrтrкцilо z vepeз вi,ън.i
}rеBiдoмi X.*|, XnI

Z=C,п+|Хп+|{C'пX'п, (7.4)

oскr,rъlq бaзшснi невiдoмi нeви'с)l.(нi, тo. вiлсrдaючIr ix у сшсгемi (7.3),
пepefiдемo дo с}lстемIt oбмeжень у вшгля]u нерЬнoствй, lцo зilле)кaть вtД,шoх
IIевutoмl{х:

а,|(.*l)Iл+ l + а,Inхn S b,|,
a,2(.*l)хп.l +а,21 хn sb,2,

a'. а. I lXп. | * a,mлхns b'i'
(7 s)

Oтrке, дiсга,пr 3aдaчу: знaйти rrевiд'€мнIrЁ poзв'язoк х' _ l ) 0, Хn > 0 сисгемrr
неpiлнoстеfi ('7 '5)' жlln пеpeтвоpю€ лiяi*ttу фyl{lqiю (7.4) у мilriмутr,

3aдaча (7,4), (7 5) мас ,щi вeвЦомi Х,, |, Xп, Poзв'язавulи ii гpaфwrrм
yeтoдoм, знafiдeмo oптимa-ънi f,наllrlulя X,.|, Xn. a пlдс.Iaвивrшк ix у
сI{сте,\{у (7.3), знaйдемo oтггtма,тькi ]tlallеtttlя х L, х 2, '',, х а'

3o,пaчa' 3наltги гpaфiкним мeтo,iloм мirксilмaльнe знaче}I}lJт лiнйнoi
футtкпii

z = 2х t+ х, + 6х, - 12х. - 9х'
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цpи oбме)кенrUD(

|х1 +х, +7х3-3хa -7х,=l],
) х 

'+2х,+ 
13х, + 2хa- |4х'=20,

I x, + 3х, + 20х., + 6хn - 23х' = |9,

['r>0 (j=l'L' .''5)'

Р o з в'яз aн н я. BпкоttасмoтPи l(рoкп IlepeтDopertь Гayсса-Хоpлaнa,
в рзу:rьтaтi чoгo сI{стeмa oб}tе}rснь rraбeрe вrrгляJт]''

[ '' - 7хn+2х,=1|,

Jх,+lЬ.+5х'=55,
[,, -х1-2х5=-8

(7 6)

Пiдстaвквшв 3нaчertня 6aзпсниx нeвiдомкx х 
', 

х 2, х ! y лiкiйrrу флtxцilо
z i вiш<пщтtшrr iх в oстаннiй системi piвнпtь, д.iсгatreмо задaчy: знaf,тп
м AхсI{м iutьtlе 3llачеIttlя лiнiй нoI футtlщii

z= -3хl-6х'+35
]a }тloaн, rцo нeвiдoмi х4, х5 задовoльt{яють сЕстемy неpiлнoсгеf;

-7х,+ 2х'< 14, (l1)
llх. + 5х' s 55, (l,)
_х+-Ъss-8, (/,)

х420, х5e0.

Г[oбy.rryемо мнoгoкупtlrк poзв'язкiв i лillif,нy футtlшltо в спсrвrri xoop.
;Erнат хnOх, (рис, 7,8), 3 pпсу'lrха впдIto, ц!o лiяifiяa ф}ткцiя z нaбуъaе
мirхсимyll{y в то.цri J многoкyпrика poзв'язкiв, якa r пepетпнoм прmroi (l. )
i oсi oх'' oтrкe, хn = 0, -тs = 4,

l4r



Мaксuмa;шне 3}Iачeння лiнйшoi ф1нxuri.

\uх=-].0-б.4+35=ll.

Пцgгaвивши 3нaчеIll{я вiлъllиx невiдoмнх xa, х5 У сПстемy (7.6), дicганeмо
orгпrма,тьнi з}Iaчeння 6aзиснltх нeвiдoмxх: х'=6, х,= 35, хз =0. Тaхпм .пr.
}to]|{' оtт]ГямaЛънl{м llлirнoм е:

х,=6, х2=35, xз =0' хl=0, хs=4 i z*= ll

3астoсувaвши гpафi'rвиfi мgтoд' сI&raсти oптюЧа.'lЬниfi rllaн тaких 3адач
.:iнiйнoro пpоГрaмyBання :

l.z*'=х|+2х2

Ilpи

2, zmм=-2хt-3хz

х1_5х2s5,
хt -хz2-4,
х1 +х2(8,
х1>0. х220.

Zмх=-х|_х2

пpш

Зхt-2хz2-L5,
4хt -хz220,
3xl +хa2Ю,
хt-2хzs20,

хt20' хz20.

Zмя=2х:r-5х2

пpи

4хt+ Зхzs |2,
1х1+ 4х2224,
х120, х2>0.

8.

I

4.3.

пpr{

[ 2t1 +t2>2,

l ', * 3хz>3,
.l 't _х2)-l.
|3х1 -х2s6,
l rl +х2<),
[ ',>0, хu >0.

zmo=Ъt+Зх2

пPtr

[-', *',
| хl +x2

1 r,*3xz-12s
| 4х1 -х2
[хr20' xl 2

zmin=-2х1+5х

пpt

[ 7хt+Ъzz |4,

'| 5хr+6х2s30,
l 3хl+8хz>24,
[х1>0, хz>0.

zмх=2х|_х7+

42

0,
8,
0.

6.

х3.3хa+4х57. z^io = хl - lgx2



Irри

't - *tz> o,

.rt -5хz)_5,

.т12 0' х2 ) 0,

х1 -х2+3х3_ 18xl +2хs=-4,
2хt - х2+ 4хз * 21хl + 4х5=|2'
3хt -2хz + 8хl - 43хl + llхs = 38,

хj>0 (j= l'2.3.4,5).

Poзdiл 8
RIIAсTиBOсТI PO3B'я3кIB 3АД,AЧI

Jtlн II;r н o гo IIPOгPAМУBA}I }rя

$ 1. Рiзнi форми зaписy заДaчi лiнiйпогo
прoгpaмyвання

Heхaй зaдa}Iо системy лiнiйнrD( piвн.frIь
(

i а,,х t+ а,2х2+''. + а,,nх n= b p

| аztх,a azzXz+..' + a,nхn- b2,

1 (8.1)

| а 
^,х,+ 

а Й2х2+ .,. + а,.nх n= b 
^,|. ,r>0 (i=1,2,...,n)

i лiнiйtry фyшо1ilo

z = c |х |+ с 2х2+ ...+ с' хn. (8.2)

(8 з)

Нe пoрyшryroчи ЗaПUIьнoсTi, пplflryсTимo' ш(o всi BiJrЬI{i
чЛrни D, систвr"rи (8.1) нeвiл'емtri, бo якlцo, нaпpик.tид, }, < 0,
Тo дoсI{гь пoм}Io)кити i-те piвняrшя lra _ l. Пpшryстlпlo такo)q
Щom<n.

3aдaчy лiнiйнoго Ilpoгpa}ryBаIfi{я (8.l), (8.2) в сKopoчerriй
Фopмi мo)lсla IIодaTи y вIrгляJli тaКID( загпlсiв.

1. Мiнitr,liзyваTи лilriйтry фyнtсtпo

\'
Z = ,11 c,x,t

змiiil{i якoi x, > 0 (.t = |, 2, .. ', ,? ) зaдoвольняЮтЬ систеr'.ry piв-
}IяIIЬ



п

\г
h аijX j= b, (i=|,2,...,m).
,= I

2. МiнiмiзрaТи лilriЙнy фщгклiю

t=??
3а yllfoвI,l, щo x> 0 задовoлъT .у", pi.BrLшIь

АХ =b,

.цr a= (Cl,Cz,...,C,), ? =('|,X2,.'.,Xn),

А= (а,i),=|,2,..,,п, f= ( ь|, b1, ..., b n).
j = t,2, ..,.n:

3. Мiнiмiз1ваTн лil{ifu{y ф"".1'
t=??

зay]\,loBl{'щo7>0i

х,F,+х,F,+..' *Ха F,= Po,
--5

дe P' U=I,2,'..,n) _7-Й сrовпеЩ мaтpшIi l i
Brктop-стoвIleць вiльнrос члeн-ii'

(8 4)

(8 s)

(8.6)

(8.7)

P6=[ 
-

| Ознацeння

Плaнoм задaчi лirrihroго rrpoГрarvr}ваtlн,l rlaзиtsaloTЬ нr -
вiД'емний l}еКтop 7= (х',X2э ...lхn ), ToбTо BеKгоp, yсi
кoopД,{нати якoгo невiД'сlдri, язоr1 зaдовoлЬtlя€ си.
сT€}ry piвЕЕнЬ (8.1), (8.4).

! oзначення
-t

Плaн X = ( х l, х?, ., х,) нaзI,IBaItrгь опopflIlм' яKIцo Bек-
:J:_-r-+.ropп P,, яKi вхo.цJrГЬ y rю]клад L '' F, = Po з Дoдаттtиt,tи

кoефiфеrггa М|1 х ,' е лiнifuiо nu,Ь*'oo^"..
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oскi;ьки сисTrмa (8,l) склaлaегься 3 rп piвнrrltь, To ЧисJIo
дoдaп{Iд( KoмпoHe}Iт oпоpнoгo гIла}ry нr ]\'fОх@ бyпt бbьuлш,l
зa m'

| Означенttя

oпоpний IIлaн назI{BaIсrгь неBиpоДxенril\{ aбo неосoб-
лиBим, яKIцo вiн сютиДастъся тi,тьки 3 /n .цoдaT}ila(
Koм]Ioнe}IТ.

! Ознацeння

orrпlмальIrим lUIaIIoм aбo рзв'язком задaчi лiнi!дtoгo
IIpoгpa}ryBанIIя нaЗиtsaloтЬ IIлaн, яtоtlt lriнiмiзyс (мaк-
сшriзyе) .lтiлiйrry фyнкцi'о (8.2).

$ 2. Bлaстивостi pозв'язкiв зaдavi
лiнiйногo пpoгpailryBаIrня

Tеopема l
] Лiнiftra функцiя (8'2) дoсягa€ сBoгo мiнilиyмy
| (мaксиllтр"ty) в кyrовiй .гоtlt-i огryюloi t"*tо>lогни
] r( гианiв за.цачi .пiнilhtого IТpoгpaпryъання. Яюцo
лiпiйнa фщюriя нaбyвае оITП{мaJIьI{oгo знaче}I.
ня бi.iгьrше, нix в oдriй кfrгoвiй тo.п{i, To вонa
нaбyвас тoгo сaмoгo Знaчr}Illя в бy,iр-якiй rючцi,

] uto е olryкЛolo лiнiйною кoмбiнaцiсю ц}fl( Iсy-

( ТOBI.D( Тoчoк'

t[ o в е д е lt li я. Зa пpигrpшeнrrям ,( € oпyкЛиil{ мI{olю-
гpaнш{кoм i, сrг)сe, мас скirгrеtпtе числo *y,ougt тоvoк По-
3нaчимо кyговi ToЧIо{ ]\ДIoгогpaнникa K uерз Х,, Ц, . ,, X,, a

oIТгимaльtllцЙ wnн _ uерз ,{ .

-J ,-J ,-)
oскi.lьки х' _ oIIтимaЛьний tшIa}t, "ro v х" < v Х мя

всix ?с r(. Якпto { . *y**]o ToЧкoю. тo пеplшy часТи}Iy

Tropen.{Il дoBеДе}Io.

Hехaй ,{ нe с Ц/TоBolo тoЧкoю (рис. 8.1).
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Й=t,,
i= I

? l,=? r i,*, fll= сl l i,* Ч? &*'li=r I\ ,,,

У pозл. 5 пoкaзано, ulo бyДЬ-якy нrкyгoву ТoЧкy оrryклоi
lllнo)с,{rrи Мo)tсla 3alIИcaтИ y вlт.ltялi огryклoi лilrifutoi кoмбi-
tlаttii KYIЮBID( ТoЧol( r( тобm

т1(i=L,2,...,p) i la,=1.
r= I

Toдi

* o,? i,. (s.s)

Hехaй

min { с l,, ,?,, ...,,l,I =? l^'

Дe l^ _oднa 3 кyгoB}D( тoЧoк l,,l,, ...,l,
._.oскiльки Bсi с,20, тo зaмiнивrци в piвнoстi (8.8)

-Х, 1i=
P

=I,2,...,p) нa cv.тa tspaхyBaBtrrи pЬнiстъ Е o,= l, дicга.

lIемo

? Й,? ?'.
Пpсrге 3а rrp}Дtylцerrням d ?,= ?? *' всiх ?е r(. (}Г'rc,

,Й=? y'-. тu*"' чи}Io},{' iсrгyе r<yгова Toчка ?', в як,*t
лirriйна фyн'сtiя z нaбувaс мiнLмальногo зIIачrнн,l.

Дllя дoждeння .ЦPУгоi чaстини Iropе]\{и пpIшryсTимO, щo
лirIiйна фyнкuiя z нaбувaс мiнiмaтrьнoгo знaчrння y кiлькox
I{yгoвID( ToЧкax, }IaПpиIОIaд ,F,,4, ...,vo. тoлi

,lr=v lr= . =? lo= m,

Де п 
- "ъ*y" лiнihtoi фyнк.tii нa мнo>ю,tнi -K.

HeхаЙ Х - дoвi,тьнa oгIyклa лiнiйнa кoьбiнацiя ToЧoк-э _) -+X, Xr, "'' Xo'

8l
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]=| a,l, , o, ) 0 (i = 7,2, ...' q)', Е o, = 1.
;- t ;, I

Tод

as
= QtП+ чm+'.. + &oП = m ilJ ai= m .

;- I

l сoрс]tfy ДoB€/Iенo.

Tеopeмa 2

Якцo систeмa векгopЬ ?,'?,,..., Р* - л-..) -э
нiйнo нeзаJIе)Kна i така, Щo х, P,+ х, F.,+ .'. +

-) --) -)
+ хrPr= Po, Де всi х,>0, r тоw<a Х( X1,X2,...,
х*, 0, ..', 0 ) € Kyroвoю TotIKoЮ оrщооi ьrно-

жини K (X е n-вlпripниv векТrrрol\,{, B ,Iкor0
| осmшIi ll _ 

't кoopшшtaт дoрiзrтrошгь rryrпo).

ll o в r /I е II .li я. Пpиrryсгимo' ll{o i n, . КyгоBoЮ Toч-
кою. Oскi.lь*'I _ гUIaн' то Його мol*оta зiuIисaTиJ. виr..lrялi

orryr.,тloi лiнiйноi кoмбiнaцii двoх iшIIID( тoчoк х,,, х,, Я1<1

нале:кать K:

l=ol,+(l-o;{, де 0<с< l.

oскi.lьlоr кo},flIoнrнTи вeкrоpЬ l,,pнeвiд'еlrrri, 0 < с < l,
i останнi и -k кoоpДIДlз] вrкTopa Х с кyляlrи, то остaнHi
z _/< кoоpдrпraт вeкгоpiв &\ х2 Тaкox € tIyJUIми, тoбтo

{ = (,!,], хf), .'., x!l), 0,..., 0 ),
--)
Х,= {'t,, хf\, ...,,!,,, 0, ..., 0 ).

--) J
oскi.iьки хL i X2 _ IUIaни' тo

,t' fl * *? e+ ... + t':'?r=4,
t4'7

(c \
? l=r I Е o,l, |= o., a l,* Ч? fl* '.. * do? l'=

[,- J ' 'I '\-/



,'lt ?,* t?' ?r+ ... * tf' ?^ = Fo

Прoте BекTopи ?,,?,, ..,l,, лilliЙнo }tезалeх<нi, ToМy 4
Bl{paxaСТься лiнirtlо Чеpе3 lпfl( €ДинЕl( спoсобoм. ПopЬнявшпr
двi остаtгнi piвносгi i рiвнiсть ',?,* *,?,n... *i* ?,=?o,
дiстaнемо х, = х11) = хr) (i = |, 2, ..,, k 1'тобтo

l=?r= l,
oT)ке, 7 n. 

'o,,orа 
IIо.цaТи y вlтгляli orryкrroi лiнiйноi

кoмбiнaцii двох piзнlл< TоЧoк мlto)КIltlи .K, а цe oз}IaЧar, lцo
Хе кyгoвокr то'rкою ,(

Теoрeмy дoвrДеI{o.

-+
,(, то вeкrоРИ P, ,lцо Bi.цповiдalоть дoдaтним x ',
yГг}opююТЬ лiн iйно нrзале)trlу сис.IЕ]\,fy..\--....=-_

.пopiзнroюrгь нy"пo, то.Ц,i

k

?,',?,=?o
Пpшryстимo' шIo систeма векгоpiв 7,,?,, ,l, _лiнiЁнo

зaЛе)lсв. Тoдi викоrгyсться piянiсть

Q,P,*ЧP,+...+Ct4=0-, (8. l0)

де пpинаЙlrнi o.шrr з чисeJI сr' не дopiвнIoс IryJIro.
Помнохо'muи обшtвi чaсTи}Iи piвнoсгi (8.10) на Деяке

числo d > 0 тa .пoДaBlrlи й вiдн.шrrпr здoбyппi рзyльтaт вiд
piвнoстi (8.9), мaтnvемo

(8 e)

k

L t,P,

k
s-+L х,P,

ks -+ --+
+d La.,P,=Po

i.l

k

- dI.,o,
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3 rgо( piBнoстей вшrливае' lllo Bектopи
--)

. 
X,=(х,* dr7,,х,+ dсх,,...,a*ldс*, 0,..., 0)

-)X,=(х,* d&,,х,_ da,,...,Xk- dсr*, 0,...,0;

с pозв'язкаМи сl{сTrми piзttятгь (8.l).
oскi.lьlоt всi x, > 0, m d мoхfia вибpaти TaIC.l},{ МiuII{м' lцо

:rеplшi & кoмпoнеrгг векгоpiв l, ,l, нaбyвarиlrщЬ .цo.цaтню(
--) -J -+ r-) r-)

]riaчrнь. Toдi 4 i X,буrуrъ II,Taнa]ии. Пpсrге X = i X' + ) &, шo
+

J1TIеpечI{тЬ тot{y, ltlo Х с кyговою тoчкoю. oтх<e, гIpиIryс-

ТиBIIIи' Щo Brктopи Pp P2, ..., Pr€ лiнihlo 3aле)lсtl{ми' 3aftшUl}l

!'сyпepочнiсть. --) -) J
Тaким tп,ЕIoтr,(, системa вeкгоpiв P,, P2, .,., Pr e лiнiйно

незaJteЯGIoю. Teор:t,гy .цoBедeно.

Зaувaхeння, Bекпopu ?,'f,' '?n , ,"*^opo."u п-вuмipнoеo npocmopу.
Bidoмo, щo 6уdь-яха cuсmеяа п + | векmopiв п-вultipнoю npo.

О cmopу с лiнiЙнo Зaлеж|oю. Toму з mеopе,tlu 3 вutшuвае, щo сepеО
хotlpЙlнаm куmaвo| molкu мнoжul|u K нe мoже 6уmu 6iльше нiж
п ОoОаmнuх.

H a с л i.ц o к. Koхсriй кyloвiй тtэшri з {вigпoвiчс и
.тiнiйнo }IeзaлехсIl,D( BrKIopiв з дaноi сиcтrми P1, P2, ..., Pn.

Д о в e .ц e н II я. З теoрlwr 3 витuпазае, Щo € k(k<m)
ТaКIл( вeкгоpiз. t|pн k = rn нaслiдoK дoв€дr}Io.

Hехaй k<m i iснyе нe бLтrьше tlbк r_& тalоо< BrКopiв_____J _J J _+ _+ _+ _)
Pr- u ..', P,, Що P1, P2, ,,., Po P2.p .,., { с лiнiйнo нeзалeхнoю
сисT8мою.

Я юцo r < na . To pеll гга /? _ r Brктopiв залехоrгь Bin, l,, ?,, .. . ,
-+
P., щo сyl]eрrЧ}IтЬ iснyваrrню r,? лilriй}to }tеЗаJIеxtII,D( веlсгopЬ

-+ --) -э
y дaнiй системi Pp P2' , Pn Toilfy r = и.

Taким чинoм' Kоxнiй r<yговiй тo.пIi ? ( х,, X2,..., x" ) BЦ-

пoBi.цae 
'n 

Лiнif{нo tIез€LrIе)lсIIл( BrКIopiв ?,,7,, '.,f^ ,тtlкID(, щo

mnс--)r-)-+
Lt,F,+ L0 P,= Fo

i= l i=п+ l
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Tеорми 2 i 3 мoхсra oб,сдEraти R o.ц'tlу: щoб то.rка 7 (*,,

X2, .'., х 
') 

бУJIa КyгоBoю Tкrчкoю .&, rreoбхiдro i.ЦoстаттIьo, rцtlб

дo.цaтнi кo]tпIoнеtITи х, бyrшr коефiшiеtтгa]\{и IIpи дiнjrtно неза-
-э

ле)lсl}D( векTopах P,У Poзклall

n --)
| х, P,= Po.
j=r

Teoр:vtа 3 е неoбxiдtoю y}{oBою, a Tеopеt{a 2 - .цо.
сTaпIъою.

П p<lа lraлiзр aBЦI]4. здoбyгi pеЗ.YЛЬт:lTИ, мoxнa зpoб rш тaкi
Bис}IoBIс{:

l) iснус.Iaка Кyгов€l точка oпylоIогo *,o*,pu','*й к,
B яKiй лiнiiшa фFтIоIiя зaдaчi нaбyвае мiнLvaцьнotю
(мa ксимaтrьноm) зна ue}r}ш ;

2) мix oПopнимI{ IIЛa}Iaми зaДaЧi й кyruвюдr TоЧкаIt{и
K \crryс BЗaсм}to oд}IoзtlаЧtla в ilшовiдtiсть;

З) з кoхсrою к}тoвolo тoчкol0 пoв'язанi rп лiлiйно неза-
лe)КьlID( векгоpiв .цaнoi систеlлr л веlсоpiв.

Taкrлм чиIlo]\{, неoбхiДro Дoслiдкп,t ЛшIIr кyговi тоrпоt
oгtylfloIo ]vсIoгolpaнникa r1,, тoбтo лиlIIе olloplri плаlпl, кo>K-
нldt з 

'IкID( 
BизнaЧa€тъся сисTrмoю /л лifiifuro нr3iUIe)iGIих

векrоpiв. Пpoтe нaвiть y пopiвнянo пpoсTtл( 3aдaчax обчислен.
ня кoopдlt}IaТ I(rгoBl,D( т0чoк i пopЬнювaнн,l з}lачеIIь лiнifшoi
фyпкrii B tllo( пoтpiбно Bикorryвaти бe:шiч oпеpaцiй. Toмy
llеoбх!ц:o MаTи метод' 3а яIсIм мo)tсIа здйснювaти вIIоpяд-
кoьaнlаЙ, пepeбip КyroBID( тoчoк (oпopнlлк rшaнiв задаui) fi.
Т aюпi метOД, pозщlблений aмеpиI<allським BЧeним Дк Г. .Цaи-
цiгoм, нaзивalоТЬ сIлlfluleкс}l}дrf м€тoДoм. Ця назва пoхoДIтъ
вЦ слoва 

л(сII\{IтJIексDI 
ll.(o oзнaчa€ (нaЙrpoсTiiilrдl м}Ioгo-

!гa

гparп.Iик) L х,= |.

з.,onЬ_,io.oю си]!{IUIе кс1Ioгo 
'\{eтoдy 

мo)кнa знаffги Кyгoвy
тЮчКy i дtlслiдrги ii на оггшгма,rьнiсrъ. Яюцo вiдпoвiдь нeгa-
тиBtlа, Тo сиlvtIUIексний мe10.ц "цa€ 3Мory знa|lrттl нaстylшry
кyrоBy ТoЧI(y, в якlfr лiнiйнa фyню1iя нaбyвас знaчeння бмж-
чогo .цo olТтимaJIЬtloгo aбo тaкoгoi що дopiзнtос знaчегIIlю
лiнiitноi' фyнкttii B ПollеpеД}liй кyговiй mчцi. Idю влaсптвiсть
riазиBaЮтЬ мoнотorrнiстIо симIIЛeкс}Ioгo меTЮ.цy. Черз скiн -
чeнгIe числo кpoкiв дoсяaсTься мiлit"гyt'l (мaксшryм) лiнiЙнoi
фyнк'щ
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Яюцo ЗаДaЧa нr маr п.mнiз aбо якlцo fi:tiнiйнa фyнк1iя не
oбмеr*rенa lIa МнoxlfiIi плattiв ..(, тo скмllлeкснlтй ]!leтoД Дaс
]}'Oгv BсТaнoBиTи пe Taкoж за скiнченнe чисЛo кtloкiз.

Poзdiл 9

си]vlПilЕKсни Й N/rЕTo,ц

$ l. Tеоpeтичнi oсtloвtl симtlлeкс}|oгo
I}rетoAy

Пеptш нix пoбyдyвaTи 
'Uгopl{Tм 

сI{мПлекснoг0 мrTolly'
:oBrдeмo тaкi двi .I€opеil{и.

Пpиtryспnlo, Щo Зa.цаЧа лiнiЙttoго пpoгpаIvfyвaнн'l lvlilс
IL'IаIIи i кoхсrшrй ш oпoprгий IUIаI{ 

- 
невиpодrcrпrit (не-

oс:обливий). Пршryстиllо тaкoхq Що вЦoшп1 IIэЯх*IЙ опopний
плaн X ( х ,, X 2, .'', X.) i вiдповiдra йоьry системa rи лiнiйнo

незilЛе)lGI]Dt векгopiз ?,' ?,, ..., l-
Toд

(9. t)

х1c|+ хzЧ+''. * X,C^= Zg, (e.2\

:е всi Х,)0, C, - коефiцiскг лiнiftroi фytткuii z i ц _'ii
знaЧeн}Iя, що вi.цповiJlас заДa}toyу rulaнy.

oскilьtсl вeкТоpи P,, P2, ,..' P' - лiнiйнo нeзале>lсti (щ.
воPюtoтьбaзис y и-вlшtipнo}vfy простopi), то бyдь-л<кй BекТop

систеNfи P1, P2,.'., P" мo>lсta сди}lим спосoбoм pозю'IaсTи зa

tЩv бaзисoм.
НеxaЙ дл,I векТopiв fl спpаве миьipо3кладi{

'u l * х,,?,+ ... * Хп]4=4 (j = 1,2, '.., П;. (9'3)
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Складемо Bиpaзи

х|'c,+х2jc2+.,. +хпjсЙ=zj (J=l, 2,..., П'), (9.4)

(9.s;

(9.ь1

I Tеopeмa l
Яюцo дJIя деякolo фiксоваttоtо7 вlткoнусrъся

yl{oвa Zj_ Cj> 0, To мсtхсla пoбy1ryвати T"Кy il{rlo-
llfftly гшarriв 3а,п.аЧi, щo .цЛJl бy.ш.якoгo з нID(
Bико}IyетЬся неpiвнiсть z<zo, Дe z 

-знaЧrнI'UIлiнiltноi фyttюrii, якe вirцloвi.t{а€ цьоlfy ITЛаIry.

B и п a.ц o к 1. Якrцo н}DIGIя гpаниIlя ЧисеЛ zскilтЧеннa,
Tтr мoxгIa лобyдрa.ги rroвий oпopнrdt ruIaн, якo]\.{y вiдцtoвiдaе
Ме}1шIе 3нaчeII}UI лiнi.fuioi фyнкrrii пopiвrrянo з пoперлнlv.

B и пaдo к 2. Яюцо нlоtоUl гpa}IиllяzнесKitнеrпta, то
il,to)Kнa знaftги нoвlй плaI{ JIиilIr 3 m + 1 ДoДатнrп кoмпo-
неrгriв, 

'Iкo}{y 
вiдtoвiдaс як зilвгoднo в€лике зa aбсо;псrгнoto

вeлIдIинoIo зI{aче нrUI лiнiйнoi фyнкцii зaДачi.

.Цов еде н ня. Пoмнохсдvo (9.з) i(9.4) }Iaдеяке числo
}- i вiднiмемo peзyльтати вiДtoвiдtо вiд (9.l) i (9'2). .{iстaнемo

J
(х,_ l х',) P,+(хz- )'х,,) P,+,..

--a -) -)+(x--\Xп])P^+XP,=Fg;

( х' - l х u} c,+ {хz- }' х,,) ч+'.,
+ ( {' _ X х 

^,)с^+ 
)r' с. =;o - l ( z, _ с,).

B trстaнrrъомy спiввiдtorшеrдri ,Цо oбох ЧaсТин .цoдaли вr-
лwluну }ъ c,.

Яюцo всi коeфililеHти пpи I}екTоpax ?, ?,, '4,?, у po:'-

клaдi (9 5) нeвiд'смнi,'г0 Boни yгtsopЮЮтI' новий план зaДaчi'
якoмy BiдгIoBiдaе 3}Iaчeнн,I лittiйноi фyнюtii z, Iцo лоpiвнtос
zo- \(z,_ с, )' oскiльки 3il ylltoвoю зlrirrнi X p X7,..^, хп ,цo-

Дaтнi, то iсrryс l > 0, дш якoг0 всi кoeфiuiеrrги y B}rpa3i (9,8) _
tтевЦ'емнi. Taке }" > 0 знайдемo, якIцo роЗгJUIIIеI!{о всi кoмпo-
нe}Пи Bl{paзy (9.5), якi мiс,гrгь i дoдатнi х,, (кottшlottеrrпr, .ш<i

мigгягь lreдоjtа.гнi х,i, буtI.УтЪ дo.цат}lи}{и при бyдь-якoмy
l, > 0).
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Taким rш{Ilol{' шryкаTи},fеl{o Taке }' > 0' що х ,_ }t х ,,> 0 д.пя
Bсiх x,, > 0. Тодi l\,l'lTимемo

i.>l.ro.
Х ,i

O.гя<e, пpи бyдь-якоt'ty l, дця якoI.O BикoIIy€Tься ylv{oBa
х,

U < i' .t lтllll J, Де мll1l.\fyм pозгJUЦaстЬся тIJтьlс,{ Ду'ЯТvIх l' NIЯ
IJ

ЯК!Ю| х 
i j > 0, виpaз (9.5) визнaчaе Деясrй IUшlн Нarrloi зaдad.

3 пpшгщrcНня zj_ .;'0 пpи деякol,{y7 дiстасмо

z = Zo- }" ( zi_ сj) < zo ( i, > 0 ).

oDкr, якщo BI,IкoнyстЬся y]vroвa z j-ci>0 дrя де,Iкoгo
фiксовaнoгo 7, m мoхсra побyдyвaти нoвий IЦa}I' якol,{y
в i:шoвiдаe меншte з}Iaчe}Ilш дiнilhioi фyttк-tii' нi:к вlоiiднol,ty
oпоp}Ioil{y IIлaнy.

B и п a д o к l. Hexай шlяфiксованoго7щшtalhtнiодtit
з кoефiцiеrггiв ;r,, ( i = |,2, ...,,n ) дoдaПП{й. Toд нaйбiльшe
]нaче}Ilul BeлиtlиItи X, ДJlя якoi всi Koopд}шaти в (9'5) заЛl.{ilffl-
Ютъс я нe вi.ц' с IvffIим и, ts и ] Hа Ч aС, П*'Я спiзв i.цilo ше rrняr,t

ln=mina,

.rе мiнЬryrvl берться пo всix i, ДJrя srr'IЙ',,,, o'
oскi.lьки зa ПpиIгyIldеI{IIям 3адаЧа }IeBиpoдх(eнa, тобтo всi

oпop}Il IIЛaни склаДaюTься лиluе з rn Дo.цaтних кoМПoнеl{т' Тo
rdнЬryи y piвнoстi (9.7) визначaсTъся пpи сшпroмy i.

Якцo пiдстaвrпa y piлнiсть (9.5) замiсть }" знаverшя \, тю

кoефiцiсrгг, що вffiовiдaе цьомy i, пeртвopитъся B IryJь.
Bнaслiдок цьоry.ц.iстaнемo нoвиЙ oпoptпгй плaн, бa3ис якoгo
склaдa€Tъся з P,м ( и - 1) вeкгоpiв вlтxiдного бaзисy.

3 нoвим бaзисoм ]\,{o)к}lа з.цiйсгпoвати тi сaмi oпepalii, щo
й з вюtiдrrим. Якtцо з}roвy oДнa З piзнoстей z,-c,>O i
пpинaЁ:vсri один кoефLцсrrг Х,j ) 0, т0 мo)сIа пeрйrги лo
.1pyгоI0 oпopнoгo llлa}ry, 3в'я3aнoгo з lце менul}lм з}Iaчення!{
;тittiltноi фyн'сщ. Пpоllес тpI{BaTиме дoти' Ilotrо{ aбo всi piзншri
3? - сl стalryгЬ }tg.цoдaт}otlt{и, aбo дJrя .цежoi piзниui z,- c ,> 0
бyлуть llе.цoliaтн}l.l{и всi х,, .

Якш{o rc\ z, _ C, . 0, тo iIpоцес закirгrенo,
B и п a ,гI o к 2' Якlцo нa дrяKoМy кpolц .uJUl Де,{кoгo /

piзнllltя Zi-. Ci> 0 i всi Х,j ( 0, то l нe мa€ Brpх}Iьоi tpaнш1i i

(e.7)
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лil{iЙ-}тy фyнюriю }{o)сr{a зробl,t.ги як зaBIoднo вrликoю зit
абсолкуtrtою IJe,TI{tIиItокr. [Iри Щю]vfy lslя 6у1lу-gioго }' > 0 всi
коефirtiсгrш в ptlзклa,Цi (9.5) _ додатнi. oDt<r, дiстa;п.t гшIаrl,
lllo складaeTЬся з m + l дoдarтпо< кoМlloнeнT.

Якrцо вибpaти l Дoстaтrпю Bел}по,lм, то вiдпoвiдцtе з}tаЧеtt-
ня лiнiйноi фyншii бyде як :xil}I.ol{l{o м:UIим Biд'€lсtl,вl ЧисЛolv{
i тoдi лiнirllIа t}yrtкцiя мhrirry,шу }Ie матиме'

Tеoрема 2

Якuto дIIUI дrякoгo oпop}toгO ruralry { = ( ,, ,

х ,, ..., X n ) викotryюTЬся--* неpiвнoстi z,_ c, З 0
(,t = l, 2, ..., П )' To IIЛaн ,( е oптимaJIьним'
\=____

Д o в r jI e II н я. Hехай 7=(У,' !2,...,у.) -довiльгшtй
IUI,ITI

.э --) _) -)
У1 P,+ У, P,+ ',. + Уn Pn= Po;

У, c,+ У, c,+',. + ln Cn= Z',

Дe z' _знa.IеHIUI лillifuioi фиtкцii, ш<е вiдпoвiдu. ,,.,ry 7
Пока)кемo, щo a < z. Зa пpиlтylIlе}IIIfuI zi _ с,Sa Nlя всiх 7.
oDке, tамiяивrши сJl^|a z]' дiстaнемo

У,z'+ У,z,+ .'. + УnznSz'.

Cпpавдi, дoдаBIlIи й вiднявшrи в лiвiй чaсTинi piвностi (9.9)
Bиpaз У1z,+ У2z,+ ,,' + УnzЙ' \IaTуNIеMо piвнiсгь

У1Z1+У2z2+ ',' *Уnz^_|h(Z,_ c,.)+Уz(ц- q)+,,

+уn(zn*Сni]=2'.

Blu<и-tryвшпr Bиpaз y кB.ljIpaшIих Jiy}KкiD(, дiстанeмo нeрiзнiсть
(9.l0). Пiдсraвимo Bиpaз f; , uхo вiдroвiдае кoхсrомy 7, зa
фopмyлaми (9 3) y виpaз (9.8):

--) |

P, l+ ...,l
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-lс'
Змirшвuп,t пoрядoк пiлсрloвyвa}Iня' знaxoдIdЧo

(i,,,'"le.Ii,,,,') i*t,=' ) t,=' )

.[,* )-.
l!,'t* '' lP'= 

Po
\i

Ана.lloгiчнo, t'iДсгaвЕвuлr в неpiвнiсть (9.l0) д.'lя кoхGloгo
l виpaз z, за фpмyлoю (9.4), мaTимемo

(П \

"lЕ Уiх.i|C-1z'.
tr=, )

oскi.iьки систrм;r векroрiв 7,,?,' , r] nнi,ъ,o незaЛе)I(-
; Нa, тo коeфiцiс}rTи пpи olЕIaкoBI,lD( BrкTоpax y Bиpaзaх (9.l) i

(9' l l), згiднo з едrшiс-гю рoзкЛa.Цy' збiraшгься. Tомy iз спiв-
v вi,Trroшeкrrя (9'|2' BиIUIJ,IB€I€, Iцo

xl сl + х2 с2+... * Х' с'3 z, ,

абo, зrtЕto з (9,2),

Zo 3 Z*.

Teоpемy .цoвr.цeнo.
3а допoмoгolo TropeМ l i 2 мo>шrа, пoЧи}IaюЧи з виxiднoго

olloptlогo IUшl}Iy, Bизнarlaти пoслИoвнiсть }IoBIo( ii oпopнrоt
Гlлaнiв, яка зatsepлIy€тI{я oIIтI,IмaлЬним IIлаtIoМ, aбо визнa.
чиTи' Щo oIITимaЛЬнoгo IIлarry не iсlryс'

HеpЬностi Zi- ci{ 0 с рloвoю olTгI,r]vиль}toстi гшlatry задaui
на 3llаxoDкення мiнilгyгvty лiltiltноi функцii' a з}IaЧеI{}lя z, _

- сj нaЗиBaIоTь oцiнка.ьlu nлану.
oТ)ке, rцoб гшaн з4{aчi }lа знaхoджrrгня мiнlvумy лiнiйrrоi

фy}ццii бр огrшмальrшм, неoбxцшо й /IосTaтт{ьo, щоб Його
oцiнки бyли недодaтн1{Ми.

Д'ля зaдaчt лiнiйнoго ПpоГpalуryBаrrня (8.l), (8.2) на знirхo,tl-
,кегtIIя МaксимaЛЬнoгo знaЧeнltя лiltiЙноi фyнюдii (8.2) дово-
JЯtк'я, тaкi теощrш.

If ,,,,, l", - Г i , 
'' u),,* .

\.,=' J t,=r )

(9.1t)

(e.r2)
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Теopeмa 3
Якщо дLш дeякoго фiксoвaноrc/ tsикO}ry€lъся

yl{oBа Z j- c j< 0, Ю ',"n { не е оlrгима.;ънrд,t i

мoхGIа побyдyвaти тakу llf}Io)ки}ry гшанiв Х' щo
| л.'tя бy;ь-'Iкoгo 3 rшD( BиKOнyсться нepiвнiсть
1,z(X)>z(хa).

B и п a .lI o K l. Якrцo BеpxlffI lpaниI{я чисeл z скiнЧettrIа,
To мoxнa пoбyдyвати нoвий oпоpttиЙ IUla}I, якolv{y вi;шовiдaе
бiльшe знaчеH}Iя лiнiйнoi фцtкшii пopiлrrянo з пollеpе.цнiм.

B и п a д o K 2. Яюцo Bеpхtш lpaниця zнeскiнчeннa, т0
мo)ЮIa знalГги ILIaн, жtdt cклaДасться piвнo 3 m + l дoдатнrоt
комrroнеtlтiв i якoмy вi,IтгIoвiдае як 3авгoд}Io BеII{I(е 3наЧeння
лiнiйнoi фyнкцii.

Teopемa 4

Якrцо .цlUI деякoгo oПoptloгo lшаrry { = с *,,
X2,.'.,х,) Bикorгylоrься нepЬнocтi z,- с,>0

i (,. = t ,2' ..., n ), 1о *u', { с oI]Тим:UtьIIим

Hеpiвнiсть zl- ci) 0 с кpr.rгвpiеlr oгпимальгtogгi llла}fy зa-
дачi нa знaxoдrcнrш мaкси]vfylvfy лiнiйпtoi фyнкцii z.

Oтх<e, щoб шtан зaдaчi нa з}IaхoДкенrш мaксиlцnмy лi-
нiftнoi фyнкцii. бyв огггrrмальним, необхiднo Й,цoсrатньо, шIоб
йoго oцiнки бy;п,t невiл'€]vс{иil{и.

$ 2. fuIгoритг'r симпЛeкснoгo I}rеToAу

Poзгл.шleмo зaдачy л-iнiйнoгo пpoгрaмytsaнrrя
--) --)

х l 1,+ х, P,+.,, *Хn P,= Pu'

z= C'X r+ c2х2+ '.. + спхn'

Тpeба знаlfги raкий невiД'€м}шlй pозв'язок Х,>0, Хe )0,
...,.Х,)0 систelш o6мeжeнь (9.l)' який IIеprТBopIо€ лiнtйry
Фyнкцilo z y мiнЬrрl., 

Пpкrryiiтмо, йo }aдaнa сисTrМа з л векгоpiв v,,7,' ..,F,
мigгrlъ /n oДI{нl{ч}Ilоi вскгоpiз i rими oДиниtII{иIr{I{ BеKгоpами
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-+ J -) -+ --) --)
С РpP2,...,P-.Толi матpиrrя B=(PpP2,...,P.)=E. € бa.
зисoм rп-вимipнoгo ПрoсTopy. OскLтьюr { олиtпл.пta MaТ-
pI4I],Я, 10 B- | 

= E,'
Зa вюtirший oпopнld тIлаtI y цьol'{y I}иIIаДI<y Мollсta &зяTи--) -+ --) --)

tsекToр X = B-' Po= Po= (Ii, X2э ..,l х 
^) 

(хi20 ). Brктopll хjУ
бaзисi B мatgгь poзкJlaД{

-+
4= в-' Pi= P,= ( X tl, X2', ..., х^1.).

У зaДaчi, 1цo розгJtядaстЬся' х, = b i, X ij= a,j'
Усi фщlслrння Зp}п$ro BикoIlyBaти, якlцo yмoBy зaдaчi тa

в}.DdД}ti .цa}Ii, здoбyгi пic.тtя BI.{зItaчrнн,I пrpuloгo oпop}toп)
IUIa}ry' 3aIIисaти B тaк звaнy пеpuly симIIлекснy таблшпо
(табл. 9'l). У стoвmli сэ зalIисaнo коeфiцiеrrш лfirilhroi
ф;шсrii z, Щo вiдtовiдаluгь BекTopaм бaзисy, У стовrщi
Po 3аписaHo вlоtiдtпtй oпoptшй IL[a}I' тyг хсе внaслiдoк
подaлЬrilю( oбчислeнь дiстaнемo olтгtt\lальllий плaн. У сmв-

-+
гпUD( P, ( j = l, 2, ..., fl ) зalп.{са}rо коeфiцiеrrги poзк.lидy 7-го'':-r - r
BсКгopa F, aбo Х, ж 6aзиcом. Bиpaз z' aтяj=0' l,2'...,n
Дopi}нюс скаляp}Iol'fy добyгкy /-to BекТopa \ tta вeкгop {mбm Йs

zn= L c,x,,
r= I

Bиpaзи h, Zj- сJ poзмiш{y€мo }Iа вiдltoвi.щг.их мiсцш( ( и + l ).го
pЯДхА. Як бачимo, рiзницi zj- сj N|я вeкгоpЬ базисy з€tBxшr
.Цоpiвнюlсгь }IyЛIo.

Яoцn всi piзниiri zj_ сj Д)Iя j =|,2,.'', и меttrId aбo дo-
piзнюlогь }Iyлю, То, згi.Ц}to з теopeмoю 2, s 1, -un7 = ( X,, Х,,
.,,, Xn) = { bь bz, ..,, b,) r oIггимiLтIьнry i мiнi-мальнe 3нaЧе}I}UI
лilriйнoi фyнкцii z дopiвllкх a.

Пpигryспllro Trпlp, що rrpинaltlrнr O,]Нa З piзtппь Z j _ C,>
> 0. Якцo 8сi х,/ ( 0, тo rra пiдс:mвi вI,{Тlaдкy 2 тeоpеt'tи l, $ l,
pозлi.тry 9, лiнiЙнa фуIilщiя нeoбмех<ена i, UГ)кl, мlнi:vоъtу tIе ма€.

Якrцo сrре;l кооp.ЦизtaТ Bектoра ,{ е rгpшtшiшri oдla х,, > 0,
то пepeхOдI{,lfo до ttoBогo oПoplloio Чu*'y' lлспtr склa,lч*"
з m_ | вeкгоpiл вrосiднoго бaзиcу P,, P,,.,., P^\ вrкТoрa P' Зa
вrкmp' rцo BBo.цpITься в новий бaз!Дс' мo)К}Ia бpaти бyдь-яrс'd
Bектop, д'JIя якol.o Zl* C, > 0. Пpоте Числo крокiв tlеpетIюpень'
якi rpeбa BиKoнaTи .ц,JIя виз}Iatlrнtш оIlтиlt{aлЬнoгo IIЛa}ту.'
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Tаблuця 9. I

a Базис
.J
1 баlнсy

э
Pu

C, c2 сt a Сп+| c, ck с

-)
P1

J
P2 Pt -)P --->P ? -)

Po
-+
P

I
--)
P, c' J, I 0 0 0 X r.tl J,, J'* х.

2
-э
P2 с. х2 0 I 0 0 x l^t, X,, Xш х.

P, tj X, 0 0 I 0 х'' х'. х'

m
-,P с х 0 0 0 I х х х

m+ |

pядoк
zo 0 0 0 0 zi- ci c. L _L

ф



мОх0{a 3]\{rнlIIити' якщo BBесTи B бaзис Talofli **p 1,
z,- c,>0, .цJIя якoгo lloсягa€Ться maх ?\o(zj_ сj), де l0
виЗtIаIIarтЬся .ц'JIJI кo)с{oго l за фоpмyлй (9. 7). ПoясIПorться
Ide тI,Iм, rцo Bвr.ценrrl Taкorо BекIopa в нoвий бaЗис зB'яза}tе з
Ь{aксI{мaльни]!{ 3мr}IlIIен}Iям знaчrнн,l лirriiсloi фytп<l1ii нa
Дaнo}vfy крoщ IlrpеTBopqнь.

3нaченttя лiнiйноТ фyнюrii, шtо вi/гtoвiдaе }Ioвoмy ollopнo-
мy ПJIaнy, дopiзнlос z = Zo - }' o ( z,- c,).

Пpакптvнo Iтpи Beликoмy uilслi irцексiв j, Nrя ЯKaD< zj*
_ Ci)O, цe ПpаBиЛo зaсТосoByltilTи скJIa.Щo. Tоr'ry зir tsектop,
rцo BBодI{тЬся в новий бaзис, беpyгь тoЙ, дЛя 

'lкoго 
дOся-

l.ac.Гься 
^f * ''_ 

сj ) (мaксиIufyм poзгл'цIaeться лишIe мlяj, лля

ЯKI4'< zj- с; > 0).
Пpифтшиo, Щo mы< ( z,- c1) = Zь_ Ct> 0. Toдi **.p .Р

трбa ввeсти B HоBI,й aiзиc'
[IJоб з'ясyвaти, якмfа BекTop

--)
P2,...,Р-, обuислимo

) х.
,o = IПin ; Nя Х,t ) 0.

Пpигryспоlо' ш{o lо=min +=+ Toдi векrop { щеоa" , Х,t Xtt
виклIoчити з бaзису. FЧus опog;ш{rшчн Мaтиме бa3L1С,

склaдений з вeкrоpiв F,, F,' ..', P'. ,, F,, P,',, .., P2. oбчис-
,тимo нoвий oпоpнldi rшaн i poзкJla.цe},{o вект0pи, щo нe
вхoдягЬ y йогo бaзис, за векгюpами бa3исД

oскi.lьки виxiдrий бaзис ( P1, P2, ..., P. ) = E- с, oдI,Iниtl-
нoю мaTpицeю' тo

-+ + -) -+ --)Po=х,P,+х,Pz*',.+х,P,+... + х^P.i (9 13)

-+ --) -)P*=х,rP,+хzrP,+... +х,rP,+'.. +х-rP-; (9.14)

-+J=):J-+
Pi=X,j P,* хz, P,* ... + х,, F,+ ... + *,,Pi (9.15)

( j = \,2, ..., k - 1, &+ 1, ..,, m).

BикоpистaвIши виpa] (9.l4)' ]аl1и1llемo poЗкJlaд **.p, fl,.-) --)
векTOpaми P,' ..., P, l, Pr, P1.,' . ., P^:
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1!-)-+-tP'=i-(P,-хt*Pt- ''' -х^kFh), (9.16)

Пiдстaвивtци *ou*,*" F,, fll3), лiстaнемо

) J *+ Г t rэ :, ----+.]Po=Xt P,+.,. *Хt. , P, ,n ',L;,t (l--',,F,- ''.-'.oP,r 
i*

r t,, rtr+ ... + t -?..
Bшсонавuпr IrеpетBopr l{нll, мaTимеМo

:t( *, )*( * )-r
Po=| х,_ J х" |Pi* l ', - # ,,r |F,+ ...

\ ^,* / \ ^rk )

- + ?r+ ... + ( t. - j. r,* l"]xtt - 
\ 

"' xrt -- )

oтxе, Ilовий oriopнld *un ?,= ( х,1, X,2,',', х,r,'.,, х,^),
lцo BизнаlJасться сп iзв iJЕtоtше lпtям

-+ -) --+ --)Po=х,, P,**,,P,+.,. + х,rPr+... + х,nP^,

oбчислlосться зa ф<lp мyлaмrr

t"=t,-*, ( i = l, 2,...,1-1, I+1,...,m);

.х.
''r= i (9'17)

Aна;toгiщro, пiдсгaвивulи виpа3 (9.16) y (9.l5), д.iстaнeмо
poЗкJIад Ko)*GloгO Beктopa 4 , 

'цo 
rrr BxoдиTЬ y ttoвий бaзис, 3а

Bектopаil{и IIьOгO бaзисy
J-э_)JPj='',,P,+. *х.tiPr*' . +х,.'P^,

дe

Х,,,=X,j-?',,, i*I;

t,r,'= t (9.1s)

oб'сДrавшпl (9' l7) i (9.l8), liобаЧи]t,{o, ultr новий oпopний
плaн i poзклад векторiв 3а }loBим бaзисом 

_ 
для

,/ = 0, l, 2, ..', fl l}и3}IaЧaкrTкя .]il фpмyлaми
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x',,=x,t-lo 1i*11,,t .) Xtt

х' х'

',=t'(i=l), 
(.т,o=Х,). (9.19)

oбчисrимо piзlшtlti

Z,j* C,=Х',jC|+ '.. + X,rjC*+... + х,o,,с^- с,=

(, ',. l ''' 
( хt. )- ' Xtl- _-.х't jс' +... +_-l,. C**'.. *i х,i_;!*,r |C'_C,=' .-rr ) ^,r \ ^tL J

=XtjСl+ ".. + Хt-tjC,-l *ХI. t, 1 ct*|+... + X'jC^) - ci-

х, х,,
- i 

(*trCt*.,.*Хl_t, ь Ct-t*Х,*t' r Ct*l* .., lX.kс')+'!ck

,Цоiаltlr дo Bирaзy в пеpIшIо( дyлкaх вшpа3 X 
t j Ct , а Biд вI{paзy

B др.yПrx .ц}Dt0(ax вiднiмемо цеЙ Bирaз. Мaтимемо
г| ? lr г.Lт / \ l-
L l,',Ctt'.. *il_l, jCt-t*X1'Cl*Xt*|, jCI*t*...+Xпjс^ )- ci J-

х,, г r_{ 
L [хr * сr + ... + X t-t'ьC t- t * Х,t ct+ х l+t,tCt"',* ...

* x.tc^)- n ] =(r,- ,,)-+r (o - * )

T'aюtм чи}loм'

Z',- ,i=(t,- ,,)=?, (rr- ,r) (e.20)

Aна.:цогi.rнo

z' х' ( \,o 
= \- т, |,,r_ сr ) o.2|)

Пpоaнzuтiзравпrи фоpмyли (9. i9} (9.20)' (9.21)' побанимо,
шlo JUffi скЛaдaIII{я IiоBоIo пЛaнy Х,, нoBиx векгоpЬ X,,тa
вutпoвiшrих рiзниrъ Z, j- ,j IIoBoгo (tn+ 1)-rо pя,щa, трба
ко)i€l{ e.llеi\{е}tТ ltеpiuоi симIlЛексtlоi таблицi (тaбл. 9.l) пеpе-
I'IкJрI1_Iи за fi;рмy,ra*rи
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,Цеj=0, 1,2,'.., fli Х,'=X,i0l Z,o=х,., |,a, Z,j_ Cj=X,,*L, j.
Фoplry.lпr (9.22) ]\{oхGIa зilпI{сaTI{ тaK:

x',j=xij-?_*,r, i*1,

х.l,=|,, i= l,

t',,=\fu#fu, i*l;

х',,=I!t, i=I.

(9.22)

(9.2з)

Таюrм чиIIoм' пiсля запoвнeння тaбл. 9. l тpeбa Bико}Iaти
тaкi oпеpaцii:

l. Розгллгyпa з}Iaчe}I}Iя piзlпп.ъ z,_ с,, i BизнaЧиTи, чи
кr € oпopнIffi тrr'aн Po oITтим;UIь}III\{, T0бTo чи нe
BикoHy€,гься yl{oBil z,_ c,З 0 дtя всix7.

2' Якцo .IIJUI .цеякl,D( 7 знaueння Z,- Cj) 0, r вибщти
вrктoр' яloй тryебa BBeсти в базис, .гtllя Чoгo знaЁrтуr
ilЦeкс j, дltя якoгo дoсяI"сTься ^7(',_ cj.). tleхв.Й,

цеЙ макси]vfyi,r ДoсягarTЬся рtя. j = k, тобтo
п'aх ( zj_ cJ)=Zь_ Ck. Tод Brктop Fr тpeбa вBeсти

в 6aзис.
3. Bибpaти вeКТоp; яоtй слц Bt{кJIюrIити з бaзисy. .fuш

rIьOгo poзгJUI}ryг!{ min + дчя всiх хi. > 0.

Яюцо всi х,* ( 0, тo лiнirhta фyнкцiя задaчi не oбме-
)ircI{а 3низy i мiнLrгr*y не iсiтyе.

Нeхaй мiяilтylt дoсяIaстъся гIpи i = l, rобто

min = ? =',,. Тoдi вrкTop ?, слцBиBrсти з бaзисy.
, Х,r lх

Еле ме rrг х l t нa]I{BаIoть poзв,язрaJIьtIиМ елr l{e}Iloм'
a pяДoк i стoвпеr[ь' нa пeреTинi якrок Bifi Лe>lсflъ, 

-pо з в, язyваль}Iим pЯДком i poзв' язyBаJIьtIi{м стoвIIцем.
4. Пiс.пя Bикo}Iaн}ш oпеpaЦiй 1 _ 3 об.гисшrпr eJlемеttти

нoвоi таб.тшrцi зa фоpмyлaмu {9.22) aбо (9.23).
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Пpoaнaлiзyвавtши фрмyшr (9.23), 3a яKI{м}t бyдylrгь .ЦP}тУ
симIIлеKс}Iу тaблrтIдо (табл. 9.2)' lroбaчимo, lцo елeменrи Шс[
тaб.пицi м{J)I(GIa oбrпасrповaтI{ 3a елемеIIтaми пеpшoi симIIлек-
снoi тaблшri зa TaIс{l{и Irpав}DlaМи:

l) усiелеме}rги pозв'язyв€lльнoгo P'Цка Д'лЯГЪ IIa poз-
B'язувa:гьtIий eлrмент i зarпrсylсrгь нa мiсцi eлемеrniв
рoзB'яЗyB€lлЬнoго p'{JIкa ;

2) усi eлеьrештr poзв,язyва.тьнoгo стoBIIц't (кplu poз-
в'яз1вaльнOгo eлeМeнта), включаючи й eлемerп
( m +. I )-го pядкa, зaмiнюютъ lтyляi'f!{;

3) елемerrпr' IЦo Hr мigrяrъся в pозв'язyBanгЬHID( p&,{Kу
i стoвrп1i, oбчис'lпоrcrrь тaк: [юзгля,Дa]oтЬ llp'IмoЦ/т-
fll{к, olЕIа BеpЦIи}Ia якOгo лe>lоПь B eлeмerrгi, нe мiсце
якoгo обчис.lrюкrгь нoвий rлeме}fT' a IIpоTиЛе)кIa *
у poзB'я3yBаль}Iolvfy eлемеIlтi; 3 Дoх itflIIIil вrpIIIин
oд}Iа лe)кI{тЬ y poзв'я3yва-тIь}Ioмy pяltRY' a .цр}та -- R
poзв'язрa;ьIlo}{y сToBгщi. Hовld еЛемeIIт доpiзtilое
p iзницi .цoб}TКy poзв,язрa;ь}loго еЛrмrlттa Ea пr}ryГI{.
лeхсrий i дoбyгкy ДBoх i}IiIпD( елеменгiв, пoдiлeнiй
нa pозв' язyвaльrrиfi eлемеrrг.

oтжr, фpмy;шl (9.2з) i пpaвилa 1)_3)' якiiм вiДповiдаlотъ,
с aJIIopитмoм ПepеTвощнь Гayссa-Хopданa.

IIJoб пpокoнIpолIоBaти пpaви.lьнiсть обчислеIl}lя, Bикo-
pисToвylryгь ( m + 1)-й pядoк, rлeментI{ яKогo, з одноrо боку,
oб.дlслrоroтъ, як i всi iнtшi eлемrнти таблrл{i, за пpatsиJIаN{и
l)-з)'a3iнtшoгo,

Z.a = C|х,,+ c, X,2* .'. + с-х,',
J

X,j- C!- F, v- c,=(х'tiс,+х2jc1+... +"r,^iC.)- c,

(i = 1,2, ..., n)-

Яюцо знaче}tIIя виpaзiв z,g,Z,i-сi, знatlдerшо< piзншпr
с пoсoбaми, збir'ашrъся, тo oбЧисле}tlU{ Bикoнaнo пpaвIilIЬIIо'

Зayвaхeння. Пpавuлa I)-3) не poэnoocюdх'уюпьcя на еJ|ехенmu cmoвnця'

якuЙ вiОnoаidас вa.mopу С, Eлецalmu цю2o с|||oвnця Заnuсуюmь
. у нoву mаблuцю без знiн, кpiм eве-|Ia]ma b poзв,язувальнozo

'#:;,i: 
Йuo нiце эonuryюmь е7ецеIrr| Ц b poзв'язувaаьнolo

Flад дpyгoю си]|,{IUIекснoю тaб.штllею (табл. 9.2) викoнyеltо
п сavi Дii, rцо Й нaл пеpшloю симIulексrtolo табrшшtею (табlr. 9.1),
Рoзгл8Дaeмo rлeмеI{Tи ( и+ 1)-гo p8ДI<а' Пoчинaючн З z,,- c,,

163



Tа6лuщя 9.2

+.

Бдrис
э
3 6азисy -p

'o

c. с2 с С 
-.l

с' с

--+
Pl P2 -)P,

--)P
*)
P Pk P

I
I

--+
P, с' х\ I 0 0 x' 

, 

^*'i
х,. 0 xro

., ?, Сz Х,, 0 *', 0 xt 1.* |
х.. 0 х.

I ?r с' хI 0 0 X,,, 0 * !.+l ,t,. I х'

m -AP ( Л 0 0 х,, I
I r х 0

m+ |

pядoк ''j-',
0 0 0 ,",_ С, U Z, *с



Тоб1o рiзниIli Z,j_ Сj (j= 1,2,..,,t1)' яюцО всi ui piзнrпдi не-
ДО,]Iaп{i (z,,-C,S0), то на lriдсгaвi TsopeМи 2, $ l, рoзД.9,' '-)
oпopниlt rtлaн Po ( х ,,, x ,2' ..., X,. ; е оlrптrиаль}tим i мiнiмрr
.тiнiйноi фyнюlii лоpiвнrос z,o. ЯкlЦо сrpeд eлeмеtIT.|B z,,_ c,

{ m + 1 )-гo ряцкa е дода.гнi, тo BикotIу€tvto тi x самi дii, tцо й
y пoIIередt{ьoNf}'BиrвДкy. Hа пiдgгaвi теоpем l' 2, s 1, pоз,tt. 9,
fiстасмо, нapеirп.i, orгпr,мaтьrгий шtaн aбo BпеBнIOемося B
нeобмеxеностi лiнйнoi фytпоrii зaдaчi.

.Цля i;rюсrpaцii сlдлuIекснoгo l{оTo.цy poзts'fDKеМo :}aдачy
.тiнiйногo Пpо гpal'ryBaн}Ul.

3аддчд. 3наfiпl мirtiм-rн лirrifiнoi фrнцi;

z=_х1+хs

пpн о(lмexеturяx

хl + хn+ х'=2,
х,+Ъ.+зх5=.|,

х]-х4_3х,=2'
хj> 0 (l= l' 2' ]' 4' 5 )'

P o з в . я ] а tl lr я. Bнхiдниfi 6азис склaдасться з вerгopiв n,,4'4
IJьoму базясy вi.тtoвiдас oпоi}trttfi nn^" ? (2,7 '2,0, 0 )' oскi,тькrr сl = с2 =

= .з = 0, m 3начеl{Itя лiнiflнoi ф1нкшii, rцo вLшовiдае IIъoмy oпoрнoм}'IIлаЦv,
:opiвrrюс 0. тобm zo = 0

Cклa]IеIt{o пеptIIу симплeксну тaблицlо (тaбл- 9.3).

Сepеl елeмеггiв ( rn + 1 ).rc p'Цuсд, почпtl&ю!пl з дI'1тoго. с дoдaпшfi
с,leмolfт l' Poзглянeмo eлемeн'ttf сlDвIIllя, lцo мiститъ шеil eлемetiт i oГl.
LanL.t!l'чo lilпtllшlеltня хooр.T|нат векп)pа Po ro вiлlовiтtхх до,la,пlllх е.1е-

чеlIтlв вка]зltuго glювпrlя (у uьov}. Bяttaдxу дo вiлlовLтtвх д(}датtll{х кo.

Tа6naця 9.3

в.-" l ?о.'."у {;t t 0 0 I

а Й -n +
ia в

I vl 0 2 t 0 0 ш I

2
--t
P2 0 7 0 I 0 2 I

P! 0 2 0 0 I -l -з
nr+l
pядoк з-' 0 0 0 0 t

д -l
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*
oрдxrlат век1opa Po) J{хби в ( п + l )-му рддху б1'.по кr,тькa дoдaтЕих еjte-
ltентш, тo нaсaмперeд pо3г.1т&цаnя б найбiпьrшиfl з них.11 1

BiJяоIu,:ttlrrсrrн с i i;. нaймеtшIe з яккх ], (}гжс, l € р(r]в.яз!ъLъtlt{}{lll_
eлAме}!10]t{' Reкгоp { tpeоa BI{вeсТI{ з бaзисy. а вектop { .- uu".'l, в бaзис.
Сх,raДемо дp}'IY синп-rleксну тaб;шцю (тa6л. 9.4).

(kкi,ъкк сepeд eлемеrrгiв (и+ l ).m рruIxа, tlorlп}ratoчIl з дpуmrо, дo-

дaт}I&х нeмat], тo oпоpний плaн.Y (0,3,4,2,0) е oптим:rЛь}IEм, знaчeliltя
лirriйшоi ф}нхrrii z = * 2, шо йому вi,тпoвiдас, е мiнrмa-ъrrпм.

Taклн чllнoм. z*io = _ 2 пpп х' =0, х2= 3, х, = 4, хo = 2, ;u =ff.

$ 3. МетoД штr{нoгo бaзlrсу

У ttоltерлlшюмy IIаpaIрафi бyлo зpоблrlto щ)игrylце}Iltя,
1цo систсмa oбМе)NеIIЬ зaДaЧi лiнiйнoгo пpoгpамyBillrю:I lvtiсTиTь
oди}Il{tПty маТpицю, ] я]<oi мoxнa сIоIaJlaTи перBiсний базис.
ГIpoте бLцьtuiсть Задaч лiIIiJEIoгo гtpoгpаilryBан}rя }Iе мaс oди-
нI{tlJ{oi мaTpицi B сBorх систе}{ilх oбмех<ень.

Bккоpис'гоByIсЛ'ь piзнi Метoли Iroбy/IoBи Пeрвiснoгo oпop-
нoгo пдaнy. Ро:lгrrянемo тaк зBaниIt меT()д rlггyЧнoгo бaзисy
aГrо ,lf*мсто,ц, якиЙ об,сдrryс 3нaxo.Dкeняя llеpвiсHoгo (BIDdд-
rloгo) oпOp}Ioгo IIлaIry тa olтгl&{irлЬнoгo IшaIry за.цачi Лi]riРffroю
IIpoГрaМyBilI{}iя,

l{ей метол Дас з}{oly о/lнoчaснo З,ясyваТI{' чи сylvriснa
сисT€мa обмеxеttь B oбJtасTi }tеBi.ц'см}tID( pозв.язкЬ, тобто чи
lvtас вoltа IIpиlIaIl}lнi ()дин IIЛа}I,

Hеxай Tрrбa Bиз}IaIIиTи мiнillyм лiнiйнoi фyrп<rd

z = с! х I+ c.2х2+',. + сnх п

Taблuця 9'4

I Бвrс dс.,'"у fi 0 0 0 I I

fl Й
j
P' Л] B

I
ч
P1 -t z ! 0 0 t

2
J
P2 0 3 -2 I 0 0 I

3
J
P, 0 I I 0 I 0 -2

п+l
prulox 7- сi -2 -l 0 0 0 -2
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3a yil{oв

4tl'Хt +сl22х2
сl2|х | + azzXz

+ ,.. + а,^х,= bp

+ .,. + o2nXn= b2,

a -tX|+ а п2х7+ ... + а, 
^nх 

n= b 
^,хi>0 (j = L,2, ,',, n).

Paзoм 3 Blod.ц}loю заДaчеIo po3гЛJlнrмo poзlllиpе}Iу задаЧy,
зB'я3€lнy з мifliМi3aцi€Io Лiнilhroi фyнкцli

z=c|х|+c2х2+,.. + cЙхn+ Mхn*,+
+ Mх n'2+ .,. + МX n*-

]а yмo

t
j

I

t

B

сI

a
ttХl * dlzXz+ '.. + aЙXn

ztXt*аzz\+.,. +а2,хn
* Хn.l

*Xn.2

(9.24)

= br,

= bэ,

a^!Xt+aп2x2+... +a-nX' *Xnr'=b^,
х;>0 (i=|,2,...'П,П+|,n*2,,,.,n+m), (9.25)

Hевiдомi х,' 1, х, * 2, .. -, X n'Й I{a3I{Bilк)TЬся шmу|нu]||u, M _
з Bажa€Tься .aoс иTЬ Brликим дoдaTн им l{исЛо]\{' зIlaЧe IilUI JIкoгo
наПеpr.Ц }lе иДarться.

Рoзtшиpgнa зщaЧa мaeJoди}I}{чIП{й бa]ис, ulo сЮlaдaсTься
r веКтopiв P n* t, P n-,' '.., Fn*'; Його нa3иBilloть шmучнul|,| 6азu-
-,и. сyгь мrToДy Uп.rlнoгo бaзисy пogягaсj Tolry,_чto ви.
хO.IJIчи 3 BiдoМoгo шrryч}Ioгo базисy Pn,t, Pnr2,'.., Pn*., Й
:o lloмoгolo пepeТBopс н Ь с иilfIUIrкс }loгo ereToдy llrpеxofltш,to Дo

зуТ}D( oa3исlB' IroсЛцloBIIo 3BUIЬ}UIючI{сЬ Blгt усlx векTоplв
P.. ( i=|,2,..', m); BнaсJIi.цoк l{ьtrгo lloвryгilсмOся.цo y]!{oB

з;оliднoi }rдaЧi, aлe .цiсTаBlIIIl, N|я нei бa3ис. IDtя склaданrrя
l :lтlt\tалЬн o гo tut,l Hy .цаЛi зaсТoсО вy'(}Tь ЗBшIaitI l иJt с }L\,'тIлr Кс -
j.li]l }teтoд... }Dке, IIлaHИ виxiднoi зaдаЧi с laкo)к i п,тaнаlпr
ю]IIIиреllol 3aдaЧr.

Tеopeма 5

Якцо iсrryс пpинaйrfiri o.ци}l IIJIilн BI,DdдIroi
зaДaЧi' Тo д.IIя olTrиIvtаЛЬtl()l'o I IЛаIty г}оЗlllиpе tt oi
M - зaдaчi Bикo rryютьс я piBI loстi

xn-i= 0 ( i= 1,2,..., rn).



.Цо вe.це }I ня. ПритryсI}Lvo' що Х=(х;,хi,'..'')) *
luин вихiщrоi задaчi Toлi векгоp 1 = ( х,,' хi, ...,х 

", 
0, 0, .'., 0 )

с ITлaнoм poЗlllиpеlloi зaдaui, oскiльки зaдoвoЛЬг{'Iкугъся piв-
}l'tн}UI сисTЕми (9.25) i всi х,>0 (i = |,2,.'., n,n+ |,n+2,,',,
n+ m), Позна.Ildvo uерз Z. з}laчеHttя лirrifдroi фyнкuii щlз.
urирнoi задaui, л<е вiдповiдu, ,-*,у l,,

Hеxай
?)
,Y = t х р X 2, ..., X n, X, * 1, х n, 2, ..., X n. -),

хi>0 (j = |,2,'-., П, П + |, n +2,''., n + m,1

€ olТгl,{маЛЬним lUIа}Io}r poзПIиpeноi зaда,ri. [-Iознauимо uерз
Z*' мiнiмaтrьнe 3}IaЧeнILq лiнiйrrоi фyнкrili (9.24) pозrlrищноi
зaдaчi, щo вi.цfloвi.цa€ ЦьOr,fy oITII,l!{aль}lOмy rиaну. ТоДi

1.*<2".

3aпиrшемо знaчe}Iня Nlя i 
^o:

2*o= C,хr+ с2Xz* ... + cnха+ Mхn'1* Mхn*z* ... + fun-..

Oтxe,

с|х1+ c2х2+,.. *Cnхn+ Mхn''+ Mхn.z*',.* Mхn*^Sz',

aбо

,f. t,, rSz'-T. ,,t,
t=l j=l

oскiльlоl Хn.i) 0 дllя Bсix i =|,2, .'.,m i И к зaвгoД}to
BeЛикe ДoДaтне числo, T0 oстаtlня неpiвнiсть ll{o)<ливa тiJъКи

тr
I|p|4 L Хn.,= 0, тoбтo пpи хл,l =Хn* 7= ',, = Xn*^=О.

r- l
Tесlрмy /tоBеДrнo.
З доведенoi теoщми виIIЛива€' щo кoли оrпtма;ъrrий rшан

pозulиpенoi зallaЧi \,lат1l1(r пpпtaй,rшi oДty rtевiдoщ/ хn., > 0,
rrэ вихijlltа заJtаЧa }Iе ]\,{аTи]\-{e xoД}loгo lтjtzlЦv, Т0бIo кoЛи нa
дlеякO]lty кpoцi IleрeТBopе }lь ста}Ie немохJII{вI,L\I BиK,IючеIi }Ul

Bсiх urryчню< гюкrоpiB Fn., з базисy, тO цr OзIIаЧaTимr, U{o

сис.гема piвttянь вrrхiлноi зaдaчi tteс1ъ,liсrtа в областi не-
вL'I'сlrшкх po3B' язк iB'
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i Tеoprмa 6 
=, l

хl, r2, ..., 
i

l хn, 0,0, ...,0 ) pозurиperroi зaдa.ri шггrгнi невiло- 
i

i мi х,., =0 ( i = 1,2, .,., И), m плaн Х1x,, х,, 
I

i' ..', Хn ) € oгrгIdVaльIIит{ плal{oм вlоtiднoi задачi. )

J
Д o в е .ц е H н я. Якцo X _ olТгI{мaльнrfr гшaн pоз-

urиpеноi зa,Цati, m Х - гшaн вrосiднoi зaцаui i пpи 
'Фомy:)

:rX )=z(X), a lle BиIIливaс 3 тor0' щo urгyчrri нeвiдoмi
зopiзнюlогь lr}'лю (Хn*i=O). ПpшryсTимo' rцo 7}Iе € oll-
тю(aльним ПлaнoМ вlтxiдtoi задачi. Toдi iсtryс тaюдй oпopнldi-+ --+
гr]aн Х. =(хi,Х2.'.'', х}), lstя якoгo z(х')<z(х).3вiдси

*-)

.lUI Brктopa X, = (, i, ,,, . j;' 0, 0, ..., 0 ), щo € тUинoм poз-
JJ

:;отрнoi зaдati, дigгaсмo i < X, l = z ( Х, ) < z ( X ) =2 ( X,1, тoб-'-):;
тoi 1T'l .2<i l, I

Тaюrм чи}Ioм' ллatr X pозlllиpенoi зaдaчi }Iе € oПти-
\{aТЬнIfll{' щo сyllеpеuить ylvtoвi теopе}t{}l

Теopeмy ДoBедeнo.
Рoзгляне:иo зilсToсyBaнtшI симIUIекснoгo мeтo/{y дo poз-

Ц}Фerroi зaдaчi. Зa вихiдrшй гшaн цiei задaui вiзьмемo вrктop
.\, - (, х 

^.|, 
X n.2, .',, X,,, ) = ( bp b2, ..., b,). Пеpелбaчa€ться,

ц]o пеpшri л кoоPД'{rraт цьогo BeкТopа дopiвнlоtоть lfyлIo.
Цьоуry oпopнol{y гIлаHy вiдloвiдae oдгrпппtld базис

Io )

'".'= [r 
j

3нaчення лiнifuioi фy'rio{ii., яке вi.tЦloвiдaе Iьоr',ty вlоiiд.
нoмy oпopнoмy IIЛaнy' € Й Й

io= M2 Xn',= мLь,
oскiльlсl бaзисoм r oД4}IиIIIla мaTpI{IIя B = (?^*t,7n"2,',.'
?,. .), то з piзнос ri?, = вl, внл:wrяa€, щo

J(

""" 
=[



Piзницi Z j- C j бyщrгь лiпiйrrnдr фyю<'liяlдl iy'дmи, пolсt
сepeД вeккrpil бaзисy знaЦдyгься шrryvнi вelсrоpи Рn*, .

.Ц.пя вихiднoгo oпopнoго IIлaнy

:
Z,-C,=MLХil_Cj'

i= I

Як ба.rимо, piзrицi z j- c j склaдaIоTъся 3 Двox нeзaлe)IGIIо(
чaсTиll' o.ц}Ia з якID( зiulrх(ить BiД' M, a Дрyra нr з:rле)кI{ть.

Усi oб.пrслrII}Iя вl{кotгyсмo зa дolloмoгolo симIIлeксцI'(
таб.шнrь. Пеpпry симIUIrкс}ry табJпДпo дJIя poЗlllирнoi задaui
скла.цaЮтЬ тaк сaмo, ш( i пеplшy сI.{мIIлrксшy тaб.тпцшo дtя
вlоiiдtoi :,адaчi, тiльки дJIя зp)д{Hogri oбчислetъ замiстъ o.llono
(m+| ).rCI pядI<а BBoдI.l}.{o дBа pя.цки: (m+I )-й i ( m+2)-|r,
дe B ( m+I)-il записy€l.lo ЧастиIIи piзtппъ zj-cj, я<i не
заJIeхGть BLД M, a в ( m + 2 1-!r _ кorфiцirllти IIpи M у дpуrтм'
ЧaсТинax rцос piзнlпъ.

Пеprrry симIlлeкс}ry таблиrцо poзшIиpенoi задaчi пoдаIIo як
тaб.тп,Iiцo 9.5.

Як векгop, щo Bво.ц}lться в нoвrd баЗис, бeрмo rюЙ, Дltя
якoгo .цoсяIa€тI€я maх (zi_ сi). Maксиrrp't з}Iaxo.цимo лишIr

-цJIя дoДaT}Ilп piзrпrrр Zi_ ci.
oскi.lьки M е ях зaBгo.ц}lo Beликим Дo.цатtII{м ЧислoМ, Тo

мaкси},filлЬ}Iою бyде Та дoдaтнa piзrппц, в якоi кoефiщеrгг пpи
M нatltбilьuлrft. При .ц}Dке BеликIo( дoдaтню( Мдoдarrrса, щo
}Iе зaJle)сатъ BiД' M, пpакTиtшto нe BIIJIиDають нa BrлI{чI{нy
piзrппь Z j _ C 

',. 
Tot'тy в нoвий бaзис ввоД'lfтъся тoЙ векгop, дtя

якoпo дoсятaеTt€я

+
ma>( ZJх |j'

J i.- L

Елемеrгпr rtастцпtoi тaб.шrr{i, вклIочаlоЧи й е.пемеlгпд
(m+2 )-го pядкa, oбlшlсlПокrrъ за фp}'fyлaми (9.23). Ti зi
шrryIн]o( вeкmpЬ, якi внaслiдoк дeJIIОD( iтвpaцiй виведeнi з
базисy, гIе BBо.ц,ITь y пoдaЛЬllloЬ{y B )кo.цrн 3l{aсTylltllfl( бaзисiв,
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Taблuця 9.5

I Бази d -)
P^

C, с2 с' с M M M

?, -)P2
--)
P,

-+P F* 1i F*
I 4i

^4
J,, xtz r.. х I 0 0

2 F:, M r"n+ 2
X,, X,, n2* 0 0 0

I F: M X xt, xn .r.. х, 0 0

m
-----)
P M .r х

m2
0 0

m t I )- I

pяiioк
ZJ- Сi

0 'l '2 -с 0 0 0

+ 2)-m T

pядoк Е Хn*i Е",, Е"',, 2",, Е',n 0 0 0



T\)}"fy B IIOBI,D( TабJD{IIЯх мoЯGIa нe
BiдпoBiдalo]ъ ци}{ Brктt)paЬ{,

oпеpщlvи з eЛеI\{eнТамll (m+2

Зayвaxeння 2.

o

J:tпI,IсfвaТи сlrrвшцi, шltr

)-го pяДка, зlliйсtlюtугь
oбчислertня дoтt{' IIoКи tsсi шrгучtli BrкTopи бyдyгь виключенi
з бaзисy. гIpи rф'ot.4y всi елемепти ( m +2 )-ro pядка IlrреТtlо-
pюЮТься B lfyЛЬ i здoбyпtй базис вiдroвiдaс IIе,{кoмyoIIopItol{y
ruЕнy виxiднoi за.цачi. .Ц,lrя визна'Iення оITгиМaлЬнoго IUlаI{-v

Дa,'d зaсTосoвyють звичaйпптй сt{lvf IIJlrкс}lий мстод.

3aувaхeння | ' Moже сЙ'aпuся' щo вна<лidoк llеpеmвoPa1ь ),сi еlеценmu
( m+2 )'еo pяdка з нo'цеpoptu вid I do (n+ m ) 6уd1'mь не
drlDаrnнi.
I, Якшo еле-мa|п' poэuiщенuЙ у ||ульoвol1у сmовпцi mo в
(m+2) му pяЙсу, dodamнuЙ, a всi elеценmu (m+|)-zo
pяdка, щa мicmяmься на0 ну,lьoвuлlu елeценm&||u ( tп + 2 ) еo
pяdка, неDodаmнi, tпo вuiDна зadачtt не мас lсoОнoеo tшану.
Сnpавdi, на nidсtпавi mеopе.|lu 2, $ I, poзdlt 9, поан, щo
вidnoв idас зн а йdеtl oму бaзuсу, o ntnuм otьнu Й. Оoс Lcьк u еле
Ь|енп ( m+2' 0), як.uй с кЬефiцiснmoм пpu M у значеннi
лiнiuнoi функцiI, 6Llьuluй вid ну,lя. пo do onпuмanьIl(,?o tuа!!у
вхoОяmь dеякi ulmуlнi невiОoм, х n * . > 0. IIa пiDсmавi mеopе'|lu
5 це oзначас. ulo вuхidна зadoча не ila€ жodнozo nланv.
Як цo н аО ну.о ьoeu'lu еJ|е|1 qсnnмu ( п + 1 ). е о pяth: а с dЪdаmн i
еле-ценmu ( m + | ) to pяЙtо, mo пpu насmуnнiй imеpаt1ii в
6азuс ввodumься век|''op' якuЙ вiОnoвiОаe нaйбLlьшoму ОoОаm-
||o'||'' aеЛенmу ( tn + | )-zо pяdка, poзl+tiцаtoму ноd нульoвuмtt
еlемeнmaЦu ( m + 2 )-eo pяikа Qi anеpацii эdiйснхlюmь dotпu'
noKu не З(Ццluumbся бi'lшlе dodаmнuх еlеllanmiв ( m + | ) zo
pяОка, poзмiщеttuх нad нульoвu,|u eaеJ'lенm&\|u ( m+2 ) zo
pяЙа' Ilictя цьo?o,.,нoву aнaпiзуюmь е/lеtr|енmu ( m+2)-ao
p яdк a.
l I, Як щo елLч еtl tf|, p o zuiщенuЙ у ( m + 2 ) - ltу p яЙу Й нульoвo
му сmовпцi, dopiвнloс ну.||ю, пo dicmoне.llo nлан, utmуlнi
кoяnoнеIrmu якoеo dopioнююmь нул|o. Оm'це, цеЙ wtан буdе
mаKoж i п'laнoм вuхidнoi :lodачi (вupodженuм, ooсЙькu склa-
dасmьcя менut нiх э m dоЙtmнiх кoмnoнolmiв). .[IooliО-хуванuЙ nоан 6уОе olimLlмa|ы|tlм, якщo сеpеd е-,tе,+lенmiв
( n+ | )-еa pяdtса, poзuiщенuх наО 

'!ульoвul|u 
еAеuа1m&p.u

( m + 2 ) ?o pяdкa, нeчос: dodаmнuх Якщo с dodtlmнi елi:lченmu
( m+ |)-eo pяdка. pczviщенi наО ну!|ьoвu.цu eте'|a!ma,чu
( m+2 ) еo pяОка, mo ввoЭuмo в базцс векmop, я<uЙ вiО
n o в id а с м a к с u м o1 ь l] o'| у dtl d а mн oм у е|t е,+1 е}| tn у.
'|}азнаноti пеpе||1вopФ1'rя вефпo Й luенulення лiнiйнoi фуtкцii
зоdаui' пpu ць<t.uу шmуннi невidoмi, якi ще с в плaнi, do
plвll|о1о|т|ь 

'|у.4ю.П еp е mв оp енн я вuкottувlz:nu-че.чо domu, noк u сеp еd anеLtl olmiв
( m+ L ) еo pяdкa, poaцiщенuх ноd нульoвuнu еnемo|?nа,.fu|u
( m+2 ) zo pяdtса' ,rе 3&|luшumься dоdаmнuх, щo вiОnoвi'
d а mu.ч е dо ся z н еtt н ю o n r' ц:ц a| ы1 o ? o,L1 {1 н у.
Якщo вuхidна зaОачo мiс.nuпь хLвы<o oduнuчнtlх ва<mopiв, mo
il неoбхtЙo вк,,lк,чumu в шmуннuй базuс, щo скo},omumb
х irьхlсrль i m еp o ц i Й, н еo6 хi сlt u х d'tя зн rtхodж ен н я o n muм ал b

нoto poзв'язку-

О
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II pлкraл. Зaдaнo сrrстrму ;riнiйlrиx piвlrяrrь

i ,, " 2х,+3х' = 15,
t+
1 u'* х?+)rl =20,

[ *'*2х^+ х,+х1 =I0

i :r,iнi.йtту {lуиxцшо

z=_х|-zх?-3л,*хn'

ЗнaitrN llевii,смняll рoЗЕ.я3ок'j> 0 (.l- l, 2, 3' 4 ) сgст€:'rg piвtrяяь' якнй
п€peтBoрrot лЦйну функuiю z у мiнLчум,Po 3 в'яз a н }I я Зaпишrемо.po3rшriреЕyзaлa.rу. oскiлькявихlurа
за,тaчa I!{а€ tз,Utнtгrrtнfi вeктоp Pn, то слLl ввести lr+п,х.t{ .aвi шл1.лri llевiдoмl
х. i хu ('rва rшт}^пti веtсmprt 4 4} onке, pозшtp€tlа заjlaчa мaс вцгл8;l

{i х'+2х,+3х,+ хs =l-s,
j2х,+ х,+5х,+ -тo=]s,

i х 
'+ 

2х2+ ,] +.,r4 = l0;

1=-хl- ъ2- 3х,+ro + |vfх,+ Мх6,

. Ск-тeдсхo пеpluу сиuпIeксrtу тaб,шlшхl jL:и poЗllJкрeнoi задaчi (тaб;l. 9'6)'
UI{-\t^!{F.н ll.'Iа.}lo}t с ,l'=(х', х6,х4'} =( l5.20. l0). вil1тloвiдlтим значellrlя]t(-urttйнoi 

функшii е Ъ = lо +35 М, кo)оte zi збiгaетъся iз ска.ltярtrнv лoб1тrом
r с, н:ulрl{lс'Ia[, z|- сl= М + 2ЬI+ I -( _ l ) = 2+ 3M'

Tа6.luця 9,6

oскiъхл мaхс}lмit.|tъttt{f, elтемсЕг (и+2).гo pяДка дopiвtooс 8 i вiд-
повilaс вeктopy 4,*'нoвяfi бaзнс ввoдитпмеIrro uefi вeкrоp; mиa.=l i, х..
вцдповiтае вектDpy { , тoмv з бatясу вl(вoдtfться вeкгop л]' 

l ^ i!

I
I

Бшс dq-су I
ф

a 7 I I у
'I

а J
Р2 а .t a5 fi

I Fs М l5 I 2 5 0 I 0

2 4 м z0 2 I Е 0 G I

3 4 I IO I 2 I I 0 0

Dt+l
zj- cl

l0 2 1 1 0 0 0

m+2 з5 3 з t 0 0 0

l/J



Bшкoпaвrши Eдд eлeме}Iтa]Чн пepшroi сцltllлексвoi тaблrцi кpoк llеpeтвo-
pень Гayссa*-Хopяatra' дiсгaлeнo ДI}уту сиilIIJIeксIrу таб;rшцю (тaбл. 9.7).

L\oвпепд, шro вi.шtoвЦa€ uггrotоl{y векmpy d , uu*p".,"кrсмo i з пo-
дaJIьIrпtХ oбчислeкь вl{Lttlоча€мo,

jlр}тнм oпopним пл.rrtoм. nn"' 7.=(х5,,g3, 'al, ?,=(з,4,6) з вiл-
повi.itним йому зrrarеннmr лiнi.f;яoi фlнtoщ. z,o= _ 6 + ЗM.

Bвоluджo в бaзgс в.кrоp л] i вик.lпoчaсмо вeкmp P-. (тдбл. 9.8).

Тpетifi oпoprrrrй плаrr pозширеноi зaдaчi Р,

с oпop}It{м пJlaнoj|{ l Dtхl.ц}tor 3aдaчl, z,,o=-}. вь, uu .

Tа6лuцл 9.7

Бrлс dо.'."y в I -2 , I ,I
fr FT i f, Е

{
Pз TT з I

5

iтl
3l

0 0 I

a Jъ -з 1 2
з

I
5

I 0 0

3 /, I б t
5

I
5

0 I 0

п+l
zj- cj

-5 ?.
5

l6
5

0 0 0

m+2 3 I
J

1

з
0 0 0

Ta6лццл 9,8

Ьrrс dо.-"у A I -2 -t I

f Й i t
tL в -2 l5

7
I
7

I 0 0

2 в -3 25
7

3

т
0 I 0

,l
Pц I r5

1
Г6t-
II

0 0 I

m+l

2j. с j

90
7

б-

7
0 0 0

,n+ r 0 0 0 0 0
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6
oскi].Iъкп Zl- сt=i > 0. BrrкorraвIдI{ l(poк пepетворeнь Гayсса*-XорДaна з

poзв.я3yвrr,,Iьпtr!{ елeмeнтo" !, oi.,*.}ro чeтвepтy сIrм[Jleксrry тaблsцю

(тa6л' 9.9).

Tа6'luця 9,9

((
oскiльlq всi piзнrrцi ZJ-с jнreIloIIaTI|l, Тo oпoptшй IL.raн х,=i,'7=i'

' э = i, 'ц= 
0 oптпnсaп,нrfr, toму вl,Trовiдa€ мiпiчe,ъflе знaчеIlня лfirifiнor

футtкuiiz-ь*- 15.

$ 4. 3aдaчi з мiшaн}rми oб}rежr}Iняftlll

Hеxafi 3а.цaно сисTeI{v- oбме>кень

4 ltX t+ сl nх2+ ... + а |nх пs b| )

azlX l+ anXz+ ... + сl2|,х ns b2,

4ttXt+аk?х?+... + аknхn<bk, (9.2ь1

4(r*,.',lхl +d](&+l),2 Xz* "'. * o,,*!),nХn =6t*l'

a.IXt+ а п2х1+ ... + а-nх,= b.i
x,,>0 (i=L,2,..., n)

i лij{ift{y фylrкiiю
z=cLхt+с2х2+.,. +cnхп {9.21)

Трбa зI{attПr pо3в'язoк сl{стr}.{и oбмeх<rнь (9.26)' ЯюЙ
пеpетвopюr ЛilriЙЕy фyIflсIiю (9'27) y Мij{i}fyt'{ aбo мaкси\,ry}(.

I Бr:rс 3oerrо fi -2 -! I

Й F2 Й A
I --fh -2 I

2
0 I 0 I

6

2 -).t -3 ;a
0 0 I 3

6

3 a -l s

1
I 0 0 I

6

п+l 2l- сJ -15 0 0 0 -t

t7s



Cистемa oбмexerъ (9.25, сЮIаДaсться з k нepiзltoствй
(lsk<m)iи-k pЬняrъ.

3aлauy 3 тa}о{ми oбмexекнnд,r }IaзиBaIoTЬ зцдavею з мi-
шIaниe{и oбмеxенrrшlи. У зага.lьI{ot{y Bl{IЕlдкy in вихiдrиfi
oпоptпай IIЛaн скЛaдa€тЬся 3 .цодaтI(овlD( Тa rш]'упIюс tle-
вiдotvtlоt ( ве кгоpiв).

Hехай сисTемa обме>кень (9'26) мaс / piвнянь i не мaс
oдlдtи.tнoi мarpицi. To.цi, щoб склiiсти вlоtiдtld опоpтtиЙ
ruиII, ii моxнa пеpеTBopиTи тaк, Iцoб необxiдto бyло вкlпо-
чити нe бi.ltьtш нix / urггпrю< нrвiДolvпоt. Clrpaвдi, якцo всi &
неpiвнoсrеЙ, якi вхo.ц,ятъ y систeмy oбмеxень (9.26)' мaIoIъ
BI{гЛяд a itX t+ а 12х2+ ... + d inX ^< 

b,, b,) 0, тo }iaBедeнr тBrp-
.IDi(eн}UI oчеBttд}te' oскi.lьки кoхGIa такa неpiвнiстъ пiс.пя ввe-
деIr}Iя .цoпoмi:iоtoi нeвi.ц'смlloi нeвiдoмoi звo,шrrгься дtl piв-
}l,'{нкя aitXt+сIi2х2+'.. + ainXn*Хn*i =b,, х,*,20, i таким
нe вiдoшлr,t вiдпoвiдarcrгь оДиrrrr.шi Bектopи.

FIехaй тefirp /с неpiвнoс.tеЙ систerдr oбмехсeшь [.{aIоTЬ Bи-
гляiI

a,lХt+ai2х2+... + dinX,>b', Dj>0.

Зa Дoпoмоrою ,t невiд,eмяюt невiдol'шос Хn*i)0 зведемо цi
неpiвнoстi до рiвняrrня

Q ilXt+ а i2х2+ ..' + a inXn_ Xn',= b,. (9.28)

Цnм нeвiдo}v{им y piвrrяннлс вi.шtовiдarcrгь /с вiд'смнtо<
o.ци}Iич1IIo( вeююpiв. Illoб мaти t дoдатrпп oJIиI{I{lI}lих век-
Topiв, Bl{кoнarмo тaкi пеpeтвopeн}Ut.

Рoзгrrяrreмo Деякr i-тв piвнrнrrя сисTвllfи oбмежень з вiль-
tIим tUIенoМ D,>0 1i = k+|, k*2,.'., и). Ko>rсry неpiвнiсrъ
Iloд,iлимo нa .цoвi.lьнe .цoдaпIr Число тaк, щоб вLтrьrпrй ч;teн
стaI} мerпIIим за вiльrп,й нлеtt D, вибpaнoro piвшяrшя. Пoтiм
Bвr/г{rнням допoмbrcrюс невiц'еrдшос нeвiдoмrп звeдемо цi
неpЬнoсгi дo piвнянь вltдy (9'28). Biщ.rшuпr пoЧJIе}Iнo кoхнe
з нlоt вiд i-гo piвняrшя, дiсTaнемo piзняrrrrя, B якlD( допомi:*oli
невЦoмi хл- i tиа.п&{yгЬ 3H3К q+D.

Яюrto систrма обмeжеrь склaдaсTься лIflшr з нepiзнoстеЙ

o,tX|+ а i2х2+... + ainХu>- b,, b,2 0, (i =|,2,'..' Й),

тo fl мo:lсtа зBeсTи дo зaдаиi, систrмa oбмех<rнь якoi вк.lпочaс
rа _ l .цoпoмiхсry нeвiдoмy, a Taкох oДl{y шrт}ппry невiдомy,
mбm систeмa oбмех<eнь задaчi маTиме ollин}tчtlиЙ бaзис iз
rn - 1 дoпомiяшоrю BeкTopа i оДнoго urгrl}Ioгo в€кTоpa.
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fi.lя rцяlгo кoхGтy з нepiвнoстей зaдaнoi систвми oбмexеrп,
sвеДr}I}I,Iм нeвi.ц'смнrry .цo]Io}{bюiю( нeвiдot'лоt х n* i( i = |, 2,

..., m) зBrдемo llo piз}U&Iь

a l|X t+ a i2х2+ ... + 4 inX,_ хo.i= b,,

l,*i) 0, 1 i= 1,2, ..., m).

Bitt piвняння, BiJьнlfll чле}I якoгo дopiвнIoс mil( bi, вЦ-
l si<й

I{iмеMo Bсi irflIli piзншrня. .Цiстaнемо сисTЕмy oбмеxеrrь' жа
Мaе m _ l oдтlшr.шlй допомixолrй BеrсIDp. Щoб yгвoprги
бaзис iз и вeкгopiз, введемo в piвнлtня, вi;ьrпrй чЛе}I якot\)
дopЬнЮr max а', цrгrпry нrвi.цolv{y'

Istsа
Пpвк;rал. 3нaйти мiнiншьнe зI{aчeЕltя лiнifiнoi фщqii z*2х,+3х2+

+ ! r, пРн o6мехеltкяo<

2х,+х,+3х326,
2x, + 4х, + 3х. > 16,

3х. + 4х' + 2х 

'> 
|2,

х,z0 1i= l'2'3).

Р o з в' Я 3 a || н я' 3вeдeмo сшстему нepЬнoствfi' зaстoс}ъaвlrrп дo.
пorrtrюli нeвiд.смнi нeвЙoнi .f,.' x 5. х5, дo сttстеt|ll PrвняIrь:

2х, +х,+3x,-х.=б,
2х, + 4х.,+ 3х, - хs = 16,

3х,+4х,nЪз.хв=|2

oскi,тькп пвх D, = 16, m, вlщrшши пoчлe}Iнo вiл,lpрогo рlвItя}I}tя пеpure
1(r<l

l т?rтЕ, ,Tiстaнeмo спстему pЬняllь

3'z +х4-x5 =10'
-хl +'] -х5+х5=4,
2х,+4х,+3х., _х5 = 16

B остaннс piвrrпrня вв€дeмо lllт.vloгу нeвщoхy х,7 ( х. > 0 ). B pезy,ътатi
Yaпnteмo poзurиperlу 3a.цaчy: зtlafrги мiнiма,ънe 3нaчeEIUI лiяi.frнoi ф}шоii
2 = 2 х t + 3 х, + i х' + Mх, (дoпoмi;оrим нggiдoмпм х1, x,, хo тyг вi,тroвiдaють

н!;'IЬoDi кoeфiцiсlггr) пpш oбмеxertняx

3'z +х4-х5 =l0'
*хl +I3 -хs+х5 =4'
Й,+4х,+3х., _х5 +х7=16,

х,>0 r,j = |'2' ...'^| \.

l't'l



У вeкrоpxi.fi формi снствмa oбмeхerъ набпpас впглядy

?,',*4 *,*4,,* i,', *4', * i, *u*i,', =Й
Bкxi,цпrм бвзисoм с oДдrrцчti вeктopц 4,4'r, ПpвpiвняIшп вiльru

невiдoмi до }Iуля' дiстaнемo вxxiдrнй oпоpнпfi n,.'' fr ( 0, 0, 0, l0,0, 4, 16 ),
жoмy вi:пIoвЙас знaчeкrrя лiяi.fiнoi футпшii Z poзrшuрнoi з^Дa,1| 4= |6М.
orггшlaлъrrвfi ЕлaIl вихiJp{ol зaдaчi uг}хатт:vемo зa дoпol|oгoю сямплeксшoго
мeтD.ry (тaбл. 9'l0)'

Tа6лuця 9,I0

1 Бrпс dо.'n"' Ё 2 l 5
t 0 0 0 Ц

i Й Ft n Ё * 11

I Й 0 l0 0 Е 0 I -l 0 0

2 ft 0 I -l 0 I 0 -l I 0

з r, u l6 2 1 3 0 -l 0 I

лr+ l
zj-c!

0 -2 -з 5-1 0 0 0 0

m+2 l6 2 4 3 0 -l 0 0

I Й l l0
l 0 I 0 I

э
I-5 0 0

2 F6 0 4 -l 0 I 0 -t I 0

з 7, у !
3 2 0 E I-t !

3 0 I

п+l
zj-cl

l0 -2 0
5

2 I -l 0 0

m+2 !
3

7 0 з
4-t Ij 0 0

I F, 3
l0
Т 0 I 0 I

3
I-1 0

2 Й 0
n
Т 5-5 0 0 !

9
l0-т I

3 в !
2

!
9

2l 0 I
1
9

-l
9 0

п+l
zj-сl

ll0
9

I
3 0 0

2-ts l3-jп 0

п+2 0 0 0 0 0 0 0
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Cтовпець, Що вilТ,l9rrцд6 utтflrroмy вeктopовi 1, {unuuo.no'y з бa3Есу),
нe oбrпlс,тоемо i з пoда,тьllПlх о6чцслеrть вIIхЛIочa€мо' Пpoaнaлiзрaвrши
зaвepшa,тьrtу чaстиI(y тaбл. 9.l0, здoбyry нa дpyгoму кpoцi ltepeтвop€rrь
Гayсса-Хоpдaна, пoбaткмо, Щo rш}чниx вехтoplв "ryъ i всi eлeмerгпr
( и+ l )_ro pя/]хa rlедoдaтнi. Це oзпaчaс, ш{o бaз!с P,, P,, P',orlтaмaъний.

Йому вi.шoвrлaс otlтtlмL.tь}Iшй п-raн o". =[o,T,€..', o,f 
} 

*" шepетBo.

pюс лiнrfiн1' ф1rlкuilо z у мi.rriмрr: :-io=ff r,o,"ooвi нeвiдoмi

х 4' х 5, х 5вхо,цятъ y лiнiflнy фlтдсцno z 3 }lуJIьoBIlмl{ хoефrщсrrгами).

$ 5. ГеoмeTpичнa iнтеpпpетацiя симпЛекс}Ioгo
Il{gToду

Навeдемо сIтроlце}гy Гeoметpl{lПтy irпеpпртацilо с}i]\fiUleк..
сtloгo мgТo.Цy' якa BиIIЛиBil€ 3 гeoмеTpиllноt цIТepпpеTaцrr
3аДач лiнif{нoгo tIpolpail{yBa}I}Iя.

Hеxaй систeма oбN{е-
жeнь (8.l) задaui Лill1Й-
нoгo пpoгparvfyBаtll!я Bи.
знaчi!€ м}IоIoгpa}rrик pоз.
в'язKЬ i( фис. 9.l). Двi
BеpllIиIIи м}Ioго Гpанникa
рo3B'я3кiз lliшиBaroТЬ сy-
сiднi]vfl,r' яKЩo Bо}II{ ле-
xаTь нa oД}lo]\,{y pебpi
\f}Ioгoгpа}Iн}rкa.

.{oвeдeнo, щo Пеpe-
TBopеtI}Iям' BикoнaниМ
симIUIексI{им r.{еT0.цoм'
вiдповiдшсrгь пермiщен-
ня Bi.ц o.IЦIi€i lсyговоi тоu-
lо{ lv{lloгoгpaнника Дo fr

i (с, 
' c21

?tt"

d'

4,\ 1,Ьъ
At

сyсlдflъоl.
Пpиггyсп,шo, lцo .{ е кyгoвоIo Toчкoю м}Ioгolqrг}rика к,

якa вiдпoBiдaс вюс,iдномy оПopнoly rL1arry. Чeрз Iцo тoЧкy
пpoвrДeнo rrpямy сlхl+ ЧXz,=z(X4),.це сlх t+hхz=Z€ Лi-
нirlтtotо фyнкцiсю 3адaчi' 

-.)
Пермirцaтимrмo пpmdy C1 X 1 * Q Xz - z ( ц) п,lpалелЬIlo

самiй собi в нaпря,vi' пpoTилe)IсIoll{y BекTоpy N( с,, с, ), тoбтo
в нaпpямi спa.цallllя дiнiйноi фyrгlсtii z. Пpи настyпнiй
iтеpauii lipяшt ctхL+ CzXz=сollst пpoхо.цI{Iиме u,р, -'.y ,{,

".4,:;;C
Pпс. 9'l
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z ( Xз) < z ( х.;. Blraслiлoк /шoх нaffyгЕ{ю( iтtpашiй rтpяva IlрО-

}"lдe чеp€з Toчкy d, чим бy:Iе визнаuенo otIтимitлЬ}II{Й плill{.
3aгaльtrа кi.lькiсть iтеpацй, rIеoбхiДrrп ДJUI .цoс!{Гtiеlltlя

oIТгимaJIьного luиrry' заJIеxt{ть вiд того, який oпорний плart

83ято як вихiдцпrЙ. Яюцo цеЙ п-цaн вiдтпoвiдас тnчщ &, 1ю /Ulя
jloс'IгHешlя oIITимaльнoгo poзB'язкy зaдaui щебa Bикofla.п,l
тiльtсl олнy iтеpauiю.

Як ба'rимo, IIpи Bикoнaннi irтэpaЦiй за симллексним n{еTо.
Дoм ДoсЛiдxyloTъся не всi кytювi 1Юrки' a ЛишIе тi, Щo ле)ldатЬ
нa oДIroщ pебpi шrolЮГpall}Iика pозв'язкiв з пoпeprдIIIоЮ

'ryгoltоs 
.гoчкоIo. Тaк, y пеplllo il{y IlиIIа:\КyJIpоrгЛценo кyгoву

тoЧ}ry X,, a B дpyгo}"fy * кyгoвi т0ЧкI{ х,, х, I{е поясtrюсться
вибopoм poзв'язyвальнoгo елeмeнTa 3а IIравl{Лом (9.7), яке е
oс tIoB}Io ю с кJIa.цoBoIO с и}{IUIексIIo гo метo.цy.

-t

l-;;'ЫllIц
l- ---ilЦ

Poзl' яз атн ски rLtIехс!{пм методоil{ 3 aдaчi л iнiй нorc п poгр&t{ув aн ня.

l. }liнiмiзувати лiнif,ку функцiю

Z=XLfх2+х]

пpя oбмeхeннж

хl -х4 -2хu=5'
х2 +k+-3х' +х,=3'

х,+2хn*5x,+6xu=J,
хj>0 (/=1.2'3'4.5'6)

2. Мittiмiзувaти Лlнl*hT функцiю

z=хL-х]+хl+х4+.тs-х6

пpи обмeхerrня:<

хl *х4 +6х,=p,
3х'+ х'-4х' +ъ6=2,
хl +2х'+ х5 +zх6=6,

х,>0 1i= l'2'3,{,5.6).

3. }!iнiмilувaги .riнiйку фунхuiю

z=_х|+3х,+2х'
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4.

пpll ooмexенlurх

х| +х2+2х]>-5,
Ъ,-3х, +х,<3,
Ъ,- 5х, + 6х, < 5'

xj:0 (l=1,2,3).

Мaксимiзyвaти .1iнiiittу фуttкфю

Z=х|t5х,+4х'-бх1

пpш oбмe:кerлrп

lx,+3х, -4'з- 5х.< l,
5х'-6х, +х, -хnS3,
4х, +x,-Ъl+3хn<2,
хi >0 (l= 1'2'з'4).

5. NIiнiмiзyвати лiпiiну функltilo

Z=7хI+х2-хз-х|

пpя oбмe:кeкнrп<

it_,l +2.х'- х,=2,
2х'+х2-3х,+х.=6,

'rl+х2 +х1+хn=7'
хjz0 ('j= l'2'3'4)

б. Maксиviзувaти лlнiйну функuiю

z=5х1+bz*хз

пpи oбмеxeнпшr

2х, +х, +х]s5,
3х'+2x, +хJ=6,
5х,+3х,+4х32l,
х j>0 ( j.l' 2' 3 ).

7. Мвкеимiзувати лiнiffну функuiю

z=х4-х5
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E.

пpи oбме]кеIIIIю(

(^
| '*,-х3_х4+х')0,
l-k' *Ъз-х1 +х5.-0,

| х'-2х, -xo+.т,z0,
l ', +х2+rз=l,
l ,,> 0' (j = |'2' з' 4. 5 )'

Мaxсихiзувaти ..l|н|fi ну функuiю

z = х | -,(2 +х3 - 3;r. + х' - x6 _ 3x7

пpи обмexettню<

3,з +х5+х6 =6,

= 10,х,+2х,-х.,
-rl

х3
+х6 =0'
+-t5+х?=6,

х j>o ( j = I'7, ,..,.7 )

Мiнiмiзувати ;l iнiйну.* фyнкuiю

z=х\-2х2+3х'

пpи oбмeхeпttю<

-Ъt +х2+3х'=2,
Ъ,+lх,+4х,=l,

хj>0 (j= |,2'3 
'\.

l0. Мaксимiзyвaтп лiнiяrту функuiю

z=х,+2хn+3х..-x,

9.

пptt oбмe:кerоrях

[ ,,*2:r,+3х, =15,
j 2x, +х,+5х, =20'

l ''*Ъ2 +х,+x1 =l0,
[.rr]0 (i=1,2,3,a)
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Poзdiл ]0

ДBO1сTIсTЬ У ЛIнIЙHoIvrУ IIPOГPAI},IyBAIIнI

$ l. Пoняття пpo двoiстiсть

З ко:lшoro зirдaчeю лiнiйнoго прогpa}ryва}IIUI мoхшa IIo-
ед}IaTи дrflry iнury зaдачy лiнif,нoгo цpoгpailryBaння' яI(y на-
зив:lютъ двоiстoю aбo спpякеною. Пеpвiсiry зaдaЧy IIа3иBilють
вlосiднoю.

3B,язoк мbк вюriднoю та дBоiстоlo зallaчaми B т0Мy, щo
кoефittiеlrш с, лiнiltнoi фyнкiii цiлi вl,пiднoi зaДaкi е вirьнlадr
чЛенaми систrMи oбмеkeнь двоicrюi зaдati, вi.rьнi ЧJrcl'el bi
системи oбме)кеrъ вюtiдtoi задaчi с кoeфiцiегrгaми фyнюrii
цiлi.двoicгоi зя+avi, a мa1pиI{я коефiuiентiз систеlоr oбмеxепъ
двoiстоi зaдaчi € тpaнспoноBа}loю мaтpиIlrю коeфiцieшгiз
сиcTЕми oбмeх<еrrь вюriдroi задaчi.

Poзв'язок двoiстoi зaдачi мo)кна знaltги з pозв'язкy пep-
вiснoi задaчi i нaвпaки.

fiвоiстi зa,цaчi вiдфaють B€лI{Iry poлЬ в eконoмi.пroмy
aна;riзi рзy.lьтатiв pозpax/rrкiз. Пoясrrимо це нa rrpт,жsraдt
вI{кopистa}Iня peсyрiв'

П_i'rrпpиeмство, щo \lae m Bидj.в pесyрiз y кiлькoстi D'

oдIпrиlъ ( i = l,2,...,П ), виpoбляe n видiз пpoДylo{ii. ДJIя
виpoбницгвa oднiеi o.циницi прo.цyкцii вI{тpaчarтъся 4,/
oдиI{i'rць iгo щсyщy, ващiстъ oДДI}щi пpодytotii стaнoBитЬ
с.. Трба склaсTи IIJин вI{Iтyскy пpоДylqii, яlО{I1забезпечш би
\{aкс I{мaлЬний пpибyгoк.

Пoзнaшшlo Чrpe3 xj (j = I,2' ..', fl ) кi.тькiсть oдшrшр i.i
пpодyкцii. Tол,i вlоti.шry задalry фpмylпorcrгь тaк.

3 нaltги нe вiд, еlлп,tй poзB'язок систr ми oбмеxень
r
| а ..хt1 a tэXz*',' + а,nхnS b,,

| аz,х t* alzXz* ,.. + а,nхnЗ b,,
(

l"
I o','t* a,2Xl*'.' + а^nхn{ b',
[ х, (/ = |,2, ..., f,)'

юс,tй пертBopю€ лittiftty фyнкцiю
Z=C'Х,+c2х2+,.' +cпхп

\. \{aкси]!fyl!{.
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.. !}dнимo pес1pси' необхtшi .цJI'I BитqTqвJISI{IUI пpодylс1ii.Ja с'Ilи}lиltlo. вapтorгi...щsypсiв вiзьмeмo o.ЩшI{IlЮ вapтoстi
BигoтoвЛr}lоi пpoдyкцiТ. Пoзнaчиvo чеpез Уi= ( i = I,2.'...,, )
ва;гiсть o.цинlтцi Ёrо рсypсy Тод ваpтiсть yсiх вlтгpauеrпоr
рс)рсiв, пto Й'4vгь }Ia витотoBIIerпrя oдцпй 7.-i фryюдii,
дoрlBнIоBaI.имe aliУt+а,iУ,+.'' + o^jУ^ (j=1'2, ''.,И)'
tsаpгiс.rъ вI.rГpaЧенIlх pесyрсiв нe Мo)Kе бyги менrшolo 3a ваp-
тlстъ кшIцеBo1Ю llpo.цyкry, l)llfy викo}Iyетъся неpiвнiсть

а t1У1+ а,lУ,+... + a.jУ,>*c' (j = 1,2,.'', n)'

Baщiсть yсix peсypсiв, 
-щo с B }IaяBнoстi, дopiв}IюBат}lмеblУt+ bzУz+ ,', + b,y'. oDке, Двoiсту зaдaФ мoiшa сфpr"ry-

люBаTи тaк. 3нaй'ги невi.ц'сltдтий poзв,язoк сисTrмI,t oбмexеlrъ

a пУt* 4ztУz+ ... + a 
^1У ^2 

Cp

о nу |+ аzzУz + ... + a 
^2! '2 C2,

а t,У 1* ОznУz+ ... + d 
^nУ,2 

C,,

Уi>0 (j=|,2,',.'Й),

яrоrй пеperтоplo€ B Mil{i},fy'\{ лiнiЙнy фyнК{ilo
T= b,У,+ bzуz+... + b.у.'

Pозглsпryгi вюriднy тa .шoiсTy зaДaчi мoхGIa irггеpпртрaти
eконoмiчнo так.

Ймidtа за,Оачa' Cкirьки i якoi пpоryrщii х' (i = |,2, ..., n)
трбa виpобши, щоб при зaДa}fl,D( BilГtoст'rх C., ( j = I,2, ..., n)
oдиницi lrpoлylс1ii i pозмipax нaJ{в}f}D( щёyщiв D, ( i = 1,
2,..., Й ) максиЙзрати пpибyгоK пi.щIриrмсTBa.

,\вoicmа за0oца. Якoю Пови}Iнa бyпr цirra o.шfttlfl{i кoxнollэ
з peсypсiв, ш1об пpи зaдa}IID( кi.lькogrлt щсyрiв b, тa re'-
личинах BapToстi oДI{ницi пpолyсrii с, мiнiмiзyвати 3агiulь}ry
вaщiсть вrгpaт?

3мiннi y, назиDaIоTЬ oцittкамu aбo oблiкoвu.l|4u неявн|lJ|,|u
цiнамu.

$ 2. Hесиметpичtli двoiстi за,Цaчi

BuхiЙш заdача. Bизнawrш Beктор-сТoBп.,ь ?= (х,,X2, '',,
хn ), lцo мiнilvliзyе лiнiйнy фyrшщi]o
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z =?l
за ylv{oB

дl=l,
J-.)Xz0

Пeщдбavаeться, щo числo pяшкiз мaтpицi l менrше вiд
rIисла ш сruвгпliв. (Bюiiдtoю BЗятo зaцачy мiнiиiзацii, a мo]iс{a
буто б BзяTи й зaдauy мaксимiзaцii') J

,\вoicпa заdача, Bизнa.птtи BrкTop-pядoк w = ( w,,',|2, ...,

Ч ), щo пеpeТвoрЮс B мaкси]!fyi{ лiнirhry фyнкцilо

(10.1)

(10.2)

3a yvroв

--) --)g=W B

--)
|4/А< C.

(10.3)

(10.4)

Удвоiстiй заJ{ачi змirrrri w; МoxyТЬ бyги й вiд'емruгми. IJ oбoх_)-+
]адaчax ( _ Gv C2' ..., Cn) _BеIсrop-pяJIoк, B= (b', b2, '.., b,) _
Bектоp-стoвflrцЬ, А=(а,,) _ Мaтрчg кoефiцiснТiв пopядсy

m х n. Пot,fiIо)io{BlIII{ BекТоp-рядоK |4l нa мтrpwtJо ,{, дiста-
немo систвмy (lO.a) в poзгoplIyгомy виглядi

r
| а 

''w '+ 
а2||| 2 + .'. + а,,w .S c,,

t'.

1 
o',n t* azzw z*,.. + a ^,w.S с,,

i....
| а',wt* a2nWz*'.. + сlпnwn<сп.

Матpиtц кoефiшiсrшiз liiеi сисТ€,lrи збllaст,rк,я з Ат.
Д.ш вiосiдпоi та .цвoiстоi зa,lач спpaBiDКyсTЬся TaКa Tеopемa'

Teoремa двoiстoс.гi
Яtоцо з двoх задaч (вюiiдloi тa.цвоiстoi) oдна

Ма€ oIТгимiUIьниfi rшlaн, тo fi лpyгa мас pозB'язoK,
I]рI{tIoIvfy оrrшrма.lьнi 3нaчeнrш лitiiiнlоt фрrкliiй
зaдav piвнi' TобTlэ

mil}z=mах8.

Якrцo лilti}ша фy'псriя oднiеi iз задач ttеоб-
мrх(е}Ia (д.пя вихiднoi _ знизy, a DLЯ двсliстоi -_
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.[ o в е .ц е }I ll я. Hexай вюiiдна зaдaчa мaе orrпдraпьrшrй
гurан, пoбyДoвarrий за сиil{IIлrксним }{rтoдoм. Hе IIopиIryIoчи
зaгaль}Ioстi, пpитryсп.пиo.-iцo orгпn.la;гьrпй IшaII скJIaдaетъся

3 пrpшII!( и векгоpiв Pp P2,,..,P,, кoмIIoнr}ITIt яlоD( yгBopю-
шгь мaтpшlю М

Kirщeвa симIlлеKсlIa таб.шrrш мar тaюdi BигJL&I (табл" l0.l).
Ця тaбrпдrя мiстtrгь poзклaJЦ{ вeкгоpiв вlосiднoi системи-+J --) - -+ - --+--+ +

F,, P2,.'., P^, P^.|, Pn.2, ..,. P^зДDuсopavибазисy PL, P7, ..., P^,
-э --)

тoбто кox}Io}fy вeКropy 4 вlrпoвiдaс такrdi BеIсrop Хu Щo

-+
P,= M X.,( j = 1, 2,..., п).

.Ц;tя oггпrмaльнoгю IIлa}Iy дiста нe мо :

.-)-э
Po= M Хn,

ДeЦ=(Ц,tz' 's')
Пoзrrа.пд'lo ueрз x= d,. ?'. ..., l.,l^.,, ..., ?"; *'p'тo,

--) __) _) _) )
скJIaдeIгy з кoмIloнeкгiв векropiL х |, Х 2,,,., X., х,' 1, ..., )| n,

тобтo

( t o ... o ,,,,*,, ... r, 
" lт_l 0 l ... 0,,.'.rl ... ;:" 

l
l'

Io o'.,'. , r.,^'.r,'..'. *,1,^)

B иконyються такi с пiлвiдноrшення:

(10.s)

(10.6)

( 10.7)

( 10.8)

( r0.9)

(10. l0)

А=Mk, M |А=li
_-)

B= MXo, M -'B=Ц,,

--) -+
min z = Сu."", Xo i

--) -)Z= Сuu,nх* с<0 ,

J.)-)
.пс С*oo =(C1, C2, ..., С-).* BекТop-pяtoк, Z=( Cь-n Xt'_ Ct,

--)
C*,,., Xz- cz,..., Cо*.., Xn- Cn ) = (:r -,Cь Z2 . сz, ''., zn- C,'j 7
BrкТop' кoмпo}IeЕTи якoгo }Iедoдатнr' oсKrЛьки Boни € pl3-
ниrIями Z1- Ci, щo вiдповЦaюTь olтT]ДvaлЬrlОмy IIJIaI{y.
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оo
\l

Таблuця ]0,l

Бaзис
--)
Po

al с7 с С 

^*1
(

-+
Pl

-+
P1

-)P
_-й
P --r'P 

^.t

-9P

I
--)
P, f, Х,' t 0 0 Х|(^+ t| лriл l 21 -t.

I -)
P2 с.z n2 0 I 0 Jrlr * ,1

X11п+z1 r

tn
-+P -т} 0 I 0 хп(п+tу хп1п t 71

m+l zl- ct zo Zt- ct Zr- cz z -с z .-сЙu | Й+ uп+7 .m+2



F{ехай |i/o = ( n|, уу!' .'., w} ) визrIarIаIоTЬ iз спiзвi.щtо-
^ --)

IIJеH}Iя Y[,u = Сou"n M -'.
Тодi вiдгroвi'цнo дo (10.7) i (l0.10)

_)^ --) -) .-+ _э -) .J э. *)
W'А_ C= С*,',, l|I'А- C= Cu."",-' X- cs0 aбtr W "А< C.

-)^
Taким чи}loм' вrктop W u с lшill{oм двоicгoi задaui, ос-

кiльки зaДoBoльIIяс oбмехeння (l0.4). tsiдповiдшe зIIaчeння
,{яiйtttli фyякцii задaui

-) ^ --) ^-)
8( ll/" ) = Wu B.

Bpaxрaвшпr спiэвiднorшешtя (l0.8) i (10.9)' Дiстaемо
--) ^ -j -+ -) -J
W.'E = Cо"o.y M 'B = 4."* Ц.,=rnlлz. (10. ll)

orт<r, знaчeн.IlJI лiнiйноi фyнкun.двoiстоi 3aдaЧi, щo Biд.
повiДaс lшaнy |У 0 , збшaeться 3 мiirlvа;rьним значeнням лi.
нiйнoi фyнкцii вlоiiдtoi задaчi.

Покaх<еМо, цofu o € oгrг!п,tаль}Iим lllfilнoм двoiстoi задaчi.

Д,slя бУм-л<oгo n-вlт,viprtoгo Bекторa Х' що З:tдoBoлЬ}Iя€

yшioви (l0.2), тa бyль-якoгo rz.ви;vripнoгO B€ктopa W, l\o
заДoBoЛЬII,i€ y]ttoBи ( i0'4). tY{aемo

-) -э .э -э .-)
WАX= |VB=s(W );

fo,цl=d ?= zt? l,

Пopiвнявшrи (l0'12) i (l0'l3)' знaй.цeмo, щo

stfu t, t tl I.

[[я неpiвнiсть викоrryс.П{,Я, NtЯ бyдь-шод< fo i l, Щo €
вiдпoвiдto IUIанail{и двоiстоi i вlоtiдноi зa.цaЧ. 3вИси BI{IUIиBас,
щo Й oгrп'rмальrri значeння лirilttних фyttкцiй (tO.l) i (l0.3)
зв'язанi нepiвнiстю

-+ -+
rихg(W )sni:nz(X).

-)^
IIля тшaлУ w- " у ьшпoвПцтос,гi з (l0.ll) мa€l{o

-) -.) ^-J -э
B(Wo)= W uB=min z(X ). (10 15)

(r0.12)

(10.13)

( 10. 14)
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Тaюсм ЧlшoЧ лiнiltrrа фyнкttiя двоiстoi зa.цачi дoсяIa€
t{аксимytvfy tlpИ щ. Tомy, згiJщо з (l0.l5), МaсI\,{o

Inaх8=minz. (r0. 16)

z\нaлогi.rнo мо'GIa ДoB€сTи, Щo oсKiJЬrf,,r дBoiсTа JадaЧa
МaL pO3B'язoк, То вIotiД.нa зaJIaча Taкo)K мас pозв.язoк i

rrихg=minz.

.Цля дoвeДенrrя дpytюi чaсTини Tropеми IтрI{тryсTимo, Щo
лiнiйнa фyн'сriя вlоtiдtoi зaдaчi не обмexеrla зIIIшy. Toд з
(10.14) BиIUtиBаr, Щo

8(tY)<-*, ( r0. l7)

тобто бyдь- лсомy po зB, язКy системи oбмеxе нь .цвoiстоi задаui
(l0.4) вiдпoвiдaе 3}Iaче}I}tя,щoiстоi лiнifttoТ фyн'щli (l0.3), лсe
Мrнulе aбo дopiвrпос мirгyс нeскbrчetrнoстi. oскiльIсr сп,iв-
IriднoulеIrня (10.17) не мaе змiсry, m poб no Bис}IoBoк' Щo
двoiстa задaчa }Ir ]\{:l€ tьчавiв. Tеopeмy дoвr.ценo.

Якщо МaTриIdя l кoефiцiс}rгir BIDdдIroi зaдачi мiспrь
O,ДI,тII{чIfl/ мaтриIЦo М' ск.'tgeнy EUI Bи3нaЧенoстi з пеplIIID(

rT! oI\|,{|{14I7IID( вeкгоpiв P,' P,, ..., P^, aбo Дoпoвненa оди}II{.I-
нoЮ l,{аTpиI{rю' To y кiнцевiй си]r,fTUIrкснiй таблицi стoвlпli
в иxЦно гo oдIдIи!пroгo бg иgr пегgвopЮIOTI'ся y стовlщi oбеp -

ненoi матpицi Itr.t -(XьXz, .,X^) Тoмy мо>lсta нe вI{знa-
чaTи ск.,Iадoвi W ! опгI.{мaIIьIIoгo IUIа}ly .цloigгoi зaдaui зa

фopьtyлoю |v0=C0 M -L.
-+ ^ J^ _)^ --) --i'^ -э J. -.)

Слpaвлi, wo = Сu M .'=(Co 
Х1, Co Х,,.,,, сo Х)=Ф\,

nn^
\у i. ...' |9 ,- ) . Ja o3нaqeнНя.\l, z i масl!{o:

*J --) 9^ --+ -)^ -)CoX,=z1, Cu X,=22,..'; Сu X^=Z^'

B (m + l).r,тy pядкy кiнцeвоi табшшri кo)ifioМy t вiдпoвiдaс
<lцiнка Zi-- c t

oT)ке, i.мy компоIIентy oIТгI&{аJIьнoгo pозв' язкy шоiстоi
зaДaчi дiсl.аrlемо зi значеrrrrя оцirп<и Z,- С j ( m+ | )-го pядкa
кiнrleвс;j тaблицi, що мiстlпься ПрoTи вiдповiднoгo BекTopa,
який входtrгь y пеpвiсняй одшrrтrrпaй базис, дo.цaB:tн}r,Iм дo
неi знauення с,
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пpяк,тaд. Heхaй вихiднoю 3aцачею е зaдачa, po3г,тUцг}га в $ 2, poзд.9.

Buidнa зaОсча' 3нafiтrl мiяirrуrr :riнrihroi футrкЩl

z=-х4+х5
llpll оoмех(е}tt(ях

Ty.d=(0,0,0,-1, l),

пpк oбмсжertня<

хl +х4 +х5=2,
х, +Ь*+3х'=7'

х'- хl-3х'=|
ti>0 (i=1,2, .5)
J
B = (2,7 ,7 );

I

[roо l l) - [;l sl
l=1010 2 3L l.=l 00 li

l0 0l -r -3 J ll2 -1 I' Ir 3 -3 )
,[{вoiсmа заОач a. Знaйтrr 

; = ;};:;,*

Po з в'яз a нн я. Brrхi.Irrtшfi o.циrrпrсrкft бaзис склa.даетъсязвeкropЬ..,э-J{J{
\' P2, P' У кiнueвrf, таб,шцi irr вr-шoвiдa.roть DектDpп ц, х2, х', ш<i утвopю.
ютъ oбepнену i{атpl{цю / \I l00l

M-t=l -z t o I 7u.,,*=1-l,o,o)
I lol.J

Oптимa,ънцfi плaн лвoiстоi ,^д"'i* 0=(o !,"9, '!) oбчlсJшi{o 3a
1^i

rlюрмy.roю W o =(*,"n M -|.

j^ [ roo)
tru=(- 1,0,0) l-2 l0l=t_1,0,0).

I r0lJ
Як вцщto, l(oмIlottеtrти ollтt{м:UБtloго плaну збiт.arоться З oцiнкaми

( и+ l ).го pя:ка кiнuевoi таб.шrцi, пкi мigгяься в trеpшrolrу, щутoму i
тpетьoriy стoвIIцл(. ГIpш оптuмa,шнoмy плaнi wt = - l, w2= w'= 0 лiнifiна
фlнкцiя 8 Дoсtra€ м:rкспм}т{у:

пrilх8=2 (- l )+7. 0+ 2 0=-2.

.Цля ввхl"тrоi за.Цavl zn,n = _ 2.
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$ 3. Cиметpиvнi двoiстi зaдaчi

Buхidна заdача. Знaffги BекTop 1= 1х,, X2, ...lх, ), Щo мiнi.
мiзyе лiнifдгy фyнюtilо

z = c|х |+ с2х2+ ''. + сnх a

4 ttX t+ a nх2+ ,.' + а,nх,2 b,,

aztXt+ с|22х2+... + а,nхn2b.,,

(10. l8)

3a yr!(oB

(10.19)

a,tX t+ сtЙ2х2+ .'' + a-n х n) b^

I

7t d (to.2o)

,[вotcmа заdача. 3нalfги BеKrDр W=(wу||2,..., w,), Щo
мaкс иltiзyе Лi}Iiffi{y фyн'одilо

8= bt.wr+ brwr+ ... + b.rv.

a tt Wl,+ а 2|w2+ ... + a -|W.S C|,

atz\9t+сI 22tу2+.,. + а^,w.Зc,'

(10.21)

3a yмoв

(r0.22)

a t,Wt* aznWz+ ... + сl ЙnууЙs cп

J

w>0. (10.23)

Tеopемa .шоiстостi, .цoвr,цrнa в s 2 .цJIя ErсI{метpI{чtII,D(
вoiстlос 3aцaч' спpaBDlryстъся lr Ng си},{cIpиlIIIlо< .Цвоiстrос
задaч. II{oб yпевнwrИcя в lEоlv{y, пepeтBopимo системy не-
pвнoств[ ( 10. 19) вюсiдtoi задaчi зa .цolloмoгoю невiд'еr'сtolо
Bектopа Y = ( у ь У 2, ..., у ^ ) У систrмy piвrrянь

| в ,,х t* a tzXz* ... * 4 |nX n_ ! t= bl,

1o,,'t* 
4zzXz* ',, + сl2nхп- Уz= bz, 

(l0.24)
l.'..
I o -,' |* 4,2Xz*,,, * d.nX, _ У 

^ 
= b^,
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aбo y BеKIoptIo-шlтpI+IIIiй фpмi
н?- ti?=l, (10,25)

дe E _ o.ЩДtIичfla МaтpиIIя llopя/ury и. Лiнifrlа фyнк'1iя z
нaбиpae BиглЯ.цy

z=c|х|+c2х2+'.. + cпхn+0'/r+0../z+',. +0.y.=

=d?.d? (i026)

Дa o _ rn.вимipнrd rтyrшовldt в€кmp.
Oт)Kе, еIоiвaлerrпla пеpвiсна зaдaчa мa€ Bигляд:
мiнiмiзyвaти лil{irД{y фyюоtiю

,=t?*t ?
зa yilroB

-) -+ --+
АX+EY=B

I

?. o] ъ 0] 0(J.27)

Двoicry зaдaЧy вiдrюснo гlертворгюi rвpвiсlюi сфoрil{y-
лIо€мo тaK:

знaiГrи мaксrtr\fyм лiнiйнoi фyкrii
g=btwr+brwr+...* b^w^=n' I (to.2s)

зa y]ltoB

d ttW t+ сt2|w 2 + ..' + a.,w,S C р
4lzWl+ сl 72l{,2+... + a-,w^SC2,

4 t, |9 t+ сl2п|у2+ ... + a 
^n|9 ^S 

C n,
_Wl(O, 

пп п n. (10.29)

-Pz(o'

-w,S0,
aбо y векropнo-}{:lтpиЧнiй фopмi

Wt.q|_Еl<(сl0 ). (l0.з0)
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Kоясtа iз систeм неpЬдосте\(10.Ц абoJl0.30) pозклa-

/laсТься на двi сl{стеМи WА<C i - wЕ <0. ogгaння не--) -)
рiвlliсгь piвнoсll,ъна рlовi |4/ > 0.

Тaким чи}lоl!{t досфtя<yвaнi сlтмещшпri двoiстi зa,цaчi пе.
ртвоpенi нa er<вЬалerrгнi несlшlетpи.гri, дЛ'I яlОD( Tropемy
Д.t]olсToсTl Bxе ДoBrдeно.

Розгляrryвшпr лвi сrшещirurri дэoiс'гi зaдad, мo)Iшa вибpaти
3 нlD( oJшy' зр}^Iнrшy.цJIя pо3B.яз:lIIItя.

П pик.lал' Bu хitt a зaОol а. 3наJtтя мiпiмa:тънe 3Еaчс}п1я лiнiйнoi фyttlоlii

z=х|+2х,+3х'

пpн oбмeжеrrнлt
(^
l Дt +tх2 -х'zI'
| -,1 +х2 +4х,z3,
j .т, +х, _Ъз>6,

| Ъ1 +х, -}з>3,
[ 'r. 0 (i = t,2,3).

,l|в o iс m а з а dсrч а. 3rrаf, тя м aкспм}'I{ лiпiйrroi фy'flсIn.

')
g=2wt+3wr+6w3+3wa

пpи oбмexеrtхях
2wr- w, + rel+2wa<1,
2wr+ wt+ wr+ wr32,

_ w 
'+ 

4w,- 2n з- 2w 1< \,

s)
Р o з в' я 3 a н н я. Пpоввaлiзyвавшя oбц.шi зaдaчi' пoбarшlto, tцoдJtя

рo3в.я3aлпя вlrхi"шlоi 3aддчi тpeбa чoтIrpш дoдaткoвi нeвiдомi, a пiсля шeper'
воpе}lь щe o]ury irгг}пfrу пeвiдoмy. Пepura сПмruteхспtt тaбrпrця щеi звдвrr
схлaдaеться з шeстrt pf,щiв' вхJпочаIочI{ ( m+ l ).f, тa ( rи+ 2 ).fi' i дcD'ятн
стoвпttiв. ,Цдя pозв'язarrня дрoiсmi эaцаri цебa Bвeств тpЕ дoдaткoвi нeвiдoмi,
flеpшa сПмllJlекснa тaб,'tшцл задaчi схлaдaсться 3 чoтxpьox pящЬ, aLцючirючt
( п + 1 ).t, тa з вoсьми сmвпцiв.

oтхе. доцlтrънirшe poзв'язyвaтrr двoiсry залaкy. Пiсля пeртвopeкь ii
сфpму.шосмo тax:

'9) знaйпr i{aкскi{yr{ лiнiйшоi фуикltii

g=2w t+ 3w,+6w, + 3w, +0. /, +0 rr+0. r,

прlr oбмeжeинtx

2wr-wr+ wl+2wr+1, =1,
2wr+ wr+ lrl+ t+'4 +lz =2,

*wr+4wr-2w3-2w, +tt=J,
w,20 (i=l,'2,з,4|, t|20 (/=l'2'3)t0)
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Poзв'язок .щoiсmi за;tачi зrraйдемо симtUlеKсtII{м ilfgтодФI*l
(тaбл. l0.2).

Tа6,lцця t0.2

t Бeзяс " 6.ilсy a
z з 6 t 0 0

a a 4 a A. d, a
I A. 0 I 2 -l ш z It 0 0

2 a. 0 2 2 I I I 0 I
д 0

3 q 0 3 -l 1 -2 -z 0 0 I

п+| wl- cr 0 -2 -3 -6 -з 0 U 0

I
t a 6 I 2 -l I z I 0 0

7 a 0 tI 0 Г;ll.l 0 -t -l tt 0

1
da 0 5 3 6 0 L L 0 I

п+| wt 6 i0 -9 0 9 o 0 0

I a 6 3
2

2 0 I l
2

t
I

1
!
2

0

2 a 3 l
1

0 I 0 I
/.

I

?
I

1
0

3 a 0 7 3 0 0 4 5 3 I

m+1 wJ- сt 2l
2

l0 0 0 2
2

J
2

2
2

0

Ш!об poзв'я3aти за.цaчy, трбa знаftги мaксI{тYryl{. oскL'ью.t
всi oцiнки { уу, - с i} ( m + 1 )-гo pдцка нeвiд'еlсti, то здобyптit

пpи дpyгiй irepauii бaзис d,,d,, /, o'**u**d, fiому вiл.
пoBiдa€ oпIимальний гшaн
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-J ll
Й0=[o,

oгrmмшьtrrй тшaн вшiiдlroi зaдad BизнaЧIIмо зa дolloмo-

\ -.! J n I o =4.2. 2' - It oDtJljl 2

гою oцiнки ( rп + l )-гo pяд<азакшоwtоi чaстиtlи тaбrпд.ti, Щo
ttiстшгься B сТoBIПlЯх Q,, Q,, Q,:

1^1 0^aх,= i-o0=i, х,=i*0=i, It=0+0=0.

oТжe, oгrптма;ьrппl гl.lин вlокiщtoi зaда.ri ,.Й=[; ; ..}
ltоrсy вiдповLlае мiнilаrьнe знaЧен}Iя лiнiйноi фyнкцfi z, Ъ
.u.tr., , . =*.

CистемайзysaBшIи poзг.llяryгi Bищr нrсиi,{ещи*ri TР сЦ-
}tеIPi{чнr дBorстr зaдaЧl' ЗaIIиIIIeмo мaTемaтI{Ч}Ir МoдеJIr Bсш
зotсTlfl{ 3aдaЧ.

Hесиметpllчнi зaдaчi
!. BuхiЙна заОача

--$--)
Z*^=CX,

JJ

АX=E,
х>a.

2. BuхiОна заdача

Z*= С X,
-) --)

АX=B'
7> ol

Сltметpиuнi
1'- BuхiОна заdача

-+-+
Z-м= C X,

-э -)Ах> B,

7>d
2. Buхidна заОaча

-) --)
z-r= C X,

,Цвoicmа заОача
JЦ

g*,=ll/8,
|1IА>_ c.

,{вoiсmа заОача
.+ -э

86o= W B,-+ --+
И/А> c.

задaчr
,[|вaicma заОаца

-) -Jg^'= W B,
--)
|t/А< C,

w>0'.

,\вoicmа заdача
--+ --)

g6"= W B,
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-) -,
,4',Y s B,

-+х>a, W>о.
Нaпpикirшi пo.цaмо бeз Дове.цerrня тaкy т€оремy

Tеopема l
Яrсцo в paзi пi.цстaновки компOнrнTiв о.lrпa;" 

I

n,{iulьIloгo ILJIА|{у B сисTrd}tfy oбмеxrнь вtоtiдноТ 
]

зaДa.ri Ёте oбмеxeнн,l пrpеTвoplo€ться }Iа нr. 
]

piвнiсrъ, то i-тa кoмпoнеHTa olТТимальнoгo гl.llа- I

нy .щoiсmi зaдaчi доpiзrпос кyлIo. Якцо Ётa l

кorдIolirIIТa oIТгимaJIь}Iог.o ItЛаHy двoiстоi залaui 
{

дoдaтla, то i-те обме>кенвя вюri.щtoi зaдaчi задo- i

BoлъшIrться ij orгrтоlа;ъ}гl,П,{ pозB'язкo},t як стрo- 
i

гa нepiвнiсть. 
)

s 4. Двoiстий сI,Iмплексний l}reтo.ц

Розгл*lемo двoiстltft сI{мIIлrксriий метод .uД,r неси!.lет-
pиurтоi двoiсmi задaчi.

Buхidн a заОвц а. 3нaltrи мiнiмytи лittifittоi Фlнк'щ

'=ё l
пpи обмеxенню<

i

Tr ol

lвai,cmа заdача. ЗнalГги мaксимyrv{ лiнiЁ&tоi q'yккtui
-+ --)

g=W E
пpи обме>кеннюt

ful,ё.
У $ 2 пoказанo? щo дтя pозB'язaнrrя виxiдноi зaДaчi мoxlfl

пещfши до двoiстоi, знaЙrи ij оггпд.lа-lьниЙ rUIан' a гIoтi.ьl,
BикoрисTaBшrи оцirпсr ц}огo olul&vaльнo г0 IIлaнy, Bi,l зttаЧиTи
oIIтиI{irль}Ird гшан вlоti'lцtoi зaдачi.
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Пepеxц дo .цвоiстoi задачi не € oбoB'язкoвld!{, oскi.llьlсt, як
пoкaзyr aна.пiз пepuroi сI{мIUteксноi таблшti 3 oди}IичIIим
Joпoмi.;шlоl бaзисoм, y стoBIIIdяx зaписaнo BI,DdДry }lдaЧy, a
в Рядках _ I!воicly, oцiш<aшr гIла}ry вюiiднoT зaдaчi С C1, .d

oцiнкaшr плaIry дшоiсToi задaui _ D'.

Bиr<opистaBlIIи симIUIeкснy тaб.lпruю вrцiднoi зaдaui, знaЙ*
.feмo olтTима;ьнrrй rшaн .шoiстoi зaдaчi, a paзoм з rлд,t i
oIтгl{м,UIЬ}Iий гшaн вюсiдloi задaчi. Цей мerод нaЗI.IBaIoтЬ
.вoiстrrм с имIUIе ксним мeтo.цoм.

Hехaй взяrо тaк.й базис ,K= (?,,fl, ,'.,l,, .'', Р. ), *" oo-
-) -+

го пpинalbtнi oднa 3 коil,{пotlе}fт в€кTоpа X= K-| B=(Хr, t:'
;',, '..,х' ) вiд'ем}Ia' нaпpикл;lд Х1( 0, aле oцiкоr вeкгоpiз
P, нelloДaтнi, rюбто Zj_Ci.0 Ц= \},..., и). ТоД.i, згiДto з

oс}toB}Ioю тropeмoю щoiстoстi w= Cвu'n K "1,е Плaнoм.lо-
iстoi задaчi. I-{ей п4ан }lе е oIтг}I]vlaльI{I/L!(, осKiльlо{, IIo-пlpшIe'
вибpaний бaзис Х мae вiд'емrry Ko},шotIеtITу i не с IUиIIoм
вю<!rноi зaдavi, a' пo-.цpyгЕ, оцirпс.l olтгl{м,lль}Ioгo IIJIilнy
;воiстoi задачi .I!{aIотЬ бyгrr невiд'€}vftIl{ми.

Тaким чи}Ior,{, B€кTup 4 rцо вiдповiдaе кoМтIoнеIiтi х1< 0'
неoбхiднo вIdIr}^{I{ти з бaзису вlоiiдtоi 3aдаЧi, a BеKmp, що
вiдroвiдае вiд'еrдriй oцiнцi, _ BBесTи дo базисy вtоtiднoi
задaчi.

l["тш вибopy вектopa' П{o BBoдl{гЬся в базис виrtUцrоi зiДad'
aнaлiзyeмо l-й pядo*. ,tкll{o в ньомy }Irма€ X;; ((l, m лiнilhta
фrнкцiя двoiстoi задачi неoбмеxенa нa ]\{IloгoгрaII}II{Кy
pозв'язKiв, а вIпirщa зaдaчa нe Мас pозв'язкiв. Яюцo деш<i
Xll 10, то дltя стовгпдiв, ш{о мil;гяIъ lti вiд'сrтrri знaЧеIIн,I'
oбчис.lпосмo 09;=Iruл{х,/1'il)20 i визнaчaсмо вrктoр, щo
вiдпoвiдае mаx 0o, { zi- сi ) д.lIя poзв'язitн}lЯ вихiдttоi qаДavi на
rtiнivytи i minо0i ( Zl_ Cl).ц.ltя poзв'яз:ltt}Iя вlдсiдrоi задaчi на
МаксI0vfyl,t. !eЙ векгop BBoдI,rмo в бaзис вюriдноi зaцачi.
Bекгop, ясrй неoбxiшtо вrcтr}дшrлд з базисy вихiднoi зaдaЧi,
Bи3tlаЧаgгъся po3B'я3fBаJIЬним pЯ/'{котt{.

Яюцо 0o, = min ( х,h,.,) = 0, тoбто I,= 0, Ю Х,, бещться за
рoзв'язyвaльний елемerrг тiльюr m.Цi, кoли',, ' 0. Tакий вибip
pозB'язyвaльнoго елеме}IТa на дaнoмy етaпi не rcде дo збiцъ-
шIеH}Iя кiлькoстi вiд'€lvгнlоt Ko},fТIoнеtIтiв вeкlюра l 

--, -)Пpoцeс пpoIloв)ry€мo .цoти, поKи }iе дiсraнемo, шкl ,t'> о]
Пpи шьомy зIIaxoдI.lмо orгпв,tа.lьшrй гutан двoiстоi задачi, а
oтxе' oIтгI{Мa:ьний rIлан виxi.шIоi задaчi.
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У прueсi oбrп.rслеrъ 3a aJlТopитillом двоiстorо симIтлeкс.
}toгo метol{y yмoвy Zi- Ci < 0 мoxнa Irе Bpaxotsyвalи Дo tsиl{y-

чrн}iя всiх х,<0. Пiсля ll}огo oIтгI.IмаJIЬ}Iий шlан вt{зIlaЧa-
сlf{я зBlfrlalЕIим симIUIексним мeTo.цo]!l. Це доцi.lьtlo за-
стoсoBy&rти' Кoли всi х,<0' Toдi для пepeхo.s llо шIarтy
вlасiднoi зaдaчi за o.ц}ry iтеpaцiю неoбxi.щto 0o, визна.rrп,l
нe зtl мiнLlrpяoм, а за мaкси]vtyllroм вi.lrоlшetъ, тобтo
0^.=min(х /х )>0vJ ' t. tJ,

.Цвoiстlt.м симIU{eксниМ ]\{rТoдoМ мo)сla pозB'язyвати зa-
дaчi лiнiйпtoгo пpoгpa]vryвaflня, систeЬIи oбмеxeнь яIоD( пpи
.цoдaTfro]vfy бaзисi Мaють вi.lьнi ЧЛe}Iи бy;ь-lIкогo знака. 3a
дoIIoМoгOю цьогo метoДy мoxнa ЗМе}IшIити кi.lькicгь Пep€ТBo-
pe}Iь систеtvо.r oбмeх<elъ' a тaкox poзмipи симIUIeKсьtоi raб-
.lпдti. Рo згшпrr мо зilстoс yBaн Hя Двоiсrогo симIUIrкснoгo меTo -
дy нa пpшслaлi.

пPяtсlaд. МаxсrrмЬрaтя лiхifi кy фytщiю

z='lх|+7х2+Ъ'+хn+6х'

пpш oбмcxerrн.шl

3х 
'- 

х,+ х'+Ъ,
Ъ'+ х, + х1+х5 =4'
-х'+3х, -3', +x6=12,
х,za 1i = l' 2' ..'' б )

Poз в'яз дн rrя. Ск.llaдемo пеpцtyсItмплeкснутаб,шцro, B3,IBцr!l 3aэ-+-э
бaзнс вeктopш P'' P5, P6 (тaбл. l0'3),

Ta6nuцл l0.3

Бrrrс dо.""y A
1 1 1 I 6 0

Й ъ а i * i
I 4 2 -3 3 ш t 2 0 0

2 4 6 4 z I 0 I I 0

з n 0 t2 -l 3 0 -з 0 I

m+l zJ- cl It u -3 0 9 0 0
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Oскi;lьхя хз=-3, тo poзглддa€мo елеi{etтT! пеplltoго ря,щa' сеpед якIrх
e вiд'емнпй eлемe}fт - l, шto мiстrrтъся в стoвпцi, я<rrfi вi'цпoвiд&€ вектopy
€J
P,. Цe,ознанa€, 1цo B нoвшй бaзяс ввo.щгIЦкемo веrrоp l,' 3нaй.aемo 0o, =

. l-з 4 12 l -3=й ! - r'i. Т |=J = 3 oтxe,poзв'яз}.ваJ'IьнIrit eлeueштo}l е- l, з базпсу
\ .r)

внведeil{o векrop P,.
Bикoнaвrшп пaд eлемeктaми габл, 10'3 пеprгвoperrня Гaусса-Хopдaнa'

дiстанемo тaб;пrrrrо l0.4-

Ta6лuця I0,4

Пiстя щl1mi iтepшrii дiсl"a,'тt oпoprrий rrпarr вrхiдtloi зaдачi, щo дa€ 3мoIу
в пoдiLIIьшoмy poзв'яз1ватrr вlrхiлтy зaдaчy }Ia мaксн}f-tъ( звшчafrrrшr сям-
плекснпм l{е10дol!{' Cеpел ouiнoк цьoго плaну е вiд'смнa (z,-с,=_31
Bкконaвrши кpoк tlеpeтBoperrь Гaуссa-Xopдaна з pо3в'яз}ъальIlим елe]{eII-
тoi{, tцo лopiвнюе l. дста.iпл oшopнпй trлarr, yсi oцilrкя п(oгo невiд'емк"
oскi.lьхц зaдaчy poзв.язу€мo нa мaксtrмyм, тo цe oзrlaчa€', rцo цefi плaп €
oIIтllмllльltl{м:

-+Хo* = ( l7' 0' 0' 12, з' 0 )' Z *= -\.

Oггима..lьниli п-тшl двоiстoi задaчj мaтимeмo, poзгJuпr}ъurн ouirпш oпop.
t{oгo IIл.l}tу вшхiлrroi зaдачr, яxi вi.цtoвiдають llеpпrоrr}. оaзису 1,, l,,4, 

^сaмe: wr =0 + 2 =2'wz= 3 +б =9,',з =0+0 =0. Тoдi

8mь=-3'2+4.9+12 0=30

I Бвrс dо.,'"у i 1 2 I 6 0

d & Й Ft * ?r

I
-)
P2 7 з -3 I -l -2 0 0

2
{
P5 6 I { 0 ш з I 0

3
-)
P6 0 3 8 0 з 3 0 I

m+l zr-"! 21 z 0 -J J 0 0

I
-+
P2 4 2 I 0 I I 0

2 P, 2 I 5 0 I з I 0

э n 0 0 -7 0 0 -6 -3 I

j п+ l ,!-с1 t0 L7 0 0 t2 3 0
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3aписaти вlпщку 3aдaчу для тaкoi снметрнчнoT двoiсmi заддчi:

}i,lксltм i3}ъaTн лiнifl нl' фщшrtю

t=||t+le2+lel

пpк oбмеxerпrюt

2w,+w,+2w'З2,
4wr+2wr+wr<2,
wr20 ( i=1,2,3).

Poзв,язaтll o6идвi 38да.Ii си мIlлеxсllи]|{ Iчеmдoм.
2' Poзв'яздтн сt{мIUIехсatм i(eтoдo}r 3адачу:

мirtiмiзрaти лiнrfiкy ф}тtкцtlo

z=2хt-3хэ.

пpи o6межеtrнюс

2х,.х,-х123,
х|-х2+х'22,

'i>0 
(j - L'2'з)

Розв. яз aти Дoiс.ry 3aдaт," гpaфiчrrя ]rl м е]0дoм,
3. 3аписaтн ддя симeтpнчнoi дroiстoi 3я;(eчi rПхiдЕу 3адaчy i 3flаirтE

ii рзв' язoк сIlмIUrекснl|]|t метoдoм :

м rн iv iз1вaти лiлiйrry фуrlкuirо

g= 2w r+ 4w r+ l2w *

rrpи oбмexeхrrлi

wr+2wr+wr+4wa> 10,

2w r+ wr-2wr+3w024,
w.20 ( i=1,2'з,4\'

4. 3a дoпoмoгoю.цвoiстoго сямплекснoгo метo,1у poзв'язaти наведен|
нrlжче 3aдaчl:

l) мaксимiзувaтx лiяtf,lrу функuilo

z=Ъt.2х,+Зх.-+4хn
rlpи o6межeнн.оt

хt+2х2 +х' +хo<1.,
2х, -х,+2х3- 3х,23,
1х,+4х2-5х3+2х,<2,
х,>0 11=|'2'3'4);

200



2) мiнiмiзyвaтrr лiнiftнy фytшItiю

z=4хt+6х2+3х,

шpш oбмехеrrхюt

3 ) мaкспмiз1вaтrt лiпiйшy фrtхцilо

z=5хt_х,-4х'

пpи oбмеxеннlоt

-x1+х2 > l'
- х,+ 2х,29,

х1+х2-3r,>8,
-х]s4,

xj>0 (j= |'2'э,.

bсазiвка.3aпrrсaти оптlrма.ънi плдш вrxiJцroi i lшoiсmi зaдaч

Poзdiл 11

TPA}IсПOPTIIA 3AДAЧA

Tpaнспogгнa зaдачa _ oдIIa з найбiлЬЦr вDкЛI,{BI.D( i pоз-
poбЛенID( зa.цaч лiнiйнoго Ilpoгpa}ryвalrня. впrpulе Bонa
Bи}Iиклa як 3a,цaчa Bи3}IaЧeIIrUI OIТгим.IJIь}IIо( с хr м IIеpеBе 3e }IЬ.

Як i бyдь-лсy зaдаЧy лiнiffrroгo пpогpa}ryBа}Ittя, тpaнспop-
Tlfy 3aдaчy }Ю)кна po3B'я3аTи симIUIeксним мeтo.цoм. Пpoгe
сI{мItЛексю{Й мeтод як ytliвrpсаJlьrпдl метоД лiнifдtoто IIрог-
palvryBa}I}rя не вpахoByс oсoблиI}oстrЙ rrок щ{ iЕЦпц кЛaсi3
3а.цач' tsiн.цoсItгь гpoмi5дIс4fi i вимaгае BеJIикoi oбчисlпова.llь-
нoi poбoти.

.{дя poзв'я3yBaн}Ul Тparrспopгfloi зaДaчi бy.тпr ствoрнi сгIe-
цiальнi ]\{ето.Ци' зoкprмa pозПo.цiльнld меmд, мeTo.ц п0TЕн-

[ 
з', n хn+2х,>9,

] *'* 2х,+Ъ'>8,

| х,+6х' >|2'

[ х,a 0 (,l= l, 2' 3 );
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цiалiз абo мoJЕ{Фiкований pозподiльrrий мeтод (скоpоuено
<Мoдi>). 3а дoпoмогolо t{их мето/liп мO)сIa po3в'язрaти тaкox
iнuti задaui, тaKi як IIлaIryBa}II{я мaтеpiiutьнo-TrхIliчtlolЮ пOс-
тaЧaнн,l' Bиз}Iaчe}IIIя olтTимальtloгo вapiаrпa зaBаI IтаDкrн}Ul
веpстaтiз т0шIo.

Poзгл.шrемo ]paнсПoГП{-v ЗaДaЧу',Iкy HaзL{BaIgrъ lpанспop-
T}Ioю за/taЧrю З:r кprrвpiем ваyгoстi.

$ 1. Пoстa}Ioвкa зa.цaЧi та ii мaтеil{атичнa
Nlo.Цeль

Tpaнспogгнy заДaчy зa кprгrеpiсм ваpтостi фоpмyлlоtuгь
тaK:

У дarпп rn пylflоaх-вiдпpaвrппсaх АpА2,...'А^ с вi.щto-
вiднo a p Cl 2,..,,4Й o.циIlиIJь .цeякoгo oднoрiдногo Balrтa'ry.

Цей вarrгаrк щебa IIrpеBезTИ B и ггytlКriз пpизнauення t,,
B 2,'.., B," TIpи u}оl{y в кoхсшй ПyI{Кг Пpиз}IaЧеннll неoбхiщrо
.цoсTaBити вiдпoвiднo bр b2, '.., b naД,ft|иllь Ba}тm]iс''.

ГIеpедбaчастъся, ll{o обоB'я3кoво викo}ryсTЬся yI!{oBа: Зa-
гaль}Ia кi.lькiс.гь вarrгaх<iв y Bсiх гщrкгаx-вiдпpавникax Пo-
вI{I{нa дopiзнlовати загa.пьrriЙ сyьri вактa:кЬ y ПytIKIzlх пpI.{з}Ia-
че}ItIя. тoбm

t o,=t 0,.
i=l j=\

Hexalt вapтiсть пеpевезeн}Iя oдцппri вalrтaхy з i-го пyнкrу
вiдпpaвленttя в j-Й' rгy}rкт lтpизнaЧrнн,I дopiвнloе с,, (в.Цепоос
BиIIаДкaх зaдalсть вiдстarri Biд пytlКIiв Bi"шIpaBленгrя дo гlyнкгiв
признaЧe}I}Iя). Tрбa скJIасти тaIо{й IUIaII пeprвlзr}IЬ, за ,Iки]vf.tхня 

зaгальнa вayгiсть бyде нahlеttlшoю.
Пoзнaчимo чеprз х,,t i = I,2, ,'', m; j = L,2, ..., и ) кi.lь-

кiстъ oдlпlIдъ BaнTaжy' щo вi'IIПpaBJIя€Tъся з Ёго rгщкry в7-й.
У Подaльrшoмy iнoдi нaзивaтItt,{емo пyrrкги вiдryaвленrrя
nocmсIчсLnьнIlксlJ||It, кi.lькоgt.i Ba}ITtDIdB' lцo с B кox}Ioмy 3

нIfi 
- 

bo{iми nomужснocmяIуIи, a пyllкти IIpизнaЧeшUI тa
кi.lькоcгi oД{тIиrь l]a}ilаxЬ, яп<i неoбхiдto B tllл( дoстaBиTи, _
cnoъtar в ачсI]||IJ тa iюliм пo nu ma м.

3aпrтrшемo yN{oBи зaдaчi y виrлялi таблиtцi l1.l.

(11.1)
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Tаблцlця II,I

Пoстачаrьrцк
i йoго зaпaся

Cпoшвдч i tого шoшт

Br B2 Bi Br

bl b1 b bn

А| al crt
rtt

cn
хn

cl
trr

c r,
xl

А2 a2 czt
xzt

cn
хn

czr
xzi

c7,
х7

Аt вI 9Jt

Хit
c,

xtz
C,,

хl

ct.
xi,

А| аt Cп|
Хlt

c:2
Xn2

c.
Xпi

ct,
x."

Як ба.пanо, тaбл. ll'1 e пo.щiйнoю lt{атpиIleю, скJlaдrнoЮ з
мaтpиI{i ll х';l! ',n, frry нaзи&llоть маmpuцею nеpeвеw|lь, Ta

мaтpицi l| с', || ., n, Щ tIазиB:lIoтъ маmpuцею вumpаm' Елемerrпr
цI,D( мaTpиIъ tleвiД'€мfii, тoбTo X ij) 0, с ij> 0 ( i = 1, 2, ..', П,
j = |,2, .'., fr), oсKiJrьrо.r BapToсTi пep€Beзe}Iь (вiдстaнi) i pоз-
*ripи п<lстачa}tь нe мox]rгъ бyпr вiд'емrпплl числаl{и. 3 yvloви
3aдaЧi BиIUIиBa€, щo IIoBи}I}Ii Bикo}lyBilTися тaKi yl!{oBl{:

Toбтo Beсь BаtIтallq rцo e B кo)lсIo}ty гtylilсгi Bi.rlpanlteнtlя, А i,

Heoб)dднo Bl{Bезти i

I *,, = b, (i = 1,2, ..., n).

oтя{е, пoтpeби ко>lсloгo гry}Iкry пpI{3IIaчrння 8, пoвl.tшi бyпr
IIoB}IiсTю зaдoвoле }Ii.

Baщiсть пеpевеЗеrrь з Ёгo rryпсгy BiдПрaBлеIfirя B yсi пyI{к-
TT{ пpизначеH}rя дopi3нIo€

п

тL c,lхij ( i = |,2, .'., m).
j" L

(11.2)

( l 1.3)
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3aгальна ваpтiстъ пepевезень вакlаxЬ з yсiх гrрrкгiв вiд-
IrpaBлен}Iя в yсi гrрIкги lТpи3нaчe}Iгrя

+J.z=L Lc,jх,i (1l.4)
i= | j=l

Мaтематично TрaнспopТ}ry задaчy фpмyлюкrгь тaк:
сrpr.ц неBiд' €м}tI,D( 1ю зв' язкiв сисTе l{и oб меxе tlь

тo X ii= а, ( i = I,2,'.., fr),
j=l

Й

тL х,i= bJ ( j = L,2, ..., n) (ll.5)
i= I

зrraltти тalсtЙ, якrrй пертвоpto€ лiнiЁДтy фшfio{iю (ll.4) нa
мlнi\fytt{.

З'ясуемo IIитaн}ш Пpо сyldснiсть систвтrпr piBнfrIь (ll.5).
Piвнянrrя (l1.2) здoбyгi в pезy.штaтi дoдaвaння eлeмrнтi.в

pядкiв тaбл. 1l.l, а piзшrrrня (1l.3) _B peзyлЬтатiдoДаBaння
е,Ieмеrrтi.s ст0вIII{iB тiеi сaмоi табrпщi. Яюцо склaсти всi
рiвIrя}rня систr[{I{ (l1'2) i oкpr}(о :"i 

piu"Tчсистeми (ll.3),

тo склаДeнi пpи rшомy срш l 2',, iЕ Еx,, е о.Щtl.пt i
i=r j=t j=l j=l

тим сaмим Числoм, щo с сyмoю всix елемекгiв тaблшri ll.1.
Kpiм того,

пЙЙЙпЙ
ЕЕ х,,=2а, i ЕЕх.,=2b..
i= I i- I 

. 
t=: i-t i=t j=l

тrs(}гЯ(e, yмoш |а,= Lb, с неoбxiшtoю .цJIя сyмiснoстi
t-' I J=l

систeI{и piвtlя}rь (l 1.5).
Покaх<еl,{o, Щo ця yмoBа € Taкoх< i ДoстaттrьоIo дJlя iсЕy-

BaнtUI IUIa}Iiв, тобтo I{еBiд'€мI{I,D( poзв,язKi.в задavi лiнifttoгo
пpoгpal{у:вaнIш. BBe^цeмo пoзнaчeнI{,I

a.b.х,i=:t ( i = 1, 2, .,., fl ; j = |,2, ..., И),

ДaА=io,=i,o,
t=l t=l

Числa х,, ) 0 i задoвoльrIяIoTЬ сl{сTe}fy (1l.5).
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Cпpaвш, пiдсiaвивrrи цi виpази B сисTr}fy ( l1.5), дiстaнемo

n Й ",i .,
тr т\ d, D.Lx,j=Lt=-)-=o,,
j = | i= |

. { o'b. ь,Lo'
уI-x,j=Lt--A-=b,.
i=L i.l

oтxе, ЧIксЛa',,=ЧyгвopЮioть rUIaII зa.цad (11.4) i (tl.5).
Bизнaчrшto paнг мaTpицi cистeми piBЕяI}: (11.5). 

n

.Цoдaвrrпr пеpшri и piвн.шrь цiеi систеrvпa Е Е '',=L o, l
irl i=l i=l

'nЙЙoста}I}tt ,, plB}UI}IЬ 
^Е 

Е '',=2 
b, Ta в3,IBIIIи д0 yвaш piB-

Й n 
j.i '."l 

j=\

.тlт1
нit.ть ,}, a'= L b, pобlaмo вl{с}IoBoк' щo !\{iя( piBIUI}{1Ut}}{I{

'= 
t j=l

с}Iстrми (ll.5) iсrrye лiпiйrra заJlexнiсть. oгxе, parг шlтpиIli
систеМ}t Ir.{rншII{й n lfl+n (m+ n *кi:ькiсTь pi3н.яIъ).

Пoкaхсемо, щo pа}II мaтpшti систrЬ{и дopiзIffоe m + n_ |.

.{ля rцього дoситЬ ПoкaзаTи' щo систвмy (11'5) мo)NGIa pо3-
в'язaTи Bilffioсrro ДrякIо( m + n _ l нeвiдoмlоt. Зa тaкi }rеBi.цot{i
вiзьltемo нrBi.цoмi Xll, Х12','.,XIn, X2', X31,..., Х.l, що мiс-
ТятЬся B пspЦiolvfy pя,lкy i пepшoмy сToBIIцi тaбл. l1.1. Цж
нeBiдoМID( m+n-I.

3 piвняtь системIt (ll.2), IIoчи}IatoчIi з дрyгогo' з}raйдeмo
tIевiдомi х i| { i = 2,3, '.., m)|

Xi|=di_Xi2-Xiз-.,, _хin (i=2,3,.-',m). (ll.б)

Aналогiчнo, Bl{кopt{сTaвшrи Bсi pi-Bн.шrня сl{стеми (1 l"3)'
кpiм пеptшoгo, знaйдeмo llевiдold х,, (i = 2,3, ..., n):

X tj= bj- Xzj Xli .' _ X nj (j =2,3, ..., П ). (11'7)
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Щoб знafrги невiдor"rУ x 
t l' Bикopиgгa€Мo' нaпpикJlaд' пеp-

ше pЬн.шrня сисTrми (11.2), пiдстaвlшшпr B нъогo знafiденi
B)i(e Bирa3и невiдolлоl х,i ( j =2,3, ..., n ) з (ll'7). .{iстaсмo

XLL= a l_ Xtz_Хtз _'.. _Хln =

-o| (bz-хzz_Xlz* '', _X-2)-(}з -Хzз_ Iзз_'.. _X^з)_

Taюдl чиIIом, m + n - l невiдorло< системи (l l.5) виpaхе-
t{o чеpез pеuп} mп - ( m + n - l ) невiлoмlо< цiеi систeЬ.{и, а цe
oзнaчa€' щo paнг мaтprщi сl{сTЕми дopiвнIое m + n - I.

oтхсе, яIсцo скJIaдrIIo нeBиpод}<et*й oпopний гшaн тpаI{.
спogгнoi задаui, тo в мащlадi li ,,, ll 

', ' зIIaчeнЬ йогo кoм-
пoнеrrгiв (тaбл. 1l'l) дoдaшlшtи € тiльки m+n- l' a ршrгa
доpiвrпoють rryJIIo.

Kлiтинки, B яIсD( мiстягься вi'щrirшi Bi.ц }ryJIя пеpeB€з€tIIlя'
нa3иBaIOTЬ Зсlванmс'c|се||utrIu, a prшгry _ неЗaванпaуcенu.Ь|u.
Зaвaнтaxенi клiтинlо.t вilцtoвiдaюrгь бaзисrпtм нeBi.Цolifliм. .шдя
}rевиpод)кsнoсTi oПopногo П,IaHy кiлькiстъ rпо< к.ltiпдroк пo.
Bи}lна доpЬнювати m + n _ I.

Тpaнспoyпry заДдчy B пoстa}IoBцi (rl"4), (1l.5) мo:lсtа
pозв'я3ати симпJIекс}Iим мrT0.цoм, iшe нaBiть цpи нeBелиIGо(
3нaче}IfiЯ( m I n зaстoсуB:lн}Ц l{ьогo мrТo.Цy IIpизBо.цI{ть дo
гpo Йзшсо< об'пrсле rrь.

Bpaхoвylоuи сПеItr{фiкy систrми oбмехсенъ (l1.5) (oбме-
х<еtlня зaДaнo y вlплядi pЬrlшь, кoхоIa невiдoмa Bxo.IIитЬ
тiлъки B дв:l pi.BнflfiIя, кo€фiцiо}Пи пpи всix невiдоlшл< дo-
piвrпoшгь olllтtfl{цi), Д.llя рoзB'язaнIrя тpaнсПoyпloi зaдa.ti вдд-
лoся poзpoбrм спецiа;ьпi мeтод.t' яr<i е вllДoзтt{iнoю сllмп-
лекснoгo ]иeтo.цy, знaч}to мrнцI грoмiздкi, нix сrп.гrпексний
Ь{етoд.

Рoзгллrемo одIдI з цlлt метoцiв, Я<Иft нaЗиBають меmodoм
n o m ен ц i ал i в aб o мo Оu ф iк o в ан uЛ p o зno О iльн u м ме m o da м (с кopо -
че}Io il{rтo.цoм oМодi>).

$ 2. Метoл псrгенцiiUIiB

Bвeдeмo дeя<i пoпepе.lri пotUlття. Данi зaдaui заITиuIeмo y
вlтлядi табл. ll.2.
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Tа6лaця I1,2

Пoстa.rа,rънlx i
ltoго зaпaсд

Cпo:lсшвч i f;oгo цorшr

Bl 82 BJ 8r

,r b2 \ Д'

А| el
ulI cp cL c l"

А2 в2
czt cn c2 €'"

Аt ol
с tI ct2 " lr

А. a Й

Cя| C^2 -E cn,

,!" 
{?зrgацеrrня tr

jtrаtтtдоlюм IlазиBaЮТЬсyкT{I}iiстЬ кJ[iп{Ir i i,, j l)' ( i 1,,t2 ),
(i 

2, i 7), $ 2,j 3 ), ... aбo {i p j 1), G T j L), $ 2,j 2), (i 
3, i 7), '..,

'l?КI,D(, tцo кoхGIa IIapа сyсiд}Iix к.ltiтl,tтtoк лalflПoга рoз-
}v{iudена або в ollнo]v{y pяДкy, aбo B o.щloмy сToBIrI{i
Табл' ll.2, пpи.tомy нi.Япd тpи клiтиrflс,r Hr poзмiщeнi B
o/тIo]vry pяJlКy aбo в oднo},fy сгoBItrIi.

1 oзнацеtllся 2
Якщо oсTa}II{я кЛiтriнкa лa}IrIIогa poзмiще}Ia B oДro}vfy
сToвIuIi (pядкy) з пеplшoю' тoбTD яIоцo ла}lIпог мar
BиI]UuI

1 i уi l), ( i pj z1, ( i2,i z), ( iz,j з ), '.., ( iрj t)
aбo

!l ( ipj1),(iz,j'7,1i2,iz),(iз,jz),...,( iуi1),

ll .'" тaЮdI лaнцIог нaзиBаюTь 3сL|уtlсItе'tun,t aбo цulслoм'

Haпpш<.ltа,ц, y Taбл. ll.3 зoбpaхсенo lц{кл (1,l), (l,2), (2,2),
(2,4), (3,4), (3,1).
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Tа6лцця 1!'3

crt ca cв ctr

czt Ljs czl cн

Lз ctz сll cу

! Оaeaчeння 3
|i кшш<лiЧIIим нaзI{Barсrrъ бyд.ясдй пpиIryqrимI{й шIa}I

li {= lI''; |l . ', якrцo сyцrпнiсть к;ri.пдtок з вi;tмiнrиlдr

ll oц IIyля eЛемеHтами х'j не lr,{.it€ хФ.цlloгo Щilстry.

Пoкахсемo, . 
ш{o oIтгI{мшIьrпdt IIлaн IIеprBrзeьIЬ .цoстaтнъо

шyIGтI{ липIе сeрeд arцrrсlilпtlо( ггpиIryстимI.D( плalriз. .Цля
l{ьог0,IIOсI{Tь пoкaзaTl{, Щo бyД-псшt гulaн,Y= ll ,,, ll '' n, ЯСИf1
мiстrгь I.u,lклl.l' t{oхGla зaмiяrrи aщлоti.шш.t trUlаttolv{' rIpиIIoму"
вagгiсть IIеpеBrзe}IЬ шpи l{Iюil{y не збi.тьuпrгься.

Сrrщцli, нelий дея<i дoдaтrri cЛeме}ITl{ мarpшri X =|| *,'|| -,,
}Ttоpюк}Tь цикл (зa.vкнеrшrйt лaнrЦoг). oбiЁщeмо послi:1овно
всi юriпшюr lъогo lц{'Ory B oдIlotfy напplпli (нaпpю<.пaд, IIpoТI.t
pyry стpirпсr ю.цинника), познauаючи ix позмirпrо знaкarдr *
i _ ' Дigrанeмo дoДaтrоrй i вiд,смний пiвлaшrрги, пpl{ цъоlvfy
s./S-\
L I L , oзнaчa€' Цo сyt&l pо3пoBсю.DlGнa нa дoдaшiии

tuи,)**и) пiзлaнrцoг.
Heхай, нaIIpикJI'lд, 2',,,<L-,,, i i, - мiнiма.iьlrий

rЛеМеtlт сеpед eлeмеrrлiв вiд'еIvпloгo пiвлaш.цoгa. B шryaвимo
вшiдtиit ruвIt X = |l ",; ll .' n ' 

Bi.IцUIBIIII{ }, вiд yсiх x,, вi.Ц,Ьмного
пiвлаrшцoга i дoДaвшпl йorо .цo всiх x,, додaтнotю пiвлarr-
IIюгa.

I{ик.'l скJIaДаrTъся 3 Лaнoк' щo oб'с.дтyluгь пo двi к;riпrrпсr
сToBIIIUI aбo pqдкa. o.lra з Iдоt клiтrшoK нaJIe)кI{Tь дoдатнolvty
пiшаrщlory, a .цp}тa - Pц'€шroмy' Pозтллreмo дoвiльrry
лаttl(y, pозмiшeнy в grовrщi. Bнaслiдок вказаноi вшцe опepацii
вiд вiд'емноi ij к;tiтинюr вiдliмaсться t{исло }" i дoдaеться дo
дoдaтнoi. oDкe, з:t нoBиl,l rUи}Ioм Х, кi.lькiсть Bilнтaх(y' Що
I{аI1раBляеться в коltсгий гtyнкт пpизнaЧен}Iя, не змiнlосться.

Aналогiчнtl Мo;l<rla ПoКaзaTи' ш(o нr змirпосться кi.lш,кiсть
Baнтa)ry' якld вивозl{TЬся ] кoxногo пy}псry вiппpaшeнrш.

Tarсдtt чиtloм, Х,laкoж € пpигryстимим llЛitнoм.
ПоpЬнявuпl вayгостi пrpоBeзe}IЬ за обомa IUIaнa]\{и,



Ё Ё.,
r=l J=l

tЕ Е CijX'',
i.l i.l

ПoбaчиI\.{o' Iцo ваyljсть IIеprB€]eHь 3а IUtaIloм,Y, нe бi.ш;lтra нiл<
]а IUIaI{oм Х KLтtькiсть цикJI'iB y IlЛa}ri X, na o/s{нr4lДо }{е}Illiа
нix y rutaнi Х, oскLтьки цItкл' lцo pозгляд3lTься, pозiмкrryвся
внaсдiдок BилyчeIftlJI клiтинки, яr3 ь{iс1илa елrме}тТ l,.

Bиконaвши тi сaмi ошeрaЦii з усiма llиХлaмJ{, що с в rшанi
Х дiстанемo нapешrгi arшйiчний IIлан з ваpгiстю псp€BезенЬ'
яка нr IIrpеBиIII.y€ ваpттlсгi за вlfliдrgafi IUIaнoh{.

CгrpaвеДтиве 'гакe .IвrрДt(еII}Iя. Число N додатниx х,, y
Кo)lсlо]v{y аtЦ,{кJtiчнoЬ{y гrцанi зaдовоЛЬttя€ yl'{otsy N < m* n - 1.

zUIя peaлiзatrii МgгоДy псуrеlrrdа,riв нeобхi;що, щoб lr= m + n _ I,
тoбrrо, щoб зaBaнTахGнl{х кrriтинoк бyлo plвно m + n .- l. Яктцо
lЦ y}loва t{е BI.rкO}ry€Тъся, T0 ЧисЛo заBаtIтilKе}Ii{х клiтlдт<lк
збiльшгроть нa [ 1 и + л _ l ) - Лl поpо:l*lix клiтиrroктaк, щoб
пoбyдoвaний пpи IlЬоlt{y гьтaн бр arиrсliчним. Порохсri
кJIrTI{1Iки iIри l{ьо]v{y нaз!{BilI0Tь v |у1oв |to 3с'o ан mа,}кeн uhlu.

Метод пoтенt{iалiв бaзyr:тъся нa тaкiй теорlti.
_---_. 

- -_* __-_-.-\
Tеоpeма l

.Ц.дя тrго щоб Деякиit $лaн X - ll x,/ |l ' " 
rpаlr. 

I

спортнoi зaдaчi бyв оlгпtмaпьний, необxИно й
JIoстaT}Iьo, tцоб йомy вiлповiдzurа тaкa пo-
слiдoвнiстъ З |т1 + я ЧисtJл U 

', 
Ц2, .'', Ц.i Vl, V2,

..., V' , ,ц.ltя якоi BиKo}Iyкуlъся ylv(oBи

Ц i* Y tj{ c,, (i = !,2' '.,, m; j = \,2, ,'., n); (ll.ti)

i',*n,='f:i:-1:T,'-1 u t
,{овeдe н н я. ihaсmаmнicmь. HехаЙ Bикo}r.vЮT}дяylroBи

{ll.8) i (ll.9)' Пoкая<емо, Що Х=ll,,,ll',' е oПIи}daЛЬ}Iим IU[l-
нoм. Пpиrryстимo, щo f,, = lI } ,,,Ii 

'. " 
_ довiJгьt{I{й rшaн. Tодi

mrmn
F тa I-i !г1

L L c,,x',,> L L (u,+v )x'it=
r=l l-l ,=l l=l

' 
,,, 

= 
,I ,-Ч ",,',,o ( Е- ,,, -Е..,)l,s
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!г1 т1 
пЙЙЙ

=2 u, Е,,,,* Е u, Е',,,, =Е L! ia |+2,, b,,
i=t j=t j=l ,=t l=t j=L

зтiДrro 3,piBнoсIи.fll (||.2) i (lL3). Гtriдgгaвивrrpr заrtiс'гь

2o, i Е D, вiдпoвiднo Е,,, i Е,..,, }.{aTиl{eМo
i= I ,;- I j=L r'= I

ЙnпmЙn

Е u'Ех,;* Е u,Е',, =Е Е I1,хij+
,=l j=l j--t i=l i=l j=l++ ё+ ё+

+ L LY jX'j= L L(u,+v,')X,,= L Lciiх'7,
i=ti=l i-l j=t i=I j=L

oсKiлЬки Ili+Уi=C,, NIЯ всixx,,>0 (рloвa (1l.9))'
Tarсan чи}Ioм, BаyгiстЬ ПepеBeзerrь за бyдь-яошr llлaно?vf

X, Нe Мrнttla,нiЯ( BаРIicгь пеprвез€Hь 3a IUвIIoil{ X, }lJlя якoгi)
BикoHyIотъся yllloBи (ll.8) i (11.9)"

oтxе, ПJIaн X 
- 

oIтIимаJгIьrпrй. loиaтrriстЬ lloводеЁIo.
EeoflхiОнicmь. Нехaй X =|| х,ill .." - oгrгrrмa;rьrэrй гшraн

задaЧi (ll.4) i (ll.5). Пoкaxемо, щo ДЛя }Iь0го BиKo}ryюTъся
y}lоBlt (11.8) i (ll.9):

ц,+V;( c,j (i=I'2,..., m; j =7,2,,..,П),

I,t i+v j= c ij ДJrя r,, > 0.

Cпpавдi, нexaй лi}tiйнa тpaнспоpгнa зaдаЧa (1l.4) i (1l.-5)
гrpo rwij{i}ri3auiю фytлсцi

:+z= L ltCiiX,i
t= t j= I

IIpи oбмех€ннs(
(

l х,, + X il.* ... * X,n= а i ( i = |, 2, .,'' tn);
I

1 ,,;* Хzj*., +X,j=b, ti=|,2,.,.,n);
[ *,r) 0 1 i= 1,2,,.., m; j = 1,2,..., n)

е Д,вoiсTl)ю шtя вlосiднoi зaДaчi:
мaкси}rbyBaти лiнiйнy фyнtс1ilo

g=Ь сl iI! i+b o,u,
i=l j=l
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]pи oбмежeнtUD(

rl i+v j< c,i (i= L,2, ..., m; j =1,2,..., n),

.]е и i ( i = |,2, ..., m) _ змiннi, щo BiltrloвiДalоTь oбмeх<eн}t,lм
'т l +x'2+... + Xin=at., Y1(j=|,2,...,t|) 

- 
3мililIi, Щo вt'ц-

]oвiдaкугь oбмех<енrrп.r X11+ Х21+ .'' + Х,j= bj'
oскi.гьюa Х 

- 
отгпдlaльIrl{Й IIJIa}I lрoiстoi зa.цaчi, тo ITJIaII

|y' = ( и], v, ) € poзB'язкoМ BI,DdДIoi задaui i за oсrroвнoro
:еopeмoю Д'вoigгoсTi

rхB.х g=E|If,'Z

mпmn
тr.кat-rгr
Lа,u'*Lbi"i=L L c,iхij, x,j>0.

аoo

i=l j=l

3 теopeми 4 $ 3 вшrпвaе, Щo oбмeх<енrш вюtiдloi Зa/Iачi,
qхi вЦповiДaloть дo.цaпll.lм кol,{пo}Ie}Iтaм oIтTI{маJIьtIoго IЦ,lЕy
.зoiстоi задaчi, зaдoвoль}IяютЬся як сТpогi piвнogfi, a тi, щo
вtrповiдакrгь кoмIloнeнтaм, frd ДopiвIflоIUгЬ ttyлк)' _ як IIe-
piвнoстi, тoбтo

u.i +v; = C,,, ДJIЯ X,i,0,

ui+v'<cij NIя,,,=0.

Тeoрмy дoве.це}ro.

! Ознаценttя
I .,
l числa Ц р Ц2, ..', U.i Vl, V2, ...' v' }lазI,IBalryгь пoтеш{iа-
| мr,шt вiдповi.щto pял<Ь i cговтщiв.
I

A-шоprпи МeтoДy пoтенцia.пЬ сKIlа.цaеться 3 пorrеpeД{ъогo
крolry i зaгaгьнoгo кpoкy, щo пoBТoplorтЬся, У пoПepедЦIъо}fy
кpoщ;

l) сютaдaшгь пеpвiснlй aЩкJliщfltй пЛa}r x;
2) utя oTpимa}IIlя rша}ry бyдгylgгь систr}fy IIoTЕIIцiаJliв Ul'

Ц 2l'.. l lt .i v t, Y 2, ..', v'' BикopистaBшIи спi-вBiДIoЦIrЕня

u +уj=cii,

2tl

(l 1.10)



e*

якi пoвиrтнi вlл<оtryва"L:иeЯ, NIя всLх завакгaxеttiо< кniтинок
ллalry X.

Як бyлo B)Ф зa3ltaчr}Iot lvfсl)кliа BBa)@'Ги, rцo бylр-який
aциклiчкrтй Iшaн мa€ piвно ( m + n* l 1 завairтaкенI.D{ ю'riптн'
OT)lсe, ДJIя B']ЗНaчеI[IIя m + n невiДомrос a t, Il 2, ..', Ц.iY t,
Y2, ..., v' мaемO m + n - 1 лiнiйнюt piвкянь (ll.l0). oскj.пью.r
ЧI{слO }IевiдoМID( нa oдI{}tиItю бi;ьrше Biд !п{сла piвlt*Iь, .rо

вB€l)lсtюTЬ' щO oДHе з нeвiJtoмих, 1'еBil]l.Iil,{Bо якr, дopiв}ilо€
/IrяKoмy чисJгy (нaЙзpyч6цle бpати и r = 0). Пiс.liя IIъ0го tsизI{a-
ЧaIоть p€Цггy невiдомtоt;

3) lшaн Х дослiд:юлоть }lа OIтгимaJIьtIiстъ, тобто пер-
BipяIогь вI{кo}Iaн}ш ytиoв (1l.8) i (1l.9).

3araльний кpoк застoсosylоть Tод.i, кoли пJla'tl X, пoбyдо-
вaний y rroпrp€Д]Iьо,]v{y кpoцr, IIе € oпгl{м.lJlьtll{м, тобто си-
сTrlr,{a псrтенцЙ;tiв нe зa.цоBo,lьняс ylloвI{ (1l^8), (Il'9). Bifi
скJIa.цaеTься з 1pьоx е'гaпiв: a) пoЛimшe}пUl IUIilнy' тoбто зaмiнa
rlцa}ry X нotllцм Iтлalloм Х, з вapтiстIo пepеBeзенЬ' щo Ile тIеpe-
бi.iьutус вagrостi ПrpеI}eзeнь з.l IIJIд}toМ Х; б) пoбyлoвa ГgIяIIIE.
try X, вiшtoвiдтоi йrlмy системи ПшrriЦiaлiB U'| , Ц,2 , .'., U,^i
V,l ,v,2,'..,v,n Зa спiввiдtorцrннями Ц,;+У,j=C,j, якi по-
виннi викoliyвaTиcЯ' цIJIя всix заван,гаlкенr.оr клiтиrroк rula}fy
X,; в) /ioсЛiцxе}I}rя IIЛaIIy X, tla olТтI{мaлЬнiсгь, тобто пeр-
вipка викоIIа}I}IJI рlсlв (ll.8)' (tl'9) /UUl сl{стeмI{ пoгенцiалiз.

Рoзгляшelrо ДoкЛaднo, зтvtiст a,торзrпи1', Lтсlсщylоuи йoгo
Iи Ko tIкреlIIOl\.{-v IIрl{кJIaдl.

3ддaчa" Умовy ЗaДаЧi зiv{aнo у B}rтляJli таб;t. ll'4.
To6лuця lI"4

Т;;;;.;*"".'.l
i T9т,--:glg Г;--Т_;_Т . lПостaча'тьtrпк

i flогo зaгцaсв

Спо1ggg1t !-.о!o цoпЦ
Bt I Bz I Bt

10 l15 80

А| 45 2 3 I

А2 lз0 1 I 5

А' 90 I 9

Як башlмо, е тpI{ rrр{rсIи вiдгrрaвлerшя, aбо тpи IIoсTa-
ЧaJIьtIикa вiдrовiднo з 45, lз0 i 90 одтншщдl ваrrгaхсy i тpи
ItyI{кTи пpиз}Iaче}i}UI, aбO'Ipи сПoxиBaчi з rroгrrкlм у 70, ll5
i 80 одшrrпр IIьогo в:ltгIв:lry.
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Baфсть пrprBезень одtllпri Bа}Iтаrr<y 3 кoхGloгo ггfнкry
вiлпpaв.ltен}Ul в. кo)iсrr.{it пy}Ilсг IIризнaЧeння зaДа}Iо в лiвомy
Bеpx}Iьо}{y кщi кохоrоi кдirшп<и. Baщостi IIеpеBrзrIIь 1lа-
]ивillоть Taкoж rcpumеpiямu onmuма/тьItocmi вiщювiдrпп к.lti-
ТI&toк.

3aДaчa Пo,lягar B тoN{у, шtоб ск.пaсти тaюгй IIJIан Пepеве-
3енЬ' за яким зaгiulьнa вaщiсть остaнrriх бyлa б мi}Iin,raль}rою.

Пonep еОн iй к poк. Г|oбу ууr}ro BIDdДrrий пpиrryсшоtrrй гшaн
3a тaк зBаним Пpаts}Uloм пiзнiчнo-захiдloгo кyгa (в данiй
задачi маrмo балaнс мix тtpoпoзицiеto та спoх.иB:lrшям). Cyгь
lIъогO пpавI{лa IIoJIягa€ B TоI!(y' Щo, Ilе Bpaхoвyloчи ваytoстi
пepевезеtI}ul oдIсIицi Bа}IIaх(y, зaпoBtlюють спoчаткy клi-
тTfilки llepшIoro pя.IIкa' пotlинaloчи з кpalhrьоi лiзоi, a пoтiм
перexoд.rгЬ дo дpyгoгo pядкa' в якo]|{y priпднюr тaкoх( 3аIIoB-
}lюIoтЬ эriвa нaпpавo. Пpи цrомy Bpaxoвyють, цo пoII}fт
дr'псD( rrи{кгiB IIри3}IaЧеI[lя повнiстю aбo rraсткоBo зaдoBoль-
}Iяеться зil pа-lryrroк вaнTшкiз IIepцIoгo пylflffy вiлltpашенrи.
Цей пpоцeс пpодoвxqrють дoтI{, пotс{ нe бyдrгь повнiстto
рзподiлeнi вarгaxi з yсix шрпсЬ вiдгIpaвЛrнIrя z{' i не бyле
пoвнiстto зaдoвoлеrпrй пoIIит yсix ггyнкгiв пpизнauення .B,.

ПЛaн, побyДовarшй внaсдiдoк laкогo Pозпoдi.iry вантФKiз'
с ггplпryстимиl{ y Tоlvfy pозyмiнrri, щo ваtrгaжi з yсiх rгFrкгiв
вi.шtpашeнrrя повнiспo Bl{Beзrrlo i пoгпrл yсiх гryнкriз IIpиз}Ia-
чeння пoвнiстю 3aдoвoлe}Io.

Первip nо цеЙ Iш;lн нa oггппrraшьrriстъ. У paзi нeгaтивнoi
вiдlовiдi IIoлiII11tyBаТI.{l{емo йoгo дoтI{, пoКt{ нe пpldдeмo дo
oIтгим'UIЬIloгo lula}rv.

1. У данiл задачi B пеpuloмy гryrrкгi вiдlpaвлeшI я А, е 45
oдиI*{I{ь вa}ITaхy' a поIIит пepшoгo гry}Iкгy пpизнauеrшя ,B,
стaнoBитЬ 70 oдtнtдъ. Тoмy всi 45 o.циниI-E гryt{Iсгy .{ 

' 
вiл-

пpaвJUI€мo в Iтyнкт B 
', 

тобтo в IIеpшIy к'tiтlппсy IIеplIIoгo PяЦкa
]:lllисyrмo 45. oскi.тьки 3 IryнKry А'recь Bilнтax BиBl3r}Io, то
pеlIIT" к.itiтинoк IIеpuIoгo pяДlи з'UI],{IIIа€Tься IIоpо)iGlьoю.

Перхoдд.ш,to .цo .цpyгoгo rry}IКгy вiдпpaвлеrrrrя 12, тобтo дo
^lpyгoгo pядка. oскiльки B rryнкг llpl{3нaчeнrul .B' трбa
дoсTaBити ще 70 - 45 =25 o.цшI{иIdь Btllттaх(y, то iз l30 oдr-
нl{Iщ! Iцo e в rrцпсгi А,, зя.IП,|суемo B пеplry к'tiшнкy дpyгoгo
pя,жa 25.

У ггцtкгi вiлпpaвлerшя А2 зalnпlлалocя l30 _ 25 = l05 oдr-
III{I& Bilнтulltry' a B IryЕкт rtplfiнaЧeн}Ul B,тpeбa дoсTaBI{Tи 115
oдl,пl}ll{ь' томy всi l05 oдшtиtр зallисy€мo в Дpyry юпiпшrсy
.цpyгoгo pядка' тpeтя клlтlДIка дpyгoгo pяДа зaлишIaсться
пopo)кньою.

Пеpеxодшvro Дo TpеTьогo тгyrlКry вiдпpaвлerтrя l,. Пoгпrг
пepшIoro гryнКгy Пpиз}raЧe}Irш 8, пoвнiстю зaдoволeнo, DМУ
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пеplшy кJTiТT{IIк,V тpетнrгo pЯIKa залиtII'lемо пoрожньою. У
ДpУГтЙ rгyrrКr Iтpизнaче}ItUI B, нeoбхиI{o дoсTaBиTи ще 115 -_ l05 = l0 oдиниlъ Ba}гT:lх{y, тoмy З 90 oдrдlшь, Щo € в ггутtктi
А3, в дpуry к;liппrкy 'Tpeтъогo pЯIхa 3аIII,llIIемo l0 oргrrшlь. У
ггFrкгi А1 зaштлnuloся 90 _ 10 = 80 oдиниrь Bа}Iтaх(y' з.iIIи-
сy€}v{o tx y тpgrтo клiткнкy ТреTъог0 pяДка'

П oгпrг yсiх гryнкгiв IIpизIIaчен}ш заДоBoль}II.Urи пoвнiстlо,
i всi ваrrгDкi з ггyr*сгiв вiдпpавлен}t,l Bl{вrЗrнo" BнaслiJtoк
Taкoгo pозпoдi.lry дigгaсмo тaб.тппцо 11.5.

Як ба.птмo, в таб;птцi :вBa}Iтa)I@t{rп клiтrrнoк 5, тoбто
m+n- l.

Поюзrппсl oтIтиr}.'aльноcтi rцп< к"тthшrок вiзьl'вtvю B кpy-
хrчoк. Пoбyлoваггий wвtl Xс aщклiчrим, тобтo завarrтаrсенi
к.тriтиrпсr }Ie yгBоpюкуIъ xoдtloгo rцIдсIry.

2, Для первiplсl rиа}тy ,Y нa oгrпrма.lьнiсть i, в paзi
rreгaтrшнoi вiJдtoвiдi, д:rя йoгo пo.цaлЬшIoпc ПoлjIпIlеH}I,l склa-
.цeмo сисTrмy пoтrнцiaJriв pядкiв i стовтщiв. Пoтенцia;пr
|| pЦ2, uз; Y l, V2,V] BI{з}Iaчимo iз систвми piвtt.flъ

U *Yr=Ci;,

я<i пoвиrпli викorтyваTипcЯ NIЯ всix зaваrrraxенrд юriтrдIoк.
Paнiше бyлo пoкaзaнo' lцo оскiльки числo невiдorдц нa

oдII$tиlIIo бi.ьrцe вiд'шслa piзнянь, To ввД|иrмo' щo o.цнe 3
невiдolrдос, Ilaпpиклaд иl, дoрiвнlo€ нулю (Иl=0), a peшгy
rcвiдorдд< зrЙхoДI'Ь.lo з нaвe.цеrюi системи piвrшъ.

Прюшrrю гryгеrщia.'пl pяшiз i cговтшrЬ обчrc.шoloгь тaк.

Taблaцл 1l'5
Cпo:швач i loro шoщт

pядxiD ( U l)
lloст8ч&ilьl{шx r пoro

3aп8сн B,I B1 B1

70 ll5 80

Аl 45
(9 3 I

ut =0

A7 130
(+'

25 
.Г-

(r\
tr, \_-./

t05 |

5
Цz=2

А1 90
l2Ё- _l-G

lo

g
uз=9

Пoтешпiшrв стовпцЬ
(v,) Ч t=2 Yz=-l vз =0
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Пеpшlомy pядKy IIpиIlисy!сrгь потrrпfiал. яо,tй лоpiзнlос
rryлIо, i pозгля..raшгь :lаBaнтa)кеlli ютtiтяruси цьrrгO РЯДкa.
oскiльки IIoкaЗ}IиK оITII{мaJIЬIIoстi завантa;сеriоi клiткrпш до-
piвнlос срri пoтвtтlliаoriв pядкa i с.гоBпtlя, нa пrpоти}li якlлt
вoнa мiстlшъся, тo gгoBIIцJtll, в яю,D( € завarrгах<еru к.пirrтrпсr
пepшIol'о pяд]<а, IIpиIIисyIoть пryгенцiaти, lцо дорiвнюlоть пo-
ка3}II{кам oIтТимaJIьIIogrBй rцо< к;tiтиtlок, оскi.шьюr 0 + v, = v,.

Tепеp r}oзгляДають стовrщi з обчисленlдд.r пoтвнцiaпами i
беpyгь в tttо( заI]:lнтaxенi клiппilс.t Дpyгoгo, рrтього i tla-
сти1IIю( pяш<iв' Bикopистaвшrи спiввiдtloшr}Iня |tr i+ Y j = c i j,
сtбчислюlgгь псrтrru{ia;п,r що< pядкrв i знову пOвepmюткя .цo
стовгпliв' I{ей пpoueс цpoДoB)куlGTЬ дoтtt' Пolс{ ttе будyrъ
oб.дrслeнi пoтенцiaли всix pя,rкiв i стовrщЬ.

TаK, в дaнiй задaЧi, нa.ц3вшII{ rrrpшIo}(y рЯlЦry ltglе}tЦiaл'
щo дopiвнtое Iryлo ( U t = 0 ), д1lя IreиfloгO сToBIшlЯ дiстarэltо
пoгeшдiал, шro лoрiвrкх 2 (v t = 2 ), oскi:ьКуI l1|+ vr = 2. По.
теrшiaл Дpytolo pяJIIG Taкo)к доpiвrпre 2, oскi.lьlс,l tl 2 + v l = 4;

гкrгвrшiал дpyroгo стоBIIIЩ лоpiвнrш -1(и2*Yl=l); пo-
твнцiал тpетъогo pя.цкa доpiвнtос 9 (иl+v:=8 } i пoтеюriал
тpeT}оro ст0вш{я дoрiвrпос lтyлro (ш.' + v, = 9 ).

3. .Цoслiшrtо плaн X нa оITгI{I!{аJIьнiсть. .Цля цього пepе-
вipимo BI{кoнaння y!{oви (ll.8) дtя всix нrиванTшкrrпдr кпi.
Tи1loк:

иl+vz=_1<3=Cp,
иt+v1= flal=С13,
Цz*уз= )15=C23,
и]+vr = ll )2.=C',.

oскi.lшсr ylvюBa ol!ги},сlлЬ}Юстi ( 1 l' 8 ) .ЩIя }юзaи}IIaxеIIlд(
кrriтшюк нe BикotryrтIr.я ДJ|Я юriп*поr А|BL, To IIлaн Xнe с
()IITиМitлЬниМ.

1аzальнuЙ rcpoк: |. Щoб полiпlIIиTи IUI:tI, тpебa сеpe.ц
}lезаBaflTa)Gнlо< к:tiтин, дJIя яКtD( нr BикoHyеться ylиоBa oп-
пдtа.lьнoстi (ll.8), знаitги Talry, ,цe piзltlпш мiх сyмolo пo-
твrщiалiв ряIIкa i стoвгпц, нa IIерeтитIi яrодt вoнa мiстlrгься, i
IIoка3}Illкoм olТгI{мaльноcгi е нaitбi;ьlrrою. Bзaгaлi бyш-п<a з
клiтI,trloк' д.ltя л<oi }Ir Bикottуеться y]!(OBa ( l l'8)' п-iдодrrгь для
полiтпшer*rя IUIaнy, iшe Юdти}Iка з нaЙбiльrшoю piзrппдею
( u ,+ v, ) - с 

i j' вr.цe дo вaftбi;IьцroгO змeншIенrrя знaчetпlя лi-
нiйноi фрt'сtii z на дaнolfy кpоtil, тобто вoна нaйбUьшrе
пi.ш(oдЕгь дtя пoлiгпrleння шIarry. У pозглядyванilt задaчi
yмoва (l1.8) tIе викoнyrTкя ДJIя сдr*rоi юriпtrrки l3,B1.
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Бyдryсмo циI(л, пoчaтoк i KiI{eцЬ ,Iкolю леxсalЪ y вибpaнй
нrJаBarrтa)iенiй priплrф, a ршrra Brpшrl.{н - у зilв'rнтaхeнr.o(
к;riтинкаx. Д-ця цьоlo з вlлсiднoi нe3aBаflTa)кeноi к"lriтинки
pyxa€МoсЬ IrO гopизo}rТaлi абo по веrпл<алi до пеpшrоi зaв:l}l.
raхсноi Kлiтl.ttlсt, з fl<оi, B свolo tlеply' мo>кlпсзиfi pyх гIo
веgгlл<а.lti абo пo IоpI{зoI{талi.цо заваrггах<енoi клiпtнки i тaк
дoт}l, поки нe yгвopимo нaB€.цеttий виrце i1иrut. BepшпсIaми
цIflсТry вкDкaIoTЪ кЛiTКtfl{t{, B яtoо( здiйсrпoеrъся пtrвор:rт пiд
IIpям}rм Кyrом'

Дaлi обходlпr.to цeй tptкл, }IаприкJIaд IIрoти pщy стpi.тпоt
IЮдI*IIIикa' пoчинaючи з }Irзaвa}IтОкeнoi клiтиrrrсr, i пoз}tа-
ЧarМo Йoго х.ltiп.rrпr позмirrнo зIlакамI{ + i -' Heзаваrrraхeнiй
клiтltlпц пp}Iliисye.vо знaк +. B рзyльтaтi rцшоr poзпaдетъся
нa .цBil пiшtaнrgoги: додaппrlt Ta вiд'er,ftп{й. Cеt*д eлeмerrriв
IIJI;l}гy Х, pозмЩeн}о( y к.ltiтtдп<аx вiд'емнoгo пiвлatп.Цога,
вtбиpaемo нaftменшдrй, вiн доpiвнtoс }".

Новld lutaн X, бyдyемo тaк. Bщ yсiх к;riтин вiД'смrroго
пiв.пaнцюгa вi.цнLмaсмо числo l, а дo всiх клiпаr дo.цaтнoгo
пiвпaнцюгa .цодaсмo Числo }, . Усi irrшri елeмеrrпt гIла}ry Х' що
ttе yвifuiши B ц}tкJ.t' шой pозглядalться, залиIlIa€мо без змirrи.

.Ц;iя дoведення тBepДlG}Iня rlpo Е, Щo oIТIимaJIЬIiий гшaн
дoстат}Iьо шryI<аTI{ сеpеД aruд<.ltiцlпок IuIaнiв, було показапo,
rцo внаслiдoк тaкoi опepaцiТ знoву дiстанемо ltpкrryсшплrй
ItlIан.

.{овeлeмо теIIep, шо ваpгiст.ъ IIеpеBeзень зa }loви}! ITланоlv{
Х, рtенцIа вiд ваpmgгi пеpeвезеrъ за вrпiДшrм гшaном ,Y.

Hoвий тulatl X,сIсцадaeться з елеrrеrrтiв:

t'u
* l, яюцo к.lriтинка ( i' 7 ) вхoдrrгъ y вiд'смrrий пiьrаrlЩог,
+ }', яtоцо клirинка ( l,7 ) вxoдrrъ y дoдaTlrиfi пiшlaнlsoг,

' яЮlр юriшшсa ( l, / ) нe Eо(o.lIIrгьy цIflоr.

х ij елeмeнTи BtDd.ц}roго плaшy Х
Bapтiсть пеpeвезe}Iь 3a IIЛaнoм Х, стaнoB}ггь

s \.., тl.'|х,,с',+ L (х,i+}')c,,+ | (х,,-}t)c'',, (ll.1l)

У пеptшiй сylvti пiдсyмoByloтъ пo eлемe[ITilх tuвнy Х,,
к;riштrпси яIоD( не BxoдяTь y tЦ{кJI' y Дpyгiй _ пo елeме}Iтa\
клiтинoк доДaтнoгo пiвлaнrЦогa i в тртiй срli _по еЛrмrнтax
клiтинoк вИ'смtloгo пifflarпДоrа.

{

| х,,
l'=l'u
| х',
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Пеpeтвopивulи Bиpаз ( 1 l. 1 1), дiстaнемo

(lr. 12)

Тщ пepпшd .цoдaнoK Ех,ic,i е вaщiстю ПepеBезel{Ь зil
вюсiдrпrм IL{aIloм Х, кoeфiuiе}rг пpI{ }, y дpyгoмy дoдaнКy r
a;пвбpaiuною сyl!{oЮ вaprостей IIеpеBrзrнь к.ltiТинoк, шIo yгBо-
pюютЬ цикJl. Пoкaxемо, rцo Bикo}ryrTъся piзнiсть

\Г. тl 
.

L cij- L c,,=r,o,o-(u,o*uro),

де ( i0, /.0 ) - 
rЕзal}ilгIlaxеrЙ к.ltiтl+псa I.u{KIly, u'o,u,o _

псгенцia.тш.r pяЖА i сговrп1я, }Ia пеpетинi яоо< pозйщенa rЦ
клРrЧка. Brд<orryвaп.ll,tеI,{o IЦ{кJI' IIоЧи}IaIoЧIt з Hезавaнтallсе-
ноi к;tiтиrдш' }lаIlpиклaц з:l стoBIIIIеII{. Cпонaткy Пoтpallимo B
зaBarттa:кеtry клiтинк.v ( k, j o )' poзмiшеrry B k-il{y pяДкy i в тоlty
самoмy-/o.ь{У сТ0вIIlПo' щo й клiтlпткa ( io,Jо). Пiсля l{ъогo,
pyхaЮЧись &-м pядком, пещйдeмо з клiшrнюr ( k, jo) y зaBан-
TФкerry к;riтитlкy (k,l), poзмirueнy B /-]vгy grовгп.ti i в тolтy
сaмot{y /с-мy рlцкy, Щo Й клiтдtка ( k, j o ) 1т. tt.

Haрtшгi, вIо(oltяqи iз зaваrrrа:кеноi клiтrдпсl ( x,o, l ), poз-

мirцelloi ts r-му стовrшIi i io.}*{y pя.Itкy, IIoBepнемoся III,flv{ pяJlKoм
дo }IезаBil}ITaхeноi клirr,тrrrg { i o, 

j 
o ).

oT)ке, BepшIинaми l!flсIгy с тaкi iоriптirсr:

{ io,io) -+ ( k, jo) -+ ( &, /) -r ( m,l1-+

itm,n)-+... -+(s, l)-+(io, I).

Bиpаз 2-, ',_ 
2" 

" ,, 
мo)Iсla зaIIисaти тaк:

\J+ т.-
o с ii_ f- с ii=,,ojo-,,,o*, rt_ C 

^t* 
C.n* .,. + с$- сior.

Усi к.пiтшrIс,r' кpiм ( io,,/o ), y циклi зaваrrгaxeнi. Тoмy всi
вaрmстi, кpiм с,o;o, лopiвн.torcrгь сylraм вiдtoвiдttц IIoTе}t.

цiалiв. Toдi
t.r- тr -
L с'i- L c ii=",o,o* ( u t+у jo) + (u t+ v1)_

- (u.+v/)+ (U'+v')-''. +(u,+v,)_( и, +V,)'

Poзкривrши ДгJки i звiвtши пoдiбнi члe}lи, noЬu*tьno, *o
всi псyгенцiа,ти, кpiм v' i и, , B3a€мно зIrиu{r,оTься.

I*,, c,,+ }t(Е.",,- Е 
",,,
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Таюаr,r ч}пlol{'

т. \" -
o с tj- L с,j=,'ojn_ ( lJio +'v,o ).

oскLчъrза, згilцIО з yllfоBою' C,oio _ ( il,o * Vjo ) < 0, то з Bиp:lзy
(11.12) вигUI}IBа€' rцо ваgгiстъ IlеpевrЗr}rЬ 3,l ноBим IIJIaнoм
Х, меrruи Biд BартoсTi ltервeзень за вrо<iдrиМ IIЛaнoм Х, що
Й тщба бyлo дoвести.

3 дoвеДеrrня BиIUIиBZI€ Tакo)K, щo нoвий rшан ,Y, будe
rrafiлilllllим Tодi, ко;rи бpaти незaвaнTa)iеrry клiп.rirкy 3 llait.
бi.тьrшoю рiзнiпIеlo !,t i+v;_ с,j) 0, с,j- {ui+v,) <0. 

-

Повеpнeмось дo pозB'язаirня зa;iaчi. Як бyло зaзнaченo,
рfоBa (ll.8) }Ie BикotгyrTк,Я Iv|я ютtiтиrrки (3,l). tsихо.цяtlи З
цiеi шiтlпгlсl, пoбyдyсмo Bиклaдe}Iим BIдIIe сIloсoбoм rЦп<.lt.
Cepeд eлемerrгiв к.ltiтинки Biд'емtloго пiв.шarп-цoгa lтaЁпrенlrпlм
с 10. Biднiмемo ide Числo вiд eлемerггiв к.тtiтlдtoк вiД,смнorо
пiв,rаrтцюгa i додамо йoго Дo eлемeнтiв клiпrнoк.ДoдaT}Ioго
rriв;lаlп-Irогa. .{iстанемо новий плaн X' (тaбл. l1'б).

2' Пoбyлyемo ДJIя гIлatry Х, системy пoтеrщiшriв, яка йoмy
вi'ttrloвiдaс так сaМo' як i в п. 2 пoпepе.цньoгo крокy.

3. Дoслiдxу€мo IUIaн X, нa olТrимаJlЬltiсrъ, тoбто пер.
вipясмo tsикoнaння y!{oBи (l l.8) дJUI HeзаBаtlTaxrrrrоt клiтr,шок
табл. 11.6.

Ut+V2=-!43=Cp,
иl+v]= t1 |=Cу5,
lI2+vз= l1> 5=C21,
Itз+v2=- 1<8=Ctz.

Tа6лuaя ]l,6

Пogгaча.шrпrx i fioпэ
3aпaсI|

Cпoxшвaч i fioгo пoшт
ГIoтеrпria,п
pшцЬ ( и.)Bl 8., B1

't0 r15 80

А| 45
t1
\Lv

4S

3 I
+
i

rt =0

А2 lзo U g
ll5

s
Цz=2

А' 90

l^
| {1

.tv+'-
E O Uз =0

яo

ГIсrrвнцiали стoвrпrЬ
(v;) Yt=2 Y2=-l Yз =9
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Умoвa (l1.8) I{r викo}t}€Tъся ДJIя к;rirинок (l,3) i (2'3).
(}гxе, ллaн X,}Iе € oIТгI{мaЛьн}Iм. З цrц шох клiпlнoK.ц,ля
полirпrteнrrя гIлaIтy,Y, викopисTасмo кitiп.пrкy ( l, 3 ), oскi;ьlсr
д.lш неi piзнtпц ( и, + v, ) - сii > 0 е пaЙбiдьшoю (дrя клiтинки
(l,3) ця piзнlац дopiвнlое 8. a дsrя кдiтlшlоr (2,3) вoнa
дopiзtпoе 6).

Бу'пyемo LryrкJI, Bиxо.цячI{ 3 }IeзаBа}Iтaxенoi юriтпtюl (l,3).
Cepед елемеrrгЬ к.пiтrдlок вiд'смнoгo пiвлaнrпогa riшоry нaй-
мrнIшI{м е eJleмe}rг 45, що мiспцъся в клiткrщi (l'1). Bi.ц-
нil,tаемo цей eлемe}rг вiд yсiх ел.эментiв клiтинoк вiд'емногo
пiв.цaнrlюгa i .цoдaltо його до eлеltеrrгiв клiтlшoк Дoдaтного
пiв.пarп{rога. ,{iстанемо flлatI X', {тaбл. 11.7).

Пoбyдyсмo дJIя Iтлa}Iy .Y,, вiдпо вi.щry сисТе]l{y пglенriiалiз
i пещвipимo д.тrя неi BикoHa}Iня yмов (1l.8):

u|+Уl=_6<2,
ttr+Yz=-9<3,
lJ2+у1= l1> 5,

Il 1+V?=- I <8.

Умова ( l l. 8 ) не BI{коHу€Тк,я NIЯ к.ltiтинки (2, 3 )' Toмy плaн
X,, t|l € oIIтимilJIьttит{' Brжодя.пr з клiтинки (2,З), б},д,vемo

цикл. 3 елементiв кrriтrлiок вiil'смяого nЬланЦrолa нaймен-
lIIим € rлеме}rТ 15' що мiстlгп*я в к.ltiшrнцi (2,3). Biдliмемо
йoгo вiд елемeкгЬ к.пiтинок Biд'емrrоm пiшlaш.uогa i До.цaмo
дo еЛeМe}Iтiз кпiттлtoк JtОllаТъIoгO пвлaнr[огa. .Цiстанемo rшaн
Х,,,(табл. ll.8).

Tа6лuця 11.7

Пос-гачшьшtr< i йоrэ
3аIIaсE

Cпoшач i tom вoпдт
IIcrешцiд.llп
pдaкiв ( u 

')
Bl

-70 
__ 87 l" - '--.tшsI

8, 
-,

80

А| 45
L 1 U

45
ul =0

Аz 130
4 I 5

+ и:=i0

А' ш
1 I 9

Uз=E
35

Пoгeнцiд.lпl gгoвrцlЬ
(v;) Yl =-6 vz=-9 Yз=l
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Taiлutlл 1l.8

ГIogгaчa,lьнж i йoгo
зaIIaси

Cпoжвдч i loго пoпrт
Пoтенцiа,ц
pпдсiв ( и,)Bl B? .Bl

70 ll5 80

А| 45
2 3 (t

45
иt=0

А1 130
1 (,

ll5

(t
l5

Ц7=1

А, 90
e

70

I o.
ю

Uэ=8

Псrгeнцiалн стoвrщiв
(Yr) vr=-6 Yz=-3 vl = I

oб.пrс;пдвшпr сист€}vry IIотенцiaлЬ .цJlя IIJIarry X,,' n Пepl-
BipиBuд{.цлш }rei викoнaн}Iя рtoв (1l"8), 3}Iaxolцдvo

l!|+vt=_б<2=C1,,
Itr +V2=*lq3=Cp,
Il 2 +Y t=-214=Cц,
t|! +у2= Jq8=Cзz.

Taким чиlloм, y!{oви oIтгll\{aJIьIIocгi (l1.8)' (1l.9) Bикошy-
К|TЬCЯ.цJUl системи ПoтеIfцiаЛiв, ш1o вiдпoBiдar ПлaI[у X,,,.
oг)се, цеЙ IIJIа}r € оIТТимaль}II,lм, а BаРIiстЬ IIrpeBезе}lь зil tц,{l{
IUIilнo]\,{ с r,{ifl iм&тьноIо:

Z-o= l' 45+ I' 115+ 5' 15+ 2' 7A+9' 20 = 555.

Baprrrcтi пepеBезrнь 3a пла}lаl\{и xX,, Х,, стaнoв;rяlъ вiд-
IIoBiднo 1095' l005 i б45.

$ 3. ПобyдoBa Bихiд}roго oпoptloгo плa}Iy

.(.пя ;кlзв'язyваIlllя бу,ш-я<сli зaдaчi лiнiйною пpoгpа}fy-
Ba}IIlя ]l{o)lGla oЧiкyBaТи, ш{o числo iтеpaцiЙ, rtеобхilgrю( Д',Iя
пoбyдoви olтгI.iмaльнoгo тUIaнy' заЛехсlтимr Biд Trэгo, нaскi.lь-
ки BIоdдний oпopнld гUIaн бJrиЗьtссfi дo oIтгим.UIьI{oгo.
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Bище бyло pозг.тrяrryгo мeTOд ldвrriчнtr.зaxiдного кylа. Bи-
хiJЕrI.{й опopнrтit плaн, побудoваrп,тй 3а rUrм lиrт0дoм, нe
Bpaxoвy€ вayгостi ПepеBезeнЬ ошгtrицi Bа}ITarLT 3 кtl}IGIого
rгyIIIсгy вiдпрaвлerrня B кo)lсlий гщrкг пpизнaчегI}ш. Томy в
зaгaЛь}Iotvfy BиIIa.цКy вiн дaлеy.ий вiд огшима.lьHОro пЛaшу,
побyд<lвa якoгo зB'яЗaнa з tpоltiз,Iкиrии об.пtсдeпнями. Пpoс-
тсrrа }tеTolry пiзнi.пtо-захilшorо кyгa Дaс змory засToсoByBaTи
йoго пiд чaс обчислень зa дolloмогoЮ ЕoI\,1,

Яtсцо цpи сlстIaдarrrri вюtiщiогo oпорногo tlJиrry Bpaxoвy-
BаTи BapтGстi первeз€IIь oДfllиЦj вантaх(y' T0' oчеBl.{цн(,'
гtобy.пoваний гtлан бyде 3наЧ}lo б,iпгrклd /{o oIТгимаJlЬ}IоГo.

Memod мiнiмальнoi ваpmocmi. С.уrь rфoго Мrто.цy B Toмy, lцo
з yсiсi тaбшrцi ваpгостеfi вибиpaIoгь нaЙъlerпшу i в к.liiтlлпсy
( i,j),.цr BоHa йстlrп,ся, зaIIис}iIUгь мrнflle з чисeл а,aбa b,'
Пiс.ltя IdьOгo нe poзглЯДalоТЬ pццoк' Щo вi.цповiдaе Пoста.
чiulЬниIry, 3al1aси якoгo повiriстю BиЧrpпilнo, або cТовпeць,
щo вiдповiдa€ сITо)киBаЧy, ТIоIIит,Iкoгo пoвlrigгlо 3a.цoвoле I{o'
aбo й рдItoK, i стовпrrlь' яКIцo BиlIеpIIaнo зaпaси пOстa.
чa,'Iь}Iикa fi задоволеtlo IToIтrl. спо)с{B€tЧa.

У частrтri таблишi вa;rшюrtй, ш{o за-IIиlIIилaся, Зtloвy Bи-
бирaсмо нaЙменшry вaщiс.lъ, i пpоI1ес рoзпo,цiлy пpодoшIry-
BaтиМrмo ДoT}l' пoкl{ всi запaси нe бyде B}fltrpПа}Iо' a IIопI,[г
зa]loBoлrIio.

Cклaдeмo Зa доIIoмоlOK} цЬсiгo мrTо.iIу вюti,шrrtЙ опоpниЙ
rUIaII розглянyгoi виrцe зада.ri.

I'в6лцця Il.9

Пoсгrчв-'ьк|iх i toгo
з8пaсп

СЪо:tспвaч i Ёого шоrвт
l-.тiB,lr.lB ГIoгвtщlдrrв

рхJtкlв ( и i}
70 115 80

Аg 45
2 3 Гt.

45
Иt=0

А2 130
4 It\r

i/>A I\| \:,
lД-: az=4

А1 90
1 8 ()

?n
ul=8

Пoтeнцiа.lи стовrщiв
( v,) vt=-6 Y:=*3 vl=l

Дoслщn,lо побyдtrвatтrй
первipимо BиKонaн}rя yМoB
Tи}Iol( тaбл. l1.9:

IUutн нa оIтгшt{aлЬнiсть, mбто
(l l.8) дJIЯ }Iе3аBан.гаxеrrrтx клi-
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Ur+V t=-6<2,
ut+V2=-3<3,
u2+Vt=-214,
I!r+v2 =5<8.

Умoви oIттимаJIЬ}Iocгi (l1.8), (1l.9) BикorrylотьсЯ Nlя c'4'-
стrми гImr}пIiаJliB цього IUIaкy, а 0т)i(9' вiн с огrпrмirль}Iим.
Taю,nr чII}Ioм, BI,DdдIrий oпopнId rшaн, пфyдoBа}rlй 3a мrтo.
.цolv{ l{illiмaлънoi Bilgll)стi, B|tЯвIмЯ Bщpaзy oITг,{MaлЬним:

Z*м= I. 45+ 1 . 1[5+5. 15+ 2, 70 +9 20 = 555.

MеmoО nodвiйнoi nrpева?u. Якцo табJorця BayroсTrй BеЛикa
]a oб,емoм, то пеpебop yсix eлемеrrгiв r дoсиTь складниl,t. У
цъо}{y виIIaДI(y Дoцirьнo з:lстoсoByBaти Taк звaний меT0,ц
пoltsiЙI{oi пеpеBaгI{' сyIъ якoгo TaKа.

У кolсtoмy стoBIп{i пoзflaЧкoю V вказyсrгь нa клiтинIqy
з нaймеrпшolo BаgгiсTЮ. Tе сaме poблягь i в коxсtоlry pядкy.

Bнaслiдoк цьoгo B.цeяIоo( к.пirинках бyде,rшi IIознaч}оi Vv,
a цr oз}Iaчaе' Щo в н}D( мiнiма.lьна ваpтiсть pозмirцена як
стoBпцeм' тaк i p'rДком. У тaкi к;riтинки нaПpaвJrЕO'lъ мaк-
сим:UIЬI{o мoxтrивi oб'еtvш,t Ba}IТa)KiB, ttе pозгJIЯдаЮчн щopaзy
вiщloвiднi стовшli aбо pялюr. Пiсля II}огo pозподi,тяеЬ{о Ёo
к.ltiтl,[Iках, щo маIoTь olrty пoзнa.псy V, Bикopистовylочи
Iтpt{HIn{п нaйменruoi ваpтoсгi.

Пoбyдyемо зa дoПoмoгoю мeтoДy гto.цBi-f{irоi пepеBaги tsи-
хiДfl{й oПоpIIий тIJIaН ДДя задакi, заrшrсaноi в тaбл. 11.10.

Tа6лtlця 11'10

Пoствча.шrrвх
i toго звшaсв

Cпoхоrвач i fioгo пoпrг

'50_-Г-100-l.-zш 
l50_-Г_100

Пoтeнцiа.lш
pддх'в ( u 

')

А| 250
l0 (+)

100

W(L
150

4
ut=0

А2 150
wg
150

7 l0 6 lt
uz=- l

А' 150
8 v 5 vg

50

") w@
100

Цз=-|

А| 2я AJ v (!,
100

@
50

l6 l3
ur=8

Псrвrщiа.llи
cгoвгпIiв

(vi)
vl=3 v2=o Y3 =4 v+=l Ys=3
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.Цослiдlдtо побyдовarrиit вюtiдtий опоprпй IIлaн нa оп-
тrпra:п'нicгЬ, тoбTo пepeвipимo BI{кoIIaЕIня yt'tов ( l l. 8 ):

l,l ,*Y,= 3<l0=с11,
ItL+V2= 0<i =Cp,
иl+Y5= 3<4 =Cу,
Itz+V2=- I <7 =C2r,
Ц,*Y,= 3<l0=сzз,
!1 2+V4= 0<6 =C2a,

lt2+vs= )1ll=C15,
U1*V,= 2<8 =C',
u\+Y2=_|q 5 =Cу,
и]+vt= $42 =C,,,
l1 1+v|= 9<16=Cи,
u1+Y5= 11<13=с.,.

oскi.тьки рroви olТгl{маЛьнogгi ( l 1. 8), ( l 1. 9) BикoнytоTься,
Tо Iшaн € OITTиМалъ}Iим:

Zoм=4. l00+ l l50+2. l50+3. 50+2. l00+11. l00+

+8.l00 +|2,50=З700

$ 4. Bi.цкpитa D'oДeJIЬ тpaнспopтнoi заДaчi

Як бyло пoкaзalIo' нeoбxiД}roю й дoстaтньоIo yl!{oвoю

iсlryвання pозB'язKy тpaнспopттtoi задaui с yМoв:l 2o,=
, t='

=2 b,,'гобто Bсi ЗаПaси BанТaхdB y гtyнIсгaх вi.ttгtpаштeння i
j=l

ПoIIит y lцfl( BaIITill(aх y rryrrlсгaх [pи3нaчr}I}l'I piвнi. зaдaчi
1акoгo тиТry IIaзиBaIoть 3aKpшlrми мo.цeл,Iми тpaнспopгнoi
3aдачi.

Е{a rrpaкппti чaст0 pЬнicгь |а,=|ь, не виKoЕyrTъся'
r= I j.. I

тoбтo aбo Зaпaс вarrтаxiв y ny'чч BilгIpaвлe\нflя пepeвиПry€

ItoIIиТ y lr}'ItкTаx пpи3llaЧe}Iн" i Е 4,> Е b,|, aao ПoIII{Т y
[;=r j=t I

rryнКIax пpиз}Iaчe}пUI JIepевшI.ryъ зaпас Bант,шкiз y гryr{Кгax

вiДIIpaBпен}rя Е ,, . 2 b, . Дм wn< вшIaДкiB Taкo)к \{o)кна
i= I j= I

floстaBI,Iти задaчi пpо пoбyДoвy Iut,lЕy пеpeBезrIIь 3 мil{i-
Ь,{альI{ими тpa нспоpтнитvrи вIпpaтами. Тaкi зa.цачi }tазиIl.tlоть
BlдкpI{TI{Ми ]\,roделя]vfil тра}rспopт}rю( 3aдaч.
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Biлкрlтгi моделi тpa}IсПOpTних зaДatl pозв'яз1roтъ зBeДrн-
rrя.и tx До закpl{пry мo.целей. Taк, пrоб знаttrи otгшrма.тrьrrий гшaн

/: * )
IlrpеtsеЗеIlь' кoл}t зaIIaси пepсBиrrЦrк}ть IIoIII{Т | L o., L b,!,,

li=t j=t 
I

BBOIUгтъ фiкпавного спо)с,rвiiЧa B^',, i ввахсa}..o.гь, щo йo1о
пollит /ioрiвнюс piзiшru мiж запaсaми вантaxiв у II}:нKI"х
вffipaзлeнrrя i pеaльним ПolIиTом y rryнктax пpизttачr}t}lя,
тoбто

.++0,,t= Lа,- Lbi
r= I j-l

Bвaжаtoть, tцo BagгосТi пeрвезенЬ BaнТilKiв з yсlх щтrкгiв
вi;Цtpaвле н}rя y фi]сг!rвний tт}нкr. Ilpиз}IaЧrl*lя piвпi:

сl1л*i) = С2..n. l) = ... = С.(n,L)= C

Ilя rtовa задaчa Bхrc € зaкpиTоlo мо.цeJLIпо тpaнсПogгttoi зaдaЧi'
oсКiЛьКt{ BI4кoIryеться $,{oва

n nt I

lo,=l b,
i=! j=l

Beличини Cl1n'|' ( i = 1,2,-..,r ) мохqrгь бyrи якrrми зав-
го/Iнo. BaхоtиBо тiJtъки, цI()б }.сi вони бyли piвнi мiж сoбoю.
IIpи цьомy ваpг<ютi llеpеtsсзсItь за ТUIа}Iaми Bихiд}roi 3адачi
il х'; ll',, вi.ЦpiзняlогЬся вi.ii ваrloсгей lirpеBeзень 3zl ILтIанaм:I{

}roвoi зaдaЧi li x,; ll ' i '" t . нa сT:Ury iteл}flll{нy' що доpiвнюе
/ п л+l \
t rra !(t I

I L а,- L b, iс.. Томy IUIа}I l]lо{i.щlоi зaдavi, fiсdt дigгaJш{ з
ii"r j=t l
brrпatа.lьноrd гшaкy I{oBоi Задаxi, € Taко)K olTп{мaльrfl&{.
Cпpaвлi, ЯK6|.1' ДJt.я вlосiдtloi заДaчi бр лirшпгЙ IUIaн, тo'

/ m л.l \l'г. г', I

додaBlflи Bиpa3 | Lo,- Lb, |с.. мzt,тl б ulя нoвoi зaдачi
i''l ,t'l !

IlлаtI, JtiпшlrЙ за Ьrrги ма !'ЬI114i, ulo }lе МO)KIIIIв0.
Ha lщaкгиril, звичайнo, вBФкаI0TЪ, Щo Bаyг(rcтi IIеревезеIТЬ

y фiкtlшкий пу}IKг lтpизtlаЧе}ltlя лс;piвrпоiсtъ }IyЛю: Cil n.l, = 0
( i = !., 2, ..., fl;' oскiльlса вaн.гахсi B цеЙ цvнкт prаЛьtlo I{е

пеp€Boз'rI"I{я.
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Розглянемо 3ДJ.(aЧУ, зallисaнy y BIrТляДi табл. 1l.11.

Tа{ьluця I1.]1

Пoстaчa,rьrrrтк
i fiогo зaпaсr

Спoжвач i loгo пoцкг

Bl B7 B1

90 t5 90

А| 50
2 3 I

А2 75
1 (

3

А' l{0
1 I 6

, TF зaIaльна IIогрIс{iсTЬ IIoстaчiUIьIrI{кiз сIaI{oBI{IЬ
s1 rrL а ,= 265 i зaгa.ъIIий поIII{T сПo)io{вaчi! L b i = 205. Bюшlro
i= I j=l
фiкгlшного сПO}Iс.{вaчa 8. з пotrrrolхI b 1= 60 одrниrъ Bull{тaltry
i з нyлъовI{ми Bar,тoсTя}.{и дoстaBoK. .I[iсгaемo lroвy зaДaчy
(табл' 1|.I2).

Tа6лuця lI.I.2

Пoчaтксlвr,rй poзПoдiл вI{кoнaемo 3a пpaBиJIoм пiзнitпro-
заxiднoгo кyгa. Oбuис'ливlliи пoтrгIцiаЛи pяДdв i стовгпriз тa
Q t'9:
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Постачaпьнrx
i itoгo зaпaсп

Cдо:lшвач i loгo вoдгт
Пoтвrтцiд.пв
pяlкiв ( и,)Br B2 B1 B1

90 25 90 60

А1 50
(L

50

3 I 0
ut=0

А2 '€IJ
e,

,{0

(st
ч-/

25 Г-
U

t
J0-l

0
Цz=2

А' 140
7 L_!

+
_J.€
80

(о.

60
Uз=5

Пo:внцiа.пr
сrовш1iв ( v; )

Y t=2 vz=3 Yt=l Yr=-S



jj:ry9,I,*u* викoнa}Iкя yмoBи (rr.8) дJI'I нr3aва}ITДIФ}rPD(KJflTIшloк'

l|1*Y,= 1=3=",,, и]+v! =J =7 =C3|,Jl,*V,= l=l="',, ll1+v2=8>l=с,,,
Il2+y4=* J 4 2=C2q,
иl+v1 =-$q0=C,,,

гIобaЧимo, ЩO BoIIa н€ Bикoliyrться дJIя клilи!{iоr (3'2). Tоrяy
:::g19I1й po-зпoлiл нe бyдe огпимальним. .Цй *оioпо,шшIIе}iгUl побyДy€мo.l{IлОi; вю(oд'rчи . йййЪ,ti.' зeлемеrrтil клiтlдtок вi.ц,еr*нoго rriвланйm мшш.цa;ьншr е 25.Biднiиеt*lo йoто вiд yсix eлeмЪйБ.ЬЪ*'o* вiД,еrшorо пiв.лaнtПоIa LЦoдaмо до всiх rЛемrrrтiв к'liтrдroк дoдатното пiв-лaнцюга. Bнaслiдoк ltъогo дiстанемо йaи (тa-й.Тi"]'i. "..

Те6лa*s II"t3
loпrт i _--l
__Т_- . .*]Iloтеnцiл.lш 

i

I

| Пoста.rа,ъrттк
! i toгo 3аIIaсц

CIro:rшaч i toiо дoпrт
Dl B2 Br B Пoтеnцiл.пи

pдшв (a')
90 25 90

А1 50 a
ю

3 I
ut=o

А2 75
(,

,lt)

5

з5

0
uz=7

А' I'tO
I (t G @ ul=5

Псrrенцiа.lпl
сtoвrпrjв ( v, )

Y l=2 Y2=- 4 vl=l vl=-5
oбчис.lпдвшпt пoтrrщiа.шr pддкiл i сrювltlпгкiв дrя пс,оv.до-

:.golo wiafiуTa первipl.шuшl yidовy (tl'8), пoоaчйo, 
"й'fr;.BиKoIIyrтьс g ДJIЯ всiх нeзавalrraхi,lilо< к.lrir:шlЪк-йf il Гi з.oгхсе, цeй rшaн € oПII{Мa,Iь}Iим.

oскiльrоr к.пiт.инка (3,4) зaваrrТa)I(ellа' a роuIта кпiтинокфiктlшнoгo стoвIir{я пoф,йi, то ;-,й'y,p".f 
"iйiiйй',,*IIoсTaЧаль}Iикy А, зaлжlшml в себе нrвиBе3еrfi&t}! 60 одrдrш.ь

ваlIl?xy.
Aнaлoгiщlо, я]сцo пoIIит IIeрrBиIцуе пpопoзш1irо. т0бT0

ЙП
rlпf' а,< L b,,
r=l j=L
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вBОjLятъ фiiспшIII.й ( 
^: 1)-й пyiпо вiдпpaвлeння i'з зaпасом

s, \'Bаl{lажу 4 -, 1, = | D i - L a i l 3oдEtaкoBими BаpI0с.Гями lrеpе.
j=r t= I

Rs3rнЬ с1п+t1 ,= C1п+!J?= ,..= C1яollа. ЯК i y вllпaдсi, фiк-
тияЕIoгo сltO}I0Iвaчa, нa цpaктиI{i зaвхщt берyгь

с1.*t1;=0 U = |,2,..", n),

Bнaслiдок Цьrrгo вIfldднa зit.цaЧa 3к).цЦться дo зBI{tIайI{оi 3e.
кpl{Toi МO.цrлi 1pa}rспogгtloi 3aдad, з oIТIи}liUIЬIIoгo poзв'яЗкy
якoi дigга€tv{o оIТI!L\{аJIьний pозв'язOк BlоdДrоi задачi.

Числa, лсi мiстrгься в oсTaнньо}fy pя.щry oIтгI.L!{альtIoгo
poзв'язкy tloвОi з4дачi, IIoказyIоть' Щo пeD}тим сI!o)lс{ваЧaм
.цnя зaдoBолsН}я,l сBоm пolIrtry rieoбxiJЦ{o гtpldДбaTlr ,пryсЬ
кiлькiсть Ba}ттaхqy <Ззoвнi}.

$ 5. 3aст0суBaння тpaнспopT}roi зaдачi
До рo3в,я3yвaНня .цеякI{х rкo}to}riч}tlр( задaч

Методи, pозроблeнi дJIя poзB'язyвaIIIIя TpallспopгIroi за*
дaнi, заrгoсoByloться й д:rя poзв'язyB,lIIIIя дeяKID( rкOнoмi.пrrry
задaч' Bе.lптшrrи с',l мoжyгЬ мaти piзнrй змiст, IIaпpикJIaд,
Bаp".гiсТЬ, Biдстань' чaс' пpо.цyкTиBнiсть працi тoщo.

Pозглянeмo як lтp}rклaд IIoстaнoBКy й матвмат}ппIy модrJIь
зaцачi нa oIТгимаЛьне закpirшен}Ul 3:l веpсTатaми оIIepaцiй Пf)
обробленнIo дrTaлefi.

FIеxай }ra пiдIIpиrмстBi € /n BI.r.цiB Brрстaтiв, максI{N{aЛЬнI{й
uaс pоботи яKID( BiдIIoвiдrо дорiвнlос сI i( i = L,2, -.., rл ). Kоx-
нtdl З BеpстатiB мoxr BшкorryBатlt 

'' 
olIrрaцiй. Cyмapни.й нaс

викo}Iан}Iя l{oxнoi oileрацii BiJЦIoвi.цнo .цopiв}Iю€ b,(j = |,
2, ..., И ) гОд!гji. Biдомa гIpодyКг''з}riсть с,, Ёго вeртатa пpи
вкконarтнi7.Т опеpaцii. Cкi,lьки чaсy i нa якy ollеpaцfuo rprбa
задiяl-и кох<rrиit Bеpстaт' шоб обpобкпr мaKсим;UlьtIy кi.lькiсть
дeталей?

Позпaчirъцо чеpе3 х'j( i = 1,2,..., m;j=|,2, '.., n) Чaс, зa
жrd нa Ёьty вертaтi BI,кoIry€Tься7-та опepацiя.

Тодi кi;ькiстъ детaлей, обpоблeнIfi( нa Ёмy веpстaтi, до.
оiзнtое c 'х'' tJ tl

Ki.rrькiстl' детaлеЙ, обpоблeнюt на всiх tsеpстaтах, Bиз}Ia-
чaсTЬся фyнкцiекr
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т. \.!z= Ir Lc,,x,.,.
i-l j=l

oскi.дьюr мaксIl:''aлЬнo м.}KJIиBI..й чaс рoбсrги l.-г0 версTaIa
oбмехениft з}IачеI*tя]!{ 4,. тo

п

т
' 

х ii= a, ( i = 1, 2, ..., ffi ),
j= |

JIIсцo мaкrшlfаЛьгпrй чaс pобoти BcpстaтiB BI,{кopисToByrться
пoBкiсTIo' aбo

+Lх,i{ а, (i=I,2,..., m),
j=1

якlцo цей час Bt{кoрисToByеTься нrТIoвtIiсTю.
Kprh{ Tогo, чaс, вi,цI€дeний на7-ry oпеpацilо, Дopiзню€ ,.

гo.ц. тoмy 
^ 

,

\гoхii= b1 U = |,2,',., n) .

i= I

З yиoви вI{IIJIива€, щo зitгa.JlЬнИЙЧaс pобOTи Bсix }еpсTaТiв

Ё i *',=to,
i=l t=l i=l

i vас, itеoбхiД{кй IIJIя Bкr.oHa}Il{я Bсiх Oпepaцiй

Ё Ё ',,=i b,,
j='l t=l j=l

Iloвшt}ri бyпr oднaкoвими.
З rшогo BI{IIЛиBа€, щo

пq

2 o,=2 b,,
t= I j= |

(}гхe, },ialeмaт}Tlнy мoдeJIь заДaЧi фpмylirосмo Taк:
з}Iafffi{ Максимilльне 3}Iaчrн}rя лiнifuioi фF{кI{ii

s\fz= L LCijX,j
r= I j= |
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IIpи oбмe)Kе}Iнях

n

тLJ х ij= a i ( i = |-,2, ..', fr),
i = i

Й

тo Х ii= b j (j = |, 2, ..., f,),
i_ I

х,; ) 0.

[I]oб pозв'язaTи зaДaчy il{eтDдом lloтeнцiaлiв, .цoсt{Tь лi.
нiйнy фyнкtlitо z пotvt}lo)io,lти ffi - l, тобто BBa)Kaти, Щo всi
знaче}t}Iя с'. B TaблI{цi вi.ц'еrянi.

bUIЬllI гpytrToB}Io IIитaння IIpo 3aсToсyBilншI тpаrlспоFгнol
зaдaЧi.цo poзB'язaнlUl eкoпo]\{iчlrо< за.цaч BикJIaдeно B l8, l1,
rsl

$ 6. Tpaнспopгнa зaДaчa 3a кpитepiсм vaсy

PoзpiзняoгЬ дЕl тI{IIи Tpaнспoyгн}D( за.цaЧ: за кpI,IT€piем
вapТoстi i за кplггеpiем uaсy. У пеplшoмy типi задaч, яIсй
дoкЛaдIlo po]I.ЛJlltyгo B ПoПеpедttix llapalpaфах' eЛемеHти с ll
oзнаЧаЛl,l BapToсTi пеpеве3eнЬ oдII{ницi ва}rтФкy 3 i-гo IryнKry
Bi.r{Пpaвлен|'я B j-Й tгyllКI IIризнаЧeIII{я. 3a елеменTT{ с 

'J 
бep}тЬ

.гaкo)к BlJII.tttи}Iи, I[pоТIopцiйнi Biдcгaням мbк гrFrКгar,{и. Мo)K-
JII,rsi й iнtцi сшoсoби oцiнlованIrя Bаtrlтстi пepев€зeнЬ. Зaлехсrо
вiд r{rюгo дiстaroть i piзнi oITтим.UIьIIi pо3в'язКи. Пpоте мeтoIЦ{
poзpaхyiп<Ь y Bсiх виIIадKаX бyдyгь ти},{и самимI{.

Iiпший змiсT мaюTь тpaнсIroРгнi зaдavi Зil кpI{TBpi€м чaсy'
Heхaй Задarlo мaTplдlцo ll l,, ||, д. t ij _Чaс нa пrpеBезeI{Hя

Ba}rтai(y з Ёгo гrрlкгу Bi.ЦгIpaвленIIЯ B j-tl ПyнКг IIpи3}IаI{еtIItя.
Hехaй, як i paнirшe, .т ij - 

KiJькigгь oшшrrць вilнтill(y, який
шIaIIy€Tься IIеpеBeзти з i-гo ггylrкry вiдпpaвлeння в j-Й ПyнКг
Iтpи3ltaЧ€HIIя. Пpиrryстrп,ro, Щo Bl{кotlyеться ylv{oвa зaкрrrоi

.Тi s
мо,ц9лl Lo,=LD',

i= I j = L

3aдaчa IIoJIяrar y BизнaчеIIнi rил невiд'ем}II.rх змi}IнlD( х,i'
тoбтo IUlанy пеpeвезrнь |lх';ll',, зa яким Beсь Ba}rтaх( бyДe

дoстaBJlе}lo спoжиBaчaм y lraf{кopоrпrпй тepмiIr. Taка пoстa-
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IloBкa заДачi .цoцiльнa Тoдi, кoли tДеться пpо пrprвeзеIll{я
теpмiнoвиx BaнTa>Kiз' абo тa}оD{, rцo шIBи.цкo псyloTься.

Cистемa oбмех<errь y ]\{aTемaтичIlй мoделi тaкоi зa.цaчi нe
вiдpiзняеться вi.ц сиgтrми oбмеxerъ (l r.5) rpанспopТ}loi зaдачi
зa кprгepiсм ваpтостi, змi}ilо€Tься тiльrи Bиpaз дЛя цiJtьoBоi
фyнкrn..

Пoзнaчимо чеpез l,, еЛеменtи МaтрIд{l l| r', ||' щo вiдпо-
вi.цarcrгь заBaнтil{сe}trтм к.пiтинкам y pозв,язKУ X = || х'; || , тобтo
NIя ж4х '','0.Cеpед yсiх rцос /', iснyе нaйбi;ьtшr, якe пoзнaчI{l{o чepeз
Z orxе, T=tIв,X {.{'i}. Be:пшrъrнa T BI,tзначaтиме чaс' пpсrгя-
гом якoro з.цiйсtпосться Дaнldr шIaIr IIеpеBeЗoHЬ Х= |lх,, |l .

Kоясroмy IIлaHy lrеprBeзень Х= || х,i || вiлпoвiдaс певне знaчён-
tIя T, oT>Ke T = T ( Х). l{еобxiд}lo B}lзнarIиTи тaюtй IrЛa}I пepe-
Be3e}IЬ X, 1lJlя якoIЮ Brлиlп{нa Tбуд, наhreнцroю'

Зaзнa.лоro' щo oIтгI,t1\.{.Utь}lий pозв' язoк, пoбyдoвaнrd зa

yмoвою мiнiмiзацii фyнющ ,=2 Zt'iх,i, не зaбезпeкy-
i= I j= |

Baтиме IIеpеBезенЬ за мiнi:vra.lьrпtй час.
.фtя pозв'язyвaн}Ul тpa}Iспolугll]D( З:l.цач 3.l кprrеpiем нaсy

скopистarмoс ь тalсlм }v{em.цoм.
Пorпrнaю.ги з вlосi.цнoгo oпopнoгro IUIaIry' бyдyватимемo

нaст}тпri IUЕltIи, B}tзнaЧаюЧи на кoхсriй iтеpaшii дoс'{IтfI€
3IIaчеII}UI

?=ПaХ { /,. }.

Усi вiльнi кJtiTиltlоt, жим вiдпoвiДarcrгь Знaче}Itlя t,,) T,
заBaнTa)IqrBати неДoцiльно, оскiлЬки цe IIpизBедr дo збirь-
ltlе}I}lя Z Toьry, зitKpесJIIoЮчи, Bи.iгуIaемo tх 3 IIoдiUIьшIoгo
po3гЛЯДy.

У тaблшri' що з;LIIиllIилaся, клiттшtКy (s, t), ЦIЯ Яl<oi
t,*=T тpебa звi.lьrпrпr. .Цля rъогo побyдyемo так звarпrй
<pо3вa}ITaji(yBaРIrryo Iц{кlI' mоaй мoxе сwlи.ДaTИcЯяк з зjtlЕlн-
тaxlн}tx' тaк l з BUIьIIID( клlTи}Ioк, aлe за yмoBI{, tцo Bсlм
клiтинкaм 3 }Ieпap}Iиl{и }IoМepами (ввa:каючи пеpIпoIо

'стtiтlпlкy 
( s, / ), якy po3Baнтaхqдloть) вi.щtовiдaпоr}rгь х ik ' a З

пapнI{ми нoмеpaми вiJtпoвiдaтитvгyrъ клiтlптКItr"' N|Я ЯкlD(
|,t 1 T. Тaюо< <pозBaкгDiqrBаJIьнrок> lдж.ltiв y зaгa,IЬнolvry Bl{-
пaдкy MoхGla пoбyдyвати кi;ькa.

Bизнaчившлr Мя пoбyДoвaнoro Щflстry знaчeння l' =

= min {х,* }, tlеPемirцaтr.п',lемo йoгo вздовxlп'пстry, вiдtiмaю.п.r
BlД x,t > 0, pозтr,riщеtllо( y нrпap}П!( клiп,шкaх тa ДoдaюЧи до
rlисeЛ' pозмilценlоt y пapIIrD( клiтlдtкаx.
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Яшдо BplяBI{тъся' Щo i"=xJl, To юriпдtка (s, 
') 

пoBнiсTю
звiльнrоетъся i в пoдалЬulo}ty не pозглядаеться (закpес.
люстъся). Яюцо x }" <Х",, Ю Ballтax y.цaнiй клiтиrщi зi{ен-
цry€ться: X,,t=X,!_ l. У щомy виIrадIry бyдyватимемo нoвtай
(pозBtlнTa)Eyв:l-IIьний> I.uп<.тt i т. Д., IIoки не дiстaнeмo Х ,",= 0.
Ha цьомy oднa iтерaurя закirттyсTься. .{aлi знoвy Bи3IIа-
чaTимемo }Ioве знaчrюtя T'< ?n, зaкpeслIoючи юriптнки зi
знaЧеIltlями t,,) T,.Пpодoвя<yемo цей цpоцес.цoTи' IIoKt{ нa
ш<iйсь iтеpaцii B>t<е }Ieмox,Iиво бyде пеprтBopити Hа нyJIь
Ba}IтШq fl(oмy вiшtoвiдaс чaс ?1 [е oзнavaтlaмe' щo .цoсяг}tyгo
o lТГим:lлЬ}lе 3IIaчr }uUI.

3aдачe' Пoбyлyвaтr плaн пеI!€везeнъ Il х i t || - 2 , зa якшм вeсЬ вaтrгаж бy.Пe

дoстilвлсrro сEoхI{вaчirм y нafiкopопшпfi теpмiн. Bцxiдшi дашi заданo твбл.
l l.14.

Ta6лuця 11'Ц

аI bk

5 l0 m l5

t0 L!_ L!_ Ll- Lr-

l5 Ll_ Ll_ L_g_ ш

25 L!_ LT L_!. Ll_

У цifi таблrцi т8 в нacгy'тrпx y пpaвoмy вep,сrъоirу кyтi xolсrоi юrriтпнrш
мicтrгъся елемeштr{ ,i t.

Pозв'язaкня. Bнхi.шrпfi oпoprurй план (та6л. ll.15) пoбудовaflo за
пpaвилoм tпiвнiтнo.зaxi;Eroгo} к}тa

Ta6лuця II.$

ot bL

5 l0 20 t5

l0 s Lg. lз5* Lr
-l

Lз-

l5 iL1
l____

Ir5-
l |с

_ito 
* L1

20
Lr_

Х,
l+l0-- |з15-

2з|



3иaчеrtня Г= rrвx { r'* } = r'' = 8 вiзьмемo в l(pуxечoк. Cepе,ш пезaвarrгa-
хеншx юuтипoк с тl,rъки клiTli}(xa (3' 2) зi 3начeнням | р> T = 8^ 3aкpес,ъrмo
ф.

[ля клiтинки (1'l) 6удуемо poзвaнтaхyв&'Irrrиil цикл i, дiстaвшrrr
l'=miл l5' l0 } = 5, перемirцатxмeмо ftoгo вз'цoвx rrнк.тy, вiдrrivarочш вiд
(I{eпapниx' xлiтuttoк x',=5 i х,,=l0 та дoдаюч!,цo.пapнпx, юriтпнoк
хtз=0i хzl=0

B pезуrьтатi мaп|мемo нoвшfi рoзв'я3oк, в якtrму lсцiппrка (l,l) сталa
pо3ваrrтaхеt.oю (тaбл. l l, 16)-

Bизначшвшlt тепер }Ioве зн.rчeхI{я .I', 
= rnax \ t i * | = / zз = 6, rrdrяlrкп ( l, l)

i (2,4) нa цlй iтеpaцii 3aкpес"ц}lмо.

Tеrt е p poзваrrt-алgмo xлiтинкy ( 2' 3)' Пеpeмirцаю.ш вздoвж побу.шoва}loтo
l.шlсц. l, = miл (5'5 ; = J, дiсгaсмо t(oвe ]н8чeння l,, (табл. ll.l?).

Тс6лuця 1I,16

al bL

5 t0 20 l5

l0 Х,,
|з

5Г*:
l5_ t5-

lrIt

l5
lq5- ll t

Sl==
i l(6i- L-sz \,lllYц-

25

t
t

Х,
l+l0-

3
r5

Tа6лuця ll.17

atl
bL

5 l0 20 t5

l0
\..,,i в

^-

L!_ rolll
Г_- -

lz
-_-l

l5
l+5* Irl0- )<Lq

\ ,{| э
\,rt ' l '-l\l

25
Ц

Хl_g
I l+t_:_

l0
iLr

-15

Brrл1нaсмo юrrтинку (2'3), Iз 3аairЕтa:l<etlЕх клiтrоlox uлaIIу визttачасмо Т,,:

T''=|в=5'
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По6уду3д61цп для xлiтннкп (t,3)
пеpeмiсruвши .дrслo l,, = min (l0,15 ) = l0'
(.габл. 1l' l8)

rpозвal{т:l)q.вaльняf,} цItк].I i
дiстaнемо oптшмальtrпй плaн

Cпpввлi, 6lъure (pсlвslттa)qrвaльEarФ щхлЬ, кi б дд.лп 3tloгу poзвa}r.
т.uкптfi Lltiтltlгtш (2,3) гд (3'3) зi знaчeппяl(l lzt=t33=T',,= 4, пo6улувaтв
нe мo)оlа.

oтже. oптима-rшrflrfi тIлан пеpев€3eшь'rl = l0, х2L=5,хzl=|0,ху=20,
хзr * 5 здifiснюсlъся за vас {* = 4

3aувaxeння. ,[I7lя cкopouення чuслa imеpaцii вuiЙtuЙ anopнuЙ nлш Оoцiлыlo
, 6уфвапu зa меmodoм, aнoюеiчнu.l't неmoф <нiнiлlальнoi вap.

. moспЬ у mpа!|сnoptfЙiй эоdoчi эa кpumеpiсм.ваpmoсmi. ItеЙ
неmoО нaзuвamuмеА|o ул|oвt|o яеmodoм c,|iнi'|аI|ьнoеo часуD.
B.lidнuЙ onopнuй ||лсI]1 мoхнa буфвamu moI<oж за меmodoлt
nodвiЙнoi nеDевaеu.

l. 3нaйти orrгимaльнi
тостl), зa.laннх табл.

IIлatи тpашспopТrяХ 3я.цяч (за кprгepiем вaр.
ll'l9-ll.23. 

Tа6лццл II.]9

Tа6лuця 1l'18

Пmqrшrr i
loгo }.пrr

оtoDrlr i loтo пoпrг

DI B2 ,r DI ,s
us Ф ao 75 25

А1 100
3 2 3 4 I

Аz 150
1 I 2 1 2

At 7S
I I 5 3 2
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Tа6лuцл 1I'20
&oцrrr i ido пфr

loro rlдrс t1 t2 D' E1 ts
2 I I 2 I

А1 I
5 ', t , 2

А2 5
5 4 , 2 I

Аэ 7
4 2 t I 5

Tа6пaцл II.21

Фo!r.i l loro !Еr
loгo ]rпrcl ,l Bz Et t1

160 fix) L0 s0

А1 90
5 5 2 z

А2 210
{ 5 5 3

Ау lt0
3 6 t 6

Аl ф
3 5 2

Тa6лaцл II,22

Аl
E!

tl tz tt
100 lilo a

А1 Ф
4 4 з

Аz 160
2 5 1

Аэ 60
I 3 2

234



Ta6лцця 1I.23

А|
Bi

Dl tX Dt
!0 {{t !0

А1 70
6 ,{ {

А2 Ф
8 I 2

Аз 50
7 5 6

Tа6лццл 11,21

lt
DT

t1 ,2 lt tl ,s
n ts l0 2l 4t

Аt {0
4 I 3 4 4

Аt 30
2 3 2 2 t

А' 26
3 5 2 1 {

Ас 50
2 2 з 2 5

Ta6яццл II,25

AI
tt

tl ,2 ,t ,l tS
n JO ,7 2S Ш

А1 60
3 2 5 2 3

Аz 10
I 1 3 t a

А1 40
2 5 3 2 5

Аl 80
I I 1 I t
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Tа6лuцл 1I.26

Аi
Ej

tr tz l! tl

L 2$ u 7

А1 з0
3 з 2 x

А2 t5
2 1 5 2

Аз l8
3 I 2 2

Аl 2A
z 5 1 3

Ta6лaцe lI.27

Аl
ti

,l D2 ,l ,l
'З

t6 t1 tl

2Ф ]{ю 4ф 250 150 l0o 150 2fl)

Аt 650
2L l9 t7 l8 l5 lб z7 l8

А2 600
l6 L4 1 20 l8 19 l5 ю

Аl 200
l5 rl3 ll l8 ш) 22 23 la

Аl 100
r4 t2 t2 17 2t 23 la l4

А5 200
l0 ll l0 20 l6 2l t2 l2
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Tв6лaця II.28

Аi

r1

,l t7 l! tl ,s E6 ,1

l(хt t50 я) 150 n lФ tJ0

Аl 450
l9 24 26 28 30 11 l8

4z {50
3l 29 n 25 2l 2l l9

А3 300
25 l5 t1 22 24 t8 l3

Аa 400
28 25 2l 20 23 n 29

А5 з50
l3 20 n l8 l,a ю 24

1.z + з + в]
t =l r 5 6 9 7 l;

tl 4 l6 r0J

(п za 40 90 30]
._| б0 40 l20 70 80 l.'-i 2o so 40 30 70 I'

[90 80 50 60 40j

l)

2t

2' 3пдfrгя orпвмд.львl ruleни тpакспoРтfirх 3ддаЧ 3a хpвтtРi€м чaсу'
3Ддднrя рrсуpсaЧн d j' пoтpе6aмн D t i мацнuею чaсу пrpевG3ень
7= ll r; t ll:

o i : 70, 80, 90;
b r: 20,60, 70, 50, 40;

а 1 : 60,40, l00, 50;
b t : 30, 80, 65, 35, ф;

а i : ф,25,35;
b t : |5, Ф. 30' 15;

o i : 30, 35, 40;
bt: 2О' ]4' 16' l0. 25;

50ф фl
ф 60 l00 l;
l,ю 50 70 )

[z ь з + в.)
r=l l56e il;

l3 4 1б l0J

23'l



Рoзdiл ] 2
IrrДЕКсt{r,Iй гlIЕToД

Ha цpaкгшдi' КоJIи скJIадaIотъ rшaни зaшrirTilKеrffUl Bep-
сiaТlB' заBдiliII{я N{oхgrгъ змirповатися ДyJкe Чaст0, навiть кiлЪ-
кя paзiв нa до}Iь. 3aстoсов1ватн симIuleксrпd м6rcд 3а TaкI!(
y]\{OB, зBЕDI<aючи }ra вrлиКy тpyдoмiсткiсть, нe.цоцi.тьнo. Tому
бyлo pозpоблeно мeТo"Щ, зil дolloмoгoю яIGD( мoхGIа скJIaдaTlr
oпepaтrrвнi trпaнI{ Пpl{ з}Iaчнo мrнIIItfi BI{гpaTaх пpaцi fr чaсy'

oщкм 3 тaKих спpoщe}IID( мeгOдiв poзpa,хyl{кy oIITI{i{aJIь-
rпо< гrлaнiв е iнdекснuй. Цей метод нr r строI1} t{аTrмаТlтч}lи]i{
мeтtэдо}{ лiнiйнoго гIpoгрa}fyвaння; pозв'язlсt, здoбyгi за йorт
дoIIо-мoгoIo' маI0тъ нaб;покeнrs xаpaКrвp.

Kopиcтуто.пrсь irЦекснr.п,t мrтодоt.l' йi даrri слiД поДaвати
y виглядi таб:штцi, B яку'з:!писylогь: кi.lькiсть вищ6iв кO)iс{otо
B!tДy, якi мaЧгь бyrи вiтсrговлrнi, тlгп.t вещтaтiв' IIopми чaсy
абo виpобни.ti вшpaти, aбo пpибщoк вiд виpобниrггвa кox-
ного виробy нa кOх<}lомy Bеpстатi, фоrц чaсy кo)кнoro Beр-
стaтa. ПердбаuaетьсЯ, Щo кохшrдй вlщiб мохсra обpобповaти
}rа кoхсIo}fy вepсгaтi.

3мicг iндeксногo меT0ду з'ясy€мo Itа тaкoМy приклzuu.
3ддrчв. Пi;щpиеrrс-rво ElIIусxa€ 7 впдiз ввpoбiз нaII'хTr вндaх веpсrатrв.

Bшpo6ниse 3asдaпня f, нopми чaсy нa o6poбку oДIогo вшpo6у }ra кoх}lону 3
веpстaтiв rrода}lo в тaбл' l2.l. Cкласгв тaюrй плдr ]aваЕтa)кеtt}lя веpстатiв,
щоб зaтшrъrri Brrтpаnr raсy бy.'rп мiнiхшьнgмп.

Ta6лцtlл 12'1

Bspi6 IIлs'r
Bеpстrг

I п ш ry v
A 100 2 I 3 2 3

b Ф 2 I
B 20 3 2 1 2

г 120 I 0,5 2 I

Д lф 2 ,l 0,5 I

E 6[) { 2 I 2 t
€ 200 2 I I 2 1,5

Фоrrл uасу trохrrого веPстlтr 220 60 200 &) t20
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Риска в тaб;rш{i oЗначal' Що виpiб нr витоTofui,l€jlъся IIа
lTrBпоIvfy веpстaтi. Фонд Чaсy _ це тa кiлькiсть г0.шol, пpоrя-
гoм як]fl( мoхrc IIpаIIIоватI{ вrpсfitT зa пеpioд, tl{o Iюзг,Ц,r-
дarться'

BвеДeмо такi пoнrrтя:
1) цeа;ьrпqй Bepстат _uе таюd веpстaт' нa ,Iкoму пeвнrrй

вitpiб витсrоBл'IсTъся :и нaйllенuпrfi чaс або з rraiiмerшлшдr
виpобrппrшlи Bl{гpaтaми, aбо з нaйбiльuпд.r пpибyгком;

2) irцrкс верстaтa * цr числo, Щo лopiзrпос вi-lшоrшerттrю
piзнlп1i насy, необx!цroго д.тlя oбpобюr o.ш{oго виpoбy яа
tlьоl!{y вещтaтi, i нaсy, нeoбxiднoгo нa oбpoбкy цъoю виpобy
нa iдеa;rьномy вeщтaтi' дo tlaсy iдеarьного BepстaTal тобто

' чдс Дarroп) Bеpстатa - чaс iдeшвнoru Eepст8тsцЦlexс=--._-ffi
Irrдeкс iдеа.lьноm rcpсTaтa доpiвню€ rryлю" [Цдeкси il-шrик

вещтaтiз llol<азyloTr, яrс близькo за своiМи xaрaктrpистl{ка}ff
пiДo.цягЬ rli веpстaиr до iдеа;ьlrогo.

Cyгь irщексtloго мgrодy тa}и. спсЧaткy oбнисJI}oютI*я
irrдrкси l(oхсflotЮ вeрстaтa дJIя l{o)tffioго виpобy' ГImiм склa-
IАегrcЯ вжiдrtlй ваpiаrгг rulaffy, 3а якlfivl yсi зaмoвленr:я
pозпoдiJI,IIотъся вiдповilцlо дo tхнix iдеа.шlrшс вещтaтiв i пiл-
PaхоBуетЬся uaс poбoп{ кo)iсIогo B€рстaтa 3a щ{м вapiarrтuм
Епa}Iy. Яtоцо необхiднrrй Чaс нe бyдe бi.тьuпши зa тofi, щo e
(дtя кo:lсtогo вepстaтa), тo тarой гI;lаiI - olтппlа.rьниЙ.

Якцо дJI'я olЕtl{х веpстатiв нeoбxiдlrтft Чaс B}o(OДrгь зa даrri
мe}d, a дlя irпшюс }iaвIlaки Bикopистaнo не BeсЬ Чaс' т0
нефxjднo зpобкш пepеpозпo,цiл зirBаI]тzDI(е}Iня мix веpстa-
тa}dи' створIоючи тим сaмI,tll lтеpеBитpатl* загirль}Iогo часу
pоботи вертaтЬ пoрiЁшlrro з пepвiснки вapiarпом. Пpн
цьо]',fy слiД нaмaгатltся, щоб такi первlшpати чaсy бyшl яко-
мога нaйме}IЦII,{м}I.

l[осяaeтъся цe IIIJIя(oм пeрмiщeнflя зaмoвлe}rь вiд IIrр€-
BакTаrкeнI.D( вещтaтiв дo нeдoва}fтаxeню{ y пopядкy пeprxo.цy
вЦ ни:lt.пах iн.цексiв дo виIIII.D(.

Об.пrслкtro irrдeкси дrя виpoбy l, вшumвлеttc]v{y нa кФx-
нondy 3 вeщтатiв" [деа;rьншд вrpстaтом дЦUI I-Еогo вiаpобy с
Реp9тaт It, itoмy пpl{IIисyIотъ iндекс к}'ЛЬ' Brpcгaт I l'ае irЦексz-l 3-t - )-l- _ l n^rйм lllJ, вepсгаT ltt - Т = 2, веpстaт Iv _-Т = l i вертaт
rr 3-t .t 

-*t--=''
Алaлогiчно обчислюtoтъся iндекси prIIIти виробiв нa всix

вeрсTaтaх, дe цi Bиpоби BI{mтoвJUIIoтъся.
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oбчисленi irЦекси з'lIIисyIoтЬ y IIpaBоЬ{y вepхньомy кyri
вiд-loвiдtrос кдiтrшoк тaбшдri |2.2. Чac обpобки кoхGIoго
виpобy нa KoxнoМy з вepсгaтЬ y щo тaблицtо }rе IIеpенoситъся.

У цjЙr тaбrпrцi IIaBe.цeнo pозпoдiл виробiв за iДеа.lьниtrд.r
Bеpстamми (за веpстaтаьсr з iн.цексoм нулъ,l, ts остaнHъоr.{y
pяДIry :вIlисarto зaга.lьнi сyм}r Bерстaтo-rоДIoI кo>lсlolo Brpс-
татa, неoбxiдIi дltя здiйснerrня Taкoгo pозпoдirry.

Heoбxiдlrй vас бyд-я<oго Bеpстатa пiдpaхoвyl<rть так:
кiлькiсть виpoбiв кo)к}loгo видy, poзпoдiлeнID( на цrfi Bеpстaт,
IIoI{}to)*aIoтЬ I{а нopми oбpoбюr o/цloго Bиpфy нa Iдbоlvfy
вещтaтi, a пoтiм Усi дoбyгlоl пiдсyмовyloгь. Haпprп<.lид, не-
oбxiд'fltЙ чaс дpyгoгo в€pстaтa сТa}IoBиTь

l00 l+ l20.0,5+l30 1=2Л.
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Ta6шця I2'2

Bпpiб IIлдп
Bертeт

t ц ЦI Iv v

A 100
L1 ш

100

lr- L_l_ Lз-

Б 40
ш

40

llL-.

B ю шf Lg lrt_r L_q_

20

г 120
Ll L9.

120

L!_ LL

Д l'ю L1 ш_ ш
140

L-!-

Е' б0
LI Lt_ L-q_

б0

ш Lз

r 200
Ц Lд

130

ш
70

Ц шf

(Doнд чaсy кoxнoro в€DGTaтa 220 60 200 80 220

Hеoбxiдrrld час 290 2ф 80 40



Atrалoгi.пlо oбч'tслtoетъся необxi.щrld чaс .IIJUI pешIтl{ Bеp -
статiв.

ЗагшIьrrий чaс, неoбxilПптй .ц.ltя здiйснeн}UI Taкoгo ваpiаrrга
IUtraIo'' стaнoвI{тъ 290 + 200 + 80 + 40 = 610 reрgraТo.mД&{ (фrц
чaсy' щo е, дopiвнlое 780 вещтaтo-rоддr). Як баwr,rо, ЦPx
ць0мy ваpiaнтi шIalry нeoбхiДшlй чaс веpстaтa II знalпro
IIrpеBиu1y€ Фorш uaсy цьогo Brpст?Тil' тoдi як вepстaти [ i V
виlIвиЛ}{ся }Ieдoва}Ггaх<e}Iими.

Пepеpoзпoлirшо,to зiIмoBJIе}IIUI з IIepевaкгДiBнID( iДеа.шrrюt
вещтaтiз IIа }tе.цoBакгaх<еrri вещтaти B пopяДкy Зpoстaнrrя
irцексiв. oскi.lью,r пepевантaxeним r веpстaт II' тo чaсти}ty
з.lМoв,IeнЬ 3 rlьогo вrpсTaтa пep€пrсrмo на irпrri вертaти. Тaк,
yсi l00 виpoбiз A пернесеMo нa вepсTaт I, a oскi.lьки нa
веpстaтi [ ще за.шпшaeтЬся }rеBикopистa}шй Чaс, тo lv{oхсla
пepе}Ieсти }lа }Iьoгo щe l0 вlрoбiэ €. Bнaслiдoк l&огo нe-
обxiдпtЙ чaс Bepстaтa I стaнoвrrпдre |00 . 2 + l0 . 2 =220 oе9-
сTaтo-гo.циtl. l20 вирбiв €, Щo 3aлишIllJII{ся' пepeнrсrмo нa
I{r.цoваrгil|(eнlй вeртaт V. Hеoбхцrпtй чaс II}огo Bеpстaтa
сTaIIoвиTиМr 20 . 2 + 120 ' l'5 = 220 верстaто-гoдIer. Нa вер-
татi II 3алиllIиTься тiльrс,l l20 виpoбiв Г, дtя обpoбtо,t яlсоt
нeобxiдно 120 ' 0,5 = 60 веpстam-гo.l{н.

Утaб.'шцri 12.3 нaве,це}to IIлaн зaвaнтilкеttня вещтатiв пiсля
пrрpозпoдi.тry 

Tа6лuця I2.3

Bяpi6 IIлшr
Bеpстrт Пepевrгpатв

чrсуI п цI w Y
I 7 3 1 5 6 7 I

^
100

Lr-
100

L-q- э LJ- э
100

Б Ф i-e-

10
0

в 20
t-qJ ш LT Lg

ю
0

г r20
L]- Le,

120

L] tl
0

Д lф Ц L2 ш
140

Ц
0
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3aсiнчaмя mабл. 12,3

I 2 J { 5 6 1 I

Е 60
Lr ш ш

60

tf Lз.
0

e 200
ш

10

L-q- L-q-

1A

lr
l: l_qJ

t20
7A

(Dоrrд часy кox.
Iloгo вrDстaтa 220 60 200 80 x2a

Heoбxiдrrrd чaс 220 60 200 80 40

Як бa.пrrro' B l.рo}{y плarri зaBaнтa:кeЕItя веpстaтiв необ-
xilЩ{й чaс кOxнoгo BrpсTаTа дoрiвнlос фндy Чaсy I.{Ьогo
BepстaTa. oшсl, тalсгfi IUIан ]\,{oxсia вBахЙтl{ rraб.тпокеким
olТгIlм.Uttlим IUIaнoм завaIгтaIФ}lItя веpстaтiв. Пpoтe нr мo)к-
нa сKазaтI.l, .ш< б;пlзькo вiн нaб.тпо*оaсTъся .цo oпI}l]!{.tJlь}loгo,
oскi.тьюr гIpoце.щ/pa перpозподiлy зitмoвлrl{ь пiс.тrя склaдa:пrя
BI.DUlЦIoгo Bарul}ITa IIе гIlдпоря.roBанa сTpогl{м IIpаBIUIaм.

Тoмy сктlaдair}Iя lшaнy, rc{Й якомOгa пoвнiшre вiлобpaхeе
oITгItмальний, 3нaЧною йpoю заJIexс.{Тъ вiд ytttttня yкJlaдaча.
3aBхци мoЩrгь 3aЛиuIиTlIся tlеBl{кopистaнi рзеpвIt IIoдaJIЬ-
rшогo полirпшe}I}UI lиar{y.

3aувaxeння' B oсtnанньoху спoвnцi па6лuцi 12,3 заnuсaнo nepеauIripапu чaсу
. на вupoбнuцmеo вupoбiв кoжнoеo вuф, якi вuн|lкaюmь oнаcqiaох
О mo?o' щo вupi6 oбpoб,tяспься t,lе нa iОеo'льнoлlу веpсsnаmt, l|i

nеpевumpаmu Оopiвнююпь piыtuцi мiэrc uасo'll oбpoaлatня вupo6у
Оеякoеa вuф за poзеляфваtluлt tuанo'| i часoн Йo2o o6po6;1g1ня
зo вuiйluм nланo,l а6o сулli Оaбуlnкiв кiлькounеЙ вupo6iв на
iн1ексu клimuнoх, Эе вoнu poзlltцаi. Звidсu, чull хенlцi сумаpнi
nеpевulnPamu чacу, muм 6.r|1xtСN€ noбуdoвaнuй nлан do
onmuмLлы]aeo,

Такдv чl,llioМ' poзгляIryгo Jilстoсyванrrя iндекснoi'о r.{eтод.y

.пJIя гIфyДoви IIлaн-v зaBa}IтыкeIII{JI oблalцraнrrя з мeтою най-
мe}flIloгo Bикop}rстaння зaliulь}toгo мiнiмaгьного чaсy всьono
пapкy oблaДНаrгrrя.

Цi;п<oм aнaлогiчнo бyдyстъся IIлaн заBаЕтaя<eн}lя облaд-
нaння 3 меТolo мiнLviзaцfi BIцpaт. Пpи цьомy тpеба тi.lькд
зaмiсть }Iopм чaсy обpоблerпш виpобiв B}lестI{ в тaб.lппцо
ваgгостi мaulи}Io-чaсy, щo скJIa.цaIоться з ITpямIfl( B}fгрaт }Iа
IlpalЦo, a тaкox irпшrоr pозпoдiлrrпоr BrгpaТ.

Iндeкснldt метoд мo)tсIa истoсoByBаTи тaкo)K i до деясос
iIflIп,D( TI,lItiз 3aдaЧ. 3a Допoмoк)ю I-рoгO меTo.цy lvlo)lо{a' нa-
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IIpllкJIaд, пoбуДyBaТи pозB' я3ox сiлъськoгoстIoдapсЬкoi 3aДad
нa }raitpaцioнaльнillle Bикopиcтaн}Ul IтoсiзIrID( IIлorц.

- Повна- yмовa тaхoi зaдaчi нaведенa вtrце' тд тi.lькх скop!сry€мoся
таб.E{цeю (та6л. l2.4).

To6лuцл l2.4

t(1штpr IIдII
мjп

I II пI

Xmo 19 000 L2 l{ l5

flшerrrrця 158 000 t4 l5 l2

KуrЕyдзa 300 000 30 35 25

Гlлoщв зerшri' щo е у poзпoprдкеrrrri, гa s 000 I 000 9 000

"Цля 
кохсroi з кy:rьЦФ к iдea,{ь}rцfi 6еpемo mfi мaсшв, де вpo;r@йrricrъ

лaнoi кy.шrypи нatбiшrша' Taх, Jt,.Iя xвта iдеaльrrrrк € мaсIIв IIt, для
rrшrешицi _ м8спв lI i дця lryrypyд3ц _ масtв II. I{пм масllBаnr rtрЕпцсyемo
irЦекс нy,тъ, IЕдeкси pешrтт мaсrвiв .цopiErrroюTъ вiДlоtшerпдo piзrrшi вpo-
хвйнocгеfi iдea-ънoго i даногo мaсuвiд .пo вpожаf,нoсгi iдeа.пьногo масEвy-

Tак' д.ltя ,.g{тa ilцeксoм мaсI{ву 
' 

. .ъц 
= }, о*.*.on. it{асввy ц €

15-14 I

15 =B
Анадoгiчно oб.шсrпoютъ ilЦeксн всix мас!вir JUIя peштц кy,ьryp. 3наf,-

дelli iндeкси 3aляlшемo в тaбrппruo i схладeмo пoчaтxоBe poзпoлiлerпrя кyлътyp
зa iдеa:ьнrтми мaснвамП (тв6л. 12.5). У тaблшri запI(сyватxмeмo нe кi,ъкoстi
lerrшepiв к},ътyp, a плotцy землi, пeoбxiдry .&,tя oдеp)I<акня IIDoгo вpo)кaJo.

Ta6шtця l2.5

KyDт}тr Ilrв l{lЕt
I п пI

xrгo 19 000

lз
LIr

Ir
lд ш

1266,7

Пrrreшпця 158 000

It
tд Lg

10533,3

|з
Lrs

Kyxypyдзв 300 000

It
Ц

Lg

8571,4

lr
I,J

flroщa зeмлi,
Iцo € Y Do3пoDяD|сrori. гl 5 000 8 000 9 000

Hеo6хi.шa Елorцs
землi. гa t9101,7 1266,7
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I
!

.(ля вшpouryвall}tя )lсЕтa нa fioгo i.Цeaльrroмy мaсшвi нeoOxiднo
19 000 : 15 = 1266'7 гa;д,.Iя ]пцelrПцi - l58 600 : 15 = 10533'3 гa; дjrя к}'кypуJЕп

- 3 000 l35 =857l,4га' 3вiдсв вяIIлЕвае, ulo др)тIrй i{асra.шyже lrеpeвalrтa.
хeнпfi' тoдi ю< пeputпfl i щeтifi масrвв нe.цoBiцrтaхсeld. Tpeбa зpо6п"гя
uepеpoзпoдiл. Haпpшклaл, ,црyгtf, мaспв повнiстю вi.rедемo пiд rпlrelfлlю,
чaстинy rrлrнy пo пЩеrrпцi, trlo зit,lmДtлaся, i тaстянy IIлa}rу llo к}xурyдri
пepеrleсемo tlа цеpц(!tй мaсtrв' a чaстuнy tl,пiu{у пo к),хypуд3i' rцo taлBilIЕлaся'

- }ra тpеlifi масшв. Bвaслiдoк цьoro мaтili{емо тalоrff ваpiarrг пла}ry (тa6л.
12.6):

Яxщo дpугrfi мaскв повкiстro вiдвеcru вiд к}к.vpyдзy, чaстпIIу п.rralту tlo
х}x}pудзl, tцo зaлI{utfiлaся. l чaстtrllу luta}rу пo тпlreнrпi пeprнeстя нa пepurrй
мaсшв, a чaстяну плaяy, щo зlлNltllt,lася, пo пrшerшцi шepeнесТя нa тpeтi*
маснв, m дigгaнeмo пoдiпrrеrrцf, ваpiarгт плаrry (табл. l2.7)

To6лuця 12 6

Kудтrтl Ilrш м&rt Ilgperrтprп
llхirffi oлoц' гr

I п пl

xггo 19 000

|з
Lц

It
tд"

Ln

Пшerrщя 158 000

It
tд

27t4.2

t_g

m00

lз
tд- 180,9

KучDyвr 300 000

ll
ш

2285.i

Lg It
l.J_ 191r,1

Плorцe зeхлi. цlo е
у po3llopя.Фl<епrri, гr 5 000 I 000 9 000

HеoбхiдIa плoщi
зeм.тi. гa

5 000 8 000 t0 523,7

Tа6лцця ]2.7

Kyдтror IL[rr
Mrпl [Ieрвrтpп

!Фш пjloд. гr
t п пI

I 7 t tl 5 5

Хптo 19 000

l3
tд-

It
lд L!-

L2б'7

Гl.rдerшця 158 000

It
u1

4ззз ''

0 lз
lд

8l I 1.5

19 r 1,5
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3в'iнчеltня пa6л' 12.7

2 I I 5 (

K}т!Dyдзa 300 000

lr
l._1_

f6,6,7

ш
I 000

lol.
L1 95,э

[Iлoщr зeнлi. шto е
y pозпoрядxeнrri, ra 5 000 8 000 9 000

llефхi.шrд п;roшa
зeхлi, гa 5 000 8 000 9t18,2

Як бyлo 3a3нaченo в}Ilцe, в iндeкснo]\{y метoдl пpoце.цypa
склaдaнн,l ваpiаrrгiв tUIаrry нe пiдгropя.цкoва}Iа стpоIим ]Ipa-
BиЛaм' тoму irщекснrdt метoд нe ]\{a€ такoго ItO}иття лiнifrнoгo
пpоrpa}ryBaнЕя, як oIrгим;L,Iьнa aбo нaйкpaщa вiдtoвiдЬ У
BwлaКУ, кoЛи poзpахprки зaкirгrенo.

otхr, мo)кIa cгBrp.тDк]rBaTи, щo oстarшiй гиан (тaбл. l2.7)
нe мо)i(e бyш пoлiтпше}lиМ.

Aнaлiзyюuи poзгл.штyгi пpl{клaДI{' бa.пtмo, щo irЦексний
мsто.Д .цa€ Змory urвидкo склaдaTи нaб.тпакeнi гuiaни. B&к-
лI{Bltм € laкo)к i те, Щo зil допoмoгoю tшoгo мeтo/Ty лeгкo
BII,IBJIяютъся (ByJЬкi мiсця* вирoбниЦгва.
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