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tIPЕAMБУЛA

Пеpехid наuloi dеpэtссtвu do pttttкoвuх вidнoсuн ЗуJvoвluo€ 11еoбхidltiunь noulуliу ш;tяхiв tnсt

зacсlбiв вuвodу екottoлliкu ttсl ttoвuЙ, якiснuй piвеtrb po3вul1Iку.

Зdoбупtкu tttсt ttевlа,i puнкoв|lх ltеpаnвopеtlь в екotto.ttiцi ЗlIачllo 3(t.7r.}tсшtlь вid фахiвцiв,
якi зdiйсttюton1b п1сl кеpуюmь npoL|eCairl| пеpехodу на ttoвuй piвеttь zocnadаploваl|ltЯ. [ляi.х
пoвttot1ittнoi. nidaomoвкu, кpi.ttt знаltь з eкottoлtiчttuх duсLlutxjlitt, ttompiбнi Зtrанt|я З nшкuх

фунdалlеtullальttuх куpсiв Як tnеopiЯ сuсl|lеfu|, кiбеpнеmuка, ,\'аmе.\шmuчttе мodелюваttttя,

doсi|idJretпш ottеpацiЙ mа iнlui' lQoб кpаu1е iх зсtсвoiirut, с:mуdеrtlnu-eкoнo.ttiсlllu ttoвutttti

doскoналo вoлodimu маt11е.|v(tn1uч|ll!,|l (tt1apаmo.N|, З dpуеozo бoк1,, 6ц,o6,еt!I1я в ttuх ttавuкiв
qкпIllвllo?o 3Qсmoс)'всIllllя нсl llpцкmuцi маmе:tа|,tцчlluх -vеmodiв i мodелеit tloвul1tlсl

заб е зnеvу ваmu цiла нuзка пpuклаdнuх мamемаmuкo -екottoмiчttuх duс цunпi t t.

Hа tшutу dv.ltку, nopяd з куpcсl'ttu ,,Teopiя Ймoвipttoсmeй mа мanlемаn1uчlla с|n(Iпlucn1uкo '',

,'Екotto.tlеtttpiя,, чiльttе 'lttiсце заЙлtас куpc ,.h,IаmелtаnшЧне npozpaмувarllrя',, 8 ЯКoL|t|

вuк-lаdаюпtьс'я oсttoвtti.ltаmeмаnluчtti.llеmodu onmuмiзaцii cmpуКtt1)1pu mа ф1lн1iцi9'lувaнIш
opеанiзоt1iiutо-),tlpавлittcькuх с||сft1еjу' в баzаtпьoх Zа'.lуЗях Ilаукu.

Hавча.lьttа duc:цull,littа '.Mаnleмаmuчне npozpсl.l|}'вQl1t|я'' сmaвumь 3a 7rcn1у Засвo€IЛlя
ltсoб'хidltоzo .vQlneмQn1uчI|o|o апаpamу, я|сuй doзвoляс .llodелювапtu pеальlti екotto,ltiчtti
IIр o||есLl' с |1I)llя€ poЗвutttк|' лoz i чнo?o .1|uс..lе нlrЯ,

B цьo'tt1, к1,pci вuклаdаюn,IьсЯ фунdoмеtttllольtti вidoмoсnli з лiнiйнoеo |Ipoеpq}tувшurя
(zpафiwtutt Iпа cllмnЛекcнuЙ меrtlodu poЗв,ЯЗувсlttttя заDач лittiйttoеo |Ipoеl,aмувшПlя,
dуа.,tьнiсtttь (dвoiсtпiспlь) в .пittiЙtto.ltl1, пpo?puЛt\,ваttнi, mpшtсnoptltttсl заdача, цiлavuслoвe
лitt[Йне пpozpа,tt1,ваttttя ) , tltеopii.zpафiв, tttеopii. iеop, ltелittiЙноzo npo?paлtуванI!я, i)utlа,tliчttozo

||poZpа'|rуваItttя, неoбхidtti dля фopltуваlu|я мсl|1lе,uаmuuнoi.ку.пьtllr'pu сnецiсlлiсttiа, а nтакo)rс

кoltкpеnuti tlotlяl',ltflя' Lцo Засn1()сoв}1Юmься в куpсах ,,,Цoслidэюеttttя oпеpацiй'', ,.Modелюваtttt,я

екottoltiкu,', ,.Спtpаtllееiчttuti сtttа'liз'', 
.,Сuсmемнtlй аltаltiз,' tтtа itttutlх.

Ме-mоduксt в||вчеI!ня куpсу базусn1ься н0 сdнocmi npoбле,iуtttuх лекцiiL лсtбopапloptшх n1а

nl)акmuчlluх Заllяl11ь, якi nеpеdбанQюn1ь poЗв'яЗувctшrЯ munoвuх |tpuклаdiв i зetdач, вL|кo|lання

iнduвid1,,а.пьttuх завdань mа caмoс|l1iЙну poбomу tшd куpсo'тt.

B ocmшшi poкu I!а вllвчеtiltя dанoi duсцuплiнu dля бiльtuoсmi cnецiаltьttoanеЙ ttавчальttu'tt

nЛанoJ|| nеpe dбаvенo 18 zoduн лекцiй mа 36 zoduн npакmuчнuх lанЯnft'. Tаксl невidnoвidtliсmь
еoduн вttзнсtчaс ttеoбхidнiclt1b pоЗ2']|яdу dеякuх ||1еopеt||uчнuх nunlаI|b IlQ llpaKn|u||lI|tх
ЗаIrЯmmях, а lтllкo}rс вul!есqurяiх ttсl сшuoсmiйну poбomу' Toму вuнttкла dул'rка п1lo tlidzonloвку
Do вudшrш trавч{tJlbtrozo пoсiбнuка, якuй бu nевнoЮ мipoю oхonuв усi mемLl, doпoмie
cnrydенmшv пpu nideomoвцi do лекt1iittttlх, npакn1uчнuх mа лltбopamoptruх 3аняmь, вuкottаtuti
hЙttвidуальнuх завDаtь, са.voсmiйttiй poбolпi наd ку'pcoлt. Без сумttiву,, вilt 6уdе кopuснlL||
cnlуdенtllа*t сmацiottаpнoi|, веuipttьoi.tttа заoнttoi.фоp,t| tlавчаtrI!я.

,\анut1 nociбнuк мiсnшmb oсt1oвlti nlелtu куpcу ,,IVаmе]лаn1uчt!е ltpozp(l,\'уваltttя,, зеidtю з
traвчalтьI|olo |1po?p(l.I|oto, За якolo dаtш ducь1uttлittа чunlасmься dля cmуdенmiв екotto.цliчнuх
cпецiальttoсп,tеЙ.

T-еopеtttuнttuЙ маnrcpiал вцклаdасnlьcя вid iнmу,i.murrю?o ввеdення nlа oбrpwuttУваttня
mеopеmuЧшх |1oIшnb do peкoменdацiГt u1odo i.х зас,moсування npu poЗв'ЯЗувtItllti пpuклаdiв
i зeЙач.
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Ц. 'П.

!ля ефекmuв|lo2o тqсвo€ItlrЯ oсtloвll|lх nrcopе|l|uчltuх tloлo}rсень |11а Кpс|Lцoеo poЗ||.uillllя

.veпюdiв poзв'я3уваlll!я npuклаdiв i зсli)сlч пodаюmься кopotttкi вidolloсtlli з lllеopii' сl|с|,1е.|1

лittiitttuх piвttя|h |nа ttеpiвнoспtеit, векnloptloi.а.пzебpu nlа meopii.фуttкцitl баzапtьoх з}!illttltх.
Ittкoлu' ttpu poзz.aяdi dеякttх t|,lе.l|', ,l,tL,l ввт}rс(l.tll 3a doцi.,tbllе сnoчalttку Il{lвесllxu po?в'яЗ|iLl

l,шIloвuх ttpttклаdiв, ц noпli-tl lonut mесlpеttluчIrе oбфvl,ln1увalПш.меnюdiвi.х poзв'яЗ\,всltl||я'

Заttpottottoвtttti в кittцi кocrcпoi tttелlu ( poзdiл I ) пlсt в кittt1i кoэrcrюzo poзdiлу (poзdiлu 2-6 )
кotшtpoльlti 3aпu|11аIrня lt|сl пpaкmuчtti зсtвdаttttя' сl l,|1(1кotlс навеdеtd в кittцi pсlзdiлv, 7

iпduвidуальtti завdшпп, с|1puяmu.I|уltlь кpсIщОму poзу.ttittttlo lllсl таcвo€tttltО oсIloвlluх
mеopе||luчI|l|х |to.NoЭ!сень i poзвuваttl|l^lуmь у.ttittttя Зас|l|o(oвувotltu tх npu poзв,язуваlttti
npuклаdiв lпц зсtdач,

B rlсmаtttti poliu вa?rc]Iuвa poЛь ttpu вuклаdашti баzаntьoх ducцtltlлitt вidвoduпtьclt
{JllrФpuс|lltlllttto tlакеtltiв пpuклайшх npo?pам dля пеpсoнальIItlх кoмn'юmеpiв. iх вuкo-
puсn1шпlя doзвoляс зpoбunlu всi ltеoбхiйti dii. з doc;tidэlcеttttя npoблелtu, сtна.,tiзу dанttх,
мodелювttttня, doку.ttеttmуваl|l|Я Й oфop,tt,lеttня pеЗуЛьtl1цmiв. I!е dас ltoнслuвicпlь ttе

зсtzлuблювttt|lucя у cкletdшtttя .t'сlt|1е-маmuчнuх лtodелей, вuбip ,vеmodiв, nlpуdttсltцi
npo?pсt:vувalпш, а зocеpеdu|nuсь ttсt саltiЙ пpoбле.lti, ,\enlальIro це nulnашш буdе poзzitяtl),tlto
в poзdiлi 7.

Зtшчttа L|(lc'tt1tлlсl .тtсuttеpiсt.lу, якuti ввiйшtoв в dqшй nociбнuк, llpoШЯ?o.l|' oспtottttiх pокiв
вuклudалася авtttlэpсt.lttt в ЛьвiвcькiЙ кoмеpцiйttiй аксtdемii. в лекцiЙttuх куpсaх ,,h,Iаtltелtапtttксt

dlя екot toлtiспliв'' tttсt,. IIаmемаt,llцчне npozpa.v),вQlll.lя,,.

Пpu ttапuс:аtttti noсiбнuка oвtllopu вuкopuсl11oв)'ваJlLt dэrcеpелсt, нсlвеdеtti в сt||lску
,.titllеpапl1lptt.

За ctnpукп1уpoю dшtuЙ посiбнuк cклаdасttlься 3 cr.vu poЗdi'|liв'

Пpol,ttяzoлt всьo2o вuюaаdу poзdiлu lуtшomь odнoспlупенев)1 ll''.|t|еpацito; tlаpаеpафu, pllc}'нкu,

пtаблuцi, Зсlув(l1!сеlI|rя, вL|Знaчення, ttpuклаdu, фop.llулu, mеopе.мu - dвoclnупеttев'', с1е пepшtсt

цuфpа в|tЗllачсlс tto.ltеp pозdiлу, dpуеа _ нoлrеp nаpаzpафу, l)tlсуl|к(l, пtаблuцi, laуваJlcе|lllя,
()uTшчеlttlя, пpuклаdу, фopлt1,..tu, пlеopе.|tu.

Авtllopu вuсЛoвлюю|1,tb щupу вdячticmь npoфесop1'' doкtl.topу фiзuксl.ltаtttе.l|Qt|1uчIILlх llаук
С;юньoвськo.vу Po.,ltаttу BoЛoDuJvupoв|tн,-, doцetnlу, кан\udоmу фiзuкo-маnrcмап7uч|luх lШуК

Кiсiлевttч oлексанdpi Bасu.liвtti за кopuснi ЗауваЭrсенIlя npu pецеI|1).ваtttti пidpучlIuкц,
асuсn1elшпу кафedpu вuщoi..vаnrcмаmuкu Баpбу.lяк Люdмшti Bаcuлiвнi за t1itлi nopаdu mа
cпiвpсlбimttuцi акeЙемii' Itаtпалii Яpocлавiвtti ЛяtuoвськiЙ за donoмozу ttpu nidеomoвt1t
p}' кonuс}' do вulсtttня,

Muхаitоo Глуtuuк

Iван Кoпuч
oкссtна Пеtл1ак

Baсuль Сopoкiвськtlй
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'гиПoBAIIPOГPAVIA

Haвчальний кypс .oМaтrмaтиЧllе llpoгpaМyBarr[Iя', пеpедбaнar BивченtIя
стyДеI{тaМи Taкиx TеМ:

I. Пpеdмem, oсoблuвocmi mа cфеpu Заcnloсувсlr!ня.illаnrcutаmuчt7oтa npo?p(r.
л|уванtlя в eкoнoмiцi. Клаcuфiкацiя заDан.

ПрДмсг, ЗaBДa}Irш тa мeТoДoлoгiчнi зaсaди МaTеМaтиЧrroгO прoгpaМyвitl{trl
Екoнoмiчнa тa МaтеIvfaTичнa пoстaнoBкa oптlrltiзaцiIlниx зa-цaч"

2' Заzальttа заdача лiнiЙнozo npozpаlrувсIння mа Dеякi з ,vеmodiв iT poзв'я.
3увсlнltя.

Екoнoмiчнa Ta MaтеМaTичI{a IToсTaнoBкa зaДaч лiнiйнoгo пpoгpaмувaння.
Геoмсгpиvнa iнтеpпpетaцiя Мtloxtиl{иДoпyстиМиx poзв'язкiв зaдaчi лiнiihroгo
пpoГpaМyвallня. I{шrьoвa фyнкцiя зaДaчi. Фopми зaписy ЗадaЧ. oптим;шьнtrй
пj.laн. Гpaфiнrrий МеTo.ц poЗв'язyвaння зaдaч лiнiйнoi"o пporpaN{yl]aння' lvlеТoд

тoтoжнI{х пеpеTBopегIЬ' сиМплексний Метo.ц.

3. Tеopiя dвoi.сmoсmi mа dвoi'сmi oцiнкu в ансt.цiзi poзв,язкiв лiнiйнuх
o l ш l шlt i з сtцiй н u х .llo deл eй.

oснoвнa тa двoi.стa зaдaнi л< пapa взa€Мoспpюttениx зaдa.r лiнiйнoгo пpoгpa.
МyBaннЯ. !вoiстi oцiнкltтaДефiuитнiотьpесyрiв y кoлi oптl{МaJlьногo IIлaнy
зaдaчi лiнiйнoГo пpoгpaМyвaнrи. oснoвнa теoрмa двoiсгogгi тa ii екoнoмiчниii
зйcг.

4. Tpанcnopmна заdсtча. Пoсmаrtoвка, .меmОdu poзв'я3увсtltня mа аltа,,tiз1,.

Екoнoмiчнa i мaтемaпlчнa пoстaнoвкa тpaнспoщнoiзaдaчi. Умoви iснyBaнI{JI

poзв'язкy тpaнспopтнoi зaДaчi. Метoди пoбyдoви oпCIpl{oгo IIлaIry. 7f,вoibтa
laДaЧa. Умoви oпTиМaлЬнogгi. Мeтoди poзв'язyвaншI тpaнспоpтнoi зaдaчi.

5' I{Lпoнucлoвi заdачi лiнiйttozo npozpаJ||ування. .[eякi з oснoвнttх,ttеtпodiв |х
pО 3 в' яЗу ваI1 н Я nш аналi зу.

oблaсть ЗaсToсyBaння ЦiлoчислoBих зaдaч лiнiйнoгo llpoгрaМyвaНня у
плaнyBa}rнi i yпpaвлiннi виpoбницTBoМ. МaтемaтllЧIta пOстaнoBКa цiлo-
ЧислoBиx зaдaч лiнiйнoгo пpoгpaМyвallня. Геoметpиннa iнтеpпpетauiя
poзв'язкiв IIa IUIoщи}ti. Метoди PoЗв'яЗyвaння tliлoчислtoBиХ зaJIaЧ лiнiйнoгo
пpoгpaмyBa}tня. Метoд Гoмopi. Mсгoд гiлoк iцparrицЬ.

6. З аdачi нел iнiйнo e o np o Zp ал|у ваI !ня,

Екoнoмiчнa сщнiсгь i пoстaнoBкa oкprМиx типiв зaдaч нелiнiйtroгo пpoГpa-
MyBaнIrя. Клaсичний Метoд oптимiзaцii зaдaч не.тtiitiйнoгo пpoГpaМyвaнirя lra
бaзiвlпtopистaнIшlМ}Ioх*lикiвЛaгpaнжaтaжекoноlti.шairrгеpпpeвuiя. Oгг1тоlе
пpoгpaшfyвaння. Hеoбхiдrriтaдocгaтнiylroвиiсвyвaнrrясiдпoвoiтoчки..ГеoрrvIa
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Кyнa-Taккеpa.

7. З аdачi d uна.nоiчнo z o np a ?p а.|||у ванl-tя.

Екoнoмiчнa сутнiсть' деякi oсtloвнi Tипи зa.цaЧ тa мoДелi,цинaмi.lнoгo
ПpoгpaMyBaFII{я. Зщaчi пpo зaмirrу oсI{oв[Ioгo кaпiталy oблaднaння пiдпpи-
eМсTBa. Бaгaтoкpoкoвий ilpoцrс пpийнят.тя pirпень тa .цинaмiчне пpoгpa-
elyвaliня. МетoД peкypеHтl-lиx спiввiД}Iс|lIIеI{ь. ПplтllЦип oпTplМaлЬнoоr'i
Бепмaнa.

8. Гpафu i.пlеpеэrci.
oснoвнi IIoI{я1-ТЯ теopii гpaфiв' Hеopiснтoвaнi гpaфи. opiснтoвaнi гpaфlr.

/{еpевo. Лiс. Мaтричнr зaДaнt{я гpaфiв.
Oснoвнi oптlшliзaфhri задa.il нa lvrrpе)кaх: a) oггrurмiзaцiя шrержi; б) пpo нafo<o-

poтш-rий IIIлях; в) пpo МaксиtllaЛьний пoтiк; г) пpo МaкcиMaльlrilй потiк
мiнiма.гlьlloi вapтoсгi.

9. Eле'uенmu mеоpii. izop.
oснoвнi пoI{яTтя теopii iгop' Мarpиuнi iгpи двoх oсiб' Плaтiжнa мaтpиця.

Грa в vистrо< сгpaтегiяx. oп,тp.тмaльнi сr"paтегii. Сi*uroвa тощia. Змfuпaгri сгpaтегii.
oсновна теoprМa Tеopii iгop. 3ведeння задaчi гpи двox oсiб до зaдaчi лiнiйнoгo
пpoгpaМ!ъaFIЕIя.

] 0' M o d е лi mа мепlo d u с mo х а с I1IvчI l О Z () np o z p а,|lу в а r|н я,

Cпaбoсгpукrypовaнi пpиклaлнi еконoмiчtri пpoблемlr тa rrpийняття рirшень
B yl{oBax неBизFIaЧенOсгi тa pизикy. Зaгальнa МaтrМaTиЧнa пocгaнoвкa зa.Цaчi

стoхaстичнoгo llpoгpaМyBaння. Клaсифiкaцiя зa;laч сToxaсTичнoгo IlpoГpa.
МyBaння. Деякi Метoди poзв,язyвal{ня зa.цaч стoхaстичногo lTpoгpalv{yвaння.



ПPЕtvIЕT I ЗAДAЧI MATЕMATиLIHOгO
IIPOГPAN/I}rBA}IHя. ДЕякI ЗAДAЧI УТIРABJIIHHЯ I

IIJIAHУBAнFIя

Mаntемаtпuчt1е t1pozpал|увсtнl-!я (МП) - це ПpикЛa,цнa гaлyзЬ МaTеMaTикI{,
якa с TroprTиЧнolo oсt{oвolо poзв'язyвaння зa.цaЧ oПTиМаЛьt{oГo ПЛaнyBa}Iня.

Бiльrпicгь l]Jlaнoвo-Bиpoбни.rиx i екoнoмiчниx Зa.цaч пoв,язaнi з poзпoдЬolr
ПеBних, як ПpaBилo, oбмежених pесyрiв (сиpoвини, poбoнoiсlrли, piзнltх видiв
ПaJIиBa i т.д.).[oсить чaсТo Taкий poзпoдiл lv{oжнa ПpoBесTи нr еДиниМ ЧltнoМ.
Haпpиюraд' ПеB}Iy ПpoД.\кцiro мoжнa oтpимaти piЗI{иМи спoсoбaми, пo-piзнolгy
вrlбitparoни Tеxнoлoгiro, сиpoвинy, oблaднaння. При uьoмy кoжний спoсiб
poзпoлiлy pесypсiв oЦillюсться з пoзицiй ДеякoГo кpитеpirо (пpибyтoк, oб'€М
BI{Ilylценoi пpoдyкuii i т.д.) i xapaктеpиЗyeTЬся ПевIiиIv{ зF{aЧеFIняМ цЬoгo
кplrтерirо. oчевиДнo, нaШIиМ зaBДaнHяМ бyле знaxoД)I(rнHя Taкoгo вapiaнтy
рoзпoлi,rу,(пpoгpaми, плaнy), якlц{rбиГapal{Тyвaв нaйбiльrпIII"I rкoнoМiчнlri,i
eфкт.

I{oб викopисToвyBaTи МеТoДи МП дця знaxoДженtlя oпTиМaлЬнoГo ПЛaнy'
екoнoмiчнy пpoблемy тpебa зaписaTи 3a.цoПoМoгolo МaTеМaтиЧних виpaзiв
(рiвнянь, неpiвнoсгей iт'д.), тoбтo склaсти iТ мaTеМaтtlЧtly МoДеЛЬ.

Mапtе.ltсtlt1uч|tа lvоdель - це сpIсTеМa МaTrМaтиЧниx виpaзiв' якa oписyс
xapaкTеpистIlки oб'сктa Мo/{ел}оBaння i взaeмoЗB'язoк мiж нимlt. Пpиpoднo,
щo }Iе ЗaB)*(Ди бyль-якa мaTеМaTиЧIta IиoДелЬ alцеквaT}Ia Мo.цеЛЬoBa}roмy oб'скry
(пpouесy, явищy). Boнa лише.цaс деяке нaближене yяBленrrя пpo нЬoГo. fuя ii
пoбyДoви неoбxiднo мaти uiтке poзyмiння мeги фy{кЦioнyвa[rн,I дoспiджyвaнoi
с}IотеMII.

Пiд метoю бyдемo poзyмiтlт pеЗyлЬTaT' який неoбxiднo oдеpжaTИ IIIЛяхoМ
вибopy тa pеaлiзaцii певнoi ПpoгpaМи дiй нa дoслiДжyвaнy сиcТеьry. B
екoнoмiчних ЗaдaЧaх IиеTa' як пpaBилo' пoЛягaс B ToМy' щoб мaксимiзyвaти
пpибутoк aбo мiнiмiзyBaти BитpaTи'

Кoли МеTa BиЗнaчlнa' Bиникa€ пoтpебa y вибopi спoсoбy дiЙ, яктаil би в
нaйбiльrшiй мipi спpияB iJ ДoсягненнIо. Сaм вибip спoсoбy лiй визнaчaсться
iнфopмauiсю пpo oбмеженtlя' якиМ пoвиннa зa.цoBoлЬIlяTl{ IrpoГpaмa (плaн)
дiйr.

Як мrта, тitк i oбмежr}Iня пoBиннi бyти пprДсTaBленi y виглядi фyнкцil'r вiд
змiнниx BеЛиЧиIl. Hезaлежнi змiннi бyвarоть Двox ви.цiв: кеpoвaнi, зIlaченHя
якиx Мo)кнa змiнroвaти B.цеякoМy iнтеpвaлi; ItекеpoBaнi змiннi, знaЧеLtня яких
нr ЗaЛежaть вiд вoлiлюдей i визнaчaroться зoвrrirшнiпl сеpедoвИщем.
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Pеaльнi екoнoмiчнi пpouеси ДoоиТЬ склaднi. Пpи ix MaTеМaTиЧнoMy oпlIсi
пoтpiбнo вpaxoByBaТи МIIoжинy piзних фaктopiв. Toмy МaтеMaTичнa МoделЬ
мigгить великy кiлькiсгь уrvloв з бaгaтьмa невiДoмими. Якщo невiДoмi вхoДяTЬ
в мoДельтiлЬки B пеpllloМy стеПенi, тo зaдaua вi.цнoситьсядo poздiлyлiнiйнoгo
гIpoцpaМуBarшUц iнaкrпе _Дo нелiнifuloгo гIpoгpaМyвaння. oптимiзaцiйнi зaдaчi,
B якID( пoTpiбнo вpaxoврaти пoсгriдoвнicrьдй aбo фaктop чaсy' poЗГля.цaloTься
в poздiлiдинaмiчнoгo Пpoгpa]vryBaння. Якrцo в за'цad пapaМетpи с Bипa'цкoвиМи
величинaIvIи, Tс) BoI{a вiднoситьоя Дo ЗaДaч сТoxaсТичнoТ oптимiзaцii.

!o oснoвних IlЛaнoвo-виpoбниниx i екoнoмiчних зaдaч вi.цнoсяться:
* 3аdача t'pо oпn'uJ}'aЛbltе вuкopuctl'аItltя pecуpciв' Неxaй Для

фyнкцioнyBaння виpoбницТвa BикopисToByIoTЬс я m piзнихвиДiв сLIpoBинI{
B,,B",...'B,,. oбсяги якиx вiДпoвiДнo стaнoBЛять b,,b.,...,b,,, oдиниць. Цi
pесypси BикopисToByIотЬся пpи вигoToвленнi пpoдyкцiТ ви.ЦУ Аr , А" ,. . . , A,, .

Пoтpеби pесypсy i -гo видy нa виГoТoBЛення o.циницi 7 -гo виpoбv пoзI{aЧиMO
Чеprз сli, a цiнy виpo6у _ сi. Ефективнiсть виpoбництвa буДе хapaкTе-
pизyвaTися BелиЧи}IoIо oTpиМaнoгo пpибyгкy вiд pеaлiзoвaнoi пpoдyкuiТ.

Пoфбнo визI{aЧиTI,I тaкlй гшaн випyскy пpодyкцii., ясй мaкотпliзyе пpибyгoк
пiдпpиемствa пpи зa.цaних pесypсax.

Зaпиrлемo дaнi y вигл;Цi тaблицi l i склaДемo МaTеМaтиЧ[Iy МoдеЛЬ зa.цaчi.

Tаблuця ]

Bидlа
pесypсiв

Bиди пpoдyкцii Зaпaси
pесypсiвА1 Аz А'1 А,

B' att Avt ati Ah bt

B, A't a.lэ aэ; Q2, bz

Bi oit ai2 aiu bi

8,, Aml aп) Lt mi СIпn b,,
Пpибvгoк c C2 Ci сn

ПpипyстиМo' Iцo пiдпpисмсTBo бyДе випyскaTи,сl o.циницЬ BиpoбiB BиДy
А,, X,_ виДУ А,, ...,)f,l _ Bи.цy А,' ОuевиДнo, щo ПoBинt{i BикoнyвaтИcЯ oб-
Мr)кення:

(1)

аРх2+ '.'+ а,,,х,, Зb,,

а22х2+ ,',* а,nх,, S b2,

ao,"Xэ * '..* а,n,хu s b,,,

.г

-г

.г

|а,,х,

]атхt

[;,,;,

t1

пpичoМу .r. )0, J, )0,.'',Jr,, )0.

t



Пoтpiбнo склaсТI'l oп].I{\,IaлЬнltй п,тaн poбoти пiдпpиемствa, тoбтo знaйти
тaкi невiД'смнi знaчення -l;l , X2,...'X,, 

' 
якi б зaДoBoлЬIlяли сисTеМy oбмеженi'

(1) i пpибyток вi,f pеaлiзauii пpoдyкцir f = с,х, * с,х. + ... + с,,х,, буB 6н
N{aксI,II\,faЦЬFIиМ.

* 3аdача llа екiкldсuлtя ditmu. Неxaй MaеМo l? пpoДyкTiв хapнyвaння (м'яснi
виpoби, овoчi. фpyк'ги i т.дt.), B кo}кtloМy З яких мiститься ft| видiвпoживниx
9еЧoBин (бiлкlr, жиpи, ByглrвoдII i т.д.). Biдoмo, щo B oдиницi7-гo ПpoдyкTy
(j = l,lr)ьliстlrгьcя Q,, oдlrrlиць i-oiпoживнoipечoBиHи (, =п).Мiнiмaльнa
.цoбoвa потpебa oргalliзмy в i-iй пoживнiй pеuoвинi стaнoвить b oДI,IнI,Iць, it
вapтiсть оДиtlицi прoДyliТy хapчyBaнняj.гoвиду _ с, .

Iloтpiбнo скЛaсти Taкиri мiнiмальниЙ зa вapтiстto,Цoбoвий paцioн (нaбip i
кiлькiсть пpодyктiв хapЧyBaння), шоб пoвнiстrо зaДoBoлЬнити пoтpеби
opгaнiзмy B IIox{l lBFlиx pечoRиH?x.

Пoзнaчptмo Чеpез 
", 

(i = l,ll,)кiлькiстЬ oди[IиЦЬ ПpoДyктy7-гo Bиlly' шlo
BикopисToByсTЬся lЦIя дoбoвoi пoтpеби' Toдi зaгaльнa кiлькiсть i-oi пoживноТ
pеЧoBиHи' якa мigгиться в pauiонi, виpaзитЬся сyМolо

сti.х| + ',.* ai,,X, =2o,,.,, .
j=r

I{я сyмa мaе бyти бiльшra aбo piвнa пoтpiбlioго мiнiмyшry b, пo всix BиДax
tTo'кIlBI{Iй peЧoвин i мaтемaтtlчIlo Bиpaзиться фopмyЛo}o

f аuх 
' 
2b' 

Q =,-)
3 iншoгo бoкy, дoбoве сПo)t(иtsaння кoжнoгo BI{Дy пpoдyкTy xapЧyBaнriя

обмежeнo }IaяBниI\,II,I зat.aсa|iИ сl i,

01х,1а. (,=п)
Cyмapнa вapтiсrь дiсти

f = с,х,+... + CnX, =2,,*, .

"l=l

oтже, OпTиIиaлЬ}'Iоro дiстolо бyле тaкий нaбip пpолyктiв xapчyBal{н я, якI4i|
пrprтBоplое в мitliмyм лiтriйнy фyнкцilо (4) пpи yМoBax (2) i (з).

* Tp шrcnopmна заda ч а' B пyнктax вiдпpaвлен rхя А1, A2,..., А o, знaхa дI4TЬcЯ
вiДповiдно Q1,a2э.,.s atle o.циницЬoднopiднoгoвa[Iтa)ку,ДIIЯпoсTaЧaннЯ n
cilо)киBaЧaм 81 ,B2,...nB,, в кiлькoстях b1,b",...,bn oДI{ницЬ кo)кнol,Iy.
Tpaнспopтнi зaтpaти lra пеpевезeнI{я oдиниt1i вaнтaжy з i-гo пyнктy
вiдпpaвлення в7.-цfi flyнкт спOжиBaHНЯ, _ c ii '
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Пoтpiбнo склaсTи тaкиirплaн пеpеBеЗl}tЬ, тoбтo знaйти, скiльки oДpIIrиIiЬ

BaнTaжy пoтpiбнo вiдпpaвити з i-гo IIyttкTy вiдпpaвленtlя B 7-ий пyнкт
сIIoжI{BaHня, щoб Зa.цoвoлЬнити пoтpебI{ сПoжиBaнiв, a сyмapнi BиTpaTи нa
IIepеBезенн я булиб мiIriма.шьниМи.

Пoзнaцимo чеpеЗ ;, _ кiлькiсTЬ BaнTax{У, якиli llеpеBoзиТься з l-гo пyFIкTy
вiдпpaвленняъ j-иilпyIIкT спо)I{иBaння. Toдi зaдaua зBoдитЬся дo BизнaЧеFIня
невiдoмих хu , якi зaдoвoJ.IЬняiоTЬyMoBи:

f =iflru1 -+ min,
j=l i=i

/ 
-\За, \i =l,rl/,

2b, (;=й),

,2u,,
t 

- -l-tu20 [=l.lll,j=L,п).
CфopмyлroсMo зa.цaчy- Мll в зaгaльнoмy Bиглядi: знaйти знaченLш,? ЗI{iнниx

Xt, Xzэ...sXn, якi зaдoвoльняютЬ l?? piвнянь i неpiвнoстей

8,(хi,au){S,=,2} b, Q =I,in)
i мaксишtiз!тoть чи мiнiмiзyrоть фyнкuiю

1'=f(х,,с1) (j=|,n) (1)

Умoвlt (6) нaзивaiоться oбмежеHFlяМи, a (7) _ цiльoвolо фyнкцiеto.
Зoкрмa, цiльовa фyнкцiя в мaтемaтlrннiй фоplti вltpaжae пpе.цcгавЛеI{у МеTy

з ToчкpI зоpy кpиTе1liю orIтимaльнoстi.
Кеpрaнrrя екoнoмi.*lим пporlffiМ Пojrlгaс B Toштy, шoб вибpaтитaкi знaчеrп*я

змiннlоt X , = X ,, якi б нtщaвши фyнкцiiефктивнoсгi (фъoвiй фyrrкuii, фy{кцii
мети) rк gIpеIи aЛЬнoгo знaЧен ttЯ, тo бтo знaЙти

F=ехtr f (х-i,с)U =П).

Haбi p кедoвaниx змirпr W X j . ( j = Й )' якi зaдoвo.тIЬH'I}oTЬ сисгемy oбмежень
g, (х l,с, ){S, =,Zfu ,' нaзиBaIоть doпу сmuluu-M pОЗв'яЗкo^4 (плaнoм)' a нaбip

ДoгryстиМpо(змiннlоt х-,( j = |,n) ,np"n*nцi-гьoвaфyнкцiяДoсяГarексТpемytvгy,
_ oпmu]'IаЛьнuJЙ.

п
E1
).X,'

!г\
> х'.
i=l

nt
sl>а'

(s)

(6)
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Poздiл l
ЛIнIиHE IIPOГPAIVIyBAHI{я

1.1. Фopми зaписy ЗЛП
Poзглrянемo Tепrp кoнкpеTнy ЗaДaчy poзпoДiлry pесypсiв.
Ilpuклаd 1.1. Ioвелipнa мaйстrpнЯ виГoToBля€ пpикpaси двox видiв А, i

A,. !ля цЬoгo BикopисToByIoTьcя.Цopoгoцiннi метaли BI, B2 i в.. Питoмi
BИTpaTИНaolц{ниЦIo Bиpoбу,зaпaси МеTаrгiв i вaфсгь oд.rrицi кo}GoГo виpoбy
пoдaнiвтaблицi l.1:

Tаблuця I'l
Bид метaлy Bиooби Зaпaси

(гo)А' Аэ
Bl
B2
Bt

I

0
2

t
I

I
I

I
I

6
4
10

Bapтiсть виpoбy
(тис.гpн.)

1 2

Пoтpiбнo тaк oргalriзyвaти виpoбницTвo пpикpaс, щoб пpибутoк вiдix
рaлiзauiT бyв МaксимaЛЬниМ 

"

Poзв'язoк, Cклa.цемo мaTемaтиЧt{y Мo.цrЛIЬ зa.цaчi. ПpипyстиМo, щo длЯ
oтpиМa}Iня нaйбiльrпoгo пpибщкy мaйсгеpня BиГoтoBиTь х, виpoбi в ьиду А ,ix, виpoбiв виДУ Аz ' Кiпькiсть виpобiв невiд,смнa: .т, }Q хz)O.oскiльки
зaпaси кoжнoгo BиДy Метaлiв B 1, B 2 i щ oбмежeнi, тo Пpи вiдoмиx питoМиx
витpaтax нa o,ци}Iиt(Iо виpoбy (дlв. тaбл. l . 1) змiннi х, i x. ПoBиннi зaДoвoльняти
}IaсTyII[IиМ yМoBaМ:

(l.l)

Bapтiсгьpеалiзoвaниxвиpoбiв BиpiшиМo цiдьoвoюфyнкцiеro f = х, + 2х,,
Тaким ЧинoМ' екoнoмiчнa зaДaЧa в N{aтеМaтиннiй фopмi фopvryлюс."."'u*.

знaЙти тaкi знaчеIlllя змiнниx х|, х2, якi зaдoBoлЬtIяIoTь yMoBи
|х'*х,46,
]х"<4'
|.-' 

_'' iпpилопtфyкuiя f = х, + 2х,дoсгaeнaйбiльtпoгoзнaченI{'I.
|2х'+ х, S10,

14 Poзdiл 1' лlt1lЙt1Е ГIP1гPAMУBA|1Hя.

|х,+х,<6,
1rl, 

= 
i,I-

|2х'+х,<|0'

t
r.i
't



'flr

Poзглцщlвaнa нaМl.l зaдava (пplшоraд l . 1 ) с тaк звaнoro ЗЛП ' (Дo ЗЛП вiдroсягь
тaкi, в якиx всi фyнкuii f i g *лiнiйнi вiднoснo змiннltх. Якщo пpинaймнi
o"цнa з фyнкuiй .f aбo $ нелiнiйнa' To вiдпoвiднy ЗaДaЧy нaЗиBaloтЬ
нелiнiйнoro).

B нiй, як ЗaзIlaЧaлoся Bище, пoтpiбнo вiдtuyкaти Знaчення змiнниx

ц 2 0, -tz ) 0 (yмoвlr невiд'смнoстi), якi зaДoвoЛьI{ яли бсисTеМy oбмежень
(l.1)' iпplr якиx uiльoвa фyнкuй ./ = It * 2х. Дocягa:тalнaйбuтьIIloгo знaЧеHtIя.

Пpoте B.цеяких зa.цaЧax ЗнaЧеннЯ невiДoмиx х' iх. пoвиннi Зa.цoвoЛЬняTи
лиlIIе.цrякy сисTеМy лiнiйнlrх piвнянь, в iнruих - сисЪемy лiнiйних piвrrянь i
неpiвнoстей, a тaкoж не oбoв'яЗкoBo пoвиннi бyти невiд,емними. Пopяд iз
Зa.цaчaМи мaксимiзaЦii poзглддaroть i зaдaчi мiнiмiзaцii.

B зaлежнoстi вiд видy oбмежень i кpитеpilo oпTиMaлЬнoстi poзpiзняroть
нaсгyпнi фopми зaПисy ЗЛП:

ф Заеаtlьнсl фop.ма,,
ф cu.lИеmpuнна фopма,.
oканoнiчна фop.ма,
Baзtшчеttня 1,1. Заzальнoю ЗЛП налuваIomь заdану, в якiйnompiбнo знайmu

наЙбiльtuе ( найлtенtllе ) знаuення цiльoвo| функцii,

f=$.
" l-r- iX i

"l=i

пpu oбмеэtсеннях

п
11

|а,,х, < b,
i-!

х;)0 (j=1,s), s(n,
dе c,'а,,,b' (i =Й),( j =tл _ заdанi diйcнi чuсЛа,

Buзнaченttя I.2. ЗЛП в сuмеmpuннiй фopлаi запucу наЗuвсI|omь заdаuу, в
я к iй n o mp i б н o з н айmu н ай б i льш е З н ач е н ня ф у н к ц ii.

Пpи ooМежеtll{яx

.*r = 2c'х,
j=l

д
Lou Sb,,(i=|,nt), хi>-О (j =й).
j=l

tl,-. s'i(i = l, r), |оuх, = b,
i-1

(i = t *l,m)
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Buзltачеttня I.3. ЗЛГI в ксtнoнiчнiti фоpлti Зaпu('у ltсlЗuв(llot?1ь заdаuу, в якiri
п o l n p i 6 н o з н а,йп lu н аit б iльшt е З I. l o Lt е I tI ! я ф у н кц ii.

Пpи ooМеженняx

П

^тar = >'с'х.JЦJJ

tl
Srtri\
|аuх, = b, (i =|,nl), ,, ) 0 (7 = l,lr) .
j=l

З,ясyсмo TеI1ер пиTaння пpo BЗaсМoзB'язoк мiж piзними фopМaМи ЗЛП.
HaсaмпеpеД Пoкa)кrМo, Щo кarroiliчнy зa.цaчy Мo)кнa IIеpеBесТи B сиМеTpиЧнy
i нaвпaки. Cпpaвдi, piвняння а2|х| + azzXz + ... + az,,Xu = &z piвнoсильнr
систеМiнеpiBrroсTeй

) o,,*,+ а22х2+...+ а2nхu<b2,

|_а,,х, 
_ azzXz а2uх, s _b2.

Тoмy, якщo кoжIlе piвняння кaнoliiчнoiзaдaчi ЗaIиiI{иTи BиЩе нaBе.цеHo}o
сисTеМo}o неpiBнoстей, тo oтpимyсмo зЛП B сиМеTpиЧнiй фopмi.

З лpyгoгo бoкy, неpiвнiсть (lk|х| + al,zXz +... + aknXu Зbo, oневидtlo'

piвнoсильнa piвнянн|o аkf | + CIk2х1 + ... + akuXu * Л,+t =b o, Дe J,,*r 20 *

.цoДaTкoве невi'цoме. Piвнoсpшlьнiсгь ryг poзyr'riсться B тo]v{y сенсi, щo кoжнoмy

poЗB'язкy нrpiвIroстi (x,,*i,...,*,) вiдпoвiдar poзв,язoк piвняння,****(",, *,s... э X n, х,*,) i нaвпaки.
oтже, якщo кoжtiy неpiвнiсть в системi oбмежень сиМетpllчI{oi зa.цaчi

зaмiнltти piвнoсильнllм iй piвнянням, To сиМеTpичнa ЗaД,aЧa нaбуде вигЛядy
кaнoнi.шloi.

Симетpиuнa i кaнoнiuнa фopмИ ЗaПИcу зaДaчi с oкpеМиMvI r.ИлaДКa|iИ
зaга.пьнoТ зaдaчi. Мoжнa пoк aз:dпуцщo зaгiuънa Зa.цaчa Мoже бщи прлстaBлеHa
y виглялi сиМrTpичнoi, a oтже i кaнoнiчнoiфopм.

Зауваяceння 1.1. Як вidoмo, зсldача знахodэrcення ексmpемаJ|ь|tuх moчoк
функцii'poЗв,яЗусmься меmodал,tu duфеpенцiальнolo чltсЛення, якi doзвoляюmь
вuЗначаmu nliлькu mакi ексmpемальнi moчкLl, якi знахodяmься вcеpеduнi
p o з zляdу в анoi. o б ла с nli, а не на ii. z p анuцi. B ЗЛ П o nmuмсьпьнi з нсlч е|tttя цiль o в oi.

функцi|doсят(lюmьcя завнcdu на еpанuцi ЛIнoZoкуnlнuксl p03в,язкiв. Toму dля
docлidэюення mаltuх заdач nompiбнo вuКopucmoвуваmu cnецiальнi J'|сll,11е-

маmuчнi.lvtеmodu.
Пpи неoбxiднocгi зaдaЧy Мaксимiзaцii мoжнa зaмiнити Зa.цaчolo Мiнiмiзaцii i

1

i

з

r:

16 PoзОiл 1' лlHlЙHЕ |1PoгPAMУBАH\1я,



>

Y
.\

Х

\\

т\-_----Б\\;'r t-fы

\{\
у --f rхl

Puc. I. I

1.2. Геoметpичнa iнтepпpeтaцiя ЗЛП. Гpaфiнний }IеTo.ц poзв'язyвaння

.(ля тoгo, шoб кpaще зpoзyмiти сyть poзв'язувaння ЗЛП, якa зaIIисaI-Ia B

си]!tетpичнiй фopмi, з,яcy€мo ГеoМrтpичнItl"t змiст сисTеМи лiнiйниx
неpiвнoстей з двoмa невiдoмими.

Buзначeння 1.4. Mнoэюuна D наЗuва€t,I1bся ol|укЛolo, якщo вoна pаЗoл4 З

rnoчка,мu х| С' D i х,С D мiсmumь всi nloчкu х вidpiзка |х,,х.l, moбmo

tnloчкu вudу х = L\ * (I - 7)х,, 0 < 

^ 

<I.

Poзглянемo сIloЧaткy oднy лiнiйнy неpiвнiстЬ з дBoМa невiдoмим11 X, i \:
а,х, * а,х" Sb (а,х, + сl1х22b), якa BизI{aЧa€ oДнy З пiвплoщин, тoбтo
спpatsДжyeтЬcя B Toчкax oднiеi з пiвплoщИIl) Itaякi пpямa а1\ + а,х, = b
дiлить кoopди}IaТнy пJIoIцинy, i не спpaBД)кyстЬся B ToЧкax iнrпoi (пpямa
вiДнoситьcЯ Дo кoжнoi з пiвплoщин). B ЦьoМy Bипaдкy кaжуть' щo дaнi
неpiвнoстi визнaчaютЬ зaмкненy пiвплoщинy. B свolo Чеpгy. неpiвнoстi
(lf 1+ QzXz 1b1а,х, + а2х2 > b)визнaчaюTьвiдкpитyпiвгшrощинy.

!дя визнaЧення кoнкprтнoi пiвплoщинивибиpaемo ДoвiльI{y тoЧкy i пеpе-
вipясмo ни пpaвильнa неpiвнiсть. .{ля зpyuнoстi вибиpaемo Лt = 0,.Т, = 0,
якщo Toчкa (0;0) не нaлr)киТЬ гpaни.lнiй пpямiй. Якщo неpiвнiсть сПpaB-
ДжyсTЬcя' тo poзв'язкoм бyле тa пiвплoщИНa, ЯI<a мiстить вибpaнy тoЧкy' B
iнrпoмy BиПaДкy _ якa ii не мigгить.

Poзdiл 1. лI1lЙнE I1P1гPAМУBAH\1я. 17
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Haпpиклaд' poзB'язкoМ нrpiBнoстi _3x, + 4*,_ 8<0 бyле зal\lкнrЕia
пiвпltoщин aQмc,| .2),якa мicгитЬ IIoчaтoк кOopдинaт, a pсrзв'язкoм неpiвнoстi
- 2 *, _ 3 х, + 3< 0 бyде вiдкpитa пiвгшloщтtнa фио. l . 3), якa його не мiстить.

B пеprпoмy BиПaдкy шIyкaнa пiвплoЩиfla Лril{ить }I}lх(чr пpямсrТ
_ Зх, + 4*, _8 = 0, aBДpyгCIМy_Bищr пpямoi *2*, _З-т, + 3 =0'

B нaйпpoстitпoпly BипaДкy сисTеN{a лiнiйниx неpiвнoстrl"{ з l{Bо,l{a

Г а,'х, * а',"zхz 1bl,
rreвiдIoмиtrlи скJIaJ{aсться з дtsoх неpiвrroстей ] -- е | .1,vwtwlt 

[.l,,{ + а,"х, { l},,

I{я системa }IaЗиBaeTься сyмiсtlo}O' яI(щo iснylоть тaкi чис.lloвi зпaчення
невiдoмиx х, i х,, якi oднoЧaснo зaдoBoлЬFIяlотЬ о6идвi неpiвнoстi.

Геoмoтpиннo сисTемa сyvtiснa, якЩo в гtлtoшцtнi ;r, О х, iснуiоть тoЧки' кoopд{lТ-

}IaTи яких зaдoBoлЬ}IяIотЬ oбидвi
неpЬносгi. Якщo тaкюt Totloк }lеN{a'

тo cисTеМa неpiвнoстей нaзи-
BarTЬся неоyмicнoro.

Ha pиcуI{кy | '4 пoкaзaнo
внyтpirпнЮ чaстинy кyтa ABс,
кoopДиI{aти всix ToЧoк якoГo r
poзв'язкaми сисTеМи неpiвнoстей

|-3х,+4x,_8S0,
|_z,, -3х, +3 < 0, кplNI тoЧoк, щo

[I&тIе)I(aть пpямiй BC.

18
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B свotо tlеpгy' po3B'язкolvt систеМи

Г*2*, _3х, < -3,
нepiвнoст.'. 

t ,. * 3\<_6 буле \

r.2*.-3х^+3=0

.6 :4 .\r

пopо){GIя N{tlo)I(и!{a. /{iйrснo, пepепи-
сa вIIIи си cтеIv1y у в I,IгJIяДi
(^
l ..х| ]. J'r2 > J,<к'!^. '. . l.UaЧиМo. IцoЕIеplB-
I/-Y,+ J.r. <-O.

нtЭсTi сyпrреЧливi мiж сoбoю
(pис.1.5).

ПрlrпyстиIvlo TеI]еp, щo Зaдaнa
.]еяI(a сltстeмa лi нi l",tниx неpiвн ост еti
з невiДошlиl\I|а х,| i х1 :

Рнc. },5

4l1.rrl + а,,х,Зb''
(t1|х1 + а,,х,Sb,,

{1.2)

а,,|хI + а,,,2х 2 s |),,,'

Cукyпнiсть poзв,язкiв кoжнoi з ltеpiвностей цiеi сиcTrlnlи гrol\.tеTpичнo
зобрaжaстЬся Мнoжl,ItloЮ.I.oЧoк Деякоl пiвгшoпrpпlи' a сy*тtнiстr, всix pозB'язкiв
сllcтeN{I{ (1.2) пpедстaвляс сoбoю.цеякy М}Io)кину ToЧoк ilrрети}ry (сrriльнy
нaстtlнy) riиx пiвrrлoЩиtl' ГpaницЯ якоi скЛaI{arтЬся з BiдpiЗкiв вiДпoвiдниx
ПpяМих.

oскiльки пiвплoщинa e oТIyк^пolo МьIo)киtlo!о' тo i шtнoжrtнa poзB'язкiв (1,2)

те)к с oПyкJlorо. Haзвемo iJ многок}тнoю обЛagгк). ii.тaкoж нaзllвaloть oбЛaсTю
зэзв'язкiв сиgгеьшr неpЬнoсгей (l.2) aбо ппIoгoк}ТIrико]!{ poЗв'язкiв. Зayвaхlмo,
щo облaсть pозв'язкiв t{o,(е б1тrt rянсlгoкyтнI{кoм. нескiнченнoю Мнoх(инoю'
;\t}тOIо' що мii;гltться luliж Двоtvla пapaJIrлЬIIиМlI llp яМиМи, пpяМOю' пpoМФIeМ'
зЦpiзком, тoЧкolo' aбo пopoжньolo Мt{oжинoio.

Пp пкшсtd 1. 2. |Io6у ДУвiaTИМrloгoкyTник poзв,язкiв систеьrи неpiвнoстей:

[3х,+2*,-11<0,
l-rr,*xz-1<0,
l', 'o'
[х' 2 0.

Pозв,язoк. Зaписyсмo piвняння гpaниЧЕ{их пpяМиx l,:Зх, * 2х" - 11 = 0,

r]г

li

iI

Л
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I,:1цIх,-|=0 i бyдyемo ix нa
шrouц,rrri. Biзьмемo Хl = 0, X,. = О

i визнaчимo пiвгшtoщини, якi вiдпo-
вi.цaroть пеpIIIиМ .цвoм неpiвнoстям
систrМи. Bзявtпи дo yBaги тaкo)к
неpiвнoстi Л, ) 0, хz ) 0,дiсгaнeмo
oгryюlий мнoгoк}тtlик OABC, який
e МIloгoкyП{икoм poзв'язкiв зaдaнoi
систеМи неpiвнoстей (pис. 1.6)

Bpaxoвyroни BищенaBеденi зayвa-
жеlIн,I' пrpеxoдlп,to дo poзв,язyвaн-
няпpиклaдy 1.1.

Зaписyeмo piвняння гpaниЧниx
пpямLD(:

I,:х,+Xz=6,
I,: х, = 4,
I,..2х, + х, =I0,
i бyдyемo ш нa плoщиннi.
ПiдcгaвлЯIoЧи B кo)кtтy неpiвнiсгь

систеI\{и(1.1) x' - 0 i x, = 0, Bиз.
нaчaсмo пiBIIJIoщини, якi вiдпoвiдa-
roть виxi.цним oбмеженням-неpiв-
нoстяМ.

Bpaxoвyro.rи yмoви невiд'еMнoсгi,
oTpиМarМo' Щo ПrpетиH (спiльнa
нaстинa) poзr'ляl{yтиx пiвплoщин
пpеДсTaBлЯе сoбoю МнoГoкyтник

Бyдyсмo BекTop j = g;z1, кoopДинa',;*ffi'?fff;Ь,',h*"* пpи х, i х,
в цiльoвiй фyнкцii, i пеpпендикyляp}Io дo ньoгo пpяl,,fy f = 0. !дя визga.iеннi
rкстpeМaJIьнoiтoчкипеpeмiщyеМoпpяIvry f = 0 внaпpяМкyBrкTopa p = (I;2)
пapaлrлЬнo сaмiй сoбi. Haйбiльrп вiДдaленolo ToчкoIо, в якiй rryямa f
зyстpiнеться з oблaстIo дoпycTиМиx poЗв,язкiв, бyДе тoЧкa B, якa е Toчкolo
пеpеТиI{y пpяivrиx ц | 12 ' КoopДинaти ToЧки B е poзв,язкaMи нaстyпнoi cистеми

|х,+х,=6 |*,=2
piвнянь 1-. _ n- 0l*.-, Тoлi /'* =I.2+2.4=I0.^ lX"=4 |х"=+'\.\-

oтже, МaксиМaJlЬнa сyМa' oтpиМaнa вiд pеaлiзaцii пpикpaс, дopiвнюе 10
Tис.гpн. З них: 2,|=2(тIlс.гpн.) вiд pеaлiзaцii пpикpacв,I4ДУ А, i 4.2=8

Puc.1.7
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(тис.гpн.) вiд pеaлiзauii пpикpac вилу A,'
Цеl"l метoд poз в'язyвa HHЯ HaЗИBaстЬся гpaфiнни м i в и кopистo Byrться .цля

випa.цкy' кoли кiлькiсть невiДoМИу\ n = 2, aбoкoЛи,? _ r < 2, Дa И -числo
змiнниxзaдaui, a r -paHгмaтpицiсисTеМи oбмежень. Увипa.цку n > 2 вжe
немaс тaкoi нaoчнoi iнтеpпpсгaцii.

CфopмyлroсMo тrПrp ЗЛП з двoмa змiнними i вкaжемo aЛГopиTМ ii poзв'я-
зyвaнrrя.

oтже, ЗЛП в сиМrтpиЧнiй фopмi фopмyлroeтЬся Taк: знaйти нaйбiльrпе
знaЧФIrшфyнкцii

(1.3)
пpи oбмеже}l[Iях

сln||х1 + a^2X2Зbn,,

x' 20, х,2О.
Як зaзнaчaЛoся Bище' oблaсть poзв'язкiв зaДaчi (1'3) _ (l.5) мoже бути

MнoГoкyTrIикoM (pис.1.8.a), нескiнЧrннoю oблaстro (pиc.1.8.б), смyгolo' щo
мiclиться мiж Двoмa пapaлёльниМи пpяMими (pис. l.8.в), ToчкoIо (pис.1.8.г)
aбo пopoжнЬolo М}Io)I(инoIo (pис. 1.8.л).

Фyнкцiя ( 1 . 3) пpелсТaвлЯс сoбoto нa Плoщин gj х,Ох, сiм'ro пapaлельниx
пpяMих, кoжнiй з якиx вiдпoвiдae певнr ЗнaЧrHI{я d, . Пеpпеrшикyляpний дo
циХ пpяlvtиx tsекTop p = (сt;с,) вкaзyr HaПpяМoк нaйrпви.цIIJoгo 3poсTaння

фyнкuii f (pиc,1.9). Cyть 3ЛП (1.3) _ (1.5) пo.шягar B нaстyПнoмy: неoбxiднo
знaйти Taкy Toчкy oблagгi ДoпyсTимиx знaЧенЬ, чеpез якy пpoxoдиTЬ пpяМa
сiм,iфyнкц'ru f ,i в якiй фyнкцiя f лpиЙмaе нaйбiльrпе ЗнaЧення (pис. l.9).
Пpи poзв,язрaннi ЗЛП гpaфiнниM Метo.цoМ Мo}кr TpaпИ.ГИcЬ,щo ЗaДaЧa (1.3) _
(l.5) мaе:

+ едltнllй poзв'язoк_кoopДиHaTи Toчки A (pис.l.l0'a);
+ нескiнчrн}Iy мнoжинy poзв'язкiв _ кoop.цинaти бy.цЬ-Якoi тoнки, щo

ЕIaJIежиTЬ вiдpiзкy AB фис. l. 1 0.б);
+ фyнкuiя -f ". 

дo.".ae екщpеМaJIЬHoгo знaчrння _ max / -9 ". фис. l . l 0.в)'
Poзв'язyвaННЯ ЗЛП гpaфiчним lt{етo.цoM ПpoвoдиTЬся B нaстyпнiй

пoотiдoвнocгi:
l) зaписyroть piвняння гpaничtlих пpяMиx аk|х|+аo,х,=b,, k=\m i

бyлytoть rx нa плoщинi х, o-т, i
2) визнaнaroть пiвплoщини' якi вiдпoвi.цaють вихi.цним oбмеженням-

неpiвнoсгям. Дiя цьoГo беpyгь бyль-якy тoнкy i ii кoo pДИНaTИпiДgгaвляroть в

f =,,х,+с.х2

а|fi1+ сI,,х,Sb,,

(r.4)

(l.s)

21
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,r1

I

l"t''
!*lp,

f=0

в)
Puс. ]"]0

"пiвy uaстинy обмeження.неpiвнoстi. Якщo неpiвнiсть пpи цЬoМy пеpетBo-
piоeTься B пpaBиjlЬrly' Тo lliyкaнoю бyле пiвплoщинa' ЯКaмiстlrть цIo Toчкy,
якЩo нi, тo пryкaнoro бyде пiвплourylнa, якiй дaнa тoЧкa не нaJIrжитЬ;

3) вlщiляroть oблaсть .цoпyсTиМиx pозв,язкiв зa.цaчi як спiльнy нaстину m* 2
пiвпдtrшIин , Дa n.lпiвгlлoщин вiдпoвiдaroть виxiДним неpiвнoстям (l.4), a двi
пiвп.шoщини_yмoвi невi.ц'смнoстiзмiнниx x, i л, (1.5);

4) бyдytотЬ Bектop F = (с,;с, ) i пеpпеIIдикyляpFIo .цo }IЬoгo oднy iз IIpяМиx
сiм,iфщкцiЙ f ,нallpиклaд, 'f =0i

5) визнauaroтЬ тoчкy ексTpеМyМy Ira М}Ioгoкyтникy poзв'язкiв IIIляxoМ
пapaлrлЬ}Ioгo пермiщенrш.цoпoмiжнoiпpямoi / = 0 в нaпpямкy BекTopa p,
Цe бyде нaйбiльlп вi.цдaленa кpaйня Toчкa' в якiй пpяМa / зyстpiнеTься 3

oблaсто дIоп}'стиl,llo( poзв'язкiв. Якщo неoбxiдlo знaйти тoнкy, якiй вi.щloвiдaс
ьriнiма.lьllезнaнelrrrяф1тпсцii /,тoлiнiropЬняпермiп1yсМoBнzlпpД/firyвектopa
B лo пеpеTиtly з Ilrpшrolo ToчкoIо дoпycTиМoi oблaстi (aбo пpямУ ,f = 0 в
IralIрятvtкy Bектopa (_ p) дo нaliбiльtu вi/u(aленoi тouки);

6) зпaxoдятЬ кoopдиIIaTи Toчки екстpеIvtyllty i знa.rення фyнкцii в цiй тoчцi.

!t

rш

.Ц
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Кoнтpoльнi зaпитaння Tа заДaчi

1. Haзвiть oснoвнi типи rшIaнoBo-виpoбничих i екoнoмi.lних зaдaЧ тa Дaйте
ш кopоткy xapalсгеpиcГ!п{y.

2. Щo наЗиBa}oTь МaтrМaТиЧнolo МoДеJLтIro зaдaчi?
3' Якi змiннi нaзиBaIoTЬ кеpoвaними?
4' Якaфyнкцiя нaзивarTЬся rliльовoro?
5. B нoму сyTь кеpyBaFIня екoнoмiчнIlм прoцесoМ (в теpмiнax цiльoвoi

фyнкцii)?
6. Як екoнoмiчнa за'цaчa зBo.цI'TЬсЯ дo Зa'цaчi нa знaxо.цжеI*{,I екстpеМalIьIIoгO

знaче}IнJI депсoТ фyнкuioньтьнoi зaлежнogгi?
7' fiaiпевиЗнaЧення.цoпycтиМoгo Ta oпTиМaЛьнoгo poзв'язкy.
8. Якi зaдaчiвiДнoсятьсядo ЗЛП?
9. ЯкiBи знaсте фopмизaписy 3ЛП?laйтеix кopoткy ХapaкTеpIIсTикy.
l0. Як вiдбyвaеться пеpеxiдвiд oднiсiфopМи Зaписy ЗЛП дo iнrпoi?
l1. Чoмy для poзв'яЗyBaння ЗЛП не Мoжнa зaстoсoByBaTи МеТoди

дифеpенцiaлЬнoгo числення?
|2. ЯкaN,{ЕIoя{инa нaзLIBaсTься oпyклoro?
|З . ЯкtlГа BИr ЛЯДМo)ке мaти oблaсTЬ дoпyсTиMих poзв,язкiв ЗЛП з .цBoМa

змiннимll?
14. Ш{o пpеДсTaвляс сoбotо нa ПЛoщинi x'oл, цiльoвe фyнкцiя i чим

Bизнaчaсться нaпpям iТ нaйrпвидrпoгo зpoстaння,?
l5' Щo сoбoro Мo)кr ПpедстaвляTи Мнo)Iинa poЗв'язкiв ЗЛП?
16" Bкaжiть oснoвtliеTaпи poзB'язувaння ЗЛП гpaфiЧF{иN{ МеTo.цoIи.

|7 ,Iдaльняpеaлiзyс "ГpplвI4Д|4влaснoiпpoлyкltii, BикopистoвyiоЧи pесypсIr
A., A,, A,, ,Цля вигoToBлення oДнiсi пapтii виpoбiв пrpшIoгo видy гroтpiбнo
вiдпoЪiдйo з,2,4oдиницi pесypсiв A', A,, A,.;Дл" BигoToBлення o.цнiеТпapтii
виpoбiв дpyгoгo виДУ _2,5,3; тpеiьoio ЬиДУ -- 6, 3, 5. Зaпaси pесypсiв
вiДпoвiцнo piвнi: 

^|-76, ^2-7з,4.- 
8з oДиницi. Пpибyтoк вiд pеaлiзaцii

o,цинrrЦi виpoбy llеpllloгo'дpyгoгo i тpетьoгo ви.цiв сTaнoBитЬ 30,40' 45 кoп.
Cклaсти MaTеMaтичI.Iy МoДелЬ ДЛЯ BизнaЧеHIIя Плal{y виpoбницTвa' щo
зaбезпетyс lvlaкси}faлЬний пplrбщoк, i зaписaти зaдaЧy в кaнoнiчнiй фopмi.

1 8. Щoденнo в мigгo ПpиBoзять 20 т кapтoгшi з тpьoх ГoспoдapcгB: З пеpllloгo
_ зa цiнoto 650 гpн., з 'цpyгoгo 

_ 660 гpн.' з TprТЬoГo _ 6l0 гpн. зa тoннy. ,(ля
сBorчaснoгo ПoсTaЧaнrUI кapToплi неoбxiднo зaтpaтити9 гoд. l0 xв. нaiiнaвaн-
тalкення. BiДoмo, щo rra }IaвaнТaження l т кapтoплi B ПrpllroMy гoспoдapствi
BитpaчarTьcя2} xв., B ДpyгoМy_ 30 xв., B TpетЬoМу-40 хв. Cклaсти МaтеMa-
TиЧнy Мo.цеЛЬ зaДaчi мiнiмiзaцii вapтoсгi зaвезенoi кapтoплi, якщo З Пеplxoгo
гoспo.цapстBa Мoжнa зaвезTи не бiльtце l0 т, з дpyгoгo - 6 т' з тpеTьoгo - 8 т, i
зaписaти зaдачy B кaнoнiчнiй фopмi.

l 9. Cклacги МaтеМaтIlЧrry Мo.цель ДlIя Bизrraчrння oпTиМaJIЬнoгo .цoбo Boгo

;
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paЦioнy вiдгoдiвлi овиней' якrцo pauioн oДнiсiгoлoви пoBиIIен мiстити 2,4кr
кopМoBиx oдиHицЬ, 360 г бiлкa, 10 мг кapoТинy. Paцioн скЛa.цaсTься з тpьox
виДiв кopмiв: ячМенIo' бoбiв i тpaв'янoi Мyки. B 1 кг яЧМенIo мiститься 0,8 кг
кopМoBиx oДllницЬ' 80 г бi.пкa, 2 мг кapoтИHУ;B 1 кг бoбiв вi,fпoвiднo 0,9 кг,
l 80 г i 3 мг; в l кг мyкlE _ 0,6 кг, 100 г i 5 мг' I-{iнa l кг ячпrеню - 50 кoп', бoбiв
_ 80 кoп., пlyки _ 65 кoп. Кpитеpiй oптимaльнogгi - мiнiьryм вapтoсгi pauioнy.
Пpедсгaвити зaДaчy B кaнoнiчнiй фopмi.

20. !ля BиГoТoBлення виpoбiв Двox виДiв пpидбarro 100 кг метaлy. Ha
BигoToвленгtя виpoбy rIеpIIIoгo BиДy BиТpatIaсTЬся 2 кг метaгry; a Дpyгoгo _ 4 кг.
Пpибщок вцpеaлiзaцiiвиpoбyпеpllioгo BиДyскJ]Еl"цaе 3 гpн., aДpyгoгo _ 2гpтl.,
ПpиЧoМy виpoбiв Пеpllloгo виДy пoTpiбнo вигoтoBиTII не бiльtпе 40 tптyк, a
/црyГoгo -- не бiльtпе 20 rптyк. Cклaстtr MaтеМaTичнy МoделЬ oTpиMaнHЯ
МaксиМaJlЬнoгo пpибщкy вiл рarпзaшii виpoбЬ oбox вlщiв i прдсгaвLlтиlaДaЧ
в кaнoнiчнiй фоpмi.

21. КoндитеpсЬкa фaбpикa для BиГoToBлеHня TpЬox видiв кapaмелi A, Б, B
вptкopисToвyr тpи oснoвнi вlIДtI сиpoBИklИ,, цyкop, пaтoкy i фpyктoве пюpr.
Hopмlr зaтpaT цyкpy tIA BиГoToBлення l т кapaмелi кoжнoгo видy вiдпoвiднo
piвнi: 0,8; 0,5; 0,6 т; пaToки - 0,4:0,4; 0,3 т; фpyктoвoГo п}opе _ 0; 0, 1 ; 0, 1 т.
Зaпaси цyкpy - 80 т, ПaToки - 60 т, фpyктoвoгo ПIopе _ |2т. Пpибyтoк вiд
pеaлiзaцii кapaмелi видy A сТaнoBиTь 1080 гpн., видy Б _ |I20 гpн., вllду B -
l260 гpн. Склaсти l{aTеМaтичнy МoДеЛь Д.IIя виЗ[IaЧrння пЛaнy виpoбництвa,
щo зaбезпеЧуr М aксишtaльний пpибутoк вi.ц .цiяльнoстi фaбpик и, \ Зaлиcaти
зa.цaчy B сLrМетpичнiй фopмi.

22'Зoбpaзити пiвшчoшn,rни, якi зaдaються неpiBнoсTяМи: a) Зх, _ 4х, t 10 > 0;
б) 3х, * X,101'в) 2х,+3х. -|2<0; г) 2х,_3х,>О,

23' ЗнaЙти oблaсть poзв'язкiв сисTеМи неpiвнoстей:
a)

Г,,,_2х,}_6,
|3х, +л" )3,

.{

l'' "'
L,т, 2 0.

д)

б)

1r -t )-')
-" I

у _у )-).'|..2_

x, S1,

2х, - х'23,
x, )0'

в) г)

|'*,_2х,) 
_6, |",,,, |.,, 

, o,

]з*, 
+х, }3, 

Jх. 
+3.т' <3, |*. +"' _2>o

1..,'0. l.t,-r,+l<0. ],.; -r,+1<0,
l*', =i.

с)е)

[x' + х, 2l,
I

jх, _2х,32,

L', 'o'

3х,_ х,) 0,

х,_х,1О,
2х,+х,S6'
х, 32,
4х,* х,) 4'
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24.Знaiпи нaйбiльruе тa нaйменrrrе зI{aЧrI{I{я фркuiТ/ rrpи yмoвi, rцo змiнl*i
х|' х2 невiд'смнi.

a)

хl + хz22,
jr,+.tr(5,

*r, %,
х,S4,
Л,-л"(Q,

.f =2х,+2х".
г)

>0.5,

*.x, ) ?,

<4,
_,т"S0,

- 3x. S -1,
Jr *Jz'

> 1,/
- /2'
+ х,22,
<4

xt - xz'

Bi
{

li
I

l;u.I'
{r"t'
|х.Ir
I

I.r,

f=
e)

{

|х,t'
I

1',
I

|Л.L-

f=

Т)

|х, -Зх"} _?,

]х, +3щ22,

|zi^,* *,=в.

7 =ц+3\.

л)

)*'> 2\.
[r, * r,-> z.

f=х,_х,.

и)

[х,-3х,2_2,
{.x,+3,r'.>2.
I

[2х, +"r, S6'

.f=х',_х,.

ili

[х, -3х, > -2,

[х. *3.r" >2,

J.=хt*хz.

<6,

30,

.2х

a

)
6,

:-i
,1

i6,

a

6,

2.

.1

0,

2х

6

J,

t-з||2

-tz,

Л" Sl

r/
/2'
4,

х,*i

:r (6
:: {0
V/2'
1

' .1,-1t'-'

>1
>)

,S6,

х2'

2-
>э

|,З6

дYt n2-

'2 -
'2 -.

*.t,

-,Т1

>v
<4,

2*r'

-r <

.хэ7
,l/'/2'
.^

2х,*

iх..2

iх.2l
хzS

t,

t xz'

3;r, 2

}ri )
-хzS

r', +r

r*r;
t-x.
t'- )
,s4
=2Хt

-3t,

t 3х.

*xz

.4,

trl +.1

-3х,
t- 3ri
*Xэ

2х,1

-3х',
}3х

-Jl

1*
. +l't'-
,,х,+

->l
't-

--.ts.

'I

't !i

'- -t

'I

'+'t '

|хl,
I

|л'.{'
l;.Ir
I

1,,
f-

д)
(
lх' .

IlJ, -

J'.
lI, zt'
|хz:
f-
J_

с)

Y-
"l

у+1"l ' -

2х,+

\2'
г_Y

-^l

I

\-
.1+

2х,1

)

Jl-

ЛI*

)r()

I''1
lл,
]э
t-
trl

f:
i)
(
iх
I

t'l1
f,
к)

|л
1

|.л

r.

|Зх,-2х'> 
4'

J3,тr 
+ х,)3,

L', < 3,

f =2х,+4х,.

з)

| х, -3х, 2 -2,
I

\х, +3х'>_2,
I

[2;r' + х, {6,

f =-2х,+6х,,

е)

{ *,'- l'i,
1*, *.r', i2,
lr, -"" 

=0,I

f=х'*х,.

I
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I..3. Oпopнi плaни 3ЛП

Рoзl.,nяъгрllйl в l .2 грaфiчlttrй N,Iетoд зaсТoсoBуrться llo дoсиTЬ ByзЬкoгo ЮIIaсу

ЗЛtrI. УнiвеpсаUtьIfl{t{ Irteгo/{oМ poзв'язyвaння 3ЛП e сип'tплеконий Ь,{eтoд. Перtш
triж пеpейтlr,1o йoго poзгJlядy, BвеДеМo нoвi пoняття.

Buзнацеttня 1.5. Bпopяdкoвана сuсШе]|nсtnчucел a1,a2,'..,a,l1аЗцва€rпься
71-вuмipt.tuм ЧI.lСЛLt6|t:\| 6€кlTIОpОЛ| i tloзнсt,tсtсmьсlt d=(а,;сt";...iс1,'), а нttсла
(f |, а 2 o., .,, сl I| tt {lЗuв сuОrnb сst й o z o к сl o p dш юmамu'

КoopдшraтиЧис,IoBогoBrкTopaT{o}tнapoзмiшцвапrlBрядoк d =(а,.,а.;...iа,\

iгoвopити пpo век.гoр-pядoк' aбo в gгoвпЧик ;

стoвпЧI{к.

oЦвa uис.гloвi вектoplt нaзllBaloTЬся piвtrими, якш1o piвнi ii вiдпoвiднi коopли-
нaти. Пpидo.цaвaннi двox чиспoBI'( векгopiв вi.шloвiлнi кoоpшlнaТи.ЦoдalотЬся'
aпpИtntнoженнi Ч!1слoBoГo Bектopa нa Числo кo)кнa кooрдинaтa I\,{I{o)киться

нa це ЧисЛо. Кaжуть, щo 4 > 0 , якщo всi a' >0 (i = 1, n) .

Bшзначення 1.6. Cucmeма вектttopiв i,,i,,''.,|,^ I|аЗuва€Inься лiнiйllс;

неilсtЛеЭtt:I\Ою, якu|o piвнiсmь сх,it + Сt,,,/tz *...* Ц,',,/-l,n =0 вuкoнуembся modi i
miлькu уnodi, кОлu d,| = U2 = ..'= Йu, =О.

Buуlaчeння 1.7. Pанеo,u r cuсnrc,]|lu вeкnюpiв llсlтuвdсnlься най6iльurc чuсЛО

векmopiв, 3 якuх "il|oЭtсна !-mвopumu iT лiнiйнo ttеlсLilеЭtcну nidсuсnrcму.

Buзначенttя 1.8. Якщo pанr сuс|?xе.л,Iu векmopiв r , t||o cvкуnнiсmь r векmopiв
цiсi, сuс,rneмtl, якi уmвlpююmь лiнiйнo неlaлеЭtсн)l nidcuсmему векmopiв,
|| аЗuвас|txьcя базu с o.tt цiсi. cuсmемu.

3 и-вимipниI\,Iи числоBIIMи BекTopaМи ми зустpivaТ}lМемoсЬ rlри pозв'язу-
вaннi лiнiitниx piвнянь з и-невi.цo},{и},{и' a тaкoж с}tсTrм m piвняtlь з n
невiдoмими.

Cпpaвдi.лiнiйнеpiвнянняз n IrевiдoМиIии аfi| +а1х2+ "..+ а.,,х,, _b=0
\lo)кнa зa.цaти BпopядкoBaнoю сyкyпнiстю ,? + 1 йoгo кoефi-цiентiв, тобтo
tl+1.вrлиipнимвектoром(а';а,|..,iс,,;b).Poзв'вкoмбyДевекTopl =(l,.,l,;...J),
який пpи пiдgгaнoвцi в це piвняння пеpеTвoploс йoгo в,тoтoжнiсть.

#
lt

lI

J
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Buзначeння I.9. Poзв'яЗкo.м сuсmемu m piвнянь з n невido"\ru.Mu

",7, 
+ *,i +...* X,,i, =Б , de i,

(o,t\
tl
I Ort I

=| -, I 1j=|.п), b

tl
lo^')

наЗuва€n1ьcя кoЭlснuй n-вuмiprtuй чucлoвuй векmop
poЗв'яЗкo'llt КОэ|снoZo з piвrшнь с|]сmе74u'

Cисгемy piвнянь, якa Мar xo.ra б o.цин poзB,язoк, нaзивaloTЬ оyмiснoтo, якa
не Мa€ )I(oiцHoГo poзв'язкy _ несyпtiснoю. Cyмiснa сиcтеМa piвнянь' якa Мaс
oД|4H poзв'язoк, нaзиBarTьcЯ BИзНaЧенoю' a ЯКa мaс безлiч poзв'язкiв -
нrBll3нaЧенolo.

Згiднс.l з TеopеМolo Кpонекepa-Кaпеллi сyмiснa cистеМa piвнянь с неBиз-
HaЧе}lolo' якЦIo parrг l\,{aтpицi сиgгеми меншrий вiд кiлькogгi невiдoмих.

ЗaвДяки ввеДенoмy пo}UlTгIo 
'?-Bимipнoгo 

числoBoгo BекTopa, ЗЛП зaIтисaнy
в зaгaльнiй' сиIиеTpичнil"t тa кaнoнiuнiй фopмaх' Мo)Iсla З aIrtcуBa.Гklв вектopнiй
фopмi. Зoкpемa. кaнoнiчнa зa.цaчa в вектopнiй фopмi Мar вигляд: знaйтинaЙ-

бiльrше 3нaЧення фyнкцii f = (i.]) (l(.' ,C"''..,Cn),i.*,,*,,.'',",)) пpи oбме-

жrн}Iяx

( ь,\I'I
|ь"I-ll'
I ... Itl
lb,, )

(1t,..2"..J,),l-

(o,,\
Io'"'l

Дe aj=| -, l (j=l,lt)'

tl
\o'i )

i,*, *i,r, + ...+f,,х, =Б ,

( ь,\
ll

- lb. l *
b=l - |, x>0,xr20, j=I,rt.

t"'i
1u,,,)

якuu €

(1.6)

3ауваlrceння 1.2. ,\ля mozo, щoб мoэюна булo тlвopunxu npo вidшуканItя
onmш|vtа]Iьнozo poЗв'яЗКу вuщенавеdеноi.ЗЛП, mpeба, щoб сttсmема ( l 'б) була
сулlicнoю i лtсь,tа безлia poзв,яЗкiв. А це мoэюлuвtl в вunаdку, кoЛ|l pанZ r СUС|fleul;l
менutuй вid чuсло невidoмuх l,t, Bunаdoк r)n взаzалi немoэrcлuвL|й, Q npu r=n
сucmема мас сduнuй poзв'язoк i numаrlня onrnu-|||сtльнozo вidtlаDас самo no
cобi.

Hеxaй r<n. B цЬoМy BиIIaДкy сисTемa и вектopiв d1,d2,...'dn мiстить
МaксиМaлЬнy лiнiйнo }Iе3aле)кнy пiдсистемy _ бaзиc,пpиЧoМy 6aзиciъМoже
бyти декiлЬкa' aJIе не бiльцrе нiж C, .

Buзначення I.10. З.,уtiннi, u1о вidпoвidаюmь r векmopаJу| базucу, ItсlЗuваю|nь
бсtзucнuмu, а pelamу n_r змiннuх - вiльнuмu.
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ПpипyстиMo' щo oдин iз бaзисiв yтBopIoIoTь пеpшli r вектopiв d1,d2, ..,,d,.
Йoмyвiдпoвi.цaютьбaзиснiзмiннi x, 1X2э...эx,. iвiльнiзмiннi X,*1э...,х,,.Пpи
зpoблениx ПpиПyЩеrrнях систеМy (1.6) Мoжнa зBесTи,цo BиГлядy:

n_r
r Т1 rXi = Dio _ LDiX,* j (i =у1,

i-l
J *L

(1.7)

вякoмубaзиснiзмiннi л',,,,,,X, BиpaжaIоTЬсяЧеpезвiльнiзмiннi.Т,*1 ;..,,lXп.
Зaпиc (1.7) зaдae зaгaльний poЗB'язoк сис-ТеМи (1.6).
Haдaючи вiльним ЗМitltlиМ х,+ i в (l.7) певниx ЧислoBих знaченЬ' Moжнa

oДFIoзI{aчнo знaйти вiдпoвiднi знaчення бaзиcниxЗмiнниx, a, oТже, i певний
чacтинtlийpoзв'язoк систеМи. o.rевиднo, щo Taкиx чaстинtlиx poзв'язкiв iснyс
нескiнченнa Mнo)кинa.

Baзначeння 1.11. Чаcmuннuй poтв'яЗoк, odеpэtсанuЙ iз заzаль|tОZo npu
нульoвuх Значeннях вtльнuх змiннuх, наЗвeмo базuснuм poЗв'яЗКoJut L:uсmемu
(t"6).

B цьoмy виПaДкy з (l.7) знaxoдиМo .rl = b1g,..., X, = b,g, X, *1 = 0,'.., Iu = 0, aбo
(\s, b2s,...,b,1,,0,... 0) .

oскiльки кiлькiсгь бaзисiв не пеpеBищy е С: ,a кoяt}Ioмy 6aзиcу вiдповiдaс
cвiй бaзисний poзв'язoк, тo i бaзисниx poзв'язкiв сисTеМи (l.6) бyде не бiльшrе
нl)к L,2 .

Buзначення 1.12. Якщo в базucнoму poЗв,яЗку вci базuснi змiннinpuйл|(lюnъ
невid,eмнi Зl7аченttя, mo йozo наluваюmь oпop||uJv| poЗв'яЗкo'M абo onopнu.+t

|UIан0J|4'

3 Дaнoгo Bизнaчrння BиIIJIиBaе' щo oпopниiтллaнне Мoже мigгити бiльшrе
нiж r дoДaтниx кoMIIoнент.

Baзначення 1.13. Оnopнuй nлан, якuй мiсmumь piвнo r вidмiннuх вid нуля
кoJу||\oненm, нсI?Itваrmься невupodэюeнuм, якu|o хoча б odна з базucнuх
Кaмnoненm dopiвнюс нуЛю, сlnopнuй |Lцан наЗuва€mьcя вupodэrcенuм'

Cфopмyлlo€Мo pя.ц тropеМ' якi oбгpyнтoвyloтЬ iснyвaння oпopнoГo Iшa}Iy
дгlя3ЛП.

Teopeмa I.1. !ля iснування хoча б odнozo onopнozo nЛану ЗЛП неoбхidнo i
documь, щoб pанz i| cумicнoi' сuсmeмu oблleэюень, вклIoчаЮчu l
oбмeэюеttня злliннuх no 3наку, Dopiвнював n.

Tеopeма 1.2. Якщo ЗЛП мас poЗв'яloк i сеpеd rшанiв цiсi.заdаui с onopнuй, mo
хoча б oduн з нuх буde oпmuмальI1llJ\t.
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Teopемсt I.3. Якu1o З"UГI мае,хoчсI6 rlduн nлан ituуксulult ексmpел.Iуf,t.пiнiйнсsi.

фapмu oбмeзк:еttuЙ нсt лttiоэtсutti плаttiв, Iу|(]ксt ЗJIП лааe хоча б oduн
О пmLt.\t аjtь tttttt шt a l t.

Teopезlll 1.4, Якщо "м||aэюuttr nланiв ЗJIП с неnopoЭtсньОIo, Ft1o се1lеd нuх €
хочсi б oduн ottоpltutt tъпаtt, пpllчО'лlу ol.lopltLlх n'цсlнiв JvtтЭrcr буnш не
бi.lьrце, tiнс Сi,.

.(лятoго.lЦoб.цaпl геo},IетpиЧнy itпеpпpeгaцirooпopнихгшaнiв, нaм бyщ"гь
пoтpiбнi деякi вLцoмoсгi з теoрii сисTеM лilliйнlrx неpiвнoстей з n невiдOМиМll
т a теоpiТ функttiIl бaгaтьox змiнниx.

Cyкyпнiст Ь |x Д|ЙcНulx rillсеjl х | , х 2 ,. . . , ,X n , зaПLlcaъIklХ B певнo]vly IIoря.цкy'
нaзиBaк)T.ь тoЧкoiо. F{aдалi ТOЧку Х = (х,',х2:....iхn) отoтoжri!оBaтиМемo З

ЧI,IсJI{)Bl,JМ BrкТоpОм i псrзнa.laTиМеМo 7( .,,...,'.'rtr,l ,). Чllслa 'Yl {i =й)
}IaзI{вaк}TЬ liоop"цi,i}{атaт\,Ilt T()I{ки Х. нa множинi всix тaких,гoЧOI( tsBедeLl{)

оlrерaцiТ доiЦаBa}IFllI i множення нa дiйсili чисЛa 3a I]paBилaМI{:

7ni; = 
(х,;x,i...li,) + (}r;y2;...; \',, ) = (x1 * y,lJ2 * у2;..,;:с,. * y,.),

}'"i = tJ.v,:х,;..':х,,) = (,Lх, ;Lr,i,'.;А,х,,).
Мtrожиtla всiх точoк Х("rl,'I2,...,х,) iз BвеJIеH}IМI,I виIцс опеpaЦiямlt

yтBОplott lt*вимiрнltй лiнilirrиli точковllй пpoстiр. Зокремa ПpИ ?1=|:2;З
одсp)rjliМО вiдповiднsr TоЧкI1 ltооpдlrнaтнoi прямoi, кoоp.ЦинaгноТ ш:oLI{инp{ Ta
к ooрдi.Ш{aТнoto гl[Юсrоpy.

Biдст.aнь мiж Дво;r,ta.гoЧкa]\{и r(,,, *.,...,.Ч, ) i 7(y. , !2,...,.i,,, ) n-випtipнoГo

1.oЧкoBoГо IlpoОТОрy Bиз}Iarlit.].иI\4еьlo зa фоpI\.{улOIо

(l.B)

То.tкoвttй лiiriйнlrй ru-вllмipнllli прoсгip, вi;xстaнь r.tiж дIвоlr,lа ,o.u*u",o i i

l 
"*о.о 

BI{зFIaЧaеTЬся 3i1фopмyлoro (l.8), нaзивa}oть /?.B}IIиipним евшtiдовllnr

пpoстopolvl iпoзнaчarоTЬ R,, .

*0
Hеxaй x., (.тl , х:,...,л|; с R,' Ta с >jы jvкvпнiсть yсiх .гotIoк

X(х,,Xc,...,X,t) пpoстopУ R, тaки*, Чo 
p(X 

:Х) 
< g 

' 
нaзиBalо-lь л-вимip-

нolo кyлеlo З ценТpoМ yтoчцi Х " т.a pa.ЦryсoM t l пoЗЕIaЧaloть О (T" ;gJ. Будь-

-0якyкyл}о О( х" ; с.) нaзlвaтvrмrемoофpиurшaл € -oкoлoМТoЧки Blipoстopi ft,,.
Hехaй D _Дeякa Мнoжинa Toчoк rz-вимipнoгo евклiДoBoгO пpoстopy R', .

Touкy X е D нaзиBaloть внyтpirпнЬoю тoЧкolo МtIo)киЕIи D, якщo iснye

Ё,ff'7)='lTt".,*',г '. | \i ч ,

I r:i
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окLт p( l; g ) rдiсТ тoчкlt, який lriститься в мнoжltнi D. Мнoжинy D нaзивaтoть
вiдкритоro, якltlo ко}кHa ii.гoчкa с внyтpiutllЬolo. Touкy X е R'' нaзI{BaIoTЬ
грaI{иЧAIoIo тoЧкolо йнoжt,lни l), якrцо 6уль-якийij oкiл мiстить носкiнненнy
кiлькicгь Тt>Itсlк мнo}l(иFIи l). Мнoжинv D нaзивaloTЬ зaМкFIенoIо. якIцo Boнa
мiстить yсi свoi гpaничнi точкrr.

Геометpи.rне мiсце тouo* Т1,' 1 X 2 s. ". э"x,, ) € R,', кoop.цинaTи якиx r фyнкuii
.ri = Ji(/), (i = l,n) непrpерBFli нaвiдpiзку a Зt < [з,нaзиBaсTьcянrпrpеp-
Bнoю кplrBo}о B пpoсTopi R,, . Apгyl\4eнт , нaзиBarTЬся lrapaМеTpoм кpивoТ.

Точкa x(сТ) = (х.(с),х,(a),...,х,(ш)) пoчaтoк кpивoТ, a ,гoЧкa

X (t3) = (х, (B), ;2 ( fl 
'),.',, х,,( A )) - ij кiнець.

Мнoжинa /J € R,, }iа3иBaс.тЪсяЗB'яз[toto,якщoбyш-шсiдвiupiзнiтoнкиМo)It-
нa З,еlцlати }rrпrpеpвLloю крl{Bolo, якa пoвнiсгro мiстrтгься в мнoжинi D'

3в'язнa вiлкрi,I,гa мно)lt}Iнa G е R " нaзI-{вa€TЬся oблaстю.
To'*сa Х с ll'. нa3иBaсTъся МФкoBoio тoчкOIo Mнo)lи}Iи D € R,', якщo бyд-

якlrfl ij oкLц l'ti<тить i т'очки МI{o)Itи}tpI D i тouки' якi iй F{е IIaЛе)кaTь. MнoжиIra
gсix межoвих тOЧoк N{liox{иFII,' D с R, FIaзиBaсTЬся МежеIо цiei множини.
oбласть рaзoм зii ьtежеtо нaзtlвaеTЬся ЗаМкЕIеtioio oблaстю.

Нехaй XioXzэ...уXn_ кoopдI{I{aT.и тoчки Х с R'. Piвняllня
сIf|+.Q?х1 +...+(|,,х," =b, не всi кoефiцiснти якOГo нyl-тi, вt,rзнaЧaс B

простtlpi l?.' дeякy гiпеpllJIoili}il{y, Кpiмтoнoк,lшti нaлежaтъдaнй гiпеpгшoшfflrri,

в R" знаt"tдyгЬсяТOчки' jul.'tяк}txвикOr'устьcЯ а|х| + (t",х2 +... + а,,хn <I) ,

i тo.rкrr, B якиХ.с.l,т,, * {l,х" -г ... * a nXu,}b . Ta.ким чиI{oМ' в прoстоpi R,.

вi.цtroсно ;lеякoi гiпеpгшroшIиr'll Мo)tiнa виДi.trтти Двi чagгинit (oблaстi), B To"Чкax

якI.Ix BItкot{уIoтЬся Bищrl{aBt.дeili неpiвнoстi. I{i o6лaстi нaзивaroтьсяt
вiдкpltтltми rtiвгlpoстopaМи. Якщo дo кo)кitoгo з цих пiвпpoстopiв IipLlс/{}'аTи
гiпepплoшщЩ, Тo oтplа.,,raс$,ro вiдповiднi зaдкIryгl пiвпpoстopи.

Buзluчeння 1.14. Якщo коэtснiйlttoнцi Х(x,; X.i...iX,') с D вidпoвidас зtl
nевн|I|vt ЗаКонoм adне i m!,зькtt oDне diйcне чuслo (J , mo каJtс.уrnь, щo нсt.uнoясttнi

D вuЗrtаЧеНофункцiю n злtiннuх X1,Х";...:Xniзаnuc.vюmь(J = f (:r,;.t;,;...;х,')

абоU=f(т).
PoзгплrемoTепеpнrpiвнigгь а,х, * (I2х2 + .., + а.nхn 1 b, o6лacгьpoЗв,яЗ-

кiв якoi пpеДсTaBляе coбoto o:fин iз пiвпpoсгopiв.
Toдi oблagгь poзв'язкiв систеМи

а,,х, I аnх2+,..+ а.,nхnSb',

а2fi| + а,,х, * ... * а.,,,х,, 3 b,,

а*,х, l a^zXz + ... + аnu,хn 1b^
(1.e)
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J*"
ч

ч|
1 пpеДстaB.шяс деякy o6лacть M,щo с IIеpеTинot'r пiвIlpoстopiB, якi визнaчalотЬся

iiнеpiвнoсгями.
oблacть M як пrprTиIr oпyклих Мнoxtиtl, с oпyклoro Мнo)l(и}Iolо, якy

нaзиBaloтЬ oгIyltllolo мнoГoгpal"Iнoю oблacПo. Boнa прДсгaBJUIс сoбoю oблacгь
poзв'язкiв сисTеМ}I неpiвнoсгей (l.9) _ oпyклий Мi{oгoГpaнник, який ще нaзи-
BaIoTЬ мtloгoГpaнникoМ плaнiв aбo мнoгoгpa}IникoМ,цoгryстиМиx poЗB'язкiB.

Taким чинoм' пЛaни ЗЛП тpaктyloТь як Toчки МнoгoГpaнникa плaнiB, a
oпopнi IIЛaни е йoгo BrpIIIинaМи. Мae мiсце

Tеopема I.5, Кocrcнo,\|у onopнoJ|4у nЛан)) ЗЛIr вidnoвidае вepшultа '||1нo2()-
zpаIсItuкtl nланiв, i, нtlвпaКoц кoэюнiй веpшtuнi мl1ozozpаннuка nланiв
вidnoвidас onopнuй nлан ЗЛП.

Haведенa теopеMa BсTaнoBлIoс вiдпoвiднigгь мiж oпop}IиМи IIJIaнaМи ЗЛП i
BеplIIинaМи Мtloгoгpaнникa плaнiв. Зoкpемa, з неi виплиBaс' щo сyкyпнiсть
oПopниx IlJIaнiв спiвпaдaе 3 cисТеМolo BеplIIин МнoГoГpaн}Iикa планiв. oскi"rьки
oпopl{иx плaнiв не бiльrпе, lliж (i 

' 
To мнoГoгpal{ник плaнiв мaе скiнченне

Числo BеpIIIиLi.

Buзначення 1.15. Toчка X назuваrmься onуКЛolo кoмбiнацiсю moчoК
п

Xr X2,...,X,, якщo icнуюmь mакi чucла tr,20, i=|л,Z7,=|, щО

Bеptшинoto (кpaйньoro кyгoBolo Tovкoro) oпyклtoi мнoжиItи D нaзивaеться
тoчкa цiсi мнo)кини' якa не Мo)ке бщи прлстaBJIенa y виглядi oпyклoi лiнiйнoi
кoмбiнaцii з вiдмiнними вiд нyля кoефiuiснTaми дBox iнtпих piзниx тoнoк цiei
Mнo)ки}tи.

Bеptпини oпyкJloгo МнoГoГpaнIlикa МaIoTь влagгивigгь: бyдь-якy тovкy Х
МrroгoГpal{никa МoжI{a пpеДсTaBиTи як orryrtlry лirriЙтy кoмбiнaцiro йoгo BepIIIи}I

k

X ,, X,,...,i*'тoбтo X=А ,X,*.,.+h kik' (^i>o;=I,k,Ztr,=7).

Poзгл*lyryвлlacгивiqгЬвеpшплrфopNtyJllo€МoМoBoloIIJIarifl:бyш-лсийгшaн
ЗЛП мoжнa пprДстaBИTИ ЯК oпyклy лiнiйнy кoмбiнaцiro ii oпopних гшraнiв. Iз

цьoГo BиIIлиBaс, щo ДJIJI ДoсJIiДження мнo)I(ини IIлaнiв ЗЛП дocтaTнЬo BИBчaTИ
ЛиlIIе oпopнi IIлaни.

Teopeма I.6. Лiнiйна функцiя, вuЗначе|lа на onук]loму n-вuмipнoму J'|нolo-
zpс]ннuку, doсяzас на{tбiльшоZo ЗнaЧення в вepшuнi цbozo .]|Iнo2o-

ZpаннuКа' Якщo лiнiйна функцiя docяzас найбiльuloeo 3I1аченItя бiльtu
нiэrc в oDнiй веpшuнi, mo вot|а doсяzас mакoеo Jtс З|tачення в буdь-якiй
moнцi, яксl € onуклoю лiнiйнoю кoмбiнацieю цuх веpLuuн.

I
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Якшo фyпсrriro f = с,ц * с,ц...* с nXn = c . Х геoмeгpитIo тpaКгyвaTи ж сiм'to
IIapaJIельнlлi гiпеpплouц.rн, кoжнй з л<шr вi.щloвiдaе певне знaчеIII{JI d, фy"yi
f ,'o нaве.ценiй теopемi мoжнa ДaТи нaстyпIly геoМетpиЧну iнтеpпpетaцiю:
гiпеpплoщинa лiнiй piвня лiнiйнoi фyнкцii /, якa вiдпoвiдae il нaйбiльrпoмy
Знaченнto' пpoxoдиTЬ aбo неpез rДинy BеpIIIинy' aбo uеpез pебpo, aбo uерз
ГpaнЬ Мrroгoгpaнникa IUIaнiъ,якlrйBизIlaЧarТЬся систеМoro oбмежень (1.6).

oскiльки кoжнiй веprпинi Мtloгoгpaнникa вiдпoвiдaе oпopний плaн' To
Мo)Iffia скilз:lTи' щo olТгиМа.rьrпдi гrлaн poзв'язрaнoi ЗЛП спiвпa'цae пpинaЙrдIi
3 oдниМ зij.oпopниx гшaнiв.

Bекгop p(с,;c,i....,с,,),пеpпегrДIткyляpнlлiдoгiпеpгшlouд&il{'BкaзyrнaпpяМ
нaйцrви,цrшoгo Зpoстaння фyнкЦ|\ f . oскiльки в бyль-якiй тoчцi кoжнoi
гiпеpшroшцлrи фyтпtuiя/н aбуъae cтaлoГo зI{aЧеIlIlJI, тo lx нaзlваroть пJIoIIРIIIaми
pЬrя'

Bpaxoвyro.п,r BиIIIrск?3aне' I\,Ioжнa Дaти нaстyшIy гroмсгpи.птy irrгеpпpсгaцiro
ЗЛП : знaЙтиToЧкy х <i;i;...i) МнoгoГpal{никa плaнiв, щo визI{aчaеTься
сисTеIиoIo oбмежень, чеpeз якy пpoxoдить гiпеpIIJIoщинa сiм'iфyнкцii f ,iв
якiй фyнкuiя f rryиiмaе нaйбiльrпе (нaйменrше) знauення.

Кoнтpoльнi зaпитaнIIя тa за.цaчi

l. flaйте визнaчеI{[lя и-вимipнoгo числoвoгo векТopa.
2. Якa clаcтrМa BектopiB d1, d2,,.., d n нaЗивaeться лiнiйнo незa.rrежнoro?
3. Щo нaзивaетЬся paнгoм систеMи вектopiв?
4. Щo назиBaеTЬся бaзисoм систrМи вeктopiв?
5. Щo нaзиBa}oTЬ poзв'язкoм лiнiйнoгo piвняння з n невiдoмими?
6.Щo на:}иBaIoТь poзв'язкoм систrМи mpiвняньз lz невiдoмими?
7. Яку сисTеМy piвнянь нaзиBaloть сyмiснolo (несyмiснoro), визнa.rенolo

(невизнaненoro)?
8. B якoмy Bипa.цкy сисгемa piвнянь e }IеBизнaченoIо?
9. Як зaпиcyeться кaнoнiчнa ЗЛП в вектopнiй фopмi?
10' Якi змiннi нaзивaroть бaзисними, a якi _ вiльними?
1 l . Який poзв'язoк нaзиBaloтЬ зaгaJIьним' чaсTиIII{им, бaзисним i oпopним?
|2. ЯкиЙ oпopний IIлaн нaзиBaсTЬcя неBиpoД)кеним, a який _ виpoд>кеним?
l 3. Cфopмyлroйте неoбxiлнy i,цograтню yмoBy iснyвaння oпopнoгo IIJIaI{y.
|4. Якepiвняння BизнaЧaс гiпеpгшroшиlry в пpoсгopi?
15. Ilo сoбoro пpеДсTaBля€ Мнoжиtla poзв,язкiв системи m piвнянь з n

невЙoмими?
1!..Цaйте геoмeцpиЧrтyiнтеpпpсгaцiro гшaнy i oпщнoгo пJIa]y ЗЛП.
|7. laiатeBизнaЧr}Iня oпyклoiкoмбiнaцiiтoнoк Х,, X 2,''., X n'
1 8. [aйте визIIaченtIя веpIIIиIIи oпyклoi мнo)киIIl{.
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1.4. Cимплeксний мeToд poзв'язyвaння ЗЛП

1.4.I. \аzаltьнi noлoэtcення CM
CМ е yнiвеpсaлЬниМ МrтoДoМ poзB'язyBaння ЗЛП. Пpи йoгo peaлiзauii

здiйснtoсться opieнтoвaний пеpебip BеpIIIин Мнoгoгpaнникa плaнiв зaдaui.
oскiльки кiлькicгь BrpIIIинМнoгoгpal{никaгшaнiв е скiнченнolo' To aJlгopитМ
CМ вoлoде вЛaсгивicгto скiнченнoсгi (зa скiнчrнrry кiлькicгь кpoкiв рaлiзauii
aJIгopиTмy Ми oДеpжиМo oптиМaльний poзв'язoк aбo пoкa}КrМo, щo цiльoвa
функцiя нa мнolкинi гшlaнiв неoбмеженa). Bинягoк gгa[IoBиTь яBище ЗaциKIIIo-
Baння' яке пoлягaе B Мo)I(лиBoМy ПoвToprннi циклy oбстеження Tих сaмиx
BrpIIIин. Ha пpaктицi тaке явище тpaIIJIЯеTься Дy)ке piДкo.

oбстеження вepшIиII Мoжнa пoчaти лиIIIе пiсля знaxo/I}кення пoчaткoвoгo
oпopнoгo IIJIaI{у зaдaчi. Toмy Brсь 

'Lлгopитм 
CМ пo.цiляtoть нa'цBa eTaПИ:- на

nepшoJ|lу знахodяmь пoчаmкoвuй onopнuй |xJlан, а на dpуеoму _ onmuмальнuй.
B нaсгщrпоr ггylflсгax IvIи poзгJUIнеМo рaлiзaцiю CM щя ЗЛП, прдсгaвJIенI,D(

вpiзниxфopМaх.

1.4.2. Алzopumл СM у фopмi momo},cнuх пepеmвopеI'ь

Pеaлiзaцiro aлгopитМy CМ y фopмi тoтoж}Iиx пеpетвopень пpoiлtосгpyсмo
IIa пpиклaдi l.1, B якoМy пoтpiбнo знaйти нaйбiльlпr знaЧенtlя фyнкцii
f (х';х,) = Хt * 2х,rrpиoбмеженняx

х,+х,16,
х,S4,
2х, * хz 4I0,
Х.)0, X,)О,

де х, _ кiлькiсгь пpикp ac виДу А,, x, _ кiлькiсгь пpикpaс в иду А,, якi вигoтoвить
мaйсгеpня. Bвiвrпидoпoмiжнi змiннi y, > 0, ! z 2 0, }з > 0 (жкi.гькiсгьдopiвшor
кiлькogгi oбмежень в зaдaнi), зaпиIIIеМoдaнy зaДaчy в кaнoнiннoМy вигляДi:

знailти нaЙбiльrше знaчення фyrкцii

f = х,+2х,+ 0y, +0y, +0y, (1.11)
пpи oбмежeнняx

(1.10)

(r.t2)

(1.13)

[х,+х" *у' =6,

]r" * ,, =- i,t'
|2х' + х, + у' =|0.

It )0, х,2О, /l 20, У2)_o, y, 20'
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Bиpaзимo з ( l . 1 2) ! р | 2,/. i пеpепиI]IеМo зaДaчy ( 1. l l ) - ( 1 . l 2) y виглялi
piвнянь.

|l,=в-(х,+х,)'
]l,=а-(",),
[}, = l0 -(2*,+ х,),

.f =0_(_х,_2х,).
Ha пoчaткy виpoбничoiдiяльнoстi пpoдyкцiя не BигoToвляeтЬся' тoМy

X, = 0, X,= 0 i.f = 0. flaниЙpoзв,язoк e oпopниМ. Як виДнo iз ( 1. 1 l ), спouaткy
пoтpiбнo з.цiйснroвaTи Bипyск пpoдyкцii x, (вapтiсть виpoбy А, бiльlлa зa
вapтiсть виpoбу А,), тoбтo збiльtшувaти х,.

Cтoвпчик кoефiuiентiв пpи x2 B сисTеМi oбмежень (l.14) бyлемo НaЗИBaTуI
poзв'язytoним,змitlнiУ,, У,, У,-бaзиcнимизмiнни|vIу\aх|ix,_небaзvIct|ИNIуI'

|у,=6_",,
Якщo ми збiльrшy€'Мo х2' тo xl= 0, i тoдi iз (1.la) МaтимеМo 1,, = 4 - х,,

oскiлькизмiннi Уt,Уz,y,20,тo [}, =10_x,.

[6 -.т, > 0, |r, = 
u.

1o- ", 
) 0, =э i", = 

o. (1.15)

[10 
_ х, 2 0, L,, . 10.

Мaкоимaльнe збiльtпеtIIIя x2 MoiкJIивr дo 4. Дiйснo, *i" {! ; ] 
'+ 

} = 4. ЦейLl 1 lJ
pядoк iз (l .l4), щя якoгo.цoсяГaеться нaймеtIIIIе вiднotпення вiльниx.шlенЬ дo
дoДaTIIID(кoфiцiсrrгЬpoзв'язylouoгoстoBIIlIикa'нaзBеМopoзB'яз5пo.пДvt. Зrъoгo
oДrpжyсМ o X2 = 4 - уz (змiннa х2 cTaе бaзиснolo, aнafi мiсце пepеxo.цитЬ
змiннa }z ). ПiдстaвляIoЧи x, в (l'l4)' o.цеpжиМo

(1.14)

(1. l6)

(r.r7)
Пoклaдaroчи небaзионi змiннi Xl = 0, ! z = 0 ,o.цеpжимo нaсгyпний oпopний

poзв,язoк: xt =0; Xz=4 i "f =8.
Як ви.цнo з (1.17)' нaстyпне збiльцrення знaчеI{ня/мoжливе зa paхyЕIoк

{э к1
збiльlпення змiннoi x'. Мaемo minjт.т|=2. lpyге piвняння iз (1.16) е

Poзdiл 1. лlHlЙнE пPoгPAMУBA|]\1я. 35

[х. =4-(y').t'
lУ' 

=2_(х'_ У),
Ly, = 6- (2х,- у)'

f =8-(-х'+2у)'
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poзB,язylorlиМ. З l{ЬoГo
oДеpжиMo

Xt = 2- (yr _ yz). I]iдстaBиBIIIи

|х,=2_(y, _ y,),
I

1*'*4_(у),
Iy, = 2_ (_2у' + уz).

f =10 - (-v, + yr)

.r, в(l.l6)i(1.l7),

(1. l 8)

(1. le)
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Hеxaйy,= a,!z=O. Toдi X| =2' хz = 4 i f =10.
Як виднo з (1.l9)' }raстyпI{е з6ulылeнняfнеМo)IОrlиBе. Tor"ry мoжнa зpoбtlти

нaсгщний BионoвOк: oпopний poзB,язoк бyДе oптимаJIь}lиM' якщo y виpaзi в

дyхкilх/ЦIя uiльoвoiфщшш (l.19) вцсyпri вiд,емнi кoфiuirнтI,l пpи небaзисruж
змiнниxy, iу,, flaниilвисtloвoк зa yМoBи yЗaгaJIьI{eння I\4o)ке бyти пpийнятplil
зa кpитеpiй oIITиМaJIЬнoстi oпopнoгo poзв'язкy.

Aлгopитм CМ y фopмi тoтoясlиx пeprтвopеtlЬ Mar вигJIяд:
1) вихiднy сисгeмy oбмежeнь зBoдиМo дo систеМи лiнiйниx piвнянь, ввiвiши

в лiвy Чaсти}iy кo)кнoгo piвняння (неpiвностi) невiд.емнi змiннiy t, 'Уz,.'. ),u,
тoбтo дo кaнoнiчнoгo BигJIя.цy;

2) poзв,язyelиo оисTеMy piвнянь вiднoснo tloвoвBe.цениx нeвiдoмих, якi
нaзиBaIoTься oснoB}Iими нrвiдoмуlN|Y|'aцiльoвy фyнкuiro зBo,циМo.цо }ryЛЬ-

BиГлЯ.пy;

3) сloaдaемo пеprпий oпopний плa}I' нa.цalоЧи неoсIloB}Iим змiнним нyльoвi
зriaЧення. Toдi oснoвнi змiннi бyлyгь лopiвнroвaти вiльним членaM, a цiльoвa
фyнкuiя бyле лopiвtlloBaти }IyЛIo. T aкиitстaн виpoбницTвa бyле нaзивaтись
нyлЬoвиМ цикJIoМ' який нaс rrе зaдoBoлЬrrя€;

4) дlя пoкpaще}ItUI Iшaнy вибиpaсN{o B Дy)ккaх цiльoвoi фщкuii нaйбiльruий
пo мoдyлIо вiд'емний кoефiцiенT пpи poзв,язyвaннi зaдaч нa мaксимyм, i
нaйбiльrпий дoдaтниЙ, лpи poЗB.язyвaннi зaдav нa мiнiмyм. Пpи цЬorvry
стoBпчик кoефiuiсrniв пpи вiдпoвiднй змiннй бyле нaзивaTись poзв,яЗyюнltм.
Пiсля цЬoгo склa.цarМo вiднoпrення вiльних членiв cистrМи,цo .цo.цaтнI,Ix
кoефiцiентiв пpи вибpaнiй змiннiй i вибиpaсмo нaйменrшe. Boнo пoкaзyс' Якr
piвняння бy.Це poзв'язyloчим ;

5) poзв'язyсМo це piвняння вiднoснo вибpaнoi змiннoi i пiдстaвляемo fi
знaченrUI B iнrшi piвнянrrя i цiльoвУ Фrнкuilo;

6) склaдaемo дpщий oпopний гшaI{' I{aдaIочи нroснoвtlим змiнним нyльoвi
зrraченнJl.

Тотoжнi пepетBopеllня IIpo,цoBжуIoтЬ.цo Tиx пip, пoки B,цy)Iкax цiльoвoj
фщкцiiпpиpoзв,язрaннiзaдadнaМaкси]vtylvtoTpиIvtyl{rгьДoдaтнiкoфirцetrп,l'
i вiд.емнi _ B зa,цaчax нa мiнiмyм.
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Зaпpoпoнoвaний пiдxiд дo poзв'язyвaння ЗЛП BикopистoByстЬcя piдкo (в

oсtloBнolvly д.пя ЗJIП з ДBомa' тpьoмa зшtiнними)' oскiльки вимaгaс викoнaннЯ
великoi кiлькoстi aлгебpaivниx llrpеТBoprнЬ цiльoвoi фyнкuii i сptстеми
oбмeхсень.

1.4.3. TаблuчнaЙ lаnuc ЗЛII. Алzopumll CM dля 3ЛII, ttpеdcmавлeнuх в
cuJИrmpaчнiЙ фopмi

Poзглянемo ЗлГ[, пpeдстaвленy B сиМrтpиннiй фopмi: зtтailти нaйбiльшe
знauerrняф1нкцii

cjxi (1.20)
n

f_т
;-lJ-l

пpи oбьlеженI.Iях

n

|аuх, Sb,
;-l

r, >0

Bвiвrши змiннi }, } 0, Уz 20,.., У,,

1t =l,m),

(j =I,n).
} 0, з (1.2l) оTpиIиaсМo

( 1.21)

(r.22)

tl-
гl

Lou*' * у, =b' (i = l,и).
.l= I

(r.23)

Пo.цaмo дaнуза]цaчу y вt,тлядi' зру{ЕlolvtyД,IIя зaпllсyв сиМIlJIексHyтaбпицro'
aсaМе:

1i =Т,ф,

tt.24)
.}, )0 (i=|,пt, j =|,tt),

Звiдси виIuIиBaс! Щo po3в'язoк Лt = 0, Jz = 0 ,'.', Х, = 0, }i = b, {i =t'm), "f = 0

с oпopниМ .цпя Дa}IoТ зaдaчi. Бyлемo пoкрaII{yBaTI{ йoгo, кopистylочllсь MeТoдом
пoвI{oгo BItкlIIоЧення змiнниx (метoд Жopлaнa-Гayссa). HaгaДаемo' щo IIpи

цЬolvry oДнoЧaсIto BиpiшIyстЬcя питaнIIя пpo сyмiснiсть сиcтеми oбме)кrнь Тa
нaявнiсть y нiй неiстoтtrиx oбпtежень, тoбтo piвнянь, якi e лiнiйнlltvtи
кoмбiнaцiями iнrrrиx. Нaдaлi cистеМy обмежeнь зaдaчi бyлемo ввa)кaти
сумiснoto, a всi ij piвняння _ лiнiйнo нrзaЛе)кItими. Зaпицreмo вихiднi дaнi
Poзdiл 1. IllнlЙHЕ пP0гPAMУBАнHя, 37
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(-с,X-.т, )'
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-s- .tJ

>0,
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Зa.цaЧi B сиМIIлекснy TaбЛиц|o | '2.

-Xt _Xэ
Tаб.пuця I.2

att Ap a1n br

azt azz azu b2

Anl Am2 Amn b^

-Ll -L2 -Wn 0

Пеprп нi)к пpист У tlИ^rИ Дo ЗнaxoД)кеtlllя oпTиМaЛЬнoгo плaнy' зpo биМo
декiJIькaзayвDкеHЬ.

Зауваerceння 1.3. Якщo в с|I^4|Lцекснiй mаблuцi, якct мicntumь dеяКuй o||opl1uй

nЛан, всi eлauенmu f-pяdка (нe pахуючu вiЛьнozo ч]tен{I) невid'сJ|tнi, mo цей
onОpнuй nЛан с onmuмаJlьнulvt.

\ауванceнпя 1.4. Якщo в f.pяdку c|,l,hl|1]lеI{снoi mаблuцi, яКа А4icnlunxь drякuЙ
onopнuй п.цаI7, с хoча б oduн вid'смнuй eЛе.фtенm (нe pах|,юvu вiЛьI1olo чЛeна),
яКoJ|4у вidпoвidас сmoвnчuк З хoча б odнuм dodаmнiм еЛе,j|4енmoм, mo J\|oЭtснtl,

nеpеmвopuвLuu баЗuс, nеpейmu do dpуzozo onopнo)o пЛаItу з бiльtl,tu-u ЗначeнняJ'|

цtпьoвoi'функцii.
3аувансeння I,5, Якщo в f-pяdку сItмплeкснot mаблuцi, яксl.плiсrпumь dеякuй

О|.|Оpнuй nлан, с хaча б oduн вid'€мнuй еле.44енn1, якoл|у вidnoвidrlс сn1oвnчuк
нe d o d сl mнuх еJl е,uе нmi в

{"" 1

| а,. I

| ., I' o,,.o (f = l,лl. j =|'n),
t"'l
lo,u )

mo цiльaва функцiя неoбмеэrcена нсl мнoэrcuнi nл(]нiв, moбmo f -+ *.
3аувоэtcенItя I,6. Якщo в f-pяdку сuJvnЛекcнoi.mаблuцi, яка мiсmunu, orunu-

мал'ьнuй nлан, € хoча б оduн нульoвuй елелtенm (не pахуючu вiльнozo uлена ) ,

mo ЗЛП мас нескiнченItу ]||нoJtсuну oпmu.^,|аЛьнuх nланiв.

laмo кopoTкy хapaкTеpистикy zt,TгopиTl,{y зi{.lxoД)кеI{I{,I omим.uънoгo lиarry.
Змiннy, якy BBoДять вбaзис,визнaЧaloTЬ вiд,еtvптtшt егrемеrпoмy'pядЦ(a. Якщo

в f-pя,пку .цекiлькa вiд'емниx елементiв, в бaзис бy.uе ввoлv:TИcЯ змiннa
х, ( j =|,n), якa вiдпoвiдaс вiд'смнoмy елеМе}rтy (.-с,) з нaйбiльrпolo aбсo-

_хn

Уt

Уz

:

!o,

J
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люTнoIo BеличиtloЮ. Toдi стoBпчик кoефiцiентiв аu(i = I,m) пpи змiннiЙ X i ,

якa вклIoЧaетЬcя в бaзио, нaзивarться poзв'язyroЧиМ стoвпЧикoМ.
Taким чинoМ' вибиpaюuи змiннy. якa вBoдитЬся B 6aзиc, зa вiд'смним

елеМeнтoшt .f-pядкa, ми зaбезпеЧyсМo зpoсTaння фyнкЦit/.
,{дя знaxoдження змiннoi y, (i = t' *)' якy викJIIoчaIoTЬ з 6aзиcу,yTBopIoIoтЬ

вiднoшrення вiльниx членiв Дo ДoдaTниx елементiв poзB.язyloЧoгo gгoвпчикa i
знaхoДяTЬ серД ниx нaйМенIIIе' яке i визнaчaе poзв'язyrоний pя.Цoк, щo мicTить
змiннy y,:

b2 bi
э- э...'-'...'
aэ; a;i

Buзначeння 1.16. Eлелtенm, якuй знахodumься на |Iеpеnluнi poзв'я3уIoчozo
p яd ка i p o з в' яЗ у loчo 2 o сmo вnця, на Зu в асmь ся p o З в, яЗ у ючuлt е лел4е нn1o J|I'

Пеpехiд Дo F{oBoгo 6aзиcу нaзиBarТЬся сиt\,IПЛrксниМ пrpеTBoprнняtvt. B
pезyльтaтi цiri oпеpauii вщбyвaеться Пеpеpoзпoдiл poлей мiж двoмa змiнними,
якi вхo.цятЬ B деякy сисTеМy лiнiйниx piвнянь: o.цнa змiннa iз зaлежниx
ПеpеxoдиTЬ B незaJIе)кнi, a дpyгa _ нaBПaки. Biдпoвiдний кoефiцiент .f-pядкa

с l сIa}ir невiд'емнtrм. Taкa oпеpaцiя вiдoмa в аrrгебpi пiд нaзBolo кpoкy пrpgг-

Boprнь Жopлaнa-Гayссa. .{oсить чagгo ii нaзиBaIoTь кpoкoМ мoдифiковaнoГo
BикJIIoЧенrш Жopлaнa-Г aу cca.

СфopмyлroсМo IIpaBиJIo Пеprpaxункy елементiв пpи пеpеxo.цi Дo нoBoГo
oпopl{oгo IUIaнy' ближчoгo дo oПTиМiLTЬ}Ioгo:

l. Рoзв'язуtочий еЛеМенТ зaмiнroсмo нa oбеpнег{Иil дo tlЬoгo.
2. Елементи poзв,язyroчoГo pяДкa дiлимo нa poзв'язytoчий елеМеI{T.

3. Елементи poзв'язyloЧoгo сToBПчикa .цiлltмo нa poзв,язyrouий елеМент'
взятиil з пpoTиЛе)кItиM зI{aкoМ.

4. Pешrтa елементiв знaхoДиМo Зa пpaBиЛoь{ ПpяМoкyгникa:

t ai,

ak=
ai .a*, _ aь ,atj

akt

Дe Qij _poзв,язytoчий елеМrI{т.

Пicля здiйснення / кpoкiв (I < m) ПеpетBopень Жop.Цaнa-Гayссa Ми oдеp-
жиМo нaстyпнy сиMtlJIекснy тaблицю l.3.

b,, ) bi

й)= *
.(ь,

mrЦ -:
I 

o,,

сl ij
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I

-1.1,

=6-(х, +хz)'

=4 -(х,),
= 10 - (2х, + х,),

f =0-(-'' -2х2),

Tаблuця ].3

(1.2s)

(r.26)

J1

X2

с

oскiльки в тaбrrицi уcl e i, о (; =|o),тo poзв'язoк бy.Це oптимaльним. ..{дя
йoгo oдеplкaн}Iя пoтpiбнo небa:iиснi (тi, якi poзтaшoвaнi зBерxy симплeксrroi
тaбшщi) змiннi вважaти фними rryлпo. Toдi бaзиснi змiннi бyдrгьдopЬrшовaти
вiльним членaM а,(i =I,m) i./** = Q.

Знoвy tloвеpтaсМoся,цo пpикJla,цy 1.1. Зaпишlемo (l .1 1) тa (1 .14) у виглядi,
зpг{нoшfy шrя зaпlrсy y сиМIIлекснy тaблицlо

Iv,
I

<у"t"
[],

l якa Мaтиме вигля.Il:

Biзьмемo в (1.25) i (l.26) X1' X2piвними ttyлIo' o.цrpжимo У, = 6, !, = 4'
}з =10, -f =0. ДaниЙ poзв'язoi r oпopl{им. Йoгo мoжнa пoкpaщиТи зa
paxyвoкзб}ьlпеrпrязмirrrroi х, Gйвiлгroвiдaснaйбiпьuпйзaмoryлемвiд'ешrr*rй
коефiцiент вy'pядкy). Biдпoвiдrий стoвпчик бyлe poзв'язyrочим. oскiльки

Ё
;:

bп bn bt^ bt^*t btn A1

bzt bzz bz^ bzt+l bzu A2

b,nl b,z b-- bmп+t b,,, с|m

Qr Qz Чm Qm+l Чп a

I

0

2
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lAtr П

.Го+tоl 4min{:;_;: l = _ = 4, тo poзв'язylочиM сдpyгий Рядок. Числo 1, якелeжитьLl r lJ I

нa lтrpеTиЕri дpyгoгo PяДкa i дpyгoго стoBпIdя' бy.ше poзв'язyloЧиIv{ елеlv(еЕlTOI\{.

Ilpовiвrпи дJIя IIЬoгo o.Ци}I кpoк перrтBopень Жopланa.Гayссa, пpийдемo дo
нacгyпнoi,гa6лицi:

Уз

t

oтpимaнийpoзв,язoКl 4=О, \.=4, )\=2, уz=0y,=6' f =8нееoПTи-
МaJIЬtIиM, oскiльки s.f-pЯДкУ е вiД'емний елeмент. Poзв'язoк МOжнa IIoкрa.
щити зa paxyнoк збiльшreння змiннoi xl Gй вiдпoвiдaс вiд'смний кoефiцiснт в

iэ в) .)

y'гялкy). Як i paнirпе' зI{aхoдимo min]т.i|=a=2. Tor'lу пеprший pяДol{

poзв'язytонl,liл, a I _ pозв'язуточий елeмент. Пpoвiвrпи oди}I кpoк пеpетвopенЬ
Жopлaнa-Гayссa, oдrр}IиMo :

Poзв,язoк Xt=2, X2=4, }t =0, }z =0, Уз=2,,f =l0 e oпT}iМaлЬним'
oскiльки вy'pядкy вiдсyгнi вi.ц'смнi eлeМенти.

I.4.4. Алeopamм СM dля 3ЛII, npеdcmавленaх в 3аеа.|blto,|tу вuzляdi

ХapaктеpниМДгIя зaдaЧ' iIpеДстaB-ЛенID(-B зaгaлЬHoмy виглядi, с те, IIIo сеpед
oбмежень нa змiннi с oбмeжен'" t<}, ё} i {=}, a Тaкo}к Мo)кyтЬ бyти вiльнi
змiннi. !дя III,D(ЗаДaчpoзв'язyвaнн'IIIoЧинaстЬсяз пoцry(yoпopl{oгo рзв'язкy'
Toмy, якщo знaйдений бyдь.який oпopний poзв'язoк. тo йoгo oптимiзaцiя
ЗBoдитЬся.цo мrТoдy' щo otlисaний в пoпеpе.цнЬoМy пyнктi.

_Уz

!t

X2

-у;_Уl

X2

Уr

f
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Оmpuманrtя onopнolo poЗв'яЗку dля заdач з oбмеэюенням mut1у ё} i {s}
Пpи зaписi.цaниx зa.цaчi B cиМIUIекснy тaблицro сеpед вiльниx членiв зa.цaчi

бУдУть i вiд'емнi. Щoб oTpиМaTи oпopний poзB,яЗoк, ix пoтpiбнo зpoбити
невiД,смними. .(ля цЬoгo сrpr.ц ниx вибиpaемo нaйбiльrпий зa МoДyЛri\,I
вi,ц,емний. Пoтiм в Дaнolv{y pядкy вибиpaсмo бyдь-який вi'ц'емний кoефiцiснт
(якщo тaкi вiдсyтнi, тo систrМa oбмежень r сyпеpечливoтo)' який визнaчить
poзв,язyroчий стoвпurrк. laлi склa.цaсМo вiднourення вiльниx членiв b' Дo
o.цнoйменI{иx 3a знaкoм кoефiцiснтiв poзв,язytoЧoгo стoвпЧикa. Haйменtше
вiДнoпrrння BизнaЧить poзв'язylо.rий pялoк. Ha пеpетинi poзв'язyroЧoгo pяДкa
icгoвгrЧикaбyлезнaxoдlтгисьpoЗв'яЗyro.*rйегlемекг. Tщмoхспивiдвaвипa.щtи:

ф poЗв,яз|ltgчцi еЛе]wенm налeJЮumb poзzляdуванoму pяdку ;
ф pоЗв'яЗуIoчuЙ eлемeнm не налеЭtсumb poЗzлЯdуванo.му pяdку'
B пеprшoмy Bипa.цкy пiсля здiйсtIеIIня o.цнoгo кpoкy пrpетBoprнЬ Жopлaнa.

Гayссa вiдпoвiдний вiльний члrн стaне ДoДaтниМ. Aнaлoгiчнo зДiйснюемo
пеprТBopенIrll з вiд'смними вiльними членaМи' щo зzlJIиIIIиJIrrсь. Кoли всi вiльнi
Членистaнyгь невi.ц'смнi, тo poзв'язoк, який пpеДсTaвляrTЬсяДal{oюсиMIUIекс-
тaб.rпaцею' бyле oпoprптм. [.ш oтpишlar*{Jl oпТиМaJlьнoгo poзв'язкy пoсг1пaсмo
як в щ,т*ктi 1.4.3 дaнoго пapaгpaфу.

Bдpyгoму випaДкy пiсля викoнaнItя o.цьIoгo кpoкy ПеprTBopень Жоpдaнa-
Гayссa poзгляДyBaний вiльний член Мo)ке i дaлi зaJwIЦla^ГИcя вi'ц'емним. Toдi
pеa;riзaцiro вибopy poзв'язyroчoгo елеМеHтa пpи вiд'смниx вiльниx члeнax
BикorryrМo спoЧaTкy. Зa скiнченнoгo чисJIa кpoкiв мoдифiкoвaниx BиKIIIoчень
oДrp)киМo oпopний poзB,язoкo aбо пoкaжеМo' щo ЗЛП йoгo не Мar.

3 ау в ахc e ння 1. 7. П pu вuко нанн i пеp е mв o p еItь )Itop Dана - Гау с cа кiль кi c mь
вid,смнuх вi,,tьнuх членiв не збiльшumbcя.

Оmpu.ъlання Оnopнolo poЗв'яlку dля заdач з oбмeэrcенн".u munу |}.
B тaкиx заДaч бaзиснi змiннi piвнi нyrпo. !дш ш вIлсrпouеrпrя цi змiнrri пoфбнo

пеpеBrсти l{aBеpx тaблицi (тoбтo BиBесTи з бaзисy). I_{ей пpoцеc нaзиBaютЬ
BикIIIoчеHням O.pялкa.

.{ля виклюЧrння O-pядкiв poзв'язyloчий елеме нт ви1иpaloTь нaстyпниI{
чинoМ. У вiдпoвiдних O.pядкax сиМIIлекснoi тaблицi вiльrli члrни poбЛятЬ
невiд'смними. Якщo сер.Цвiльних.шlенiвсвiд'rмнi, TorлrМенти вiдпoвiднoгo
pя.цкa.цoMнoжyIoTЬ нa (-1). B симплекснiй тaблицi вибиpaемo бyль.який 0-

PяЦoк i в ньoмy.Цo.цaтний eЛеМент, який визнavитЬ poзв'язyюvий сТoBпЧик.
laлi склaДarМo вiднotuення вiльниx членiв дo o.цнoймеIIних зa знaкoМ
кoефiцiентiв poзв'язyloЧoгo стoBIIчикa, нaйменIIIr з якиx BизнaЧитЬ
poзв,язytoний PЯ.цoк. Ha пеpсгlтIi poзв'язyroнoГo стoBIFIикa i pяш<a знaхolufгьсЯ
poзв'язytoний елемент. Tyг мoжrrивi двa випa,цки:
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ф poЗв,язуюuuit еЛе^4енm нале Эtсunb poзzляdv ванoму 0-pя dку ;

ф poЗв'яЗуIoчuй елеllенm не н&цеЭюumь poЗzляdуванoлtу 0-pяdку'
B пеprшoмy випaдкyпiоля зДiйснеHня o.цнoГo кpoкy пеpетBopень Жop.Цaнa-

Гayссa ..0', пepехoДитЬ FIaвеpх сиМпЛекснoiтaблицi i стoвпчИК, якиilйoмy
вiДloвi.цar, BикJIIoчaсМo з poзГлядty (вlпсpесгшoемo). flaлi вlшлtoЧaсМo нaсТyIIшй
0-pялoк. 3a скiнченне Чиcлo кpoкiв ми пoвнigгIo BикJI}oчимo всi 0-pялки aбo
пoкa}I{еN{o, щo ЗЛП poзв'язкy tiе Mar. Пiсля BиклIочення всix O-pядкiв ми
Мo)кеМo oTpиМaти oпopний poзв'язoк (всi вiльнi члени невiд,емнi), aбo знaxo-
Д|4TL|cЯнa етaпi lloшryкy oПopl.Ioгo pозв'язкy (сеpед вiльних членiв е вiд'емнi).
B тaкoмy випa'цкy Ми пoвиннi рaлiзyвaти aIIгopиTМ oтpиМaшя ollopl{oгo poз-
в'язкy ЗЛП, нaвеДений Bище.

У вип4щy, кoли poзв'язyto.пй oтемеtlт не нaJIr)IмTЬ poЗгЛяДyвaнoму O-pяд<y.

Ми IIoBинIri з ним викoнaTи oдI{н кpoк пеpеTвopень Жopлaнa.Гayссa i
pеалiзaцiro aЛгopиTМу BикЛIoченrUI 0-pялкa пoчaти сtloчaткy.

\ауваctcенпя 1.8. Mu poзzляdалu ЗЛII, в якuх nompiбнo знaйmu найбiлыaе
Значенняцi.оьoвoi.функt1it. Якщo эю nompiбнo знаtimu най.мeнulе З|ttlчення' mo

Docmа'mньoзамiнunlu f no-f , ocкiлoкu f^* =_Л'in, inoвmoputnuвuup-
навedeнi мipку,вання,

Пpuюtаd 1.3. ЗнaЙтинaйменrпе ЗнaчеI{tIя фyнкuii f = х, + Зх, - х, + 2хo пpи

oбмежеtrняx

-А'- Tr

>з.

J,)0,x"20,ir)0,x0)0.
Poзв'язoк. ПoмнoжиBIIIи дpyге oбмеження сисTrМи нa (_ l ) i вpaxyвaвrши,

Щo t," = Zn,u^, Д€ Z = _/ 
, yмoвy зaДaчi пеpеIlиtIIеМo Taк: знaйти нaйбiльrше

знaненняфyнкuii z= _Xt -3х, + х, _ 2х^ пpи oбмежеtll{яx

-А
r (-1

х, 2 0, x, )0, x-. 20, хц) 0,

Bвiвrши бaзиснi змiннi y, , 1',, y, Taк, щoб

PoзОiл 1. лlнlЙНA пP)гPAMУBАн\1я.

{ х,+2х,_2х",* хo

13", - *-, * ,",- ro

[r, - ,, * z*l<l :

|х,+2х"-2х, l х^

] -'rr, * x, -'"., *'
[,, -', +2хo 31,

t
fi

it

iЬ
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t

Г.y, = _х|_2х,*
I

]y'=3х'_ Xz*
t"
[]3=--t1 +

пеpейдемo дo сиМIUIrкснoi тaблиili:

2*' - х1

хз - х4

х, - 2хo

+4=0,
-3>0,
+J>0,

0

Уэ

!3

oскiльки B сиМПлeкснiй тaблицiе 0-pядoк. тo poзв'язoк пoчI{нaсмo з йoго
BикJIIoЧrн}rя. BибиparМo в нЬoМy 6уль-якиil.цo.цaтнийr lлlМент, нaпpиклaд 2,
який бyле рoзв'язytоuим, oскiльки i тi.,iьки oдlrе вiДнoIIIеннЯ oднoййенниx зa

знaкoм вiльнlдt .гtенiв.цo елемеlrтЬ poзв,яз1тouoгo cToBIТt1ик 
"1:| Bикoнaвrпи

oДин кpoк пepeтBopеIrь Жopдaнa.Гayссa, oTpиМarМo:

-X4-X3
*.Т1

)'^

У.l

z

t!2 v2

-7t2 -v2
l0

_I

0

-l

U2

U2

2

2

-.5

_|l2 _Зl?. 2 |l2 -6

BикpеслlrвIши в дal{iй тaблицi вiдпoвiдний 0-стoвпчик, дicгaнемo

-r,.. )

;.'

I (2) -2 l

-31*11
l0-1 2

u2

@
I

-1 It2

0U2
-l 1,L
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B цiи тaблицi сrpед вiльниx членiв с вiД'емний (_5) i виписaти oпopниl"I
poзв'язoк немo)клиBo. Toмy B pяДкy, щo мiотить вiД'емний вiльний ЧЛеlI'

вибиpaемo бyдь-який вiд,емний кoефiцiснт, нaПpикJla д(_7l2)' Biн визнaчить
poзв,язуIочий стoвпчик. Cклa.цaсМo вiднoшrення вiльниx членiв дo oднoй-
Менниx зa знaкoМ кoефiцiентiв poзв'язуIoчoгo cтoBпчикa i знaхo.цимo
. { 2 -s i I -s lo

mtn i 
-. 

-} - = --_.lpyгийpяДoк_poЗв'яЗylо.tий,aеле.lU2 --П2 1l -712 7

'."' 
j*z/2) _ poзв'язyЬнии. Bикoнaвrп И oДLlI|кpoк ПерrTBopеЕIЬ Жopлaнa-

Гavосa.МaтимrМo

( t/71 -r 4t'7

-217 0 -17
217 -1 t5l1

9t7

t0t7

з9l,7

-v7 2 3t7 _з.711

,Г

oскiльки сеpед вiльних .t,тенiв вiдсщнi вiд'смнi кoефiцiенти, To oтpt{\,IaеМo

oпopний IIJIaн: х, =|0l7, X, =9f7, ц_Q Хo=0 y, =0, }, =0, уз=з9|,7,
z= *3,7 |7 ,який не е oIITимaлЬниМ' oокiльки B z-pя.цкy с вiд,eьrнi ФIrменTи.

Кoеxbiцiснт (_Il7)z-pя1a<aвизнaЧarpoзв'язyo.пaйgгoвпчlдt..{"пязнaxoддення

poзв,язyroЧoгo pя.цкa шyкa€Мo '*" 1?},:#| = ?; = 9. oDке, пеpшrий

pядoк бyде poзв,язyroним, a ( 1/7) - poй,".y..,,* .,,.**"'oм. Пiс.гlя пpoвеДrн}Ut
o.Щroгo кpoкy IIеpетBopень Жopлaнa-Гaуrca llpихoдиМo дo тaблlrцi

_ х2 _.т3 _х4 
1

-X4'*X3-V't

X2

J1

Уз

7

9

n̂

5

А-

!2

^l

Уз

Poзв,язoк X, = 4, J, = 0, ,Т. = 0' Jro

oITTимaJIЬним. BpaхoвyloЧи те' щo z =

Poфiл 1' лlHlЙl.tE nPoгPAMУBAнt1я.

=0,-У. =0,}, =9,У,=З,
-f,oтpимaеМo/"_4.

z=_4 буДe

t
r

Шj

45



t.

I.4.5. Peшiзацiя алzopumJ||у CM dля 3ЛII з вkьнulttu зtlliннuмa

Якщo в ЗЛП е вiльнi змiннi, тo poзв'язoк ПoЧинaсMo З BиклIoче}ItIя циx
вiльниx змiнниx. Пpl,r цьoмy не нaклa.цaсМo )I{o,цниx yМoB нa вибip
poзв'язyrovoгo елеМентa. oснoвнa Mетa_BикJIIочитиBiльнyзмiннy. Д.гrяцьoгЬii пеpевoдиМo B бaзиcнi змiннi, BиписyсМo Bиpaз для неi, a Дaниilpядoк
BиIсГIIочarМo з тaблшдi. Taк poбlrмo i з ршrгою вi;ъrпоi змilдлдr. {a.ri знaxЬдrмo
oпopний poзв'язoк i oптимiзyсмo йoгo. Пicля Цьoгo Зa знaЧrннями змiнниx в
oптиМaлЬнoМy poзв'язкy BизнaЧa€мo знaчеH}lя вiльниx змiнниx (зa спiв-
BlДнoIIIенtlЯNIуI,P.vffl.vIcaНуIМvI.цля вiльниx змiнниx). Пpoiлioстpyсмo це }ra
пpишaдi.

Пpuклаd 1.4. ЗнaЙти нaйбiльIIIr знaЧення фyнкцi\ 7 =-Зх,+6х, пpи
oбмеженняx

х,*2х,+1 >0,

2х,+х,-4 )0,
xt-xz+1 >0,

х,-4х,+13>0,
_4х,+ х,+2З> 0.

Poзв,язoк.Bвiвrпи бaзиснiзмiннi y,(i = tJ) тaк, щoб

Уt=Xl*2х,+1>0,
Уz=2хt*Хz-4>0,
Уз=Xt-Xzl1>0,
!ц=Xt_4х,+13>0,
!s=-4хt+х2+23>0,

пpиxoдиМo .цo нaсT}/пнoi симгшlекснoi тaблицi
_Х1 _X2 l

U
a

-l
-l
4

1

-l
I

4

-l

I

^-
I

l3

2з

t
J 4 0

T

lз

Уц

Ф

:;
il
a

'li
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oскiльки нa х, i х) не нaклa.шенi yмoви невi.ц'емнoстi, тo Boни BBax{aIoTЬся

вiльними i iх пoтpiбнo Bиключити. !ля BикJIIоЧення змiннoi x, вибеpемo зa
poзв'язyroчtlй елемент (-1). Здiйснившlи oдин кpoк пrpеTBopенЬ Жop.Цaнa.
Гayссa,дiсгaнrМo: .Уt -X2 l

-l 2

^a-ZJ

-1 3

-l 6

4-9

-l
-6
0

t2

2',1

з _|2 a
J

звi.цки X, = У, _2*, - 1, aвiДпoвiДнийpядoкBикJIIoчaсМoзтaблицi:
_Уr -Xэ l

-2 r3)\-/
-l 3

-l 6

4-9

-6

0

t2

2'7

J -t2 5

1
I

Bиклtочивtши вiльнy змiннy х,, oTpиМyсМo
_Уl _Уz

_2l3 |lз

I -l
3-2
al

-/ 1

*2

6

24

9

-5 4 at
-Lt

21
х^ =_ у. __ y". з", з.,

Xy

V)

tt.

Уц

1t-

f

)'z

Уз

Уц

Уs

J

X2

Уз

Уц

Уs

f

Bиписaвrпи Bиpaз.цJIя
сиМIulrкcнoiтaблицi:
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I

},ц

oскiльки вci вiльнi Члени.цoдaтнi' тo poзB,язoк Уl = Уz= 0' }з = 6,
Уo=24, У5 =9, f = _2| eoПopниI\,I'aлrнеoпТиМaльним.Пiдстaвивlпи

oдеpx(aнi З}IaЧе}IIlя B виpa3иДля.т, i х,' МaTиМе}to .rl = З, х, =1'
B / -pялку вибиpaсмo вiД'смниЙ елrМенT (_5), який,из'auiе poзв,язyrouий

сToBIIЧик. Бyдемo збiльшryвaти змiннy y,. З тoгo, Щomin 
{f ' +} = i = o,

BиIIЛиBaс' щo пrpIIIий pядoк с poзв'язyloЧиМ, a 1 _ poзв'язyloний,елеМeнт.
Bикoнaвu.tи oдин кpoк пеpетBoрень Жopдaнa-Гayссa, дtcгaнемo

_Уз -v1

laниЙrrпaн не с oптиМ.lJIЬItим. Пiсля пpoвrден}Ut oДloгo кpoкy IIеpетвopе}IЬ
Жopлaнa-Гayссa Пpихoдц,IМo Дo тaблицi:

Jз -Уц 1

--oтже',плaн 
yl =I2, У,=6, у,=Уo=0, У, =15, f =15 _oптимaльний.

ПiдcгaBлfroчи oТpиМaнiзнaчeшlя У, = |2, У, = 6 BBИpaзИ ДЛЯвiгьtлоt змirп*о<,
.цlстa}IеMo oптиMaJIьHий плaн: X, =3, X, = 4, 1[* = 15.

Уt

Уl

Уs

f

t2

6

l5

t5

!l

/s

f

t
'Е
&s
'tr

*l

1

1

-3

2

-l

o
I

6

6

2l

5 -l 9

1

48 Poфiл 1, лI|IIЙHЕ I1P1гPAMУBАH\.,LЯ.



Кoнтpо.llьlli зaпитaння Тa зa.цaчi

1. B uoмy пoЛягa€ влaстивigгь скiнченнoстi aлгopитму CM?
2. Щo тaке ..яви[це ЗaцикЛення',?
3.Для яких фopм зaписy ЗЛП мo>кнa зaстoсoByBaTи алгopитм CМ?
4. /faЙтeвiдпoвiдi нa нaстyпIri зaпитaння:
a) кoли oпopний плaFI oптимaльний?
б) в якoмy BиПaдкy вi'ц o.цнoгo ollopнoгo Плaнy lиo)кнa пеpейтидo iнlлoгo з

бiльlлим знaЧеrпUIМ цiльoвoi фyнкцii?
в) кoли цiльoвa фyнкцiя неoбмеженa нa Мнo)кинi плaнiв?
г) в якoмy BI.Iпaдкy ЗЛП мaе нескiнченнy Мнoжинy oпт}lМaJIьHих плaнiв?
5. Як визнaЧaЮтЬся змiннi, якi ввoДяться i вllвoДяTЬся з бaзиcу вiдпoвiднo?
6. Який елеIV{еFIт F{aзИBa€TЬся poзв'язytoчим?
7. Cфopмулroйте llJIГopиTМ oднoГo кpoкy пеprтBopе}iня Жop.raнa.Гayссa.
8. Як визtraЧaЮтЬ poзв'яЗyrоuий стoвггчик i pяДoк, якlцo серл вiпьнlлi.l,тенiв

зaдaчi е вiд,спrнi? Ufo poблять y виIIaДкy, кoли poзв,язyroний елеМенT нaлe)киТЬ
pя.цкy, щo poзгЛядaстЬся i кoли не нaлежить?

9. Щo poблять пiсля Toгo' кoли всi вiльнi члени сTaЛи невi'ц'емними?
l0. Якщo в системi oбмежень е oбмеження-piвняння' тo чoмyдopiвнrос

бaзиcнaзмiннa? З чoгo пoЧинarТЬся poзв'язoк ЗЛП B цЬoМy випaлкy?
1 l. Cфopмyлюйте aлгopиTМ Bиклюнення O.pяДкa.

l2. МетoдoМ Toтo)кtlиx пеpетвopень знaйти нaйбiльшrе ЗнaЧrння фyнкuii /
пpи ytnloвi невi.ц'емнoстi змiнних:

<t

< 40,

<20,

,+4х,=l00,
>4,

3х,+2х..

l3. Знaйти З дolloМoгolo cиМIIJIексниx тaблиць нaйбiльIIIr знaЧенHя фyнкuii
f пpиyмoвi невiд'емнoстi змiнних:

|х' _2х" <I'
I

,1_2х * х^ <2.a)l ' :

[3х, + х, З3,

f = х,l ,t'".

[,'** 
t5х.'=)g

' {.т., +2xo >5.
B)t-. 

|-*,_*,+х, <&

f =2х,-хo,

[х, _.т, ( l,
{

б) L_ 2х,+ х,

f = х,* х,.

Ir,
I

l&1.{
г) |2х

I

Lrr

f-
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t"

P,)

[3х, + 2'r, .r 6х, 376,

]:',* .5х"+ 3х.S7.j,
i

[4r'+ 3'r'+ 5х.<[l3.

l'= 30.rr r40"r, +45.r..

б)

{:;, -,т, ( 1,
.(

|_2х, + х, <2,

f=х,*X',

e)

[.l, + 2"ц 
-< 

6'
I ' .;
|''> /э'1 ',-
|ъ{4'l-
lq -t <o

f =ц+z\,

г)

|3х,+х,_x.(5.
|*,*z,,*.,, =о,
f =Зх' + 4х? + х1'

3)

.i

i
*
i}
r'i

ti
*i

Т}

[х, 
+ х,2 2,

1х, 2I/2,

|.l:, 
_'т, <С},

! =2х,+2хn'

i)

[0,8x, +0,5л, *0,6x. (80,
I

]0'4'r, 
+Q4.r, +0,3x,. (бQ,

[Qlx, +0,1л, <12,

/ = 10&тr + 1 12х, * l2б;r'..

)к)

|х, + х, +5л. =]q
]*. +ъ, >s,l-
L-r, -r, *.r" S8,

f =Ъ,_хo.

e)

f х, + х" >,2,

1"','%'
[*, -'"10,
f = хt +2х".

a)

[.ц -2ъ < 1,

),-r.*, * o *r,

[з*, **, i з'

f = х|+ х2.

14)

[5.rr 
+ 2x, S505,

Jx, 
+л' <13l,

[2.r, +3х, <348,

f =7 х, * 4х,.

|х,+х,)2,
I

jх' > |l 2'

l*,'4,
f =2х,+2х,'

д)

{зц-zь>4'
lr, *o 

= 
r,

[. =r'
!,=ц+4х,.

х, {40'
х" 52О'
2.r, *4-r. =10(),

J. =З\ + 2х,..

ц+ х2 *x, = !5,

20х,+30х,+4Ох,<500,

хr { l0,

xz 46,
x, S8,

f =|20х,+90х,+75х,,
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1.5.l{вoitтiсть в Лl1

1 . 5, 1, 3 аzа;tьнi э ау в а}tt. еI|ltя

Кoхсiiй ЗЛif можнa IIoSI?BLITи y вiдrовffiсгь.Цrяку iьпшy зaдaчy, яку бyдеlшо
llaзpшaТи,цвоiстою (f,3) пo вiднoiпеI.ш{iо .цo Пеpшroi. Tобтo в ЛП мoжrra гoBopI{TI{
прo iсщ.вaння пapи д{З. Пеprшy зaдaЧy мll бy.ilемo нaзиBaTи вl.lxiднoIо, a дpуГy
* Двсliстotо.гtо пеpшlсli i нaвпaки. {iльoвa фyнкцiя i oбмеження Д3 цiлкol'l
BиЗнaЧaIотъсяр{oBaМI,I BIдtiдtoiзaдaчi. Bиявляеться' щo якщо знaйrи poзB'язки
однiei iз пaри f]З, тo циN{ цirкoшt BизнaчаюTься рoзв'язки iнrшoi.

Ptlзглянепto I\,{етoдику побyдoви !З дo зaдaчi pозпoлiлy рсyрiв. Як вi,цoьro,
]\{aTrt{aTl.lчl{a IиCIДeIIЬ 1тlкoТ задad мaс BитJIЯД: знaй.ги нaйбi.гьtпе знaчешш фщкrщ

11ри oCIМrжrllFlяx

.+I = Lс jхl
J=l

|а,х <b (i=1'lrl),

х, )0 ("r=й).
3aдaty ( l.27) _ (l.28) булемо tsBа)iaTи виxijlнoto. Cклaдемо двoiстy до неТ.

.{.uя l.tьoго вBе..lеillo зшtiнlti tl, 20, u.,}-o,.,.,ll,, }0 (ix кiлькiоть дорiвнtос
кiчькогi o6шtежень lll вl.lxi.цнoi зaлaнi), якi будемо IIaЗИBaTИ yяBниМ[l цiнaмlt.
Змiст цьоt.о тtрмiну сгaне зpозyмiлиlr пiзнilле.

NI

I{exaй F =\b,u, ._цi.lьовaфркцiя.Якrцo и, 2 0 (i = 1,rп)_цiнaод,rшпri
i=l

с}lрotsиl{и, тo Л'визнaчaTиIur BитpaТI,1 нa сplpoвllнy. Тoлi.{З зaпишетЬся Taк:
знaйти нaйМсI{IlIе зFlauенrrя фyнкцii

гl'f=>b,u,Ц | .
;-l

пpи tlбмеженI{яx (вищaти IIa o.циtlицro виpoбyпoвиннi бyги неменшri зa йoгo
цiнy)

|а1t > с. (j =Й), u,20 Q _Г.rr),

Зaдaчi (1.27) _ (l.30) щвopюroть пapy !З.
CфоpмyлroсМo aJIгopиTМ пoбyлoви пapи [З:
1 . Bвoдимo змirтнi !З. Tx кiлькicгЬ лopiвнloс кiлькogгi oбмежеlть (не paxyоuи

oбмежень невi'ц,смнoсгi змiнних) вюriднoi зaдaчi.

0.27)

(r.28)

(1.2e)

(1.30)
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2. КoефiuiснтaМи uiльoвoiфyнкuii!З с вiльнi ЧJIени вихiднoiзaДaчi.
3. КoефiuiснТaМи мaтpиui oбмежень !З с кoефiцiенти ТpaьIспо}Ioвaнoi

мaтpицi систrМLl oбмежень виxiднoi зaДaчi.
4. Biльними ЧленaМи сисTеМи oбмежень !З e кoефiЦiснти цiльoвoi фyнкuii

шrявиxiдroiзaдaчi.
5. ЯкщoцiльoвaфyrrкuiявIлiiдloiзадaчiмaксш,tiзyсгься,тo[З_мiнiйзyстЬся'

IlpичoМy ./-u* = F.,n.

laмo екoнoмiчнy iнтеpпpетaцiro виxiднoi тa.[З.
Екoнoмiчнa iнтеpпpетaцiя зaдaчi (| '27) - ( l .28): скiльки i якo.r. пpoлyкцii

пoтpiбнo BигoToBиTИ NIЯToгo' щoб пpи зaДaНуIхpесypсax b,1i =|,m), цiнax

c, ,(j =Й) iпитoмиx зaтpaTaхаul =I,m, j =t,n) мaксимiзyвaтипpибyтoкf
вiд pеaпiзaцiТ вигoтoвленoi пpoдyкцii'

Екoнoмiчнa iнтеpпpетaцiя зa.цaчi (|.29) _ (1.30): якoю Пoвиrlнa бyти цiнa
oдиницi сиpoBини u, (i = t, *) ls''тoгo, Щoб Пpи зa.цaниx pесypсax b i U = |, m),

цiнax зa oДиниц}о пpoлyкuii с, ( j = Iл, ПиToMиx Зa^ГpaTaх а,1 G = 1,m, j =Й)
мiнiмiзyвaт И BИTpaTИ нa сиpoвинy.

Пpuклаd 1.5. Cклaсти [З.цo зa.цaчi: знaйти нaйбiльrпе знaчеHHя фyнкuii
f (х,: х,) = х, * 2х, пpи oбмежrнняx

| х,+х,<6,

1*" 4'

|2х'+ x, < 10

Х, )0, хz )0.
Poзв,язoк, BвеДемo змiннi .ЦЗ И, ) О, И, } 0, u, > 0 (кiлькiсгь piвнa кiлькoстi

oбмежень вихiДнoi зaдa.ri). Toлi !З зaпишеться: знaйти нaйменrпе з}Iaчення

фyнкцii F = 6u, * 4u, * 10и, пpи oбмеженняx

lu,+2ur2.1,
lur*ur*ur) 2,

И,}О,И,)0,u,)О'
Якщo виxiднa зaДaЧaпpеДстaвлrнa B зaгaЛЬнoМy видi, тo дo пyнктiв 1 _ 5

ttЛГopиTМy зaписy !З слЦ.цoдaти нaстyпнi.
6. oбмеженняМ типy piвнoотi в вихiднiй зaдaнi бyлyть вiдпoвi.цaти вiльнi

змiннi !З i нaвпaки (вiльним змirпrим виxiдroi зaдaчi вiдloвi.цaroть oбмеження
типуpiвнoстiДЗ)'

I

l* _

I

!

il
н
i

:l

l
1

I

{
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7. B oбмrежrн}Iяx типy piвнogгi в виxiдн1i,lзaдaчiвiльний ЧЛr}I I1oBинен бyти

невi.ц'смним. Якщo вiн вiД,смний, тo вiдпrэвiдне oбмехсення в вихi'цнiй зaдaчi

слiд пoмнo}|<ИTИ нa (_l).
8. oбмеженняМ типy неpiвнoстi вихiДнoi зaДaчiвiДпoвiдaють невi.ц,смнi

змiннiДЗ.

9' Якщo вихiдrla зa.цaчa мigгить oбмежен'" t<},тo oбмеження в !З будyгь

пpoтилежниМи' тoбтo {>}, np,"oМy якщo y виxiднiй зaдaчi фyнкцiя

мaксимiзy€тЬcя, тo oбмеження МaIoTЬ оyти {s}, якщo мiнiмiзyст"с", 
'o {>}.

Taким чинoМ, ДЛя зaписy .{3 слiл cпoтIaТкy сисгемy oбме}I(rнЬ BlDdlЩoi зaдaчi

звесTи.цo oбмеже}IЬ 3 o,цнaкoвиМ знaкoм ft} aоo {>}, u пoтiм скopисTaTисЯ

вищенaBеде}IиМ aJlгopиTМoМ зaписy пapи [З (п.п.1_9).

Пpuклаd 1.6. Зaпиcaти !З,цo зaдaчi: знaйтинaйбiльrпе знaЧrння фyнкuii

f = 4х, + 3х, + 4х^ +,I4 пpи oбмеженняx

|_*,-2х,+2х,_ Xц =-4,

]3,' - х2+ хз_ хo23,

L,, _ *, *2хo {.|,

Л, ) 0, X, 2 О, /, ) 0' хo _ вiльнa зl,tiннa.

Pоlв,язoк. Пеprпе i дpyге oбмеження пoМнo)t(иМo нa (_l). oдеpжимo:

{х,+2х,_2х,+ 
Xц=4,

j_3,, * Xz_ х,l хo1-3,

[,, _ х,*2х^47,

.т,2 0(j = lJ),хo_вiльнaзмiннa.
.[З мaтиме вигЛ'Ц: зtlaiпи' нailМенllIе знaченrш фyнкцii F = 4u l _ Зu, * 7 tl.'

пpи oбмеженнЯx

|u,-Зu" > 4,

|2u,+ u., * u,) З,

1-,u, 
_l12 _ Из)_ 4,

lur*ur*2u, =1,

tl " ) 0, И з 2 0,Цl_вiльнaзмiннa.
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1. 5. 2 " Т eвpeмu lв оicltюсmi.
Eкoнo,ttiцнaЙ змian оnпuuttn'|t'ttшх ttланiв паpa 13

Сфoрмyлrось,lo сIIoчaTкy oi:;[roвну нeрiвнiсть двоТстостi: ;Iля бу.Ць-якllх

.цопyсТ}tl,{иx плarliв y = (xr;...;.Jn ), U ={и,;...i и,,') пряlloiiдвоicтоiЗaдaЧ

зaв}к/tи спрaBе.1лI.Iвa rlерiвнiс"u r (* )s л (й) абo Iс',.,r,. {Zhу, .

l*r ,;:t

Tеоpема 1.7. Якtцо т- = (3, ;.,.; i,l r i" = (и, ;...; u:) * p116lpнi lъ*t{|}l|,! ltаptt !3
( ]'27 )_( ]'28 ) i ( ]'29)*( 1' 30 }, dля Я|<1t}с вuКoну€nlhсft }liвнiсnlь

,trr

lt,Y")= o\0- ),mо X _onmLL|tilJlьttuЙплuнзаduчi 1I.271--{ 1.28), ca-
_ заdачi ( ].29 )_( ] 

" 30 ).

Tropелtа 1.8. Д"'tя t|1o2o, u1об заdанi dво|сlllоi'nаpц '\пtl.цu 0nn1u7ttljthrti nланu,
неoбхidно i dосurтlь, lцоб кoэюltа з цuх заdсtч ]|uа"ry{t хоча б odaн оnopнuЙ
nлаН.

Tеоpемtz 1.9. Якщо оОна з flЗ мас on|nlt^4а.пьtлuй tlj|аtt, mо i itttuсt mеЭ!с .|!{tс

Оl1|nш|IаilbltLt|i l1jlt1н, |1puчo14}| dля 6уdь-яItl.lх onmш\| '/Il?rПlх rуlruнiв v" i
-+U вuкънv€mbс:яpiвticmьf (т )="f(U ).

Якщо }к oдila з !З неpоз't,яЗ}ta ( /*o* _) *oo aбо F-,n *) _оо 
), тo дpyгаt

зaдaЧa не Мaс дoпyсТиI\,Illx плaнiв. Якrцо oднa з IIapИ BзaсIи}Io fiЗ не мaс
д{oпyсTиIrroгo Iulaнy' то звi.цсlr не BиIIливас, що ltiльoвa функцiя дIpyгоi зa.цaчi
неoбмеженa.

Для зaдaчi poзподiлy pесурсiв (1.27) * (l.28) TropеI\,la l.9 ознaчa€, Шlo
МaксимtuIЬtlo МoжJIиBий пpибyтoк .f'u* вiд pеaлiзaцiТ пpолyкцii спiвпaдас з
мiнiмшlьнo N{o)кlIиBoю вapтiстro сиpoвини F,nln '

Tеоpема I.I0, !!.uя o|1tnш1,tаль|1oс,mi сlnopttuх ltланiв 1. i0- tlpялtoi, i dвоi.с'nюi

заdач (1.27)*( ]'28) i ( 1.29)-(].30) неoбхiёно i doсmаmньo, tцoб
1l--

вuкoLtув{|J7ucь cniввidrtoutеttltя.. Яtiit{o 2nu "l 
< b, (i -|,nl), t?1g

"/=1

=Q. якщo i,n,,,,, >,i ( j =й) ' ttю .rj=0, dс 7-=(.,,;.'.;,.;) ;
;-!

= 1иi;...; u;,) _ onnшм'сLтIblli n;tаttu вiёповidно npямоi,i [3.

ui

U

i
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шAь:П

З еttонoп,tiчt.тoiтo.lltи зo1rу рoзв,язyвaння вюriднoiзaдaчiдoзвoлЯс oтpиМaТи
ФIITиМILцЬний плaн BиIIyскy пpодyкцii, a poзв,язyвaння,цвol.cгoТ_ oптима,тьнy
сисTrму yilloвI.Il,Iх оl-iillок B}IкоpисTaниx pесyрiв.

oптимaльнi п-'raнlr пapи BзaсМнo !З зв,яЗaнi нr тiльки piвнiстrо знaЧrнЬ
ц}iьoвиx фyякl.tiй, a;:е й irтrшиьlи спiввiшroIIIе}IlUlМи. Taк нa oснoвi теoрпrи 1 ' 10

BсТaнoв.Гl}oсТЬся Зв'я30к п,tiж oбмеже[it{яМи i змiнними пapи Bзarмнo !З.
Pозг"шЦaттгмемо вшхiцНy зa.цaЧy як ЗадaЧy llpo poзпoдiл pес1pсЬ, aдвоiсгy*пpo
Bl,IЗliaче}tliя yЬtoв}iиx oцiнок pесypсiв. Toдi зьliннi i oбмеження бyлyть зв'язaнi
нafi"yl1J{lltv! Ч!l}loМ: якlцt] зa oIIT'иМaлЬниМ ILтIaнon,{ вl,lxi-цrroТ зa,цaчi деякий Ёprй

д * -r

tr)Ф.yрс викop}rcюByёг}sя нс пoвнiстю, тoбтo сгоiЬ в pдrщy irцекФ p. a 
ц 

X i { D ; 
"l=t

тrэ йoго огпlшrа.lъllа oцiнкa лopiвr*oс нyrпо (ui _ Q ); ясrцo х< зaTpaти нa pесyрси'
якi вl'rкopисТoвytoTЬсяIIpивиpoбництвi одиниrtijr.гO гIpo,цyкTy' IirprBиIIryIoтЬ
доxiд вiд йoгo рaлiзaцii, тo вiн не виpoбляеться, тoбтo xl = 0 .

Taкllм Чиllol\4' Мo].ItеМocгBrpДяryBaTИ, Щo пoзитиBнyдЬoi.cгyoцiнкyмoжyть
]!{aTи лиIxе pеcyрси' якi пoвнiсгIо BикopиcтoвyloTься B oпTиМа.пЬнoМy плaнi;
оЦiнки нe псlвнiстICI Bикoристaних pесypсiв ЗaBж.ци piвнi нyлrо. Haйбiтьrпiй
вeди.iиlti oцiнки вiДпoвiдaс нaйбiльlu дефiцитниIi pесypс, недефiцитнoМу
рr{rурсy вiдпoвiДaе оцiнкa, piвнa нyлю. Bеличинa.цвoiстoi oцiнки tIеBtIoгo
pесyрc)i пoкaзy€' на скiльки зpoсЛо б мaксимaль}Iе знaчrння цiльoвoi фyнкцii'
якIIio б об'емдatloгo ресypсyзбiльrшився нa o.циницю.

1.5.3.,Цвo'icmuii СM
Як було скaзaнo Bи{liе, мiж вllxiднolo i.[З iснyс вiДпoвi.цнiсть. Bиникaс

]l}шa}Iня пpo iснyвaнI{я зв'я3кy (вiдловiднoстi) мiж ixнiми poзв,яЗкaми, [пя
цьoгo pс}ЗгляI{rь'o Мlтoд, який дoзвoляс oTpI.IМaти poзв'язки виxiднoi i l{З.
-.,-Иого бyдемo }rазивaти двoТстrrм CМ. PoзглянrМo нacтyпнy ЗЛП: знaйти
нaйбiльrле ЗнaЧеrrrr{ фyнкщi

f =i' "

Зb' (i = 1,k),

(1.31)

Iipи OOlYlежelIнях

х,20 ("l=П). 0.32)
-bi Q=k+l,m),

I i.u*,

iЁ},,,
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I

Toдi двoibтoЮ Дo неi бyле : знaЙти нaйменrпе Знaчення фyнкцii

F =tb,u,,
пpи oбмеiке}Iняx

( l .33)

2r, (j =1,1),

*_'=С, \J=I+|.|l),

ui201;=Й).
Bllхiднi.Цaнi пapи !З мoжнa пprДсTaвити в oднiй сиМIIлекснiЙтaблицi,

пеpетBopивrпи сaмi зaДaчi' BвеДемo Дrrя вихiднoi зaдaчi змiннi .v, , (i = 1. k ) 
'u*'щoб Boна звелaсядo зa.цaчi в кaнoнiчнiй фopмi. Tодi (l .32)нa6удeBlrгляДy:

(,
ist
Il''+2аuх,=b, (i=l,k),

I i='

|o =2",(_.r,)+ b, (i = к +t'^l.
L j=r

Дaлi,

IУa rl
l: 't '

lЁo,.l1 't'

|,, =,, * Ё

1o=',.t
бyлyть бaз

(r.34)

сu(_,т,)>0 (i=П),

/ \ ,. i-,..^' (1.35)
аiJ\_хj) (,=к+|'lп).

ИcъIИМИ'!ля !З вBеДеMo зьtiннi v, Q =П)Змiннi
тaк,щoб

Уt' у2,...'У k

|,,=io,,,t'_с,)Q U=Пl'
I i=l1,,
I 
o=} аilli_с j (,r=/+t.n). (1.36)

Biдoмo, щo я<щo вlлliдl a3aДaчaNla€'poзB'яЗoк' тo йoгo мaе i Двоiсгa, гrpl4Чolury

-f.* = F'n . Рoзв'язylotlи вихiднy зaДaЧy i мaroчи вiдпoвiднicгь мiж зltiнними
виxiДнoТ i !З: .т, 0v j' li Эui' Ми МoxеN{o зaписaти ii oптимaльний
poзв,язoк. Poзглянемo кoнкpсгний пpикrraд pеалiзaцii двoi.стoгo CМ.

BpaxoвyroЧи Bищескaзa}Il' пpийдемo дo нaстyпнoi тaблицi l .4

_t
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Tаблuця I.4

bt
b2

br
bь'l

o,,alпl

U1 Уl
Llz у'

11р Ук
Ltk+t 0

.^.

Lln, Urf

atz
аzz

att
Qz.t

ц II1

a2n

аIа

ak+t.2

oн
сlk+|.I

abt

ak+|.п

-сn

Пpuклаd I.7. ЗaпиcaTи ДЗ Дo Зa,цaчi:. ЗНaiITИ нaйбiльrпе знaЧеIlня
фyнкцii/ = 10x, _ х2 - 42х' _ 52хo пpиoбмеженняx:

[_ 
зх, + х,* 4х.+ .r4 < 1,

J ,,' - 2х,+2х,_2хo1_9,

|_,*'+ х2+ х.*Зхo=2,

|_3х, +2х,_Зх,=7,
-r. 0 (j = tА)i знaйти ii poЗв,яЗoк ДBoi.стим CM.

Poзв,язoк. Bикopистoвyloчи aJlгopиТМ зaписy пapи ДЗ, o.цеpжиМo нaстyпнy
!З: знaйти нaйМeI{шIе ЗHaЧе}Iня фyнкuii F =|tt _9u, +2u, +7uo Пpи oбМе-
женнJtх:

BиxiднiДaнiпapи

I|1 Уt
u) Vэ

Ц30
И40
1f

Jvt -tu
-J 1) 4 I I

aJ э 2 1 -9
.,

I
1I

nJ 2

-J 2 i*J 0
,7

-10 I 42 52 0
т
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I"

Рoзв'язyrouи виxiднy зaцaчy, tsиIcгlloЧaelиo 0*pяitкll, a зaоднo i tli".rьнi зпtiннi
дrя двoi.стoi. B пеprпoму O-pялкy вtlбиiэaeьtо 6уlь-якvlйдoдaтний коефiItriснт,
нztпpиKтIal{, (l ) з дpyгoГo сТoBпЧикa i ск"lIадaст'lо в!1нorшення

il -e 2 71 I*"ti' j,1'ri=i=t
Ha пеpетl,tнi пеptшогo pядlка i дpyгогсl стоBI1Чикa Лr;ф(иTЬ pозв'язуtонltl"t

еЛеN{rнT (1). ЗдiйсниBtuи ollи}I кpс}к перетBopенЬ Жоpлaнa-Гayсса, прийдеl,iо
.цo нaсT}'ПIIoi тaблицi:

oскiльки O-pядкrrневиzutroченi' тo B пеpll]oмy0-pядкyвибиpaсмo.цoДaTнlш"I
елемент ( l ) i ск.тtaдaемo вil]нoшrння вiльниx .шtенiв Д.э o.цнoйменниx 3a знaкoМ
елемен.гiв poзв'язyю.toгo сТoвПЧllкa:

(-э l <] 1. minl '-:l:-i-1-1.
L- 3 r'3i 1

Чис-тo (1), яке с poЗB'язyioчиМ eJIoМентOМ' нaлежитЬ дo poЗгЛядyBaнoгo
{,i-pядкa. Пiсля здiйснsння o.цнoгo кpoкy пrpеTBopень Xtopлaнa-Гaуссa
oтpиМa€Мo

&
Уэ

-т'

U

f
Bиписyсмo спiввiднoI]Iен}Iя для BизнaЧе}li{я вiльнoi змiннoТ u,, a Цaниtl

сToBпчикBиключaсIvIoзтaблицl. tt. = 3},2 + 3u, * v, _Зuo +7 ,

У4F

-t[4 I

У1 1l1 У3

--{1 -h -x3

ё-

r1 &
u' Уэ

ltз t)

Its 0

tr

F
I

У4У3U1U3

0
|,2

?12

V1

ll4

I

D

I
лl
п
0
П.

_J Ч I

2 l0 0 1

o -l -J z t

3 *') -l i a 5

_1 -t l8 5l -l

Т

-&
1J 1 -5 7 4
a
J -t t 6 А

I -1 _з 2 1I

-3 I 1 -8 2
1 -8 17 65 6

58 Pфdiл 1. IllHlЙHE гlPoгPAMУBАt1|4я.



|2 .Ч
Lt: l"z
У1 Х;

Ltц 0
1{

oскiльки iсrаyс сд}Ittе вiДнorшення тО еЛrMе[lт {1) 0-pяДI(a бyдr

pOзB'язyIоЧиМ. ЗдiйсниBlIIи o,цин кpок пеprTвopо}rЬ )itoр.цaнa-Гayссa'
0тpимaсNtс)

У4

-l"l

Звiдси tt4=2v" + u" +v'+u' +8.BикpесливIJIи 0-сТOBITЧик i пpсlвiвlпи
пoслiдoBrro o,цLlн зa o,цниI\,lдBa пеprTBopеI{ня Жopлaнa-Гayссa' пpийДеI\fo дo
нaстУПнi,lx сиМпJIекс}Iих TaбЛиць

v2

У.1

Yl

Ui
t

Llц У3

0_х
F:

I

ltl "{2

u1 Vэ

У1 Jq

111 .l't
1f

F
I

У4l,|э

|2 х2

Lb Vэ

},l .Т1

llt _}tlrf

|2 Х2

(-- У3 Jс3

},l Х1

rtt Ittf

х2

хl
хl
Уl

.f

ilr

2 --9 i -9 8

I -t 1 э
--L

-6 .t

I 't -8 2
8 I 22

-9 o 26
I

-l
(2) .!"

-J + 1з

-2 A 6
I --1 20

т

Poзaiл 1, I| lHЙНE |1PэгPA|\|УBAHHя, 59



t

З oстaнньoi тaблицi BиПиcyсМo oпTиМaЛЬний poзв,язoк

= 0; xo = 1; у, = 10; ), = 0; /* = 21 iДвoigгoi v,

BиxlДtlol зa.цaЧl:
-I

=0;y^ =0; ц =:;
2

I
У. =0, Ц,=0i u.=1: F'^,'=2I'

L
Знaчення вiльниx зMirIIIих и,.,

И, = +u2+vt+ul

L!, = Зv, + Зu,* У. _ 3tl o * 7

+o+ 8=rf-,

_ з.|.7 +,7 = _\,7 .

2

u,

-r

!З бyлyть:

8=2.0+

=3.0+3.

!+ o
2

!+о
2

Кoнтpoльнi зaпитaння Ta зaДaчi

1. Cклaдiть МaTеМaтиЧнy МoДелЬ зaдaчi poзпoдiлy pесypсiв, зaпишiть дo неi
.ЦЗ i дaliте ix екoнoмiчнy iнтеpпpетaцiro.

2. Cфopмyлroйте a.ЦгopитМ Зaписy.(З.
З ' ЯкиЙ зв,яЗoк мiж poзв,язкaМIl виxiднoi тa !З i який МеToд дoЗволяе ix

знaxoдити?
4. ЯкуlЙ вигля.ц Мaс сиMплекснa тaблv|ЦЯ NIЯ пapи [З?
5. Cфopмyлюйте oснoBнy нrpiвнiсть двoi.cгocгi.
6. B якoмy випaДкy Дoпyсгимi IIЛaни пapи [З бyдyть oптимa;lьними?
7 ' Якaнеoбxiднa i дoстaтня yМoBa ToГo' Щoб зaдaЧi двoiстoi Пapи мaли

oптиМаЛЬнi плaни?
8. Якa неoбxiднa i Дogгaтня ylvroвa ToГo, щoб .цoпygгимi гшaн и пapи [З бу ли

oптимaльними?
9. Чoмy дopiвнroе oптиМа.ПЬнa oцiнкa pесypcy' який викopисToByсTЬся нr

пoвнiстto?
1 0. Якa oцiнкa вiдпoвiдaс нaйбiльшr дефiцитнoмy pесyрy?
l 1 . Ha tцo Bкaзyс BеЛичинa.цвoi.стoi oцi}Iки ПеBнoгo pесypсy?
l2. Пoбyдyвaти !З.цo ЗЛП, в якiй пoтpiбнo знaйTи нaйбiльrпе знaЧlння

a)

fх,+2х,-х.(6.
|2х'+ х, +3.r, S l0,

-т,>0 ('=б.
f = х, *Зх" + х,.

б)

|4х, 
+ 5х,S20,

|-х,+х"(l,
{

l', = ''lr 1')t"-'--.

я, >0 (i=|2)

f =3\ +6хz,

< 10,

з =8,

в)

{х, l2х, + х^

1,,, -,' + з*

J,)0,x, >0.

f =5х, +|2х, + 4х.,

il
rg

fl
A.g,
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e)

|зх, + х, +2х, + х^ =|Z
I

!2х,+2х,_x. 
+2х. S1l,

[4x, +x" +3-т. -xn )9,

x, )Qx.20.
f =х,+4х,+Зх,*2х'.

д)
|2r, _.Y, * .т. ( |,

.l-.'., -2х,_х.
|з",**.=i'
х, 2 0' -r.' > 0.

f=х,*х,*3л,.

г)

|2х,_х,*x. (1,

]_ц", -ъ.].*. ,,,
[з', *o 

=Ъ'
x, >0x, >0.

f =х,*4х,*3х^+2хo.

з)

|Зх, + х, _ 2х,1 $,

1*,-2*,+Зх.>6'
I

[3x' + х' _4х..=J,

х.)0,х,)0.
f=х,*2х,*3х.*.

)к)

I Jx,
{

12",
r.)

$-

с)

|х' _ 2х' З|,
I

'\_ 
,"' * х, 12,

[Зх' + хz1З,
x')0,хz20.
f=х,*х.,'

и)

[зx' + jr' +.т1 _х. >ll,
t-
42",_ -т' +.tr +2хo<12,
I

[4x,+2х,+3х.,-х.,)9,
х,>0,;r,20.

f =х,*2х,_х..+3хo.

>)

* Х,_ х, S5,
_I: * Xз=6,

0,л' 2 0.

Зх,*4х,*х,.

1. 6. TpaнсПopTнa зaДaЧa

1.б.l. Пocmанoвка T3. Bidкpumа i закpumа мodелi

TЗ _ задaчa пpo нaйбiJьIII еКoнoN,IнIй шIaн пеpевезеIl}ш o.щIopiДнoгo Ba[rTDI(y

з пytrктiв пoстaчaння B пyнкти сПo)киBaннJI' l вa}кJIl.lвoIо чaстинoro ЗЛП i мaс
Ilrиpoке пpaктичне зaсToсyвaння. Boнa виpiЗг{яrться B ЛП BиЗнaЧeHiсTIo
екoнoйЧIloi xapaктеpуlcГIllКИ,oсoбливoсгяMи МaTеМaтиЧнoi МoДеЛi, нaявнiсгro
сПеЦифiЧних Метo.цiB poзB'язyBaння.

Фopмyлпoвar*rяTЗ зa кpl{геpiеМ Bapгocгi нaсTyПне: BmГГУъ{кffax BiДIpaBлеHHя

А1, А2,..., A,, Знaxo.циться BiдпoвiДHo (1|,a2,...,an1o.циницЬ o.цнopiднoгo
Baнтaжy' який пoтpiбнo зaвезти r, спoжиBaчaМ B1, B2,..., Bn в кiлькoстяx
b1,b2,...,bn oдlаницьвiдпoвiднo. BiдoмiтpaнсI1opтнiзaТpaTи с'J Пеpевезення
o.циницi Baнтaжy з Ёгo пyнктy вiдпpaвленHя B j-иЙ пункт сIIoживaння.
Пoтpiбнo cклaсTи .ГaКИЙ плaн пеpеBlзенЬ' тoбТo зHar4Tv|,скiЛЬки oдиI{ицЬ
Baнта)кy пoтpiбнo вiдпpaвити з i-гo пyнктy вiдпpaвленtш в j-ий,пyнкт спo)Itи-

t
I

i-
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вaЕIн,l' ilioб lloвIriстiо зaдO$оЛЬI"IpI,ги lloTprби сПo}(llBaчits, i сylrapнi ЗaTPaТи I.Iа

ITеpевезsriНЯбуЛ:r4 мiнiмaльтrиМи. ДJIя HaoЧI{oсTi yмoви ТЗ пpедстaвI4I\,{o y

в}In]tr{i рoзпOдLIIьЧоТ тaблицi (тaбл. l.5)"
Hехaй кi;rькiсть BaItTa)кv, якltй пеprвoзllTЬся з i-го пyнкTy пoсTaЧaнI'Iя в

7.-lrli tt-vнкт пpl,lЗнaЧеHня, дopiвнIoс Jу . 3aпaс вaнTa)кy в i.шrу пуi.lктi вiлпpaв.
лrЕIня BI{зHaЧaстьс,I BеJиЧI{нoIo 4l ) 0, B пoтpсбa.7'-гo II},}{I(Ty ITр}IзI.iaче}Iня B

вaнтаrжipiвнa b i ,0 ' Bвaжaсмо, щo воi 'ii 
,0.

1-аблuuя ].5

F;; Cпожllвaчi Зaпaсlt
BAIiT'iDI(

Lп1

.I"дt-_.-
A.

Buзltuцення l.17. h.Iапцluця {с;,} n,*,, нсtЗuва€n1ьсяu|аnll}uц€юmаpuфiвtlбо
t?lpансnopl,|ut|lх в|l|tтpап (вutltpаi,tu ttсl nеprвеЗенf,rя оduнutli ван||lаJl{)' вid i-zо
nОсtnача"ll,нutса do j.ео cnсs:ltсuваutа ) .

Buзtmчeння 1.18, f[лаtlом TЗ lrclЗuвttсп'lься Аuаtlxpuця Х = (:r.; ) n,,,,, dе Кo:}icttе

чuсЛО X;; {]llЗНaЧQс кiлькictttь оduнuць ванmаJ!с)), якi поmpiбно завезmu з i.zсl
|xу lllinx у 

-в 

i О пp а вле н ня в j - uЙ ||у rжm np uЗ нач r нrя,,

Мaтpt,ttttо (x.J ),,,"u }IaзиваIоTЬ щr мaтрицrlo пrprBr3rнЬ.
Зaгa-цьнi сyмapгri зaтpitTи, пoв'язaнi з ре;шriзauiсЮ пjlal{y Пepeв€Зoi{l,, Мo,&нa

пprДстаBlr ги цiл ьo вoro ф-v"нкшiс rо

tln

J'=ZZr,i",i .

i=l j-l

A1

( l .37)

{n

l)",
1,,

l;",
(1.38)

(1.3e)

< а' (i =I,r),

, D, \J = I,fl),

(i =I,m), (j =li.хu )0
Poзdiл 1, лIHtЙtлЕ |1PoгPAgУBAHl1я.



!aмо Мaтеп'{aТиЧне фоpмyл}OBа,I{ня 
"l.З: знaйти сеpед Mt{oжplt{и poзв,язкiв

сI,tсТ.rМи (1,зs) тaкий невiд,смний розв'язoк, який мiнiмiзyе фyнкuiro (|.з7).

Лtэi'кo пoбaчити' Iцo сисТемa (l.38) мiстиTЪ |n *rl piвняНЬ З m.n
нсвiдoltими.

Haстуtrнa теopеN'a, якy Ь{I'l tloДarlto без.цoведення, мiстить гrеoбxiдlly i

.г{ogгaшlЮ }'ilrotsy (е критеpiепr) т.oгo, щoб TЗ МaJIa.цоПygгимi Плaни.

Teopемв I.Il. lля tn()ro, щo6 TЗ "tVaЛQ Donусmuмi nланu, неoбхidно i
dосnlаnu*о, щoб вulioну ваnсlcь piвнicmь

пl1

2o, =2bi'
i=l j =l

3вj,в11*u,*я 1.9. fIк зазнсlчаjl{)сь вuще, TЗ с ЗЛП, сI omЭ!се, .^,IoJ|се буmtl
pсllв'яl{tнсt за t)оnомoeоrо СfuI. llporпе nptt велuкiй кiлькoсmi noсnшча.,lbttl,tкiв i
(:no:}юLtвачiв зtldсlчсt с|,lцtl€ 2p0.1riзlкою' Toму dля знахoDЭrcенн'l poзв,язкiв TЗ
вLlКОрuсI,|1овуюrnь cпецiа.lьнt'tt.t -lrcуnod, якuй doзвo.пяс pозбumLt pОЗв'яЗ0к нсl

сjекiлька еln{lпiв, FlQ К0}tСНoI|,у З }tкtl;с pоЗв,яЗу€mьcя ttpосmiulа, З moчКLl Зop},

1эеалiзсlt1ii, зat}ача, але в кittцеволtу ni)g|'.|ц|q, Оaеpъtсу€|'1bcя Гt tlnmu,лtальttu{t

poЗв'я3()Ii'
Згiдно з Теol)сlvtокl l'l l необxiдrtою i .цoсTaТнЬolo yп{oBoro iснувaння

дollусTl{Ivtих poзв,язtсiB с lJpltiоtlalrIrя piвtlостi (1.40). Пoстaс пиTaI]}Iя: як бyтrr у
вI{пa.цкy' к()л!I сal\,{a рiвнiст'ь не l]икol]y€ться? Halt довсTетьcя poзГJIядaTi,I дBа
тiсно lloв'язaнi типи J.З.

Baэнссченttя I.19. TЗ ilазuва€nnьcя, зсtdачеtО Заl{ptь||l()ZО muпу (збсtлан.
сованaю зaDаvею), яItщo вuКО|!у€mьcя trliвнiсntь ( ] '4a)'

Buзначeння I.2a. TЗ наЗuвa'€Inься заdачею вidкpulttozo munу, якu|o

(1.40)

Zo, rZtti
i=l .i*l

aбо io, ..2ь,
i=l J=l

Biдкрlrтy М0.ц.ель lvtоj,кIia ПrprTBoриTII B зaкpи.гy. Taк, якщo 2o, , 2l,.' ,
i=l J=l

тo B МaтrмaTиЧнy IиoделЬ TЗ ввoдиться фiктивниi\ (n + \ -LIЙ ПyнкТ пplrЗнa-
Чrння B n*, . Д{tя цЬoгo в мaтpицi зaдa.li зaписyloтЬ,цoдaткoвий стoBпчLIк'.цJIя
яКoгo пoтpеби piвнi piзницi мiж сyМapниМи зaПaсaМи пoсTaчaльнltкiв i
фaктинними пoтpебaми спoживaчiв :

,gt'
Dn+|= Lаi -}bi .

i=l /=l

Poзdiл 1. лtнЙнr пP1гPAMУBAH!1я.
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Bсi тapифи Ila пеpеBезеItня BaнTaжУ в цeй пyнкT бyдемo вBalкaTи piвними
lryлIо. I{им сaмllм вilщprгa мo.целЬ ЗaДaнi пеpетвopioсTЬcя B зaкpитy. .[дя нoвoi
зaДaчi цiльовa фyнкцiя o.цнa i тa ж, oскiльки цiни нa Дo.цaTкoвi пеpевезення
piвнiнyлlo'

nI n

Яnщo * 2 а, . 2 b,' тo вBo.циTься фiктив ниiа Qn+ 1) -ий пyt{кт вiдпpaв.
i=l ;-l

леHня Aut+,, якoМy пpиписyIоTЬ зaIIaс BaнТaжy, щo дopiвнtoс

-20,
i=I

atп+l

tl

=2bi
;-l

Tapифи нa lIoсТaчaння BaнTalку вiд цьoгo фiктивнoгo ПogгaЧaЛЬI{икa Знoвy
бyпемo Bвa)кaTи piвними HyЛIo. B мaтpиui ДoдaсТЬся o.цин pяДoк; нa цiльoвy
фyнкцiro це нr BпЛине' a системa oбмежень зa,цaчi сTa}Iе сyмiснoto'

Haдa,тi всi вI,клaJц<и ПpoBoдиTиМеMo.шдя Зaкpитиx мoделей TЗ. Boни бyдщь
пplЦaтнi, згщнo з BищескaЗaНИМ, iдля вiдкpитиx мoДелей.

fuя TЗ Ba)I(лиBoIo € Flaстyпнa тeopеМa:

Teopема I.12. Pанz маmpuцi TЗ на oduнuцю лlенuluй вid uuсла piвнянь, moбmo
dopiвнюe m*n-|.

З нaведенoi теopеми виIIливa€' щo кo)кний oпopний плaFI IToBинrн Мaти
(m_|)(lt_1) вiльнихзмiнниx, рiвниxнyлIoj i m + n _| бaзиcниxзмiнниx.

Плaн пеpеBезенЬ TЗ бyлемo IшyкaTи бeзпocеpеднЬo B poзпoлiльuiйтaблицi.
Bвaжaтимемo' щo якщo змiннa хц нa6уд:eзнaЧення а,,*О,тo y вiдпoвiднy
клiткy (i;7) бyдемo зaписyвaTи це з}Iaчен}Iя; Якщo Ж Xi = 0 , тo клiтку Q; j)
зaлиIltarМo вiльнoro. З вpaxyвaнняМ теopеМи 1.l2 oпopнtlйплaн пoвинеH

мiстити m* n -I зaЙнятихклiтoк, реIIIтa бyлщь вiльними.
Я*щo числo зaIIoBнеI{их клiтoк T3 менtпе m*n_|' тo фopмaлЬнo Зaпoв-

нIoIoTЬся I{yJUIМи деякi iз вiльних клiтинoк тaк' щoб зaгальне числo ЗaIIOBЕIен}LK
клiтинoк лopiвнroвaлo m*n_| i викoнyвaлися ни)кЧе вкaзaнi BиМoГи .цo
oпoplroгo IшaIIy.

Bкaзaнi BиМoги дo oпoplloгo пЛaнy нr с сДи}Iими. Oпopнi плани пoвиннi
зaдoвoЛЬtlяTи ще oднiй вимoзi, пoв'язaнiй з циклaMи.

Buзначeння 1.21. Hабip юпin,toк лlаmpuцi пеpевезеItb, в якo.^4у dвi i miлькu dвi
суcidнi клimкu poзtlliщенi в odнoму pяdку абo odнoму сmoвпчuку, а ocmанl7я
клimка набopу леэюumь в mo.Mу эtс pяdку абo cmoвnцi, щo i nеpшtа, наЗLtва€mься
За'\|кнуmuл'цuклofu'.

Ijю сщщнicгЬ кЛiтoк зaписylотЬ тaк :

64
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(i,; j,) -э (i,; jl) + (i* ; j k) )''. + (l,;j,) -+ (i,;:l).
Гpaфiшlо цикJl пpеДсТaвлlяс сoбою зaМк}ryry Лaмaнy лiнiro' лaнки якoi лежaть

тiльки B pядкaх aбo стoвпчикax. Пpи цьoI'ly кoх(нa Лaнкa з'еднус двi клiтки
цикJia.

З нaбopoм к.ltiтoк цIп(Ila пoв,язaнi нaсгyпнi BЛaстиBoсTi плaнiв TЗ:
a) дoпyстимийt плaн TЗ е oпopнllм тo.цi i тiльки тo,цi, кoли iз зaйнятиx циМ

ITЛaнoM кJIiт<эк не Мoжнa yTвopиTи х{o.цнoгo ЦикJIy (aulrклiuнiсгь poзв'язкy);
б) якщo MaeМo oпopний ПЛaн, To ДIUI кoжноi вiльнoi клiтки мoжнa yгBopиTи

тiцьки oдин цикл, якиilмicТить Дaну клiткy i дtеякy чacгинy зaйнятиx клiтoк.

1.6.2. Mеtnоdu noбуdoвu ottopнozo tъlану T3

a) лtеmo d ., 
niвн iчнo - захid нo z o куmа''

Biзьмемo зaкpиTy Мoдель TЗ"
Зaповнення poзподiльчoi тaблицi пoнинaloTЬ з лiвoгo BrpхнЬoгo кyTa

(пiвнiннo-зaxiднoгo кyгa), pцarотись дa,тi зa pяд<oМ BПpaвo' aбo зa gгoвITЧикoМ

вlrиз. Пoмiстимoyклiтку(1; l)нaйменiпеiз |IИceIIа|ib',тoбтo х,,=min(а',b,),
Я*щo Q,> b,, х I=b 1,тo i пеpшrий стoвпчик,o Зaкpитий',' ДлязaпoвHення iнrпих

йогo к.тiтoк BBa)кaсМo, Iцo -Тil = 0 (i = 2.,tn)'

!а.тi, pщaroЧись IIеpIIIиM pядкoМ! ЗaПисyrlvlo y клiткy ( l; 2) нaйменrпr з Ч}Iоел

а.,_b,, b, тoбтo х,.,=min(а,-b,,b,). Якщo ж b, ) a1, To aнaлoгiчнo
..зaкpиBaеТЬся'' пеptшllli pя.цoк, тoбтo Xk = 0, 1k = Йl B цьoму Bипaдкy
I]еpеxo,циNro Дo зaпoв}Iеttня клiтки (2, t) 

' 
B якy зaнoоИI$o х2| = min(сz , b, - а,) '

Зaповнивrпи клiткy (l; 2) aбo (2;I)'пеpexoДиМo.цo ЗaпoBне}lня нaступнoi
тpетьoi к;tiткlt, якa е пiвнiчнo-зaxiднoro в тaблицi без ..ЗaкpиTиx'' pядкiв i
стовпцiв. ПpoдoвхсyвaтиМеМo uей пpoцес.цoTи' .цoки нa якoМyсь етaпi не
BиЧеpIIaIoTЬсяpесypси а,,,iбуЦуьзa.цoвoленiпoтpебиb,'.oсгaннязalloвненa
клiткaлежиTЬ B oсTaннЬoмy,?-Ivly стoBпникy i B oстaнHьol\ry m-NIу pядкy'

ПpuюшD 1.8. ЗaпpaвиЛoм ..пiвнiчнo-зaxiДнoгo кyТa,, склacти пoчaткoвий
плaн TЗ, пprДсTaBленoi тaблицеto

сI

D

40 25 20 50

60
40
Jf

5
Аa

7

А
I

2
a

I

6
5

2
J

+

li!
r

li,
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Poзв,язoк. oскiльки BикoFIyсTЬся yМoBa 2 o, =tu, =l35, тo зa.цaчa с

збaлaнcoBaнolо. B клiткy (l; l) po.nool,l".,oi,=]aблицi пoмiщarМo
.r, , = min(60,40) = 40 . Поrpеби пеptl]oгo сToBIItIикa зaДoвoленi пoвнiсгto, тoмy
пеprшltй сгoBпчI{к з ПoдzulьllloГo poЗгляДy BикJIIочaеTься. Зaлишoк вaнтaжy вiд
пеpIIIoгo пoсТaчaлЬникa (60-40=20 oд'), з BpaxyBaннЯМ пoтpеб .цpyгoгo
спo}ивaчa, пoмiщaемo в клiткy (|;2) х,,= min(20;25). B цьoмy випaДкy зaпaс
пеpшIoгo пoстaчaльникa Bичrpпaний. ПеpеxoдиМo .цo poзпoдiлy BaнTa)кy
дpyгoгo пoстaчaлЬI{икa. B клiткy (2; 2) пoмiшaсмo неoбxщнy кiлькiсTь вaнTaжy
х,,= min(40;5)=5. B цьoмy випaдкy пoтpeби дpyгoгo спo)киBaчa зaДoвoпенi
пoвнiстio' flpyгий стoBIIЧик з пoДa,tЬшIoГo poЗгля.цy BиклIоЧaсTЬся. Зaлltrпoк
вarггaщ,вiд.цpУгoгo пoсТaЧaJlЬllикa, З Bpax}ъaнrrlМ пoтрб тртьoгo, пoмiщaeмo
в клiткy (2: З)' тoбтo х,-.= min(40_5;20). Пoтpеби TpеTьoгo спoжиBaЧa
зaбезпеченi пoвнiФ}o' Зa.гrийoк Ba}ITDКy.цpyгoГo пoсТaЧaЛЬникa' З Bpaхyвa}I}lяМ
пoтpеб ЧеTBеpтoгo спoжиBaчa, пoмiщaемo в клiткy (2;4),тoбтox,o= min(l5;50)
= l5. B ЦЬoМy Bипaдкy зaпaсдpyгoгo Пoстaчaпь}Iикa вичеpпaний. Пеpеxoдимo
дo poзпoдф зaпaсy BaнTalкy тprтЬoгo пoстaчaлЬникa. B клiткy (3; 4) пoмiщaсмo
неoбхiлнy кiлькicгЬ вaнтaжy x.o= min (3 5 ; 3 5)= 3 s. Mи oщимaшl пoвний poзпoдiл
Baнтa)кy i poзпoдiльчa тaблиця МaTиМе вигляД

П.пан ]

Пoстaчaльники
Cпoя<ивaчi

ЗaпacиB' B' B. Bд

A1
40 20

Ц Itr 60

A2 a
5 20 15

40

A3
liL- tT

L-:
t\
L-:

35
J)

Пoщеби y
вaнтaжi

40 25 20 50 135

Цьor'ry гшaнy вiдпoвi.цaють Bитpaти

f, = 40' 5 + 20. 4 + 5. 2+ 2О.6 + 15. 3 + 35. 4 = 595oд.

б ) меmod,uiнiмальнoi, ваpmo сmi
ХapaктеpниМ ДJIя ДaнoГo МеTo.цy r Tе' щo poзпoдiл BarrTa)кiв IIoЧинaсTЬся З

клiTки, Що вiдr93цaе нaйменrпoivfyтapифy iз всiсiтaблишiтapифЬ с.; . Уклriткy

з нaйменrпим тapифoм пoмiщaloть нaйменtпi з ЧисеЛ а, i b ,. Пoтiм iз poзгляДy
викJIIочaIoть pяДoк' щo вiдпoвiДaс пocтaЧaJlь}Iикy' ЗaПalИ якoгo пoвнiстro
винеpпaнi, aбo cгoвпчик' Щo вiдпoвiдaс спo)киBaчевi, пoтрби якoГo пoвнicгIo
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Зaдoвoленi. Мoже BИЯBИ.rИсц щo пoтpiбнo виклroЧaTи pя.цoк l стoвпчик
oj{}IoЧaсHo, якщo пoвнiстro poЗпoдiлеllий Baнтaж пoстaчaJlЬникa i пoBнiстю

зailoBoJiе}Ii пoтpеби cIIoжиBaЧ a. !aлl' з тaблицi Tapифiв зI{oвy вибиparоть
нaймeнrпий i пpoцес poзПoдiлy пpoДoB)I{yloть.цoTи, Дoки бy.цyTь poзПoДiлеI{i

всi зaпaси i зaдoвoленi пoтpеби спoживaчiв.

Пpuклаd /.9. ПoбyдyвaТи пoчaTкoвий IIпaн пеprBезеI{Ь Метo.цoМ Мiнiмa.пьнoi
вapтoстi для TЗ пpик.rraдy 1.8.

Poзв,язoк. Haйменlпий тapиф мaе клiткa ( 1 ; 3), C ,, = I. Toмy B дarry клiткy
пotntiщaемo кiлькigгь Baнтaжy,rlз=min(60; 20)=29 i виклroчaeмo iз пo.цaлЬIIIoгo

poзглядy тpетiй сToBпчик. Знoвy BизнaчarМo клiткy з нaйменtшим тapифoм

C,. = C,, = 2 . ПoмiстиMo' нaпpикЛaД, неoбxiдну кiлькiсть вaнTaжy в клiткy
(1; 4): J,o = min (ьо _ zо; 50 ) = 40 . Пiсля цЬoгo BикJIIoЧa€тЬcя з poзгЛяДy

пеptший Pя:foк. B клiткy (2; 2) пoмiщaсмo кiлькiсTЬ вaнTaжy
x'" = min (+0;zs)=2s i виклroчaсмo iз пo.цaЛЬшIoгo poзгЛЯДy ДpyГий
стoBПЧик. Сеpел тapифiв' щo ЗaлИIII|4IIИся, нaйменrпий тapиф МaIoTЬ клiтки

Q,Цi(3;2) c., = C,, = 3. Aле l]pyгий gгoвпчик виклIoЧений iз poЗгЛяДу. Toму
зaBaнтaжyсмoклiткy (2;4): х,o - min( 40 - 25; 50 _ 401 = min( 15; l0) = 19

i викцючaсмo з пoД,UIЬIIIoГo poзглЯ,цy чсгвеpтий сгoBIТЧик. Hoвий нaйменurий

тapиф сеpед тapифiв, щo зaJ|ИLnwI'7сь, бy.Це Czl = 4. B клiткy (2;l) пoмiщaемo
BaнTa)к в кiлькoстiX,,= min (15_l0; 40) = min (5; 40) = 5 i виклtoчa€Мo з

пoдaЛьIIIoгo poзглядy Дpyгий pяДoк. Ha oстaнньoМy етaпi беpемo еДиний
неBикpеслений пеptпий стoвпчик i еДиний тpетiй pЯ.цoк, .цjIя якиx Мa€Мo

зaгa,тьнy вiльнy ютiткy (3; l) з тapифoМ сз1 = 7 . B rцo клiткy пoмiшaсМo зaJIиlIIoк

Ba}ITax{y x,, = min(35; 40 - 5) = 35 . B pезyльтaтi пoвнoгo poзпoлф вaнтaжiв
oтpимyeМo нaсгyпний ПoчaTкoви Й ллaн

План 2

Пoстaчыrьники
Cпoживaчi

Зaпaси
Br Br B3 B4

A1
l.

lj U Ц
ZU 40

60

A2
5 25

l(
L_i

10
40

A3
3s

t':
L-: r 35

Пoтpеби y
вaнтaжi

40 25 20 50 135

Ё
,fl'

;,
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Blттpaт и }Ia пrpеBезення бyдyть
.f, = 2О' 1+ ц0, 2+ 5. 4 +25' 2+ Io 3 +35. 7 = 445 o ц,

Зауваercення l,I0. Пopiвнююttu вu|npаn1u rш nеpевеЗеIttrtя, ,,ttll баЧufutо, що
noча|nк()вuЙ njlaн, Оrnpu,\l{tнuti меmоdoм ,,lvtiнiмaльttoi. 

ваpmосmi,,, € кpаLL|u.II,
нi эю пл tl н, onlp uма ltu й ме mo d oм,, n i внiчн o - З а х i d н о z o Itу n1а'''

1.6.3. Memod nomенцiалiв dля nepeвipкu onmu.|'ult'носlпi n.uлну T3
Метoд пoтенцiaлiв пpизнaveниЙ Дляпеpевipки oпopнoгo IТЛaну TЗ lra

oптиМaJlЬнiсть. lля цЬoГo кo)rGIoMy пoсTaЧаJIЬникv i кoжноМу спoжива.1'евi
стaBл5IтЬ y вiдпoвiднigгь певнi числa u; (i =|,m) i v , ti = l,li) , якiнaЗиBa}oтЬ
вiдпoвiднo пoтенцiaлaМи llogгaЧaJlьникiв i спожltвaчiв.

Метoд пoтенцiалiв бaзyсться нa теopеМax тооpii пoтенцianiв, якi гtoдамo бе:з
ДoBеДень.

Teopелоа 1.I3. Якщo nлсtн I' 
- 

= {,; } тз , ot1mu"п|аJ.lb|1tt.,\,!, tnо йо.му вidпoвiпас

сuсnleJ|4а з m* n чuсел ui i v-,, яliсt заdoвОльI!я€ у14oвu..

+v,=сцdля";,0 1i=|m),

u| + v-, 1с,j d,lя,, = 0.

Teopема 1.14. Якщo t1pu пidсmанoвцi кoмпoненn1 onm,ul|{{lЛьrl{}zo njюIlу в
сuсmему tlбмеэtсень вuхidнoi.заdачi i-mе oбмеэtсеltltя|lеpеmвОp|{)€ffIbС'Я

в неpiвнiсmь, mo i-mа кo.мnoнеrtmо onmuмаJlьнo?o I1ла|1у TЗ dopiвнкlс
нуjlЮ.

З теoрми l. 13 вlrгшrиBar' щo дJIя oIlтиMaтlЬtlосгi oпоpнoгo rUIaну необхiдне
Bикolla}iня НaступHих yМов; a) д;lякoжнoТзaпoвнснoiклiтки (i; j), (х, > 01 ;

u, * v, = сi',6)ДЛякoжнoiнезaпoвHеI{оiклiтки(.т' = 0) : ui + ,-*i 1Сii'тoбтсl
n"ui +v1-C;1 <U.

Пеpевipкy oПTиMaльнoстi п-пaнy МетoдoМ пoтенЦiaлiв пpoiлroсTpуel{o Ira
пpиклaдi.

Пpaшаl 1,10,Зayl'IoBo}o пpиклaдy 1.8 знaйти oПTиМaJIЬний плaн ТЗ.
Poзв'язoк. З пpиклaлy 1.9 гr,чaн 2 е oпopним, oскiльки зaIIoBнrI{иx клiтинoк

e m+n-1=3+4- 1=6. Пеpевipимo йoгo нa oпTиМaльнiсть,зaписaBIIIи
нaстyпriy сисгемy piBнянЬ ДIIя Bизнaчeння пoтеIlцiалiв.

Ё
#
A
&
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Ll, * v, =7.,

Lt, * vo =2,
ttr*vr=4,
Lt, + v, =2,

||2 + |,,4 =з,

Ll.* * v, =7.

Неxaй il. = 0, oтриМaсIv{o:

Ir = -1,
Иz =0,

Из =3,

,.-nУl_т'

lz=2'
Vз=2o
Уц = З.

oцiнимо НезaпoBненi клiтинки:

(1; 1):.{r +ur -crr = -l+4-5<0, (l;2'): ur*vz-ctz=-l+2-4<4,

(2; 3): и. +1,,x -C2з=0+2_6<0' (3;2): uu+v1_caz=3+2-3>0,

(3;3): Lц.|vз_C3'. =3+2-5<0, (3; 4): u,+v;_Сзц=3+3_4>0.

Умoвa опTиIvfаJIьI{oсTi IIopyшIyсться B.цBoxlО,Iiткax (3; 2) i (3;4). Зaпoвнимo

клiткy (З;4) зa цI{I(лoМ

(3;4) -) Q; a) ) (2;1) -+ (3;l),

пермiЩaюшl вaкгa:к в кirькoсгi min(10;35)= 1 
g. Blгpaтlт пpr,I IдьoМу зil{iнiorсrгься

r,a(Г3+4-7) . min(10;35) = _2'|0 = _2a i дopiвнroвaтиNrутЬ 425 oдиниць.
oдеpжaний гшaн ЗallиlшеМo y вtlглядi нaст.vпнoi poзпo.цiцьчoi тaблицi:

T
--д
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План 3

Постaчaльники
Cпoживaчi

Зaпaси
B1 B2 B3 B4

A1
I(
t_i V l-"t

20 40
60

A2
t5 25

ш l- 40

A3
25

L:
t0 3s

Пoтpеби y вaн-
тa)кi

40 25 20 )U 135

vl:4 vz:2 vз:0 vq: l

Пеpевipимo oTpиМaний poзв'язoк }Ia oпTиМ&цЬI{iстЬ. !дя цьoгo зaпиIIIeiиo
сисгrMy piBняtlь .цJIя знaxo.фкення ПoTенцiaIIiB :

ur*vr=1,
Itr*va=2,
ur*vr=4,
Ltr*vr=2,
l,l, *v, =7,

u, *vo = 4.

oцiнимo незaпoBtlенi клiтки:

(1; l) : u|+v|_Cll =1+4_5<0, (|;2):u|+v2-C|2=|+2_4<О,

(2:3) : u2+v3_ C2з =0+0_6 < 0, (2;4) : u2+v4_C24 =0+1_3 <0,

(3;2) : uз+v2_ C32 =3+2_3>0, (3; 3) : uз+vз_Cзз=3+0_5<0.

Умoвa oптимaJIЬI{oстi пopyrпyrться в клiтцi (з;2),Тi бyлrмo ЗaIIoB[IIoBaти'
зpoбиBшIи пеpеpoзпoдiл вaнтaжy' зa цикJIoМ

++
(з,2) -+ (2 '2) -+ (2,L) -+ (3'1).

Пpи цьoмУ BИтpaTI4 зМrIIшIaтЬcЯ Нa (3_2++1).min(25;25)= _2.25= _5a
o.циtlиць i дopiвнroBaтиМyTЬ 375 oдvlнуlцЬ. oTpиМarlvro нaстyпrrий плaн
пrpеBeзеI{ь:

70

ufl

uz:0

uз= 3

Hехaй v,

Цt =I,
Иz =0,
Цз =3,

= 0, oтpимaсмo:

v, =4,
v, =2,
lr, = 0,

vo =1'

l
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План 4

Пoстaчaльники
Cпoживaчi

ЗaпaсиB' B2 Br Bд

А1
t'
L: U ш

20 4A
60

А2
40 0

ш li
t_: 40

A3 J
25

t-: ш
l0 з5

Пoтpеби y Baн.
Тaжi

40 25 20 50 135

vt :3 vz:| yз:l vц:2

Цf0

Ц2=|

uз:2

Пepевipимo пЛaн 4 нa oптимaЛЬнiсTЬ. Склaдaемo сиcтoN,ty piBняI{Ь.цля
3[IaxolpкrнI{я пoTfl{цiaлiв :

Lt, * v, =1,

u. lvo =2,
l,tr*v,=4,
u. *v. =2,
Llr*vr=3,
ur*vn=4,

Hrхaй И, =0,Тo.цi:

И,=0,

И, =|,
И,=2,

oцiнимo нrзaIIoBtIенi клiтки:

v.
I

v
2

v.

v

(1; 1): ut+\-cr =0+3-5<0,
(I;2) : ut +v. - ct2 =0+l -4 < 0,

(2;З): u2+ v._C2з =1+1-6 < 0,

(2;4): uz+v4-cz4=l+2- 3< 0,

(3; 1): uз+v|_C.,t=2+3_7 <0,

a
=1 J,

-l- l!

-1,
-.)

71
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l*G

(3; 3) : Ltз+vз-CЗз =2+|-5 <0.

Як бa.lимo' .цля всix незaпoBнеI{иx клiтиrIoк Bl{кoнyстЬcя yМoBa
oптимarгьнoстi.

Звiдси BиiшиBaс. щo шIaн * =(, oo ; 
,: 

1l . on',n,aJlЬниМ. Пpи шьошlу

t - 2s 1o.J

{ = 375.r nПt|

Кoнтpoльнi зaпштaнIIя тa зa.цaчi

1. Якi ЗЛП належaтьдo ТЗ?
2. Cфopмyлюйте TЗ зa кpитеpiем вapтoсгi.
3. ЯкиЙB}Iг;IяД lv{a€ poзпoдiльua тaблиця TЗ?
4. \aiатeBизнaченHя мaтpицi тapифiв T3.
5. Щo нaзиBaстЬся плaнoм ТЗ?
6. Якl,lЙBигляД МaIоть цiльoвa фyнкuiя, сис]ЕI\{a обмежень ТЗ?
7 . lairceМaТеМaтиЧне фopмyлroвaння ТЗ.
8. Сфopr'ryлюйте кpитеpiй iснyвaння дoпycгиlv{их poзB'язкiв ТЗ.
9. Якa TЗ нaзиBaсTься зaдaчеro зaкpитoгo ].ипy' a якa _ Biлrкpитогo?

10. Як TЗ вiдкpитoгo типy 3Bo.цитЬся дo зaдaчi зaкpltтoгo тl,rпy?

1 1 . Чoмy лopiвнIое paнг Мaтpицi TЗ?
12. Щo нaзиBaстЬсЯ зaМкненишt цllклоьr?
l3. Якi влaстивoстi oпopнoГo гIJIa[ry BизнaЧaIоться нaбopoм клiгoк щllклу?
14. ЯкiBи знaсте МеТoДи пoбy.Цoви oпopнoГo плaнy?
l 5. [aйте кopoткi хapaкTepl{стики метoдiв ..гtiвIriчнo-зaxi.цнoгo кутa'',

..MiнiМaJьнoi вaщoсгi',.
|6. fuяЧoгO викopистoByеТЬся Метoдпoтеrlцiaлiв i в вoму йогo сyть.l
17. Метoдoм..пiвнiчlto-зaxiднoгo'' кyTa i мeтoдoм..мiнiмaльнoiвapтoсгi''

скJIaсти oпopний плaн TЗ i пеpевipити йtoгo Ha oпTиМaльнiст.ь. Кpитеpiй
olТгимaJlЬrlocгi _ мiнiмiзaцiя зaгaпьЕtих зaтpaт.

I
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1.7. [.{iлoнисЛoве Пpoгpaмyвalrня

1.7.I. Поcnюнoвка заlачi цiлouucловozо ЛП
Cеpел екoнoмiчнИхЗaДaЧ чaсTo зyстpiнaюTЬcЯЗaДaЧi з вимoгoIо цiлo.

чисельнoстi всix aбo Чaстин и зМiнниx' якi oлеpжalи нtшвy ЗI.{ЛП aбo чacгкoвo
цiлoчислoBoгo пpoгpaМyBaнrrя. B ЦлП змiнlliнaбyвaють iнrпoгo Bиглядy не
[rепoprpвнo, a зa ДoПoМoгolo дrякиx цiлиx знaЧенЬ. !o цiлoнисЛoвllx Зa.цaЧ
ЗapaxoByloть зa.цaчiITpo poзкpiй мaтеpiaлy гIpи yмoвi oдеpжalrня мiнiмyмy
вiдxoДiв. зa.цaчi пpo пepеBезеннЯ непoдiльнoгo BaнTaжy тa pя.Ц iншrиx.

B дaнiй тeмi ми oбмежимoся лиIIIе poзГля.цoМ зЦЛП, якa фopмyЛIoстЬся
HaсTyПнpIМ ЧиI{oМ: знaйти плaн f - 

= (xi- ,,..,; хi) , зa якoгo цiльoвa фyнкцiя

^дJ = L.сiхi
J=t'

Дoсягaс нaйбiльrшoгo aбo нaйменrцoгo знaчrl{н Я lIpИoбмеженняx

f o,,*,{<,=,>}b, Q =l,m),

"; 
>0 (j=Й),

х' _цiлiЧислa.

(1.41)

(r.42)

(1.43)

(r.44)
ПopiвнrorоЧи Дaнy Мo.цrлЬ ЗЦЛП iз звичaйнolo МoДеJIлIo зЛП, бaнимo, щo

вoни вiдpiзняIoTЬся JIиIIIе yМoBolo (|'44).
Як ми BжeЗнarМo' eкстpеМyМдпя ЗЛПдoсяГarться в кpaйнiйтouцi oпу-шroi

Ltнo)кини aбo в тo.rцi, якa r oпyклoro.цiнiйнoro кoмбiнaцiсro кpaйнix Toчoк.

ДдязЦЛПТoЧкoloекстpеIfyl\dyМoжr буибуlь.,'IкaToчкaoблaсгiдoгrycТvl|уlvl(,
poзв'язкiв. Toмy Метo.ци poзв,язyвaння ЗЛП не ПpиДaтнi Для 3IfЛП. Taк,
нaпpиKпaд' якщo зaлaту ( 1 . 4 1 ) 

_ ( 1 .aa) poзв'я3yвaти CМ, не BpaxoByючи ylv{oBy

цiлo.tисельнoстi (|,44),To llpи зaoкpyглrннi нецiлиx змiнниx oпTиМaлЬIloгo
iUIaЕIy Мoжнa oДеpжaти плaн' який не е oПтиМaJтЬIIим, aбo [пaI{' який взaга.lti
не зaДoвoлЬняс сиcIrмi oбмежень. oтже, дtя poзв'язyBafIIIЯ ЗaДaЧЗ виМoгolо
цiлoчисельнocтi неoбхiднo poзГлядaтtt oсoбливi МrтoДи oптимiзaцiТ, щo ми i
зpoбимoнaдaлi.

I.7. 2. M еmod вidmuнаtoчuх,'Jlouluн

Cyть дaнoгo метoДy ПoIlягal B ToIиy, щo сIIoчaTкy зa.цaчa poзв'язyсться без
ylvIoви цiлoчисельнoстi. Якщo oдеpжaний гьтaн бyде цiлoчислoBиМ' To зa.цaЧa
poзв,язaнa' iнaкшедo oбмежень зaдaчi неoбxiднoдoдaти I{oве oбмеженrrя, яке
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Мar ITrBI{l BлaсTиBoстi. Boнo IIoBиннo бyти: лiнiйним, вiдтинaти знaй.цений
oпTиМaлЬний нецiлoчиcлoвvlй плaн, }tе ПoBинtlo вiДтинaти )кoднoгo цiлo-
чис.IIoBoгo IIлaнy'

,(oлaгкoвеoбмеження' яке Мaс вкaзaнi влacгltвogгi, }IaзиBaстьсяiIpaв}UIЬниM
вiдтинaнням.

flaлi oлepжalnзaДaЧapoзв,язyсться з Bpaхyвarп{,IМ нoBoгo oбмеженrrя. Пiс'Ця
ЦЬoгo y BиIIaДкy неoбхiднoстiдoдaсться tце oдне oбмеження i т.Д.

Геoметpиннo ДoДaBaння кoжнoгo лiнiliнoгo oбмеження вiдпoвiдaе пpo-
ведеItню гiпеpплoщиFlи' якa вi.цтинaс вi.ц мнoгoгpaнникa плaнiв.Цеякy йoгo
чacгиHy paзol\,I з olTгиМar.ьнolo Toчкoro з нецiлиМи кoopДинutalvга,aле не зaчiпaс
жoДноТ з цiлo чис'гIoвиx ToЧoк цЬoгo MIJoгoП]aн}Iи кa.

Пpuклаd 1.10. ЗнaЙти нaйбiльпrе з}IaченнJI функuii .f ( х,; X,) = X, + 2 х, пpи
oбме>кенняx

,, ) 0 (j =I,2) , X,_ цiлi чllслa.

Poзв,язoк. Poзв'язyroни зaДaчy Гpaфiннш,r метo.цoм' знaй,цемо, щo нaйбiльiше

знaчення дoсягarTЬся в тo.пli в( l |.,z3 l i oopi"*oo. 7. ПpoвелеМo пpmdy x z = 2,t 3 з]
якa вiдтинaс вiд oблaотi лoпyЪтими/знaчень ТoЧкy B. Ми oTpиМaJIи нoBy
oблagrь ДoпyстиМиx знaчень A. B.CDo.

|+х, 
+ 5х,120,

1 
,, *5x, S15,

|2*, _3х" K2,

ш

Poзdin 1, лlнlЙнЕ пP1гPAMУBA|1ня.
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Фyнкшiя f (х,;X,) = х' + 2х, .цocяГae нaйбiльrшоГo ЗнaченF{я B тoчцi
B,(2,5; 2),якедopiвнrос f (2,5;2) = 2,5 + 4 = 6,5.

Пpoво.Цишro lIряtvly X, = 2 , якa вiдтинaс вiд oблaстiДollустиМиХ 3H&ЧeiIF:

Toчкy Ы . )fля oблaстi .цoПvстLII\,tI{Х ЗнatlенЬ А, MС,DО фyнкuiя / .Цосягat.
найбiльrпoго знaЧенFIя в тoчЦi M (2:2) , яке доpiвrriос
.f ('2: 2) = 2 + 4 = 6. Зayвaжимo, ЩO пpoвo.цячи пpяМy X, = 2, ми вiдкllнули
ЗpoзглядyToЧкY А(0;3),Ддяякoi .f (A) = f (0;3) = 0 + 2'з = 6 .Тaкl,llul
чиlloМ'i1iлoчислoвиь.tltpо3в'язкaМI.lс: X, = 2, Х, = 2 тa "rrr = 0, X, = 3,
tюбтo / = f (z: z)= .f (o; 3)= с,.

I.7.3, foIеmod еiлoк i zpанuць

Oсновнy iдеlо мегtэдy гiлoкrpаниЦЬ розгjIянеMo нa пpиKпaДi зaгальнoiзaдaяi
дискpетЕIoгo IrрoГрaМ},Ba}II-Iя' яке зaймaеться ДoолiДжrЕIняIvt екстpеN{а,lЬI{иХ
ЗaдaЧ нa скiн.lенI{иx l\,ttio)киI{aх.

Hеxaй потpiбlltr максitмiзyвaтll фyнкцiro /t7) Зa yМoBи' щo х нaПехtитЬ

деякiй скiнчeннiй lrнoжleнi G. Пеpшi зa Bсе lIIyкaсMo Bеpxню гpalrицIo a(G)

функuii f {T1 нaМнoя{иtli всixплaнiв G. Це oЗнallaс' ЦoдЛявсix Х с G мaс

мiоце неpiвнiсть f tТi < d(G). .Г{a.ri Мнoжиt{у G певним ЧиHoМ poзбивaсмo

нaДекiлькaнеllеретинaюultxпiдtvfl{О)кин G,,G,,...,GrlщoнrIIеprTинaIoться.
Пoтiм Е{a o.цеp)кaнitx пiдмножиItax шiyкaсMo I]еpхIti гpаниrti

e(G),а(G)',.,,a(Gr) фyнкuiТ rtю. Hrxari G. _ пiДмнo}киFla' для якoi

a (G,) > сцG,), i\€ i = tl. Яnщo ТеIlеp нa цiй пiдшrнoжинi знaйдет'ьс",u*. Т-,
_*

uro /(Х )=сl(G,)'тозaдaчaрозв,язaнa:iшaн Х eolrtr,мa,чЬt{иI\,l'Якщотaкий
плaн не 3t{айдено, тo пpоцос розбllття пpoДoв)кyеIr{o, пoЧиЕIaк)ЧI{ з МЕIo]киt{и

G, , ДJтяякoi a(G, ) _ нaйбiльшrе. oскiльки мI{oxинa всix плaнiв скiнuеннa, тo
oПтI,ll\,faлЬниi,i irлaн пiсля скiнченнoгo Числa poзбиrгiв бyле знaйлeний.

Пpuклаd 1.12.Метo,цоlr гiток i гpaниць знaйти нaйrбLчьшrе З}IaЧеЕIня функuii
f =\ +J2 пp}loбмеженняx

x, _ rriлi Числa.

Paзdiл 1. Jlll"tlЙt]E лParPАLlУвАННЯ

[14х, +9.v. <51,
t'

L_6.i*3л,(|,
х, }0, J, )0, XL,

,s
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Poзв'язoк. Бyдyемо oблaс:'ь ДoпyсTиIииx плaнiв.

Pttс. 1']2
ЯкшIo poзгJlяДaTI{ Дa}rу ЗaдaЧy без yмови цi:tсlultсельностi' тo нal-rбiльruе

ЗHAtIеFtня Дoсягас.гЬся в точt{i 
^|. 

*. + l i roplu,,o, + | а ( G 1 =3 l . о.*ьon,.
\Z э) б ( б )"---.-....'

1 < я, ( 2, тo pозiб'срto G на,пвi ЧaсTIIни: o.Цнa З них (G 
r ) мigгllть тi дoпyстимi

ТIлaни'Bя-}tlIX.ir, S1,aBilpyгy (G.) увiliдутЬДOПyсTимiплaниЗ Хt ) 2. Пplt
ЦЬOfoI} He бyле втpa.lе}Io )кoднoгo loпуотимогo цiлo*IplслoвoГo pn,,;,,*y.

Знali/деIvto д.lrя функllii '/- = Ji + .т2 веpxнi vtежi в облaстяx G 1i G2: a(G, ) i
а(Gэ). Для цьoгo pозв'яжемo Двi ЗЛГI: Знal-lти найбi'тьпrе знaЧrння ф},нкцii

!i9 X1 l J2 - Ц1Лl ЧIаслa;

--->
*]

i 

14xr + 9"т" < 51"

l* 
Ur, -t 3.r" d 1.

jo<'r, <l'

i.-r, > o.

б) 
1i+t, + 9л" < 5l.

|_o", *з"" s t,

i,,rr.
L'. " 

o,

i'1
Тd/
ili

4

3

7

1

\

fi

iN
l\
t^l(J
1

0
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I .ni*

Poзв,язyroчи дaнi зaдaчi без yмoви rliлoчисельнoстi. всTaнoBлloсМo, щo

нaйбiльшtе знauення фyrкuii/ в зaдaчi a) .цoсягaсTЬся в тoчцi '(''!] 
l лoгi"''ос

l0 1 2з\. 4| \ /

f , взaлaui б)_втoчцi с|z.-!o 
J 
iлoгiвнloс ; . oскiльки a(G,) > a(Gt) ,

тo poзбивaсмo G, нa двi нdпеpет,инaючi пiдмнo)кини G 2I i G22. a зe.цoдaткoвi
oбмеження вiзьмемo спoЧaТкy хz > 3, a потiм хz 12. Taким ЧинoМ' пpиxo-
диМo.цo зa;]aчi: Знal"ITи нaйбiльпrе знaЧrl{ня функuiТ f (х,; х,) = xl + J2 пpI{

oбмеженнях
в) 

П4х, +9x, ( 5l,
I

I_6x' *3л, (t,
{

| \22'
| *r'3,

X1l X2- цiлi ЧИcЛa:

г) 
|t+х,+9х,15\
]_u,. 

*Зх,1|,

| ''"'
L 0< xr12,

х' . х^ _ шiлi ЧисЛa.t' a

Puс. I. I 4

З pисyнкa BIIДнo' щo ЗaДaчy в) мoжнa нr poзгляДaти, oскiльки Boнa не Maс

)кoднoгo.цoпyстиМoгo Iшaнy; щo сToсy€Ться зa.цaчi г), тo в oблaстi G," тo,lкa
lээl \ ... 61

of 5/o:z)зaдaсiiнецiлoчислoвий oптимaльний плaн З l'"* = ,4 = а'(Gzz)

> a(Gt).

Poзбивrши G,, нaдвi непеpетинaroчi пi.цмнoжинИ Gzzt i G,,,, i взявшtи зa
.цoдaткoвi oбмеженrrя сПoЧaткy \ 12, a пoтiм ,r ) 3 , пpийдемo дo нaстyпнoi
пapи ЗЛП: знaйти нaйбiльrпr знaЧе}Iня фyнкцii f (х':х,) = х| + х2 ПpИ
oбмеженняx
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е)Д)

|4х,+9х.15L
_ 6х, * Зх,1|,
у ))
o1х. З2,
X,,)_З,

oптимa;lьнi плaни ЗaДaЧ д) i e) без yмoви цiлoчlrсельнoстi BиЗI{aЧaIoTЬся
ToчкaMи E(2:2) i Е(3; 1) i f rв) = f (F) = 4, oскiльки

lo4 > f 
^^ 

( B ) = },тoМиМoжеМoстBеp.ц)кyBaTи,щoвточкaxЕiЛфyнкцiя

"f 
(х) дiйснo ДoсЯгaс нaйбiльrпoгo знaЧеII}tя.

Заувамceння 1.10. Пpu poзв'язуваннi кoнкpеmнuх заdач мemodoм еiлoк i
?paнuць onmuмуJ'| неpidкo вdаспlься вidшукаttlu doвoлi швudкo' Ilpome цю
ttpoцеdуpу чaсmo doвodumьcя вuкoнуваnlu баzаmo pазiв, ocкiлькu в хodi
oбчuслень вuнuкас rrcoбхidнiсmь в неodнopаЗoвol||у noвеpненнi назаd в noшуках
|toв|lх ziлoк ,,dеpева,, ]\to}lс]lllвuх ваpiанmiв. У пpuклаdi, якuй llu poзеляdалu,
на.пl не doвoduлocь цьo2О poбumu miлькu mo']|tу, щo f (D)>.f (B), а nomiлt

f{Е)=f(F)>f(B)'

14х, *9х,S5ll,
_6х, *3х,11,
xr) 2,

01хэ12,
xr(2,

Puс. ]. ] 5
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l. 7. 4. Алz оp untw Го'l,tоp i

P. Гoмopi дuтя оТppIМа}Iня rliлoчиспoви"x розв'язкiв poзpoбив алГopиTlv{ , Якkli|
Bикopис'гoвус вiдoму с}Ilvtплекснy llpoце.цypy. Як i в шrетодi вiдтинaтоvltх
IIлoЩиFI, сIIoЧaTку зЦЛП poзв,язyеться без yМoBI{ цiлoчиоельнoотi, Якщo
отpIrмartий pозв'язoк е цLцишt, To зa'цaЧir pозв'язанa. B пpo.i.иltе,кнoмy виIIaДкy
До oбмежrl{Ь зaдaЧi "цoдaетьсЯ tце oДttе' яке Mи нaзBaJIи iIpaBилЬни},I
вiдтrrнaнням.

Пiспя llЬс:гo oщимaнa ЗЛП poзв,язyсTься З BpaxyBa}IIUIM нoвоГo oбмеження.
Пoтiм, якщO пoтpiбнo,.цoДaсTЬся ще oДне вi.цтинaтoче oбмеження i т.д. Дo
oTpиМaн}rя пoвнicтю цi,тoчислoвoгo poзв'язкy зaдaнi.

ПpипyотиI{o' щo B pеЗyлЬTaтi poзв,язyвaння CМ кaнoнiчнoi ЗЛП ( l '4l ) 
_

(l'43)oдrpжaJl,roIIтиМалЬHийгьтaн (D,o;...; brn.,.,,;b,,u;0;..';0)'вЯкoщ/'нaIIpик.
лaД, b 

t, a 
_ нецiлa кoМIloненTa. Неpiвнiсть

b0,,.,ir,,*, +."+bo,h, a b*rl, ( 1.4s)

сфopмoвaнa Зa fr.им pядкоМ' Boлo.цiе всiмa BЛaсTиBoсTяМи пpaBиJiЬI{oгo
вiДтlrнaння'

B (l.45) сиМBoЛ {..} oзiraнaедpoбoву чaстиЧy Числa.
Buзночеttня.I.2I. f,poбoвою ч(uсmuнoto \а} нuсла а ltатuв(:tomь piзнuцto

л-tiэк,цшlt Ч|.lсjloмI i Йozо цLloю ч(Iсmuнoю |а j, moбnю найбLlьtutlьt цiлu.lt чuслo]v'
яке не r|еpевuLцус a'

Haпpик.пaп,якlцO u = s|',o {']} ='? _|'3-l =, ! _ s =], "n*o 
а = _2,6,

ТO {- 2.6}= _2,6 _Fz51! _,,u'-,,!з) =ъ,/ 
7 J 7 1

,Цдярзв'язyвarшя З!ЛП (1.4l)_(1"44)викoplrсToвyloТЬнaсгyгrrптйалгOp}IТМ.
1. СМ pозв,язyемo ЗЛП (t.41)._.(1.43). Якшoвсi кoмпoне}IТI,IoПTpl}{aJlЬ1{oгo

пЛal{y цiлi' тo вiн с oптиМaлЬнllМ i для 3ЦЛП (1.4l) - (|'++1. Якшto ЗЛП
(l.41)_(1.43) неlraёpозB,язкy, тo i ЗI-{ЛП (l.4lН1.44) тaкoжнешtЕtсpoЗB'язку.
Якщo )к сеpед кoМIloнеt{т ollтиМaлЬHoгo tIJIaI{y е нецiлi, тo пеpеxo.циIv{o дo Ir.2.

2. Сеpед нецiлиx кoмпoнrнт вибиpaеМo кoМпoненTy з нaйбiльIIIoю
.Цpoбoвоtо чagгинoro i зa вiшloвiдrиМ pЯДкol\,t сиМIUIекснoiтaблицi, якa мigгIтгь
нrцiлoчислoвий oптимaльний IUIaн' бyлyемo пpaвиЛьне вi.цтинaння ( 1.45)'

3. Hrpiвнiсгь (1.45), BBеДе}IrUIМдo.цaTкoBoiневiД'емнoiцiлoчислoвoiзмiннoi,
пrpетвoploеМo B еквiвaлентне piвнянIrя i включaсмo йoгo B сиМIIJIекснy тaб-
лицro з нецiлoчислoвиМ oптиМaJIЬниМ ПлaнoМ.

4. oдеpжaнy poзIIIиpенy ЗЛП poзв'язyемo CМ' Якщo o.цеp)кa}IиЙoлти-
мальний плaн бyде цiлoчислloвим, тo ЗЦЛП (| ,4I) _ (| .44) poзв'язaнa, iнaкlпе
пoBеpтarМoся.цo п.2.

BO Poзdiл 1. лll.|IЙHE I1PoгPA|V|УBAHня.



Я*щo ЗaДaЧa Мaс poзB'язoк в цiлиx Числaх. тo пiсля скiнченнoГo Числa
iтеpauiй oпTиIvIаЛьний цiлoчислoвий плaн бyле знaйлений. ЯкшIo ж в пpoцесi
poзв'язyвaння з'яBиTься pя.цoк з нецiлим вiльним члrнoМ i pеrптoro цiлиx
кoефiцiснтiв, тo вiдпoвiдне piвняння не Мa€ poзв,язкy в цiлиx Числax. B цьoмy
виПaДкy i.цaнa зaдaчa не Мaс цiлочислoBoГo otIтиМaЛЬI{oгo IIлaнy.

Ilpuклаd 1.13. Знatтти нaйбiлЬllIе знaчення фyнкцii "f =2х,*3х, пpи
oбмеженнях

Jt >0, хz20',т,, x,_ЦtлiчиcJIa.
Poзв,язoк. Poзв'яз}тони зaдa.ry без oбмеження цiлoчисельнogгi змiнниx CМ,

oДepx(ilли oпTиМaлЬIIии IIЛaн.
Зa pядкoм змiннoi х|) Я|<a нaбyлa нецiлo.

числoBoГo знaченIlя B oПTиМaльнoМy плaнi, Уt

бyдyемo oбмеження(I,45) X1

I/rlr,*l%lr,rVrI, %r.*%r,r%. x2

BвiвtшидoДaткoвyцiлoЧислoвyзмiннy уo2О, f
oДеpжимo уo = % у, +% у, _%. .{oпoвнимo
пoпеpе.цню тaблиЦlo Ще o.цниМ pядкoМ i, пpoвiвtпи oдин кpoк IIеpеTBopенЬ
Жopлaнa.Г aУ слa, М aТиМеМo :

-l -l

)5 -%
0t
1./_/з 

\7з)

l8
t,/
7з

8

-%

%% 2sv/5

|3х,+5х,36a,
i3x' + 4х,1З4,

[", = 
*,

Уt

л|

}з

f

.У1

Уl

l8
o,/
7з

8

oпTиМaльний цiлoчислoвий плaнЗ
у*

oстaннЬol TaoЛицl oтpиMy€Mo
=(2;7), f-u*= f (2:7)=25.

-1 -l
r/ _4//з /з
0l

Y, -%
t-2

_у, 
%

у, -%

I
lm
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Контpoльнi зaпитaшня Тa задачi

l. Якi зaдaчi вiднoсять дo зЦЛп?
2. Як фopмyлroсться 3ЦЛП?
3. B нoмy piзниця мiж мaтемaTиЧниI\,tи мoдеJIяI|lи 3лIT i ЗtIЛП?
4. Чoмy lvlетoди poзв'язyвaння ЗЛП I{е придaTнi дrrя poзв'язyBaI{Hя ЗЦЛIT?
5' Якi Bи знaeTr мrToди poзв'язyвaння З(.ЦП1
6, Якe oбмежeння нaзивaстЬоя пpaвиJIЬниIvt вiдтинaнняьr?
7. B нoмy сyТЬ Мrтoдy гiлoк i гpaниць?
8. Щo нaзивarтЬся ДPoбoвolo чaстинoro чtlслa a?
9' Як бyлyстЬся пpaвиJIьне вiдтин&t{IIя B алгopllтмi Гoмopi?
10. Bкaжiть oснoвнi tIyЕIкти aJIГopиTМy Гoмopi.
l1. Метoдoм вiдтинaloчих плoщIlн знaйти uiлi poзв'якl,t ЗЛП, пpи якиx

фyнкцiя /.Цoсягaс нaйбiльrпoгo знaЧеIlI{я:

в)

| ;r, - .r.

I '; "',
|"+,. * з,.

a)

{Зх,_2х,24,
l зri + х,23,
[2.т'+х,56,
х, 2' 0,i =П.,
f =х,*х2.,

с)

Г л-
{

[2x, +

"1)0,
f--J -^l

б)

Г ,,nх,(5,
{

|3х,-2х,> --2,

.ri20,-т,)0'

f = х,+3х,',

a)

[-д *.r, S1,
1

[х.+2.r,<l0,
"r, )0,x, )0,

f = х,*3х,i

б)

{Зх, 
-2х,2' -2,

[ х. +2х, S8,

.r;)0,i=fl,
,f = х,+3х,|

+l<0,

-1Э 0.

-24{0,
4>0,i=1,2,
f = х, 1.2х'.

1 2. Мeтoдoм гiлoк i гpal{ицЬ зI{aйrги цiлi pозв,язки ЗЛП. при якиx фyнкuiя /
дoсtrar нaйбiльrцoгo з}IaЧеши:

.r"+l<0,

.r;-12S0,

l =.ГЭ.,

* xz'

. l3. BикopистoByloчи aлIгopитМ Гoмopi, знaЙги цiпi poзв'язки 3ЛП, пpи яких
фyнкцiя ,f дoсягae нaйбiльrцoгo знaЧrl{ня:
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B)

{ъ* ъ -,Ч =9
i
['Щ -aq _Jа =3

л' }Q;=ц,

f =ц+3\,,

83

б)

Г2х,+х.<7.

l* *0." 
= 

t,

[т., s +.-

;т, )0,х, )0,

f =2.rr+5xr;

Д)

I zх,+ х.,_610,

l2n+ 
4х, _ l0,S 0,

|х,+2х,-2> 0,

х,)0,x,)Q,
f = х,* х,.

a)

[r, 
+.[xz > в'

l', s+,

[24 s s,
.r,}0'л,)0,
r =2х,+3х,;

г}

Г_д*2х"S4
i

i2х,+3х" <8

l;, s3
I

[,т, S l
.т, ) 0'x, } 0'

f =3х,* х2,,

I
lil
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гPAФИIMЕPЕ}I{I

2.1. Зaгaльнi пoняття

Tеopiя гpaфiв.цar пpoстий, дoстyпний i пoтyжний iнстpумент пoбyдoBи
мo.целей i poзв'язyвaння Зaдaч впopяДкyBaння oб'rктiв. !o них вiДнoсЯ"ГЪcЯ
зa-цad теopii a.пгoprпиЬ' тaктиtl}Ii Ta лoгiннi, пpoблеr'шr пoбyлoви сисгем зв'язкy
тa.цocлi'цжеI{}tя llpoцесiв пеpе.шaнi iнфopмauii, метoди пoбyлoви елекTpиЧ}Iих
Меpеж' зaдaчi iдентифiкaцiiв opгaнiчнiй xiмii, пpoблeми BиJIBленняcгpyктypи
сoцiaльнlос гpyп, iгpoвi зaдaчi тa iнrпi.

Сеpед екoнoмiчних зa.цaч слliд вцзнaчити зaдaчi кaлеrЦapl{oгo IIJIaIlyBaI{ня
пpoмислoBoгo Bиpoбництвa, paцioнaльнoгo poзМiщення i пеpевезення
пpoлгyкun..

Baхсливе мiсце вцвoдиTЬсЯ зaДaЧaМ IUIaнyBarrня Ta yпpaвлiння нa МеpоI(ax:
мiнiмiзaцiя меpежi' Знaxoдження нaйкopoтuloгo МapшIpyтy' BиЗнAЧення
мaксиМаJrЬнoгo Пoтoкy, мiнiмiзaцiя вapтoстi пoтoкy в меpежi з oбмеженими
пpoпyскниМи здaTнoстяМи.

3ayвaжимo' щo Bищrнaве.ценiзa.цaчi плaнyBaнн'I тa yпpaвлilrllя нa Мepе)кax
мo)кнa poзГЛяДaти тaкoж як ЗЛП. Бiльrп дcгaльнo ми tx poзглянемo в 2. 5.

Кpiм мoви теopii гpaфiв зaдad впopЯДryвal*Ul oб'сктiв мoжнa фopмyтповaти
в теpмiнax теoрii мaтpиllь 3 еIIеМенTaMи rryлЬ-oдин' aбo мiнyс oДин.HyлЬ-o.цин-

двa' Цi питaння Iии poзгJlяtleмo в2,4.

2.2 Heopiснтoвaнi гpaфи

Buзнaчeння 2. I. Гpаф - це суKуnнiсmь нenopoъlсньoi мнoэtсuнu (mouoк ) V
i мнoэrcuнu (лiнiй) E, мiэю якuJуtu вulначенo вidнoшення вidnoвidнocmi
(iнцudенmнocmi) &, npuuoму кoэtcнuй елеJЙенm lе Е, вidnoвidае dвoм
eЛe.^4енmал4 v, , v, С'V .

Елементи мt{o)ки}Iи V нaзивaloТЬ веpuаuнамu rpaфa G i пoзнaчaloтЬ
BеликиMи бyквaми А' B, С..,,aбo цифpaми |,2, ,.. . Biдпoвi.ц}Io eлеI\.{еIlти
мнoжlшинftиBaютt peбpа"l,tuiлoзнaЧaIoТь (,4;B)'U;С)'..., aбo(l; 2),(1';3),,...
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Гpaфи, B якиx Мнoжини E i V _ скiнченнi (пopoжня Мнo)ки}Ia Taкoж
poзгля'цarTЬся як скiнvеннa)' нaзиBaloтьcя cкiнченн|lJуIu.

Зayвaxсимo, Щo Мнo)кинa E (aлeне И) мoже бyти пopo)кнЬolo. Кaжyть' щo
гpaф вuptld,lюенuйтoДi i тiльки тoдi, кoли вiн не мaс pебеp.

Bеprшини, якi не нaлежaтЬ )кo.цнoмy pебpy, нaзиBaIoTь cя iзoльoваншмu. oг.lкe,
B Bиpo,ЩI(еЕIoМy гpaфi всi веptпини iзoльoвaнi.

Bеptпини v, i у', якi вi.цпoвi.цaють (iнцидентнi) pебpy / , нaзивaють йoгo
тpаl1uч|tuмu moчкаJ|uu. Iнкoли кal{tyTЬ' щo вoни з,еднyloться pебpoм / i
Пoзнaчa}oTь l - (v, &v,).Я*щo V, =V",тo / нaзивar^ГЬcЯnеrшею.

Пiд nаpалeЛьнuJ||u poзyмiють pебpa ц i 12, ДЛЯ якиx /' - (v, &v') i
l, - (v, &v,) ' Зoкpемa, двi петлi, iнци.центнi oднiй i тiй же веprпинi, r пapa-
леJIьниМи.

Кaжщь, щo BеplIIини у, i v, сумiэrcнi якщo iснyсxoнaб oднеpебpo | тaкe,
щo / - (v, & v'). Зoкрмa, BеpIIIи}Ia У 

, 
сyt,liжнa сaмa з сoбolo' якIцo iснyе псгrrя,

iнциДентн av, :впpoTиЛежнoМy BиПaДку y, не Мoже бyти сyмiжнa сaМa 3

сoбoтo. Aнaлoгiчнo pебpa l, i I, нaзивaloть сулtiэtснш\!|l'якIllo Boни МaIоть' пo
кpaйнiй мipi, oДry спiльнy гpaниЧ}Iy ToЧкy.

Зaрaжимo, щo сyшliжнicгЬ е вiДнoшIенням мilк.цвoмa пoдiбгпаМи елеМенTaМи
(мiж веpruинaМи, aбo мiж pебpaми)' тo.цi як iнцидентнiсть с вi'цнorпення мiж
piзнopluниМи елеМеFIтaМи.

Baзначeння 2.2. Чucлo peбep, iнцudенmнuх веptuuнi v, (пеmля вpахoву€mbcя
Dвiui), наЗuва€mься сmепене]\4 веpu,luнu v, i noзнача€mьcя 6(v,) .

oтже' веpIIIинa v, _ iзoльoBaнa' якщo 61v,1 = 0 . Зoкpемa, для всix BеpIIIиrr

vj виpoдженoгo гpaфa 6(vi1 = g.

HaгoлoсиМo }Ia деякi BлaсTиBoстi гpaфiв, пoв'язaнi з ПotlяTTяМ сTеIIе}Iя
BеpIIIиIiи:

a) в гpaфi G сyмa степенiв всix йoгo BеpIIIиI{ - Числo пapне i в двa paзи
бiльrше вiД числa йoгo pебеp;

б) uислo Hепapних BеplIIин бy.Ць-якoгo гpaфa _ пapне;
в) в бyль.якoмy гpaфi з и веptшинaМи' Дe n> 2,зaвжцазнaйдуьcяxoчa б двi

BеplIIини з oднaкoвиМи степенями;
г) якщo в гpaфiз n веpIIIинaМи(n > 2) двi веpшlиI{и МaIoTЬ o.цнaкoвlй сгепiнь,

тo B цЬoМy гpaфi зaBж.ци знaй.цетьсяaбo o.цнa BеpIIJинa степеtlя 0, aбo oднa
BеpIIIинa сTепеIIя (,r _ 1).

ПpoiлtoсгpyсIvlo скiшaне Bище нa гpaфi, який зoбpaжeнийнapиc.2.|.
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Гpaниuниn4и ToЧкaМи pебpa /o е веprшинt,l

v, i v,. Пeтля /, мaе сдиIry грa}Iиl'IHy ТoЧI(y
vo. Pебpo /^ сумiжнeзpебрoм /' iпaрaлельнe
pебрy /,.. Bерurинa v. сyмiжнa 3 y. i сaмa з
сoбoю. Bеpшини v|, v2 y3 мaloТЬ пapниii
cтerliнь, a BерIшинa v5 l iзoльoвaнoro i ii
степiнь Дсrpiвнrое нyлю.vI lз

Puс.2'I"

Buзнацeння 2.3. Cкiнчеttна noслidoвнiсmь pебеp еpафа 11, 12,.,., I,, iнe
oбoв'язкoвo piзнuх) l7а3xlва€|,t1ься J/'аp|upvmoм dовэtс:|tнlt l1,, я};щo iсн1,g
nocлidoвнiсmbvo,v|,v?::',v|l,3(л+1) (неoбoв,язкoвopiзнuх)в€plИ#tnrtкuх,
tцo l, -(y,-, & v') ( t =|,n)

Кaж1ть, щo Маplllpyг зaмкrгyrrй' якцIo V a = V u i незамкrrщlй, trЩo v a * v,, .

I} oстaнньoМy BиlIадкy тaкoяt кax(yтЬ, щo МapПIpyт з'сднyе BepIли}Iи v o i v ,, .

3ayвaжимo, Щo однg рбpo мoжнa poзглЯДaти як МapпIpyгДoвжltною l.
Якщo всi peбpa il{aршIpyтy piзнi, a сal\,l Мapll]pут }IeзaмNrryтиli, тo його

IlaзиBalотЬ :l0|t||ю2 o]4 i - цuкпoм,якщo вiн зaмкнщий.

Якщo всi (п + l) BеpIriинl.l y0 ,Vt-.Vz,"..,V,, _piзrri (ovевиднo,Iцо B цЬоМy
виIIa.цкy pебpa piзнi), тo вiдпoвiдний лaнцroг нttзиBaстЬ cЯrlрoсwltLvt Ланцloеolvt'

Якшto V 0 = V ,, a всi ршrгa BеpIIIиI{и piзнi, тo пoсrriдовнiсгь р6еp нaзиBaсTЬся

ripoстиМ цикJlor,l.
Зaувaжимo' щo якщoyгpaфaхвсi пpoсгi циI<lIи пapнoiдoвжинIt' тo гpaф не

Мaс жoд}!oгo цикJiy непapноi дoB)t(!l}lи.
Iнкoли в лiтeрaтуpi лaнЦюг (пpoотий лaнцюг) назI,lBaIoTЬ Щ9 ltьЛЯХoit

(npoсmшм tшояхolt),
Гpaф G пaзивaетЬcЯnОвtt||\', якщo кoжнiдвi piзнiвepцiиI{и з'rДнaнi oДнltм i

тLтькlt oдHиМ ребpoм.
BпoвнoмугpaфкoirшaйoгoвеpшIинaнaле)к}IтьoД}loмyiтоIvrу)I(чиaгryрsер.

Тoмyлля йoгo зa.цaннядoстaтньo знaйти чиcлo йoгo веptшин. Тaким ч}l}Ioм,
степiнь кoжнoi веptшинlr гpaфa нa oдиницIo менruиЁt вiд uислa йoгo вrрIIIиIi.

Грaф, який не с пoвtlиМ' Мoжнa пеpетвopиТи в IIов}Iий, пpoвiвtши rloтpiбнi
pебpa. Bеprшини гpaфa Gpaзoпl здoпoBlrrнимll рeбpaМll Тaкoж yтBOplоIoTЬ

гpaф, який нaзивaeтьcя donoвненнlьuгpaфa Giпoзнaчaеться G .

Гpaф Gi йoгoдoпoв}Irння d зoбpaхtенiнa pиc.2.2.

lt2
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G
Puc. 2.2.

Числoребrp rloвнoгo гpaфaдopiвнtoе n(n 
-_ 

|) 
.

2
Buзначrння 2.4. Гpаф G назuвасrnься 3в''tтIt|t,уl, яКщo кoJlcна nаpа piзнuх

seplaur! мoнсе 6уmu з,сdнаltа' no кpайнiЙ.мipi' odнuм ла||L|юeoм.

B iншolttу вunаdку еpаф назuвасnxься t|еЗв,яlнI,t,Il,

Baзначeннл 2.5. Гpаф |tаЗuваembcя depевoм, яКщo вiн зв'яЗнuй i не мас
цuю:tiв.

Baзначенttя 2.6. Гpаф' якltЙ не ]|tQс цuклiв i склаdасmьcя З k dеpeв,
t|аluв(|сnlьcя лiс ом з k dсpев,

Гpaф е дeрвorl тoдi i тi,rьки тo.цi, кoлшr кo)шIa пapa piзнlлi веpпlин з'еJFryeтЬся

oдниЬ,I i тiльки oдниi\,l .ТIaнцIoгoМ.

BиДaлення бyль.якoгo ребpa з дrprвa pOбиTь йoгo незв,язtlиМ. З дpyгoi
сТopo}rlr" з буль-якoгo зB'язнoгo гpaфa, якllй нr €.цrpевoМ, мo)Iс{a Bи.цaп}ITи

дешсi рбpa' нr пopyцrylоЧи зв'яЗнoсгi (нaпpикJla'ц' бyль-якr рбpo, яке вxoдить
в цикл).

Buзначенttя 2.7. Пid nidzpафoм G, zpафа G poзумiюmь zpаф, якuй
склаltlсm'ься 3 чaсmuнll pебеp i веpuluн G, dля якuх збepiеасmьcя вidнoшеltня
iнцuс\енmrlосmi, щo лlас мicце в zpафi G пpu умoвi, Lцo мнoclcl|t|а веpu]uн
nilepафа G noвttнttа вК]llочаnlu всi zpанuннi moчкu J|4ttoЭtсuttu йoеo pебep.

Гpaф G нaзивaroть Щe наdepафом гpaфu G, .

Biдпoвiднo деpеBo T мoжнa oзIIaчиTll' як мiнiлtальнuй Зв'язнuй еpаф, Дe
мiнiмaльнiсть oзlraчal' щo вiн не мiстить пЦгpaфy, якиli склa.цarTЬся зi всix
йoго веprпltн i с зв'язнрtм.

Якщo,цepевo Ге пiдгpaфoм гpaфa G, тo pебpa G, якi нaJIe)кaTЬ деpeвy T,
нaз}Iвaloть вiткaми.цеpеBa T, a pебpa' якi не нaлrx(aтЬ деpеBу T _ хopdамu
вiднoсrtoдервa T.

Buзначення 2.8, Peбpo (А; B) zpафа G назuвасnhся лlocmoм, якIl|o в zpафi
G, , tцo ompu,\а{ulu з zpафа G в peзульnlаmi вudаленttя pебpа (А, B ), веpшluнu А
i B бу0уmь нe3в'яЗtluJ'ntt.
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Taким чинoM' кoжне pебPo в деpевi (лiсi) с МoсToМ.
Пpo гpaф, всi BеplIIини,Iкoгo нaJ.Iе)@TЬДеpевy Т, кaхсyгь, щoДеpевo Tnoкpuвас

гpaф G. oчевиднo, щo тiльки зв,язнi гpaфи МaIоть noкpuваючi dеpева.

Puc. 2.3.

!еpевa T, = |А,; A,i A,,' А,; Ao} i T, = |Ao; A,., A,i A,,, А,} (pис. 2.3) _ двa
piзнi пoкpивaroчi деpeBa ДлЯ oДнoгo i тoгo ж гpaфa G. Toй фaкт, щo кo)кне з

.цеpеB T| i T2 Мaс пo 4pe6paе нaслiдкoМ зaгaльЁIoi впaстlrвoстi деpев: кo)кне

.цеprвoз,?веptllинaМимar (n - 1) pебеp;лiсiзkлеpев,якиймicгить /l BеplIIиH
мaе (n _ ft) pебеp.

Бyль-якiлвa.цеpеBa' якi пoкpивaють oдин i тoй же гpaф, Мo)кнa пеpgгвoрити
o.ц}Iе B o.ц}Iе' бyлylоul,l пoслiдoвнiсть пoкpиBaloчиx.цеprB' кoжне З якиx
вiдpiзнясться вi,ц пoпеpriцHьoгo o.цtlиМ pебpoм (pиc. 2.4).

T2
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T3
T4

Puc.2.4

2.3. opiснтoвaнi гpaфи

Bве.цемo oснoвнi пo[IятTЯ i теpмiни, пoв'язaнi з opiснmoвсlнt,lJvlu zpафамu.
Boни мaIотЬ.цoДaTкoвy xapaкTеpнy oсoбливiсть' якa пoлягa€ B тoМy' шIo нa
кo)кнoМy pебpi ЗaДaeTЬсЯ нaпpяМ' тoбтo вкaЗaнo' якy BrpIIIинy Bвa)кaIoTЬ
ПoчaткoМ pебpa, a якy * кiнцем. Caме pебpo HaзивaIoTЬ opiснmoванu,+t.

Buзначення 2.9. Гpаф' вci pебpа якo2o opiснtlloванi, наЗ|lвас||1ься
opiertmoваншvt еpофoм ( opzpафoм ) .

Taким ЧинoМ' piзниrц мilк неopiентoвaним i opiснToвaниM гpaфaми ПoJlяГae
B тoМy' що B Пеpll]oМy випaДкy гpaниЧrri тoчки pебpa yтвoploloTь неBпopяд-
кoвal{y' a B.цpyгolvly _ впopяДкoBaнy пapy веplIIин. Тoмy pял пoняTЬ' BBeдениx
шrя неopiс[tToBa}Iиx гpaфiв, пеprнoсяTЬся aнaлoгiчнo i нa opiентoвaнi.

Пoдiбнo дo BизнaЧrння2.I,opieнтoвaний гpaф скЛaдaеTЬся з непopoжньoi
М[Ioжини И, мнoжини j , якa не пеpеTинaСTьcЯз ViмiжЯКvINlИBизнaЧенo
вiДнorrrення iнци.центнoстi A. Елементи V i Е' вiдпoвi.цнo нaзиBaються
веpu|uнаJуtu i dуzамu (aбo наnpял|tt|lJу|u pебpамu), a A _ opiснmoванuлс
вidoбpаэrcеНняJ|| iнцudенmнoсmi op\el{Toвaнoгo гpaфa. Якщo l с E i

^( 
I ) =(у,;v' ),тoкaжщь' щoДyгa4МaспoчaткoByBrpпIиtIy v, iкiнцевy v" .

opieнтoвaнi гpaфи пoзнaЧalоTЬся D = (V',Е ; 

^) 
. Toлi неopiентoвaний гpaф'

згiДнo зi скaзaним Bище' oTpиМyeтЬся з opiентoвaнoгo вiдкиДaнняМ BиМoги
вПopЯД(oBaнogгi'

Зayвaжимo, щo якщo A не зaДaнo B яBHoМy видi, тo зaмicть 
^(/) 

= (v,:v,)
ПишIyгЬ l 

= 
(v,;v,),

!oсить чaстo визнaЧенItя пoняТЬ opiентoвaнoгo гpaфa BвoДяTь нa oснoвi
вiДпoвiдних пoнять для неopiеI{Toвaнoгo. Haпpllклaд, двi лyги гpaфa D
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нaзиBaIoTЬ cЯ nаp{IJIеJlьнxLт'|lt }якrцo вiшloвLцнi iм рбрa неopiснтoвaнGгl) Гpaфа
Gпapalleльнi.

oскiпьки для opiентoвaнoгo гpaфa oдна i тa саМa BерlIIинa }vroжr сЛу)кит!{
пoЧaткo}t.цJlя oдlilD( ребеgl i кiнueм Дlrя iншшrх, то вi'i{повцно pозрiзняють лвa
степeнi BеpiIIини гpaфa: сmеniнь вuхodу i сnlеniнь вхоdу.

Bu,значeння 2.10. Сmеnенем| вuхodу веpl!t|r|'!u А opiснlttoваttolт epафrl
ttаЗu6а€mься чuс"lo pе6еp' якi вuхоdяmь з веpшuнu '4.

Biдпoвiдrro, сгепirъ вхОДy BrpшПrниl _це чllqlqo рбеp, якi вxoдяrть в вeprциI{y
А.

B opiснтoвaниx гpaфaх Дпя йoгo BеptIIин Nfoж:rивi сиryauii:
a) вepuшна- iзoльaвана,Я|<fiIa степiнь BxoДy i стeпiнь Bихoду рiвний }Iyл}o;

6) веpшuна - dэtcеpелo' якщo с,тепiнь B}lхo.цy дaдaтниii, a степiнь BxoДy
piвний l{yЛiо;

в) веpшuна _ сttliк. якщо степiнь Bxo,цy дo,цaтний" a степiнь виxoдy _ Iryль.

Buзначенttn 2.11. LIIляхом в opiснmoваtto.||'|у zpафi D вid А, do А,,

наluвасn|ься noслidoвнicmь opiснmoванuх pе6еp ( A1., А,), (A,; ц),...,
( А"-, i A,,) nxаксt, tцо кiltець кoJ|сtьО?О nanеpedньozо pебpа спiвnаdаe з noчаmкo.\I

нtlсnтуnнozo i эrcоdне pe6po не зусtтtpiuасmься бiльше odнozо pазу.

3ayвaжимo' щo якщo в opiснтовaнoмy гpaфi iснye шшrяx вlдА дo B,тo EUI'lxy
вiд ^Bдо l l'roх(e i не бути.

Якщo iснyе opiснтoвaний rцляx вiдl дo B, тo кaжyтЬ' щo B doсяэюноз А.
Buзttачеttня 2.12. Пpoсmuм |uIlяхoм в оpiснmoваt|ou|у zpафi наЗuва€mьcя

uLцях, в яКo.l4у кОt|сI1а веputuн{rне мiсmumься бiльtuе odноzo pазу'

Пщioвuсuнoto Ltulяхуpoзytvtitoть ЧисJIo opiснтoвaних рбеp B цЬoМy IIIJIяxy.

LШ.гlях нaзиBa|oTЬ nсLъ|кнeIlш||'якIцo пoчaткoBa i кiнцевa вepшини спiвIIiЦaIoть'
i незамкttеIlutt B iншloмy Bипa,цкy. Зaмкнениli rшляx в opieнтoвaнoМy гpaфi
IIaЗиBaeтЬ cя оp i сн mo ваltu|j'| цutL,|o.^4.

Biдстaнню вill А дo .B в opiснтoBal{olиy гpaфi }IaзиBaIoТЬ дoBжинy
нaйкopотruoгo шшlлсy вiл А дo B. Якщo rшляty вц l дo B не iснyе, тo вiдcгarъ вiд
А дo B нaзиBalотЬ нескirненною.

Baзнсtчеttня 2.I3. Пoвнuм opiсшnов(|I1u.l4 еpсlфoмнaтuвсI€mьcя zpаф, кoъtclt{t
napа веpu|uн якo?О 3'с'r)ru|tl{l odнш''l i miлькu odнtьu opiснmoваttuм pе6po"l,t'
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}Iaпpикпaд,шrяrpaфa G

!ляryaфa

мaщиця iнцiщеIrТнoстi мaе виluяд

Poзdiл 2, гPАФИ !MЕPoЮ'

2.4. МатpllчHе пpe.цсТaBЛeнHя гpaфiв
У випадкy великoi кiлькoстi BерII]иII i дyг рисyнoк гpафa пеpестae бутинaoчн}il\,t' Toмy Для його .aдaнflя BикоpисTовyIоть мaтрlrцi. НaйбiльurB)I(иBaнип{}t в цьоьty плaнi с' маnlpul1i cумiэtснoсtili, iнцuоeнnlнoсmi, шля.\iв,

цшaiв,ttеpеpiзiв. БiпьшдeгaЛЬ}lo зyпиI{иМoся нa llеpluих тpьox BщIaх foraTpицЬ.Тaк Дlrя грaфa G = (V:Е1 з п"ф*,'o* |4N|a^I'pИЦЯсyмiжнoсгi с poзмipносгinx n, a iJ елементkI а ij зaдa'о,"с" фopьryлoю

-. _ll' lu=сl,а,сЕ,
(1,' = 1, l0' l', = а'а,*' Е.

|* 
1, веp.ltuнa (ll с t|ОL|аnlKa.,v dу.u l,;

o,' =1*I' 
веputuна сl., с кiнt1е.lt t}.t.zu !,;

" 
l2' l, lшс пoнomoк i кiнеt1ь 1,веptlluнi tl,i
l 0' в iнuttц вunаdксuс.
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!ля зв'язнoгo гpaфa' веpIIIини якoгo пеpенyмеpoBal{i' Мo)кнa пoбyДyвaTи
Мaтpицю пlляхiB S нaстyпниМ ЧиtloМ: pяДки МaTpиlli пoвиннi вiДповiДaти
IIIJUDиM з llrpu]oi веpIIIиtIи B oстaньIlo' a сToBпЧики - pебpaМ Гpaфa. Biдпoвiднo
еЛеMеFIT мaтpицi пpиймaс знaченHя l aбo 0 B зaЛе)кнoстi вiд тoгo' нaЛе)китЬ

рбpo гpaфa Дal{oмy tllЛяxy чll нi.
Тaк,дпягpaфa

BсеIvIoжливиМи IIIJIяXaМи с S' (с, itl..,а,), S. (с' ;сl2:а4;а,) , S,(а,;а,;а,;а,),
S o (а, i а, : а 2 : a 1 ; а, ), a Мaтpиця пlляxiв Мae BиГляД

2.5 Меpежi

Poзглянемo opiснтoвaнi зв'язнi гpaфи, якi не МaIоть ПrтеЛЬ. Тx нaзивaтиМеМo
мepеЭrcaмu. oптимiзaцiйнi зaдaчi нa меpежi Мoжнa oписaти нaсTуIrниМи
TуIПaМИмoделей.

2. 5. 1. Miнiлiзaцiя меpeerci

Заdача мiнiлtiзацii.мepеэtciпolяrar B зHaxoД)I{еннi pебеp, якi з'eднyrоть всi
вyлпt мерясi i мaroть мiнiмaIlьrry сy!{aprryдoB}IсД{y. Pозв'язoк за-цaЧi не пoBиI{ен
мiстити циклiв. Biн прдсгaвляс сoбoIo мiнiмaльнe дерeвo. Йoгo знaxoдx(ен}tя
пoЧинa€Мo з бyль-якoГo Byзлa' який з'rднyrмo з нaйближчиМ ByЗлoМ меpежi'
З'еДнaнi двa Byзли yTBop}o}oТь 36 'я3ну 

^'tнОЭttltну ' 
aвсi pепrтa - нrЗв,яЗttу.Tепеp

а|

I

0

0

-l
I

a. сIз

-l 0

20
I -l
01
0-1

сl5

сl!а1

l, l. J., 14 l' lu

r,[,ooolol
s=5.1 I 0 0 1 o tl

t,lo I I 0 1 0l
So[0 I I I 0 r)
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B незB'язнiй ьtнoжинi вибиpaeмo Byзoл' який знaхo.циTься нaйближчr.цo

o.цI{oгo з ниx, i з'сднyемo ii. Пpouес ПoBтop}oсN,Io Дoтlt' Дoки y зв,язнy М}toжинy

I{е пoпa'цyTь всi вyзли Mеpr)кi.
Пpuклаd 2.I. Teлeьiзiйнa фipшra плaнyс сTBopитI{ кaбельнy Меpежy дJIя

oбслyгoвyвaння II'fги paйонiв-нoBoбyдoв. Чишa нa рбpax вкaзyюTЬ дoB}кlшy

кaбеля, який з'с.Щlyс BiдгIoвi.цril Byзли.

Byзoл l _ це телевiзiйний цeнтp' a
pеIIITa (2-6) вiдповiдaloTЬ п'яTи
I{oвoбyДoвaм. Biдсyтнiсть pебpa мiж l
дBoМa ByзЛaN{и oЗнaчaе, щo З'сд}taти цi
Byзли }IrМoжлиBo (pис. 2.5).

Polв'язoк. Зoбpaзимo нa pиc 2.6

пorтaпIry пoбyloвy мiнiмarьнoi мерlкi:

Puс.2.б.

Byзoл 3 мoжнa зв'язyвaти як з вyзлoм l, тaк i з вyзлoм 4. oскiльки всi вyзли

зв,язaнi, тo мiнiмaлЬнa дoB)Iмнa кaбелIo дopiвнroе l +3+4+5+ З=16.

I

7
I ---А

l-F

г-/ з
\ s.)
\4 . /

il
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2' 5.2.3аdача''po пaЙкopornшuЙ ш'lях

.Цaнa зaдaчa пoJUIгaс B з}litxoild(еllrri зв'язанrлt дopiг нa тpaнспopT}lili мержi,
якi в оyкyпt.tостi InlaIoTЬ мiнiмa,.lьнyдoв)кинy вiд виxiДнoгo rrунктyдo пу}rк.гY
пpи3нaЧrння'

IIp u клat) 2. 2. Нa pис, 2.7 зa.цaнa Меpе)кa, B якi й вyзoл 1 _ це пoчaткoBa тоalк a
(виxiдний пyнкт), a ByзоЛ 7 -- кiнцевa тoЧкa (пyнкт пpизнaненtrя)

Puс. ?..7.

Потрi6rrо знaйти нaйкоротш.тий rri,тяrx з пу}Iктy i в пуttкт 7 i йoiю дoв)к1rl{у.
Рoзв'язoк. Пoзнa-.ти,rlo че;lез dl, _ вщcгaнь нa меpежi шriж сyшriжrlиI{I,t B}з.пaми

iтaj, U, _ нaйкоpотшIу вi:Iсr.aнь мiж пеpшrим Тal-иIvt l}узjl()h''' Пpошел.vpa
Знaхoд)I(ення нaйкoроTIIiоГо tll''U[xy заBrрlrlитЬся TOдi, кoли бy"це зr;aliден tэ Li " '

fl.гtязнаxоджeння(J, викopистoByrМoфopмyrry U, = mjn gl + d ,| '

Прoвелеlro поеi ;tпне Зна,tодженrrя L/, :

i.U =0.
2.U, = l/r + dр = 0+ 2 = 2, U,=U|+d,, - 0+4= 4.

З, IJ, = rnin{U, + d,*,{/, + d2' 'tJ, + r/.o } = min{0 + l0, 2+||'4 +3| =7 "

4. U, = lnin{ {J, + d,.,{J o *,l,orl =min{ 2 + 5,7 +8} = l.
5. U u= rnint U, + drr^,U o * d o,,I =min{ 4 +1,7 +71 = 5.

6. U, =п,liniU, + d\7,U 6+ du,}= min{7 +б,5+9} = 13.

Мiнir"t;lrьнa вiдcгaнь мilк вyтtaмlr 1 i 7 доpiвнtос 13, а вiдпoвiшrий мaрlшрyт
1е,2+5+7.

2.5.3. Поmoкa в лIepe}Icах

Ha.цaлi, щoб вiдpiзнити оpieнтoвaний гpaф G(И, Е) вiд меpе>кi, пoз}Ia-
чaтиМеМo меpежy N (V , Е) .

Buзначeння 2.14. ПomoкoJ|| в лtеpеэюi N (V 'E) .'o'uunсmься цi.пouuс.пoва
функцiя (p, вuзнаvена на E .
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{iлe нислo a(IJ нaзlIBaетьcЯ nomoкoJv по дyзi /. Бiльrш тoЧнo' якщo

1 = 1v';v'), тo кax(yTЬ, Щo потiк наnp'uvлеrtuйвiд/ Дo v" rlpИ a(l)>O i вiд

v, IДo lr, шри (,.т{/) < 0 .

Bелииttlty |rp(l) | iнтеpпpсryЮть як посгiйнy tпви'цкicгь пOToiiy oдноpiднoТ

peЧоBl,Iн}l черrЗ дУrу l. Haпрям IIOToкy BI,IЗъIaчaсться знaкOм сp(I) з

BpaxyBili}rяМ ltaвеДе}lиx Bl,lшle yМoB.

Bеptшtltrlt мeржi N(И; Е) ,,u,u'.,aй, кяaсифiкyloть зa tx вгшlивoм нa потiк

{p (поpоd'жуК}mb, noatuнtlюn1ь rlбо з6еpizаюmь пomiк). Пoзнaчимo чеpез

v -+V МI{oхс{IryдyI",{;trЯ яких У rIIoЧaТкoBoIoBеpIIIинorо' aЧepeз V _> v --
мнoжинyдyг' .Ilitя яких У е кiнцевсllо BеpшIt{}ioю. Toдi цLце числo Q(v iсp) , якe

Bизнaчaeться спiввiдIнoшенttям Q{v,Ф)= 2 сp(l)- 2 сp(I) 
' Ilaзtlвarться

v-+V v1v
LtLtс|nLLM tt0||1(.}кo"x, з v вiднoсЕro Ф .

Яnщо Фu1>0 пo кo.жнiй;tyзi,тO шrpшIa сyМa с зaгaJIьIIиМ пoтoкoм, який

виriкaс з Brpшини v 
' 
a дрyгa *- зaгaJIЬниI\,t lloтoкoм, який BпaДaс B BrpшиIiy

v.
Якщo тIo дrякllx Дyl'ilx пoтoки вi.ц,смtti, тo дaнi сyми }Ie Мa}oТЬ нaглядноi

irrтepпpетaldi, ;шеik рiзпиця' як i paнirше,enОpoэtcttLмnоntoком iз веptшиttl,t У "

[Iaдашli чиcгиti пoтiк познaЧaтtllltемO QQl .

Згpyпусмo вrрrши}ll{ мережi NU .E') B МIIo)Itини:

V- =fue yIo(v)>0}, y-=fuс У |Qw)<0}, yo=fuе И|o(y)=0}.

Еломеtrти Мtlс')l(иIl V" , V- , Vo нa}lаBaIоTЬся dэlсepеламl|, (:moкаtrltl i
tlpолtiэtснu'пluBeplIl|lНaми i кaжyтЬ, Щo цi веpiшини вiдпoвiд}Io пoрojlжyloтЬ.
пoгJII{}l&Iоть i збepiгaro.гь пoтiк.

Якщo мержa Мar с.циIre дrкrреJlo V , , еI\инъliтстiк V; i poзгляДaсться пoтiк iз

v i B v j' тo Bеличини Q(v,) i QQ j) I{aзиBaIоTЬcЯ велuчuttotо non1oк),.

Hеxaй (h i Qz-пoтoки в oднiй iтiй же меpежi N(v,, Е),a p 
-цiле 

число.

Toдiшrякoжнoiдyги /с Е пoтoки Ql*Qz,Qt_Qzi pQ BltзllaЧaroTЬсязa

.цoпoМoгolo спiввiднoшrень:

Poзdiл 2. гPAФи l MEPot<l.
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П*{йi!cф#щЁsЙlй.i.i!iщ"!зtчrф?ф'.

(E., !e)(l') = q,(l) tEr(I) , (pQ,)(I) = pE,(I) .

Бyлемo пиcaти Qt < Qz тoдi i тiльки тoдi, кoли (pI (l) < q,(l).

Кaжyть, щo пoтiк (Р oб.мeэюенuй знaчrнI{яMи Q,(I) t Qz(I) ' якщo

q'(l) < a(l) s Q,(l) дllякoжнoi дyги меpежi.

Пoтoки Q' i Q z нaзивaюTъ cя у зеod эrcенuJvlll'якщo Q' (|), Q, (|) >0 шIя кoxснoi

дУги Iс Е . IнrпиМи слoBaМи' пoTOки Q, i Q, yзгoлженi' якщo не iснyс ДуГ l,
.цля якиx E'(l) i E,(I) вiдмiннi вiд нyля i пpoтиле)кIro lraпpямленi.

Пoтoки |Q,iq,i'..;q,,} в oднiй i тiй же меpежi нaзиBaloТьcя узzodэrceнu^4u в

cукуnнoсn1i, якщo Boни пoпapнo yзгoлженi.

Hеxaй в дaнiй меpежi N (V .Е) С с мнoжинo}o дyг' якi yтвoplotoть пpoстий
лaнrЦогaбoпpoсгlйшlюryвiдloвi.шroмyнеopiснToвa}Iolvtyгpaфi.Пplrгryст no,

щo Mи opiснтyемo pебpa, пpoxoдяЧи цi пpoстi лaI{цIoги i цикли B o.цнoМy з

Мo)lсIIиBих нaпpямкiв.

Baзначeння 2.15. !уzа iз С буdе наЗuваmuся нopJ|4альнoю, якLцo Гt.нoва
opiснmацiя спiвnаdаe з вuхidнoю, i oбеpненoю _ в iнtlloму вunаdку.

Bизнaчимo фyнкцirо Q, нa Е нaсгyпниM чиIloм:

[+l лля нopМaльниx дy'. C, ll - энених дvг C. tQ, = 7_l дЛя ooel 
l

[о .IIЛЯ д1т, якi належaть С. 
J

Ha pисyнкy 2.8 зoбpaжений пpoстий ЛaнцIoг С, opiентoвaниiцЗ v у a '
opiентoвaний пpoсгий цикл S i вiдпoвiднi фyнкuii Q с i Q, .

96
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Якщо С _ пpoстий лaнцrог' який з'с.цнуе v i lu i opiентoвaний вiд y дo }t,, To

9с' r пoтoкoм iз r, ДО W,Bеличинa якoГo дopiвнrос 1. I]ей пoтiк l{aзивaeтЬся
пpoсmu-^о пlmoкoj|4 в .тlaнцroзi з y в w. Aнaлoгiuнo, Якщo S _ цикл, opiентoвaний
B oдtlollry З дtsox ltaпpямкiв, To gs - пoтiк в N(У, Е) . Brличинa якoгo piвнa
HУЛЮ, }IaзиBarться npocmuм пomoКo^4fio циKiry. Пoтoки l.uоi.цвox типiв (i тiльки
uиx) нaзивalотЬся np О сmш\,tu n om o каIv|u.

Buзначеttня 2.16. Mеpеэюа N(У; Е) назuвасInьcя JЙеpeilсеЮ З oблlеэюенoю

nponускнotо зdаmнiсmю, якщo на E вuзначенi dвi функцii a i B , якi
npuймаюmь цiлouucлoвi значення, npuчoJv:у 0 < а(l) < p(l) dля всiх l с Е '

l{iлi нислa a (I) i F (l) ъlaзивaютЬся в еp хньoю i нuэtснь olo zp анuцяJv|u np oпу c -

кltoi, зdаmнoсmi i iнтеpпpеTyloTЬся ЯК.fu|аксuJ\|альt7o i мiнi*tальнo doпусmuма
веJluчultа nomтку no кoэrcнiй dузi. Якщo а,(I) = 0 .цля всiх / с Е, тo p(l),
зaзви.IaI1, нaзиBaloТЬ nponуcк|toю зdаlnнicmю dуzu |.

Buзначeння 2,17. Пomiк сР в меpеэюi наЗuва€mьcя doпусmuЛIu]ll modi i
miлькumodi, кoЛu d,(l)<a{l)< p(l) dля вciх Iе Е .

Якщo Q, i Q, _ ДoпyсTимi пoтoки, a Q _ буль-якиЙ пoтiк, oбмежений
пoтoкal\,lи Q' i Qz,TО Q тaкo)к r.цoпyсTиMиМ.

Poзглянемo Меpежy' зoбpaженy нa pисyнкy 2.9'

Puс,2,9.

Harшa метa _ мaксимiзyBaти пoтiк з y в ly. oчеви.ц,нo' щo МaксиМaльIia дoB-
)Iинa пoтoкy не Mo}ке бyти менtшa нiж 5 oдиницЬ. Bибеpeмo лaнцIог у)у, х)уv.

i пpиrиrпемo кoжнiй дyзi пoтiк велиЧинolo 2. Pешrги дyгaМ ПpипиIIIеМo пoToки
piвнi нyлro. oтpимaсмo пoтiк, зoбpaжений нa pисyнку 2.9 б). Biзьмемo Trпеp
лaI{цIoг v) х, z' w i пpипиtшеМo oдиничний пoтiк кoжнiй iз йoгo дyг. Дoдaвши

Фa)

г)

!il
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нoвий пoтiк Дo пoпеpедI{Ьoгo' oТpиМarМo пoтiк, зoбpaжений нa pиcункy 2.9.в),

з TpЬoмa нaсичени}/tи дyгalии. €диниЙ спoсiб, з.цoпoМoгoto якoГo Мoжнa
збi.гьrпити BеJIиЧиHy пoтoкy з y в }1,' пoJUIГae B тolvty' щoб вiдмoвитись вiд paнirше

пpийнятoгo pilлення пpoпyсTиTи пoтiк вiдy дo x. Дoдaмo пoтiк вeличини2в
ЛaнцIoг у' Х, У, Z,w. oлеpжaний в pезyльтaтi пoтiк' пoкaЗaний нa pисyнкy 2.9 г)
i йoгo BелиЧинa е МaксиМ'LJIЬl{oю.

Cшtтез пoтoкiв oгпaсyсTЬся З дoпoМoгolо дolloмilкнoгo opiснтoвaнoгo гpaфa,

який нaзивaетьcяzpафoмnpupОсmiс. Якщo {p - дoлуcтимиi,lпoтiк в меpежi
N (V ; E ), тo вiдпoвiдlий гpaф пpиpoсгiв 1 ( N ; 9) е opiеrrгoвaним гpaф oм, який
мaетiсамiвеpIIIиIlи'щoМrpе)кa N.ДyгиrьoгoгpaфaвrзнaчaloTЬсянaсTyllниМ
ЧиЕtoМ:Дltякoжнoi дугиl = (v,w) з N вгpaфi I(NiФ бyдyетьcядyгa/,якщo
q(l)< FQ),aду'u l зoбеpненoюopiснтaцiеro Л = (w,v), ЯКЩo сp(l)>a(l).
Я*щo в гpaфi I (N ;Ф €Дyгa l aбo Г'тo Мoжнaдo'цaTи aбo вiдпoвiднo вiдняти
oДиIrиЦio пoToкy в / , не пoрylllyloЧи,цoпyстиМigгь пoтoкy пo цiй дyзi.

Hexай N- Меpе)кa з oбмeжениMи IIpoпyск}IиМи з.цaтнoсTяМи. Toд iснyroть

дoгryсгимi пoToкpl з У 1 У v n, якi мaroть вели.птнy k. Пoщiбнo сеpед нID( Bи6paти
Taкий,який мiнiмiзye деякy кiлькiонy мipy, якy бyлеМo tIuLзиBaTи ваpmicmю.

ПpипyстиМo' щo N(У; E) _зaдaнa Меpе)кa з oбмеженняМи а(l) i p(l) нa
пpoпyскнi здaтнocгi.цyг. Hеxaй нa нiй зaдaнa фyнкцiя T , якa пpиймaс дiйснi
знaЧення i кoжнiй lузi l с Е cтaвить y вiдпoвiднiсть oДи}rичнy вapтiсть
y (l) > 0 . Якщo 9 _дoвiльний дoгryстимий пoтiк, To зaГаJIьI{a вapтiсгь пoToкy

(p пoзнauarтЬся y (сp) i BиЗнaчaсться iз опiввiДнoпr aННЯ y ((p) = 2_y (l) . (p(l) .
lеЕ

Я*щo l 
= 

(v.,w) ,тo I(/) мoжнa iнтеpпpеTуBaТИ як вapтiоть пеpемiщення
oдиницi пoтoкy з v B w пo дyзi / . Toдi y@)_сyмapнa вapтiсть пoтoкy B

мерxti.
Baжливo вiдзнaчити, щo Taкa МoделЬ зaстoсoByr.rЬcЯ NIЯoцiнки вapтoстi

пoтoкiв тiльки тoдi' кoли вapтiсTЬ пoToкy в кoжнiй дyзi пpoпopuiйнa величинi
пCIгoIry.

Poзглянемo спoчaTкy тpaнсПopTнi меpежi (дlя ниx a = 0 ). oснoвнa з aДaЧa

зaпишIеться тaк ] д.гlя задaнoi Tpaнспopтнoi меpежi N (y, Е ) i фyнкцii вapтoстi

f знaЙтидoпyстимий пoтiк Q з уt B yл 
' 
величиI{a якoгo piвнa ft i вapтiсть

мiнiмa;ьнa.

!ля мержi
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знap1ти дoпyсTиМий пoTiк мiнiмaльнoi вapтoстi. Пеprпi цифpи BизнaЧaIoTЬ
вapтiсгь пoтoкiв нa дyгax, дpщi _ пpoгryскнi з.цaтнogгi цrлi ДУг.

Bеоь oбчислювa-rrьний пpoцеc бyлемo зoбpaжaти нapисyнкy 2.l0.

t 
, (* ,rr)

I (N ;сp o)

I (N ,(pj)

|э; _,

I (N 
'сp,o)
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a {rE

Злiвa пoкaзal{a неoбхiднa послiДовнiсть гpaфiв пpиростiв. Чltс;ra нal{yгaХ
вiдпoвiдають ix Дoвжи}IaМ' дyГи з нескiнченниMи ДoB)I(инaМи oпyЩенi, дyгli,
якi вхoДять в нaйкopoт.iший iIIляx вiд:lжеpелa дo сToкy, видiленi )киpнt{Ми

"lIiнiями.
B пpaвiй чaстинi Maлioнкa зобpaженa пoсliдовttiст.ь пoтoкiв мiнiьtaльноi

вaртoсгi в поpяlцкy зpoсraння rx величиtlи. L{i пoтоки oдеpжaнi з дoIIоN{oгoIо
пoсrriдoвнoгo .цo/{aвaн}rя пoтoкiв нa Лa}IlsoГaх, жi вiдloвiдaють нaйiсopоTIIIиM
lIlТUL}^al,{ в rpaфi пpиpoстiв. Числa I{aJ{yГa}i BIIзEaЧaтoТЬ BелиЧинy потоку-, якиii
iio FIlIx пpопуЩенlli,t.

B загaльнot\,ly випaдкy знaliденo LIoтиpI{ пoтокpI нa лaнцrоГax, якi tvlaIoТЬ

BrЛIlЧиtIи 5,2,3 i 1 вiдпoвiднo' Кiнцевий пoтiк BrjlиЧptнФItr 1l oдинpttlь,
oЧеBиJlнo бy.Це мaксl,tlvlальни l\,l, oскLцьки oбидвi дyги Bже н aсIrчегti.

Зayвaжltшtо, щo пеprullй гpaф пpиpoстiв /(N;rpo ) сгpyктypнo i,1ен'гичний з
вихijlноrо Мrpе)кеIo (тут Qo _ потiк ToTo'{fl{o piвний liyлIo пo всix лyгax). IJе
ПoясI.iюстЬся тим' щo B Дaний мoмент шIg I{еIl'{аiс нaсиLtеI{Ilx лyг i llе iснуе
.цoдaтHl{x Пoтoкiв, якi б пoтенцiйнo мoжнa бyлo б arrулкlвarи. У всix нaсТylпr}н
гpaфaх пpиpoсгiв деякi пpямi дyги (зoбpaжa}oТься суЦiльrп.rrии лiнiями), якi с
нaсиЧениМи, вiдсyтнi. Кpiм Toгo' в нIlx е деякi oбeрненi луги (пyнктиp),
вi"цпrэвiднi.цyГaМ, якi шtarоть Дoдaтнtlй пoтiк, lIIo Мoх(е бvти виюlrоченlй без
поpylIIеI{I{я .цoгlyсTИмoстi Зa paxyнoк Bикоpистaння /tyги B oбеpненoшtу
Harrptrvfi(y.

ts poзглянщoМy пpикJla"цi кожrпrй нaсгyпний гpaф пpиpоcliв мaс TiлЬки ОlЦl}l

нaйкopoтiпий rпляx. Пpoте це не зaBхg{}I Тaк. Кo;rIа сдекiлькa нaйкоротrшlrx
шlляxiв, бy.uь-який з Е{их Мoжнa BикopистaTи в якoсTi бaзисy пrrя знaход)кення
нagгyl]нoгo l]oтoкy пo Лaнцюry.

Слiд зayвaжиTи' щo хоЧa rirи обiйrшлися без пoбyдовlt потoкiв вrлиЧllнlt l,
2,3,4, б' 8 i 9 B poзглянyTot{y BLIIце пpик;raдi, тaкi пoтоки мiнiшtaльrroТ вapтосгi
tvlo)кнa oтpиlv{aTи. НaпpltкJraД,, N|Я oДеpжaHI{я noToк)' мiнiма"цьнoТ ваpтoстi
BrЛ}IlIини 8 ми пoвlц+ti Дo.цaTи Дo lloтoкy (h or|у oДIшИlЦ}o пoToкy ilo лaнЦЮГy'
якrrй викopистoBy€TЬся,цJIя tloбy.ц oBИ E ю.
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Гel Кoнтpольнi зaпит'aння Тa зaдlaчi

i. .{aйтe Bиз}IaЧен}tя гpaфa.
2' Яlti гpaфи нaзиBaIотЬся скiнченIIиNIи, виpoдженими?
З. Якi верIiipll{и I{aзI{BaIоТься iзoльовaниМи' гpa}IиЧнI,Ilvitl T0ЧКaМи pебpa,

суtutiжнl'tntи?
4. Якi ребрa нaзIiBa}oть сyпliжниatи, гfарaтIrЛьними?
5. i.I{о нaзpIBaCТЬся петлею?
6" Якi пет.пi нaЗ'lBaIoT},ся rтapaлельilими?
7' B номy рiзниця мiж сyмiжнiстю,гa iнцtt.центнiстrо?
8. 

"{trr1тс 
B}IзI{eЧrIIЕiя сT'еITrIffi BеpшинI,i Гpaфa, InlapiПpyтy.

9. Якtlt-"t l\dapшipyТ ЕIaзиBaстЬся зaмкнyTt,IМ' JIaFIцюГoм, t1иклoм?
10. l{aйте iзIlЗFIa!{енlIя Пpoстoгo JIаllцIогa, Прocl'oгo циклy.
l 1 " Якrrй грaф ltaзивaсTЬgя пoвнlтм?
i2. tlомyлrrрiвнtос gгепiнь BерIIIиI{и IloBFIoгo грaфa?
1 3. Який грaф нaзliвaсTЬcя допoвI{rнняM грa фa?
14. Чому дoрiвI{roс Чl,{сJ.Io BершIин IIt:Bнoгo гpaфa?
15. Яrсиli гpаф нaзtrвaеTЬся ЗB'язI{иhl, незB,яЗниМ' дIlpеBo},l, лiсом?
t6. Якlril гpaф нeзивaють пiдгpaфом гpaфa G ?
] 7" Яке pебpo гpaфa Haз}rIBaeTься мoстoм?
I8" l} якоьrу tsIIпaДкy деpеBo tloкplrBaе гpaф?
19. Яке pебpо }{аЗ}lBaсTЬся opiснтoвaниьt?
2{}. Якиitгpaф нaзивarTЬся opiентoвaшм?
2l . jdal:!те BllЗнaЧrl{}tя сTrпeня виxo.цу i степеня Bxo.цy веplлwниА.
22. ЯкaвrpшIиI{a oрiентoвaнoгo гpaфa Rа:}I,{BасTЬся tsерltiиIloto.д)I(еpеjlol\{.

Llеpшr}rнoЮ-сroком?
23. fiaйте визнal{ен}UI Ul-тяxy в opiснтовalloМy lрaфi.
24. Якиilшl"тiяx в opiснтовaнoN,Iy гpaфi }IaзlltsaстЬся rlpocTим, зaмкнyТLlh,l'

орiсIrтoвaним цllкпoм?
25. B якомy BI,IIIaдкy кarlt},тЬ' щo BеpI]ш{нaB дoсяжнa з веpш.tltнt.tl?
26. II{о poзуlriють пi-ц.цoвжинorо rш'rяхy?
27. II{о [IaзI'IвaIoть вi,цстaннiо мiж.цвoмa вepшинaми?
28. ffaйlте BиЗнaЧенttя мaтpицi сyмiжнoстi, iнцидентнoстi, tцпяxiв.
29. Якi гpaфlr I{aзиBaIоTЬ lvtеpежaмll?
30' Щo ПpеДстaвляс сoбoю зa'цaчa rиiнiмiзaцii меpежi?
3l. B 'roму cyгЬ зaдaЧi прo нaйкopoтrший шшiях?
32. ,(aйте BизнaЧенIIя IIoToкy в мepежi, чистor.o пoтoкy.
33. Як клaсlrфiкy}отЬ Мrpеiкi зa пп;rивoм нa пoтiк?
34' Якi двa Iloтoкlt Ф' i Q, ila3иBaIоTь yзгoдженишtи?
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Кoнтpoльнi запитaн[Iя Тa заДaчi

i. /]aйrте визFl&riеllllя гpaфa.
2' Яllli гpaфи }IaЗиBaIоться скiнчеrrниfulи' виpоджениьrи?
13. Якi BrршjI,II.Iи нaзI{BaIотЬся iзo.пьoвaниMLl' гpaниЧнLIn,{!{ To.iкaМи pебpa,

суьtiжнltltи?
-tr. Якi pебрa }IaзIlвaЮTЬ сyмiжнl,tми - ГIa !]i].IIеJIьними?
5. tt{о наЗpIBaCТЬся петлею?
6 " Якi пет.п i нaЗ}i BatoTЬся rтapaJlельi.iliмpl?
7. B номy рiзниця мiж сyмiжнiстю,гa iнцtтДентнiстrо?
8. lariтс Bt,:зI.IeЧgIIня сT'епеitя Bеpirjини Гpафa, МapiЦрyтi/.
9. Якlll:l МapШrpyт нaзиBArтЬся зal\,{кI{уTt,tlvt' IIaFIцIoГoм, tдиклoм?
10. llaйте BI.{3I-IaЧе}Iliя Пpoстoгo лaНцIогa, Прoс1'oГo циклy.
l 1 " Якrrй грaф rtaзивaсTЬgя пoвrllтьl?
i2. tIому лrrpiвнlос с:гепiнь .BерIIIини l1oBнoгo грaфa?
l 3 . Яки й грaф нaз liвaс.TЬcя .цOпoBl{еllIiяIи гpa фa?
14. Чому лоiтiвt*оe ЧL{слo BершlиtI пr:Bнoгo гpaфa?
15. Яrсиli гpaф на.зirвaeТься ЗB'язниM, неЗB'яЗниIv{' д1rpеBOМ, лiсом?
1б. Який гpaф rreзивeють пiдгpaфом гpaфa G ?
] 7" Яке pебpо гpaфa НaзIiBaсTЬся мoстoм?
I 8" l} якоьtу BI{пaДкy деpеBo tTокpI{Baс грaф?
19. Яке prбpо }laЗ}шaсTЬся opirнт.овaним?
2О " Якиitгpaф нaзивaсTЬся opiеIrтoвaшм?
2l. jJar1те BllЗнaЧrl{ня сTеIIеFIя вихoДу i степеня Bxoдy веplлинtlА.
22. ЯкaBrpшIиI{a opiентoвaногo гpaфa нaзI4BaсTЬся tsеplшиI{olо.джеpеjloМ.

Lrеprllинo}о-стоком?
23. l]aйте EизIial{еЕI}UI Ul-|lяxy в opiснтовal{oМy ryaфi.
24. Якlаitl]J.]lяx в opiснтовaнoN,ry гpaфi }IaзlltsaсTЬсЯ rlpocTим, зaМкFtryТt{М'

oрiсI-tтoвa н им циIспoм?
25. B якoмy BI,{IIадкy к&rlt}'ть, що BеpIlI!{Ha B .цoсяжнa з веpшiltнt.t l ?
26. II{о poзуlriють пi.ц.цoвжltною шlляxy?
27. Ilo нaзItвaloтЬ вi,цстaннiо мiж.цвoмa веplшинaми?
28. flaiiте BизнaЧенttя мaтpицi сyмiжнoстi, iнцl,tдентнoстi, tпляxiв.
29. Якiгpaфlr l{аЗиBatoТЬ t'tоpежaмIl?
30' Що пpe,цcтaвляс сoбсlю зa.цaЧa мiнiмiзaцii меpежi?
3l. }J .roму cyгЬ зaдaЧi прo нaйкopoтrший шliях?
32. fiaйте Bl.lзнaЧення IIoToкy в меpежi, Чистol.o пoтoкy.
33. Як клaсlrфiкy}отЬ l\,Irpежi зa вп;rивoм нa пoтiк?
34' Якi двa lloтoкlt Ф, i Q, itaзиBаIоть yзгoджениtvtи?
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3 5. Якa дyгa нaзиBarTЬся пpoтилежнoю?
З6. laйтeвиЗнaЧення мер>кi з пpoп}Cкнolo З.(aтнiсгro, дoщ,'стиМoгo пoToкy'

гpaфyпpиpoсгiв.
З7 , ЯкBизнaчaсTЬся ЗaГaльнa вapтiсгь пoтoкy?
38. !aйте BиЗнaченI{я Д)кеpеЛa' стoкy i пpoмiжнoi вepшини дlя меpежi.
39' ДляГpaфa

А|
o

42' Haмалroйте гpaфи, якi r дoпoвнrнняМ.цo гpaфiв

\ .fi | А. I /\ /l _vr_1_V\/r V I

I
Ld

ДaитеBlДПoBщl:
a) шсi тovки r гpaниЧниМи ДIUI кo)кнoгo з рбеp; б) дтя кoжнoгo рбpa вкaхсiть

сумiжнi з нимрбpa;в) цlякoжнoiвеplIwIt|Ивкaжiть сyмiжнi з нelo веpшlини i
ijgгепiнь.

40. Haмaлroйте пoвний гpaф з 5 i7 веprпинaМи.
41. Чи iснyе пoвний гpaф з 5, 7' 10' 15 pебpaми? Якщo iснyс, тo скiльки

кo)кrн з ниx мaе веptпин?

4З. Heхail гpaф G Мa€ чoтиpи веpIПинИ, А _ o.цнa з_них, G _ йoгo
.цoПoBнеI{tш. Скiлькoм рбpaм FIaJIежитЬ вeplлaнaА в гpaфi G_, якщo в гpaфi G
вoнa нaпежить o.цнoмy' TpьoМ i жoднorиУpебpy.

Щ. I1aмasllойтe гpaф з 5 веpшrинaМи' B якoгo: a) oднa веpпrинa iзoлЬogaнa' a
дpyгa _ стeпrня 4; б) piвнo двi веprпини Мaloть oднaкoвий стeпiнь; в) степeнi
всix веptшин piзнi мiж сoбoro.

45,!дяrpaфa

BKaЗaTИ Bcl MapшIpyп', IIJJIЯXII\пpoсгi IЦIUtxи.
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46. B гpaфi

А5 А4

Bкa)кiть цикJIи' якi мiстять 4'5,6,10 pебеp, Пpoстi цикли.
47 'Hapиcуйте гpaф З п'яTЬМa BеpIIIи}IaМи, якиilнr с зB'язним.
48. Bкaжiть всi мogги гpaфa

Aз

49 . Якipебpa тpeб a BИДaJтуITИв гpaфi,

щoo вltlстaв.цеpевoМ.
50. fuя гpaфa пoбyдyвaти всi пoкpиBalo.liдервa

Al

А8

шIfr
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51. Bгpaфi

BI,IЗнaчити: a) степiнь Bxoдy i виxoлy кoжноi BrpшprFIи; б) джеpелo i стiк;
в) нислo rшляxiв вiд Аr Дo A4; г) нaзвiть веpIIJиItv' якa l{едoся)кнa з жoднoi
BеpIшини.

52. B гpaфi

пiдpaxyвaти кiлькiсть шляxiв. Bизнaчити вiдстaнь вtд Аz дo 4 , BlД Аl дo А, ,

вiд 4 Дo А+.
53. Пoбyдyвaти гpaфlr зa дaнI,II\,{и NIaтpицяМи сylvtiжнoстi

б)

{ll

аз

а1

54' П o бyдyвaти гpaфи Зa ДaII,И|у|'I М aтpиця IvIи i н ц щ{ентнoстia)o
аI

r,( t

/,1 0

/;l ,

,;l -'
/,l. o

a| ao aз

"r(o t tlа,|| 0 ll
"..[o r rJ

а2 o3 a4o o-1.'l
o 2 0{
r 0 0{
0 -r 0l
-r 0 r)

сlI

i
0

с|2 a3

0 -1.), ol
-r 0 

Iorl
-r 1' )

а| a1 аз а4

r0 r r 0l

lr r 0 ii
i0 r 0 tl
lr r I 0J
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Рoздiл 3

EJIЕivtЕ}ITи TЕoPIi tГoР

3.1. Пpeдмет i деякi основнi пoняTТя теоpii iгоp

B пpouеоiлlоtськoiдi*цьl.toстiBiтникaЮтъ ситуaцii' B яких iнтереси ol(реt''{иx
oсiб aбо пpoTI{лeж}Ii, aбо не спiвпaдalоТЬ' i в яких кo)кнi1 oсoбa xо.lе;loсягTpl
нaйкpaщoгo p$}'лЬTaT-v Зa pax}.тioк iнrшоi' Подiбного poдy сиryaцiiтparlтIяIo.гЬсЯ
i в piзнltx сфеpaх виpобнинсliдiяпьнoстi.

!дя вкaзaниx ситyauiй (нaзвемo !х кoнфлiктними) xapaктеpнo, щo еQrcкr.ив-
нiсть piпrень, якiпpиймa}оТЬся в xoдi конфлiктy кo)кнoro iз стоpliн, сyтTевo
зaJIежиTЬ вiддiйt ПpoТиЛе)кнoТстоpoни. Пpи ЦЬoМy )кoДI{a зi стtrpirl rIе М0,i(е
пoвнicrю кoнтpo.illоBaТll gтa}I сПpaв, oскi-тькикoжнiй з нltx piшiенtш дoBolIиTЬся
пpl,Iймaтrr B y}foBitx }Тrвllзнalleнсlстi' B одних Bi.{пai{кaх конфлiктнi ситyaцiТ
B[Iникa}oTь в pеЗy,lЬтaт'i свiдоltoiДiяльностi лtодеii' в iншrиx _ BOHll пoро.Ц-
xtylотЬся rlе.цocгaTньоro iнфoрпlативнigгrо Пpo yIvIOBI,l ПpoвrДеFioi oпеpaцiТ.

Poздiл МaтеМaтI{ки, якlIй вI{вЧa€ коr-lфлiк'гнi ситуauii, нaзi{BaсТьс я tl tеоpi сto

bop. I-}е тaкa lvtaтrМатиннa теopiя, якa BиЗFIaЧaс prкоNlеI;дaцii з paцioнil.IЬнoгO
спoсoбу дiй.цля кожIloi iз сгоpiн в xoдi коr*флiктноi ситyaшii.

Гpа - це сIIpoЩеAIa b{oдеЛь кoнфлiктноi ситуaцiТ, якa вiдрiзllяеться вiд
pеaJiЬrroГo конфriкry.гtr{b,I'' lrlо BеДrТЬся Зa пеBниIиI{ пpaBилaI{I,t, якi визнaЧalсlTЬ
тrloNстивi дii u унaсrпlкiв. Сyrъ гpи пo-т jягaс B т.oМy' Щo кo)I(егt iз уraснlrкiв пplпiмaс
тaкi pirпення' якi нa l:iого.Ц}мкy MO}ItyTЬ зaбезпе'lити нaйкpaщиtYI pезyльтaт.
Pезульпlаm_ це зiIaLIення деякoi фyнкtiii, якa нaЗиBaеTЬся фyнкцiеrо I]I,Iгpaшy
(п"тa.гiжtroю фyнкuiсro).

Bелrичинa виГpaш]y З?lJIe)КI{T}l вщ cгрaтеГii' якy ЗасTOсoвус гpaвrць. Сn pсultеziя
_ це сyкyпнiсt'ь пpaвшт, якi o,тнoзнaЧнo BиЗнaчaюTь кожен вapiaнт llpoве.цеIliul
гpи' ПрoтягoМ гp}r гpaвui здiйснюrоr'ь певнi хо.ци. ,Yid _ це вибip i pеа-цiзaцiя
гpaвцеМ oДнoгo iз мoжливиx вapiaнтiв пoведitlки. Хо.ци бyвають oсобuспtii
вurctdкoвi. Пplr oсобистопryxotiгpaBrЦЬсBiдомo вllбиpaе ipеaлiзyсryuи iнrпy
сгpaтегilo. ГIpи випaдкoвопry xoлi вибip сipaтегiiпpoвoд,rгься з викopI{станIIяL{
rtеxaнiзtnтy BипaДкoBoгсl вибopy.

Зa хapaкr.еpoм вигpaшIy Фи дiлягься нa irpи з l'ryльoвою i ненyлЬoвolo сyМOIo.
B пеprшиxзaгa.пьний кaпiта"'l гpaвцiв незйнroеться' aлиIIlе перpозполiляет'Ься
в хo,xi грlt, в зв,язкy з uиM с,}п,ta вplгpaшiв piвнa rтyJi}o. Bдpyгeu(_*сyмa вltгpaшiв
}чaсникlB !pI,I вlдМlнI{a BЩ н),ля.
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Зa вигля.цoм фyнкцiй BигpaшIy iгpидiлятьcЯНaJ|4аmpuuнi, бiлtаmpuнtti,неn'e-
pepвнi, onуклiтa iншi, a зa кiлькiстю xo.цiв _нa odнoхadoвi (вигparш poзпo.
.цiляеться пiсля o"цIroгo xoдy гpaBця)iбаzаmoхodrlвi (вигparu poзпoлiлястЬся
пiсля декi,ъкoх xoдiв).

3.2. Мaтpи.rнi iгpи. Рoзв'язyвaнIrя }raтpичIII|х iгop в чllсTих стpaтегiяx

Hеxaй y кoжнoГo з.цвox гpaвцiв l i B скiнченIlе числo Мo)IОЧиBI,D( дiй - нисгих
сгpaтегiй: гpaвець l вoлo.цiе и чистиМи стp aтeгtями А,' А,,' ., А,,,a гpaвець B
_nЧИc.ГvI|iистpaтегiЯМI4B,, B,, ...., B,. ll{oбгpaбyлaпoвнiстroBиЗнaченa,
неoбxИнo вкiLзaTи пpaвилo, яке кo;кнiй пapi vисгиx стpaтегiй ( А,;B 

, ) стaBиTЬ
y вiдпoвiднiсть чиcлo сl. _ BиГpa[I гpaвця А зa paxyнoк гpaBця B a6o пpoГpaшI
гpaвця B. Пpи а . <0 гpatЬlь А шIaтиTЬ гpaвI.tro 

^B 
сyvry 

| 

a ,, | 
. B гpi , лсa скJIaДarTьсЯ

тiльки з oсoбиcтиx xoдiв, вибip пapи чистиx стpaтёгiй (А,:B)eдиниМ ЧинoМ
визнaчaс ii pезyлЬTaT. Я*щo ж в гpi BикopисToByIoTЬся i випdдкoвi xoди, тo ii
peзyлЬTaT oбyмoвлloeтЬся сеpеДнiм знaченняМ Bигpaшy (мaтемaтиЧHиМ
спoдiвaнням).

Якщo вiдoмi знaчеrшя, а 
UBWpaIJry Дпя кoжнoi лapи (А 

1 B,) сгpaтегiй, тo Мo)Iсla
ЗaПИcaTИ МaтpицIo гpи (плaтжнy мaтpиuto)

Tаблuця 3,1

Плаmiэrcна маmpuця _ це тaбличниЙзaлиcфyнкцii вигpaшIy. oпиcaнi iгpи
нaзиBaють маmpuЧнuЛtи. oкpемa пapтiя в тaкiй гpi pеaлiзyетЬся нaстyпtIиI\,I
чи}IoI\.{. Гpaвецьl ьи1иpaеoltliзpдд<iвгшlaтiжнoiмaтpиui(oдryзсвoжЧистIuD(
сгpaтегй). Елleмекг мaщшдi, ясlй сгoiть нa пеpсптri вибpaнoгo pяд<a i сгoBIщЯ'
BизнaЧar вигpaшI rpaыlя А (пpoгpaш гpaвця 

^B ).
Метoto гpaвцiв с вибip нaйбiльlu вигiдних стpaтегiй, ПpI4 ЯКI4Xгpaвець l

вибиpae МaкcиМaльниЙ вигpaшI' a,B _ мiнiм aльъlиЙ IIpoгpaшI. B теopii iгop
Bихoдять з пpипyщeHIIя' щo кo)кeн гpaBrць BBaжaс сBoгo сyпpoтиBникa
poзyмним i llaМaгarть cЯ I7e ДaТИйoмy Дoсягти нaйкpaщoгo pезyлЬтaтy.

Аi Bi аi

B1 Bn

Аl att aln а|

А^ Q,rl a^n d,,

Bi Bt в,
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Baзначення 3.1. Cmpаmeziя zpавця А назuвасmьcя onmuJуtальrtoю, якщo npu

i1,заcmoсуваннi вu?pаIa еpавця А не зl+tеншumьcя, якuJ|lu б cmpаmееiямu не
кopuсmувався zpавець B.

Baзначeння 3.2. Сmpаmеziя zpавця B назuвасmьcя onmuЛtаЛь|toю, якщo npu
fi засmoсуваннi npl?pаu| zpсtвця B нe збiльIaу€mьcя, якi б сmpаmеzii. не
ЗасnloсОвував zpuвець А'

Bpaxoвyroчи нaвrдrнi визнaченIlя' гpaвець А aнaлiзyс t\,IaTpицto вигpaшiв
нaстyпrrиM чинoМ: Ддш кoжнoi свoсi .lисгoi сгp aтеni А , вiн визнaчaе мiнiма.ltьне

знaЧення d,,=minа,,(i=l.,m)BицpaшyBз.Lлr)кнoстiвiДзagгoсoвarlиxГpaBцеМ

B чистиx стpaтегiй .B,' Пoтiм сrpе.ц yоix мiнiмaльЕIих BиГpalлiв а' вiн tпyкaс
тaкy чисТy стpaтегito А,0, ПpИ якiй цей BигpaПI бyле мaксимaльний, тoбтo
Зн.lхoДитЬ

а,=maxа,i=maxmina,, 
.ttJ

(3.1)

Buзначення 3.3. Чuслo d, якe вuЗначасmьcя piвнicmю (3.|), назuвасmься
нuЭtсньoto чuсmoю цiнoю zpu (максullliном ).

Boнo пoказyе' який мiнiмaльний вигpaш Мo)ке oтpиМaTи гpaвеIр l, зaстo-
сoвyюЧи сBoi нисгi сгpaTeГii Пpи бyдь-яких дiях гpaвця B. Bi.щloвiдla сгpaтегiя
А,0 rpaым А нaзивaсться мaксимiннoю.

Aнaлoгiчнo, гpaBецЬ .B нaмaгaeться мaксиMilльнo зМенIIIиTи свiй пpoгparш.

Toмy вiн дlя кoжнoi.плстoi иPaтегii B, шyl€r 0 1 = maх а,.,, ( j _- Й, а пoтiм сеpеД

B,(пив.тaблицro 3.l) знaxoдитЬ стpaТегiю B.0, пpи якiй йoгo пpoгparп бyде
йiнiма"lъним.тoбтo

F=*in!'=чnmaxаij. (з.2)

Buзначення 3.4. Чuc.lto B , яке вuЗначасmьcя Зсl фopлlулoю (3.2),назuвсI€mьcя
веpхньoю чucmoю цiнoю zpu ( мiнLuакcoм ).

Botro пoкaзyс, який мaксима.пьний пpoГpaIII Мoже бyш в гpaвця B внaспiДoк
Bикopистaння ЧисTиx стpaтегiй. Biдпoвiднa чисTa стpaтегiя B,rpaвЦя B
назиBaстЬся мiнiмaкснoto.

Taким чинoМ' BикopистoByloчи Чистiсгpaтегii, tpaвeць l зaбезпеuyс Blщpallr
не МеrIIIIе а,,aГpaьeць B в pеЗyлЬтaTi зaотoсyвaння свoix ЧисTих с1paтeгiй
Мo)кr нe дoзвoлити ГpaBцIo А вtлгpaти бiльtпе, нi>к p '

Buзначeння 3.5. Пpuнцun oбepeэюнocmi, якuй duкmуe 2pавцям вuбip
мсtксuл,сiннoi'i мiнi.l'lакcнoi сmpаmеeiй, назuваюmь npuнцunoJу| мiнtцlакса.

t
Ц
шП
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Пpuклшd 3.1. Знaйти мaксимiннy i мiнiмaксну стpaTегli в гpt з МaTpиIIеIo

Tаб'пut1я 3'2

Ii1 B, Bз Bц
I

."tl 0 Аa
a
J -I

^t1.
I 0 2 2 0

А 3il .'' -l -J
\$i 1i4 ) 3

rx = пlах mi nац = пraх(_l; 0; _ 2) = 0 
'

Д =шinm}xа'l =min(3; 4;2; З)=l.
lt

oтже, nлaксимiнноЮ стpaтегiсю Дгrя ТpaьЦЯ А € Й.paТrгiя l ,, a мiнiьtaкснок)
cТpaтегiс}O гpaвцЯ B _стpaтегiя Bз.

3в.язок }tiж HlI}кнЬo}o Чис'ГоIо цiliоtо гpII с/ i веpxllьоto ЧисТoto uiнoю гри
p всr.aнoвЛIoс нaстуII}{a TеOpеIvla. ятty ми фоpn,r1,lтIo€It,lo без,цoвеДення.

Tеopема 3,1. ts маmpttннiЙ zpi i1'нuъtdня |tucпl(l t1illа C{ zpu tlе ||еpевuLцJj€

веpхltьоi.utuсnюi'цirtll {3, mобmo ()( < p '

Якщo в,vaтриннiй грi ни;кня i веpхня rlиL:t'i цiнt.I спiвпallaють. тoбтo & = f, ,

Tt) кaжуTЬ, iцt) ця гРa lvraс оiдrовy TоЧкy в ЧI,'сТиx сT.paTегiяx i нl.tстy цiнy гprt
Lt=d=F.

Buзначеttttя 3"б. Irотна'tuлtО чеpеЗ r i i 1t{'|\tеpLt чLtсt,|,lItх сtпpсtпtееiй, пptt
якLtх 14Gс .ltiсt1е чliвнiсll,|,ь сt = fl ' frоp}' ч|4сn1uх сmpаmеziй (А.'; B ^) zpавцiв А i
B, npu якtlх dосяtасti,tьс'l L|Я piв|liс|11ь' HаЗIt6{tюmь сiDловoIo n1oчк0ю лtапtpuнноi'
?pu, (I еj|е.7lе|,tl11 Q.r' 

'*' NL,Itj||,Iiэtсttоiлtсllnpuцi, якuй сnзoi|mь нсlllеpеmuti i"-eo pяdка,
.* . эJ .r

J - ?. о с m o в liLl uксl, *. c l 0,;l o вxп| е.rI е м е I!l11 o xt,

Сiдлoвий еЛеМенТ 4.* .* e нaйменlшим в i-.мy pяДкy i нaйбiльrпllм в 7--цу
tJ

стоBllчикy,тoб,гo a''* 1a'*'* Sd.o .Toмy,якщoгpaBецьBвiД'и.liи.гьсявi.цсвсlсi
lлiнiмакснoi сtpu'..ii nio;Ыпpo.p,alш мoже збiльIIII,rгисЯ. Aнaлоriчнo вi,шкl,Леrшя

гpeBця А вщсвoеi MaliсiitvIiннoi стpaтегiТ веде дo зl{енII]ення iroго Bllгpaшy.
Тarcш Ч!i}toМ. мiнiмaксiliстpaтегiТв гpi зсiдтoвoюToIIкoIo МatoTЬ BлaЙ'I,tBiстЬ
cтiйкoсгi. Звiдси BиIUIиBaс'' щo якщo B МaTpицi гpи iсrryе сiдiloвllй rлеМент' To
ttaйкpaшll}ll{ ДIUI г paвцiB с tx шriнiьlaкснi сгpaтеr'ii'
l08 Poзdiл 3. EflЕMЕltтl4 тЕОPi lгoP
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Buзнсlчеttttя 3.7. Чuспli сtllpоmеeii, А i- i B j. якi 1lr116gp,otО|?xь сidлову moнку i
вudiляюnlь в ",uаmpuцi ZpL| cidJ1oвttй елелtеtttп, l!аЗuвalon1|,ся Опn,Iu.'\,lаЛьнu'\tll

ЧЦСt11ltl\lЦ с:l.tlраtlзсziяntu вidnовidнo zpсlвt4iв А i B.

Buзпnчauш 3.8. Hабip |4,* , B ,*,u} назuвсlс:nxься ponв'яЗкo71 ?'pu.

Ilpaюlаd 3.2. 3нaЙ.ги poЗв'язoк гpи. зa,цa}roiмaтpицеro

(ц 2 3 2]ll
16 r -t -rl
le -2 -s | )

P оз в, яз oк. З;rповнимo .цIIя .цaнoi мaтрицi тaблицю 3. 3.

Tаблuuя 3"3

с/ = mдxmina,j = nraх(2; -3 -5) =2,

р = чn malаij =min(9;2;З;2)=.) 
'

,D 
= G, = p .B Дal{оIvly BиIIaДкy IиaсМo двi оiдлoвi тoчки (А |, B2) i (А 

|, B).
oтже' рoзв'язкaми гpи бyлyть {А ,; B 

"; 
2\ i {А I; B 

4', 
2i .

3"3. Рoзв'язуBaПня lllflТpl{чllt{х iгоp в зпrirшaних стpатeгiяx

Hехaй гpa зaдaнa IиaTpицеIо (тaбл. 3.4)
Tаблuця 3'4

I
Bl аi

Bt Bz Bз Ba

Аl ^ 2 2 z

,41 6 I I
a

-J
1

-J

aз 9 a *5 I

lti 9 2 't

tf1 B Bu Р,
1 att arz а| Pt

А* Q.l Q,,n2 сl P,,

Q1 Qr Qz qn
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l-fl

Чеpезp,, Pz, ...,p'll пoзнaченi ймoвipнoстi, з якиМи ГpaвецЬ l викopистoвyr

чистi стpaтегii А1, А", ''., А^i P,2a (i=|,ftD, L,, =|, a чеpез Qt,Qz,.'.Qn-

ймoвipнoстi, з якиМи ГpaвецЬ B викopис,o"y.1,.,i стpaтегii B|,B2,.,,Bn,

д
Q ,20 ( j = l, n),Lqi =L

j=l

Buзначеttня 3.9. Bnopяdкoвана J|4|1oЭtcuна P=Фi .,'; p,), елемeнmu якoi.

заdoвoльняюmь умoвa,u P'20 (i=|,ф, 2,, =I i noвнicmю вuцначаюmb
i=l

хаpакmеp ?pu еpавця А, назuвасmьсяйoeo змiulанoю сmpаmеziсю.

Taким чинotrl, змirпaнolo стpaтегiсIo гpaBшI l с пoвний нaбip ймoвipнoсгей
зaсToсyвaння йoгo Чистих стpaTrгiй. Бy.Ць-якa йoгo чистa cTpaTeГiЯ А. Мoже
poзглЯ.цaтvrcЯ ЯКчacтинъIийBипaдoк змirпaнoi сгpaтeгii, i-тa кoмпol{енTa якoi

дopiвнroе l, a pеrптa _ 0, тoбтo p = (0;...;1;...; 0).

Buзначeння 3.I0. Bnоpяdкoвана л|нoЭtсuна Q=(Ч,;''.; Чn), елемeнmu якot

заdoвoльняюmь cпiввidнoшeнняtut Чi20,сi =йl'iQi =I i пoвнicmю вu3н(1-
j=r

чаюmь хаpаКmеp zpu еptlвця B, назuвасmьсяЙozo змiulанoю cmpаmеziею.

Hеxaй гpaвцi А i B зacroсoвyrсггь змirпaнi сгpaтегii Р i Q' I{е oзнaчar, щo гpaBеIIь
l викopистoвyе стpaтегiro l. з ймoвipнiстtop,, a гpaBець B _ стpaтегiro B.з
ймoвipнiс,'o 8i oскiльки гpaвцi вибиparoть свoi чистi стpaтегii випaдкoв6 i
незilJIежI{o oдтн вiд o.щroгo' тo ймoвipнiсгь вибopy кoмбiнaцш cгpaтeriй(А ,,B)
бyле лopiв}Iloвaти лoбyткy ймoвipнoстeil p q . Пpи викopистaннi змiшralrиx
стpaтегiй гpa нaбyвar випaдкoBoгo xapaктеpy. BипaдкoBoro cTaе i вrличинa
BигpaпIy ГpaBЦЯА (пpoгparпyгpaвця 

^B). Toruryтепеp йщеться.rпаIшепpo ФpeДIю
BеJIичIIHyвигparшу(мaтеМaТиЧнеспoдiвaнrrя). Яснo, щo цЯ BеЛичиrrarфyнкцiя
вiд змiшraниx сгpaтегiilP i Qi визнaчaеться зa фopмyлolo:

f (P'Q)=ЁЁ ацPiQi.
i=t j=l

(3.3)

Buзначeння 3.11. ФункцiяflP,Q) назuваemьcяnлаmicюнoю функцiсю zpu з
.^nаmpuцeю (ац)^*.

Гpaвець l , змiнroroчи свoi змiпraнi сгpaтегii P, нaмaгaстЬся Maксимiзyвaти
сеpелнiй виrpaшf ( P,Q) , a гpaBець B, змiнroючи cвoi змiшraнi стpaтerii Q, _
зpoбити цей вигpaш якoмoгa МенIIIиМ.
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[ля poзв'язкy гpи з тoчки Зopy гpaBця А нeo6хiднo знaйтrr тaкi змirпaнi
стpaтегii P i Q, rlpияких би зaбезпенyвaBся сеpеднiй вигparш, щo дopiвнюe

ч]n 
mрx f (P,Q).

Baзначeння 3.12. Bелuнuна p = mjnmax f(P, Q) назuва€mься веpхньoю'a
цiнoю zpu, а веЛuчull(l d = m,x Чn f 

(,,Q) - нuэюньОю.

Buзначeння 3.I3. Змiшанicmpаmeеii'P- i Q- zpавцiв А i B, якiзаdoвoльняюmь
piвнicmь

Чn mgx f (P,Q) = max 4n f 
(,'Q) = f (P- 'Q') (3.4)

|I{lЗuв аю mь с я onmu'|4&1lьнuмu,

Buзначeння 3.14. Bелuчuна D= f (P-,Q"), яка вuЗначасnxьcя фopмулoю
(3,4), назuвсI€mься цiнoю zpu.

.{aмo ще oдне еквiвa.гlентне BизI{aченI{я oпTиМaльних змirшaниx сгpaтrгiй.
Buзначeння 3.15. Змitllанi сmpаmеzii P- i Q- еpавцiв А i B вidnoвidнo на3u-

в аю mь с я o nmuЛ4 аЛb нul,tu з мiшlа|tlьJv|u с mp а m е z i я А4 u, якщ o в o нu у m в o p ю ю mь
cidлoву movку dля rulаmiэюнoi.функцiif ( P'Q), moбmo заdoвoльняюmь нepiвнoсmi

f (P,Q.) S f (P. ,Q') < f (P,. Q). (3.s)

З неpiвнoсгей (3.5) BиIUIиBaе' щo в сiдлloвiй тoчцi ( P-, Q- ) гшaтiжнa фУнкцiя

"f 
( P 

' 
q .цoсягae МaксиМyМy пo змiшaниx стpaTегiях P гpaв ця А i мiнiмyмy пo

змirпaнюс сгpaтегi.шr Qгpaы1 B.
Bиявляеться' щo якщo BикopисToByBaTи змirпaнi сгpaтегii, To.цIIя бyль-якoi

мaтpиvнoi гpи Мo)кнa знaйти oптиМaлЬнi сгpaтегii i цilry Гpи. B цьoмy пoJUIгar
зйсг нaсгyпнoiтеoрми' якa B Tropiiiгop ввaжaеTЬcя oснoвнoro i якy ми фopмy-
лIoeмo без,цoведення.

Teopемa 3.2. B змitllанuх cmpаmеziях буdь-яка cкiнченна ЛrаmpuчItа 2pа ма€
cidлoву moчку.

Haстyпнa теopеМa дae вiДпoвiдь нa пиTaннЯ: B якoМy випaдкy нaбip
|P,, Q-,u} бyлеpoзв'язкoм гpи.

Tеopема 3.3. lля mozo, щoб змiulанi сmpаmеzii P- =(pi|...:p;) i
Q, = (qi;'.;q:) булu onmшnшbнuJ'Iu dля zpавцiв А i B в zpi з маmpuцею
(a,i) 

^,n 
i цiнoю тPu D , неoбхidнo i doсmаmньo вuкoнс]ння нepiвнoсmей

B-
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\uuri >u

f ouq-, su
"t 

=l

U =|л),

(i=|,tп).

(3.6)

(3.7)

.[aнa теореI\,Ia сTRеpркyс' tцo Якщo грaвеuь l зaсТOсyс oпTlIмajlЬ[iy зldullaнy

стpaтегito P-, a гpaвецъ B *бyаь.якy чиcTy стpaтегiro8, тo Bигpaш гpaым А
буде не IVIеHIшиM вiд цiни гplt U ' Якщo гpaвецЬ B викopисгoвyс oIIтиМ'UrЬI{y

змirшaнy стpaтегitо Q-, arpaвeць А -6уlъ-якy чистy сrpaтогiтol/ Тo llpoгpaш
I.pаBця,B не пеpевlllltитЬ цiнy гpи D .

Poзв'язoк гppl Мoжнa сyГтсBo спpocгити' якщo свoralaсIlo Bиявити в Maтpиlu

гpи.цoМiнygaння 6.ц}IILч стpaтегiй наД iнrпими, oскiльки це дoзBoляс скopoTиTи

poзйpнiсть мaтpишi.

Заувtnrceння 3.1. Якtцo в .vаmpuцi Zpu еЛеJ'|енmu Ьzo pяdка не менuli за
вidповidнi е]|еменn.Ш s- zсl pяdка, пlo6mo aoj)-a,,( j =L'tt), tnО вuzpаul zpавця А

пpu сn|pаnrczii.Аuбуde бiльtaшu, нiэю tlpu cmpаmеzit А,, якoю б сmpаlnееiсto не

кopuсmувався Zp(lвець B. Toму dля zpавця А сmpаmeziя Аr6уdе вuzidнitt,tоto,

ltiэtс спlpап,tеziя A.. B зв'я3ку 3 цLlJ't каЭtсу|nь, щО сmpаmeziя Аr doltiнус ltаd

сmpameziсlo А. '

3ауваltcення 3.2. АналoziчнО, якщo еЛел4eнmu l -zo сmoвnчuксl Ilе бiльшi за

вidпoвidнi еJlел4енmu r-2o сmoвnчuка' mo6mo аit S аi, (i =т,*), mo zpавцю B
пpu б1ldь-якuх уJfloвах невuziЙto зсrcmoсoвуваmu cпIpаmеziю B, oскiлькu в цьoj''у

iшtаdку вiн буdе l,lpolpаваmu бiльшtе, нiэrc npu вuКopuсmаннi сmpаmеzii. B',
Toлtу сmpаmеziя B,doмiнус наd cmpаmеziсю B,.

Пpuклаl3.3. Bикoнaтrl всi мoжливi спpoщrння плaтiжнoi мaтpицi

s\"l
sl"l
sl
7)

sl (7 4 8 6 s\ 0 4 6 s\ (4 6 s\ (4
sl-t l-t l-t t-l
;I [я 6 3 2 1) [9 6 2 7) [6 2 1) lt6
r)

- I ('l5l I

l-l)5t I-lle
1l \

r.

t1

7 416
5 4 61
'7 4 8 6

96З2
P oзв,язoк. Кopисгуroчись зaуBaженI{ЯМи з.| i з'2,oTpиМaсМo

48 6

461
486
632

48 6

461
6З2

6)
I

t).

Haстyпнa теopеМa IIIиpoкo BикopисToByсTЬcя пpи спpoщrнЕl IIJIafl }I(ниx

Мaтpиlр.
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Tеopема 3.4. Hехай P' i Q-_ Оп|nu'цлальнi змiшанi сmpаmezii.zpавцiв А i B в zpi
I з маmpuцею (а) uonit1ittою ll. Todi P*i Q' буdуmь onmu.fu'аЛь|tuмu i в

zpi I' з маmpuцею (bа.+c ),'-, (b>a) iцiнoю D = bll + c.

Пpaклаd 3. y'. Cпpoстити плaтiжrry ldaтpицIо

( 400 - 300)

l zоo 600 I

Poзв'язoк.PoзДiливtш, .n.*."." *u'puui нa l00 i дoдaвши Дo o.цеp)кaЕIиx

зHaчеFIЬ 3' oтpимaе *"(,, ;l\,/
3.4. Числoвi метoДи poзвoязyвaння MaТpи.tних iгop

Poзглянемo випaдoк' кoли в мaтpицi rPи(аu),',ьciа..>0. Яснo, щo тoдi i
цiнaгpи u > 0. ЗнaйдемoспoчaTкyolTтиМaJlЬrryзйrшaнyсrpaтегirо Q=(Ч,;'..;q")
гpaвця B. Зaстoсoвytouи ii, гpaBецЬ.B пpoгpaе не бiльlле вщ D пpи бyль-якiй

нисгiй стpaтегii,4, гp aвця А'тoбтo fo,,q, su (i = |,m).

Poздiливruи oбидвi ЧacTини oстaнньoi неpiвнoстi нa tl, .цiстaнемo

2.,Т =' Q ='*),звiдки,пoзнaчиBIII 14 У j =Т 0 =In\oTpиI\,IarМo

flou,,<L (i=I,^1, );20 (i=п).

Кpiм Toгo' }i зa.ЦoBoлЬняс yмoвi 2, , =fn' =Lf,n, = ]. гpu".u" в
7д u ll ,1'' o - r----- -

нaмaгaтиMеться зpoбити свiй гapaнтoвaний пpoгpaшI U якoМoгa МeнIIIиМ' a

3нaчитЬ' якoмoГa бiльшoro величинy q =2, 
'.j=l

Taким чинoМ' пpиxo.rylмo дo нaстyпнoi зaдaчi: знaЙтинailбiльпrе знaЧrнIUI
фylffqm.

(3.8)

(3.e)

113

q=2уi
'l=l

пpи oбмеженняx (3.8).
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I ,{

I{е типoвa 3ЛП, Зaпиcaнa B симетpиЧнiй фopмi. Po:зв'язaвlши Тi, знaй.цемo

ollTимаЛЬt{ий вектоp Y- = (уi;.'.i у:) i Q = (Р^u*, a потiМ, I}икopистoBуlоЧи'

I Чi
щo E = -, У j = .:, визHaчиil{o цlЕIy гpи l кo&lпoнrЕIти оп'rllМaлЬцol зil,llшa}toi. IJ D'
стpaтeгiiQ.:

I * * t __\
U=-:-,Чi=DУi (;=i,,l)

(Р^u
(3.1o)

Мipкyro.lи aнaлoгiчнo' пpш(o.циМo.цo Зa.цaЧi: зI{aйти Ilaй[,tеtIIIIе знaчeI{IIя

фyl{o{il.

пpиootviеженняx

poзB'язylочиясу,знaйцеМooптип4aJlьlпйвекгop т" = (x, ;...;лj') i ,f 
- 

= -fыn.

Дaпi,
1*u=*, pi =Di(i=I,nt), (3.13)

a oпTимaпЬнa зМilпalra стpaтrгiя rpaвця А буде P- = ( pi ;...; p *)
Зaлa.ri(3.8)-(3.9)i(3.11)-(3.12)yгвoploюъпaрy.цЗЛгl, aтoмy, poзв'ffзaвшIи

oднy з ниx (нaпpикJIa'ц' (3.8) _ (3.9)), зpaзy мoя{eМo в;ИпуIcaTИ poзB'язки,цpyгoi.
Пpoiлroсгpyrмo цe нa пpиrшaлi.

Пpuюпаd 3.4,ЗgaЙтиpoзв,язoк гpи з Мaтpицelo

(4 2 2l
lz s ol.

[о , 
')Polв,язoк. Знaйдrмo спoЧaткy oITIиMaльнy змilпarтy стpaтrгiю гpaвця B. Дpя

цЬoгo зaпиIIIемo зaдaчy (3.8)-(3.9): знaйтlt нaйбiльшrе знaчrння фyнкцii
Q= Уl+ Уz* }, пpиoбмежeннях

^ 'o'f =2*"
i=1

д
/аuх,2I (j =|,n), x- 2 0 \i =|,m),

(3.1 l)

(3. l2)
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i4у,+2у,* Зy, . 1,t"
12у, +5у"1S l,
I"'
[2y, +5,v.1<1,

},20 (i=Ш).

Bвiвшrизмiннi y. ) 0, }, } 0, }u ) 0, зве.цемоТiдокaнoнiчнoiфopми:

|4у,*2у,+2у,*}q=l,I"'
1tt,,n 

5yz +.vs = 1,

|2у,+ 5yз + }о = 1,

у,20 ('=й).

Pозв'язyrонpl зaдaчy CМ' пplтxo"Цимо.цo тaблицi 3.5:

Tаблuця 3'5

!,

У'

v-

f

a/
/88

l4/
/88

t2l
,/88

19/
,/88

6/
/88

LО/
/88

-7вв

otlт.имaльrrий poзв'язок y* 
= 1yi;...; lJl =[fi ; ffi ;

11 -\ 35
ffi; 0; 0; 0l' иmaх =й

88Зa фopмyлоlо (3.10) знaxo.циMo цiнy гpи 1) = (D з5Ymax

qi =щi =*.*=*, n: =*. q: =*' oтже,. o-=(*' #'*)
3aДaчa для виЗIIaЧенtIя кoМпoнrнT BекTopa X , a oт)Itе' i кoмпoнент

oIIтиМtUIьнoi змiшraнoi сгpaтегii P'гpaвця l в кaнorriчнiй фopмi мaс вигляд:

мiнiмiзyвaтифyнкцiтo f = х,+ х2+ x3IIpиoбмеженняx

I
a
B'il
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{

|4ц+?4_х,=\

1ц+5ц+ц_4=l'
|?-х'+5ц_ц=ц

Лl)0 i=I,6.
Tyт бaзисIIиМи с змiннi Xц Xs,i хu, a вiльними _ Xl, Xу х,. BpaxoвyloЧи

вiдпoвiднoстi мiж змiнними poзглядyвaнoi пapи !З, з, т aб лиiri з. s .'uiiд*'o
.1,9 6 10,' = 8Е',, = 3Е,,, = 88 Зa фopмyлoro (3.l3)

88r9r9610P, =D,X, = 35 ss = 
35 ' 

p, = т'p; =;. Taким

oдеp)I(иМo

чиl{oM'

p. =(le . 6 .lo ). 
t 35' 35' 3' l_oптиМaJIЬнaзМlIIIaнaстpaTегUIгpaы1яА.

Пpи poзв'язyвaннi Мaтpичrrиx iгop poзмipoм 2хn i mх2 дoцiльнituе
BикopистoByвaти Гpaфiнний мсгo.ц i влaстивogгi oптимutJlьtlиx poзв'язкiв пaplt
ДЗ: якщo в oIIтиМaJIЬнoмy poзв,язкy зa'цaчi зйннa Дoдaтнa''o Ьб*.*.'o д!з,
яке вiдпoвцar цiй змiннiй, пеpетBopIoсTЬся в piвнiсть. Якщo oIIтиIu'LтIьниМ
po3в'язкoм зaДaчi oбмеження пеpетвoplorтЬся в стpoгy нepiвнiсть' тo в
oIIтиМaJIь[Ioмy poзв'язкy !З вiдпoвiднa змiннa piвнa 0.

Пpuклшd 3.5. Знaйти poзв'язoк Гpи з МaTpицrlo

.(ля визнaЧrння oптиМ.LJIьtIих стpaTrгiй гpaвцiв скJlaдaeМo пapy !З. fuя
тpaвця А:знaйти нaйменrпe знaЧенtlя f = *, * х, пpиoбмeженняx

(3 0_2 l1)(в 5366)
l-r 2 4 0 ц|Jц79 59|-r85366]-[,s536]
Iz -1 _з 0 

',J [z 
4 2 5 6) l.4 7 9 5 9) 14 7 9 5I
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ПЦП

|8х,+4х,2I,
)5х,*7 

х,>-1'

|3х,+9х,2|'
|бл, *5x, > l,

х',х,2o;
дJIяцpaвця B:знailтlцllaйбiльrшезнavенняфУнкцii f = у,* У,* у'+ уn ПpkI
oбмеженнлr

(3.14)

[8y' * 5у,+Зу,+6уo<|,i -'
|4у'+7уz+9у,+5уo<|,

Уt,Уz, }з, /o 2 0.

Poзв'язyroни зaдaчy (3.14) гpaфiuним МеTo.цoМ' Знaxo.циМo

"i =*.*;=*| f^"=*, ,=* =Ч_'=|, ,-=(+'1'0)o.*i,"*,

J; >0,x; >0, тo oбидвa oбмеження в (3.l5) ii oпТиМaльним poЗв,язкoМ

пepетBopIoIоTЬся в piвнoстi. Кpiм Toгo' пpи xi = +' -: = * пеprшi двa

oбмrження (3.14) пepgгBoploloтЬся B сТpoгi неpiвнoсгi. Oтlке, вiдпoвiднi змiннi
У, i !, B oптиМaлЬIloмy poзв'язкy (3.15) дopiвнtotoTЬ I{yлIo (знauить,

qi = О,q, = 0). !ля знaхoДження уi i у^ зaлиIIIaeTЬся poзв,язaти сисTемy

. {з,,*6уo=l,_ 1 6 l 6piвнянь 
1,,, * 5уo _-'. Звiлки ,i = 

,g, у; = fr, aoтже , qi = ,,ni = i. кгiм

Toгo' Qi =Q.Toдi, Q.

3.5. Елементи теopii сTaTистичних iгоp
Iгpи, в якиx o.цIlим iз yuaсникiв с лlо.цинa (гpaвець А), a дpугиМ _ пpиpoДa

(гpaвець ф' нaзиBaloть стaтистичниМи. Пiд пpиpoдolo poзyМitoть кoмплекс
зoBнiшt{ixoбсгaвин,пpиякIo(ДoвoДfгЬcяпpldълaтиpirпеr*rя, aгpaвu5Аirшoли
нaзивaloTь сТaTистикoМ.

Poзdiл 3. EлEMEHти тЕoPI IгoP.
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= [о.o. }.9.o], u ui 4

\ / l ) 
нaгpиu=j'

I
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Hеxaii сTaтистик l вltкopистoвyе стрaтегiТ l 
, 
, ' " ., А ,,,& прI-Iродa .ГJ сrpатeгii

П ,; ... ; II ,. B свoix вiднoсинax з пpиpojlolо стaTI.Iстик }Io]кg itoр'rс,l.уBа.i'I,lся як

чисTимl,tстр aтe;nямиА,,тaкiзIиiшta}IиМи P=(!v...,P,,,),Р,>{}\i =Li)'Ё .,. =,
i=' i

Якщo вiн мaе можливiсгь oцiнити нaслiДки зafi'oсyвaнIiя кoжllоi свосТ чистоT
стpaтегiil , B залe}кнtlстi вiд бyДь-якoгo cr.9нY П,IIpирoдI{, тоб.ro якlЦD йомy
вiдoмийчlтl-:лoвийpез}ЛЬтaтa'.цлякo){tноiдoпyсгltмoi.коlrбiнaцii(l , П)'.ro
стaтисгичtly грy Мo)I*la ЗaДaт}ilиaтiжноrо IЙaTpицrЮ k,,,)u,,u1тaб.шишя 

j'ф.
Тuблuця 3'6

Ilpaюrаd 3.6.Haпiдпpllсtutствi вtrкopисTaHНЯcирoBинII B зaле}кgoот'i вiдТi
якoстi склaДас l0_ l 2 oдиниць. Якщo.ttля випyскy пpoдyкцiТ сllpoвltни бyде
недoстaTrlЬо, тo зaпaс ti Мo)Iffia пoI1oвЕIиTи пpи зaTpaTaХ 5 oдиrшць нa oдI{IrиrIIo

сиpoви}tи. якIцo ж зaпac сIrрoвини IIеpеBищyс пoтpоби' тo зaTpaтI{ нa
збеpiгaння зaлltrшкiв cкJla.цa}oтЬ 2 одиниili нa o.цинptцю сIlроlrl{flи. Склaс:ги
гшaтiжнyмaтpиl{югpи'

Poзв'язoк. Плaтiжнa МaTриЦя I.pl,{ зa.цarться тaблиltеlо 3.7
T'g(l"цut.lя 3.7

Аl Пi

t?' : р16 4
Пt(10) П2(п) П'/|1I

А|(|0) 0 -5 -10 -10
А2(|1) 0 *5 -5

h(12) 4 -2 0

a1 = maхtt, 0 i) 0

Poзглянемo I\,{rToди вибopy oпTиМaJIь}Ioi стpaтс:гiТ cТa1 иgТt{l{а 
"
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Bшзначення 3.16. Pt,lзuкoJvx rij сmапluс|||ul{сl, кoлl1вiн кopuсmу€mьcЯчucmОIo

cmpttmеziсю А, пpu сnшнi П, npupodtt, ItаЗuвaсmьсяpiзнuцямiэrc максшмшIb|tu.I'|

в|llp{ILuе"il,' f; = *u* а,,, якttй вitt лtiе 6u dicmаmu, dоclпoвipltо знсtюull, щo
npupadа pеалiз1ng cmpаttlеziю П,, i muм Gl41pОu]eil аu якuй вiн oDеpэюumь,
BLiКopucmoвуюЧu с,lllpаmeziю А, не знаючu, яlсuЙ iз спtсtнiв II,npupodа pеалiзус,'
|.,,=aj-а,.2О.

T'aблиця 3. 8 пpедсгaB"rIJIс с0бoю МaTpицIo pизикiB, a TaблI.rця 3.9 - мaтpицю
pизикiв дтя п pl,lктaдry -]. 6.

Tаблulsя 3,8 Tаблuця 3,9

Аi
П'

max 4j/7r (10) П20I) IIз02)
А, (10) 0 5 10 10

А'0 t 2 0 5 5

А,('2) 4 2 0 А+

Рoзглянемo кplrгоpiй Bибopу oгггIд,'a.rьнoi сгpaтегii стaтистикa пpи }Iевi,цoI{I'(

ймoвipнocr.яx стaltiв гIp}Iрoди.
Кpитеpiй Baпьдa_це мaксимiнний кpитеpiй, i iioгo МoжIia сфopмyлтoвaти

як.цJI,IчисTllx,тaкi.шi'IязMi[IaIfl4хcгpaTrгiй. Biнекprгеpiемкpaйшrьoгoпосrrмiзlry,
oскiлЬкI,t Тy.г стaтисTI,Iк Bl{xоДиTь iз пpипyшIеIItl,I' щo приpo.цa лiс прoти нЬoгo
нaйгiprшим Чи[IOМ' тoбт.o pеaлiзyс тaкi свoi стpaтегii.Г1p ПPи якиx BелиЧинa
йсlгo вигpашly гlpиймaе нaймеI,IшIr знaчеЕIня _ 

Чno-ц. Bltxoдячи З Toгo'
сTaтt{стик вllбиpaс тaкy t{}.lсTу стpaтегitо А ',лpи яkiй нariменrший Bигpa[I
мaксимiзуетюЯ,.с| = 'i'* \n ou'

Пpшoшl3.Z. Коpиr"тyloЧисЬкрlrгеpiем Baльдa, вyь{oвaхпpl{Kцaдry 3.6знaйтуt
oIIтиМ€lJIьIry сгpa гегirо.

Poзв'я3oк. Bиxодя.lи з тaблицi з'7 .цЛя пpиклa.ЦУ 3.6, мaсмo
a = m?'x (- 10 , - 5' - 4) = _4. orrке, oITтиNIаJIьнoIобyДесгpaтeпяА,.

!ля iмiшa}Iltх стpaтeгiй кpитеpiй Baльдa фopмулroстЬся }IaстyпниN'{ ЧиI{oN,l:

oгtтиМ&TЬнoro змirпaнoю стpaTегiетo gгaтиcIикa BBaжaсTЬся тa, пpи якil"l йoгo

мiнiмa,чьний серлнiй BиГpaIш rтun Ё а,' p , 6уДeмaксималЬt{иМ, тoбтo змirшaнa
' i=l

.**
стpaтеГlя P|'..., p lI зHaXoДитЬоя з умoBи

m

rnax min |'а,, p,.
PJi=t

^.ai
П'

I7r l7n

Аl Г|,

.tlam Г,,| fnn
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f,' fqтlwМ6!s!:*-{ П ,t

Кpumеpiй Сeвidlrcа _ цeкpи.геpй мiнiмaлЬнoгo pизикy' Biн мiнiмiзye мoхспивi
Bтpaти. Кpитеpiй Cевi.цжa, як i кpитеpiй Baльдa, с кpитеpiсм кpaйнЬoгo
песимiзмy, oскiльки Tу.I'cTal,Иcтик BиxoдитЬ з IIpипyщенrIя' щo пpиpo.цaдiе
ПpoTи ньoГo нaйгiprпим ЧинoM. Biн pекoмrl{Дyе ви6иpaти otITиМaJIьнoIo Ty

чисTy щpaтегiro А,,пpиякiй мiнiмiзyеться tsrлиЧинa *,?* t,.

Зaрa;кимo, щo з тaблpщi pизшсЬ 3.9 BиIIJIиBaе' щo oIТIиМаJlЬнoю зa Cевiдкем

буДeниcracтpaтenяА,, oскiльки min max r,; = min(l0; 5; 4) - 4.

Пpи викopистaннi кpитеpilo Cевiджa в oблaстi змirшaниx стpaтегiй

poзгля.цaстЬся сеpе.цнiй pизик i rц r, U = |,nl, HaйнеспpиятливiruиМ для
i=l

cTaTистик a е т aкиЙ ct aн П.,, пpи якoмy Bеличинa сеpе.цнЬoГo pизикy,цoсягa€

нaйбiльшloгo з}IaЧеItня maxirцr,. Кpитеpiй Cовiджa peкolur}Iдye зa
r i=l

oilтиМaлЬну ви6иpaти Ty змirпaнy стpaтeгiю P', лpи якiй мaксимaJIЬне

знaченtlя с€pr.щIЬoгo pизикy мiнiмiзyеться: min max i,,, p, .p j -.r, 
u,

Кpumеpiй Гуpвiца _ кpитеpiй песимiзмy-oптимiзму, якuЙ pекol{еHдyс
poзpaxoвyвaти нa Щoсь сеpе.цнс. B oблaстi ЧI{сТиx стpaтегiй oптиМaлЬнolo
ввa)кa€TЬс я cтpaтeпя, знaiiДенa З yМoви

max{a min а,, * (1' _ а) max а,,|,
IJJ

Дe d, r (0; 1) i вибиpaеться iз сyб,ективниx мipкyвaнь.

Пpи a = l кpитерiй Гypвiцa пеpсгBoploсTЬся B кpIa"геpiй Baльдa' пpkl G, = 0_
в кpIтгеpй кpafuьoгo omrоliзмy: mPx m?x а ij ; a ПpLI 0 < а < 1 oлеpясyeмo Дeщo

сepедн€.
Poзглянемo Tепеp кpитеpiй вибopy oптиМaльнoiстpaтегii стaтистикa з

BикopистaнIUIМ ймoвipнoсг eil Q j cгaнiв пpиpoДи. B цьoмy Bипa,цкy кopисTy.

IoTься як сеpелнiм знaченняM q 
"^,pu-у

n
т1а' = )-ац.Q 1
j=l

тaк i сepеднiм знaченIrям pизикy
120

(3.14)
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'qi , Q=r-), (3. l s)

якi визнaчa}oTЬся для кoжнoi чистoТ стpaтегii A, cтaтиcтикa (тaблицi 3.10 i
3.11, вiдпoвiднo)

Tаблuця 3.l0 Tаблuця 3. ] ]

3a oптимaльнy, згiднo з кpитеpiем БaЙaca,пpиймaеться ЧисTa стpaтeгlя А,

пpи якiй мaксимiзyстЬся сеpеднiй вигpaшI ii С-raтиcтикa, тoбтo 
^u*o'.I

AнaлoгiчнO зa oптиМaJlьнy' вiдпoвiднo дo кpитеpiтo Бaйrсa, пpиймaеться
чисTa стpaTе Iiя А i,пpи якiй мiнiмiзyeтЬся сеpе.цнiй pизик.

Мoжнa пoкaзaTи' щo сгpaтегiя' якa мaксимiзyе серлнй вигparш, спiвпa,цae з

сгpaтегiero, якa мiнiмiзyr серлнiй pизик.

Пpaклаd 3.8. ПpипyсTиМo' щo B yМoвax пpикJla'цy 3.6 ймoвipнoстi Qp Q2, Q3

сIIoживaння сиpoBини в кiлькocгяx l0; 1 l i |2 oДинvlць вiдпoвiднo дopiвнtotoть
0,3; 0,1; 0,6. Знaйти oIIтиМ'LпЬнy сгpaтегiro' кopисTyюЧисЬ кpитеpiем Бaйесa.

Poзв,язoк. Зaпoвнимo тaблицi 3. 10 i 3. l 1.

Tаблuця 3. l3

r, =Zru
j=1

tti
Пj

fi
П1 П,

lr1 rп f1n fl

А^ trrl Гo,n Гm

Чi Qt Ч,

А,
щ

сli
П1 Пn

А| aп At, i,

А^ Q,n1 аnxl Am

Qi Qt Чn

Tаблuuя 3. I2

Аi
Irj

,t
П1 П2 П3

А1 0 5 t0 6,5

А2 2 0 5 3,6

Аз 4 2 0 I,4

Qi 0,3 0,1 0,6

Аi
Пj

сli
П1 Пz П3

Аl 0 -5 -10 4,5
.,

0 -5 -3,6

А3 4 -2 0 -1,4

qr 0,3 0,1 0,6

A
ш
ф
AI
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П il

lп
man< аl = nlaХ :), n,.i ' ' n7, It'

, З тaблиць'BиДi{o. ЩO cTpaтеriя А., якa Мaксимiзyс сеprдI{ili BигpaшI
tl
(maх a, - _I.4), мiнiмiзуе сеpе,цнiI:I ризик min (r, = l,4) . oтже, floтpiбно
зaГoToBLlTи сиpoBинy B кiлЬкoстi 12 одинlrць.

Заувааtcення 3.3. Якu1o unаnxuсmuК Irc воnodic oб,€кп1uвнoю iнфoplttсlцi€tt}
npО й.\4Овiprtосll,ti qi CInсrнiв nрupodu Ir, i вваэtсас в tlевнiir.I|ipi npсlвdoni;liбн*iуtu
всi сttlаllt,|, mо iх iiмoвipносmi ыfiupсilоmь piвнuмu

I
Qt = Qz =,". = Ч, =;.

Згiдlro З кpuNnеpiсмl JlаrrqОса oпTиМaJIЬ}IoIо BBа>iiaстЬся с]'рaТeгiя l,, ,Цля якоi

Кoжне yпpaвлiнсЬке pililrння ПoB'язaне з IIеBниI,' pIIзикoм. Нaйбi;rьшl
пoUII{pенa ТоЧкa Зopy' Згiдно з якoю l\,lipоIo pизикy кoМеpфiногo (фiнансовoгo)
piruення aбo oпеpaцiiсдiд ввaжaти сеprднс кi}aДpaTинне вiдxилеl{t{я знaЧеьIlIя
пoкaз}Iикa ефективнoстi цьoгo pirшeння. .(iйснo, ЧиI\{ Мri{ilIе poзкидaнi
pе3}'Льтaтиplillе}irul' т}1М МеIflIIий prtзra<. Якшo жвaрiaцiя p€,.зyЛЬTaтiBдopiвнloе
}iуЛiо! 1о pllзик повiliсгro вiдсщrriй.

З poзrпянуTих Bищr llr}иклaдiв виIUIиBae} Щo пplrйняте pilпення (сгpaтегiя
А, ) с oлl,loз}laч}Iиl4. Пpoте uе не 3аB)I(Ди TaК, Щo ПpoiЛIоcгpyсМo }Ia HaстyIТнlD(
ПрI,IКпaдax.

[Ipaклаd J.9. Рoзглядa€ться двa iнвестицiйниx IIpoекTи. Пeprший з
ймoвiрr.liстlо 0,6 зaбезI]rЧyс пpirбyтoк i 5 млн.гpн., a з ймовipнiстtо 0,4 збитoк
в 5,5 млll.Гpн. Для Дpугoго IIpoекTy з ймoвipнiстro 0,8 Мo;'кнa oTpи}'{aТLl
riрибyToк в poзzuripi l0 шtлн.гpн. i йшroвipнiстrо 0,2 _ збитoк 6 млн.гpн' Який'
IrpoекT вибрaти?

Розв'язок. oбидвa rrpоекти МaюТь оД}raкoвy пpибуткoвiсть, якa дopiвl"llос
6,8 lt'.rtl.гpн. (о,о . 15 + 0,4(_5,5) = 0,8 .10 + 0,2(_6) = 6,8). oскiльки сеpе.цrrс
кBilДpaтIнне вi.цxlrтення гrplrбркy ltllя пrpiшoгo гIporкTy

о, = .,/0,6(15 _ 6'8), + 0,4(_ 5,5 - 6,s), = 10'04 , a&Ця.црvгoгo

,, = 1,ffi-Твf *{;i3r = 6,4'ТoМyвибиpaсмo'Цpyгийпporкт,
oскiльки Gz 10,.

{Ip u к.о а0 3. /0. Aкцioнеpl{o Iиу Toвa рIIстBу пpoпol{yloTься дBa ризикoвиx
IiDоrкТи:

Nsl:
40 50 60

0,2 0,6 0,2
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BpaxoвуroтIи' lцo aкl.1ioнеpне тоBapисТBo тuae бoрг 80 N{-п}t.Гpll'> вltбpaти
вигiцний iIpоекT (виi'iднy стрaтеr'iro).

PоЗв'язсlк..{ля оrliriки ефектltвlтoсгi poзгля,лyBa}Ilж iнвестицil"tниx прoектiв
oбчислl,rlto M€, = 40"a,2 + 50 .0.6 + 60 .|),2= 50(rr,r..rн,гpн.),

M€. = 0 . 0,4 + _50. {},2 + 100 'О,4 - 50 (м;lн.грн')
Оскiлькli сеpеД}rя гrpибyтковiс.гь обоx пpoектiв oднaкOвa, [ryкaсI\,lо

серrдЕIЬoкBaдpaТplч}ii вiдхlr,rенr м сr,. i o'' :

u- -Sl

/\
= ilO+0-r 20,1; = r,'40 = 6,324,

[no tс, - Mс,).]i = [о,z. (+о _50), + 0,6.(sо *sо), + 0,2. (оо -so}l =

oc,=|M{€,-M€,).} = [о u(t'_50I +о,z(sо_50), +о,+(tоо-"50),} =

=т2000 =44"72.
'ГaкI,lм чином, щебa вибpaти прoeкт Jti 

' 
To}{у, щo IIpи o,цнaковiй середнiй

пpllбyткoяoYri{M{, = M€,=50 м-uн.г1rн.) pизик IIсlрlIIoго пpCIекTy нaбaгaтo
меrпшlйнix(pиЗI{к/{pyr.огOllpoекTy (o.' = 6.324 . G... = 44,,?2)'Пpoтещlя
вllбopy пpoеТ{Тy слiд вpaхy}tатll Tе. tцо акцioнеp}{r тoBapистRo ruraс 6оpг 80
lvlлi{'IрII. Зокpемa. Якщo пpиI]yсТ.иTи' щo дoхiднiсrь прrrектiв poзпо.цiленa зa
I{oP]\,IaльI'}I1IV{ ЗiiкoнoNl. тo згiднo З прaBилL}I\t тpЬoх сiгrи
PQс _ I|4 с|< з.o. )= О,99,7 , тoбтo з ймовipнiстю 0,997. i] l,loжлltвi
знaЧr}illя u}':l}"lъ 3нaxoДIlТУIс,я B u{ТeрBалaх:

ПpоектЛb|: €. =50 t 3 " 6,З24; 3 l,03 < $, 368'сl"| 
"

Прtrекr Jr:.е2: (. -50+3'44'72: *B4,l6<i. <184,l6.
Oтже. при вибoрi ьtенtш pиЗI,lкoBairoгo проекц, Nо] attцioнерl*е TоBaрисTвО

Мо)кr с}гlТсaо з&lеFIlпIlти свiй бopг, ztле вiл бopгiв воно повнicгIо rtе звiцЬнIIТЬся.
Якт']'о ж 6yде вибpaний бiльiш pизикoвaниri пpоект }.{b2, тo aкцiогlеpне

тoBapисTBo може пoзбyтися бсlргiв, одrp;fiaвIllrl Прlt цЬcМy I-Iетrlaлий пpllбyгoк.
Пpи невДачi ;1oгo онiкyс бaнкpyтсгво.

Кoнтpольнi зaпитаllllя тa зaДачi

l . Якi сиrуaцii нaзивaloтъся конфлiктними?
2. Що BptЕtiaсTеopiя iгоp?
З. IТ16 

'u*. 
raa, фуrrкцiя вlп"p,rlrту, cТpaтегiя, хiд?

4' Якi it-pи riaзilвalоTься мaтринlrиnяи?
5. faйте BиЗнaЧеI{ня огlт}{Мaцl,нoi стрaтегii llэaвця B.

Poзdiл З. EЛЕ''nЕнти т.EОPi.tГОP 123

I
*



rrf

6. .(aйте визнaчeIIня нижньoi чиcгoi цiни гpи (мaксимiнa) i веpxньoi vиcгoi
цiнигpи(мiнiмaксa).

7.Щo пoкaзyloтЬ нижня Чистa uiнa гpи i веpхllя ЧИcTaцiнa гpи, i який мiж
tlиМи зв,язoк?

8. Щo }raзI,lBaс,гься сi.цJroвoto тoЧкolo' сi.цлloвим елеМeнтoМ мaтpи.rнoi гpи?
9. Якi чиотi стpaтегii гpaвuiв А i B нaзивaloтЬся oIITиМIUIЬниМи ЧvIcTИNlvl

стpaтегiями?
l0. II{o нaзиBaетЬся poзв,язкoм гpи?
l 1' II{o l{aзивa}oтЬ змirшaними стpaтегiямигpaвцiь А i A|
12. laйrте виз}IaЧенI{я шaтiжнoiфyнкфiгpи в змirпaнlrx сгpaтeгiяx, нижньoi

i веpxiIьoi цiн гpи, oIIтиМaJIЬниx змirпaниx сгpaтегiй, цiни гpи.
t 3. Cфopмyлшoй.ге неoбxiшry i дogгaтl*o yl!{oBy тoгo' щoб змilшaнi сгpaтегii P.

i Q' 6улиoIIтим'LJIьIIL1|'1L| N|Яrpaвuiв А i B.
14. Ш{o нaзиBaсться pllзикoм cтaт:иcrцкa?
1 5. Cфopмyлtoйте кpитеpii Бaйесa, BaлЬдa, CевiДкa, Гypвiua.
16. Знaйти мaксимiнну i мiнiмaкснy cтpaтeгii в гpi з МaтpицеIo:

в)б)

(-r I

l0 2

L3 2

a)

(r2
l2 -1

[4з

4 -1 2l
з 21|.
) 1 -il'
:3 ; -;)

е)

(zr 2 3)

|з 0 , o|.

|2 
_1 0 зl

[1 2 -r2)

д)

(t-2 o 8l

lt 4 -7 6l

Ir 1 -s rl'
[z-1 o2)

г)

(t 2 3 4)

|z з 4 r 
I

|з 4' ,|,
[4 I 2 З)

в)

(75Зs]
ls 6 4 7]|.

|з 5 2 4l'
[6 6 r i)

-2 4l
3 I 

l;2 -3)

ol
4l;
t)

б)

(423)
lz -3 ol'

[-r 4 2)

a)

(з2
12 -1
[4 1

17. Знaйти сiд'roвi елеМенти в гpi з МaTpицеIo iзaписaти poзв'язoк гpи

, al
-3 rl'
r -2)
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Г)

(з
I

t\
t-
L6

6l
sl
sl;-l
4)

(::
lt r

o'l* s

14s

43.]
4 3l
1 2l'
6 з)

(в

lt
u)ls

\s

107
87
98
91

г)

(66s4?j
l6 s 4 4 6l

п\ | |."'16 8 8 i 7l'
[я 7 5 6 5)

r 2 1l
-1 з _+|:

0 -2 0)

Д')

(2 4' 'j|1 з 2 1l

|_t 2 з з|

[о 3 1 +)

65
64
15
64

54
44
65
5'7

85
/)
14
64

19. 3нaйти poзв'язoк гpи 3 мaтpицеIo гpaфiнним Мrтo.цoМ:

(s +) t:l (z 8) (6 +)

фl^ "l'Фl: 
,|, 

")lд.l..)lr- 'l'\o t) ls 111 \* ") \" -)\/
2},ЗrтaЙтиpoзв,язoк гpи З МaTpицеIo мeтo.цoМ зBе.цrння дO пapи ДBolстих

зIIП

(+6ol f: ',:l (tss)
a) [; ; ;)'., l ? ; _', j' ")[rо 6 n)

2 1 . Cтaтиcгич''u'puЬuлu"a зa дo''o*oгolo мaтpицi

4 -1 2

2l
з-2
2 *4

0,5 0,2

(-r 2 3) (r 2 -2 4) I 3

|_z_з 4 l l2 _I 3 t| |,u)l-I 4 2 |;0)| 4 3 2 -з|;в)|_,
I o,t 0,5 0,4 ) [0,2 0,2 0,5 o'l ) [ 0,,

5

4
a
J

6

g
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КopисryюЧисЬ кpитеpiямlt Бaйесa, Bzulьдa' Севi.цжa, Гypвiцa пpI{ сY = О,4,
знaiiтlл oптиMaлЬну и.рaт.егiкl стaТиgгикa.

22. AкцiонrрЕioМyToвapисгByтIрoIIOнуIоТЬся jIBa;Tporктl.t. BpaховyIоIIи' tцO

aкцioнеpllе ТoBaрисTBO ь{aс боpг x, вибpaти вигiдний I]poекT (вигiднy
сгpaтегirо;:

a) б)

J'ф 1:

F t0 ioi'б
D, 0.3 a,4 | 0,з

Ns2:
i0 20irn

0,4 0,2 i 0,4

х=-]0
23. ЯкуlЙ з дBox пpосктiв I\,{еI{Ifl plIзикoвaний, якщo пеpшlий з fiмoвiрнiстiо

0,7 зaбeзпсuyс пplt6yтсэк 18 i'{лtl.грн. i з ймовiprriстrо 0,3 збlrтoк в poзмipi 6
млн.ГрFr.' a хpуrтrЙ_ з ймовipнiстto 0'б пpибyтoк в poзtntipi 20 млн.гpн. i з
iiмoвiрнiсt.tо 0,4 збигок в pозlriрi 3 млн.гpн?

24, Якllйз ltвoх пpoектiв бiльшl pиз}tкoBaнltй, якщo пrplший з ймoвipнiсrrо
0,6 зaбезпе"lyс пpибуток 15 $ш}l.Гpн. i з ймoвipнiстю 0"4 збитoк в розмipi
3 млн.грн., a Дpyгttli _ з ймoвiрнiстtо 0,6 пpибуток в poзмipi l3 млн.гpн' i з
йrьrовipнiстtо 0,4 збltтoк в pcзмipi 4'5 млн.гpн?

б)

]ч9 l
з0 40 50

Pi 0,2

20

0,3

30

0,5

Nq2:
50

P: 0,1 0,2 0,7

х=50
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Pоздiл 4

HЕ.IIIHIИ}IЕ ПPOГPAN[yB,4,I{Hя (tIIТ)

4.l. Biдoмoстi з теopii фyнкцiй бaгaтьox змiнпих

4. 1. 1. Ф},rlкцiя" Чaсtnuннi ttoхidнi.,\aфеpeнцiаll

Неxaй D _деякa мнo}кliнa Тoчок и-вllмip}roгo евклiДoвогo пpостopу R,, .

Baзначення 4.I, Якtцa кolснiЙ nюuцi x (*,: х2;,,.i х,,) е D вidпoвidас за tIев-

I'uJуt 3{|кo|1olу| odнe i miiъкu оdне aiilсне чuсЛo (Jt , m.o К.tlЭtcуn1ь, щo на лll,toэюulti

D GutЗ|tttчена функцiя вid n змiнttuх х|' хzэ...э Xtl i заnuc),юmь

|J = f(х,1.Y2э,'.,х,\ або u = f (i)'
ПpипустиМo, щo функшiя u = J'(T), X € R,, BизнaЧеI{a B деякoМy oкoлi

'-0 / ,,
ТoЧки х \лi,, хi,...,хl )* л,, крiм, Мoxсll-tBo' сaмoТтoчк' Xo .

Baзначення 4.2. Чucлo А назugсlюmь ?pанuцею фуtlкцit. u = f (Il в nаo,tц!

|o , якaЦо dля dовiльttoеo € >a iснус 6(s) > 0, щo d.ця всi"r moчo|( 
-х, х * хo ,

якi заlово'пь|tяюrnь уJуIoву p{vi x 
o 

) . 6 , вuкoнусrпьcя неpiвнiсmь |f (i) _ дl < s.

Buзпачrння 4.3. Функцiю f (х,;х,|..':х,) наluвсl|Оft|b неnrpepвItОЮ в mouцi

Тo е /tn, якщa dля dсlвiльнozo € >a iснус m(жr 5(s) > a, щсl dля всiх mОчolt

? е R" n|акllх, що p(х ;х 
o 

) . 6, вuкoнусmься неpiвнicrlш lrrтi - 71x., l| 
" 

с.

Pозглянеьto фyнкuiio u = f tl ) = f (х,; х2 ;...;.т" ) BизнaЧeнy вдеякoМy oкoлi
Toчки Fo с R,. Чaстиннa пoxi.цнa цiei фyнкцii пo змiннiй x, в 

'ouцi 7o
обчислttосться зa фopмyлorо

A'',f (х,o , *|',...,*|) (4.1)

де

Эf (х,,х,,...,х) 
= lim

О", Щ*0

^ 
r f (t,,;,'..,х:) - f (t, х|,...,х|_,, "r| + ф

i нaзивaсться чaстиHIIoro пoxiДнolо пеpIIIoгo пopя.цкy.

Poзёiл 4. нвлtнtЙне |1PaгPAMУBA|1Hя (HI1).
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,xl*,,...,xl) _ f @?, d,...,х:) (' =Йу

A
A
ш*
F

:I
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Пa

Пpи знaxoДженнi чaи.ИHtIу|xпoxiДниx BикopисToByrМo пpaвlшa i фopмyли
дифеpенцiloвaння фyнкцii oднoi змiннoi, пpи.roМy' якщo беpемo пoxiднy пo
змiннiй x' 

' 
To всi iнrшi змiннi BBaжaeМo кoнcтaнTaМи.

Пp aклаd 4. I. ЗнaЙтичaстиннi пoхiднi фyнкцii U =

Poзв,язoк.
хi +хi + х:.

aU = хi+хl_хi aU =_ -2х,х, aU _2х,х,

О", a,' + -,, + ",J, ц-(х,.J х,^, + 4r, aщ= G

х1

+хi+х),

Buзначeння 4.4. Функцiю IJ = f (т), X с R',, вuЗItачену в oкoлi moчI{u
70 е R,, , нсlЗ|lвс]юtnь duфеpенцiлЬiанoю в цiй mouцi, якщo noвrшй npupiсm
функцit в цiй moнцi л,loЭtсна nodаmu у вuzляdi

.-0-O

^f 
(X ) = А,\ + A,Ьх,+...+ A,.Aх, + y(X- ,Ьх,,Ьх2,...,Ьх,).p,

, де {._деякip+o
Чис.IIa.

[ля фyнкцii tJ = f в), X (*,1 X2;...э х,)е Rn, дифеpенцiйoвaнoiв тoчцi
7. (,l, х|,,,,,х| )е л,, фopмyлa Nтя oбчиcЛення пoвнoГo дифеpенuiaлy мae
BигJIяII

o, 
- OU-(Хo) *,**s'а*,*.. *ЭU!!o) 4,,^ (4.2)' О", 

, 
О*,. 

2 --- 
О*,

Пpaклаd 4.2. ОбчиcЛplTl4 знaчrння ПoBнoгo дифеpенцiaлa фyнкцii
тт _ х|u = 

*,, *"у"1 втoчцi Х (l; l; l).
Poзв,я3oк. CкopисгaвIIIиcь poзв'язкoм пpиклaдy 4. 1, oб.rислиМo знaЧен[Iя

чaстинниxпoхi.цниxвтoчцi X. (t; t; t) :

aU (т') | aU (т, ) 2 aU(т. ) 2

-=_ 

_=__ _=__
0,, 9' О*, 9' Эл. 9

Пiдcгaвивrпи ii в (4.2), oтpимaeМo аf (хo ) =!no",-}a",_f,а-,

Hехaйфyнкцii X,=(Р,(t',t,,...,to)' Xz = сp,(t,,t,,...,tь),..., Xn=Qn(t1,t2,...trt,)

дифеpенцiйoвaнi в тoчцi A(а,,a2;,..эаo),a фyнкцiя U = f (х,,х2,...,хn)
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Дифrpенцiйoвaнa в тoчцi B(b,,b,,..., b,,), Дe b, = 9,(t,,t.,...,tr)(i =I,n).
ToдiсклaднaфyнкшiяI]=f(Q,(t,,t',''..,to)'{p,(t,,t2,..',to),'.',Q,(t1,t2,...,|1))лифеpен-

цiйoвaнaвтoчцi A(а,'сl2,...,а.k) iiiнaсгиннiпoxiднiвцiйтoчцiзнaxo.цяться
зaфpмyлorо

ч!Ц =Оf 
(в) drp,(A\ , af в)-.u'j.o) *...* Оf-(B) .Осpl,6) -ц - а,' a', . a* dt, dX,, ц -

(4.3)

!ифеpeнцiaлфyнкцiiU=f(q'(t,,t2,.,,,t1)'сp,(t,,t,,...,tr),.'.,Qn(t,,t,,...,/*))в
тoчцi A(а,, a 2 l...,эao ) тaкoж Мaс вигля Д (4'2),tulе тепеp dх,, dх,,...dх n е Нe

пpиpoсTaМи змiнних X1,X2э...lXn1 a лифеpенuiaлaми фyнкuiй
Xt = Qi(t,,t,,.,.,t n) в тoнui А(а,,а,,,,.,ak) 

' 
тoбтo

а*, =О*:\A) а,, *9!p dt, + ...* 
a*{!o) 

dtn (i= й).dt, dt, ' dto
Hеxaйфyнкцiя U = f (х,y) визнauенaвoблaстi Dе R2,aфyнкцii х=х(t),

у = у(t) визнaченi нa iнтеpвaлi (o, p).Toдi з фopмyли (4.3) дllядoвiльних
тoЧoк у тa (х,y) oтpимaемo

dU 
=aу.d* *Щ'ауdt 0.т dt ' Оу dt'

fu фвpенщaл oкпaднoi фyнкшii ц = f {х (t)' у QD oбчис.гпoеться зa фopмyлoro

au =Y'Чo'*g Фа,
Ох dt Эу dt

Poзглянемo склaднitшиilьllпaДoк' кoли фyнкuiя U = f (х,y) визнaненa в
oблacгi D с R2,aфyrпсfii. х= х(V;v),у = у(Viv) визнaнeнiвoблacгi T с R2 .

Якщoтoчкa(V,v) tIаJIе)l(итьoблaстi Т,тoвiдпoвiднaтoЧкa (х,у) нaJIе)китЬ
oблagгi D . Тoдi Mo)сla poзгляДaти cклa,цнy фyнкцiro ц = f (х(V ;v), у(V ;v)),
визнaЧe}Iy в oблacтi T,i uтянei

aU aUОх,ЭUОу aU aUОх'ОI] 0y_= +_..: _= +_._Оv ОхaV фaV, dv Ох Dv.ЭyОv
aдrфеpенцiaл

4ц=Щаv*!аu=(+ g-ч Pl," -(уg-g Eъ,aV Эv Ia.'ОV ОуauГ'LaJОv.Оуa,Г..

I1

Aa
i
Е
*i
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AU
HеxaйфyIfiIIiЯ U = f (х,iх2i...ix,) мaruaсгиннyпoxiдrгy а;' вкoжнiйтoчцi

х д""*o.o oкoлy o(Хo,e) тoЧки хo. Я*щo ff 'u,в 
тoчцi 7o 

"u.,,""y
пoхiлнy пo apгyмеНTу хk, To ця пoxi.цнa нaзиBaсться чaстиHнolо пoxi.цнoto

дpyгoгo llopяДкy фyнкuii u = f (v) пo apгyМerrтy ,, .Гa хk в тoчцi 7 i
a2u

пoзнaчarтЬся 1 lr . Я*щo k * i,To Чaсти}Iнa пoxiДнa.цpyгoгo Пopя.цкydхioхk 
О,U

нaзиBaстЬсязмiшaнoю. Пpи k = i мaeмo ai,
Чaстиннi пoxiднi тpетЬoгo пopЯ.цкy oзнaчaloтЬся як чacTиннi пoxiднi вiд

чaстиtIнI.D( пoхiдниx дpyгoгo пopядкy i т.д.
ДифpеrщiaJIДpyгогoгIopЯД<y d,U фУrfi<IiiU = f (х:y) втo.rцi Mo(хo,уo)

Bизнaчaеться як лифеpенцiaл в тoчцi M o(хoiyo ) вiд tIеpIIIoгo дифеpeнцiaлa
dU rlpk| нagгyIII{иx yМoBax:

|o ) dU poзглядaeтьсяяк фyнкцiятiлЬки нrзiшrжниx змiнниx х i у ;

2o) Пpу1o6численнi дифеpенцiaлiв "io 
щf2 

' 
щ*,2 пpиpoсTи

IIезaJIrхсIиx змiнниx х i y .uopiвнto toть dх i dу .

Ha oснoвi виIIIескaзaнoгo oTрI{tvfyемo фopмyлry

d2tl 1м o1 =ry *, +,О, Ч_(Ц) d-rdу + tu'-Чl an, .

.(ифrpенц iaл d,(J дoвiльнoгo n -гo пopяДкy фyнкцii i ("' лBизIIaчa€ться
зa фopмyлorо d"IJ = d (d *| 

Ll ),
У випaлкy фyнкцiи m НeЗaJтe>книx змiнни X IJ = f (х,, х2,..., х m) пpи yмoBaх,

aнaлoгiчниx Дo yMoB |o i 2o 
' 
спpaBe.ц,IIивa фopмyлЬ

тг:..*'.мo 
фyнкuilo u = 1 ff) виЗIraчеIiy в .цeякol,ry 6 -oкoлi o(х 

o, 
о 

) 
тouки

Buзначeння 4.5. Функцiя tJ =/E) 14ас в mouцi
I|4сIКcu.MуJ'| (мiнiмум), яКщo iснуe mакuЙ 6 -oкiл o[т',

ТoеR'
6)moнкu

лoкальнuЙ
-0X ' в якoл|у
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npuт #vo вuкoнусmbcянepiвнiсmь f G)<f (v,) Uв),,r(хo)).
Я*щo ж /tTl . f(lo ) Uв)> f(тo)) викoнyeTЬcЯ Д,ЛЯвсix 7 з oблaстi

BиЗIIaЧен}lя фyнкцii U = fV), тo кaжyтЬ, щo вoнa дoсягar глoбaльнoгo
Мaкси}tylvty (мiнiргylry).

Лoкaльний мiнiмyм Мo)кe бyти iсгoтнo бiльtпиМ зaлoкilJlьний мaксиМyМ.
Глoбaпьний мaксr,шгyrи (Мilrilvryп,I) r oДil4}i' iз лoкa;ьнlоt I\daксxlvryl{Ь (Мiнil,fyМiB).

ПpипyстиI\,lo' щo фyнкцiя U = fв) мaе B тoчцi 7, е R, лoкaльний
eкстpемyllr. Toд, якщo в цй тoчцi iскyroть нaсгиннi пoxiдri пеprпoгo пopяДкy
пo всix змiнних, тo воi Boни piвнi нулlo. Taким ЧиttoМ' B цьoМy Bипa,цкy
ексTpемaльнi тoчки фyнкuif U = f-|.г..._) зa,цoвoльtlяIoть .,"'.*i piвнянi
ёf (ц,ц,'..,х^1

О*,
=0 (i =t,n),Якщoжфyнкцiя u = /гx)щфеpенцiйoвaнaвтoчцi

-0-oХ ,тoyмoвa df (X ) = 0 снеoбxiдroroдlяiснyвa}IrUlлoкaJlьIloгoeкстpеIvfytvly.
Toнки, B якID( BикoHyеться }Iеoбxiдla yьloвa' I{zlзиBaIoтЬ сгaцioнapнmм. oгже,
фyнкцiя u = f \X) мoже нaбyвaти лoкaЛЬнoгo ексTprмyмy тiльки в стaцi-
oнapниx тoчкax aбo в тoчкax' B яких чaстиннi пoxiднi пepIIIoгo пopядKy нr
iснyroть. Bсi цi тoчки назиBaIoTЬ тoчкaМи МoжJlивoгo екcгprьfylvry.

ФуIilщiя

A(т) = А(х,1X2э.,.эXn) = io,*"'"o, (а,* = а.r')
i,*=l

(4.4)

змiнниx х|' х 2 э... э X n нaзиBaeться кBaДpaтичtlolo фopмoro. Числa а ik HaЗуI-
Baloтьcя кoфiщrкгaми кBaдpaтиннoi фopми.

Квaдpaти.lнa фopмa A(X ) нaзиBarться дoдaT}Io (вiд'емнo) Bизнaчrнolo'
якщo А(т) > о (аtТl <O)п'rякoжнoiтoчки X с R,,

Кprгеpй CtтьBrстpa дo.цaтTroi (вiд'еr"rнoi) ви.знaченogгi зBуrиTЬ тaк: .цгIя тoгo'
щoб квaщraтишra фopмa (4.4) бyлaдoдaтнo Bизнaченa, нeoбxiДro iдoсить, щoб

I r lo,,

lo,, 
o,rlrO,lo^

|аl аzz| 
|o,,

ar> а,.,|

Сl,, o- | 

'о-l ) "')aзz азз|

aп atz

azr azz

Ant Qrz

Qtn

.. azn

ann

>0
dп)0,

дlIя тoгo' щoб квaдpaтиннa фopмa (4.4) бyлa вiд'eм}Io BиЗнaЧенa, неoбxiднo i
.цoсить,щoб
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П ,T

art a,
Qrt a,

a,t 10,
auz An,

Taк дгrя квa.цpaтшllroi фopми

A(х,,J, ) = 4х| + х22 - 2хfi2,

at, =4, atz=azt *-1, arr--I,

|ц _il
A, =4>0, А, =l . ..|=ц-1=3>0'[ -' l-l 1l

дo.цaтнi i квaдpaтичнa фopмa сдoдaтнo BизнaЧенolo.
Teopeма 4.I, Hехай функцiя U = f F) вu3|tачеI1а i лtас lrcnepеpвнi noхidнi

dpуеozo nopяdку в dеякoму oкoлi o(х.;а) moчкu уo i maнка fu e

сmацioнаpнoю moчкoю функцit U = f (X). Todi, якtцо кваdpаmuнrtсl

фop'а

а,,|," 
I

а,.| <0*l
а^"i

lo,,
la.,

lo',',,

lo',
I

|а''

4,,

an

a'

ar,

Q,,o."l'-l> 0,
G zzl

,..., (-l)"

A(dх|, dх2,.,., fu ,,) = 2#у.* (4.s)

(moбmo dpуеuй duфеpенцiал функцii U = .f F) в mouцiio 1 Dodаnu,o

(вid,смнo) вulH(lчеI'(l' *o Xo € moчкoю Jloкальнo?сl мirti*tуму
(макcu.uуму ) ; якщo эю кваdpаmuнна фopма (4.5 ) нe вult|ачена, mo в

*0
mow1i X ексmpемуму нe iснус.

Пpuклаd 4.3. locлiдиТи }Ia лoкitJlьний екстpеМyм фyнкцiro
U = х? + хi + х] +2х, + 4х, -6х.'

Poзв'язoк.Iз системи

у=2х' *2=О,
d*,

АrI
Э=2х,+4=О,
OX,

АrI
Э=2',-6=0,
OX,
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IЕ*П . ",з;}f 
.:ы.-;

визнal{aсIv{oкooplцI,IнaтиgгaцioHapl{oТToчкlll х, = _I, X, _ -2, J. = 3.

3нaйшtrвruи чilстI{ннi ПoxiДнi Дpyгoгo ПopЯдкy

a'u
=Q

oтplaьtaемо

a'u ^ a'u ^ a'u 
^

-= -= -=
i - -) r r -! r .

o.Т, dJ: dJ;

1ч =2>0,
dхi

Ох,Ох, 0х'Эх,

I' A'U
! ^ 

--:-

'' ,Jхi

I a'u1_
iЭх,Эx,

t, a'{Jt*I dх:
t,
i a'u
l:a"*-:--
ld.т d.tl"
I a'u
i^ ----
Idх,dх,

0.r.0,т,

A,U
a-;aх:
а.U

a'u

0;;,0х

a'u i_l
dхdл.] |2 0

-CЧ_i=1o 2
Эх.3x. i l^

atu I, lu u

*'{dх; 
I

= 8 > 0, 'гoбТo .цpyгий дифеpенцiaл fl2{J ,

згiдно з критеpiсм Си,тьвесrpa' пpедсгaвляс сoбoюдo.цaТнo BиЗнaЧе}Iy кBa"цpa.

тиlltty фopму. Bi.цrroвi,цrro, в тoчцi x 
. 
(_ |:-2: З) фyнкцiя дoсягaс шriнiмyмy

U^,.=-14'
Poзглянyгttй пpиклaд пpеДстaBJIяс сoбoю зaДa.rу HI](ЗHП) без oбмежень.
Hеxай тепеp apryМенTи дoслiдщрaнoi фyнкцii ц = f |X ) зв' язaнi мiж сoбoю

k(Iс <n ) спiввiдlтolлlнняМи
g,(х,,х.,.'., X,)= 0 (i = 1,t ),

якi нaзивaють piвнянrиМll зв'язкy.

Baзнсlчrння 4,6. Функцiя U = f (т)^4ас в mouцi 7u с R', улссlвrшймit.tLпtу.пt

(4.6)

l-,tя буdь-якoi tltoчкu i * X,, цboеo olioЛу, кoopdruшtltu якoi, заdсlвoльtшюntь (4'6),

вLtкoнусmься неpiвtticmь f G), ,r(7o) (rстl . .rt7,l).
Iнaкrше к&жyЧи, yмoвний мaксиМyМ (мiгriмyм) _це нaйбiцьше (нaliменше)

зI{aЧенttя фyнкцii в точцi Х 
- 

пo вiднoшeнню Ilе дo всiх тoчoк iз деякor.o 6 -
-l o ^l -uoкoлy o\Х'6Jтoчltlt Х' aлиtrlедoTl{xз ниx, Якiзв'язaнi мiжсoбoюуъtoвaмlt

зв'язкy(4.6;.
Як пpaвшпo' викopистoвyють ДBa метoди poзB'язyBaнIIЯ зaДaЧ нa yмoвний

(,vакcш,,t),лl) npuу'мoвах(4.6'1, якщo iснус nlакuй 6 -oкL,t o(,',а) moчкu io , щo

h
8;

&
B,
r:

-
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rкстpeМyм: Мeтoд BиклIoче}Iня Чaсти}Iи зI\,fiнниx тa I\{етoд Лaгpaнжa.Дiro
IIеpIIIoгo метoдy ми пpoiлloстpyсМo нa кoнкpетlloмy пpиклaдi, a нa дpyгol\,ry
зyпиниМoся бiльrп дrтальнo.

3aДaчa нa yrvtoвний ексгрrvгyrи фyнкцii u = tF)"ри викoнaннi yмoви (4.6)
еквiвалентнa зaдaнi пpo ylt{oвtlий ексгршryи фyнкцrr

k

L(х,, х, э... ; X n, 

^,, 

h,,,..^ r) = f (х,, х 2,...X,,) + 2 7, g, (х,, х,'..., х,,),

Дечислa 7, 1i=131 зaлoвoЛьtlяютЬyмoвi 
j=l

#.2^,*=o

(4.7)

(4.8)

ФyнкцiяL(х,,х,,.'.,х,,I,,^',,.tr*) нaзивaeтьсяфyнкцieюЛaгpaнжaзa,цaчi,a

сaмiчислa 7,, (i= Й) нaзивaloтЬся МнoхGIикaМиЛaгpaнжa.
Умoдr,(4.8) oзнaнaс, щo якщo Тo .,o"*oю yмoвнoгo eкстprмyмy фyнкuii

u = f\X,|вiлнoснo piвнянь 3в,язкy (4.6),т0 вoнa е стaцioнapнoю тoчкolo
ш'я фyrпсцtt Лaгpaнжa, тoбтo

(4.e)

Звеpнемo yBaгy }Ia те' щo в фyнкuii ( 4.7) пplа дoвiльниx ЧуIcЛaх ).' 1i = t31
кo)Юra тoчкa ii yvroвнoгo екстpеIvryшry € i тoнкoю yrиoвttoгo екcгPgцГyt'fy фyнкцii
u = f \X ) i нaвпaки. Ми вибиpaемo тaкi знaчеIttlя tr, 7i = 1, k), для якиx
Bикoнyrться (4.8).

Д.пязнaхoдкеrпrятoчoкyilloвнoгorкстprlиylvtyфyl]кцii. u = f F)''pиyl{oBilх
зв'язкy (4.6) пoтpiбнo poзв'яЗaти систrМу n + t piвнянь

|Оь

[щ 
= g,(х,,х2,...,х,) =0 (i = 1,t),

lОL(х,, 
х,,...,!,, Ц,Ц,...7) _ o U = Й.I a,,

(4.10)

вiднoснo n + ft невiдoмиx X1l X2l...lX,,tr,,^,'...,7o.

T**o х|,х|,...,х|,7o,,)'o,,...'^| poзв'язoк cистrМи (4.l0), тo
тoв|,*|,...,"|)етoчкoюмo)IсIlивoгoyvroBнoгoекстpeшщ"ryфyrпсuii.U=f(т)

пpи ylroвaх зв'язкy (4.6).
Пpи цьoмy знaКдpyгoгo дифeрнцiaлy d' r1хo 1

BизIIaчae xapaктеp екcгprNfylvfу. Мaе мiоцe
всгaцioнapнiйтoчцi 70
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Tеopема 4.2. Якщo Xo заdoвoльняе piвнянtuяJу| Зв'я3ку ( 4.6) i e cmацioнаpнoю
moчкoЮ функцii, Лаzpанl!са ( 4.7 ) , dpуzuй duфеpенцiаll якoi в цiЙ moнцi
с dodаmнo (вid'eмнo) вulначенoю кваdpаmuvнoю фopмoю змiннuх
dх,,dх,,...,dх, npu улtoвi, щo вoltu заdoвoльняюmь cucmeму piвнянь

p*,*qуd",*..*+ dх,,=О ( t=l,k ), mo 7o1"|,'!,...,',o1 сdх, d*, . 
d*,,

movкoю уioвнozo мiнiiуму fuлксtlt,,tуму ) dля функцtt (] = s @) вidнocнo
piвнянь (4.10).

Пpuклаl 4.4. Мeтoдoм BиKпIoчеtIIlя чaстиtlи змiнниx тa метoдoм Лaгpaн}кa
знaЙги eкстрмyм фylп<цii

(4.1l)

(4.r2)

izзнaxo.циМo3=х+|,
(u,(')=4х*4,4х+4=o,

z(-1) = 0. TaкимчинoM'
Г. (_ 1; 1; 0) мiнiмyм,

U=х*у+z,
f z_ 

" =Т,

ly-лz=t.
Poзв'язoк. Poзв'язyloЧи систеМy (4.|2)вiднoснo y

у=х2 +х+I. Тoдi IJ = 2х2 + 4х +2. U^n(_1)=0
х=-I, U,(х'=4>0).

Iзсистeми (4.|2)пpи .r = _l oтpимaемo y(_l) = l,
фyнкцiя (4.1 l) пpи yмoвi зв'язкy (4.|2) мae в тoчцi
пpичol\,ry U (_|;- l; 0) = 6.

Poзв'яжемo дaний пpикJIaд
Лaгpaнжa L=х+y+ z, +7,(z'
системy piвtlяllь (a. 1 0):

lvtетo.цoМ Лaгpaнжa. Cклaдемo фyнкцiro
- х _ l) + h,(у - хz _ 1) i зaпиrшемo для неi

* ='- ц - L2z =О,
oх

}=, +Ь=o,
oу
АI

#'=,,+ 
).,_ ),х =О,

gt = Z-r-l =0,

8z=У_"r3-l=0,
якa l\{ae eдиний poзв'rзoк: .x = -1, y = I, z = o, 7t = |, tr, = _1, тoбтo x . 

( _ 1 ; l ; 0 )
_r.щ{нaтoчкa мo)KIII,Iвoгo екстprмyмyфyнкuii(4.l1) пpиyмoвaxзв,язку(4.|2)'

Пpипyскaloчи' щo в системi (4.I2) пiдстaвпений if poзв'язoк y(х) , z(х) ,i

дифеpенцitоtoчи oдepжaнi piвнoстi, oтpl{Marм .1,; -Т;!',dх = o, aбО

{dz 
= dх,

|dу =@+ z)dх.

Ё
s
F
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Знaйдемoдpуrийлrrфернuiaлф1нкuiТЛaгpar lжa d2l,=u= ! o", *!, I o,. *

a2L., -О,L А2r ^a2L 
dх. d.у.

* ;} dz2 1 2 !-a_ 6,dу + 2 ff dу,dz + 2 =||L dуdz' = Иz)2 _ Z)'.dхd:'. З oб.dz. dхdу d\'d: dхoz
Ме)l(еHЬ (!'|2).uu*oд"'o.".".*' нaлифеpенцieшс1:.dх=0, сlу=lу.Пpи ,t" = _I
oTpиМyrМo Дoдaтнo Bизнaчrl{y кBa.цpaтичнy фоpмy вiд oднiеi змiннoi dх , щo
дopiвнroс 3 (dх), ' oтжe. фyнкuiя (4.1 1) 3a yМoв зв,язкy (4.12\ мaс мiнiмyм в

тoчцi Г.. (* i: 1; 0 ),(J ^in([n) = 0.

f 'Fqп;

4.2. Зaдaчa нeлiнiйнoгo llpoгpaп{yвaння

Лiнiйнi мoделi с ефектltвним зaсoбoпt дoс.тIiджеt{I{я tllирoкoгo кoЛa зaдаЧ
yпpaвлiння тa екoнoМiки. Bиникнення HП пoв'язaнe з TIlМ, щo припyще}IItя
пpo лiнiйнy зaлежнiсть МoжyTь лиIIIе нaближенo xapaк't'еplIзyBaTи oб'скт
.цoслiдження. B бiльrпостi випaдкiв зaлежнigrь мiж oс}1oBЕII{ми п.apaN4еTрaN{и
сI,IстеMи с нелiнiйнoю.

Haпpиклaл' ДoхЦ вiд pеа-тiзauii пpoлукцiiс нелiнitYtнoю фуrrкrriсro вiдцiни:
чиМ ни}I(чa цiнa тl,tм бiльrший ПoпиT i, вiдпoвiднo, бiльrший oбсяг pеaлiзariii.
Зaкoн спaдaюнoiефективнoсгi виpoбниllтвa свilчить пpo нeпiнiйнy зzшежнiсть
oбсягiв виpoбництвa вiд сoбiвapтoстi пpoлyкцii. Рiзrroгo BиДy зaтрaти пpaцi тa
мaтеpiaльниx pесypсiв, як пpaвиJIo' с нелiнiйнtlшtи фyнкцiями тoчнogгi' нa.цil"ь
нogгi тa iншrиx хapaкTrpистик якoсгi пpoд.vкшii виpобнl,rцтвa.

B зв'язкy з BищескaзaниМ, Bиникaс пoтpебa y Bикopистaннi rlелirliйtlplх
мoДелей як бiльur узгo.ц'же[Iиx з пpaкTикolo.

HП oхoгшroс rrпrpoкий клaс нaстi.lькLl сIоIaД{I,тx 3Яl.{i1r{, щo дoсi rrе pозpобленi
зaгaльнi мgгoди, пoдiбнi С M в ЛП, якi б дoзвoл*гtи poзв,язyвaти бyль-якi ЗHП.
Пpoблеми poзв'язyвaння нелiнil"tнюr зaДaЧ rra вiдr'riнy вiд 3ЛП, пo;lяга}oТЬ пepш
зa всe B ТoМy, Щo oблaстЬ дoпустIlМlrх poзв'яЗкiв в ниx lv'to)ке бути неопyкЛoю
aбo мaти нeскiнченне числo кyToBих тoнoк' aбo _ i пеpшrе, i дрyг'е olu{oЧaснo.
Пpи нелiнiliнocTi цiльoвoi фyнкuii вl,tникaють i iнlui тpyдrroшi: оIITи}lyIvf Мox{e
.цoсяГaТися не тiпькll нa гpaницi, aле i в сepединi дoпyсгtlшtoi oблaстi; цLтьовa
фyнкuiя Мoже мaTи вдorryстlrмili oблaсгiдекiлькaлoкаJIьI{llxексгpемyмiв.

-B 
зaгaлЬIroМу вигля.цi знП фopмyлlоrTЬся тaк: знaйти Bектop

X (х,, X",..., х,,),яKиflзaдoBoлЬrrяе системi oбмежень

(i = 1, ft),
(4.13)(i = k +t,пl)

i зaбезпеvyrекстpеМyмфyнкшii U = fF)'
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Пpи цьoмy BBaiкaIoтЬ' щo фyrrкцii 8, (т ) i f (т ) вiдoьti. Як i дlтязЛП, нa всi

aбoчaстинyзмiннltxзa.цaчi X1,X2s...lXnнaкЛaдalоTЬсяyМoвинeвiд'емнoстi.
Кpirrr цЬoгO' oбп,reженняМ N{o)I(е бyти yмoвa цiлoчиcельнoстi poзв'язкy Для
деяких aбо всix змiнниx.

tl-tl

Якщо 8.(х) =2а,iхl (i=t,nt)' f (х)=|с.х ,Дe Сii_вiдoьriстaлi,тo
пplr yмoвi неuiд'с,,/нЬстi poзв,язкiв ощимa.n,6Ълп.

B зaЛежнogгi вtд видy сltgгеми oбмежень i цiльoвoi фyнкцii ЗHП дiлятьоя нa
зaдaчi:

+ dpобoвo.лiнiйноеo tlpozpаJ|4ування (/lЛIT) - кoли цiльовa функцiя
paцioнaльнa' a сисTrшra oбмежень Зaдaeться cисTеМoro лiнiйниx piвнянь i
неpiвнoстей;

ф О n у юl o 2 o n р О е p {|J\'I у в a t il п _ кo ЛLt цiльoвa фyнкцiя тa oбмеження вiДпoвiднo
опyкгri фyнкuiiтa oпyкпi oблaсгi;

* кваdpаmuчнo?o npozpaмуваllttя _ кoли цiльовa фyнкцiя кBaдpaTичнA'
oбмеження с сисТrМoro лiнiйниx piвнянь i неpiввосгей.

Якбyлo.*""*;:;il,i#;:lЖ;;'ЖH;.'ьсянелiнiйнicгto
uьтьoвoi фyrкцii' aбo непiнiйнicг}o сис"ТеIvtи oбмежень aбo i тим i дpyгиМ' 3aдaчi
НП, в яких цiльoвa фyнкцiя с pauioнaльI]olo' a систеМa oбмежень -лiнiйнa'
скЛаДaю,гЬ oсrloвy .[ЛП. Boни IIIJIяxoМ нескJlaдrrиx llrprтвopенЬ зBo,ЦятЬся дo
зГII1

Poзглянемo нaстyllнy зщa.ry.[ЛП: знal"tти екстpеIvIyIи фyнкцii

(4.1s)

Пp}l oCIМех(енняx

(j=Ш),

(i=&+1,s),

1; = "+l,йi, (4.16)

";>0 
(i=I,n).

Poфiл 4, |1EлlнlЙHE ГlPoгPAMУBAl1ня Нn.
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Poзглянемo ЛиIIIе Bипa.цoк' кoли нa дoпyсTимiй мнoжинi плaнiв зaдaчi

дn

2I,',f Jo >0. Якщo 2I,*,tlо =0, тo зa.цaЧa (4.15)_(4.16) не мaс
j=\ ..t=tj:E

oптиМtшIьtloгo poзB,язкy; oскiльки цiльoBa фyнкuiя неoбмеженa нa мнoжlrнi
дoгryстиMих poзв'язкiв.

Пoзнaчивrши }o =Z" :l, yo )0,Уj= УoXi2-0 (j=I,n),зaДaту(4.15)

| )l,х, +l, 
I\;=r )

-(4.16) 
зaпиlllемo y виглядi: зн6ЙтvlнaiIбiльrце знauення фyнкuii

f =lrp,,
j=l

пpиooМе)кенtlяx

Zo'у, Sb,Уo 1; = П),
j=r
ns-t
) а'у'=b.Уn

LI ItJ
j=l
tl

|ацУi2b,Уo (j=s*1,и),
.l=l

J.
llPt =l'
j=l

У;20 (j=I,n).

I rtl

(4.t7)

(4.18)

(4.r9)

(i=ft+1,s),

зaДaчi (4.15) _ (4.

Ilpuклad 4.5.

oбмеженняx

Зaдaчa (4.|7) _ (4. 19) e ЗЛП, якy Ми Мo)кeмo poзв,язaти CМ. Знaйшoвrпи if

orrпlмaльrпй poзв'язoк у = (уi , уi ,. ..уi) , випиruемo oптимЕшIЬний poзв'язoк

16) т. =(хi,хi,.,.,х,),де "-' 
= у} lуБ U =Й) i eхtr| = f* .

Знaйти нaйбiльlшe знaчеIlttя фyнкuii f =3хt 
+ хz no'

\+ х2

(

.l 
q * ц<4'

L5q * 3x, S15,

{ 2Ox' 20'

Poзв,язoк. Bиxoдячи зi змiстy зaдaнi, змiннi х, i х" нe мoх(yтЬ o.цнoЧaснo
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П 8a{:"дry*l*}ir!jф:{+1ф.

дopЬrповaтинyлIo'aцeoзнaчae'щoBФII{tIинa If (х,+ х,) ДoДaтнa.Пoзнa.ивtrпl

у o = у (х, + х,), У 1 = Уg\ U =a) ,пoчaткoBy зa.цaчy пеpеIIиIurMo тaк: знaйти
нaйбiльrпе знaнeння фyнкuii f = 3у t + у 2 Пplloбмеженнлr

|l,+2l'S4Уo,
l5y, +3y, Sl5yo,

l.y,+yrS1,

У;)0,i=12'Yo>0.

Зaпицrемo зa.цaЧy в кaнoнiчнiй фopмi: знaйти нaйбiльrше знaнення фyнкuii
f =3у,* Уz* 0у, + 0yoпpиoбмeженняx

l пoдaМo y Bиглядl' зpу{IroМy дJIя зaписy y сиМIIJIекснy тaблицto:

f = (_3)(-у' ) + (-1)(_y,) + 0(-y,) + 0(*y. ),

Г,,= (.4)(-yo)+ 1(_y,)+ 2(_у)>a,
1уo= (-lS)(yo)+ 5(-y,)+ 3(-y,) >0,
I"-
LY, = 1(*Y,)+ 1(-vz)+1=0,

уi>0 (j =ГJ),yo >0.

Toдi пeplшa сиМIIJIексtl aтaблIцllябyде мaти виглЯ.ц:

-}o _}r _Уz l

Pеaлiзyloни пoслiдoвIlo itJlгopитм CM шlя 3ЛП, зaписa}Iих B зaгaJlЬIloМy
вlглцдi, oTpимaeмo

|,'*2уz+!з=4Уo,
1',' * 3уz+ yo = 15 yp,

Iy.+lz+У5=1,
};20 (j=iТ),}o)0,

Уэ

Уц

0
f

Ё..

$:
F-
J&
р
&:

Е
ьъ

вз
й
A
ffi

tr

*:

г
;

A

t

Poфiл 4. нEл\HЙнE пP1гPAMУBAH|1я нп' 139



Пl ilП

У,
_Уo

0
J

уo

J

_}o _У, -У

./1

0 I I 1

-5125 sп5 0 5115

--4/5 5/1 5 2зl5 5ll5
0 a

J з615 a
J

-,з

_Уц -Уz
Уt 0 lir
!o -5125 0 I 5lt5

-4t5 2Зl5 1 5l]l5

f 0 3615 i з

)r

.t (l

0

.f

3 oстaнньoi симплексIroi тaблицi BипиcyсМo оптиМaлЬний poЗB'яЗoк:

}, = 1, }, = 0, у, = yз'у" = уз i7,"-^ = 3.ToдipoзB'язoкПoстaвпенoiза'цaЧi:

X,=3, Х.=0, Л, =1 i .f 
^ 

=3.

4.4. Mетoд IlIHoжHl,tкiв Лaгpанжa .цЛя poзв.язyBaIIIrя зfIП. Екoнoшliчний
зlvliсT luнo)t(никiв Лaгpaнжa

Poзгляltемo ЗHП : зНaifiИ НaЙбiтьtше знaЧе}II{я цiЛЬовoi ф1,нкuii

Пpи ooмежеtlняx

U=f(х,; х2,,...х,,)

g,(х,; х2,.,'.х,|)=0 (; = П ).

F.2a)

t4.2t)
oскiлъки oбмеження заДaui зaдaнi piBrUIII}UIми' тo.ц,л,I зIIaхoДкен}ш poЗB'язкy

зa.цaчi Мoх(нa скopистaтИcя КЛacИrlн иМ Метo.цoМ Знa xoджr}IIIя yN{oвнoгo
rкстpемyьlУ Д.пя фyg*iIl бaгaтьox змiнних. Пpи цьoмy бyлeмo пpиlТyскa гI,I' щo

фyнкuii f (*,,",,...,х,,), 8,(*,.'Ъ,...,4,)=0 (' =П) непеpеpвнi paзом зi

сBoilt{и пеpIIIиМII Чaстинними пoxiдними.ДllязHaxoд)кrння poзв,яЗку зaдaqi
скJIaдемo фyнкuito Лaгpaш(a (4.7).

ЗнaйшoвrшIl Чaс: ' aL
гиIIнi пoxiднi # ,, = lл)

4 I 2 0
fq\ -5 -7 0

ч̂ -t -l I

-t2 -J 5 0
T

4t5 -t515 - 18/s 0

1t5 -l -715 0

4t5 0 s/s 23t5 i

I2t5 45t5 -59ts 0
T
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й*П l*@&Ё/,tf.ф*Ф.фffi]i1 1:j1f$ч€@*ffii$lt:,*,

yMoB (4.8) i(4'9) систeМy (4' 10) зaпиIIIeМo y Bиглядi

= g,(х,, х2,,..,J,.) = 0 (; = ц;,

якa зa.цar неoбxiднi yМoви тoгo' шoб фyнкцiя(4.20) в тoчцi
дoсtraJla лoкЕlJIЬtI oгo ylvroB}Ioгo екgгpеlvгytvly.

Якщo.цtlяфyнкuiй f (х,:х,;...;х^) l 8,(х,'х,;...;.r,,) iснyroтьчacгиннiпoхiднi

llpyгoгo rropядкy i е неIleprpвниМи тa викorryloтЬся дoстaтнi yr'loви iснyвaння

ЛoкaJIЬI{oгo rксTpеМyмy фyнкuiiв тoчцi хo 1*|;*|;.'.;*2) ,кoop.цинaти якoir
poзв'язкoм системи (4.22)'а сaМе' якщo дpУгийдифеpенцiaл фyнкцii в тoчцi

7.{,,o;'|;...; *j) е .цoдaтнo (вiд,емнo) B}IзнaЧrнa кBa.цpaTичнa фopмa, тo
-nx (хl;х];...;xnu) с тoЧкolo лoкaлЬнoгo мiнiмyмy (мaксиМyМy), якщo )к

кBaдpaтиЧнaфopьraнеBиз}Iaче}Ia'Тoвтoчцi 7ot".o;,!;...;'l) екстpеМyмyIIr

iснус.
Нaведeмo aлгopитМ poзв'язрaння залaui (4.20) - (4.2t) мегoлoм мrro)кникiB

Лaгpalпсa:
l) зaписaти фyнкцiro Лaгpaнжa (4.7);

2) знaЙтичaстиннi пoxiднi Рt; =lл) i * с, = ll)' i, poзв,язaвши
dх, oh,

oтpиМaнy систrЬ{y (4.22),знaйти всi gгaцioнapнi тoнки фyнкuii ЛaЦpa}Dкa;

3) iз сгauioнapниx тoчoк, BзяТиx без мнoжникiв .i,, , tr2,..Аk, вибpaти тi, в
якlж фyнкцiя Лaгpaнжa (4.7\ дocягar ylv{oвнoгo лoкaJlЬtloгo екщpеIvf}Tvfy.

flaмo Tепеp еконoмiчнy iнтеpпpетaцiю мнoжникiв Лaгpaнжa. ,(ля цЬoгo
poЗглянеМo зa.цaчy: знaйти нaйбiльruе знaченI{я фyнкцii z = f (х:y) пpи
oбмеженнi g(х,;х,)=b.

Пpипyсгимo, щo ylv{oBний ексгрМyМ .цoсягaсTься в тoчцi 7' ('l ; 'l ) i piвний

f- = f Qi;х|1,aBrличинa b вoбмеженнi g(х,,х,)=b мoжезмiнroвaтися.

Тoдi кoopди}Iaти *? ,'| тoчкI.t eкстpеМyMy i eкстpeМaльне знaЧеннЯ

f 
t 

= f (хi ;.х! ) сгaнщЬ зaJlежtlиl'lи вщ b:тoбтo

(4.22\

7o ("1,"1,...,r:)

р.

|я.

A;
в.
iE

I
&
h
Е
BIt

t;
lr-

&
g.'
I

)
i
ф:

I
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a -,flЗ

х0| = х|(b),

хo2 = х:(b),

f- = f (х?(b),ху(D).

df-=t-ц *Lф.db &., d.b d\ db
oскiльки g(хi (b);хi(b)) = b ,тo

Эg dхi , 0g d*i 
1

a-\ db 
- а,Ъ db 

='.

Кpiм тoгo' в тoчцi ексTpeМyМy т. (.rl, x| ) викoнyloтЬся неoбxiднi yМoBи
(4.22).Звiдки для n = 2 i m =| oTpиМarМo

ц-^ц.g=7Ц.
dц ," 

Ох,'ф-,' a",. (4.25)

ПiДотaвляloяи(4'25)в(4.23)iвpaxoвyIони(4.24),oтpиМaeМo:

df- ^ Оя dх| " Оp dх2

db=^aF db+^iх: d;=^.

Aнa;loгiчнoДIlязa.цaчi (4,20}14.2l) oдеpжим o# = 

^, 
(; = Й).

Я*щo / iнтеpпpетyвaти як дoxiд aбo вapтiсTЬ, a b, * як oб'сми.цeяких
peсyрiв, To Мнoжники Лaгpaнжa h,' пoкaзyloTь, як змiнlтгЬся l,laксllМaльний
дoxщ(aбoмiнiмaльнaвapтiсгь),якщoкi.тlькicгьpесypсy i _гoвидrзбiльIrитьоя
нa oДиниЦIо.

(4.2з)

(4.24)

4.5. Гpaфiчний метoД poзв'язyBaння зaдaч HП

Як бyлo зuLз[IaчеIIo вище, дrя ЗHП не iснyr r.цинoгo мсгoдy rx poзв,язyвaння.
Кoли Числo змiнниx зaДaчi n = 2' To скopисTaеМocя гpaфiнним мeтo.цoМ'
aJIгopиTМ якoгo нaстyпrптй :

1) бyдyемo oблagгь дoпyстиМих poзв,язкiв зaдaнi i лiнiipiвня.ЦJlя цiльoвoi
фyнкцii/(x, ; х, ) = c, Дe c = с ons t, пoстyпoBo збiльtшytoни с,.

2) в тoчцi aбo сщyпнoсгi тo.roк, де лiнiя pЬrrя пеpпплlpaз тopкнетЬоя oблacгi
,цoпyстиМих poзв'язкiв (пpи нaйменrшoМy с), цiльoвa фyнкцiя бyле нaбyвaти

L-
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r.*r , . фk 1Ё{ФdnФ-&

мiнiмaльнoгo знaче[Iня. ПiдстaBиBlIIи кoop.ци}raTи тoчoк дoтикy в цiльoвy
фyнкцiro, знaйдемo веJIичи}Тy Мiнiмгyrиy;

3) пiдcгaвиBIIIи B uiльoвy фyнкцiro кoopдинaти тIтx тoчoк, B яких лiнiя piвня
ogгaннiй paЗ тopкнеться oблagгi.цoпyстиМиx poзв'язкiв (пpи нaйбiльrпoмy с),
oтpиМarМo BеJIи.IиI{y глoбa.rrьнoгo МaксиMyмy.

Пpaклаd4.6.ЗнaЙтуlнaйменrпезнaченtlяфyнкuii f = (х, _4), +(х' _6),
пpи oбмeженняx

P oзв,язoк. oблagгь дoгrygгиNп'( poзв'язкiв пpедстaBJUle сoбoю мнoгoкyгник
ABCЕ (pис. 4.1). Пoбyлyемo лiнii piвня цiльoвoi фyнкцii, пoкJIaвшIи f = , .

oтpимaемo piвняння кoлa (х, _ 4)' + (х, _ 6)' =с. Збiльrпyloчи Чи
зМrнtrlyloЧи знaнerпrя с (квадpaт paдiyса), tш,l бyдемo збi.rьшryвaтl Чи ЗМе}IIlIyBaТи
знaЧеIIнJI uiльoвoi фFIкrцi, тoбтo лiнii piвня r кoЛaМи 3 цrнтpoМ y тoчцi M(4; 6)
тapaдiyсaми, = J7 . ПpoвЬшпа зтo.пси М кoнцеFт{pичнi кoлapiзнlоtРaдiyсiв,
o.цrp)киМo, щo мiнiмa.пЬIlr знaчення фyнкцiя fнaбувaев тoчцi D, в якiй кoлo
дoTикaсться.цo oблaстi poзв,язкiв' Toчкa D не е кyтoBolo' iТ кoopдинaти
знaйдeмo, poзв,язaвши систеMy piвнянь

t{х,-+), *(х,-6)2 = g,,

|2х, +3х, =12.

Tyт с' с тиМ знaЧе}lняM, пpи якoМy кoлo,цoтикaсTЬся oблaстi poзв'язкiв y
тoчцi D. З дpyгoгo piвняння систеМи

*. =|2 
_ З*,
2

Пiдcгaвивrши lioгo в пeprше piBItЯtItIя' oтpиМaсмo:

(|2 _3х. \'

l--^)+(,"-6)'=,,.
Звiдси, IIIЛяxoМ несклaдниx IIrpеTBopeнь' пpиxoДиМo,цo кBaдpaTl{oгo

piвняннявiднoснo x,:
L3хi_72х,+ 160 _C, =0.

oскiльки D - це тoчкa,цoТикy кoлa i пpямoi' To oTpимaне piвняння пoBиннo
мaти eддllаilpoзв,язoк' a цe мo)IсIIивo тoдi, кoЛи Дискpимiнaнт дopЬrпoе нyлro.

|х,+х.)|,
{

|2х, + 3х, З|2,
x, 0, хz) 0.

t

i

tr

Е

F

F
'.
?r
5
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g

*
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F
g

I
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E, I

MaемopiвI{,шtul
,72. _ 4.|з.(tсo _ с' )= 0 '

ЗвщсизнaxoДиМo. , = #фyнкцiянaбyвaевтoчцi, ( #; *l
Poзв'язoк пеpевipимo МrтoДoМ мнoжникiв Лaгpaнжu. Ьpu*у"uu,,i,, щo

нaйменrrrе знaче}IIIя.цoсяГaeTЬся нa пpяI\,liil 2х, *Зх, =l2, oтpимaсМo нOBy
заДaчy:знaЙгинairrr,rrнIllезнaЧенняфyнкцш f (х,:x,) = (х, _4), +(л, -6),пpи
yмoвi 2х, + 3*, = 12. БyлyемoфyнкцirоЛaгpaнжa(4.7).

L(х,,х,,)') = (х, - 4), + (л, - 6), + 

^(I2 
*2х, -З*,),

Toдi системa piвнянь (4.l0) Мaс BигJlЯД

#=2(х,-4)_2h=0,
AL
ar,
AL

=2(х,*6)-3)'=О,
aбo

fх,_),=4,
1rr, -3h =12,

|2х, +3х, _ 12'
a^=|2_2х, -3x, -0,

a u poзв,язoц,i, = _ Д, 
", = #, *, =*. Toчкa D з КoopjЦ,нamми *' = #,.,, = *, lз 1з. l3.^" NvvРl+щq. 

lJ l.)
_ стaцioнapнa тoчкa. iТ кoopдуIНaTИ спiвпaдaютЬ з oдеp)к aHИNILI paнirпе
гpaфiurrим МетoдoМ. Знaхoдlмo дpyгi чaстиннi пoхiднi фyнкцii l i oбчйслимo
rх знaчення y кpитиЧнiй тoчцi.

a'LnО.L^a,L
;-; = -, ;-; = -' ;----;- = v.

Зaпиrпемo d, L =.ii;: - 2d-i:ьoо".*3J'oJi х, + 3х,= 12 знаxoДиМo
зв'Язкинaдифеpенцiaли 2dх, + 3d,х, = o' dх, = 

j I,5dх, .ToДi
d,L=4,25dх; >0.

oскiльки, d, L > g, тo D _тoчкa мiнlvгvrшv.

Пpuклаd 4.7. ЗaУМoвolo пpиклa.цy 4,6 зrraЙтуl
знaненняфУнхцii f =(*,-aУ + (',_1),.

нaйменrпе i нaйбiльпre

P oз в'яз oк. Haйменtпr знaЧеI{Ilя 6yнкuiя пpиiамaев тoчцi М(a; l ) (умc.4.2) :

{($)=0 oyнкцiя/мaс дBa лoкiLJIьIlих lvIaксIIМyМи: в веpшrинi Е(6;бйy"*цi"
/(Е)= 5, в вepшинi C(O;a) фyнкцiя/( С)=25,пpичoМy .nЪб*u',й мaкЬимyм
дoсягaетЬсяBвepIIIинiCi / (C) = 25 .
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4.6. Теopeпrа Кyнa-TaкIсеpa

B теopii HП центpaлЬIIе мiсце зaiiмaе теoprМa Кyrra-'Гaккepa. Boнrt
yзaг'шIЬнIoе клacичI{ий мcгoд мrtо:кникiв ЛaГpalrх{a (лив. 4.4) нa BиIIaдoк' кoJIII
в зaдaчi нП (4.20)_(4,2|) кpiм oбмежень.piвнянь мiстяться oбlteжeнIrЯ*
неpiвнoстi. Toбтo, Boнa BсTaI{oBлIoс ЗB,яЗoк мiхс oптllмtLTЬI{иМ ппaнoм зaДaчi
HП: знaЙги нaйбiльrше знaнення фУнкцii U = f (х,, Х2,..., X,1) пpи oбмеженняx

g,(х,,х,;...;Xtt)> о, x, )0, ( j=lo)1r=tl), (4,26)

i сiдтoвoro тoЧкolo фyнкшii Лarpaнжa для неi
t

r(Т; дl =,f(т) + )&я,(х ),

П t

t4.27j

Дe X = X 1",,,*,]...;х,, ).A = A(,t, ;)',:'',,lr)
Buзtlачення 4.7. Toчка (7n,дo) нaЗL|всl€ml)ся сidлoвоtо nючк()Io dля ф1lчуц;i,

(4.2.7 ) , Якulo n .вш+ripна nloчКа Tn с nюoroю.|lаксu-||}).м1l фl,ttкцii. L(т 'д), n t, -
вшltipна moчка 

^,, - 
moчкzto }riнL\rу.му функцii. , пtoбпю

t4.28)

Зayвaжимo, Щo зaI7у|c LtXu ,^u) визначaс чI{сjlо' якедopiвtiloе з}IarIеFI[lК)

функцii Лaгpaнжa (4.27) в тoчцi (x.;д'), a зanиси rtх.;д),l(x;д')
BиЗHaЧaють фyнкuii змiнниx iрь,:i,i...ihr1 тa i = х(", ,Х2,'.,lx,), якi

oTpиМyIоTь зa.цoпol\4oгolо фyнкцii ЛaГpaнжa (4.27) Зa yмoBи' шo зaфiксовaнi

лишIe кoМiloнеllти вектopiв Х = Х (", : х";.,.:х,,) тa А'{7,;,+,...,.: ir} .

СпpaведпиBa TеopеМa (дo ведеllня Oпускaсп{о B cl.Lrгy грo}{iздкtrи i).

Tеoprма 4. 3. ( Te оpе'+кl Куt ш-Tаккеpа )' H ех ай iс t t1' с векmоp,Y = Х (*, ; х2 ;.'. l .x,, ) .

dля якozo вLlкoIry€mься (4,28 ). Todi ttеобхidнoю i doсtпаmlьaю v.LIoвoю

-t)onnutJ'|аJlьнoсnli paзв,яЗку, у.. , якuй IIаjlеЭюun,Iь oбласmi dotl),суtlu,tшt
poзв'язкiв, с iснуванriя mакoеО веrm,topа,\"u, щ,, d'ryя всiх х > tl, [ > 0
лtас мiсt1е ltеpiвнicmь (4'28 ).

Taким чинotv{' теopеМa Кунa-Taккrpa Bстaнoвлtoe зB'яЗoк мilк оптиIvlaлЬниМ
IIJIaнoМ зa"цaнi (4.20) _ (4.2 l ) тa сiдлoBolo Tottкoro фyнкцii Лaгpaнжa (4.27). Toмy
ii нaзивaюTЬ rfie op e,\|О ю |lp o с idлo ву moчк у'
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[ля poзв'яЗIiy IIpиIшaду 4.6' rrepевipимo BlIкo}Iaння yМoB ТеopеЬ{и Кунa-
.Гaккepa. 

Зaпишreмo фyнкцiro Лalрa}Dкa

L(х,.,х,iА',:7,)=(х,_4), + (,, -6). + \(.|*-тI _х,)+l* flZ_2.r,_3"r,).

ПiдстaвивIIII.l .' 24 З6 ^ 28,'= 
13.']с, 

= 
13 'А,=_Б (zt. =(J' ToМy Ilto BlДIIoB1д}Ir

oбмeження нr r BиЗнaЧaлЬнllм) y фyнкцirо Лaгрal{}к&' oТриIиaеN{O

f(x';A') = ry . F' (Fo :h) = i?! 
.l3'r--''-,13'

r(x.дo)=(x, _ 4)2 +{х,-6), _#t,,-2.т, _3.r,).
13'

Лiвa неpiвнiсть в (4.28) викoнyеTЬся як piвltiсТЬ' a Прaвa зaI.IиIIIетЬся Taк:

1Т 
-('. -.i),+(х. _u,. _ 

i} 
(|2_2.r,_3.t.). Оскiлькl' знaЧе}Iня цiльсlвоi

фlyнкцii .f 6l = (л, _ 4), + (х, -6), в облaстi д(оrtyсТlr&{lrх poзв'я3кiв нe

тvIеIl шt] сtsOгo мiнit'.taльIloгo,'ou.n,," 1 
nu

i', a i{pyГ'{й До;{aнoк (з дpyl.oгo o6ме_

){сеIIt{я пp}rклaдy .4.6 вlrплlt saе |2 - 2.х, _ 3'r, < a ) невiд,смllий, тo остaнн:т
t Iерiвнiсть Bllкoнyс'rЬся.

Якщo фyнкuiТ -f (.r,;x":'..;.r. ) i 8,(,,;.т';.'.;.т,,)20 (i = i'l l' д"фереl{-

цiйовaнi, то llеpiвнoстi (4.28,1тa ,? > о, A > 0 еквiвiшеll гнiтaк ЗBarIиN{ лoкilгIЬ.

}IиI\{ yI'{оBaм К1нa-Тaккерa в т,.l.lцi ( х ' ;д') :

агt{jд.i,n, x]>о Ь-п)

Е,:[ 
gч".IJl=o,

i=t t d.Y, 
)

чР<0,A:.0(,.=,J)'

f,^{aлrТ-.;д.,i l_ o.
т=| l. o+ 

)
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(4.31)

(4.32j
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Кoнтpoльнi зaпштaннfl тa зa.цaчi

l. .(aйте Bиз}IaченtIя фyнкцii бaгaтЬoх змiнниx, гpaницi фyнкцiТ бaгaтЬox
змiнниx, чacгиннoi пoxiднoi.

2. Яку фyнкцiro нaзивaloть нrпrpеpBнorо в тoчцi?
3. Дaйте BизнaЧення лoкulJlЬнoгo тa глoбa.rъHoгo екстpeшryr*iв, квaдpaтинrroi

фopми, .цo.цaтнo (вiд'eмнo) визнaченoi кBaДpaтичнoi фopми.
4. Cфopмyлtoйте кpитеpiй Cильвестpa.цoдaтнoi (вiд'rмнo) визнaченoстi

кBa'цpaтшIнoiфopми. _0
5. B якoмy випaДty тoчкa Х r тoчкolo лoкztJlЬlloгo eксгpeмyvry?
6. [aiпe BизнaЧеIIIUI yМoB}Ioгo екcтpеМyМy.
7. Якi метo.ци викopиcToByloтЬ пpи poзв'язyвaннi зa.цaч нa yмoвний

ексгршгytи?
8. Як фopмyлIоrтЬся ЗHП в зaгaльнoмy виглядi?
9. Haякi вr,rдидiляться 3HП?
10. Якi зaдaчi вiДнoсяться дo зaдaч ДЛП?
l 1. HaведiтЬ {Ulгopитl,{ poзв'язyвaння ЗHП Метo.цoМ I\,Iнoжникiв Лaгpaн)r{a.
12. laiпe eконoмiнtтy iнтеpпpетaцilo мнoжникiв Лaгpaюкa.
13. Cфopмylпoйте aлгoptтгм гpaфiннoгo МетoДy poзв'язyвaння ЗнII.
l4. Якa тoчкa llltзивaeться сiдгtoвoю?
1 5. Cфopмy.гпoйте теoрмy К1нa-Taккеpa.
1 6. Знaйти нaйменrше знaченIш цiльoвoi фyнкщi z = f (х', х,) пpи зaдaнI.D(

oбмеженнлr; первipити викoнaнIш yшroв Кyнa-Taккеpa:
a) б) в)

- (,' _3)' *(х,*|)2, z=3х,+4х,'z=(х,_4)'+(х,_5), ' z

4)0,х,>0;

д)

z=2(х,_'7\, +4(х,-3),, x= X,X2э

{n*ъ>z
[3q +б"t, s18'

д20'х,20;

г)

Гц, *ц+ц2 +Ц2I4,
|ц*ц.<to,

{ >Qъ >0.

|n+2ц>z,

]n*ъ<в'
[\ +х, <11'

ц >o \>ц

|ц+щ22,
[3-r,+6q<18,

{",, 
* х,, <25,

|х,х,24,
ц>0,x,>0;
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1 7. МетoдoМ мнo)кtlикiв Лaгpaюкa Bизнaчити gгaцioнapнi тoчки фyнкuii
f (х,i х,; x, ) пpи oбмеженняx:

18. Знaйти yмoвний екстpеМyМ фyнкuii z = f (х,; х,) зayмoви:

a) z = 2х,, +Зх,х, +3х,, + 4х, -З, б) z = х', + *,, ,

х,_х,=3" х, * х, =I,

19. Знaйти нaйбiльцlе знaЧенIш Фvнкшi / :

a) б)

a)

z=х,'+4х,х,+6х''
1",+*,=3,i
|х,I х, = 4.

^ 2х,-х"
!=-,х,I2

| *, * ""'5't'
12х, _ X, )1,
I

L "r -'r 'l'
r, >0 (t =t2);

2}.Знaйтplнaйменrпе знaЧrння фyнкuii / :

a)

- X, *3х, *2х.
I --.

.т, + l0

[3,, - 2х" * х^} 5,
I

{ 
х' + х' +2х,>|О,

Iz"т, + 3х,} х.') 2,

4 >0 (r=E);

б)
z=х,, +4х,х,+6х,,

|х,+х,=2,j
|х"*х,=4.

- 2х, _3х.
1-J - 

-'

\+ хз

(х,+х'*х^=),
I

1',- ",* 
хo = 4,

L,' +,, * х5 =2,

х,>01;=Ш).

б)

^ Xt-X^I=-,
J+.tr3

r^
|\+Zх2-х3+х4=|,
12х, _2х. +3х, *Зхn =),
l,zre
L,, 

_,, +2х,_I4 =0,

rr>0 (t=1,4)
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П

Pоздi.ц 5

ДI&rAIvПЧI IЕ IIPOГPANIУBAIII{я (/]tt)

5.i. oсшовнi понятгя ДП

B зajlaчax ЛIl i F{П. якi рoзгляды7vlсЯBиЩе' економiчl*ий пpoцес Btsa)кaвсЯ
cгaTиri}tltN{. тобтсl [IезаLпежI{I{м вLц чaсy. oптl,rмaльtrий poзв'я:toк TaкIIх ЗaJIaЧ

зi{axoдI,Iвся тi:lьки нa oдин еTaIl гlЛaнуBAння' в Зв,язку з чим Тх нaзltвaють
О d|ю t,rпсIttlttьltu, aбo o dн окpoкo 6ILt|tIJ.

.Цo зaдaч zЦП вiднoсЯ'гЬся зaдa.ti, в якt,tx еконoмiчtlий пpoueс: зllчeжить вijl
Чaсy, щo pозбllвaстЬся нa певнiпеpiоди (етaпи), Чогo }Iе сiloстеpiгilсTЬся B

ЗЛП. Toму,гакiзащaчi iнtlдi нaзивaкпъбаzаnв)еtnЦnlilL\nцa6o 6сtесtmОкp0кoвш4d1l'

a ix дослiд)кеI{riя скЛaдar Пре.цМеTдинaltiчногo ПрoгpaМyBaнHЯ. .Ц,П пpед-
стaвляе собoю oсoбливиii мaтемaтltчниii aпapaт oптиrvriзaцii poзв'язкiв, спeцi
а-тlЬно оpiентовaниli нa бaгaтoкpoкoвiпpoueси' Йoгo I{етoДи Тaкo}к МO)кнa
tsиlioрllстовyвaTи i дщя розв'шyBaIIrrя зaдaЧ, B яких vaс нr фirypyс.

oсоблlrвiсTto NlеTol{y {It с Te. щo пpиliняте pitшення по вiднorшrн}trо до
бaгaтoкpoкoвI,tх пpоцесil] po:]глядaсться }Iе як oди}Iичний фaкт, а як цiлий
кo\{плекс Bзaсlvtolrots,я3aн}ж poзв'язкiв, якi нa3ивaтиIvlrl\,lo сrпpаtl,tеziсtо пptlti-
няmmяpit,uень. Cтpaтегitо, якa зaбезпrЧyr оTpиN{aннJl нaйкpaIцoго резyльтaтy з

тоЧки зоpy нailеpел вибparroгo кpиТspiю оптимaльнoстi, нaзиBaloтЬ 0 nmu -

.|I.l'цьн0|o.

Тaким чинoN{' /Цlя бi;lьпloстi зaдaч ДП клlсrсичнi Метoд}l ана;riзy е мeшосфeк.
Тl'tвl{иМи. oскiлькlr ПoЧaTкoвy 3a.цaчy звoДятЬ.цo зaдaчi, якa llr r пpсrсгirшorо, a
сrсцaднirшoro за вlrxiдтy. МcгoДи.цП i{oзволяtoть не тiльки сгIpoстиlи рoзв'яЗoк
з&.цa.li, aле i pозв,язaтlt тaкi,.цо якI,н не Мoхшa зaстocoвyBaтI{ aпapaт МaTеN{a-

тиЧ}Ioгo aнiшriзy. CпpoЩення.ЦoсяГaстЬся зa paxyiroк знaЧ}Ioгo 3мrншIе}Iня
кiлькogгi дoслiджyвalIюt вaрiaнтiв.

С1ть метолу .{П пo.пягaс в ToNry' щo зaIrтiсгь пoЦIyl(y oпТиMaJlЬtloгo poзв'язкy
;l,гlя всiсi сюlаднoi зaдaчi знaxoдlя.гЬ oITTItЬIaльнi poзв'язки Д,чя декiлькo,х бi.гlьrп
пpoсТиx aнштoгiчнoгo зшtiстy, нa якi вонa poзбивarтЬся'

.{рyгоlо BaхстlиBo}o oсобливicгю МеToду [П с незaлеlкнiсть oптиМaJlь}loгo
poзв'язкy, пpийнл'oгo }Iaдa}Iolvfysгaпi. вiдпoпeрлнix. Oптимашьнrйpoзв'язок
вибирaсльсялиlllез вpax}'BaнI{ям фaкгоpiв, якiхapaктеpизyюTь IIрoцесвдaниli
мoI\{еt{T.

l-
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tvleтoд Д,П хapaкl.еpизyсТЬся Taкoж Тиl,l, що вибip otlт}lмaJlЬ}toгo poзв,язкy
}la кojкнoму кpсlr1i вpaхoByе його нaслiдки в мaйбyтньoМy. Це oзнaчal, щo'
оптимiзyкrчI,r пpoцrс ЕIa кo)кнolviy кpоцi, Itе Мoжнa нr BpaхoByвaти нaступнi
кpоки. Тaким tll'trllolvt. ДII _ rIе дaлекoглядЕIе плa}IуBaння з BpaхyBaнняM
Ilеlrспективrt (тaкий прI,rf{циIlвllбopy poзв'язкy в !П е визнaчaлЬним i нoсить
Нa:'Bу npuнцLtпу an'nш||сьlьно cmi).

Bинятком е ocTaнltiй rтaгI' }ш ЯкоIvty IlpOlIес Зaкillтyсться. Тyг пpouес Mo)IGIa

пЛallyBaти тaкI,IМ Чиl{оI\4' щoб oстaннiй кpoк сaМ пo сoбi був oIIтиМaЛь}Iи,]\,l.

Cгшaнyвaвшlt йoго, дo I{ЬoгO IIри€днуIоТь пеpeдoстaннiй тaк, rцoб poзв'язoк
цllх дBоx eтaпiв бyв oптимaлЬниN{' iт..ц., тoбто екoнoмiчний пpouес е нiби
рoзГоpнyтиМ B звopoтнoil{y }IaпpяМкy. oптимaльний poзв'язoк, якийt
пpиl"lмаеться нa кo}tнoмy iз cгaпiв пЛaнyвaнн,t, нaзвеМo JИ,, oвнo oпm1l|||шlьн1L|l,

Taким lllff{oм' нa кo)Ifioмy l(pоцi y вiдлoвiдroсгi iз пplптuиIloМ olTгItпlaльнogгi
знaхoДиTЬся poзв'я30к, який зaбезпеuyс оптиМaлЬне пpo.цoB)кення пpoцrсy
вi.цнoснo стa}Iy' дOсягtIyTогo в дaниri МoМеtlт. Якщo пpи pyсi вiд кiнця дo
rrочaТку oптlrьliзацiйнoгo пpollесy нa кo}кнoМу етaпi BизнaЧaloтЬся yМoвнo-
опTимarIьIlipoзв'язки i знaхoдltться вiдпoвiднlrй ефкт (цю cгадirо мipкyвaнь
iнкoлl-t l{aзptвalотЬ у,\|Ов|toю onmuмiзацiею), тo зaлиu]aстЬся пpoйти весь
IIpoцес в IIряМоМy нaпpяМкy (cmаdiя безумoвltot оnmшviзацii) i iнтеpпprтyBaTи
oптиМaль}lу oтpaтегirо, якa нaс ЦiкaB}IтЬ.

!П мaе сyттевi недoлiки. Якщo для poзв'язyBaння ЗЛП е yнiвеpсaльний
мcгoдii poзв'язyвaння*сLIМIIJIекoний t\,IеTo.ц' ToДJIя зaдaчДП Taкoгo МетoДy
не iснyе. Кoхсra зaДaчa мae свoiтp1,Днoщi, дrя пoДoлa}I}UI якlIх пoтpiбнo щopaзy
зIt.lхо,цltТи нoвi мsгoди. Кpiм тогo' сaМ пpoцес poзв'язyвaннябaraтoкpoкoвих
зa.цaЧ с.цoсиTЬ гpoшtiзJtttим i ствopюе знaчнi пpoблеми для BикopисTaння
обчислloвaльнoi теxнiкrr.

5.2. Пoстa}Ioвкa задaч !П. Мeтoд фyнкцioнaЛЬItl{х piвнянь P.Бeлмaна

Poзглянемo Дrякий кеpoвaний пpoцес' якуlil poзBивarться B чaсi i
poзпaдaстЬся нa N кpoкiв (етaпiв), Cтaн пpoueсy нa пoЧaTкy кoх(}roгo кpoкy

xapaкТеpизyвaТиМеМo BеI(тopo*' ,, _ (s,,; s,,, ...] Si,n ) , якиЙ нaзиBaloть

веКmopojv'crfuuttу |ьpoцecу. МнoжтшryвсiхстaнЬ, Bяк}D( Iиo)кезнaxoДшисяцpoцес

I{a пoЧaТку iгo кpoкy, t]oзнaЧиMo чеpеЗ ,S,. Пoнaткoвllй cTaн пpoцесy

BвaхiaстЬся вi-цомим, якщo Bектop Sо зd,Цi}нlrй.
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Poзвlтгoк пpоцeсy пoJUIгae B пoслiдoвнoмy перхoдi 3 oднoгo сТaнy в iшший.

Якщo пpoцес Знaxo.циться в стaнi il =(s,1lsi2i...i,S;,,,),тo йoгo стaн нa

нaстyшIolvfy кpoцl .T i+l , визнaчacгЬся не тiльки вrктopoм i; = (s,, ; s,, ; ... i S;' ) ,

aлеipoзв,язкoм 1,.,,oдеpжaнимнaЁмyкpoцi,тoбтo ],*, = сp(i,;it).ouевид.lo,
щo poзв'язoк нa кoжнoМy кpoцi rrr I\,to)I(е бyTи дoвiльниьr. Йoгo слiд ви6иpaти
з деякoi МI{oжини U мoжливих poзв'язкiв. Poзвитoк пpoцесy пpoтягoМ
poзглядyвaнoгo пеpioлy Мo)K}Ia oд}loзнaчнo oтIисaти пoслiдoвнiстlo стaнiв

,S0rSl,...lSл-l , Дe S; € 
^S,

Бyдр-жa пoсгriдoвнiсгь |t o , l1 | ) . . . , ll N -| дorryсгиМID( poзв'язкЬ, якa lrеprвoД{тЬ

пpoцoс з пoЧaткoвoгo cгa}ry s o в кiнцевуfrt сл:aн s ш, бyдe визнaЧaTи стpaтегilo.

f[.ш пoвнoгo oписy N .крковoгo цpoцесy кoхсrй сгpaтегii пoфбнo пoсгaвrги
y вiлпoвiлнiсть деякy ouiнкy _ знaчrl{ня uiльoвoi фyнкцii /" t'l , якy зaдaМo y

вlглддi сytuлl фyнкцiй 4 ( i , , s , * , ) , знaчеrrrш як}Dr oДеp)rytoться нa кoтсtoмy етaпi

пpoцесy пpи пеprxoлi зi сгaнy s, c S, B стaн i,*, € S,*, , тoбтo

_ ,v-t

,f, (s) = I4(t'l,si+r).

Тепеp мoжнa скaзaти' що бaгaтoкpo,lo",и npoцес пoвнicгrо oписaний' а,цЯ(l

зaдaнi дoпyстиМa М}Ioжинa отaнiв S,, .ЦoпyстиМa Мнoжинa poзв'язкiв U, ,

IIpaBиJIa пepеxo.цy 3 oднoгo стarrу в iнпrий.
Тaким ЧиI{oм' зaгaJlЬнy зaдaчy,(П мoжнa сфopмyлIоBaTи тaк: знaйти

' -* F * - *'l - N-l
сгpaтегilo ui =|to-:ui;'.,;u,-i J,лtlяясoiфyнкцiя ,f'(s) = )r,(s'; si+l) дoсяIar

i=0

екcгpеМylvfy.

oпицreмo aJlгopитм poзв'язyвal{ня i зaсгoсyемo йoгo .цo кoнкpетнoi зaдaчi.

Hехaй s0 i sN -вiДпoвiд}Io пoчaткoвий i кiнцrвий cTaНИN.кpoкoвoгo

пpoцeсy. Пoзнaчимo чеpeз /, tБi екстpеI{aлЬI{е зI{aчення цiльoвoiфyнкuii,

oтpиMaIIе зa N кpoкiв пpи oптимЕшIьнiй стpaте fii ii = fro- ;ii ;...:;,-; I
щpaвлiння llpoцесoм' який знaxoдиBсЯ B пoчaткoвoмy cгaнi Jo.
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ПpипyстиМo' щo нa пеpIIIoМy кpoцi ми oтpиМzlли poзв'язo*io, iпpoцес

перйrпoв iз стaHy s 0 B gгaн s r .,,(oстнщий пpи цьoNty е'фкг xapaкТеpизyсTЬсЯ

3нaЧенняМ ro (io ; и n ) фyнкцiТ с (s, ; 1,*, ; . Bвaжaемo' щo пiсля пrplпoгo кpoкy
.цJIя yпpaвлiння пpouесoм зaсТoсoвyBaлaся oптиМaJlьнa стpaтeгiя, пpи якiй нa

prцrгa N *1 кpoкaxuiльoвaфyrrкцiя /'(.\) дoсяI'zUIaексТpеNraJIь}IoгoЗIIaчеI{I{я.

Пpи oписaниx yМoBax зaгaлЬнa oцiнкa якoотi yпpaвлiнн язa |t| кpoкiв Bиpa-

ЗИ.IЬcясyМоIo ъ(sо;ио) * f ,'(sr), aексTpеМaпЬнезнaЧенl'lя J'м(so) ui.,rьoвoi

фyнкцii зa N кpoкiв дopiвнroвaтиме

7' 1so) _ ехtr(ro(sо ; ио) + /,-' (ir))
uo

Пoзнaчимo Чepез /"-,(q) rксTpеМyМ цiльoвoi фyнкцii' oтpимaний нa

oстaннiх N_1 кpoкax' якщo пoЧaTкoBим бyв.'u" i,. Тодi зa aнaлoгiеro з
oсTaнньolo piвнiстro oдrp)Iимo :

{ -,J ,tr1-i',Qi| - ех!(ri(Sii Lli) * .f"<,*,i (s;*r ))
u1

Bиpaз (5.1) i пpеДстaBляe сoбoю МaTrМaтичний зaпис пpинципy oпTи-
мaльнogгi. йoгo нaзиBaIoTь oснoвнu.]|| функцioнalьнtu,t piвнянняl,tfiП.Piвняння
(5.l)дoзвorrясpoзгopl{yгIдпpoцед{ypyпplйrяггяIIoкpoкoBIл(piшеrъiпoсгyпoвo

фopмyвaти oптиN{aJIЬ}тy сгpaтегilo yпpaвлiння всiм N-кpoкoвим пpoцесoм. Iз
(5.l) вилнo, Щo пpи oбнисленнi знaченIlя фyнкuiifi-,, в якoстi apгyМенTy

BикopистoByrтЬся пoпеpеДнс зHaченHя фyнкцii f м-r*л '

Cпiввiднorпення, псi мaloть тulку RIIaсгивiсгь, нaзиBaloтЬ pекypенпlими. Bся

пoслi'цoвнiсть oбчислll{Ь' якa пpиBo.циTЬ дo f м(', ) , мoже бyти викoнaнa'

якщo встaнoBленo знaчення фyнкцiй .f,-t,*,, . Piвняння (5.1) нoситЬ }IaзBy

функцioнальltozo piвняння P. Бeллlана.
Мcгoд фyнкцioнaльниx piвнянь с o.ц}IиМ iз oснoвниx мсгoдiв poзв'язyвaння

зaдaч.IШ.

(i =0,N-1). (5.1)
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П

5.3. Екoнoмiчнi зaДaчi, ш1о poзв'язy|оTЬся пreтoдtlм ДП

5.3.1. 3аlа,tа poзnodiлу pеcуpciв

Baжлl,tвий клaс rкoнoмiчних зaдaЧ yтBopIоIоть I1рoцеси poзпoдiлy"
oбyмoвлeнi зaвжДи oбмехeнiстto pосуpсiв i зaсобiв, необxiдних для
фyнкцioнyBaнrlя певноТсисгепlи. Зtntigг зaдaчi полягас в пolшyкy тaкoгo плaнy
poзпoдiлy pесурiв, який би зaбезпенyвaв prзуJIЬTa:I'' oпTиМaJIьний зa пеBI{иil4

кplпеpiсмякour-i.
Poзгдянемo i}зaгaлЬ}lомy вигл.luti зaлаuy 6aгaтosТа.гttloгo poзполiлyрcyрiв

Ta пoдaМo aлгopитм ii poзв,язрallня.
Hеxай B наяBI{oстi с деякa кiлькiсть зaсoбiв .tr, якi пoтpiбнo BклaсTll B

poзBlIToк дtsox Heoднopiдltltx пiдпpисмотв. Biдoмoi lцO якщo B пeрI]Iе

rтiДпpисмстBo BкJIaсти } , a в дpyге _ (х _ y) зaсобiв, тo пpибУТoК, вiдповiднo,

6yДе стaнoBIlт}I s(y) i h(х_у). Hеoбxiднo Taк вибpaтlt BrлиЧI,Iнy ],'

(poзполiлllти зaсoби lriж пiдпрl,IсМgгвalv{и), щoб зaгaльнlrii пpllбyтoк W, буn

IvtaксиMfu.lЬнltм, тобтo зfl aЧеннJl функuii }41 сТaлo NlaксIIМ{lлЬниМ

lЧ ( r;l') = g0)+ h(х_ у) (s.2)

Якщо фyнкцiig i Й непереpвrri пpи всix зlIaЧе}IIlях y, тoдi }daксимaлЬне

з}IaЧeння фyrrкrtii Iи' (х; y) зaвжди iснyе i визнaчar Bелl,lЧинy lvtoжЛиBoгo

МaксиМ;lJlЬltoгo пpибyTкy B oднoкpoкoBoмy llpoцeci. Hеoбxiднo зayвa)сlти
тaко)к' щo oдинlrцi вllмipювaння пpибyткiв мoжутьвiлpiзнятlIся вiД o,Iиниuь
вимiрювaння зaсoбiв х.

PозглянемO тетТеp ДвosТaпrtий пpoцес. Пpипyст.имo' шIo Зa paxyнoк витpaт'

неoбхiдниx lIля oтpltпla}Iня пpибyткy g(y), пoЧaткoвa кiлькiсть зaоoбiвy
зМенIПyeтьсядo веJIичИIьvIау. Дe а-.цеякa сТa.Пa (0 < с < l), a пovaткoвa кiлькicгь

зaсoбiв (х_y) дo BелIlчиtIи b(х _ y), (0 < b . 1) зa paxyrroк Bитpaт, шtо дaloтЬ
пpибyтoк Й(х*:,). Тaким Чиtloм, пiсля здiйсненrrя oднoетaп}Ioгo пpoцeсy

зiulицroк зaсo6iв бyлe склaдaти хl = ау + b(х _ ,; . Нa лРУгoмy сr.aпi вибllpaeмo

!t, (0 s y. < л, ) тaк, шoб фyнкuiя

Щ(л;}; }r) = g(y) + Й(л - y) + g(yr) + Й(;r' _ y'),
як ф1,нкцiя двох змittнvlхуi у,пpиймa;ra нaйбiльrле знaЧення.
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B N -етaпнoМy пpоuесi, B якoМ}, Ilроцrдypa pозllолiny l]рoвoди'rьcя
послi.цовt.iо Npaзiв, повний пpиб1ток Bиз[raЧarTься фyнкrriсю
W,o{.сУ;)!i...i},д-1)=E(1,)+h(;г_y)"r8(.r',)+Й(х,*y.)+...+g{.l,'*')+/l(х,*,*}},.,) (5.3)

j-lе BелиtIини ,ll.;u-.''....ТN*l, якi пiдлягalо.rЬ lroцaЛьшIoМу рoз{loдiлy пiсля
rtеpllloгО, дpyгoгo,,.., (у-t).го етaпiв, BизнatIit}oTЬся нacтyllниIvl}l
спiввiднопreнЕяIvlи:

ft =o}+b(х_y)' 0<}S.т,

Xz= aУt +b(х'- }'), 0( y' S x,,

(s.4)

Iм-t =rr.}.л-z *b{.хn-, *)н-z), 0<}'-: SJtg-z.
Мaксим:i.,тьнийсyмapнийпpибyгoкoтp}llvtyстЬсяIlpl'l Т1Ф(зIlattенltшtзмitтllиx,

IIpи якиx функuiя (5.3) як фyнкuiя y'y' змiнниx пpийtмaс нaйбiльrше знauення, i
якi зaДoвoлЬ}Iя}oтЬ оl,tст.еьri oбмежеllь (5.4)' Tx Знaxo/I,жеilня tIoB я3aне З

BеIIикI.I},tl,l Tpy.цнoЩaМI,I} ToNly зДiitсtlимо пpollsс поеTaII}iO, дoТри}ryюLIисЬ
Ilpинциrry оIТгиМaJlьtlocri в N-етапнolv{y пpoцесi. ЗaрaжиМo' щO мaксиI}raJIЬ}Ie

знaЧенI{я пoB}Ioгo пpибyтку в N-етaпнoluy iipoЦесi зaлежи'гь тiльки вiд i/ i
BелиЧII}1ll х. Toмy визнaЧtr,tМо функцilо 'f, (x) як МaксиIvlyм пpибyтк3l,

oTpиМaнoгo вiд N-ет.aпнoгo Пpoцеcy , якиir IIoЧинaсТЬся з BеЛI,tLIи}iи Jс' ДjIя
N=l;2;З:.', iх >0, тoбто

.li('r) = mа}W(.тi )] )ri...i }л-').

f,тя oд;oeгaпнoГO l]рoцrсy oтpиi\лaсIl,Iо фvнкuiоl'lальне рiвняння

Л (х) = p,11istr) + h(х _ })}.

PoзглядaroЧи дBoетaпний пpoцес' зaуBa)кllilfo, Щo пoвний пplrбyтoк
сtс'Iа,rт,aстЬсяiзпplrбyпсiввiдпеprпoгoiдpyгoгоgгaпЬ,нaжrо<рзпoдфпiдщягaс

сtу + bt.\ _ y) oдиницЬ pеcyрсy. ЗtIaЧLlтЬ, якщo y вибpanи oIITIll{aлЬI{о' тo нa

.цpyГoМy етaпi oTp}lЬta€Ivlo пpибyтoк f ,{oу + b\х _ y)}, a пoвtlий пpибyтoк вiд
Двoетaп}Ioгo пpoцeсy BиpzLзитЬся pекyреrlTниlut спiввiдI{olllе}ltlЯM

J',k) = p{{в(.v) + ll(л_ y) + 'f,{o},+ b(х_ })}. (5.6)

Мipкуroни aнaлoгiчнo' IIJIя N-етaпнoгo пpoцесy oтpип4aеМo oсltollне
фyнкцioнiшьне piвняння

/, (л) = pg{s(fl + h(х_ y) + f ,-,{oу + b(х_ )')},

(s.s)

(s.7)
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Дe N>2. BикopисгoвyIoнlr фyнкцiю Л (J) (5.5), зa фopмyлoro (5.7) oбvиолIоeмo

f,(х), f,(х),..',f ,,(.r).Пpицьolvfyнaкo)кloмyoтaпioбчиorенrrяoтpиMyсМo

нетiлькil fo\),(t < t s N), але Й уoQ), oскiлькиpoзпoдiлвиxiдниxpесyрiв
х6увoптиMaлЬним.

Зaстoсyвaння oписaнoгo Bище Мeтo.цy.цo poзв'язрaння зaдaн,(П дoзвoляе
зBrсти oлнy Л-вимipнy зa.цaчy,цo пoслi'цoвнocгi N oднoвимipниx зaдaЧ.

Пpипyстимo' щo в пpoЦесi poзпoдiлy pесypciв нa x i х.у Ha /с-мy кpoцi
oтpиМaпи пpибyгoк go (x;.y) i для пoдалЬlПoгo poзпoдiлy зaсoбiв зaлишlтloсь

rt,(х,у). Неoбxiднo визнaЧити yпpaвлiннЯ' щo мaксимiзyс пoвний пpибyтoк
вiд N -gгaпнoГo llpoцесy.

Hеxaйфyнкuii 8t(х; у) i rr0; Л непеprpBl{iпpи х > 0 i 0 S y S х,ru(х;у )
зaдoвoJIЬIlяе пoдвiйнiй нepiвнoсгi

0 < 4 (,' У) 1 ах,а 3I, k = I.'2i...,

a f or?) _пoвний пpибyтoк вiд N-етaпнoгo пpoцecу,якvlilпoчинaeTься з

BелиЧиIlи х Нa ft-мy кpoцi. Toдi Для oднoeTaпнoгo пpoцесy (ш = t)

fo'\) =pgg*(х; l). Aнaлoгiчнo пpи N >2 oтpиМarMo

f*(х)=Pgfu-(х,y)+ fo*,'',_,[tс,;yl}. Пoдвiйнi iндекси знaчнo

yскJIaдIrIoють oбчисленtlя' ToМy пpи зaписi фyнкцioнa.пьниx piвнянь бyдемo
викopllстoвyBaти oдин iндекс. BвaжaтимеMo' щo кo)кнoмy етaпy вiДпoвiдaе

пrBнe знaчeння k =|:2;...;N, i визнaчимo фyнкuiro foT),(t < t < N) як
пoвний пpибyтoк вiд пpoцесУ, Щo IIoчинa€TЬсЯ з BелиЧини x нa k-мy етaпi i
зaкiнтyeться нa N-мy rтaпi, якщo BиTpиIvtyетЬcя пpинцип oптимальнoстi. Toд
oДrрx<имo нaсгyпнi фyнкшioнaпьнi piвняння:

f *(х) = Pg 8lt0; у), k = N; (s.8)

f{х)=P*{8o(.т;y)+ f*u(,r(х;y))} ' k=N _l;N _2;.,.;2;|. (5.9)

Пpоi.rшoсгpyсмoдiroнaведеннoгoBIIIце.UlгoplrгIvryнaкoнкprгrroмyпplп<лaдi.

Пpaклаd 5.1. [ля poзBиткy дBox гuLIIyзей виpoбIlицтвa A i B нa 3 poки
вццiленoxзaсoбЬ. Кi.шкicгьзaсoбЬy, BKпaДrню(вгanгyзьA,дoзвoJUIсoтpиМaти
3a o.цин piк пpибyтoк rp(y) = у, iзМrнцIyетЬся.цo Bеличини Ф(у)=0,75у ,
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1 1.в':5i.ы!1,rЁ'$

Кiлькiсть зaсoбiв х_J,, BкJIaдениx B гil.IlyзЬ B, дoзвoляe oTpиМaти зa oдин.piк
пpибyтoк €(' - i=2,(* _ i, i зменtшyстЬcя дo BeличиItи p(" - у)= 0,3("т _ y).

Hеoбхiдro тaк poзпoлiлити видiленi pесyри мiж гaлyзями виpoбництBa I{a

poки IIЛaнoBoгo пеpioдy, щoб пoвний пpибщoк бyв мaксиt"tzUIЬtIиM.
Poзв'язoк. Пеpioд, тpивaлiстro 3 poки' poзiб'емo нa 3 етaпи, спiвстaвивlли

кo}кtloмy poкy o.щ,II{ етaп, тoбтo N = 3 , k=I;2;3. Taкий пpoцeс с rrепrpеpвtlиM'
xoчa BеJIичиttи х i у нa кo)кнoМy етaпi Для нaoЧнoстi бyлемo вiдзнaчaти
irшексaми.

ЗнaхoДд<rrпrя olТгиМilJlьtloгopо3в'я3кyпoчнrМo 3тpсIъoгo Oт&гIy' нaпoЧaтку
якoгo poзпoдiлy пi.цлягaе зaлиIlloк зaсoбiв 'r2 з дpyгoгo еTaIIy. Для цьoгo
знaйдемo oптимaлЬнe знaЧеI{tш y, . CклlaдеIvlo Bиpaзи.цIIя фyнкцiй' щo Bхо.ЦяTЬ

в piвняння (5.8) i (5.9):

8,(х,,у)=Q(у,)+ €(', _ y. )= уi + 2(х, _ 
.y, ),;

Л (', )= IЦaё |у: * zG,- \2 l r / \
0Зу13х2u . - у ),l= дg,tz, (y, )}.

Bикopисгoвyroчи клacичнi l\,lетoди .цoслiдження фyнкцii oднiеi змiннoi нa
c

екcгpeпfyМ' oтpиМa€Mo, Щo в тoчцi у, = ir: фyнrщiя z, (y, )лoсягaс мiнiruryмy,

1
якийдopiвнlое iлj.-5

Знaчення фyнкuii 8,(х,;y,) нa кiнцяx вiдpiзкa [0,',] вiдпoвiднo

лopЬrпоroть:

8,(х,; 0)= 2"1, 8,(х, i х,)= х',
1

Oскiльки 2"3 , 'i , i'i, тo фyнкuiя g'(х' }, ) .цoсягaс МaксимaльнoГo-'3
знaчrння нa вiдpiзкУ [0 ; x, ] .'p" }. = 0, i f ,(*,)= 2хi .

Taким чинolvl' Мaкcип{aльниЙпpи6утoк нa oсTaнньolvly eтaпi ДoсягarтЬся B

TolvfyBиIIaщy'якщoI{aпoчaткyеTaпyвсiзaсoби, щoЗ€uIиIIIиJIисязпoпеpеД{Ьoгo
вкJIaсти B poзBиToкгalryзi B.

BикopистoByюЧи piвняння (5.9)' пoслi.цoвнo визнaЧиМo oптиМaльний
poзпoдiл зaсoбiв нa щlщoмy i пеptllolvfy етaпaх.

!дядpyгoгocгaгry

f,(*,)= ш,T{8, 
("',у,)* f,(*,)}=.чgЬi +2(*,_ у,), +2хi],
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х, =0,.75 у , + 0,3(л. - .}. ) = t],45v' + 0'3.r, ' Toдi з (5.10) oTpип,{aсI\,lo дJIя.цpyгoгo
fl'alry:

/. (., )= mах [,; * z(... - ),, ). + 2(0.451., .r 0.3.r, ): J= дraц i., (,, )}6i.'.!rl " (}Sу.<'с, .

Фyнкшiя а',(y') .цoсягa€ ltiIriмaльнoгo знaЧенItя гIplt ,,=#,, i воlto

пpltб.тшtзlroаopiвrпос i,3-тj.}Iaкiнцяxвiдpiзкa [0; 
", 

]: z,(о)=2'; +0.18r.] =2,1&t:,

;, (t, ) = х? + 1,l25.т,2 = 2,|25х?. oскiльки 2,I8хi >2,125х| > 1,3.тi, тo фyнкцiя

3" пpиймaс f,,taксиМaлЬне знaЧенНЯHa вiдpiзкy [0; х,J flp:,| у, =0. ТомУ

/, ("', ) = 2,l8;гi '

llнaЧIl.rI', МitКC}lМaulЬrrий rrрибyТoк нa.цpyгoму етaпi бy.це,ц,oсягIlyтr'tli втoму
BI{гIaдкy. кOJlpl нa гIoЧа гoк етaпy всi зaсoби, Цo ЗaJIиIIII.IлLIсЯ з lloпepеДнЬOГо,
вI{5aстIi I} ро:iвl{Toк га.п1'зi B.

Зaпиtшемо фyrrкliiоrliulьt.lе piвнян11я N|япrршioгo етaщ.:

i(,.)=.T3}tк,(,r,,l'.)'.'l,(r,)}=T,gЬ.+2(" _y').+2,18,r;.|=r.l}i.,(у,)}. ts.rr)
Туг , ' Bi{З!ТatiitС кi;tькiсть зaсoбiв' Щc заJt}IllIiUIися вiд llolTеprднЬoгo gТarr),.

Bpaховуюнtt,lцО .t - 0.?5,v + 0.3(.т - -". )= 0.-l5l +. 0.3.т oтрI4lиасМo' щo

r,{' )= ,г}ll.Ь'. + 2(.'; * 
),' ). + 2,I8хi l= gy{.. (l.)}'

Фyнкшiя z. (y, )Д*сяi.i}с lvtiнitr,laпьll.Гo зI{aЧеrrня IIpи ,,, = Ч#{ i 
"o'o

прltблизttо :tорiвнк;с 1,35 -r2' На. кiнцяx lзillрiзкa [о,x]: ;,(0)= 2,1962х,.

с, (.r)= 2,22h25х,. oск.iпьки 2,22625х, > 2,1962х' > 1'35я,, rо (lyrкшiя z, (}'. )

прttймaс мaксIt&tаjll'Iiе зНaЧеI{I{я нa вi;1рiзкy [0;.r]при .}, = Х i воно пpиблrrзнo

Jtоpiвнrос 2,2Зх,. 
.Гaки;rl (II4[IoМ, 

.i, (." ) = 2,23 х2 .

Знaчить. N{aI(сlll\,I'UIьний пpllбутoк нa пеpшIоMy eтaпi отpипlaсшlo .гoдi, кo.lrи
нa йoгo пoчaТку всi нaявнi зacoби tsIсЦaсти B poЗвитoк гaлyзi A.

Bиxсlitячи з пpol]rденoгo poзв,язyBaЕIHя, poбимo Bиснoвoк' il{o нa lloЧaToк
ПеpIIIoго poкy всi видiлсlli зaсоби llеoбхiднo вIсT]aсТи B гaлyзЬ A i iх кiлькiсть
ЗIuеrilil)'€.I.Ьcя дo Bелltчrrни 0,75x . Ha пoчaткy.цpyгoгo poку зaлиIIIoк зaсoбiв

0,75х пoтpiбнo вклacт[I в гaлyзЬ B i ix кiлькiсть зменruyсться.цo BелиЧиtIи

a,З.0,"75х=О,225х.Нaпoчaтoктprтьoгopoкyза,тIиIIIoкзaсобiв 0,225хзнoвy
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Bl(JlallaсTЬcя B гаJlyЗЬ B iзменшryсTЬся.цo BrлItчинLt o,З .0,225х = 0.0675x' Пpи
Тaкolvt}'pозIiOдiJIipесуpсiB Ма,ксиN,IаJIЬнirйдoхi/] бy.цrдopiBtlюBaти 2,2Зх. .

5.3.2. Заdача tlpo збiльtueння вupoбнцчaх I'omуilсt'(|cmеЙ 3а pаху'loк
вidpaху ввltь з ttpuбуmку

Hеxай мarМo iнвеgrprцiйний пpoект, TеpN'Iirr lxii якoгo 5 poкiв.
Нa пouат.ку пepiol{y Blcцaдeпi кollли в poзмipi (, гpиBеIIЬ }Ia пp}Цбaння нoвoгo

облaднaння. Bapтiс,rЬ одlloГo кoмплeк.гy облaДllaння _ b гpн. Пpидбaне
облaДнaння вцpaзy беpе yrlaсТЬ y Bиpобltинoмy пpouес"i. Bш<opисгaнrUI olцIoГo
кoМII.ЦеIffy облaднaнlrя зaбезпечус пiдпpllеMстBy зa piк trpибyтoк в pозмipi rr

гриBеItЬ' B кiнцi кo}кtlФГo рoку rriдприеМcтBo Мох\е вllДiлrrтlt i]еЯкy l1oЛIo
с (0 s c < 1) пplrбyткy I{a роЗIIIиреFI}Iя Bиpo6ничиx пoTy}кнoстей, тoбтo rIa

пpидбaнн я .цCIдaТк oво ;1еякоi кiлькrэстi кoМтIлекТiв o блa;lнaння, яке бy.Це
Bикoрl,iсT.oBуBaTися в tIаlст-r'Пнi рoки. Пoтpiбно Тaк crTЛaнyBaти poЗшllpo}Il{я
вирoбництвa, tщоб прибуток був мaксим&тIЬнI.II\.t.

Poзглядyвaнvr(а пpollес бaгaтоетaпниti. Poзв'язкoli4 нa кoжнoмy еr'aпi с
вибpaне найкpaщиМ ЧинoM ЗI{aЧеI{l{Я irapah,tеTрa a * дoлi прибуткy, якиli
вiд1raхoвyсться нa пpt'тлбаllняДодaTкоBoгo обilaднaння. F{еxaй сX, {i =Гj l_
чaсткa вiдрaxyвaнЬ зa йиl"t piк, иt, _ кi.гlькiстЬ кoмП'гlектiв oблaДнaнttя, якi
BI{кoрlIстс)ByюТЬся в виpoбнltrцтвi ьj.м.v Poцi; 9, _ фaктичнtrй пpl'lбyтoк
пiдпpltсмсгвa зa i+,rй piк.

Bиpoбllи.llr}-I пpoцrс бyле фoptrla"qЬнo oписai{иIYI, якlllо нa гIоЧaToк lсo]кнoгo
pol{y BкaЗaти кt,rькiо.гь кoмгшектi в ;ti tочогo о6лaднaннд i xlyvtaрниl-l пpибyгoк,
нaкollиЧеItшй дo цЬoгo N{OМеIIIT.

(:
B rrеprшltli piк y виpобництвi бyле зaлiянg tli, - 1 коl'tlтtеiктiв oбла;rнalшIЯ'

Якщо б вiдpax,vвa}Iь tIс бyпо, тo пpибyток сТaнoвиn6и аriцгpIr. Зa yМс}BcIо
зaдaчi Bел}IЧLIнa пpибyтку q,(,!|||| IIoBpIннa BклaДAтIlсЬ B pозiпItprllня
виpoбництвa. Toмy фaкти.tttий пpибрoк зa пеpшrий piк дopiвtllоt:

El = а,||1| (t - *, ) 0 < rt, < 1.

3aвiдpaхoвaнiкошrги буле llpr,rлб u,,ogf. кoltллектiв oблaднalшя' Тодi нa

лpyгий piк у виpoбництвi бyле зaйнятo
( с|,апt, ) r- а )

Il|2 = m| *| -.--._l |= ln'| l + _с{I 
i' t b ) 't b')
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кoМIIпrктiB, a фaктинний пpибyгoк yдpyгolvty poцi скла'це

Qz = arz_azаm2 = аmz(|_az) 0 <с, S l.
Aнaлoгiчнo oтpиlv{yсhdo:

дJIя тpетЬoгo рoкy:
|. с \,, =| I* 1o, W,, Q, - аmз0- a,), 0 < a, < 1 ;\D1

дllячетBеpтoгo poкy:
(.n )

mo =| I* io, |*', Qo 
_ аmo(1' _ аo), 0 3 аo < I ;

\ D ) '',-
дJrя II.ятoгo poкy:

(. а )*' =||+ ua+ ]*o, ', 
= аm,Q_ а,),0 S с, S 1.

\/
Qь,rapшй фaкги.ппй пpибyгoк пiдlpи€Мствa зa п'ягь poкiв пoЗнaчиMo Чrpез

7(а,;a,,,,,'.;a,).Haruaмgгaзнaйтитaкi сi ,ai,ai,аi,аi'IIpиякиx / дoсягaе
нaйбiльrцoгo з}IaЧеньUI.

У вi.щroвiднogгi з пpoцеДyporo Мrтo.цy,[П, мoжнa pyxa}oчись вiд ocгallьoгo
pol(y .цo пoпер.Цнix, пoбyлyвaтц n.6gдiДoвнy сгpaтегiro вiдpaхyв aHЬ. N|ЯцЬoгo
ПoзнaчиМo чеpез /(1)' /(1 _2), f (|_з), f(L_4) сyмapний пpибyтoк
вiДпoвiДнo зa 1-й piк; зa |.il\2-tlpoки; |;2i3-iт poки; зa |;2;з i4.r4 poки.
Якщo.ц,пя пpикЛaдy' 4 = 4000 гpн.; b = 10000 гptl' To pyxaloчисЬ вi.ц ogгaнньoгo
poкy.цo llеpeдoстaнньoгo iт.д', пoбyлyемo пoслi'цoBIIo oптимaльнyстрaтегiIo
вiдpaхyвшrь.

Hеxaй нa пoчaтOк п,ягoгo poкy стiшI виpoбшгнoгo пpoцесy xapaктеpизyсTься
BеличинaМ и m, i r (t _ ц). Toдi пpибyтoк / зa п,ятЬ poкiв Мo}кнa BИpaЗИT|4

f = f (l _ ц) + Q, = f (|_ +) + am,(| _ а,) = f (t - ц) + ars - am5d 5,

звiдки BидIlo' шo/лoсягae МaкcиМyl,Iy пpи Ц s = 0, який дopiBI{Ioс:

f^u= 7(+)+4000mr.
oскiльки, f 0_4)= 'f 

(l_3)+ Qq,To

f = f (|_3)+ сpo + 4О00m, = f (|_3)+ 400Оmo(|-o) + 4000(1 +О,4сo)*. =

= f (I_3)+8000пto _2400а,orrlo,

i ./.u* = r(t - з)+ 8000иo ДoсягaeтЬсЯrIpI4 aI = 0. Aнaлoгiчнo

/(1-3)= f 0-2)+e,'
f __ f (|-2)+t2О0om, -80Оa,,m,,
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i ./.u* = 1Q_z)+|2a00m, пpи 6g{ = g;

f0-2)= f0)+E,,

f = f (t) + |6000nц + 8}aа,,ttt,,

й* = r(t)+ 168О0m" пpи gс =1.

I нaкiнець, /(1)= 9. = 4000(I_ a,fu,, m, = 0+0,42|)m,. Toдi

./ = 20800m, *2729,mr.

Зoстaнньojpiвнoстiви.цнo, щoIIpи &t =| /.* = 2З520m,. TaкимчинoM'

oПТиМaЛЬHa отpaтегiя {t; t; o; 0; 0} i f ̂
u* 

=2,З52 c.

Пpибyтoк пiдпpиeмсгвa зa п.яТЬ poкiв бy.Це мaксиМaлЬниМ, якщo пpoTяГoМ
IIеpIIIиX двoх poкiв пpибyтoк pеiнвестуBa-ГИ' a IIpoTягoм oстaннix poкiв
вiдpaxyвaнь не пpoвo,цити.

5.3.J. 3аdача npo вuбip наЙбiльш екoltol||I'ozo J}|аpшpуmу nocmачаItllя
ваIImаJIcу

Ha дaнiй мер;кi дopiг е Декi,тькa мaprшpщЬ, якиМи I\,IoхGla пoстaчaти BaнTa)к
з ПyнкTy 1 в пyнкт i/. Biдoмi вapтoстi пеpеBезення oдиницi вaнтaжy мiж
oкprМиМи пpoмiжними пyllкTaМи меpежi. Пoтpiбнo вvrбpaтив меpежi тaкий
МapшIpyT пoсTaЧaння Baнтa)кy з пy}Iктy 1 в пyнкт N, якoмy вiДпoвi.цaroть
нaйменtпi BиTpaTи.

!дя poзв,яЗyBaI{I{я зa'цaчi мsтo.цoм !П poзiб'емo всi гщrкти меpеxсi lra Гpyпи.
,{o пеprшoi гpyпи вi.цнесемo ПyнкT 1;дo дpyгoi_ пyнкти, в якi мoжнa пoпaсти
бeзпoсеpе.цньо з пyнкTy l; дo тpетьoi _ пyнкTи, в якi Мoжнa пoПaсTи
бвпoсершъoзбyд.л<oгoгry}Псгy.цp)ггoiгpyгп.riт.д. BpезультaтipyxTpalrсПopry
З вaнтaжrМ з пyнкTy 1 в пyнкт Nнaбyле пoеTaпнoГo xapaкTеpy: нa пеplIIoI\,Iy
етaпi тpaнспopT pyхa€TЬся З пyнктy 1 в .цеякий tIy[IкT Дpyгoi гpyпи, нa ДpyгoМy
етaпi _ з пyI{кTy.цpугoi гpyпи B ПyнкT тprтьoi гpyпи i т.д. Paзoм з TиМ i пpoцес
знaxoДжrн}ш нaйбi,ъlп екoнo}{нoгo МapПJpyry З щ4ilсгy 1 в гщпсгi/poзпаДaсться
нa eтaПи. Ha кoжнoмy етaпi пoтpiбнo тaк вибpaти Map[IpyT, щoб зaTpaTи нa
пoстaчa}П{'I вarrгaxсy бyлпl МiнiМilJlЬниМи. Тaк вибpaний пiдtiд дo poзв'язрarrrrя
зaдaчi вpaxoByr oсoбливoстi мержi.

Cтoсoвнo poзгляДyвaнoi зaдaчi пpинцип oптиМaJlЬнoстi мoжнa сфopмy-
ЛIoвaTи тaк] якиМ би не бyв мaprпpyт Дoсягtlення пpoмiж}Ioгo пyнктy меpежi,
пoДaЛЬIIIиЙ мapшpyт pyxу пoBине}I спiвпaДaти з oпTI.IМuшIьниМ для чaстин
МapцIpyгy, який пoЧинarTЬся з цьoгo гIyнкry.
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5.3.4. 3аdача мiнiлtiзацii вumpаnx I'шlьltozo лinlакoлl пpa набupаttнi
вacomu i швadкоclпi

Hеxaй лiтaк, який зIlaХo:]IиТЬCЯ нa висотi Ho i мaе пoЧaткoвy ulвилкiоть tr!-

пoBинен пi.цнятися I{a Bисoтy H o i дacягTI,{ lUBI,lДкoc.ri1/o. Biдомi BиTpaТI{
IlaлЬ}IoГo нa пiДняття лiтaкa з дoвiльнoi висoти H , нaвисoTy l ,', ) f{, при
стaлiй IIIви.цкocтi, a тaкoж BиTpaти ilа.TЬнoгo при збiльrшеннi ruвt,tдкостi вiд
Дoвiльнoгo зriaченHЯ V, лo знaЧенHя V 1*t > Ч '* 

задaнiй висoтi. Пoтpiбно
знaйгитaке olТГиМaлЬне1шpaвлii*lянaбиpaнн'п.{ вис<r.шt iruвидцtoи{, пpи якoМy
зaгальнi виTpaTи ПiiЛЬнoгo 6у ли б пtiнiмaльнипrи.

Puс.S.I.

Cтaн тaкoi систеMи хapaктеpизyсTЬcя двoМa ПapaМrTрaь{и: lt]вI{дкiстtо И i
висoтoio Ё/. Bихoдячll3 цьoгo' poзв'язoк бyлемo зI{axoди.ги нa кoop.цинaтнili
плoщинi VО H,в oблaстi D= i(t,,, A1) : Vo 3V <V k, H o < H 

" 
H r}.якa IIpедIоTaBjIя€.

oблaсть Допустиrv{их poзв'яЗкiв зaДaчi (сгaнiв). Пoчaткoвий стaн So ( Иo' flu ) i
кiнцевийS o(V o,1{o )нaгшlollцнiуg11 виз}IaЧaIотЬкoriкprTНi.цвiтoчкиs.is-
( pис.5.1).

Щoб вiднaйти poзв,язoк, poзiб'смo вiдpiзки|H 1 i H o1i|V k; V of нa n , iнa n ,
piвшоr uaсгин (етaпЬ) i бyдемo вв a>кaTИ,щo зa oдиIr етaп лiтaк мoже збiтьtlпдти
Bисoтy нa BеличиIry A fl=(Ho_Ho)l n,' aбo шви.цкiсть нa BелиЧи}Iy
A V=(Vt_V)ln,, oчеви.цнo, щo iснyс цiлa MI{o)кинa тpaектopiй, якi
пpедсTaBляIoтЬ сoбoю сyкyпнiотЬ лaМaниx лiнiй, пo яких ToЧкa S мoжe
пермiщaтися З IIoчaTкoвoТ тo.п<и So в кiнцевy - So' Poзв'вyBaнIIя зaДad пoллaс
B ToMy' що iз мнoжини }rпpaBлiнь пoтpiбнo вибpaти тaкe, пpи якoмy зaгaльнi
Bитpaти пaлЬ}Ioгo W, якiскJIaдaIoтЬсЯ з Bитpaт llaлЬнoгo Еa кo)кIloМy етaпi,

Y,.vo
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бyлу-гь пtiнiм;r:rьниьllt. Можнa ПpoсТиМ ПrрбиpalrшМ poзI jrЯн}ти воi мо;*сгlивi

тpaсктopii вiл S, ло Su, визнаt.lиBlliи IIрII цЬoМy BитpaTи ПaJIьLIoгo .цJIя кожнoi з
нllx, i вибpи.rи те vпpaвлiнI{я, яке зaбезпе.tуе нaймеrrшri витpaТи.

5..l.5. 3аdача заlt,tilttt oблаdнання

Гlpийняття pitшеilня пpo зeмiнy oблaднaння в},IзнaЧaстЬся тaкIllvlи Ч}II{-

H}IкамI-I, я к ПpoДуктивнiсть цЬoгo облaднaння. експЛyaтaцiйнi виTpaти'
зaлишJкoвa вaртiсть облaднaння' якa зfuTе)IиТЬ вiд uaоy йoгo експлyaтaцii, i
вapтiсть нoBoгo oблaднarlня.

Hехaй r(l) _ вapтiсTЬ пpoДyкцiТ, щo виIlycкarТься зa piк нa oдиF{prцi облaд-
нaLI[{я. вiк якогo r pокiв; /0) - piчнi BиTpаTlI нa oбслyr.oByвal"It{я цЬoгo об;raд-
нaнI{я; s(l) _ зшlишrкoвa вapтiсгь oблaднaнIrя;д - BapТiсть нoвoгo oблaДнaння.

Потpiбно визнaЧиTl,I oflтиМa-гIЬний цllкл зaмiни oблa.цнa}IFIя нa пеpioд.raсy
тpивaлiсr.кr N pокiв тaк, щoб зa цей чaс дoхiд f rQ) вiд вttкoрИcTaННЯ
oблaднaння, вiк якol.o l poкiв, бyв мaксимaльЕtl{М.

B дaнili зaдaчiвiк oблaДllaнI{я булемo poзглядaTlt в ПряМоМy нaпpяМI(y' a
еТAпII, нa якi pоз6ивaстЬся пpoцес, _ B зBopoтнoМy. Тaким чиI{oM' вiк /=0
вiдповiдaс ПоЧaтку Bикop}rстaння нoвoгo oблaДнatrня.

Склaдемо фyнкшiсlrraльне piвttяння. !ля цьoго знaI1демо зaлежнiсгь мiж
BелlIЧlIIiaN!И' Щo Bхo.iIяТь B уМoBy зaдaчi нa ДBох сyмiхсниx rTaпaх. Якшtо
збеpегти oблaДнaння, вiк якoгo l poкiв, тo дoxiД пiдпpисмствa вiд йoго вltко-
plrсТaн}Iя б1де скrraлaTися з .цoхoлy нa ,\,.мy етaпi, piвнoгo r{ф|Q)'i oтptlьtalroгo
зa lf- 1 етaпiв, пpи poбoтi нa oбладнaннi. вiк якoгo l+ l poкiв, тoбтo

f * (t)=r(.t)*l(t\+ /"-, (r+ I ), (s,12)

Якщo нa N-мy eIапi облaдIlaнIUI, вiк якoгo r рoкiв, зaмiнити нoBиМ' тo дoxiд
гliсля тaкоi зaмiнlr сI(ЛaдaстЬся з Дoхoдy' oтpиN{aнoГo як piзниця суМaрIrиX
вapтoстей s(l)+1161 _p* l(0), ле r(0) _ вapтiсть прoдyкцii, BигoтoBJIенoi нa
oб.;raДнaннi, вiк якогo 0 poкiв, a /(0) _ експлуaтaцiйнi витpaTи, i дoxoдy,
oтpиМal{oгo Зa N _l етaпiв,II{o зaЛиIlIlIлIlся пpи poбoтiнa oблaДнaннi, вiк
якOГo 0+1 piк, тoбтo

/, (r)=s(r) - p +r(0) - (0) +lv_1(1). (s. 1 3)

Taким чltнoМ' якщo вeлиЧиЕIa дoxoшy (5.12) не пеpевl.rц(yr BeJIиЧини дoxo.цy
(5.l3)' тo пoтpiбнo пpaцюBaTи }Ia cTapoМy oблa,Цнaннi, в iнtшoмy BипaДкy
oблaднaнrш неoбxiднo зaмiнl,tти.

oб'сднaвш и (5, |2) i (5. 1 3)' зaПишIrМo oснoBне фyнкuioнaльне piвняння
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;le веpхrliй pяДoк Bи3HaЧaс:]oxi.ц, якltй мoже бyтlr отpимaнt,rйt пpи рoботi нa
стaрOMy oблaднaннi, нижнiй _ ripl,I l"roго зaмiнi. Пpи цьOМy Пpllпускarться' щo
rrеpеxiл,tо poботlr нa rloBoМy облaДнаннi вiдбувaстьcЯ lao'ци}I етaп'

Hехaй в(5.l4).&=1, тодi oТpIIN{arN{о фyнкшioнaпьIlс;riBItян}Iя oД}loеTaП}Ioгo

ripoцесу, Для якoГo додaнки./N-l (r + 1) i"/"_'(1) не Мa}o.Гь зпliстy, a тoму iз

piвняння (5. l 4) Bl{кJlюЧaIоТЬсЯ:

{ r{t) - l{t) + lr_, (r + 1), 1

/n (r1=*ux1r,r, -, + r(0) - l(0) + -f^,-, (l)i'

(s.1 s)

Рiвняння (5.l4) i (5. 15) дoзвoЛЯ}оТЬ Bиз}IaчиTlt велиЧ}rну /., (,) u зaлежноgri

вiд l'-, (r + 1)' де Пpи пеpехoлi вiд o.цнсlго еTairy.цo ДpyГoгo вiк oб'тaднaння
збiльшIyсться вiд t Дo t+|,a числO етaпiв, Щo зaлиш'tld,l}{сЯ.:]МенIlJyсTЬся вiд N
дo N_l.

Зауваэtcення 5.I. Якщo в заdачi залtiltu oблаdнанн't ввсlъt{olnu, tцo вiк
о6.цаdнаttнlt t i еrnапu N вidpахoвува|,l1u в np'Lуto.,\|), tlСl|1pЯ:1|li|, mo функl1iонсL'||bltе
piвняння бllde:

(s.14)

(s.16)

dе веpхtliй pяdoк в|llltачаС doхid пpu збеpеэrceннi об.псldнання, ttцэtснiГl - npu

йozo зtt-+liнi. Tуm r * (t ) _ ваptttiсttlь npodукцii', ш1tl вtl?rlmo*Лe I!0 на N-lvt1, eп10||l'

нсt odttнuцi oблаlнанrtя, вiк ЯкОZo t paкiв; I N(t ) 
_ вu|llpаml| на tlбсл\'еоB!Boltli:t

oiъtttuцi o6лаdнання, вiк якo2o t poкiв на N..ltу еrпапi,' fr*,Q+l) - doхid,

тt||puлпанLtй на (N+Т) -му еmаni (.pсlхуюuu вid кiнt1я npot1есу ), пpu poбоmi на
oблаdнанtti, вiк якozo (t+|) poкiв; r NQ) 

_ ваpmiсmь пpodукцii, вu?omoвлеttoi нсt

odurшцi ttoвozo oблаdнаItня, вiк яксlzо 0 poкiв; u u(t ) =p м_ S N(t ) 
* вumpаmu на

замiну на N-му еmаni oблаdнаttttя, вiкякozo t poкiв'

Зауванceння 5.2. За dono.vozoю функt1ioнальltuх piвняtlь J|4oЭIcна poЗв,я.
Зуваmu заdачi замiнu a6лаdнання, якi вptlхoвуIОlllь piзнi факmopu: в.iк oблаd-
нання, щo ЗакуnОвусn1ься' pе.Lloнm сnшp02o Оoла0l1аI|ня, oo]||еъсeнlcmь cу\1u
tttt ttpudбання oб.цаdнанtп i m.d.

Hеxaй сl м (х: r) _ цiнa oблa.цнaння (вiк якoгo x poкiв), щo зaкyпoByeTЬсЯ.цJIя
зaмiнpt oблaднaння, вiк якoгo - l poкiв. B цьoмy Bипaдкy с Tpи мoжливoстi:
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зберегти сгapс oбладьraнI{'l' куТIиTI,I IloBе' кyIIиTl{ oблaднaння, вiк якогo.т pокiв.
Pозiб'смo po:]ГJiяJlyBaниti пpомiжок vaсу' на N етaпi в. Tсrдi функuiонaльне
рiвняння бy,зе мaт.lr в}.IгляД

(s.17)

де пеpшrий pяlloк BиЗHaЧас,lloxiд пpи збереженнi oблaднaння, дpyгийt -- при
зan,riнi ноBиI\,I oбладнaнняп,l' тpетiil_ Гipи зaмiнi облaдtrallням, вitt якоrO _ ,r
рoкiв.

Неxaй/ - (t ,; t . ) 
_ велl,т.tliнa Дoxo.щy, якa Ь{o}I(е бyти oтpимaнa пpII pоботi нa

oблзцнаtrlri, вiIс якoгo l, poкiв, oстaннiй реe{oнТ яIioгo пpoвoДився, кoли йoгO
вiк бyв r ' poкiв. B цьoтrцy BиПaДКy мож;lивi вapiaнr.и: збеpегтt.t' зaмiнитir i
pемoнTyBaти облaднaння. i{i iTrpсIIrкTиви oПисyIoTЬCЯ З&floflOМoгolo i{aсТyп.
ного фyнкшiонaльногo piвtrянriя:

Г ,nQ,;t,\ - l,(t,;i" ) * .f'*' (,t, + I|t,1, 
]lri r.n(0:0)-ir(0:0) -ur(t,;r")+f".,(1;0), i ,. ,o.,J 'uU':l2 )=n1aХ ! ^ 

\".'./ YN\vrvl 9.N\.I'.:J ' J.,'t+| 
l \J. lU,|

lr(r,;r,; *1"(r,lr,) - 0r$,;t,) * -fr., (t, +I;t, =t,),)

/{е Bд (t ,,r , ) 
_вapтiсть 

реI\ro}ITy нa Л'*му етaпi oблaДнaнLUI! вiк якoгo l . pокiв,
осганнiй prl{otlТ якoгo ПpoвoдIиBся B ьIoIvtенT, кoЛI,I BoI{o пpocЛyrсrlllo / " poкiв.
Iшшi позrlaнеltня збеpiгaють тoй сaмиpi зtvtiсг' що i paнiiше. B фyнкцiонa.lrьному
piвняttнi (5" 18) IIерIIIиI"{ рядCIк BизllaЧaс дохiл пpи збеpеженнi oблa,цнariI{я'
лpyгиri - при зaмiнi йoго l.iовим oб;laДнaнЕIяМ' тpетiй _ пpи pеt'lонтi.

3аува:ltcення 5"3. flpuпуспlu,lta, It|o капimсtльrti вutпpаmu н{l З(lк}1tliвлю
облаdнанltя об"ц,tеэreнi dеякoю суJ''oк) M=С-C н , dе С * сума , Ltl{} € rn nОt!{tп1ку
npОL!есу; С r _ су,vtа, вumpаLtе|lа на N-l,tу еllttltzi. Tоdi заdача замiнu oблаdнанн;t
lnuс )) €I71ь ся ф.у нкцi оltсt "вьI ttt}I p i в ttяt1l1я"|t

It.,, 
tr) -i- (r) + ln.,(r + 1lC -l,r(r)+ r"(r))l

.f,(t,С)-n"l{1х j ъ(0)_/."(0)*иo(r) t |, (,"'n)
L +l,-'(|;С -ur(t)_ln(0)+r;(0)) J

в Якojvlу ве1зхttiй pяdок вttЗllа,tас' ве'il||чul|у dохodу npu збеpеэюrнrti, сt нuэlсttii.l .
ttpu з сtмitti o бла d нанltя'
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ьJэS r-,: Y r(S
c

rf,

5.4. flетсpмiновaнi Ta rтoхасТиuнi зaдaнi lП

Ба.пlтoiтaпнi пpouеси, Щ0 poзгЛrylaj:*IсЯ.Bиlце, хaрaктеp}Iзyвa.Ilися тим,lцo
pсзyЛЬTaT бyль-якoго pil'шеtlня o/II{OзнaЧнO BI{знaЧaBся Bибoрoм poзв,язку.
Пpouеси'гaкoго T}Iпv нaзиBaюTься детеpмiновaни}lи. flля детеpltiнoвaноi
мoделi 1y'-етaпн<rгo Irpoцссy стa}I систеl.tи S, (i = 1 ,2,. . ', ff ) Нa ко)кнoМу етaпi
зallaСтЬся BrкToрon,I з оlitliсlо або декiцьIiоМa кo},{пOr!е}lтaмrt. ГlереTвоprltня
BекТopa с,Talтy вiд gгalТy Дo_eт.aгry зДiйсIlroсться внаслi:f,oк .1ii нa llьOгo BекТоpOIvI

упpaaпirrня U i 
' 
тoбтo И (S, ; {/ 

' 
) с функuiсrо векTopa стaнy i вектopa yпpавniння

Ilа кoжt{oNdу етaпi. Послiдовнiсть перетBoренЬ, гIoЧi{I{afi)l.tlт з l;;'-гo етaпy i
зaкiнuylони перlIIиМ' Мo}кIta ЗaписaТи .гaк:

" ,(3

(s.20)

3':У,(s,;Г,)'
Якщo кo)кHy пoпеpеДI{lopiвнiсгь (5"20) пi'цсгaвити B нaсТyllнy' To оДrp)I(иМo

кiнцевий стaI{ сисTемll !* ' 
шlo Bирaжa€TЬся Чеpез l]oчaTкoBиir стaн системtl

;DN.

j 
^:1,.( 

l, . ('..( y 
,' ( S 

" 
;й , l). .),l). (5.21r

Тaким ЧI{HoМ' iснyе пoслiДoвнiст.ь вектopiв U *,LI N.l, ... . {-! 1,Щo
вiдпoвiДaс пoслiДoвнoстi пеpетвopень (5"20), якa LIaзиB aеTЬcяnosrdiнкuо, a6o
сmpаmеziею. Якщo IiеpеTBopення вибрaнi в вi.цnoвiднoстi з IlеBtlI{Iv{pI
кpитеpiями' тo М}IoжиHa oПтиМiзyiouиx вектоpiв yпpaвлiпнЯ нaЗивaсTЬся
Оt1??1u.L|сt.цьrtoю noвеdittкao. aб,c Оnnп4,\4tlЛьнОlО i:|7Ip{lt1,lcziсtо"

Tепеp зa.цaчy мaксrrмiзaцii пoвнoгo.цOxоity в ДI.етaпноМy ПpoЦrсi мо;кlia
ЗaпИcaTИ B ilacТ}Tlrroп,ty виглядi '' знailти МaксI{МаjlьЕIr ЗнaLIrнIiя фyнкцii

N
Еi

,ul=, g,(5,:LI i),

l:
Де8' ( S i ] U ,-) 

_дoxщ вiд i-гo eТaПУ, Щo с фyirкцiеrо BекTOpa сТaнy S i i вектopa
yпpaвлiння U 

' 
, |4/ _загaльний.Цoxi,ц.
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Biазнaчивrши фyнкшiю ,й t з -) як мaксимaлъний,Цoxiд в y'y'-етaпнoМy пpo-

Цесi, пoчttнatоЧи з cгar{y j - (Л= l,2' . . ' ), пpи BикopисТaннi oптptмaльнoi сгpa-
тегiiorplrмyспtо

/' (s, )=Ч} I, g,(s';D,t'

Звiдси, дoTpl{tv{yюЧ}lсЬ IIpинЦI,rпy olTтимальнoсгi, пpиxoДIrМoдo poзГляJцy-
вaнl,ж рaнirпе фyнкцioнашьних pitsI{яIlЬ:

/" (s д )=r.Цах{ 8,(S";0 *)+7'.'(S,-,) }
Uц

l 
" 

(,s n ): Щах{8ш(Sш'Uш) + f",(V"(Sл,U'))}.
{,/ I

Неoбxiдно вiДзнaчит.ll, IЦo ts усix poзгля}IyTих Bl,{ПaДкax зaraльниЙ дoхщW
Мaс tsлaсТItвiсть а.цитивносгi, oскiльки ЗнaЧrння W, ДoсягнуTе зa BесЬ IIpoцес.
IvIи oтри\,{yBa"тIи су[,lYвaн}IяМ йoгo знaчеI]Ь нa ПrBниx етaПax.

Hеxaй тепер FIa gгaн систrМI,I BIUIивaютЬ випaдtoвi фaктopи. B тaкиx за,цaча,к
yпpaвлittня Пpoцес не пoвнiстIо BизнaЧarТься ПoЧaткoвиМ сTaнoM системи i
вибpaним yпpaвлiнняful' a B lцеяк}I1"I МoМеHт ЗaJIежиTь вiД вlrпaДкy. Taкi зaдaчi
нaЗиBaЮTЬОЯ cl1,to "Y а сmuчнIL||,Iu.

Cтoхacгptчнi зaдaчi Мa}oTь мiсце тo,цi, кoЛи: tIе Мo)кIla ToЧнo BиЗнaЧиTи стaн
системи нa кo}кнoму етaпi; змiннi' щo xapaкTеpизyloTь cтaн сиcTеMи' с

BplПaДкo]3ими веjIиItItнaМI,I з вiдoмoю фyнкцiсю poзпoдiлy: зпtiнlосться lv{е.гa

зaдaчi;сrLцa.цarTЬся IlJIаIrytsaння riaтpi{вaJlиli пеpio.Ц, oскiльки в цьolvfy BI{пaД{y

неIv{oхLтIиBo Bкaзa'гtl Знaчеf{ня вcix нopмaтивiв i кoефiцiентiв, якi змil,шoroться
пi,I вплriвoм непеpе.цбaЧyBa}Iиx фaктopiв, i т.д.

!дя знaxоД)ке}Iня ollтиМaльнoгo poзв'язкy бaгaтorTaп}Iиx екстpеМaпЬI{иx
стoхagгиЧниx зaДaЧ з aдитиB}{ими кpllтеpiяМи Мoжнa викopисTaти мстoд [П.
B стoxaстичнiй моДелi пеpеxiд вiд ; -гo етaпy Дo (; _ 1 )-гo мiстить .цоякy

I{еBl!знaЧенiсть. ts рзyльтaтi llеpg гвopеl lня V ,( s 
' 

; D,) невiДoмий BекTop стarly

S,пеpеxoдитЬ B Bипaдкoвий вектop стaнy Z'_, з фyнкuiеrо poзпoдiлy

G( s,;2'-,|0'),якaзaле)t(иТЬвцвiдoмoгo gгaнy 
^s . ",naд*oвoгo 

cтaну j -,

i yпpавлiння u .. Toмy, пеptш нilк пpиймaти piпrенriя нa (Ё1)-мy сгaпi, BBaJкaIотЬ,

щo дiйrсне знaЧенI{я Bектopa стaнy 5 ,., .no.'.piгалoсь i с вiдoмим'
f]ля стoxaстиЧtloгo rlpoцесy, як i Для летеpм iнoBaн oгo' Мoжнa сxеМaTичI{o

зaписaти пoслiДoвtIiстЬ tTеpетBоpенЬ:

(s.22)
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П lp.* .

Z r-,:Vr(S rl U,),

Z n,.r=Vu_,(S n., I U .r_,),

Z t:Vr( S. ; U; ),

аJче не Мo)кнa зa дoпoМoГolо oбepнеЕIсJi пiдстaнoBки' як це бyпo д]'J1я .цетеpМi-
нoвaних пpoцесiB' Bиpaзити кiнцевий стaн сисTеМи як ф1нкцiьэ IIoЧaTкoBoГO.
I-{е oбyмoвленo TиМ' щo pе3yлЬTaтII ПеprTBopeнь Biдoрti тiльки пiсля
безп oсеpeдньoГo спo gгrprжrнI{я.

Bеличини Z , евип4цкoBиМи, тo]v{y ix викopистaнHя Дас IlеBиЗнaЧеl{иIf
pезyлЬTaT Дl.Iя з,ясyвaн}Iя BелиЧини кpитеpilо.

Фyltrцiя
g /- -\W=) g, tS'iU ' ),l=t

як фyнкuiя BllпaДкoвих BеJIичI{н тaкo)t( r BиI]a.цкoBoIо BелиЧиI{oIO' TOмy }rе

I'Ytoже Йтиcя IIpо oпTиМaлЬнiстЬ. B зв'язкy з ЦиN{ зa Мipy якoсТi nриilьtaroть
Дrякy cеpеД[IIо xapaктеpисТикy MoжлиBих pезyЛЬтaтiв _ мaтемaтиЧHе
cпoдiвaння. [lеxaй

./;,(s ' )=lтLaх "1t,, 
t((S,;D,)D.l}='3* u 1> 8,(z,-,,U,)}. (5.24)rr' n [;-' ] I'. L; I

зBiдкpl д!Tя ДI,IскprТнoГo BиI]aдкy МaсN,{o

(s.2s)

дe Р i (i=|;2: ' . .: m) _ ймoвipн ocтi m l]искpетних стaнiв, яlсi мoже пpийMaTIr

BиIIaдкoвийвектop Z n-', 0S p, <I, 2o, =',

Бiльur ДcraЛЬнo gгoxaстиннi зaдaнi p61.*".'o B l{aстyпнoмy poздiлi'

Гfl Кoнтpoльнi зaпитaння Ta зaДaчi

1. Cфopшtyлroйтe залaтy flП.
2. B uoмy тloлягar cyTЬ пpиIrцIrПy пoетaпнoi пoбy.Цoви oI]TиМaлЬFIoгo

yпpaвлiння?

{,u I

/"(s ,)=цax ]Irs, (Zм-t'U")+ f -.,(Zм'Dp,| ,uN [r=r -)
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t t

3. Cфopмy;rrсlliте зaдaЧy пliнiпtiзацii BитpaT ПaJIЬI{OГO лiтaкa пpll traбиpaннi
B}IcoTIt iшвlщкoстi.

4. B нoмy пoЛяI.aс сyть МеTolly фyнкuioнaЦЬниx piвнянь?
5. Cклzuriть фyнкuiонaльне piвняlltlЯ ДJIя бaгaтosТaпнoГo llpoцесy 1эозrroлiлу.
6. Зaпипriть фyнкцiонaлЬне piвняння ЗaгaЛЬ}toГo вI{ду ДJIя ДискprTI{огсJ

пpoцrсy i поясrliть змiст BеЛI,ltIиЕI, щo Bxo/lять B нЬoГo.
7. Сфopмyлtol"rте За,Ц3ЧУ зайrи обладнaiшя i сюlaдть фFiкцiонa,чьlri рЬнжп*я,

Якщo вiк oблaднaння вiдpaxoByсTься B ПpяivloМу, A еT'aпIl - ts зBopo.гttОIuу
[raпpяI\4кax.

8. Склaдiть фyнкцiонaльнi piвняtiня:зa.цa.ri зaмiнlr облa:fнattня, якlцo вiк
oблa.цнaння i rтaпи вцpaхoвyroтЬся B o,цнoMу нaПpяМкy.

9. Якi зaдa.li HaзиBaIоTЬся cгoхagгlr.lнl.tпlи?
I0. B якoмy Bllпaдкy N{aЮTЬ мiсЦе стoxaстичнi 3xдavJ?
1 l. Щo пp[I!"tМaloТь зa мiрy якос'гi пoвеДiнки систеNI}I пpll pсlзв,язyвeннi

стoxaсTиЧIiих зaдaч .ЦII?
12. Cфopмyпоp"iтеiвllведirъфyшшiоlraп,rripiвrIялtязaлauipoзпoлф.pесурiв

B сТoхaсTl.lЧнoN.{y варiaнтi.
l3. Ha пoчaтoк п,ятиpiчнoгo пеpi<элy rriлПpи€МсTвy видiuенa сyrlta 50000 rpн.

дlя пpилбaI{I{я l{oвoгo oб;Iaднaння. Bapтiсть oД}Ioгo кoМгт"]-IекТy обдaднaння -
5000 гpн. Пpилбaне oблaднaнrrя вiдpaзy беpе yнaсть y виpобниЧoМy прoцесi.
Bикоpисгa}I}ш oДнoГo кoМrlЛсIiгy oСlлaтнaнrш ПpинoсиTЬ пiлпpltсмсгBy Зa oДII.'
piк пpибyгoк в сylvti 3000 гpн. B кiнцi кожнoгo poкy rliдпpисl.IL.TBo Nloже вl Цj-питt l

.Цеякy.цCIл}o fl (0 < Сr < 1) пpибyгкy нa poзlliplpеllня вllpoбниЧих пот'ужttoсl.еli'
Потpiбнo тaк сплaнyвttTи poЗшIиprння виpoбницTBa, щоб прибyтoк Зa
п,ятиpiuкy бyв мaксишtaJIьI{иМ.

14. Ha пoчaтoк п'ятиpiнного пepioДy- пiдIlpисМсTBу вtgliленa сyмa 30000 г1rн.

дтя пpидбar{I{я нoвoгo oблaднaння' Bapтiсть oДнoгo кoN,IIUlектy облa:fнaння *
2500 гpн. Пpидбaт.rе oблaДнaння зpiiЗy беpе унасть y виpoбниЧoМy пpouесi.
BикopисгarшIЯ olцtoГо кoМI1лекТy обладнaнrrя пpи}IoсtгlЪ tli.lгtptlсмсl'By зil olц}Iн

piк пpибyтoк в cф 1000 гpн. B кirщi кoх(HoГo poкy пiлrrрисмсlъo Ntoже Beцi,тити

.цеякyДoлIо сl (0s а < |}пpибyткyнapo3lllиpенl'ш виpобпичихпоТyжlrоgгей.
l1oтpiбrlo Taк сПлaнyBaTи pOзlIIиprHня виpoбrlицТвa, шroб пpибyToк За
п'ятиpiнкy бyв мaкоиьraJlЬ}IllМ.

15' Мiж двoмa гaJIуЗяМ}r poзIloДiляtоться 30000 гpн' кaпiтitлЬI{иx BкJ]aдень
(КB)' ПpичoМy-l, гpн.' Bклatених B Пеpllly гaтIyзЬ' зa piк пpинOcIrTь прltбуток
gLу)=О,1у. Зaлишroкх-/ BIо'IадarTЬсяB.цpyry гa:трь iзa piк пpинoсиTь пprlб1ток
Й(х.y)=0,6( х _л. Ha кiнець poкy зaсoбlt, вклaдеlri B перrrry r.шУзЬ..ЦopiвнIоютЬ
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аftr;)=O,4у,в Дpyry -b(х_у)=Q,11,*.'u").Пo зaкiнЧrнIri кoжt{Oгo poкy зaJlишIoк КB
ЗнoBy poЗпoдiцяtться мiхс гaпyзmлl' Пoтpiбнo Taк poЗrTOi{L.IиTи КB мiж гa.rrряrла,

шoб сylrapниli пpибyToк зa TplI poки був МaксиN,!aЛЬним.
16. Мiж.цBoМa гaлyЗяМI,I pозпoлiляютЬся 20000 гpн. КB, tlpичoМy-},гpн..

Bклaj{еIII,Ix B Пеpti]y ГaJ]yзЬ, зa piк I1pиIIосиTЬ пpllб1тoкg(v)=0,8y' ЗaлtlttJoк л*.t,

Bклa/la€TЬся B Дpyгу гaлyзь i зa piк пpинoсиТЬ пpltбyтoк ll("т*i,)-0,5(х*y). Нa
кiнець poку зaсoби. BKтIаДенi в пеpшrу гarlyЗЬ' дopiвнroкrть с(и)=Q,3..},, B Дpyгy --

&(.t*1)=0,6(,т1'). Пo зaкirrиеннi кtэжногo poкy зaлиrшoк КB знoвy pозпoдiлясTЬся
пtiж гaлузями. Пoтpiбнo ТаIt poзrtодiлитll КB м,iж гaлузяп,tlt' щоб сyшtapний
лpибyтoк зi1 Tpи poки бyв мaксимaЛь}IIlM.

|7 . !ля pCIзBиTкy двox гaлyзеii виpoбництвa A тa B нa 3 poкll виjliленo x
КB. Кiлькiоть КB y , вкЛa.цеtlих B гaJIyзЬ A, дoзволяr oTpиМaT.и зa oдин рiк
пplrбyтoк Ф{},) = y2 , i змеlttuyсTЬся,цo BrлиЧ}lни Ф0) = О,12у ' Кiлькiсть КB
х-у, Bк-гIaДених I] ДpyГу галyЗЬ' дoзBollяе oTpиМaТи зa o.ци}l piк пpибyтoк

6(x_r') = xл_},)2, i КB зltеriruyсTЬсяlцo BелItЧини p(х_)') =0,75(x* y). Hеoб-
xiдно poзпoлLшпи видiленiКB зa гaщвями виpoбrшlцтвai зa poкaМи IUIaI{oBoгo
пе1riоду тaк. rцоб пoвний.цoxiл б1rв I{aксиMaЛЬFlиМ'

l8. iIля poзBlrткy Jlвox Гaлу:зей виpoбництBa A тa B нa 3 poки видiлеrто х
КB. Кi;rькiсть КB }, вклaдених B гaЛуЗЬ A, дозвoляr oтpиN{aТи за oдин piк

пpl,lбутoк Фt-r) = .y, , iзмrншryсTЬсядo веЛI,Iчини Ф(y) = 0,2ly. Кirькicгь КB x _ 
}' ,

BкЛaдrниx B ,цpyгy ГaЛуЗЬ, дoзBoJl,яс oтpиМaTи Зa o.цин piк пpибyтoк

€{' _,1 
= Цх _ у),,i КB зпlеншlylотЬся Дo велиЧиttи p\х _ 9 = О'7 Цх -v) . Неoб.

хiднo poзпoдiлити видiленi КB зa гaлyзяMи виpoбнIщтвa iзa poкaМи тIпaнoBoгo
пеpioдy тaк, ш1oб пoвний.цoхiл бyв МaксиIv{tUIЬниМ.
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Рoздiл 6
- r* ,fu, *t,* ..=' gI ..*i:

,",L;: ЕIIЕNIЕ'HTИ СТoхAсTI,tЧ}I oгo
IIРoГPAMУBA}IIIJ{

6.1 . ЗагадьIIa хapaкTеpltсTикa зa.цaч сToхaсTlIЧtloгo ПpoгpaМyванllя

Задaчi Ta MoДелi' B якиX вихiДrra iнфoрпrauiя зaДанa сТроГо одHОзнaЧнo'
[IaзиBaI0Tь dеmеpлtiнoваItuлI|l' B pеa;lьнoсTi )I( деТеpil,tiнoBaHi \{oДеЛi r
НеaДекtsaTнl,IМ}1 МoДелЬoвaнIlМ екoltoмiчнltм ТIpoцесaNI' I{е пояснкlсТЬся
tlепoBltoToto, нетovнiсТiо дartих. нa oснoвi якиx фopшIy€.I.ься IиодеЛЬ. B одrtlж
вI-{гIaдкax деякi пaрaМеTpll пtoдtелi (a мoжлtиво i всi) НoCЯТЬ йьrовipнiсний
хapaкТер. Тoдi гoвopятЬ Ilpo сl'rryaцiТ, пов'язaнi з puЗLtкс}'\|. Puзttк-Цe itевiд'смнa
ЧaсТинa пpoЦесv }пpaBлi}rня; йогo нерtoхiцLlBo yнllкI{yг}I' a.:]i ]vto)кнa i пoтpiбно
вpaxOB,VBaТi,I.

B iнrцих B}Iпaдкax нaяBнa iнфopмauiя не JIoЗBoл Яс,уЯBИTLlxaрaктер зlriни
пapavrетpiв. якi xapaктеp}rЗyloтЬrlpollес' щo BиBЧaсTься. Taкiсr,rг}"eцiТнaзlвaloть
ttевuЗначен'шuu.Оптимiзaцiliнiзaдaui, Пpи пoсТaновцi якиx HеN{aс вltнеpпноТ
iнфopмaшii прo ii }'МoBИ, I{aзLlBaIoTЬ сt11Ох{1cпluч|!Lt"\,lu. oскiлькIт стoxaстичнi
зa.цaчi дIoвolцl1.гЬся poзB'язувaTlt Пpи Hе,цoсTaТнiй iriфopмaцii' тсr це т]е,lе.цo

Зни)tiе}iня еtссlнoмiчнoТ ефектlrвнoсri oТpllМaн}ж pirпень.

Для дослiджеt{I{я OIIисaн}lx сllтуarriй рoзpoбляються спеЦiaльнi пtетодit,
oб.сднalri в poзлiлi сmОх(tсt]luчнОеo tIрo?Ра.1|),'всltllIя' яке виBtiаС теоpiю тa
IиeToДI4 poзв'яЗуBaння yI!{oBI{I,Ix еI(сTреIuaлЬ}rиx Зa.цaЧ пp}I }iеПoв}liй iнфоpпrauii
проiiyмoвlt.

PoзpiзняtоTЬ {lк|nuвIlе Тa пъсuвItе сmсlх(1сn1,Llчне |1p0?pсt.\|.}t8tl1!н't' Пaсuвllе
clnoхаСIr,luLtl!е |1,poepа,\|ув{tl1lt'fl _ це сукуIIнiсть пprtйомiв, якi ,цoзвoлЯIoTЬ
знaxo,циTи нaйкpaщi piшlення i екстpемaЛЬнi ЗнaЧення цiльoвиx фyнкцili в
oп'гl,tмiзaЦiliнl,lx зa.цaЧaх З BиПa.цкoвиМи tsIlxЦ}IиIuи Дa}IиI\4l,t, Акntuвltе tt7I0х{lс-
|tlLtчнr пpО2pа.l'|'уваrtня _ I{r сyкyПнiсть пpийoмiв, якi доЗвoЛяrоTЬ р03виBaти
Мrтo.ци виборy pitпеitь B ylvtoBax pизикy Тa неBиЗHaЧенoстi.

B cгoxaотиЧнo${y ПpoгpaМyвalrнi дослiджyюTЬсЯ о lно еmаnн i, dвo cnluпнi тa
баеаmоепtаnнiзaдaнi.

odноetпсlntшл|t|HiLз|4BaIoTЬ зaДAtti, в яких пoслiдoвlrigгЬ пoсТyгl.]Tення виxiд:oi
iнфopмaцii I{е ]!{aс ЗнaЧен}Iя пpи вибoрi pirrrення. Botio пpиймaсться oДиI{ paз
i нaдa"тi llе кoригyсTЬся.

tвоеmсtпtti сmoхасntuчнi зtlDачi вrrникaюTь, FIaПpt{к ЛaI\' npИ плaнyвaннi
B}rПyскy прoдYкцii y BI{пaДкy, кoлI,l вiдсyтнiдaнi гIpo пotlи.г нa неi. B тaкiй
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сиTyaцii сГtoЧaTку гIpiIIiNteс.IЬся pillIеtIFIя пpo об.сМ Bi{IIускy нa oсI]oBi I{aяBI{oi

iнфopмariiТ з попереДнЬоГo дoсвiдy (1-й етaп), a troтiм пiсля BсTaI{oвлеIIFIя

пoПl,ITу rrpиp"l\,{aс,ТЬсЯ кopI{Гуюне piurення (2-йeтarl).IIpи цьoмy ПoIIеpе.ЦI.It;

pirленrlя Fir IтoBиI.II{o BИIсl}оЧaтt,I N{OжлиBoстi l"toгo кopекцiiнaдpугol,ly етaпi'
Кpiьl Toгo. попеpеднiй i коplrгуlочltй плaI{и yзгo.цжу}оTь Taк, щoб зaбез-
печYBаJ1ися мiнiмaпьнi сеpелнi BитpaTLI ЗaДвa еTaПи.

У бaгaтоеTaПI{llx ЗaДачaХ в l.ripу oTpи]Vfaння iнфopмaцii с мoж.тlивiсть
l IеОДliОpаtзoBo кoрИГ}ъaтtl рiulення.

B yьtt>вitх обi'lежоноi iнфoрмauiiтa невизнaненoстi, упpaвлiнськi pitшення
]\,Io}кyТь пpllймaтися aбо без BикoрI{сTaliня кiлькiсних ЗIiaЧень йпtовipiloстеi,t,
aбo з iх Bикоp}IсTaнняinl.

Нa кожнoмY з циx випaдкiв Ми зYПиItишloся даьчi.

6.2. Задача poзшoДiлy peсypсiв B сToхaстIlЧtlolt{y вapiaнтi

Неxaй дсякi pесypс}i Bе.xlIЧинoIо х пoтpiбнo вкЛaсTи B poзBlIToк ДBox
неoд{нopiдниx пiдприеь.tств l i B. Якщо в пiдпpисм cтвo А BкЛaсTLI } olцIlниц},

pесyрсy. то гrрибyтoк з йьtoв\lнiстtо р1 буle сTaнoBIITIl8'0'), a, зМеЕIIIJI,{TЬсЯ

Дo BеЛlIчиНъ7 аJ), d() < а , < l ); пpибутoк з ймoвipнiстrop, _ | _ 
l) l скЛaДaТIlh,{е

g,(y). a]) ЗI\,'енtIIyсT'Ься дo BеЛ}Iч}ILI.И a])' (0 < а, < 1). Якщo в пiдпpисмство B
BкЛaсTLl (л -;,) oДиI{ItЦЬ pесypсy, тo: пpибyтoк з liмoвipнiстrо r/i склa.цaT}lМе

ll,(х*l ), a ('r *l,) зIttеншIyеТЬсяJlo Bе,личтttlll,h,(х _у);пpl,rбyтoк з riмoвipнiстrо
сl, = 7 * 

{ 1 
ск.пaдaT имe h' ( х .- 

), ), a (х _.i,), зт\,{енIIIуеТЬся .tlo Bели нини b, ( х - ), )
(0 < b, < l ). Hеобхiдllо тaк poзгloлiлl'tти виДiленi pесypси l,tiж Двoмa пiдпpt,lе-

МcтtsaI\{14 нirrз-рiuний пеpioл, ш{об повнtrli пpибутсlк був пtaксrtмaпьний.

Тут 8, (),), 8, (у) , h'(.т - ),), |ь(х _ у) -'непеpеpвнi функrtiТ вц } .

oскiлькl,t випaдкoвi BелиIIIIЕII.I а,У l b,('х - }), (, =t2), ( j =tэ) _ I{rзa-

;lеxtнi, т'о

р|o, . у + ь,(х_ у))= Рi. Q 1 = Pu.

Тодi зaкoн pозпoдiГry .цискpе.гнoi випaДкoвоi ве"цичI.fir}I 4 = {кinькiсrъ засобiв'
якiIriJLтягaюТЬpoзпoдi,тy} = \сl,.у +}, .(.r*.y)}, Q=L2),( j =тi)мaсвигляд:
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Bизнaчlrмo -f" (,т) як МaTеN,IaTttЧI{е спо.цiвalrнЯ пoвI{oГoдoxol{y вiдN.етaп-
IroГo пр0цесy' якщo BиTpиМyсTЬся IIp}IнЦиII oпTиМaJTьнoстi. Тo.цi oтpимaсмo
ttaсгyпнi фyнкuioнальrIi piвtlянttя

/"(л) = Tg{p,q.(g,(y) + lt,(х_ у)+ f r-,(а,у*b,(x_.y)))+

* Р'Q,(g, (y) + h"(х _ 
.y) + f n-,(а,у- + b,(х * y)))+

* p,q,k, (y) + h,(х - y) + f *-,(o,у + b'(х_ y)))+

* P,Q,k. (y) + h,(х- y) + f "-,(а,у 
+ b.(х- y)));

f ,(х) = pа-х{ Pr{r (s, (l,) + Il,{х - y)) + Pflz{8 tQ) + h,(х -

* PzQl (g, (.у) + h,(х _ y))+ РэQz(Qz(),) + h,(х * у

Пpuкaаd 6.1.I1exaйДеякi pесypси BrЛLIЧиIlo}o х потpiбнo BклaоTLt B poзB}I-
тOк .цBoх неoднop|tниx пiдпpисмотв ,4 i 8. Якщо в пiдпpиeм cтвo А BклaсTи J,
oд{иниць pесypcy' тo пpибyтсlк з liмoвipнiстro p | = 0'6 бyДе стaнoвиTи
8,0|) = 0,72,' ay зьtеrrшlyeTЬся Дo BелиЧиI{и0,4у iз ймoвipнiсгta p' =0,4пpибyток
бy,Це стaнoвитиg,(у ) =0,6у,! зllirl{trryBaTиМrTЬся.цO BеJIичиI.Iи 0,5y. Якшo в
пiдпpисмствo B BкJIaсTи (х _y) o.цинllriЬ pесypсy' тo пpибyтoк з ймoвipнiстro
с1,=0,7 скЛaдaTиМeh,(х *y) =0,6(х _},),a(х*у)зN,IенIIIиTЬся.цoBе-rIиЧ}I}lи

b,(х - у) = 0,7 (х _ y) i з ймовipнiстtо {]2= 0,з пpибyтoк бyле стaнoBити
h,(х-},) =0.5(x _},),a(х_flЗМе}IIIIитЬся.цoBеJIиЧиH}I b,(х-Л =0,4(.х--l').

Hеобxiднo так poзпoдiлити видi.:rенi pссyри мiждвoмa пi.тпpисмстBaМи нa

двopiчний перioд, шIoб повнlrй пpибyтoк бyв мaксимaльниli,
Poзв,язoк. Пеpioл тpивaлicтIо Двa poки poзiб,смо нa.цBa етaIIи. Знirй.цемо

зa фоpмyлоro (6.2) знaяення фyнкuiТ /, (л)

Л(;r) = 591х{0'6.0,1 
.(О'7у +0,6(х_ y))+0,6.0'3(0,7y +0,5(.r_ y)) +

+ О,4.0,7 .(0,6y + 0'6(;r _ y)) + 0'4 . 0'3. (0,6y + 0,5(;r _ y))} =

= maх{0,57-т + 0,09y} =0,66х
0SуSl

Зa фopмyлoro (6.l) rшyкaeмo ЗнaЧення фyнкцii f,(х) ' 
BpaxoByloЧи' щo

f 
'(х) 

= 0,66х:

(6.1)

(6.2)
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-r
/. (.i) = lшrк{0,42.(0.7-р+Ц(х_ y) +0,66(q4y+Q7(.t._ v))) +Q18(Q7y+ Q5(х- у)+()r r(r '

+ 0.66(0,4r'+ 0.4(х _ 
.y))) "t 0'28(0'6r, + Q(х * 

.y) + 0'б6(0'5.у + 0'7(.r - y))) +

+ 0.l2(0,6-i, + 0,5(.,r- - .y) + 0'6б(o5"y + 0'4("т - D)) =

= I]Еlх |0Эвn х _ 0,З22 Jl = О9Ф, х.
0s у < r

Тaкlrм .I1IноМ' poбIrNro BI,IсI{oBoк,lцо нa пoЧa'Toк пеpluoгo poк,v всipесypсIt
потpiбнo BклaсТи в пiдIТрисМОTBo А i ix кiлькiсть ЗMeI{шIyсTЬся дo BелIlЧини
(0'6"0'4 + 0'4.0'5,1'r = 0,44х. Ha пoчaтoк .цpyгoгo poкy ЗaЛи[Ioк pесурсiB I}

кi;rькос.гi 0,,14х пoтpiбгIo BкJIaс.гI.I B ПiДПpIIrNlстBo B i йогo кiлькiсть зМеI{.

tuyсTЬсяtloBелi{Чинтl(0,7'0,7+9,3.0,5).0,44.т= 0,28l6хПpI'Тaкoil,IуpoзIloДiЛi

ресyрсi B Мaкс}ll\,laЛ Ь irurii :roxijl бyле лopiвнIоBaTи a,9 642 х'

б.3. Зддaча Пpo агe}lтa

Aгеtlт:l пoстailaгIIlя ПoвItнеII ЗaкyпIIтLI дuя пoтpеб фipмlr деякl,tIiI мaт.еpiaл^

якlrii пpолaстЬся l{а plrнкy ol1иЕI paз B ПеBни!"l гIеpio.ц (тиждень, мiсяuь, piк)'

Iliни в кo'КнoМу пеpiojii ttезa",tежнi, ilp}l цЬoIvIу з liшroвipнiсТIо Pi цiltit буле с, ,

k

зl,rьtoвiрнiс,Tхo p1 -. C.'.,.' I)к - Lк.Z p, = 1. Aгегtтзнaс'щolLгIяBикoнaнHя
t-l

вl,IробнltvtrТ пpoгpaми вiн пoB!I}Iе}{ зaкyПиT]a ДaнpтЙ Мaтеpiaл IIрoТягoI\4

нaйб;rи;кчиx lи пеpioдiв. oчевl,Iдtlo, tцo яКЩo чекaTи нit lloтpiбlry цiнy дoсlITЬ
jloi]гO' тo t{о)кHa куI1}lТи Maтrpiа-тI зa бi,чьrш висoкolо цiнoio. 3 дpугoТ стopo}Iи.

'lкli(o 
rltrсtliiilttтlI з Пoк}'ГIкoю, то цiна l\lo;кr BПa(rти i мo;клtiвigТЬ зекollol\fi{ти

бy:]е втрa'tенa. Зaдцaчa fioлягaс в ви6оpi МoМrнтy к)/пiвлi, в яlсиli цiнa oчiкyвaноТ
гroк1тlкti буДе мiнitutа.гlьнolо.

Пpuклаd 6,2. ГIpo.rягoМ ЧoTиpьox тижнiв aГенT пoBиt{еtl для виpoбнI4Чllx
пoтpеб фipми зaкyпI,ITи деякиli мaтеpiа,r, який пpoдaсTЬcя нa pиIrкy oдIIн paз B

Tи)I(ДеI{ь. I_{iни кoжнoгo TI{я{}Iя незaлежнi' Пpl,IЧoМy з йшroвipнiстro p, _ 0'2

ToI{нaмaтеpiaлyкoшlTyBaтIrме l0Тис.Гpll.' Pz =0'5 _ 11тио.гptl., Рз = 0,3 _

l2 тис.гpн. Bибpaтlr МoМеIlт кyПiвлi мaтеpiaлy, щoб витpaти бyли мiнiмaльнi.
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Poзв,язoк. Пpелстaвимo Зa,ЦaЧУ y виглядi чoтиpltrТaпIloгo llрoцесy пpиli-
няття рiшrення. B кoжний МoМrнт r*еtrбxi.цнo вl,tбpaти o.цI{}r З двoх вapiaнтiв:
кyпиTи чI4 гIoЧекaTt{'

Етaп l вiдпoвiдaс oЙ'aннЬoМy ЧrтBерTol,Iy Tиж}IIo' B якoМy вже вибopу не]l,Ia.

якщo мaтеpiaс [Це нr кyITЛaHий',то йогo пoтpiбнo кyпиT}I зa бyль.якy цiнy. ou-
iкyвaнtr uiнa мa'геpiшlу rla Че гBеpToмy тижнi 4, - Цe MaTеМaTl{Чне спo,f iва ння

tr|Ц, =0,2. 10+ 0,5. l l + 0.3 . |2 =I1,l (тис.гpн.)'

Етaп 2 вi,дповiдaс ТpетЬoп,{y тLl)к}lю. Aгент Мoже кyпиTИ мaтеpiaл зa шiнy.
якa сKЛaлaся I{a prlнкy, aбo Чекaти.цo нacгyПtloгo т!tжня. oтже, aГеI{T кyПиTЬ

мaтеpiaп, якU{о цiнa нa }IЬol-o 6yде менrлolo Зa Мц,,тo6.lo l0 тис.гplr. aбo 1 1

ТI.Iс.гpi{. зaТoHI-Iy. oнiкyвaна цiнit покупки ц, буДe

М\z =0,2. t0+0,5. l 1 + 0'3. l l.i = l0,83 (тис.гpн.).

Lla тpетьoмy rтaпi aгент куIryе мaтеpia"т. якIЦo цiнa менlлaзa Мц,, тoбто зa

цiнсrю l0 тис.гpн. llpll iншtиx вaрiaнтaх цiни йoму дolliльно пoLIекaти Пpи-
нa йшtнi дo нacTyпьIoго Т}IжIIя.

Серl.rн я uiнa оuiкрaноi покyпки

Mтlt _- ()'2 . l0 + 0,8 , l0.83 - |О,664 (тис.гpн.).

Етaп 4 (пеprпий rияцень). Агент куil}lТЬ пraтеpiал тiлькt,t зa цiнoto 10 тltс.гpн.
Cеpeшlя о.liкyвaнa Цiнa пoкyпки гIpoтягoМ ЧoTиpЬox Тltжнiв piвнa

t{цo = 0.2 .l0 + 0,8'l0.664 = l0,53l (гис.гpн.).

Taким ЧI{нOfuI. oПтиМaлЬнa стpaтегiя: ЯкiЦo в пеprпий тpl;'I(llеЕlЬ цiнa бyле
piвнoю 10 тис.гpн. Зa То}Ildy' то пoтpiбнo кyIIиTи ьraтерia,т, iнaкiше ЧекаT}t д{сl

}IaсTyIIнoГo тшк}lя; якщo нa дpугий тI{;'I(ДеЕIЬ цiнa б'vле 10 тltс.гpн.. тo ьla.геpiaт
пoтpiбно кyIIиTи. iнакшrе ЧеI(aТи; Якщo нa тpе.гiri Т[lЖjIе}IЬ lдiнa бy..lе l0 aбо 1 l
1.ис.гpн.' тсr слiд кyпltти, iнакutе чекaТи; в ogгaннiй Tи}iiцень слiд кyпyвaTli Зa
бyzъ-якyщrтy.

Якщo aгеIiT.цoтpиIvlyеТЬcя ollTl{I\'lа,.tЬl.Ioiпoлiтик!l) To сеpеДня Цiнa, якy вiн
зaплaтиТЬ, бyДе l0,5з1тис.Гp}I. зaТorrнy. L{енеoзнaчaс' щoaге}IтЗanЛaТитЬ
сaме ry цiнy, вiн зaплaтить Ty' якa BсTarioBиTЬся }Ia pинкy _ 10. l 1 aбo i 2 тис.гpн.
Cерлrпo oнiкрaнy uiнy мoжнa вI{коpиcтoByBaTи ДIIя BиЗнaченtlJt oптrrьtа.гrьнoi

сгpaтегii.
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lf ыг'..

Кoнтpoльнi зaпитанtlя Ta зa.цачi

1 . Якi зa;Iaчi тa пlo.це-цi нaЗиBaIоТЬ детеpшtiнoBaнl{М}l' сТoхaстиЧними?
2' Що BиBЧar стoхaстI,,Чне пpoгpaМyвaння?
3. Що pозyмilоть пi.ц aктlrвним Ta пaсивIIиМ стoxaстичI{иМ ПpогpaМyBal{-

ням?
4. oxapaктеpизyйте oДHoеTaпнi' двoетaпнi тa бaгaтoетaпнi зaдaчi сТoxaс-

TиЧнoгo IIpoгpaМyBaFIIlя.
5. .{aйте xapaкт еpистикУ зaдaчi poзгroдiлy pесyрiв в сгoxacгI,rчнoМy вapiaнтi,

задaui пpo aгентa.
6. Зa yмoвoЮ пpиклaJly 6. l, викopистoвyiouи йoгo poзв,язoк' пpoBесTи poз-

пoдiл вlцiлениx кoшlтiв нa: a) тpиpiнний; б) нoтrrpиpiнrлй пеpioли, щoб пoвний
пpиб1тoк бyB МaксиМаJIЬниМ.

7. Фiнaнr--oвий менеДжеp BoJIoдiе певнoro кiлькiстlо aкцiй якi вiн пoвинен
Пpoдaти пpoТягoМ F{aстyп}Iиx п,яти днiв. L{iнa нa aкцii кoливaсTься вiд 20 дo
22 дoлapiв' Кожен день з ймoвipнicгю 0,25 вiн мoже пpo.Цaти aкцii зa 20 дoлapiв,
0,45 - зa 21, 0,3 _,зa 22 дo лapи. 3aпpoпoнyвaти oПтиМaльнy пoпiTикy ПpoДaжy'
BpaхyBaвшИ, Шlo всi aкцii пoвиннi бyти пpoлaнi oДнoчаснo.

8. Фiнaноoвий меtrеДlltеp вoЛo.цiс oпцioнoм нa кyпiвлro певнoi кiлькoстi
aкцiйr. Pyх цiн нa тaкl,Iй oпцioн нaстyпний:

понеДiлoк: з ймoвipнiсттo 0,6 Мo}кнa пpoдaTи зa 300 лoлapiв i 0,4 зa200
лoлapiв;

вiвтopок: 0,4 _ 350. 0,4 -250,0,2 _ 1 50;

cеpедa: 0,2 _ 400,0,6 _ 200,0,2 _ 15О;
ЧеTBеp: 0,5 _ 300, 0'5 _ 200;
П'яTIiиЦя: l _ 175.
ЗaпpoпoнyBaти oптиМaЛЬнy пoлiтикy пpoдaжy' BpaxyBaBIIIи, Щс, всi aкцii

пoвиннi бри пpoлaнi o.цнoчaснo.
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BI{I{ОР И СTAH}Iя ПAI{ЕTIB
lf P иttJtA Дних IIР o ГPAI}I tIРpI

Р()зB"яЗУBAHHI ЗJIII

7.1. Зaга.lrьшi зaувaiкення

{ля pозв.яЗа}IFIя зД'дaЧ, пOв'я:laниx з alrtl,цiзoМ.цaIil.Ix' МaTеМaтIiкtl, бioлoги.
iнжсrIеpи, екоrlol,ttcгlt ii irIшi фaxiвlti poзpoбили ltогyтнiй тa гirункий aрсеt{а-гI

методiв, якii.тitзt,твali]TЬОя * анл",Iiз 0анtlх' !iме.rо"tl,t IцоЗBIэЛяIоTЬ BllяBиTи
зaкоllоtrtipностi нa фoll i вlтЕa.цко!](}стеii, зpoби'гlr oбrpyнтовaнi Bиснoвки Ta
}IpoГнl)зи' оцiltl,tт.и liмовiрltостiТx здiйснеF{I{я. ПoеднaннЯ МaTс'N{aTиЧrlиx
rlетодiв i змiстовilогt; еКоllо},{iчIioго aналiзy вi,lкplавaс нoвi tuoNс.llIвoсr.iдля
ексll iоl.li.ttтоi нaщlr.

L{ей рсrз;tlт орiентовartиl:i нa Bl{tsЧеHI{Jl Мaтrn4aTl{Чiioгo atlapaTy зa.цoт1о},{0I.oR.)

кo1r{п'Ю"tg0it' Bltкopис'гаI{}t.яt кОмш'iотrрiв звiльtiяс стyjlентiв вii.{ склaДltliх
сlбчислснr', д0ЗBoJтЯе скolIliеI{Т.oуBaTI{ сt3olо yBary FIе на aцГoрlrтмi обчис.ГIеFIIIя.

a безпоссред}tЬО tla aнaлiзi peЗ}JIIrТitTiв i Тx iнтерпpстaцii. ОчевI{.I{IJо, lJ-I,.i

ефr*ктивt*iсt'Ь BLlBItl}lHit ПрrД\,lr]тa fii,'{вl.tш{усться' якtJ{o у с:iу.цrir'гa € ьtoхillttвicгt,
сaN{оотiйlctr IrеpеСiирaти z{екi.пькa вaрiантiв, Змiн.rовaти пaрirмеТрrr' l}apaз rrе

060в,язкoво вil;tojtiтli пpофесiйн}.l}fl1 }IeвI,ItlкaМir ilр'}lpa;ntiста.,!ч-я p0Зв'яЗaняlя

$lдaЧ пrBн0г0 TиI1).', ЗI{атl{.Цекi;ькa l,tоB rlp0rpa]vryBarптя. ldiiп<oрt.цосить tiiш6рl:т,l
BЖr гOToвy IlроГрar4У',' якa pеirлiзyt, певrrий aЛГoрi,lTl,{.;]ля тиx. x.гt) Iir вirlit:

ПpCII.pal\4yBaTl4r сТl}oрrнi пaкети прiшлaДr{lr-х пpoГpa}t it]ПП).
ГIГllI -- uе оyкyпнiсть взaсМotltlв'язаll.рГ{ flр}I}сгIaдню( ilpolpiil{ &Tя ]]t:кoнal&i}t

ТIll?oвilx розpаx.yrкiв.v л<юlrгь фoplitа.гliзовaниx гaЛузя,{ зIialiь. Хороiшl,tli ilaкeг
дoзBоляс Зpoби'ГpI всi неoбxiднi дij з дослiдження проблеьtи,  нa;riЗ}'дaнl,lХ,
Мo.целIоBaння,11окyMеьtTyBaн}Iя й oфopшrлеr{ня рrзyлЬтaтiв, Hе BИхollяЧII3
пaкrTa. Це дaс мoж.ливiстЬ tIе зaнypIoBaT{Iся y ск'IaДa}rня ]\{aТrNIaTиЧнLlx
Мoдlлrl"t' у вlrбip мeтoДiв стa.гиgгичI{oгo aнaлiзy, y lpyднoШД Прorрaь{увallltя' tt

зoфprДитись нa саl,tiй пpoблепri. Aле це ltе oзнaЧar. що кopиcТyваЧ }Ir I1oBI{!lеI{

З}IaT,l oснOtsI{их пOI.IЯTь МaТrМaтикtr{' стaТистики, вo.гtодiти aнгtir"iсько}o МOвoIi}
(бo не всi пaкети pyсифiкoвaнi) тa oсlloвalvlи кol,tп,toтrpнoi гpaпtoтнoстi.
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7 .2, P oзв'жyвaння зaДaЧ MaTeмaтичнoгo tlpoгpaМyBaн}Iя зa lцoпolloгolo
MS EхСЕL

B дaномy пapaгрaфi лтrя oснoвF{llx тllпiв ЗЛП пoДallo Пpaктиuнi ркoмеlцaцii
Дo пolrryкy otlтиМaJlЬнltx poзв'язкiв зaсoбaми Мiсrosoft Еxсеl.

7.2,1. Poзв'язування ?JIII, Зfln'IсаlII|х в cmанdаpmнoJ|'у вuzляdi

Iлroстpaцilo B}Iкopистaння тaблиЧнoгo pеДaкTopa Мiсrosoft Еxсеl бyдемo
I]poBo.цитIr нa ПpикJlaдi, poзв'яЗal{oмy B пoпеpеднiх poзлiлaх.

Пpaклаd 7.l. Ioвелipнa мaйстеpня BIlгoтoBЛяr пpикpaси видiв A| i A2,
!дя цього BpIкopисToByIоTЬся Дopoгoцirrrri метaли B|, 82 i B, . Питoй BIIгpaTи
FIa o.цинIrЦю виpoбy, зaПacИмgгалiв i вapтiсгь oдиницi кoжнoгo виpoбy зaдaнi
нaступ}ro}o тaблицеro :

Bид ьlетaтry
Bиooби Запaси

(гp)Аt 17)

B1

Bz
B,

I

0
z

I

I

I

6
ia

l0
Bapтiсть
вицlбy

(тrtс.mн.)
2

Пoтpiбнo тaк opгal.IiЗyBaTи BиpoбницTвo пpикpaс, щoб пpибyтoк вiдix
pеaлiзaщi бyв МaксиI\,IаJIЬ}IиМ.

P o з в, я з у в ан ttя. Пoтpiбнo знaйти нaliбiльtпе знaЧrння цiльoвoi фyнкцiТ
f = х, + 2х, пpvl oбмеженняx

[*,* xr16,
1"" 4'

|2х,+x,(10,
х,20;.т, )0.

!ля цьoгo неoбxiднo Bикoнaти ltaсгyпнi дii:

1. Bвеgги yvroвy зaдaнi:
а) сmвoput|tu екpанну фopлlу dля ввodу улtoв заdачi..
> змiнниx;

17B Poзdiл 7. BИкaPиCтAHHя nAКЕтlВ 1PиКлAДHИX ГlPoгPA^t ПPи Po1B.я\УвАHl-]l 3лгt



> uiльoвoiфyнкшii;
> oбмежень:
> Гpa}IиtlниХ yМoB;
б) ввеспltt вuхidнi dшi в е|сpсttuну фop'у..
> кoефilriснти цiльовоТ фyнкuii;
> коефiцiеI{Tи ITpи змiнниx в oбмеженняx;
> пpaвi чaсTLIl{и oбмежень;
в ) в в е сmu З аJlе Эtс I1 (} с nli м аtпе "цlаrnuч н oi. м o d е лi в е к p сlн t tу ф о p лl 1,'.

} фopмуrry ДiIя poзpaхyнку uiльoвoi Фr'*uц
} фopмyли &Ilя poзpaxyнкy лiвl,lх Чaст}lri обмежrlь:
е ) з а d а mu цtль o в 1' ф 1, нкцiю (в d iал o z o в сl лt у в iкнi S o L |/ Е R P А R А M E rД',l?.s

(ПolIск perшения)).
>цiльoвyфyнкцiro;
> нallpяМoк oптимiзaцii riiльoвoi фyнкцiТ;
d) ввеcmu oбмeэrcенltя i, zpонuuнi умoвu (в diалоzoвoлtу вiкнi SOLVER

P А R А M EТtrtS (Пошск peшeния)):
} кoшtipкt t зi знaченняьtll змiitнllxl
> ГpaничI{i 1zмoвll для дoIIyсT}1Миx ЗIIaЧенЬ змirlниx;
} спiввiДнolIIеI{ня мiж пpaвими i лiвими ЧaстиHaI\,{и oбмежень.

2. Pозв,язaти зaдaЧy:

а) вcmанoBlll,t,lt| |1{lpаIrеmpu poЗв'язу.ванltя зttdачi (в diалсlzoволlу вiкtti
S О L I/ E R P А R А M EТЕЛS (IIоиск perшения));

б) заnусnшnэu заdачу нa pЙв'яЗув(tння (в diалoztэвoм'v вiкнi SОLVЕR
P А R А M E'rЕ'^Rs (Пoиск perпения)) ;

в) вttбpаmu фоpмаm вuвodу poзв'язкiв (в diалoeовoму вiкtti SОLVER
R E S U LTS (PeзyльTaти пoисtta pеrшениli)).

ПoиСк PЕIIIЕHиЯ _ це нaдбудoвa, якa ilp}IзнaЧrнa для olIтиМiзaцii
мoДелей ilpи нaяBгIoст'i oбмежень. Boнa склaДaеTЬся З дBoХ Пpoгpaмниx
кoМпoне}Iтiв: lrpoгрalfl{' нaписaнoi нa мoвi Visual Basiс, Якa TpaнсЛ}Oс
пpедстaBЛенy нa poбouoмyлисгi iнфopмauiюшrя внylpiшпtьoгo пpеДстaBЛенIUI'

якaBикopисТoвyетr€яiшrroroпpoгpaмorо.flp1т-aпpогpaп{aзнaхoДpгГьсяBпaм'rгi
кoМп'ютlpa y BигЛядi oкpемoIo пpoГpaМнoгo Мo.цyля. Boнa Bикoнyс
oптимiзaцirо i пoвеpтaе знaйДенr знaчеrlня пеpшriй пpoгpaмi, якa пoнoвЛroс
дaнi нa poбouolrlу лt,tсгi.

Poз6iл 7. BикoP|4C,тAl1|1я f1AKЕтlB |1PиКлAI]нИх пPoгPАt\4 nPи Po1B,я1УBАнHl ЗлГ1



Пoслiдовнiсть виконання оriepацiй
Bвiд пoчaТкoвиx Дaiillх

tEl оайл Поаэка

Li L.= lEi] Е, е5'
E9'

Д***.

Еид металy

B}зд

#

Естgвка

rL.li]'] к }

;

ФoрЦёт с9рBl,l( дlaнньt* Qкно (fiр€6Кё

- g' Е -,f"l I&} ,J$ у AriзlСyr

1

z
З
I

5

О

Х1

D

Еиробlt
х2
u

'*j-------";* --

..*-l

Зaпaси

6
4

.10
<=

Bартiсть виробiв,
ти']. гГjll 1

Puс'7' }.T'абLzuця ввеdення lloчс'mttoвuх dанuх ЗЛГI

B екpairrriй форlri }Тa р}1{J.7.1 кожнiй ЗLIiннii,.i i кoжному.коефiцiснтy зataЧi
пoсТaBЛс}Ia y tsi,1пoвiдI{icтЬ кo}IlipеTl{a кoМipкa. Haзвa кoМiркI.] склaдaсТься З

буквll' Iцo пoзнaЧaс стoBIlL{ик, i цltфpи, щo lloзнaЧaс рядoк' нa- ПrреTи}Ii якиx
зFl'iхoД}iтЬi]я об,скт ЗЛП.

Сt'мвoл $ перед ношIерotvl pядкa с}зHaЧaс' Щo IIр]l кoПiloвaF{ili цiсi фopмyлll B

iнtшi lиiсця лllстa Е,xtюI нol\{еp pяДi(a не зvliн!{тЬся;с}ъ,{вoЛ: oзHaчaс, щo B фopМyлi
будyть BикoрI,Iстalliвсirtoп,tipкIr, poзMiщенi пtiж кolv{iркajv{и, BкaЗa}IиМи зJriBa i
cflpaвa вiд двокpaпки. Iiiсля цЬoго в цiльoвiй кoМiplдi з,явиться 0 (ну.пьoве

зна'.rеrп.ш).

B кoмipкlr 83 i с3 Btsе/tе]\{o HyлЬoBi ЗнaЧеIrrш. B кoмipкy D4 вводиN{о фopМyлу
SUI\4PRODUCТ (CltI\4п{ГlPoИзB(B$3 :C$3;B$4:Сs4)), яку зrraxo.щ{Мo:

2

dля

о вltбиpaсмo в вiкнi [aтегориа: Itu'tатеt,tатинескttе

в вiкнi Фyнкция Bиб}ipaс\,{(l фунхцirо сУvIМПPoИЗB;

w{'

Еr 1 1

H^ l I

Bз э
1
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i*вeд,.т* кpаткoe описйHиr дeйствия, l(оторое |lyжHo
j вьtполнl,tть, }1 l.i6)l(}.!итe кHопку'.Нвйти.'

[атегорияl |Метe.nатn'u.*n* -:-i
tsьr6eрит-e функциlо:

ЕyPlt*tпPfl и3Е(нaссив l ;нассив2;]"tа.сив3;...}
BOзBращaет сy}ll4y npoи3вrдений соответствy}ощt{х злefieHтoЕ ]4ассl,lвoB
или диЁпаз*Нoв.

t_ оК l .-?:::::J

Рtlс. 7.2. /tiалсlюве вiкнo dля вuбzpу ф'ункцiй

Puс, 7'3. Bвеdення dанuх dля обчuслeшtя фоpлtулu

сy}4t'iг1PоИЗв

!ь,!ёсfиel |$в$зl$с$з 3 = {о;0}

Г,tассив2: иассив 1 1 массивZj ' ' ' aт 2 до 30 }.tассивов, ЧЬи кol'lпoHeHтЬ| Hy)*{Hо

nерel*toжитЬl а зaтrн слoжитЬ пoлyЧеtlнЬ|s произведeHия. Bсе
l'lассивЬl должнь| иNeтЬ oд|'ly и тy I{r раз|'4еpFlостЬ.

Спgaвка пq этойфyнкции Знaчениe;0 Г-"ц l 
-oy:""* 

i
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ш

F

3aпаси

Б

4

r0
Bартiсть вирoбiв.

тиC. грн 1 2

Puc.7.4.

=CУMМПP0ИЗB($8$З: $C$З; $ts$7: $C$Z)

Pеэюuлr nepевфlкtl фсlp'tt3,л

r

Запаси

6
А

1D

Baртiсть виробiв.
тис. грн 1

Puc' 7. 5. Pезульmаm ввеdення фop,uулu
laлi викol{yrМo кoМaндy TooLs/soLYЕR (сЕPBис/Пoиск PЕ.

lllЕHия)

с2 v fi |ф пpoвeрка|lали1ияoши6ок.,. j

l=_-А--_ в --C-f дoстyп к книгe.,. F1; i

4; I

Ъ i j Цoл6оппарaиeYpa...

в ] i заgисимостифоpнyл

7 lt'iR ; 1 Фelствавиlrтeptteтe''.

9 ' ![ Hаастpofiки'.r,l 
I',|0] j Hастooйка...

Puc.7'6. Biкнo d,пя знахodJ!се|tн'я Solvеr

Poзdiл 7' BИКoPl4с,тAHl1я I1Аl<ЕтlB пPl4КлАДн'1X пPoгPA^n ПPи P)1B.Я1УBАHH| 3лn

Bирoби
v'l

0

,l

2

з

5

o

<=

<=

<=

1

1r

4

5

6"

1

Bид мeтeлy х1

0

-*-l

cуMМПP0ИЗB($B$З;$C$З; $B$4: $C$4)

Cyl\4МПP0И3в($B$З: $C$З; $ B$5; $C$5)

Уlv1lv1пP0ИЗв($B$З: $C$З; $B$6: $C$Б)

Eироби
х2

0

Щ *'ыn Цpавка gид встёвка ooрц.' i.сg,*.L-дu''o,"-'ф" .-lе.'n...-
П AЕJdЦ eRgl fi qэ .iu" Qpфoгpафия... F7 Ь,.

11 ;

tz,
IJ
14 

.

15

Br 1 1

Br 1

B3 2 1

Е}1 1

Е2 J 1

Bз 2 1
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Якщo у cпискy сЕPBиC oпцiя Пoиск PЕIIIЕHиЯ вiдсyтня' тo
.цoсТaBпяrМo u зaДoпoмoгolo кoМaцщ,I сЕPBис / нAДсTPoIпtи. . . !дя rщoгo
y вiкнi HAffсTPoЙки вi.цзнaчaемo щпrкт Пoиск PЕIIIЕния

Mастер подстанoвок
Г l"lастер су',ll{иpoваHия

пакeт анёлиза

пoнощн}rк по Интeрнетy

о6zoр.'' l

Aвтoпатиэация... l

I
гloиск рeцJeHия

инстрy|'teHт для пoискё рeшeния yравнeний и задач
оптиt'.!изации

Puc. 7,7' liалozoве вiкнo Hаdcmpoйкu

*.--ф *E-i's"io j-.l i.f'-.. G' i'-.-H --].- !
Bиро6и

Bид мeтi xl x2 Зaпaси

6

10

виpoбiв.
тис. грн 1 2

Puc' 7.8. ,\iалoеoвe вiкнo Solvеr Pаrаmеtеrs
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,r,
t{
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Pавной: ii цaксимальнoмy знёчeHию г 1""u"nn'' l0 

- 
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г illr*!пi{lil]illli..iniiilrrp-!

:$0$6 <- $F$a:$F$6



П-

У вiкнi Пoиск PЕllIЕHиЯ (рис.7.E} у по.lтi sЕT TARGЕT CЕLL
(УсTAHOBиTЬ цЕ,ЛЕ,BУIO яЧЕ'ЙКУ) рoбиMO ITl-){JиJIattъrя нa D7,
кЛaЦьryвшiи лiвoro к нoпкolо мишri пo клiтинцi D7.

У пoлi вBoдy BY сIIANGING сЕLLs (изIvlЕHltя яЧЕITкИ) poбимо
IIoсI{JIaння нa клiтинки 83:C3.

У пoле BBoДy SUB.IЕCT To TtIЕ сoNsTRAINTs (с.}ГРAtl}IЧЕнI{я}
тpебa BBести o бмехсенн я' Для цЬoгo нaTискaсN{о кttoпкy A D D (/IoБABpIТЬ)
i З'явиться вiкнo ADD сONSTRAINTS (Д0БABI4TЬ oГPA}iиЧЕHия).
Якщo пpи ввoлi yМoв зaдa.liBl,{никас необ:riднiсть в зallilli a6о вlr.цa;rеннi
BнеcеHиx oбмежень' Тo Це poблять нa,гис,кaНI{я)vl кI"iоlТкрr С'ЕtAN{iЕ
(изMЕниTЬ) aбo DЕLЕTЕ (УДAЛI{TЬ).

[ля пoпеpеДнЬoГo BстaнoBленЕIя кoнкpетl{llх пaprrьrетрiв рo:;в'я3увl.*.lt1*
зaДaчi неoбхiднo нaTиснyTи к}roПкy ПAPAIr{ЕТPpl i зanoвHиТ}I гI0л,I вiкlla
SoLvЕR oPTIoNs ([IAPAIvtЕl?и tI oиCкA PЕtllЕtlplя) iрис. 7. 9 }

*?J-A;

lr1аксимальноe в3eмяl lffi секyнд

прeделEлоe Число итерац,я' ПЪБ-_
O13roситeльная поrреLtlнoстo. lЪ,i66йi*-
flg1устимoe oтКлt]нeн}1e: |Т*..-_ т"

Сцодиностьl Т0"0001 -
17 Динeйнвя lioдeлЬ Г Aвтоцатинeскоe ЬасtlJта6trроваtlив

Ё HеотPицателЬнЬJе ЗHаЧенrtя Г пoказьrватt, цrзу,lЬтатЬt итepаЦий
;Oценки ..' 

. PаЗt{oсти . j},lrтoд поt{ска.

оf(

3агвУэить l'toдtsJ,lь',, l
-=--:_.'

(oхрgttrтьhtoдeлЬ,.. t

фревка

l Ёnnnф.nu" 
'. 

tЁцзямo,е ii 6Hьютона

Puс. 7.9. fiiалozoве вiкtto SоIvеr zplion3

Пapaметp МaхTime |v]аксиt"lальное Ерeмяi слyжIl'гЬ дЛя BI{зI{aЧr[Iня Чaсу (B

секylrдax)' неoбxiднoгo ДJIя poзB'язyBaI{I{я Зa.цaЧi. B полi мolк}{a BBесTи чaс' щo
}rr пеpебiлЬlшyс 32767 секyнд (бiльlле 9 гoдин)'

Пapaмсгp Iteratiоns Прe.4елщое Чt,tслo итrр0ц}lй: слу)китЬ ДlIя yпpаBjiiння чaсом
poзв,язyвaнIшl3aдaЧi шIlUD(oМ oбмежeння ч'1cЛaпpoмiжltих oбчислень. B пoлi
Мoжнa ввести кiлькicгь iтеpaшiй, щo не пrpебiЛЬпIуе32767 .

Пapaметp Pгесision oщосительнaя погрeuJHoстb: слyжиТь ДJIя зaдaЕIня тoннoсгi,

|84 Poзdin 7. Bl4кoPиcтАнHя пАКЕтlB пPиклAДHИх I1P1гPAM пPи Po1B.я1УBAt1Hl 3лI1

i i {Т цзяr,rьle i j (i 1рrотона

i l fцентральныe i i Ссоtrряхсенньlх$rодиеttтоtз



ПБr

3 якo}o BиЗнaчa€Tься Biдпoвiднiсть кoмipки цiльoвoмy знaченню aбo
нaближення.цo Bкaзaних гpaниць. Пoле пoBиннo tntiстити ЧисЛo з iнтеpвалy
вiд 0 дo 1 . Чим MеIlшa кiлькiсть ДесяTкoBиx знaкiв y BведенoМy 'lислi, тим
ни)кчa ix тoчнiсть. Bисoкa тoчнiсть збiльlшyе uaс, який пoтpiбний.цля Toгo'
щoб збiгaвся IIpoЦес oптимiзaцii.

Пapaметp Д,щyстиное oтклoHеi|ив: clryяЙТЬ ДгIя Зaдaння.цoпyокy нa вiщlшеrrrrя
вtд oптима.гlЬнoгo poзв'язкy в цiлoчислoвиx ЗaДaЧaх. Пpи BеликoМy,цoпyскy
пoluyк poзB'язкy зaкiн.тyсгься lllвll.Цкo.

Пapaмrтp Convеrgenсl сEoдl4},!oстьl 3&CToCoByеться тiльки пpи poзв,язyвaннi
непiнiйних зaдaЧ.

Bстaнoвлення вiдмiтки Assume linеar Мodеl [инейнaя ]noдrлЬ зaбезпеЧyr
пpискopення пoIIryкy poзв'язку лiнiйнoТ зaдaчi зa paxyнoк зaсToсyвaння CМ.

Пiдтвеpджrння BстaнoBлениx пapaметpiв здiйсн}orться нaтискaн}IяМ
кнопкиoК.

Пiспя Зallyскy нa poзв'язyвarrня зa,цaчi ЛП нa екpaнi з.яBлясться вiкнo
soLvER RЕsULTs (PЕзУЛЬTATи ПoискA PЕIIIЕHиЯ) з пoвiдoм-
ЛенняМи' предстaBлениМи lra pисyl{кy:

Г.qli ll о'"чlе l Со3эанитьсuенарий'.. I !пpавка

Puc.7']0' ,Цiаltoеoвe вiкнo Solver Results

B вiкнi пpе,цстaBJIеII1 нaзBи тpьoх типlB зBlтy:
pезyльTaти, стiйкiсть, гpaницi. Boни неoбxiднi .цля aнaлiзy oTpиI\,{aнoгo
peзyJlьтaтy нa тщливiсть. [дя oщимaння вiдпoвiдi (знauень змiннюr, цiльoвoi
ф1нкun.i лiвI,D( чaсти}l oбмежеrшя) пoтpiбнo нaтисI{yгI{ кнorпсy oК. Пiслlя цьoгo
в екpaннiй фopмi з.явИTЬcЯoпTиМaльний poзв,язoк зaдaчi:

Poзdiл 7. BИKoPИoтAHHя гIAкEflB IIPиKлAД|IиX пPoгPAM пPи Po1B'яgУBAннl злГl. 185



1

2.J-i
э

-6

в]с
Bиpоби

х1 х2
1

1210

<=

<=

<=

Br 1 1

Bз 1

Fl^ 2 1

.ПiillЦ

:Fl
Запаси

:-
o

4

10

Baртiсть
виро6iв,
тис. грн

Puс' 7']I. P е зу льrnаmu p o З в, яЗу в аItня

]titiсrosoft Ехсel l0.0 oтчвт пo peзyльтатаri|
Pa6oчий лнсr: [Кнrrrа1tЛистl
oтнeт создaн: 20.04.2004 t0:17:01

l ячetкa инл иcxоqloj з
r$D$7f010

Измeняeмыe ячeйки
flчeйкa }lня ЦсхoдЦqe значeниe Pe IqT
$B$З х.l 0 2
$с$з х2 0 4

oгpaничeния
Ячeйкa }lмя Знaчeниe Форr'ryлa Cтaryс Pазницa

6 $D$4<=$F$4 связаннoe
$D$.5* ._.. 4$D$5<=$F$5связанное
$D$6 8 $D$6<=$F$Б нe связан.

Puc. 7.]2' Звim 3а pетуЛь||lamа]уtu

З oтpимaниx зBiтiв Bи,цнo' Ц\o х, = 2, Xz = 4' Л* = l0.

7 .2.2. P oз в,язу в ання 3 I!Л П
Pеaлiзaцiro aJlГopитМy oтpиМaншI цiлoчиолoвoгo poзB'язкy ЗЛП пpoiлIoс-

тpyrМo нa пpиклaЦi 1. 1 3 з пapaгpaфy 1.6.3:
Пpuклаd 7.2. ЗнaЙти нaйбiльIIIе знaчrння фyнкцii 7 =2х, *3х, лpи

oбмеженняr
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|3х,+5х,S60
l 
3,, * 4х, З34:'

|t '''8;
xr >0, х,2Оэ X1 э X2_цiлiчислa.
Cпoнaткy знaйдемo нецiлoчислoвий poзв'язoк зaдaчi. ,(ля цьoгo пpеД-

cтaBиMo зaдaЧy B нaстyпtloмy rкpaннoмy виглядi:

B '"иn фавка Bид Bстдвка Фopцат Сgэвис

ПA#ga!i gRlP J{ъ@.d
Ariа| Cyr - l0

F10

1

---A*-*, i, , ,B l..'
L,-..._у._-,.-.-l

.х2 |

Z-
З

x1

U.DtrЕl. ts

4 oбмeж'1 з 5 4

5 oбмeж.2 f r+

6 o6мeж.З J 1

7
Коефiцiенти 

]

ЦФ:)З 12 З ]25,ЗЗ

Puc.7. ] 4. Pезульmаm poзв,язування ЗЛП

дaн

fl.

fr

i='qп<= З4
<=8

<= 160

<= .З4
i= .в

42
з4

Poзёiл 7' BиКoPиcтAння пAl{ЕтlB IIPИ\<I\AДHИх I1P1гPAM гtPИ Po1B'яtУBAHt.il 3лn' 187



ш.t

oскiльки, poзв'язoк л' не Цiпoн иcЛoвИЙ, To .цJlя oTpиI\,IaHня цiл очислoвo гo

рoзв,язку.Цo.цaсться ДoдaткoBa y]vtoвa цiлoчисельнocгi змiнниx. .{дя цьoгo:
> B екparтнiй фopмi пoтpiбнo Bкaзaти' нa якi змiннi нeклa.цaютЬся ylvloBи

цi,чoчисельнoсгi;
} в вiкнi сЕPBис/ПOиCк PЕIIIЕHИЯ нaтиснiть кнoпкy{OБABИTЬ i y

вiкнi ДOБABиTЬ oГPAtIиЧЕ'Hия' щo З'явlа.lloся, ввеДiть oбМr)кrн};-::i Taк :

о в пoлi ссЬIЛкA I{A яЧЕЙКУ введiтЬ aJlprси кoмipoк змiнниx зaДaчi
$B$3:$C$3:

. в Пoлl вBoДy Знaкy oбмrrкення встaнoвiть t|ЕЛoЕ;
о пiДтвеpдiть ввiд oбмеження нaTискaнняI\,l к}Ioпки oК.

Puс.7'15. .[Iiалozoве вiкнo Аdd Сonstrаints

Puc.7.I6. .Цiалozoвe вiкнo Solvеr Pаrаmetеrs

Пiсля I{aTискaння кнoпки BЬIПOJIHиTЬ oтpиМyeМo:

ffiffiffi

|$в$з:$с$з

Qгpа|-|иченияi

AJ

Цеq*:тqч' j
3:$с$3 ц.л целoe
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l-i
2t
Jr
4 0бмeж..l

o6мeж.2
]Обмeж.3

L-вl c

11" x2
2

5
6

D

25

<= 60
<= 34
/-A U

.Коeфiцiснти

L..iЦФ

Puc' 7. l 7. Pезульmаm poЗв,ятувaння ЗЦЛIr

Miсrosoft Ехсel 10.0 oтчeт пo pe3yлЬтaтa}r
Рабoчшй лшгт: [l(ншга2 (version l}.хlslЛнст1
oтчeт сoздaн: 22'04.2004 0:38:00

L{94"еgа3aн.ggl-Шзl.дцyfl
Ячейка Цдn .."--' Ц.glgд:, g_.д'з: gн"r.r*Paзgэlзт 

.

дЦ$'r*-*к9ЕgЦ'gljl-Ц9--' :F,э]p-lз-ff? -" * --?l"

Измeняeмьle ячвйки
Ячeйка lл щ -- *Ц щ 9дЦ9"r :Цa*:e-ЦIg* ru:yn ьl.1.I*

oiLur:lrfl
Ячeйкa }1мя

$DG4 
*-06"йl** JнalРl'!g"**'.*ЧgЕдl,Iu-.*9тзш*'*lз-ulчr

4,l $D$4<=$F$4 нe свазан. lч

so$s* oй;}к.,- З4 $D$5<=$Е$5 свяэaнное 0

!Р jЕ -_*Qtщ:t-l 7 $D$6<=$F$6 нe связан. i
$Е$З х1 2 $Е$З=цeлоe Евязанн0e 0
ЦL.ФJ хl 7 ggg3=цeлов связанн0e

Рuc'7.!8. Звim 3а pеЗульmаmамu

У кiнцeвoмy звiтi Ivtarn,to.. Xt = 2.. Xz = 7 , f ,*" = 25 ,
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7.2. 3. Tpанcnopmна заdача

Пpuклаd 7. 3. BчoтиpЬox сxoBищax A l, A 2, A 3, A 4 с B нaяBнoстi 40; 50; 60;
30 т пaливa. Пoтpiбнo спЛaнyBaTи пеprBеЗення II.LjIивa тpЬoм спo}киBaЧaм
B., B", B,, пoпит якиx вiДпoвiднo piвний 60; 80;40 т, тaк, Щoб витpaти нa
тpaнспopтyBaннябyrпaмiнiмa.пьниlшt. BapтiсгьпеprBrзенЬ l твкaзaнa втaбл.2.

Tаблuця 2

Схoвище
Bapтiсть пеpеBeзенrш l т пaлива

спo)кивaчaм' гpЕ. Зaпaси п€ulивa,т

Br B2 Bз
Ar 4 J ) 40

^2
6 2 I 50

A3 '7 4 2 60
A4 ) 6 J 30

Пoтpебa в
пaливi. т

60 80 40

Poзв'язування. Зaпишeмo зa.цaЧy в екpaннiй фopмi IIaсТyпIrиМ чинoМ

iAiB
ГГ --***й;й-

a
1]бuвxeн*e
Лiв ч;lст' 3нaх Пpaв' lacт'

40
5u
60
з0

180
1B0 Баланс

5l
;ь1..,u.*,, Haпpям lЭlJ,Д.." l''

--_--.|rj 
- 

". .-l"dГlГ_Г . -Г*Г*п[БпГ-Г*Г*
Puc.7,]9. Tаблuця dля ввеdення noчаmкoвuх dанuх TЗ
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n

0
n
гt

чlлl
Х1j

юj
Ю1

Х4j

00
80 40

4з
oz
74
56

0

60
3нак =
Прaв. vaст

Tapифи x1
Х1j
юj
)€j
х4j



F

Зaпишемo фopr"тyли екpaннoi фopми

Haсгyпнi дii пpoвoдимo в вiкнi Пoиск РЕIIIЕI{Ия

Puc.7.20' ,Цiалozoве вiкнo Solvеr Pаrаmеtеrs

Poзв'язoк зa.цaчi в екpaннiй фoрмi бyде мaти вигЛяД

oб'екги МaтеMaTиЕI}IoТ мoделi Bиpaз в Еxсеl

Змiннi зaдaчi C3:Е6

Фopt"гyлa в цilьoвiй кoмipui F15 =CУММПPOИЗB(C3 :Е6;C l 2 : Е l 5)

oбмеження пo pядкaх в кoмipкaх F3,

F4. F5. F6

=CУMМПPOИЗB(C3:Е3)

=CУMМПPOИЗB(C4:Е4)

=CУMМПPOи3B(C5:Е5)
:CУМMПP0ИЗB(C6:Е6)

oбмeження пo сToBпцяx в кoмipкax

С'7.D.7.Е7

=CУМMПPOИЗB(С3:C6)
:CУМMПPOИЗB(D3:D6)

:CyММПРoИЗB(Е3:Е6)

Cyмapнi зaпaси i пoтpеби в кoмipкaх

r{8.G9

_CУМMПPOИЗB(H3:H6)

=CУММПPOиЗB(C9:F9)
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П,.t

: -lЕlдJ

i*" . 10 .]ж J( чi===ЕiEflzшоiа8;$it=l ..о'д-зi
Oi

Змiннi
цiлi Хi1
Х1j

4i )?i
-5''] юj
6i Х4j
7 ]oбueжeн. Лiв.чaст.
8l- 3нaк =

4
a
7
э

Знак Пpав.veот
40
5U
оU
IU

.l8с}

180 Бeлaнс

j, 
i l- }r j\дц..1 l 7.пnт7}лиqт з,/ -

Гoтoвo

Puс.7.2]. Poзв'язoк TЗ

7.3. Bикopистaння Пaкeтy Maple д.IIя poзB'язyвaння ЗЛП

Пaкет пplпс'ra'щlиx пpoГpaМ Мaplе йсшrгь бiблioтекy .,simplех,', пpl{зI{aчrн-v

.цjтя oптимiзaцiiлiнiйниx систrМ з викopистal{няIv{ сиМIIJIекснoгo aлгopитМy.
oсoбливiстьiiв тoмy, щo е MoжJIIIBicГЬBикol{yBaти oцitlки пpoмiжi{иx етaпiB
симiIJIексFIoгo aJlгopитlvty' нaпpиKпa.ц, визнaЧaTLlбaзЙcНi змiннi i т.д.

ПicляпiдклIoчення бiблioтеки кoМal{дo}o with(simplех)кopистyвalтyстaють
дoсгyпнi фFIкцii i oпцii, Bкaзaнi в нaсгyпнiй тaблицi

BивoJпlть сIlllсoк елемеrп.iв вelооpа

Bстaнoвлlос a6с<rлютнe знaЧенrUI пoхибкir
oбчис.lIенrtя

в jI3-IIГl

системи в
Bизнaчaс lсtllст'Ь сI{стеми
Знaхoдить цlльoBol

Пpeв. veст

Тaрифи Хi1
x1.,

юl
)3j
Х4j

х!2 Хiз Лiв'чeст.
з010040
050050
0204060

з000З0
60 8U 4A

I

I

П*ш
vt

fl:lГ*- 
liiliй r** Г* 

. Г* 'r,

5
1цФ
2 Значeння Heпpям
зl 560lmin

-a

- Jr"l"--,"-"-
i' - i

х|l1!:
12.r
J.l i z

4
o

кцll

Знaхoдить бaзиснi змiннi
сonvехhuШ

dеfinе-zero
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щц]дщ-._* LЗпaxoди1^цд[щyшr цiльoвоiфyнкцii 
-.NONNЕGATIVЕ l oпцiя, utо Bкaзус нa yмoBIt tlевiд'смнсrстi

i всix зr,liнннx

i лoзвoляс знaйти oпopний плaн (oпopниii
'язoк

pivоtеqn Пeретвopюс спilсoк рiвнянь, It(o зaдаIoть

i щoрllllи гIJlllL 
: --'- _. . -

i Пepетвoproe змiннy з додатнitlpivotYar

rаtio
lшlrнТoМ

l .Ц,ля визнaчeння зьriнtrоi, цIo виключaстьея з l
ll

loгryскaeться як скopotlенa" тaк i пoвнa фop}'a BикJIикy кoМa}IJiи.
Pозглянeмo викoрI,rfi 'a}rня фyнкфй нa пpикп aДi 7 .4.

DJвеi& y'hв >( T[. trG фф tijэ s:\E e
i0"йiijлni'i.'-".""..;|йй;;;;.;;..***-i.i1i.;1 u 

' u == = /f ];.i .а;l
: -'

ii,Пp,'t.лая ?.4.Потpi6но 5наliти нaйбiльще значё!{,lя цiльoвoi фу!rкцij.

]| f, *:t1+2х2 при o6нeжeaнях:
]l х1+x2<=6

li х2<з
;| 2xl+я2<=t0
iI xl>-{' х2>=0

iIPoзвrвoк.

;|:" wltь (*iпцleх):
1lUsrn1nc. Ehe protесte.l DAЕ5 Eaхih;aе and пinlпirе have ьeеn rеdеlined dnd unproЕeсЕed

i LB. **o o Grrrсrtсrдrя:

il ) rзr*tо l = lx.L.t?-:=6 ,х2<=! ,2't1iaz{.-Lo| |

jt'
j[з".*лoo orтпоrelвrпоi potвlmoк:

{[ шxtпrize (ol,i,.,nst8, IfoltilЕGAтt!,в) ;

iI, \х2=4'хl=2}
;Ii suJtз( (х1-2'х2=l) .oЬj) ;

it 10

i'r i
i**.*-
Reaф-__ 

***.*"|м*й*

Puс. 7.23. Pозв'язoк ЗЛ[r

oтpltt'laли otlТиМaлЬний poзв'язoк Jl = 2, Xz = 4, /* = 10.

Poзdiл 7. Bl4КoPИcтA|1l1я пАКEтlB пPиКI\AДниX ПPoгPАM I1PИ Pa1B'яgУBAt]Hl 3IlI1.

Flе E& viGф lffirt Fфёt тоck whфw неb

t q'r



тt

ЗPAзки кoI{TPoЛЬHих POБIT TA
II{ДиBIДУAЛЬнI ЗABДAHHя

Пpoтшoм сеМrсTpy.цIIя пеpевipки якocгi зaсвoсI{IUI Tеopgгиtlнoгo мaтеpiaгry
тa вмiння зaстoсoByBaти йoгo нa пpaкTицiдoцiльнo пpoвестиДвi кoнтpoльнi
poбoти: пeprшy _ пiсJUI зaBеpIIiення poзлiлy 1, Дpyгy - в кiнцi сеМес1py.

Ha спецiaлЬнoсTя(' нa якID( кypс зaвеplllyстъся залiкoм, gгy.цrHтy Дoстaтньo
дlя йoгo oтpимaн}Ul зil pезyJlЬтaТaми ДBox кoн.{poльrrш< poбiт нaбpaти не меrпше
16 балiв.

Якщo }к BиBченнЯ кypсy зaкiннyстьcя rкзaМенoМ' тo зa prЗyльТaтaМи.цBox
кorrTpoльHlж poбiтдлlя oТpиМaн}U{ oцiнки..Зa.цoвiЛЬtto'' пoтpiбнo нaбpaти tr6-

l 9 бaлiв, ..дoбpе'' _ 20-2з 6aли,..вi.цмiннo'' _ 24 i бiльrше бaлiв.
Tипoвi зpaзки кoнTpoЛьних poбiт нaве.ценi нижче.

Кoнmpoль|Jа poбomа JYs 1

l. Якi Bи знaеTе фopми зaписy ЗЛП?
2. Щo сoбoto пpедстaBляс нa плoщинi х,oх, фyнкцiя f = c,х, + с,х,?
3. Cфopмyлюйте пpaBи.IIa зaписy IIapи.цвoigгих зa.цaЧ.

4. ЯкBизнaЧaсTЬся B сиМплекснiй тaблицi poзв'язyroчий стoвпЧик, якщo
сrprД oбмежень зa.цaчi с oбмеде1ня типy {=}?

5. Як нaзивarTьcя Ivraтpиця Y u ]^,,.цIIя тparrспopтнoi зaлaui?
6. loпyсгимий гшaн тpaнспopтнoi зaдaчi r oпopниМ тoдi i тiльки тoдi, кoли

7-l 1. Poзв'ЯзaтИгpaфiннo ЗЛП, зaписaти.цвoiстy дo неi тa з.цiйснити o.цин
кpoк пеpетвoрнь Жopдaнa-Гayссa.

|л,+llх,21l,
] ,,,_ х,З28,

[5x, -l3х, > l1,

х, )0,x, )0,

f =8х,+2х".->max.
|2-1,5' Cклaсти Пoчaткoвий плaн для T3 МеTo.цot{ мiнiмaльнoi вapтoстi.

Первipити oпTиМaJIьнicгь IUIaнy МrToдoМ Пoтеtlцiaлiв.
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IF

40

49

46

(2 -1

двoТстиx зa.цaч: |_2 3

l-s 2

l9
26

ZI

25

2'l

з6

25 35

18 38

40 45

230

250

l'70

КpamepiЙ oцiнювання
Пoвнy вiдпoвiдь IIa кo)Кнr зaв.цaнI{я l _ 6 пpoпoнyrтЬся oцiнювaти B oди}l

бал. Зaвдaння 7 -I1 oцiнloсться B П'ять бaлiв, a зaBдaння |2-| 5 вчoтиpи бaли.
Зaгaльнa кiлькiсть бaлiв BизrraЧaсTься пpoстиМ сyМyвaнням бaлiв зa кoх(нy
вiдгloвi.щ.

Кoнmpoлbl'Il poбomа lYs2

l. Як виглядaс гшaтiжнa фyнкцiя гpи в змirшaниx стpaтегiяx ?
2. Cфopмyлtoйте кpитеpiй Cевiдlкa .ЦIIя ЧистI{x сгpaтегiй.
3. Haзвiть oснoвнi Tpyднoщi, якi мoжщь мaти мiсце в зaДaчax HП.
4. Cфopмyлtoйте yмoви TropеМи Кyнa-Taккеpa.
5. Якi зaдaчi вiДнoсяться дo зaдaч.ЦП ?

6-7 . Знaйтимaксимiннy i мiнiмaкснy сгpaтeгii i 3BесTи Maтpичнy цpy .цo пapи

, -al
-l 7 |

I

З 4).

(8s44sl
8. Cпpoстити Мaтpиц}o гpи |7 4 4 4 5 

|

l.6 
,7 5 з 2)

9-10. КopистyloчисЬ кpитеpiями Baльдa i Cевiджa, знaйти oпTиМaJIЬнy
стpaтегiю сгaTисTикa ДIIЯ мaтpиvнoi цpи' зaДaнoi мaтpицеto

(-2 3 1 -4j
12 -2 r 3l
l-3 -r , ol.
[0'3 О,2 0'l 0,4 )

|I-|2. Пoбyлувaти гpaфи зaдaнIlМи МaтpицяМи сyмiжнoстi тa iнцидент-
нoсгi

ЗPAзкИ КoHтPoIlьHиX PoБlт тA lHДИBlДУNIьHl 1ABI]Ан||Я.



t2.

lr

l.
lз

I4

1 3. Знaйrги yмoвний екcГpешryм фyir<ц ii i = 2 x,,2

.l" *Хt =3.

14- l 5. Знitйти нaйбiпьrпе i нaйменlле знaЧrl{ня фyнкцii z = (хt _ 6)2 + (х, _2)2

пpLI Зa.цaниx oOМe)кенI{яx

КpшmеpiЙ oцiнювaння

Повнy вiдпoвiдь IIa кoхflIе ЗaBДaнI{я l _ 5, 8. tr 3 пpoпollyrT'Ься оцiнIоBaTи B
o.циII бaл 

^ 
aзaBдaнI{я 6-7, 9 -Ia, п-|2, 1 4- 1 5 B дBa 6aли. Зaгaльнa кiлькiсть

бaцiв BизЕIaчarTЬcя прoстI{M с},}fyвaнням бaлiв зa кo)к},ry вiдпoвiдь.

IндивiдyaЛЬHi зaB'цанIIя

Iнluвidушlьне завdання 1

Poзв'язaти нaсryпlli зaдavi: a) грaфivним lvrетoдo}{; б) симгшlексниh,{ МетодoМ;
в) зaписaти двоiстy зaДaЧy дo дaноТ; г) метoдoм вiдтинaюнrrх rr.тошlин i зa
.цопoМoГolo aлГopиTlvty Гoмopi знaйти ЦiлочpIслoвi pозв'язки.

сlI

Qt $. а1

(О ''lil o tl
[i 1 \J

а| (x1 0з

(t o -tl
l0 , ol
l-r o t i.
l1 0 -r)

-Зх,х, +3х,2 _4х,+5 зa}.,\{oBи

| 
х, + 2х, <8,

J3x, 
+-х. <15,

[ х, +х, )i,
"т, )0,.r, )Q.
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I

'L

!;

Е
A
l;
tu

Еъ

A

&
#'
й
a;

::r

Ё,]
rs.!
Е i

&t

З.

{.r, +.r, <5;

[;r' 
*х'<2.

2.

{х. < 4,5:
{

1-т' 
_"т, >l,5'

t.

[л' + х' 2l;t-.iх, -л. S1,5;

[х, < 3,5;

-rr)0, хl}0
"f = J, * .Т2 .) mах.

4.

| х, + х,22;
I

1х' 
*.r' {2,5;

[.r, 
( 5,5.

Jr >0, J, >0

,f =-Y, * 2x, *) max.

7.

Гх, < 6:{-
|х,-х,<2,5;
x, )0, х, )0
f = х, *,t2 -+ max.

{ >0, r, )o
J' =3х, + 'r^ _> max '

6.

[.r' +.т, >3'
t

]х, - 
х, <З,5;

[х, S б,5;

-r, )0, x, >0

.f =3х, + J2 -+ maх.

9.

fx, {5,
{

[.r, -,r" < 1,5.

J, )0, J, >0

f =3*, + 2.r, *+ max.

J, } 0, х,> 0.,

f = х, + 2л, .+ ma,t.

5.

{х, 
_ х, З3,5:

1х' + х" <7.,

< 0,5.

л, >0

+ Л2 -+ max.

J, )0,

f =2х,

8.

Г*,.7,
t', -",
'Т, } 0,

.f =2х,

lo. ll.

{,t: 
s5,5 

{х,sЗ,5
[-т, -.т, S0 |х'-х,S2,5
.r' } 0'.r, > 0, х, > 0, х, > 0'
f = 2х, *3х" *+ mах. f = х, *3х, -э ntах.

14.

(х, + х, <З
j
[.r, -.r, S 0

.т,)0,.r">0,

f = 4х, + х2 -) maх.

х,70
+ "т2 

_) mаx.

13.

Гх,S4t-
[r, _л, S3'5
x.20,л,)Q,
f =2х,+Зх,-+ mах.

12.

{'r: 
< 6'5

[-т' 
*x, <3,5

x,)0,.t,)Q,
f = 2х,* 2х, 1 шaх.

15.

|х,+х.<4

tr,--,=t
х,) О,х,) Q,

f =З",+ х2 -+ mах.
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18.

fх,+х,S7
1,, -,, =t
't, )0,x, )0,

f =Зх, + J2 _) maх.

2r.

fх,+ х" <6
{

|х'_ х,S2,5
x, >0,л, >0,

f =Зх,+2х,

24.

{х, 
s 4,5

[x, +r, 35
л,>0,х,>0,

f = 2", + 4х, -+ tlтдr'.

27.

{х" <3
i-
|л,+л,Sd5
x, >0,x,20,

f = х, * 2х, --+ пnх

30.

I"=u
[х,*л,(7,5
х')0,x,)0,
f = 4х, + 5х, -+ rrих

17.

|х,+х"<6

[х. 
_x, S 3

.т,20,л,)0,

f =5х,+2х,-эmax.

20.

fх,+х,<4
{

[л, 
_,r, S 1,5

.r,>0,rr>0,

f =З", +.r2 -+ пtslх

23.

lхz<з'5
[,т, +.r, S 4

x, >0,.т, >0,

f = x,*2х,--> rrвд-

26.

{хz 
<6'5

|х,+ х,S1
x, 20,-rr20,

f =3х, +5x, -э rrвlr

29.

{t=t
[х, +.т, ( 6'5

.r, >0,х, >0,

f =Зх,+4х,-+ пmх

16.

|х,+х,<5
.i

|х'- х,З2,5
х, )0,л, )Q,

f =3х,+2х,)max.

19.

[х, + х" <З
{

[x, 
_,т, S 0'5

,т, >0,x, )Q,

f =Зх, +.r2 _) пIlх

22.

!х,З2,5
[,т, +.т, S 3

л. >0,x, >0,

f = х'*3х, -Э пgD(

-+ пEХ

25.

Гх' S5'5{-
[х,+х'S6
х' >0,.r,20,

f =2",*5-т, _> rrnх

28.

|х" З4
j-
[x, +.x, S 5,5

х,} О,х,) Q,

f = 2х, +3х2 .) I7nх.

i
E-
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[s 6 s) [о 12 в) [z g +) [ь 7 5) [в 7 8)

i

Iнdaвidуальнe зaвdання 4

Пoбylрaти гpaфи зa лaниLtи мaтpицями сyмiжнoстi тa iнцtlДоlrгнogгi

)

10
0-l
10
01
02

16. 1',7. 18. 19.

(9 10 я.1 (l 9 6.) (+ 9 5) (з

|l 10 в||с ll l| |с *,| |z
[s 1l L0) [i 10 1) tt3 8 З) lts
2r. 22. 23. 24.
(t 3 2) (tl l0 l1) (5 7 2] (з

|+ 5 о| |', 8 4l |, 6 sI is
[з 7 +) [s .7 6J [o 6 з) lз

-l
I

0

-1
0

0)
ol

I_11
Ia)

0

0

-l
0

0

4. a) б)

(t' 'j (t -1 0 оl

П l :l l: ; : -l l\ '/ 
[o z o o)

3. a) б)

(r 1o) (1 -r o

Ir ,rl lo 1 -1

[t I r) lo o I

[02 o

2. a)

(t r tl
llt tl
Lr r 0,,

б)

-l 001
I 0 0 -l
1 *1 0 0

0200
1 0 -1 0

l. a)

(r r 1)

Ir "lutt)

3PA3K|4 КoHтPoльних PoБlт тA lндиBlДУN|ьHl aABДA|1Hя,202



З I

-r o ol
0 r -rl
I 0 -1i
2 o 0)

-r 0 0l
2 o ol
-r o ol
0 -1 0J

8. a)

o -tj (t 1 1)o ol lr,rl*r ol lr ot)
0 0,,

7. a)

(r I r)

Ir I rl
[о | |)

б)

(l
I

lo
l0
[о
б)

(1
lr
I

l0
Ill
Itl

6. a)

(t r rl
lo , tl
UIt)

5. a)

(r rt)
l1 o ri
Lr | !)

-l o n')
0 I -rl
0 -1 rl
2 0 оl

0

-l
I

z

0 -1l
0 0l
-1 I 

I-r 0)

(t o o *r'1

It -1 0 о|

lo o o zl
to -r o r)
б)

(L o o -rl
l1-1 0 0l
lo o o zl
[о -1 0 l)

б)

(l

t;
t0
б)

(t

I'
l0
Io

б)

(t 0 0 -1'l

l-r 0 t ol
l-1 0 0 1l
Io o o z)
б)

rL -r o o)

12 0 0 0l

l-1 1 0 0l

Io o -1 t)

б)

(t o o -rl
It -l 0 оi
lo o , o 

I

[0 -1 0 t)
б)

(t o o -r)
|о -1 0 r 

I

|о 1 -1 o|
[0 0 2 o)

203

10. a)

(L o rl
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1. f =(х, _3), + (*'_6),,

2, f =(х,-2), +(*,_7),,

3, f=(х,_5),+(*,_4),,
4. f=(х,_5)'+(*,-9),,
5. f =(х, -7), + (х, _7),,

6. f =(х,_5), + (*,_5)',

7. f = (х, _ 4), + (,, _1), 
,

8. f = (х, _2), + (х, _|0)2 
'

9' f = (х, _3), + (*, _7), 
,

10. f =(х,-1), + (*,-7),,

i1. .f =(х,_3), +(*,_5),,

12. f = (х, _ l), + (", _9), 
,

13. .f = (х, _ 4)' + (*, _ 6), ,

14' f =(х, _3)' + (*, _ 4),,

15. f =(х,_4), +(*,_5),,

16. f =(х,_5), + (*,_6),,

0l
0l
0l
-r)

29. a) б) 30. a) б)

(o ol) (t oo-r) (r lo) (o

iооrf |ol_i0l |r0ri |z
[t 11) |z 0 0 0| [о I |) |t

t'_t o 1 oj to

1 -1
00
-l 0

10

Iнduвidуальнe завdшння 5

Грaфiнним МетoдoМ знaЙтинaйменrпе i нaйбiльrшr знaЧе[Iня фyнкцii /
ЗaДaНvIх oблaстяx (в зaвдaнняx 1_30 BвaжaTи .r, ) 0,.r" ) 0 )

х' + х,2.I, х, - х, ЗI,5' х, 13,5.

х, S4'5' Х, _ х, 1|,J.

х, + х, З5, х, _ х, 32.

х, l х,)2' Xt_ Xz<2,5, хz15,5.

х' - х, S3,5, х, * х, 1J.

х,*х,23, X'_х, 1},J, х,<6,5'

x, 16, xt- xz<2,5.

х,S7' Хt-Xz<0,5.

X, 15, х, _ х, З1,5'

х, S5,5' х, _ х,4Q.

х,73,5, Xt - Xz, < 2,5.

х, S6,5, х, _ х, 1},J'

х, S4, х, - х, 1]'J.

х, * х, З3, х, - х, 10.

х'+ х,34, х, _ х,1|,

х, * х, З5, Xt _ Xz <2,5.
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|7, f=(х,-6), +(хz -7),,
18. f =(х,*6), *(.rz -g)',
19. f = (х, -2,)' + {.хz - 4),,

20. f ={х,-.3), *{хz-5),,
2|. 

"f = (х, - 6), * (-tz _ g)' 
,

22. f =(х,_3), + (",-4),,
2з' f =(х,-4), *(хz-_6),'

24. f =(х,-5). +(хz-6),,
25. f =(х' -4), +(хz-_7),,

26. .f = (х' - 5), + (хz - g), 
,

27' f =(х,_5), * (хz _4),,

28. f =(х,-6), +(хz_5),,
29. f ={х'- 6), *(хz - 7),,

30. f = (х, - 6), + (хz_ 8)',

х,+*,S6, :,_л,S3.

х,+х"<7, .\_хз<4.

.Ъ * J., ( 3, Jt _.Тz < 0,5.

х,+л,S4, х,*-т,S1,5.

.r, + -r, < 6, Xt _ Хz < 2,5.

х,12,5, л, + л" { 3.

.r, ( 3,5, л, + .т. ( 4.

х, 14,5' x' * x, { 5.

.т, ( 5,5, х' + х" 5 6.

хz € 6,5, х, + х. 17,

Л:(3, х|+х?s4,5.

х,34, 'rl +;r. <5,5.

,r, S 5, х| + х, < 6,5.

х, S 6, Jl + .т. <"7,5.

Iнdaвidуальнe завdання 6
Знaйги poзв'язки нaстylтних зaдaн !ЛП

l.

" X,-X.
'l =;*:: _) пun

zх| + х1

{2х, +4.r, )5;
i

J',, 
_ х,<46l.

|.3,' _5х, >15.

.r,)0, ia>0.

206

|lх'+х2-х3=7i.i*,-r, *"rj =2;

[-rl+"r"*х,=!;
-r,20,i =iJ.

/a J.

" Хt_х'+'r' ,_2х,_х,jl = _r_ .; J .+ mах. J = 
---т 

-+ mln.
-r', +2"r" +5 J2 +.)

|.l, -.т' < l;
I

{.т' +х' >2:
I

[.;r, 
*2х, (0;

.tr )0, хz>О.
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F

+.

. -Т. + .,(. + х'l - --'--__'-.--..:- .,-) пlax.
х|+х1

^ х, _2х.
f = +- -) maХ,. 

2х, * .t,

[л'+2-т,(l0;
I

]х, + 2х,> 2;
I

[2л' +-r, <10;

,т,20, J, >0.

10.

. -r-' - 4.т, +.r.
Jr = -:-.---*- -) rnilx.

.xl +.хr + J4

[4.т, +5х. + jr. =20.
i

l.т' 
+3"r. _х+ =3;

l-..', + 2.r" + х,=4.,

,120,;=цj.

13.

. Xr-X,
r =....--*-.)пulx." 2х,+ 3.т,

5. 6.

. X,*X,-Х'
r=-lПilХ.

Jl + х2+4

. 3х, + 4х'
I =--t -+ max.

х2 + oх1

12.

.' .r, + 2х' -Зх,
'/ =_:-+п]iDi.

хз+х4

|Зх,+4х"*х.=|2;
I

lх' 
+ х' - хд =2.,

|4х'i2х, * х,=12;'

xl >0.i=ш'

15.

^ X,*X,
f =- --"пtzlх.. 

2х' +3х,

|-2х,+3щ39'
I

1 *,* \s6'
L zц _.x2 < l0,

ц 20,х,20.

{х,+х,_J.=li
I

l3"т,+2х,+хo=6;
[2х' +3х, +х, =6;

xl >0,i=ш.

9.

[х, + -r' -.т. = 2;
I'
I

ja;сl .i- 3x" * .тo -_ 12;

[3:r, + 4х, + х, =12

х,20'i=iJ.

7.

Г,t. _x" S1:tr
I

]2х,+ хz<2.,
I

[.т, 
_.:r' > 0;

х,20, -т,20.

^ 2х'_3х.
J = -:-- -- 

-> max.
х1 + .Y'2

i-.., + 2х, <6'
I

J9л, 
+4х" S56;

13ц + 5x' ).4;

"ro )0, х, )0.

8.

. х' +J. +J,
r _ ---+iПaX.

Jl *2х,* х,
( .а
|\+ lх2_Xз= li
]_ х, + х, * х" =2,.l'+
[х, * х, * х, =!.

,r,20,i=Ш.

11.

^ x. + 3.т^
I = ---_-_ - -) mrn.

"т1 + Л.

{9х, +7 х" S79
I

J'-'. 
_5х, <ll.

|2х, + х.>-4.'

x, 20, "r, >0.

14.

|_4х,+6х,322':
.|t 

ta + 13х, < 146,

!2х' 
_ 4х, S8:'

[.r,+л")2;
л,20, -т, >0.

.. -т' - jv' +.tr<
| = .L_э-----: .+ Iтl.lx.

Jз + -т4

[х,+7х,_\=7
ij_ц+х,*хn=2
I

|х, * х,* х, = 4,

х, }0,i=t,J.

3PА3t<14 Kol1т PoльНИх PoБlт тА l l1ДИBlДУNl Ьн l 3AвДАн 11я. 207



t5.

. .т, +.т, _ 
'Y' + -t.

.I =----+rПiiХ.
:{3 + х:t

|х,+7х"_хз=7;
j-",+X,*х'_2:
I
I

[x' *х,*х,=4.
л, 2 0'r = Ш.

19.

^ х, _2х"
I =# -) mln.

J2 +E

| 3'r' + 2х. > 6',
I

] ..' * 4х,24:-

i3х, + 4х, <12;

x, )0,x, )0.

22.

f -- ', - *o 
-) maХ.

х2+хз+х5

f *,*Jr-jt,=t'
I

J3"т,+2х.+хo=$;
|2х, + Зх, + х, =6;

x, )0,1=ii.

25.

. х' +х'
J = _;- _) maх.

4х1 + х1

[;r,+llx,21l;
I

1 
,,' _ х,<28;

[5-r, -13x, >11;

л, )Q,д. )Q.

208

17.

,. х, _ 2.\,
f =- -) mrn.

хI+х2

<l
>12

>0.

18.

)у -.у 1-у
7Г = --.I ..: , ..з- -э maх.

J] +.rfs

!л, +х^ +.r. =5;t-
1х,+4х,_х,=4'.
i

|-,'*х2+х5=3i
x,20,i=15.

21.

. х,+х.
J =#-)max.

12 +u

Г *'>3;t-
]х, +х, S6;
t

|х'_х,SЗ',
,r. )Q,д, )Q.

24.

. х'-х.*х.
/ = _-- _- э tПаtХ.

х4 + 5х5

|5х,+4х,-J.=20;
I

l 3л,+X2-Xu=J;

[ ",- x2*xr=J'

х,>0,l=ij.
71

" 2х, -3.r"/ = ];;i -+ mln.

[8", + 14х,>14.
I

j13л' +5л, <100.

L 5*' _9х,>5;

х, )0,.r, )0'

{-.r, * х,

]з", * z",

Lr, =t
x,20, х2

20.

. х' + х, -.\,J - . .Jma)(.
Y aY

l 
^. 

+ X, _ х^=)'
I

!4хo 
+Зх, * хo =12

|3х, + 4х, * х, =|2;

л >0,i=Ш.

" х, _4х.
./ =-_)mrn.- х2+4

| х,+2х,<6;
I

{5х, - 4х,> _2'
I

|7 х' + 5-тn > 35.

х, )0.x' >0.

26.

" .r' -5,т, + x.r = - --zIП2Х.
J3+х5

[5.t.'+4х,*л'=lg.
I.i 3x, + х, -.r, = 31
I

[ 3'' _ X,* х,=4'

ri >0,i=lJ.
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Iнduвidушlьне завdання 7

floслiдити нa yмoвHий екстpемyм фyнкцiro / зa yмoви:

28.

^ х' _,т. + x,.I=--Эmax.
"rr + -r5

( 4*, _Зх, * х^ =|)1
I] -т'+4х"_х,=4..
I

|4x, +5х, I х,=2Оi'

-r, >0,i=ii.

29.

. х, _4х"
J =- -Эmaх.

х|+х.

f 3х, +5х">2.
I

\|7х,+х,<153;
I

[8л, 
_ l4"т. >14;

x, )0,x, )0.

f =3х? +2х| _ XlXz * х' * 5,

f =*i +2х|_2х,х,+х,_5,

f =2х? + хi + XtXz, _ х1+ 4,

f =2t +Зхi*2х,х,_х2+З,

f =х? +хi+Зх,х,_2х,*З'

f =2х? + 2х| _ 3х,х, * 2х, _ 4,

f =Зх? + 3х,, * 2х,х, + 2х, _ 3,

f _ хi +Зхi - 4х,х, * 3х, * 6,

f =3х? +i+4х,х,_Зх,_6,

l0. f =*? +4х| -3х,х,*4x' *5,

30.

^ х, -2х, * х,
х1+х5

|х,+х,+х^_4;
I

\х,*2х" *xo = $;
I

[ц +.т' = 3;

х'20,i=15.

х,* х,=5.

х,*х,=4'

х, * х, =3.

х, * х,=Т.

х,_ х,=5.

х|_хa=4.

х1 _ х2=з.

X, _ х, =).

х, _ х, =|.

х,-х,=5.
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fl.,ijЦ

11. f =4х? +.r; +3х,х,_4х,-5,

12. f =2х? +4х,, +5х,х, *5х, *6,

l3. f =3х? +4х|+6х,х,*5х,_6"

|4. f =4х? +2х,, _5х,х, -6х,+7,

l5. f =4х| +3хi +6х,х,+6х,_7,

16. f =4х? +4х|+1х,х,-.|х,_8,

|7. f = *| + 5х| _7 х,х, + 7л, + 8,

18. ! =5х| + х: *8.r,x, +8х' -8,

19. f =2х? + 5х,] +8х,х" - 8хn + 9,

20. f =3х? +5х,, _.tlnz+6х,_6,

2|. f _4х? +5хi+ х|х2_6х,*6,

22. f =5х| +5хz, +2х,х, *5х' _5,

2з" f =*i +6х| _2х,х,+5х,+5,

24. f =2t + 6х,, +3х,х, - 4х, _ 4,

25. f =3х? +6х,_4х'х,+4х,+4,

26, f =4х| +6х,, _3х,х, +3-t, +3,

х,_ х,=4.

.тa *Jl =3.

х, - х, =2.

xt-xz--1.

х,*х,=6"

Xz - Xt= -J.

x, * x, =8.

х, * х, =9.

\- х2=6.

х, - х, =7.

xz-xt-*8.

х, _ х.'=9.

xt-xz--6,

х2 - х| =.7.

,{2_хl=8.

х.,- х,=9.
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2,7. f =5х| + 6х| + 4х,х, -Зх, _3, Я, *x' =|Q.

28.

29.

30. f * х? +1х| * 6х,х, _ х, *|,

f = 6t + 6хi * 5х,х, _2х, _ 2, х, - x. =10.

f _'| +1х| _ 5х,х, + л' _ 1, J, -л, =!Q.

\ * х, =||.

Iнduвidуальне завdання 8

Нa пoчar.oк п'ятиpiннoгo пеpioД} pобoти пiдпpисмствy видiлeнa сyмa C
гpиBенЬ ltля пpидбal{ня l{oBoгo oблaднaн}Iя. Bapтiсть oдtloгO кoМплекTy
oблa.цнaння B гpн. Пpилбaне oблаДнання вiлрaзy 6ере щaсгь y виробничoмy
пщuесi. Bикopистaнн'r оlrloгo кoil,{IIJIеKгy oблalsraння зaбезпенye пiдlpисмсгву
зa piк гrрl,rбyгoк в poзMipi A гpивень. B кiнцi кo)кI{oгo poкy пiдпpиrМсгвO Мo)кr
ви.цiлити деякy.цoлIo сr ( 0 < a <I} пpибyткy нa pозiilиpе}rня BI,Ipoбничl,rх
пoTy}кнoстей. Пoтpiбнo тaк спЛaI{yBaTи poзlllиprння виpo6rrlIЦтвa, u1oб
пpибyгoк зa п,ятиpi.rкy бyв мaксиМaлЬ}IllМ.

B

7 000

8 000

7 000

8 000

7 000

8 000

9 000

9 000

9 000

8 000

3 000

5 000

2 000

4 000

I 000

3 000

6 000

5 000

4 000

2 000
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11.

t2.

1з.

14.

15.

16.

tt.

18.

19.

20.

B

7 000

6 000

4 000

6 000

6 000

5 000

2 000

8 000

7 000

8 000

21.

22.

zэ.
1АL.a,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

t
l.

2.

I

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

s 000

6 000

5 000

4 000

4 000

3 000

3 000

7 000

4 000

з 000

4 000

3 000

2 000

3 000

2 000

2 000

1 000

5 000
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Iнdшвilуаltьне завdання 9

Кaпiтaльнi вклaДення в кiлькoстi л гpивенЬ poЗпo'цiляroться мiждвoмa
гalryЗями пperЧo}ury } |Pн' BкJIа-ценI,D( B пеpIIIy гaIIyзь, зa piк пplтloсlrгь пpибyгoк

s (y) . Зaлиrпoк ( ;r _ y ) BKIIa*цarTься в Дpyry гaлyзь i зa piк пpи}loсиTЬ Пpибyтoк

h(х _ 9. Ha кiнець poкy зaсoби вклaденi B ПеpIIIy г'lJIyзЬ piвнi с(y) , B дpyгy _

b(х_ i. Пo зaкiнченнi кoжнoгo poкy зaлиII]oк кaпiтaльниx BклaдеHЬ зI{oBy

p<lзпoдi.ttясться мirк гalryЗяMи. Пoтpiбнo тaк poзпoдiлrп,r кaпiтaльнi вкrraдення
мiж гalryзяМи. щoб cумapштйlпpибрoк зaТpи poки бyв мaксимitJIьtIиМ.

I{e c(y) h(х _ у) а(у) b(х _ у) j\Ъ в(y) h\х - )') а{у) b(х _ у)

I 0'7у 0'5(л - y) o'5v 0'6(,т _ y) 16. 0,Зу 0'1(х_ y) 0'4у 0'5(х _ y)

2. o,8v 0'4(х - у) 0,7 у 0,3(;r - y) r'7. 0,9y 0'6(.т - y) o,8v 0'5(,т _ y)

3. 0'бy 0.3(.r - y) o,8v 0'4(х - y) 18. o'8v 0'5(.т _ y) o.6v 0,9(.r - y)

4. 0,9у 0,8(.r - y) 0'7 у 0'6(х_ y) 19. 0'.7 у 0,4(-r - y) o'5v 0,8(x - y)

5. o'8r' 0'1(х_ у) o'6v 0'5(л _ y) 20. o,6v 0'l(х _ y) 0'4у 0'5(л - y)

6. 0'.7 у 0'6(.т _ y) o'5v 0'4(.r- у) 2l o,5v 0'2(х _ у) o.9v 0'6(х - y)

- o,6v 0,5(x - 1') 0'6у 0'8(х - y) 22. 0'4у 0'l(.т _ y) o,8v 0'9(л _ y)

8. o,5v 0,4(x - y) o,8v 0'5(х _ y) zэ. o,9v 0'5(,r - у) 0',7 у 0,6(.r - y)

9. 0,4у 0'3(х _ ;) o,8v o,,7 (х _ у) 24. o,8v 0'2(х _ у) o,6v 0'5(л _ y)

10. o,3v 0,2(х _ у) o,9v 0'1(х _ у) 25. 0..7 у 0'3(х - -v) o,5v 0,8(x - y)

l1 0,2у 0'1(,т - y) o,8v 0'6(,т _ y) 26. o,6v 0'2(х _ у) o,4у 0'6(х _ y)

12. o,9v 0,,7(х- у) 0,.7 у 0'5(.т _ y) 2',7. o.5v 0,1(.r - y) 0,,7 у 0'8(х _ y)

13. o'8v 0'6(л _ y) О'6у 0'4(х _ y) 28. 0'9у o'4(х _ у) o.6v 0'5(х _ y)

t4. 0,6y o'4(х _ у) o,5v 0'1(х _ у) 29. o'8v 0'3(х _ y) o,5v 0,8(x - y)

15. 0,4у 0,2(х _ у) 0'бy 0'8(.т - y) 30. o',7 у 0'2(х - у) o,6v О..7(х - у)
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