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ВСТУП 

Курс «Теорія електричних та магнітних кіл» (ТЕМК) є одним із норма-
тивних курсів, які вивчаються студентами вищих навчальних закладів спе-
ціальності «Комп’ютерна інженерія». 

Предметом курсу ТЕМК є функціонування лінійних і нелінійних елек-
тричних кіл в усталених і перехідних режимах під впливом дії сигналів 
різної форми. Матеріал дисципліни ТЕМК, таким чином, є теоретичною 
базою для вивчення і засвоєння спеціальних дисциплін: «Комп’ютерна 
електроніка», «Комп’ютерна схемотехніка», «Лінійні інтегральні схеми», 
«Комп’ютерні системи», «Комп’ютерні мережі», «Архітектура комп’ю-
терів», «Технології проектування комп’ютерних систем», «Метрологія та 
вимірювання».  

Водночас, курс ТЕМК вимагає під час його вивчення знання основних 
розділів фізики й математики, зокрема, операцій з комплексними числами, 
диференціальних рівнянь, рядів Фур’є, перетворень Лапласа, векторного 
аналізу тощо. 

Курс ТЕМК викладається протягом одного семестру і складається з 
12 лекцій. 

Для полегшення розуміння та засвоєння курсу основні положення 
теорії в кожній лекції ілюструються числовими прикладами з детальними 
розв’язаннями. Під час розв’язання цих прикладів широко застосовується 
(у випадках, коли це доцільно) комп’ютерний програмний комплекс 
MathCAD. 
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ЛЕКЦІЯ № 1 
ЕЛЕКТРИЧНЕ КОЛО ТА ЙОГО ЕЛЕМЕНТИ. 

ЗАКОНИ ЕЛЕКТРОТЕХНІКИ 

1.1 Основні поняття електричного кола 

Електричним колом (еlectric circuit) називається сукупність пристроїв, 
призначених для тривалого проходження електричного струму. 

Електричне коло складається: 
- із джерел електромагнітної енергії – пристроїв, які перетворюють 

енергію інших видів (механічну, теплову, світлову, хімічну тощо) в електро-
магнітну; 

- з пристроїв для передавання електромагнітної енергії і сигналів (лі-
нії передачі, лінії зв’язку); 

- зі споживачів електромагнітної енергії – пристроїв, які перетворю-
ють електромагнітну енергію в інші види: механічну (електричні двигуни); 
теплову (нагрівачі); світлову (освітлювачі). 

Електричний струм, що протікає в колі, є впорядкованим рухом елект-
ричних зарядів. Чисельно величина струму визначається як кількість елек-
тричного заряду q , який проходить через поперечний переріз провідника, 
за одиницю часу: 

dt
dqi = .      (1.1) 

У міжнародній системі одиниць (СІ) заряд вимірюється в кулонах (Кл), 
час – у секундах (с), а струм – в амперах (А). 

Струм є скалярною алгебраїчною величиною, тобто може приймати 
додатні або від’ємні значення. За додатний напрямок струму прийнято 
вважати напрямок руху додатних зарядів, які під дією сил електричного 
поля рухаються від точок вищого потенціалу до точок нижчого. Під час 
аналізу електричних кіл заздалегідь, як правило, додатний напрямок стру-
му невідомий, тому при розрахунках кіл на їх окремих ділянках довільно 
задається додатним напрямком струм та позначають його стрілкою. 

Напруга на ділянці електричного кола (наприклад, між точками 1 та 2, 
рис. 1.1) чисельно дорівнює кількості енергії, яка витрачається на перемі-
щення одиниці заряду з точки 1 у точку 2: 

dq
dwu = .  (1.2) 

Вимірюється напруга у вольтах (В). Це теж скалярна алгебраїчна 
величина, додатний напрямок якої приймають таким, що збігається з до-
датним напрямком струму. Якщо струм тече від точки 1 до точки 2, то 
потенціал точки 1 ( 1ϕ ) вищий за потенціал точки 2 ( 2ϕ ) і напруга між 
цими точками 21 ϕϕ −=u . 
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Кожна група пристроїв електричного кола – це безліч різних конкрет-
них приладів, які відрізняються за принципом дії, конструкцією тощо. Усю 
різноманітність складових частин електричного кола доцільно охарактери-
зувати певними ознаками – основними властивостями, з електротехнічного 
погляду, і провести класифікацію елементів електричного кола за цими 
ознаками. 

Під елементами електричного кола, зазвичай, розуміють не фізично  
існуючі частини електротехнічних пристроїв, а їх ідеалізовані моделі. 
 

1.2 Джерела електромагнітної енергії 
 
Незалежно від конкретного виконання джерел їх об’єднує одна загаль-

на властивість – здатність перетворювати в електромагнітну енергію інші 
види енергії. Джерела є причиною виникнення струмів і напруг в електрич-
них колах. 

Розрізняють незалежні та залежні (керовані) джерела. Параметри  
(напруга і струм) незалежних джерел не залежать від зовнішнього діяння і 
визначаються тільки внутрішніми їх властивостями. 

Струми і напруги залежних джерел можуть залежати від напруги або 
струму будь-якої вітки чи будь-якої ділянки кола. Залежні джерела – це, як 
правило, результат ідеалізації властивостей реальних електронних схем, 
що працюють у лінійному режимі. 

Для аналізу кіл зручно вводити ідеалізовані незалежні джерела двох 
видів: напруги і струму. 

Джерелом напруги (voltage source) є таке джерело, напруга якого не  
залежить від струму, що протікає через нього. У джерелах напруги під  
дією так званих сторонніх сил (хімічні реакції, електромагнітні сили тощо) 
відбувається примусове розділення додатних та від’ємних зарядів проти 
сил електричного поля і поява різних значень потенціалів на затискачах 
джерела. Створена таким чином різниця потенціалів називається електро-
рушійною силою (е.р.с.), яка вимірюється у вольтах. 

Умовне графічне зображення джерела напруги показано на рис. 1.1, а), 
де напрямок стрілки усередині круга показує напрямок дії е.р.с., при цьому 

21 ϕϕ −=e . Оскільки 21 ϕϕ > , то напруга джерела направлена від точки 1 
до точки 2, тому при вказаних напрямках е.р.с. та напруги eu = . 

 

 
                                       а)                                         б) 
 

Рисунок 1.1 
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Джерелом струму (сurrent source) є таке джерело, сила струму і якого 
не залежить від властивостей кола, що є зовнішнім відносно джерела. Гра-
фічне зображення джерела струму показано на рис. 1.1, б), де стрілки харак-
теризують додатний напрямок струму джерела.  

Розглянуті джерела є ідеальними. Внутрішній опір ідеальної е.р.с. дорів-
нює нулю, а ідеального джерела струму – нескінченності. 

Залежні (керовані) джерела, які зображені на рис. 1.2, також можна  
розділити на джерела напруги й струму, що можуть змінюватися залежно 
від струмів або напруг в інших вітках. 

Розрізняють чотири типи залежних джерел: 
а) джерела напруги, керовані напругою (ДНКН) (рис. 1.2, а). Напруга 

джерела пропорційна напрузі u1: 
 

   12 kuu = ;                                                 (1.3) 
 

б) джерела напруги, керовані струмом (ДНКС) (рис. 1.2, б): 
 

      12 riu = ;                                                  (1.4) 
 

в) джерела струму, керовані напругою (ДСКН) (рис. 1.2, в): 
 
     12 gui = ;                                                 (1.5) 

 
г) джерела струму, керовані струмом (ДСКС) (рис. 1.2, г): 
 

   12 ii β= .                                                  (1.6) 
 

 
 

Рисунок 1.2 
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Ділянки електричного кола, які містять джерела енергії, називаються 
активними, а ті, у яких джерела відсутні, – пасивними. 

 
1.3 Пасивні елементи електричного кола 
 
Для класифікації пасивних елементів варто виділити найбільш суттєві 

загальні ознаки, властиві тим чи іншим елементам. Із курсу фізики відомо, 
що протікання електричного струму в колі пов’язане з виникненням елект-
ричного та магнітного полів і перетворенням електричної енергії в теплову 
або інші види енергії. Точніше кажучи, ці явища присутні на всіх ділянках 
електричного кола, однак їх інтенсивність на різних ділянках  
неоднакова. Залежно від того, яке явище переважає на ділянці, роз-
різнюють три типи пасивних елементів: резистивний, індуктивний та 
ємнісний. 

Резистивиий елемент 
Резистивний елемент або резистор (resistor) – це ідеалізований еле-

мент електричного кола, у якому електромагнітна енергія безповоротно 
(необратимый) перетворюється в теплоту або в інші види енергії.  

Вважають, що на цій ділянці кола відсутні електричні або магнітні  
поля. Графічне зображення резистора показано на рис. 1.3. 

 

 
 

Рисунок 1.3 
 

Зв’язок між напругою і струмом на резисторі визначається  
відношенням: 

 
                              riu = .                                                   (1.7) 

 
Величина r називається електричним опором (electric resistance) і вимірю-
ється в омах [Ом]; величина, обернена опору, 
 

               
r

g 1
=                                                      (1.8) 
 

називається провідністю (сonductivity) і вимірюється в сименсах [См]. 
Миттєва потужність, що виділяється у вигляді теплоти в резисторі, 

визначається як: 
 

                        2riuip == .                                    (1.9) 
 

Миттєва потужність не набуває від’ємних значень, тому в будь-який 
момент часу енергія надходить від джерела до резистора. 

1 

i 

r 
 

u 

2 
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Індуктивний елемент   
Елемент електричного кола, що характеризується створенням магніт-

ного поля і запасанням енергії в ньому, називають індуктивним елементом 
або індуктивністю (іnductance). Індуктивність в електричному колі реа-
лізують за допомогою індуктивної котушки, яка має малий активний опір. 

Умовне зображення індуктивного елемента з додатними напрямами 
струму і напруги показано на рис. 1.4.  

 

 
Рисунок 1.4 

 
Зв’язок між напругою і струмом на ділянках, які містять індуктивність, 

записується як: 
 

dt
diLu = .                                               (1.10) 

 
Величина L називається індуктивністю і вимірюється в генрі [Гн]. 
Миттєва потужність 

 

      
dt
diLiuip ==                                            (1.11) 

 
може набувати як додатних, так і від’ємних значень. Тобто індуктивний 
елемент може приймати енергію ( 0>p ) і запасати її в магнітному полі та 
повертати її до джерела ( 0<p ). 

Кількість енергії, яка запасається магнітним полем: 
 

                                     
2

2Liw = .                                                              (1.12) 
 

Ємнісний елемент 
Елемент електричного кола, що характеризує створення електричного 

поля і запасання в ньому енергії, називається ємнісним елементом 
(сapacity). Умовне зображення ємнісного елемента показано на рис. 1.5.  

 

 
Рисунок 1.5 

i 
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2 

u 

i 
2 1 L 

u 
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Ємність в електричному колі реалізують спеціально виготовленим 
елементом – конденсатором. Найпростіший  конденсатор складається з 
двох металевих пластин, розділених діелектриком. 

Зв’язок між напругою і струмом визначається за співвідношенням: 
 

           ∫= .idt
C

u 1
                                                         (1.13) 

 
Цей вираз не завжди зручний для використання, тому часто користу-

ються формулою, яка відображає зворотний зв’язок: 
 

    
dt
duCi = .                                              (1.14) 

 
Величину С називають ємністю і вимірюють у фарадах [Ф]. 
Миттєва потужність на ємнісному елементі 

 

                   
dt
duCuuip ==                                           (1.15) 

 
також може набувати додатних і від’ємних значень. 

Енергія, яка запасається в електричному полі: 
 

     
2

2Cuw = .                                              (1.16) 
 

Розглянуті активні та пасивні елементи є ідеальними. Реальні джерела 
відрізняються від ідеальних передусім тим, що напруги й струми на їх  
затискачах залежать від навантаження, викликаного наявністю внутрішніх 
опорів або провідностей. Такі реальні джерела можна зобразити як послі-
довне з’єднання ідеального джерела напруги та внутрішнього опору 0r  
(рис. 1.6, а) або паралельне з’єднання ідеального джерела струму і 
внутрішньої провідності 0g  (рис. 1.6, б). У реальному джерелі напруги, 
якщо воно працює в замкненому колі, напруга на його затискачах менша за 
е.р.с. на величину напруги на його внутрішньому опорі ( 0r ) 0ireu −= . 

 

 
                      а)              б) 
 

Рисунок 1.6 
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Реальні прообрази резистивного, індуктивного та ємнісного елементів 
разом із головними параметрами мають також інші побічні (паразитні)  
параметри. Наприклад, резистивний елемент, що має вигляд дротяного  
реостата, крім активного опору r містить індуктивність витків 0L  і міжвит-
кову ємність 0C  (рис. 1.7, а). 

 

 
                             а)                      б) 
 

  
                                                           в)     
 

Рисунок 1.7 
 

Так само індуктивний елемент, виконаний у вигляді котушки, який ха-
рактеризується індуктивністю L, має активний опір цієї котушки 0r  і між-
виткову ємність 0C  (рис. 1.7, б). Аналогічний вигляд має схема заміщення 
конденсатора з «паразитними» параметрами (рис. 1.7, в). Залежно від умов 
роботи кола величини «паразитних» параметрів можуть змінюватися і  
деякими з них можна знехтувати. Так, наприклад, за низької частоти можна 
знехтувати параметрами 0L  і 0C . 

 
1.4 Електричні схеми 
 
Графічне зображення електричного кола називають електричною схе-

мою (рис. 1.8). 
Основними поняттями, що характеризують геометричну структуру  

кола, є вітка (branch), вузол (knot) і контур (contour).  
Вітка – це ділянка кола, уздовж якої струм у будь-який момент часу 

має одне й те саме значення.  
Зазвичай, усі елементи, які входять до однієї вітки, отримують однакові 

індекси і тоді вітки зручно нумерувати. Так, точки 1 та 3 (рис. 1.8) 
з’єднуються віткою 1, точки 1 та 2 – віткою 5. Якщо вітка містить кілька 
елементів, то ці елементи з’єднані послідовно. Наприклад, у вітці 3 елемен-
ти 333 L,e,r  з’єднані послідовно. 
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r0          L 
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Рисунок 1.8 

 
Вузол – це точка кола, де з’єднуються три або більше вітки.  
У колі (рис. 1.8) є чотири вузли, які позначаються відповідними цифра-

ми. Дві або більше віток, приєднані до одних і тих самих двох вузлів,  
називають паралельними вітками, а таке з’єднання – паралельним. Вітки 6 і 7 
з’єднані паралельно, оскільки вони з’єднані з одними і тими ж вузлами 3 і 4. 

Контуром називають довільну замкнену послідовність віток. 
Загальна кількість контурів в колі визначається всіма можливими ком-

бінаціями таких замкнених послідовностей віток. 
Зазвичай задані конфігурація кола, параметри елементів і джерел.  

Задача аналізу кола в цьому випадку полягає у визначенні струмів усіх ві-
ток (зазначимо, що струми у вітках, які містять джерела струму, відомі, 
оскільки дорівнюють струмові джерела). 

  
1.5 Закони електротехніки 
 
Основними законами, що діють в електричному колі, є: 
 закон Ома (the Ohm law), який задає залежність напруги від струму в 

кожній вітці кола; 
 перший закон Кірхгофа (the first law of Kirhgof), який виражає закон 

збереження заряду та принцип неперервності електричного струму й нале-
жить до вузлів кола; 

 другий закон Кірхгофа (the second law of Kirhgof), який виражає закон 
збереження енергії та належить до контурів кола. 

Закон Ома для окремих пасивних елементів кола виражається спів-
відношеннями (1.7), (1.10), (1.13), а для вітки є сумою відповідних напруг.  
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Розглянемо закон Ома для активної вітки, тобто для вітки із джерелом 
напруги (рис. 1.9). 

 

 
Рисунок 1.9 

 
Напруга такої вітки визначається: 
 

eidt
Cdt

diLriuв −++= ∫
1 .                               (1.17) 

 
Зазначимо, що у формулі (1.19) е.р.с. приймається зі знаком «мінус», 

якщо її напрямок збігається з напрямком струму, і навпаки – вона береться 
зі знаком «плюс». 

Перший закон Кірхгофа формулюється так: 
для будь-якого вузла схеми у будь-який момент часу алгебраїчна сума 
струмів усіх віток, які сходяться у цьому вузлі, дорівнює нулю: 
 

     ∑
=

=
n

k
ki

1
0 ,                                            (1.18) 

 
де k – індекси віток, зв’язаних із цим вузлом. 
Знак струму, який входить у рівняння, визначається довільним вибором 

додатного напряму струмів. Струми, які виходять з вузла, записуються зі 
знаком «плюс»; струми, які входять у вузол, – зі знаком «мінус». 

Таким чином, для вузла 1, зображеного на схемі (див. рис. 1.8), перший 
закон Кірхгофа записується як: 

 
0531 =+− iii . 

 
Другий закон Кірхгофа формулюється так: 

для будь-якого контуру схеми в будь-який момент часу алгебраїчна сума 
е.р.с. джерел напруги, що діють у цьому контурі, дорівнює алгебраїчній 
сумі напруг на всіх пасивних елементах цього контуру: 
 

   ∑ ∑∫
= =

=







++

n

k

n

k
kk

k

k
kkk edti

Cdt
diLir

1 1

1 ,            (1.19) 

 

де k – індекси всіх віток, що входять у контур. 
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Для можливості формування рівнянь за другим законом Кірхгофа, 
окрім напрямків струмів у вітках, варто задати напрямки обходу контурів 
(за годинниковою стрілкою або проти неї). При цьому, якщо напрям е.р.с. 
збігається з напрямком обходу контуру, то вона входить у рівняння зі зна-
ком «плюс», і навпаки – зі знаком «мінус». Напруга на пасивному елементі 
приймається зі знаком «плюс», якщо напрямок струму в цьому елементі 
збігається з напрямком обходу контуру, і навпаки – зі знаком «мінус». 

При виборі контуру для запису рівняння за другим законом Кірхгофа 
доцільно уникати контурів, у які входять вітки із джерелами струму. 

Для контуру з вітками 1–2–5 кола, зображеного на рис. 1.8, при обході 
контуру за годинниковою стрілкою, рівняння за другим законом Кірхгофа 
виглядає як:  

 

125
5

5
5

2
2

1
111

1 eedti
Cdt

diL
dt
diL

dt
diLir −=−−++ ∫ . 

 
Правила складання систем рівнянь за законами Кірхгофа 
1. Загальна кількість рівнянь має дорівнювати кількості невідомих 

струмів (струм у вітці з джерелом струму вважається відомим). 
2. Кількість рівнянь за першим законом Кірхгофа має бути на одну  

менша, ніж кількість вузлів. 
3. Решта рівнянь складається за другим законом Кірхгофа. 
Складемо за цими правилами систему рівнянь законами Кірхгофа для 

схеми, зображеної на рис. 1.8. 
Ця система має складатися із 6 рівнянь, оскільки в колі протікають  

7 струмів, але струм 044 ii =  відомий. 
Кількість рівнянь за першим законом Кірхгофа має дорівнювати 3, 

оскільки коло містить 4 вузли.  
Отже, за другим законом Кірхгофа необхідно скласти ще 3 рівняння. 
Рівняння за першим законом запишемо для 1-го, 2-го та 3-го вузлів. 
Для другого закону виберемо такі контури: 
• контур з вітками 1–2–5 (обхід за годинниковою стрілкою); 
• контур з вітками 3–5–2–7 (обхід за годинниковою стрілкою); 
• контур з вітками 6–7 (обхід проти годинникової стрілки). 
Система рівнянь має вигляд: 
 

0531 =+− iii , 
 

05204 =−− iii , 
 

07162 =−−+ iiii , 
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Контрольні запитання 

1. Чи можна з’єднати послідовно два ідеальних джерела струму з різ-
ними значеннями струмів? 

2. Чи може коло мати 1 вузол? 
3. Яку мінімальну кількість контурів може мати коло? 
4. Яку мінімальну кількість вузлів може мати коло? 
5. Чи можна з’єднати паралельно два ідеальних джерела напруги з різ-

ними значеннями е.р.с.? 
6. Чим відрізняються залежні джерела енергії від незалежних? 
7. Чому дорівнює напруга на індуктивності в колі постійного струму? 
8. Чому дорівнює струм в ємності в колі постійного струму? 
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ЛЕКЦІЯ № 2 
ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА ЗМІННОГО СИНУСОЇДНОГО СТРУМУ 

 
 

2.1 Основні поняття і співвідношення 
 
Якщо напруги і струми в колі не змінюють своїх значень протягом  

часу, то вони називаються постійними (позначаються літерами U  та I ). 
Напруги і струми, що змінюються за величиною та/або напрямком, нази-
ваються змінними, характеризуються миттєвими значеннями, тобто їх 
значеннями в будь-який момент часу t , і позначаються літерами u та i. 

Для періодичного змінного струму (periodic alternating current) вико-
нується умова і(t)=і(t+T). 

Цикл зміни струму повторюється через інтервал часу Т, який нази-
вається періодом (period). Величина, обернена періоду, тобто кількість 
періодів струму за секунду, називається частотою (frequency): 

 

                               
T

f 1
=                                               (2.1) 

 
і вимірюється в герцах [Гц]. Стандартна частота в енергетичних системах 
України 50=f  Гц. 

Форми зміни струмів та напруг у часі, які зустрічаються під час вико-
ристання електричної енергії, можуть бути різними. Але переважною фор-
мою напруг та струмів в електричних колах є синусоїдна функція часу.  

Синусоїдний струм (sinusoidal current) описується виразом: 
 

      





 += απ t

T
sinIi m

2 ,                                  (2.2) 

 
де і – миттєве значення струму (instant value  of a current), тобто зна-

чення струму в будь-який момент часу;  
mI  – амплітудне або максимальне значення (peak value);  







 +απ

T
2  – фаза коливань (phase of fluctuations);  

ωπ
=

T
2  – кутова (циклічна) частота (cyclic frequency), яка визначає 

швидкість зміни фази, вимірюється в радіанах за секунду [рад/с];  
α – значення фази при t=0, початкова фаза (initial phase). 
Графіки синусоїдного струму (2.2) і напруги ( )βω += tsinUu m  пока-

зано на рис. 2.1. 
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Рисунок 2.1 
 

Початкова фаза завжди відраховується від початку синусоїди (на ви-
східній ділянці) до початку координат (на рис. 2.1 0>β , 0<α ). 

Враховуючи (2.1), отримаємо: 
 

          fπω 2= .                                           (2.3) 
 
Якщо напруга і струм мають різні початкові фази, то говорять, що вони 

зсунуті за фазою на кут: 
 

  αβϕ −= ,                 (2.4) 
 

який називається кутом зсуву фаз (angle of shift of phases). 
Якщо 0>ϕ  (як на рис. 2.1), то напруга випереджає струм або струм 

відстає за фазою від напруги. Якщо початкові фази двох синусоїд 
однакові ( αβ = ), то кажуть, що напруга та струм збігаються за фазою,  
а якщо παβ ±=− , тобто синусоїди зсунуті за фазою на половину періоду, 
то говорять, що ці синусоїди знаходяться у протифазі. 

 
2.2 Діюче значення змінного струму 
 
Змінні струми, зазвичай, можуть значно відрізнятися за частотою і  

формою. 
Струми на рис. 2.2 мають однакові частоту й амплітуду, але значно  

відрізняються за формою. Очевидно, що їх теплова дія або механічний 
вплив на сусідні провідники будуть різними, тому необхідним є введення  
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відповідного критерію, який кількісно характеризував би дію змінного 
струму. Таким критерієм, звичайно, вважають теплову дію струму, а вели-
чину, яка характеризує цю дію, називають діючим значенням змінного 
струму і. 

Діюче значення змінного струму (operating value of an alternating 
current) дорівнює такому еквівалентному постійному струму, що, проті-
каючи через опір r за період T, виділяє стільки ж енергії, як і змінний 
струм. 

Діюче значення змінного струму 
 

         ∫=
T

dti
T

I
0

21                                              (2.5) 

 

є середньоквадратичним значенням змінного струму за період. 
Для змінного синусоїдного струму ( )αω += tsinIi m  
 

( )
2

1

0

22 m
T

m
IdttsinI

T
I =+= ∫ αω .                          (2.6) 

 
Можна показати, що діючі значення синусоїдної напруги або е.р.с. 

дорівнюють: 
 

        ,UU m
2

=   
2
mEE = .                                       (2.7) 

 
2.3 Зображення синусоїдних функцій векторними  величинами 
 
Графічне зображення синусоїдних функцій (див. рис. 2.1) звичайно 

називають хвильовою діаграмою (wave diagramme). Якщо на одній діаграмі 
зображено більше ніж дві синусоїдні функції, втрачається наочність і 
важко здійснювати графічне додавання двох або більше функцій. Тому 
вдаються до зображення синусоїдних функцій векторними величинами, що 
значно покращує наочність і спрощує операцію додавання. 

Нехай маємо синусоїдний струм ( )αω += tsinIi m . Виберемо прямо-
кутну систему координат (рис. 2.2) і відкладемо з початку координат під 
кутом α до горизонтальної осі вектор, довжина якого у вибраному 
масштабі дорівнює mI . 

Проекція цього вектора на вертикальну вісь αsinIy m=0 . Змусимо 
обертатися вектор mI  із кутовою швидкістю ω проти годинникової стрілки. 

У момент часу t1 вектор буде займати положення 1, а його проекція на 
вертикальну вісь: 
 

( )αω += 11 tsinIy m . 
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Під час безперервного обертання проекція вектора Im на вертикальну 
вісь змінюється за синусоїдним законом:  
 

( )αω += tsinIy m  
 

 

Рисунок 2.2 
 

Вектор, що обертається, характеризує синусоїдну функцію: у будь-
який момент часу амплітуда і фаза цієї функції відомі. Якщо є дві 
синусоїдні функції часу однієї частоти ( )βω += tsinUu m , ( )αω += tsinIi m , 
то вони також можуть бути зображені векторами (рис. 2.3).  

 

 
 

Рисунок 2.3 
 

Оскільки ці вектори обертаються з однаковою кутовою швидкістю ω, то 
в будь-який момент часу їх положення один відносно одного є незмінним. 
Між ними завжди зберігається кут: 

 
.αβϕ −=  

 
Якщо синусоїдна функція повністю характеризується амплітудою і почат-
ковою фазою при відомій частоті, то початкове положення векторів повніс-
тю визначає синусоїдні функції  і  немає потреби зображати ці вектори та-
кими, що обертаються. 
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Векторне зображення дає наочну картину взаємного розташування  
амплітуд синусоїдних функцій і дозволяє легко проводити прості операції 
векторного додавання й віднімання. 

Сукупність векторів, які характеризують струми й напруги в електрич-
ному колі, називається векторною діаграмою (vector diagramme). 

Оскільки для одного будь-якого вектора початкова фаза може бути 
прийнята такою, що дорівнює нулю, то на векторній діаграмі можна не 
вказувати систему координат. Якщо величину векторів mI , mU  зменшити  
у 2 разів, то можна відкладати у вигляді векторів діюче значення. 

 
2.4 Синусоїдний струм у пасивних елементах електричного кола 
 
Головною метою цього підрозділу є визначення форми й параметрів 

напруги на пасивних елементах кола під час протікання ними синусоїдного 
струму. Вважаємо, що струм протікає всіма елементами:  

 
( )αω += tsinIi m . 

 
Резистивний елемент 
Для резистивного елемента (рис. 2.4, а) відоме компонентне спів- 

відношення (1.18), тому 
 

       ( )αω +== tsinrIriu m .                                  (2.8) 

 

                                      а)                                                     б)                     
 

Рисунок 2.4 
 

Отже, напруга на резисторі при синусоїдному струмі також синусоїдна, 
тобто, зазвичай, має вигляд: 

 
        ( )βω += tsinUu m .                                       (2.9) 
 

Порівнявши (2.8) і (2.9), можна визначити амплітудне значення напруги: 
 

      mm rIU = .                                             (2.10) 
 

Поділивши обидві частини рівняння (2.10) на 2 , маємо: 
 

                rIU = .                                    (2.11) 

r 

U I i 
u 
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Таким чином, для амплітудних і діючих значень струму та напруги 
справедливий закон Ома. 

Порівнюючи у виразах (2.8) і (2.9) початкові фази, виявляємо, що в  
резистивному елементі αβ = , тобто струм і напруга на резисторі 
збігаються за фазою. Векторна діаграма струму й напруги для резистора 
показана на рис. 2.4, б). 

Середнє значення потужності за період ∫=
T

uidt
T

P
0

1  називається актив-

ною потужністю (active power), вимірюється у ватах (Вт) і дорівнює: 
 

UIIUP mm ==
2

.                                        (2.12) 
 

Індуктивний елемент 
В індуктивному елементі (рис, 2.5, а) співвідношення між струмом і 

напругою  

dt
diLuL = ,  

тому 
 

( )[ ] ( ) 





 ++=+=

+
=

2
παωωαωωαω tsinLItcosIL

dt
tsinIdLu mm

m .   (2.13) 

                                          
                                          а)                б) 
 

Рисунок 2.5 
 

Порівнявши (2.9) і (2.13), визначаємо: 
 

    mm LIU ω= .                                            (2.14) 
 

Величина Lω  має розмірність опору. Назвемо її індуктивним опором 
(inductive resistance) і позначимо: 

 
      LxL ω= .                                               (2.15) 
 

Величина, обернена індуктивному опору, називається індуктивною 
провідністю: 

 

                 
L

bL ω
1

= .                    (2.16) 

i 
u 

I 

U 

L 
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Зазначимо, що Lx  і Lb  залежать від частоти. Таким чином, для 
амплітудних або діючих значень також справедливий закон Ома: 

 

mLm IxU = ,   IxU L= .                                 (2.17) 
 

Порівнявши (2.9) і (2.13), можна визначити початкову фазу напруги  
 

2
παβ += ,                                             (2.18) 

 

яка більша за початкову фазу струму на 
2
π . 

Зсув фаз між напругою і струмом 
 

2
παβϕ =−= ,                                         (2.19) 

 

а, відповідно, струм відстає від напруги на індуктивному елементі на 
2
π  

(див. рис. 2.5, б). 
Середнє значення потужності за період для індуктивності  
 

01

0
== ∫

T
uidt

T
P , 

 
тобто індуктивний елемент енергії не споживає. 

Ємнісний елемент 
Для ємнісного елемента (рис. 2.6, a): 
 

∫= idt
C

uC
1 . 
 

 
 

                                       а)                  б) 
 

Рисунок 2.6 
 

Таким чином: 
 

       ( ) ( ) Atcos
C

IdttsinI
C

u m
mC ++−=+= ∫ αω

ω
αω1 ,              (2.20) 

 

де А – стала інтегрування. 

C 

i 
u I 

U 
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Враховуючи, що розглядається усталений режим періодичних струмів і 
напруг, вважаємо, що постійна інтегрування дорівнює нулю, тому 

 

            





 −+=

2
1 παω
ω

tsin
C

Iu mC .                        (2.21) 

 
Напруга на ємності при синусоїдному струмі синусоїдна. Введемо  

поняття ємнісного опору (capacitance) 
 

   
C

xC ω
1

=                                   (2.22) 

 
і ємнісної провідності  
 

    CbC ω= .                      (2.23) 
 

Отже, на ємності амплітудні та діючі значення струму й напруги теж 
підпорядковуються закону Ома: 

 
     mCm IxU = ,   IxU C= ,                                   (2.24) 
 

а початкова фаза напруги 
 

              
2
παβ −=                                                (2.25) 

 

менша від початкової фази струму на 
2
π . 

Зсув фаз між напругою та струмом 
 

           
2
παβϕ −=−= ,                                        (2.26) 

 

тобто, струм випереджає напругу на 
2
π  (рис. 2.6, б). 

Середнє значення потужності за період для ємності також дорівнює 0, 
тобто ємнісний елемент енергії не споживає.  

Через те, що в резистивному елементі відбувається безперервне спожи-
вання енергії, резистор називають активним опором (active resistance),  
а індуктивний і ємнісний елементи – реактивними опорами (reactive 
resistance). 

Розглянемо приклад аналізу простого кола синусоїдного струму за  
допомогою векторної діаграми. 
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Знайдемо струм у нерозгалуженій частині кола (рис. 2.7, а). 
 
 
 

 
 
 
 
  

                             а)                                                            б) 
 

Рисунок 2.7 
 

Оскільки на паралельних елементах напруга однакова, починаємо  
побудову діаграми зі спільного вектора напруги (його довжина в нашому 
випадку неважлива), який спрямовуємо горизонтально (рис. 2.7, б). 

Далі вздовж цього вектора відкладаємо вектор струму в резисторі і  
перпендикулярно до нього вектори струмів в індуктивності та ємності,  
згідно з рис. 2.5 та рис. 2.6. 

Оскільки вектори струмів в індуктивності та ємності напрямлені про-
тилежно один одному, їх векторна сума дорівнює 8 А. Далі за теоремою 
Піфагора можна знайти струм у нерозгалуженій частині кола, що дорівнює 
10 А. 

 
2.5 Послідовне з’єднання елементів r, L, C при синусоїдному струмі  
 
Розглянемо коло (рис. 2.8), у якому послідовно з’єднані елементи 

r , L ,C  і синусоїдне джерело напруги. 
 

   
Рисунок 2.8 

u 

i uL 

C 

ur 

uC 

r 

L 

E 

  ? 
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U 
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Припустимо, що струм в колі ( )αω += tsinIi m . Визначимо параметри  
і форму напруги джерела. 

Складемо для миттєвих значень рівняння за другим законом Кірхгофа: 
 

                                uuuu CrL =++ .                                       (2.27) 
 

Підставивши у (2.27) формули (2.8), (2.13) та (2.20), запишемо: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) =+−+++=+ αωαωαωβω tcosxItsinrItcosxItsinU CmmLmm  
 

( ) ( ) ( )[ ]αωαω +−++= tcosxxtsinrI CLm . 
 

Позначимо xxx CL =−  і назвемо x  реактивним опором. Тоді 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )ϕαωαωαωβω +++=+++=+ tsinxrItcosxtsinrItsinU mmm
22 , 

 

де                                            
r
xarctg=ϕ .                                             (2.28) 

  
Введемо ще одне позначення: 
 

           22 xrZ +=                                              (2.29) 
 

і назвемо його повним опором (full resistance) кола. Тоді 
 

       ( ) ( )ϕαωβω ++=+ tsinZItsinU mm .                    (2.30) 
 

Вираз (2.30) показує, що за послідовного з’єднання елементів r, L, С 
амплітуда прикладеної напруги (напруги джерела) і струм пов’язані зако-
ном Ома mm ZIU =  або для діючих значень: 

 
  ZIU = .                                                (2.31) 

 
Початкова фаза напруги ϕαβ +=  відрізняється від початкової фази 

струму на кут ϕ , який залежить від параметрів кола (2.28) і може набувати 
як додатних, так і від’ємних значень. 

 
2.6 Потужність в колах синусоїдного струму 
 
Нехай у деякому лінійному електричному колі протікає струм  
 

( )αω += tsinIi m  
 

і прикладена напруга  
 

( )βω += tsinUu m . 

25 



26 

Активна потужність кола знаходиться так: 
 

        cosUIP                                            (2.32) 
 

або 

rIP 2 .                                              (2.33) 
 

Для характеристики джерел енергії вводять поняття повної потуж-
ності (full power), яка вимірюється у вольт-амперах [BА]. Це максимальна 
потужність, яку може віддати джерело: 

 

UIS                                                  (2.34) 
 

або 

ZIS 2 .                                              (2.35) 
 

Вводиться ще одне поняття – реактивна потужність (reactive power), 
яка характеризує обмін енергією між споживачем і джерелом 

 

sinUIQ                                            (2.36) 
 

або 

   xIQ 2 .                                             (2.37) 
 

Одиницею вимірювання реактивної потужності є вольт-ампер реактив-
ний [вар]. 

Оскільки CL xxx   може набувати додатних або від’ємних значень, 

то і реактивна потужність може бути додатною або від’ємною. 
Між Р, S, Q існує співвідношення:  
 

.sinSQ

,cosSP

,QPS







 22

                                       (2.38) 

 

Згідно із законом збереження енергії, в електричному колі вся 
потужність надходить в коло і в будь-який момент часу дорівнює всій 
потужності, що поглинається колом. Це справедливо і для активної, і для 
реактивної потужності. 

Таким чином, сумарна активна потужність джерел енергії в будь-якому 
колі дорівнює споживаній активній потужності цього кола. Сума реактивних 



потужностей, яка віддається джерелами, дорівнює сумі реактивних потуж-
ностей приймачів. Ця умова називається відповідно балансом активної  
і реактивної потужностей. Математично це записується так: 

 

      
∑∑

∑∑

=

=

k
kk

k
kkk

k
kk

k
kkk

.xIsinIU

,rIcosIU

2

2

ϕ

ϕ
                   (2.39) 

 
Контрольні запитання  

1. Чи може на пасивних ділянках електричного кола зсув фаз між  

напругою і струмом бути більшим за 
2
π ? 

2. Чи може активна потужність кола бути від’ємною? 
3. Чи може реактивна потужність кола бути від’ємною? 
4. Чи може повна потужність кола бути від’ємною? 
5. Яку активну потужність споживає ідеальна індуктивність?  
6. Яку активну потужність споживає ідеальна ємність? 
7. Чи буде обов’язково виконуватись баланс повної потужності, якщо 

виконуються баланси активної та реактивної потужностей? 
8. Чи будуть обов’язково виконуватись баланси активної і реактивної 

потужностей, якщо виконується баланс повної потужності? 
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ЛЕКЦІЯ № 3 
СИМВОЛІЧНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ 

КІЛ СИНУСОЇДНОГО СТРУМУ 
 
 

Символічний метод аналізу кіл синусоїдного струму базується на існу-
ванні взаємно однозначної відповідності між тригонометричними функ-
ціями та комплексними числами, що дає можливість здійснювати розраху-
нки не з синусоїдними функціями струмів та напруг, а з їх комплексними 
зображеннями. 

 
3.1 Елементи алгебри комплексних чисел 
 
Нагадаємо основні відомості про комплексні числа та дії над ними. 
У межах символічного методу використовують дві з трьох форм запису 

комплексного числа – алгебраїчну та показникову.  
Алгебраїчна форма має вигляд (літеру, що позначає комплексне число, 

підкреслюють знизу): 
 

21 jaaA += ,                                             (3.1) 
 

де 1a  – дійсна частина комплексного числа;  

2a  – уявна частина комплексного числа;  
1−=j  – уявна одиниця, на відміну від позначення і=−1 , яке 

прийняте в математиці; в електротехніці уявну одиницю позначають 
літерою j. 

Показникова форма має вигляд: 
 

   αjAeA= ,                                              (3.2) 
 

де А – модуль комплексного числа;  
α – аргумент комплексного числа. 
Перехід від однієї форми запису до іншої здійснюється за допомогою 

співвідношень: 
 

         .sinAa,cosAa,
a
aarctg,aaA ααα ===+= 21

1

22
2

2
1          (3.3) 

 
Операції додавання (віднімання) двох комплексних чисел зручно про-

водити в алгебраїчній формі, при цьому додаються (віднімаються) відпові-
дно дійсні та уявні частини: 

 
  ( ) ( ) ( ) ( )22112121 bajbajbbjaaBA ±+±=+±+=± .               (3.4) 
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Операції множення та ділення комплексних чисел краще проводити в 
показниковій формі: 

 

      ( ) ( ).e
B
A

Be
Ae

B
A,ABeBeAeBA j

j

j
jjj βα

β

α
βαβα −+ ===⋅=⋅            (3.5) 

 
Корисно запам’ятати деякі прості співвідношення: 
 

        .j
j

,AejA,j
j

−==±−=
± 11 22

π

                            (3.6) 

 
Два комплексних числа вигляду 
 

αα jj AejaaA,AejaaA −
∗

=−==+= 2121  
 

називаються взаємно спряженими. 
 

3.2 Комплексні зображення електротехнічних параметрів 
 
Надалі ми будемо здійснювати розрахунок кіл синусоїдного струму в 

діючих значеннях, тому наведемо відповідність комплексних діючих зна-
чень струму та напруги їх синусоїдним функціям: 

 

        
( )

( ) .eIItsinIi

,eUUtsinUu

jm
m

jm
m

α

β

αω

βω

2

2

=→+=

=→+=
                       (3.7) 

 
Комплексні зображення активних, реактивних та повних опорів кола 

визначаються як: 
• комплексний опір резистора r є дійсним числом і дорівнює r; 
• комплексний опір індуктивності L є уявним числом і дорівнює: 
 

LjxLj =ω ;                                              (3.8) 
 

• комплексний опір ємності С є уявним числом і дорівнює: 
 

  Cjx
C
j

Cj
−=−=

ωω
1 ;                                     (3.9) 

 

• повний комплексний опір (full complex resistance) ділянки кола rLC є 
комплексним числом і в алгебраїчній формі записується так: 
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    ( ) jxrxxjr
C

Ljr
Cj

LjrZ CL +=−+=





 −+=++=

ω
ω

ω
ω 11 .     (3.10) 

 
Введемо поняття повної комплексної провідності (full complex 

сonductivity) ділянки кола як: 
 

       222222
11

xr
xj

xr
r

xr
jxr

jxrZ
Y

+
−

+
=

+
−

=
+

== .                (3.11) 

 
Звідси величини  
 

          22 xr
rg
+

= ,    22 xr
xb
+

=                                (3.12) 

 
називають відповідно активною та реактивною провідністю ділянки кола. 
 

3.3  Закони електротехніки в комплексній формі 
 
1. Закон Ома: 
 

     ZIU = .                                              (3.13) 
 

2. Перший закон Кірхгофа: 
 

   0
1

=∑
=

n

k
kI .                                           (3.14) 

 
3. Другий закон Кірхгофа: 
 

∑∑
==

=
n

k
kk

n

k
k ZIE

11
.                                       (3.15) 

 
3.4 Баланс потужності в комплексній формі 
 
Згідно з формулами (2.39), які наводились в лекції № 2, результати  

розрахунків кіл синусоїдного струму мають пройти перевірку на баланси 
активної та реактивної потужностей окремо. При цьому наявність балансу 
лише повної потужності не є критерієм правильності розрахунків. 

Якщо розрахунки вести в комплексних числах, то необхідність окремої 
перевірки балансів активної та реактивної потужностей зникає. 

Введемо поняття повної комплексної потужності (full complex power). 
Вона визначається: 
 

    
∗

==+= IUZIjQPS 2 .                                (3.16) 
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Баланс потужності має вигляд: 
 

∑∑
==

=
∗ n

k
kk

n

k
kk ZIIU

1

2

1
.                                   (3.17) 

 
Контрольні запитання  

1. Зобразити миттєві струми в діючій комплексній формі: 
 

( )2510 −= tsini ω  А,  ( )607 −= tsini ω  А, 
 

( )604 += tsini ω  А,  ( )2402 += tsini ω  А. 
 

2. За заданими комплексами діючих значень струмів 
 

456 jeI −= А,  
1204 jeI = А,  

2112 jeI = А  
 

записати миттєві значення струмів. 
3. Чи будуть обов’язково виконуватися баланси активної та реактивної 

потужностей, якщо виконується баланс повної комплексної потужності? 
4. Як зобразити комплексне число в декартовій системі координат? 
5. Чим відрізняються між собою взаємно спряжені комплексні числа? 
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ЛЕКЦІЯ № 4 
МЕТОДИ РОЗРАХУНКУ СКЛАДНИХ КІЛ 

 
 

Складним колом надалі ми будемо називати коло, яке містить більше 
ніж один контур. Основним методом розрахунку такого кола є складання і 
подальше розв’язання системи рівнянь за законами Кірхгофа. 

Водночас, цей метод часто потребує розв’язання досить великої систе-
ми рівнянь, що не може бути реалізовано в межах стандартних математич-
них програмних продуктів. Тому розроблені методи аналізу складних кіл, 
які значно спрощують їх розрахунок. Деякі з цих методів будуть наведені 
нижче.  

 
4.1 Метод еквівалентних перетворень  
 
Метод еквівалентних перетворень доцільно використовувати тоді, якщо 

коло містить лише одне джерело живлення. Суть цього методу полягає в 
тому, що вся пасивна частина схеми згортається до одного еквівалентного 
опору, який приєднується до полюсів джерела живлення. Після цього за  
законом Ома знаходиться вхідний струм кола, який далі розподіляється між 
вітками.  

Розглянемо різні можливі варіанти еквівалентних перетворень. 
1. Послідовне з’єднання опорів (consecutive connection resistance). 
Нехай є електричне коло з n послідовно з’єднаними опорами, через які 

протікає один і той самий струм I (рис. 4.1, а). Еквівалентне коло містить 
лише один оnip Z (рис. 4.1, б). 

 

 
 

                                              а)                                                б)    
 

Рисунок 4.1 
 

У цьому випадку еквівалентний комплексний опір кола при послі-
довному з’єднанні дорівнює сумі комплексних опорів окремих елементів, 
тобто 

 
           nZ...ZZZ +++= 21 ,                                (4.1) 

U 

I 

Z 

I 

U 
Z1 Z2 

Zn 
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2. Паралельне з’єднання опорів (parallel connection resistance). 
Нехай є електричне коло з n паралельно з’єднаними опорами, до яких 

прикладена однакова напруга U (рис. 4.2, а). Еквівалентне коло містить 
лише один оnip Z (рис. 4.2, б). 

 
 

                                             а)                                            б)    
 

Рисунок 4.2 
 

При паралельному з’єднанні комплексна провідність еквівалентного 
кола дорівнює сумі комплексних провідностей окремих елементів: 

 

nk Y...Y...YYY +++++= 21 .                           (4.2) 
 

Для випадку двох паралельних опорів, який часто зустрічається, 

21 YYY += , або 
21

111
ZZZ

+= , звідки після нескладних перетворень  

 

21

21

ZZ
ZZZ
+

= .                                              (4.3) 

 
Аналогічно, для трьох паралельних опорів отримаємо: 
 

313221

321
ZZZZZZ

ZZZZ
++

= .                                (4.4) 

 
Розглянемо випадок змішаного з’єднання (рис. 4.3, а). 
 

 
 

                                             а)                                                 б)    
 

Рисунок 4.3 
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При змішаному з’єднанні шляхом послідовного перетворення парале-
льного і послідовного з’єднання елементів отримують еквівалентну схему, 
яка складається з одного опору. 

Спочатку перетворюють два паралельно з’єднаних опори 2Z  і 3Z  в 

один abZ  (
32

32

ZZ

ZZ
Z ab 

 ). 

З рис. 4.3, б) видно, що опори 1Z  і abZ  з’єднані послідовно, тому  
 

abекв ZZZ  1 . 
 

Струм 1I  визначається за законом Ома:  
 

еквZ

U
I 1 . 

 

Щоб знайти струми 2I  і 3I  , треба визначити спочатку напругу між 

точками a і  b:  
 

32

32
11 ZZ

ZZ
IZIU abab 

 . 

 

Знаючи abU , легко визначаються 
 

,
Z

U
I ab

2
2   ,

Z

U
I ab

3
3   

 

або   

32

2
13

32

3
12 ZZ

Z
II,

ZZ

Z
II





 . 

 
4.2 Метод контурних струмів 
 
Метод контурних струмів (method of contours currents) доцільно  

застосовувати, якщо кількість рівнянь за другим законом Кірхгофа менша 
кількості рівнянь за першим законом. 

Суть методу полягає в тому, що замість струмів у вітках вводяться нові 
змінні – замкнені струми, які умовно проходять вітками незалежних кон-
турів. Ці струми називаються контурними, і їхня кількість менша за 
кількість струмів віток. 

Зручність цього методу полягає ще і в тому, що його система рівнянь 
має уніфікований вигляд за будь-якої схеми кола. 



Загалом система рівнянь для n контурів має вигляд: 
 

   

.EJZ...JZJZJZ
......................................................................

,EJZ...JZJZJZ
,EJZ...JZJZJZ

nnnnnnnn

nn

nn

=++++

=++++
=++++

332211

222323222121

111313212111

                  (4.5) 

 
Коефіцієнт kkZ  є сумою комплексних опорів усіх віток k-го контуру й 

називається власним опором контуру (own resistance of a contour) k. 
Коефіцієнт jkZ  називається спільним опором контурів (joint resistance  

of contours) j та k і дорівнює сумі опорів віток, які входять одночасно в кон-
тури  j та k. Спільний опір є додатним у тому разі, якщо контурні струми в 
ньому спрямовані однаково, а якщо навпаки – загальний опір від’ємний.  
Зазначимо, що kjjk ZZ = . 

Коефіцієнт kkE  називають контурною е.р.с. (contours electromotive 
power), яка дорівнює алгебраїчній сумі е.р.с. віток, що входять у контур k. 

Якщо в колі є вітки, у яких наявні ідеальні джерела струму, то контури 
зручно вибирати таким чином, щоб ця вітка входила лише в один контур.  
У такому разі контурний струм цього контуру уже відомий – він дорівнює 
струмові джерела струму, і число невідомих контурних струмів зменшу-
ється. 

 
4.3 Метод вузлових потенціалів 
 
Метод вузлових потенціалів (method of knots potentials) доцільно засто-

совувати, якщо кількість рівнянь за першим законом Кірхгофа менша кіль-
кості рівнянь за другим законом. 

Крім того, кола, у яких кількість вузлів та віток досягає сотень чи на-
віть тисяч, узагалі неможливо розрахувати за допомогою стандартних  
математичних пакетів програм. У таких випадках розробляють спеціальні 
комп’ютерні програми, і саме метод вузлових потенціалів найкраще за  
інші алгоритмізується та забезпечує ефективну програмну реалізацію. 

Суть методу полягає в тому, що спочатку визначаються комплексні  
потенціали всіх вузлів кола, окрім одного, що називається базовим і потен-
ціал якого приймають рівним нулю. 

За цим методом система рівнянь теж має уніфікований вигляд за будь-
якої схеми кола. 

Загалом для кола, що містить 1+m  вузол, можна записати систему 
рівнянь для потенціалів вузлів незалежно від вигляду її схеми і параметрів 
віток у вигляді m  рівнянь: 
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.               (4.6) 

 
Коефіцієнти, що розташовані на головній діагоналі матриці і познача-

ються літерою Y з двома однойменними індексами ( 11Y , 22Y , 33Y  тощо), 
називають власними провідностями (own conductivity) відповідних вузлів. 
Вони завжди додатні. Для довільного вузла k власна провідність kkY  до-
рівнює сумі провідностей усіх віток, що сходяться у вузлі k. 

Решта коефіцієнтів лівої частини системи рівнянь (які завжди від’ємні) 
позначають літерою Y з різнойменними індексами jkY  і називають спіль-
ними провідностями (joint conductivity of knots) між вузлами  j та k. jkY  до-
рівнює сумі провідностей всіх віток, що безпосередньо з’єднують вузли  j 
та k. З означення поняття «спільна провідність» зрозуміло, що kjjk YY = . 

Праві частини рівнянь системи (4.6) мають розмірність струмів і нази-
ваються вузловими струмами (knots currents) kkI . Вони дорівнюють: алгеб-
раїчній сумі струмів джерел струму у вітках, які приєднані до вузла k,  
або алгебраїчній сумі добутків е.р.с. на провідності віток, що підходять  
до цього вузла. 

Якщо джерело енергії спрямоване до вузла, що розглядається, то скла-
дова входить у рівняння зі знаком «плюс», а навпаки – зі знаком «мінус». 

 
4.4 Метод законів Кірхгофа  
 
Переважно, більшість задач аналізу електричних кіл має можливість 

вибрати один з методів, які значно зменшують ранг системи рівнянь. 
Водночас, існують кола, для яких розрахунок можливий лише за допо-

могою безпосереднього використання законів Кірхгофа. Це кола із залеж-
ними (керованими) джерелами живлення. 

Розглянемо приклад розрахунку режиму такого кола.  
Для схеми (рис. 4.4) знайти всі струми і скласти баланс потужностей. 
Параметри схеми: ( )201001 −= tsine ω  В; ( )301502 += tsine ω  В;  61 =R  Ом, 

102 =R  Ом; 83 =R  Ом; 91 =X  Ом; 62 =X  Ом; 43 =X  Ом; 124 =X  Ом, 
801 .k = ; 502 .k = . 

Проведемо розрахунок струмів за допомогою системи рівнянь Кірхгофа. 
Приймемо напрямок обходу контурів – за годинниковою стрілкою.  
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Рисунок 4.4 

 
Оскільки в колі діють чотири невідомі струми, система має складатися з 

чотирьох рівнянь, два з яких – за першим законом (коло містить три вузли), 
і два – за другим. 

Запишемо вирази для повних комплексних опорів віток, вважаючи, що 
номер вітки збігається з номером струму: 

 

111 jXRZ  ,  22 RZ  ,   
 

 4333 XXjRZ  ,  24 jXZ  . 
 

Запишемо систему рівнянь у комплексній формі: 
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Ураховуючи те, що 2213 ZIkE  , а 32 IkI  , система рівнянь матиме 

вигляд: 
 

 

  233122

21442211
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321
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0
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                  (4.7) 
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Усі розрахунки виконаємо в середовищі MathCAD. 
Введемо вхідні дані. 
 

 
 

Базуючись на системі (4.7), введемо в MathCAD матрицю коефіцієнтів 
при невідомих струмах та вектор правих частин, після чого знайдемо ком-
плексні значення струмів. 

 

 
 

Перевіримо баланс потужностей. 
Для визначення потужності джерел енергії знайдемо спочатку комп-

лексні значення е.р.с. 3E , напруги джерела струму iU  і струму I  за 
формулами: 

 

2213 ZIkE  ,   44 ZIU i  ,   32 IkI  . 
 

Потужність джерел енергії: 
 

*

i

***

дж IUIEIEIES  332211 . 
 

Зауважимо, що потужність джерела струму приймається від’ємною, 
тому що струм і напруга в джерелі струму спрямовані протилежно. 



Потужність споживачів:  
 

4
2
43

2
32

2
21

2
1 ZIZIZIZIS сп +++= . 

 

Реалізуємо ці вирази в MathCAD. 
 

 
 
Баланс потужностей збігається. 
 

Контрольні запитання  
1. Збільшується чи зменшується при зростанні частоти повний опір  

послідовного з’єднання резистора та індуктивності? 
2. Збільшується чи зменшується при зростанні частоти повний опір  

послідовного з’єднання резистора та ємності? 
3. Повний опір паралельного з’єднання двох резисторів: більший чи 

менший за кожен з опорів? 
4. У яких випадках доцільніше використовувати метод контурних 

струмів, а в яких – метод вузлових потенціалів? 
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ЛЕКЦІЯ № 5 
РЕЗОНАНСНІ ЯВИЩА В ЕЛЕКТРИЧНИХ КОЛАХ 

 
 

5.1 Резонанс у послідовному контурі. Резонанс напруг 
 
В електричному колі на різних його ділянках реактивні опори можуть 

бути додатними та від’ємними і в окремих випадках можуть взаємно ком-
пенсуватися. За повної компенсації реактивних опорів в колі його вхідний 
опір має активний характер, вхідна напруга та струм будуть збігатися за 
фазою, а електричне коло не буде ні споживати, ні генерувати реактивну 
потужність. 

Режим роботи електричного кола, якщо за наявності реактивних 
опорів у ньому його вхідний опір є активним, називається резонансним. 

Умовою резонансного режиму є рівність нулю вхідного реактивного 
опору або реактивної провідності, тобто 

 
0=вхx ,  0=вхb .                                          (5.1) 

 
Частоти, за яких у колі існує резонанс, називають резонансними. 
Розглянемо контур (рис. 5.1), що складається з послідовно з’єднаних 

елементів CLr ,,  і запишемо комплексний вхідний опір кола: 
 







 −+=

С
LjrZ вх ω

ω 1 . 

 

 
 

Рисунок 5.1 
 
Відповідно до умови (5.1) резонанс у цьому контурі можливий, якщо 

ємнісний опір дорівнює індуктивному опору, тобто  
 

                                       01
=−=

С
Lxвх ω

ω ,                                         (5.2) 
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З (5.2) видно, що резонансного режиму можна досягнути, змінюючи 
або величину ємності, або індуктивність чи частоту. За постійних парамет-
рів L  та C  резонансна частота: 

 

  .
LC
1

0 =ω                                                 (5.3) 
 

Діюче значення струму в контурі: 
 

                                 .

С
Lr

UI
2

2 1






 −+

=

ω
ω

                                   (5.4) 

 
Якщо амплітуда прикладеної напруги постійна, то струм у колі в  

момент резонансу набуває максимальне значення: 
  

      
r

UI =0                                                  (5.5) 
 

і, як вже зазначалось, збігається за фазою з прикладеною напругою. 
Напруги на реактивних елементах при 0ωω =  рівні між собою: 
 

r
LULIU L

0
000

ωω == ,   .
Cr

U
С

IU C
00

00
11

ωω
==  

 

Якщо r
C

L >>=
0

0
1

ω
ω , то напруги на реактивних елементах значно  

перевищують вхідну напругу, тому резонанс у послідовному контурі нази-
вають резонансом напруг (resonance of voltage). 

Величину реактивного опору в момент резонансу 
 

                                ρ
ω

ω ===
C
L

C
L

0
0

1                                      (5.6) 

 
називають характеристичним опором (characteristic resistance) контуру. 

Важливий параметр резонансного контуру – його добротність Q , яка 
є відношенням одного з реактивних опорів при резонансі до активного 
опору контуру: 

 

               
U

U
U

U
rCrr

LQ CL 00

0

0 1
=====

ρ
ω

ω .                         (5.7) 

 
Добротність показує, у скільки разів напруга на кожному з реактивних 

елементів у резонансному режимі перевищує прикладену вхідну напругу. 
Добротність контурів, які використовують у радіотехниці, зазвичай, стано-
вить 50–300. 
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Величина 
Q
1

=α  називається згасанням контуру. 

 
5.2 Резонанс у паралельному контурі. Резонанс струмів 
 
Нехай у паралельному ідеальному контурі (рис. 5.2) до паралельно 

з’єднаних елементів CLg ,,  приєднане ідеальне джерело струму. 
 

 
 

Рисунок 5.2 
 

Комплексна вхідна провідність кола 





 −−= C

L
jgY вх ω
ω
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Якщо контур живиться від джерела напруги, то в режимі резонансу 
вхідний струм набуває мінімальне значення UgI =0 , а струми у вітках з 
реактивними елементами можуть у багато разів перевищувати вхідний 
струм, тому такий резонанс називається резонансом струмів (resonance of 
current). 

Добротність у цьому випадку визначається як відношення струму в 
будь-якому реактивному елементі в резонансному режимі до струму: 
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Величина 
L
C  має розмірність провідності і називається характерис-

тичною провідністю (characteristic conductivity) γ , тому  
g

Q γ
= .  
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g I IL 

I 
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Розглянемо загальний випадок, коли в колі є дві паралельні вітки, які 
містять індуктивність і ємність із втратами (рис. 5.3). 

 

 
Рисунок 5.3 

 
Умова резонансу: реактивна складова вхідного опору або вхідна провід-

ність дорівнює нулю. Тобто, 021 =+ bb . 
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де 
C

x,Lx
ω

ω 1
21 −== .  

Тоді умову резонансу можна записати так: 
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Після нескладних перетворень визначаємо резонансну частоту: 
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Ураховуючи, що 2ρ=
C
L , запишемо: 

 

                                    22
2

22
11

ρ
ρω

−

−
=

r
r

LCр .                                     (5.9) 

 
Залежно від співвідношення між 1r , 2r  та ρ  можуть бути різні випадки. 

Так, при ρρ <> 21 r,r  або при ρρ >< 21 r,r  резонансу не буде за будь-
якої частоти. При ρρ <<<< 21 r,r  резонансна частота така сама, як і для 

ідеального контуру 
LC
1

0 =ω . 

Отже, при ρ== 21 rr  значення резонансної частоти буде невизначе-
ним, тобто резонанс існує на будь-якій частоті (байдужий резонанс).  

 
Контрольні запитання  

1. Чому резонанс у послідовному контурі називають резонансом напруг, 
а в паралельному – резонансом струмів? 

2. Чи завжди при резонансі напруг напруги на реактивних елементах 
більші від прикладених? Якщо ні, то чому? 

3. Яку мінімальну кількість реактивних елементів повинна мати послі-
довна ділянка кола, щоб у ній був можливий резонанс напруг? 

4. Як у радіотехніці використовують явище резонансу? 
5. Що таке «байдужий резонанс»? 
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ЛЕКЦІЯ № 6 
ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА ПЕРІОДИЧНОГО 

НЕСИНУСОЇДНОГО СТРУМУ 
 
 

6.1 Зображення періодичних несинусоїдних функцій рядами Фур’є  
 
Наявність в електричних колах джерел енергії, напруга яких хоча й  

періодична, але відрізняється від гармонічної (рис. 6.1), не дозволяє для 
розрахунку таких кіл використовувати безпосередньо символічний метод. 
Тому, звичайно, періодичну несинусоїдну функцію зображають у вигляді 
ряду Фур’є. 

Така несинусоїдна періодична напруга ( )tu , що задовольняє умови  
Діріхле, тобто якщо функція має за період скінченну кількість розривів 
першого роду і скінченну кількість максимумів та мінімумів, може бути 
зображена гармонічним рядом: 
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де коефіцієнти ряду Фур’є визначаються виразами: 
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Рисунок 6.1 
 

Запишемо ряд Фур’є для напруги, зобразивши вираз у дужках (6.1) у 
вигляді однієї синусоїди: 
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Члени ряду (6.3) називають гармонічними складовими або гармоніками 
(harmonic). Перша складова 0U  – нульова гармоніка або стала складова. 
Складова ( )11 βω +tsinU m  – основна або перша гармоніка. Усі інші складо-
ві – вищі гармоніки. Кожна гармоніка може мати амплітуду ( )mkU  і почат-
кову фазу ( )кβ , які відрізняються від інших, але головною відмінністю  
гармонік є частота, тобто кожна гармоніка має свою частоту. Можна  
зобразити на графіку значення амплітуд і початкових фаз гармонік залеж-
но від номера гармоніки (рис. 6.2). 

Закон розподілу амплітуд гармонічних складових за частотою назива-
ється спектром амплітуд або амплітудно-частотним спектром (peak-
frequency spectrum). Закон розподілу початкових фаз називають спектром 
фаз або фазочастотним спектром (fazofrequency a spectrum). 

Спектр, що складається з ряду окремих ліній, називають дискретним  
або лінійним. Амплітудно-частотний (рис. 6.2, а) і фазочастотний (рис. 6.2, б) 
спектри цілком визначають періодичну функцію. 

 

 
                                   а)                                                     б) 

 

Рисунок 6.2 
 
6.2 Діючі значення несинусоїдних струмів і напруг 
 
У лекції № 2 було введено поняття діючого значення періодичного 

струму і його вираз (2.5): .dti
T

I
T

∫=
0

21  

Визначимо діюче значення несинусоїдного струму: 
 

( ) ( ) ....tsinItsinIIi mm +++++= 22110 2 αωαω  
 

Отриманий ряд необхідно піднести до квадрата і підставити у вираз 
для діючого значення. Після необхідних перетворень матимемо: 

Umk βk 

k k 
2 0 1 2 3 4 5 6 0 1 3 4 5 6 
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Таким чином, діюче значення несинусоїдного струму дорівнює кореню 
квадратному із суми квадратів діючих значень окремих гармонік.  

Аналогічно діюче значення несинусоїдної напруги: 
 

...UUUUU  2
3

2
2

2
1

2
0 .                             (6.5) 

 

Зазначимо, що діючі значення несинусоїдних струмів та напруг зале-
жать лише від амплітуд гармонік та не залежать від їх початкових фаз. 

 
6.3 Розрахунок електричних кіл при несинусоїдних напругах 
 
Якщо прикладена напруга описується періодичною несинусоїдною  

функцією, то ця функція може бути зображена рядом Фур’є: 
 

    ...tsinUtsinUUu mm  22110 2  .              (6.6) 
 

Вхідну напругу можна розглядати такою, що забезпечується окремими 
джерелами гармонічних напруг різних частот. 

Згідно з теоремою накладання, можна стверджувати, що струми у віт-
ках лінійного електричного кола можна визначати як алгебраїчну суму 
струмів від дії кожного джерела окремо. Таким чином, розрахунок елект-
ричного кола виконується для кожної гармоніки окремо. Оскільки в цьому 
випадку напруги джерел синусоїдні, то може використовуватися символіч-
ний метод, а через те, що частоти гармонік різні, то й опори віток кола для 
різних гармонік також відрізняються. 

Розглянемо методику розрахунку на прикладі електричного кола, зоб-
раженого на рис. 6.3.  

 

 
 

Рисунок 6.3 
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Нехай до цього кола прикладена напруга (6.6). Для першої гармоніки 
запишемо: 
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Для k-ї гармоніки змінюються опори індуктивності і ємності: 
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Очевидно, що для сталої складової ( 0k ) з виразів (6.7) випливає: 
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Миттєве значення струму знаходиться як сума миттєвих значень 

струмів різних гармонік.  
Якщо коло складне, то для кожної гармоніки можна використовувати 

всі відомі методи розрахунку в комплексній формі. 
 
6.4 Потужності в колах несинуcоїдного струму 
 
У колах несинуcоїдного струму активна потужність дорівнює сумі 

активних потужностей окремих гармонік, а реактивна потужність –  
алгебраїчній сумі реактивних потужностей окремих гармонік, тобто 

 
          ...cosIUcosIUcosIUIUP  33322211100  ,              (6.8) 

 
       ...sinIUsinIUsinIUQ  333222111  .               (6.9) 

 
Повна потужність визначається так: 
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На відміну від кіл синусоїдного струму, у колах з несинусоїдними 

струмами та напругами не виконується рівність 22 QPS  . Щоб 

пов’язати певним співвідношенням ці потужності між собою, вводять  
поняття потужності спотворення Т (power of distortion), яка характеризує 
ступінь відмінності у формах кривих напруги та струму, і тоді 

 

      222 ТQPS  .              (6.11) 

 
Зазначимо, що баланс активних та реактивних потужностей 

виконується і для цього класу кіл. 
Відношення активної потужності до повної називають коефіцієнтом 

потужності: 
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Для кіл синусоїдного струму  
 


cos

UI

cosUI
kn  , 

 
тобто, коефіцієнт потужності в цьому випадку дорівнює косинусу кута 

зсуву фаз φ напруги та струму. 
 
6.5 Коефіцієнти, які характеризують відмінність кривої від  

синусоїди 
 
Для оцінювання ступеня відмінності негармонічної кривої від синусоїд-

ної вводять низку різних коефіцієнтів. 
Коефіцієнт амплітуди (amplitude factor) визначається як відношення 

максимального значення функції до її діючого значення, тобто 
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Коефіцієнтом спотворення (factor of distortions) називається відношен-

ня діючого значення першої гармоніки до діючого значення всієї функції: 
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Коефіцієнт нелінійних спотворень (factor of nonlinear distortions) –  
відношення діючого значення вищих гармонік до діючого значення першої 
гармоніки: 
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                                 (6.14) 

 

Зазвичай ці коефіцієнти вводять для кривих, які не мають сталих скла-
дових. Тому в них немає складової 0I . 

Визначимо можливі границі зміни цих коефіцієнтів. Мінімальне зна-
чення 1aK  при mII  . У всіх інших випадках 1aK . Для синусоїди  

.,
I

I
Ka 411

2
  

Максимальне значення коефіцієнт спотворення набуває при сину-
соїдній формі кривої, коли відсутні вищі гармоніки. У цьому випадку 

.
I

I
Kc 1

1

1   В інших випадках 1cK , і що меншим є cK , то сильніше  

крива відрізняється від синусоїди. 
Мінімальне значення коефіцієнта нелінійних спотворень можливе  

також при синусоїдній формі кривої, якщо відсутні вищі гармоніки: 
.K .с.н 0  

 
Контрольні запитання  

1. Якими параметрами відрізняються одна від одної гармонічні 
складові?  

2. Як залежить діюче значення струму від початкових фаз гармонічних 
складових?  

3. Визначити діюче значення напруги:  
 

tsintsinu  3408030   В. 
 

4. У яких випадках вхідний опір кола залишається однаковим для всіх 
гармонік? 

5. Що називають потужністю спотворення? 
 
 



ЛЕКЦІЯ № 7  
ЧОТИРИПОЛЮСНИКИ ТА ЇХ ОСНОВНІ ВЛАСТИВОСТІ 

 
 

7.1 Основні рівняння чотириполюсника 
 
Електричне коло (рис. 7.1), яке містить дві пари затискачів (виводів,  

полюсів), за допомогою яких воно може бути приєднане до інших кіл, нази-
вається чотириполюсником (twoport network). Ліві затискачі називаються 
вхідними (первинними), праві – вихідними (вторинними). 

 

 
 

  Рисунок 7.1 
 
Цей клас кіл, зазвичай, розглядають у тому разі, якщо необхідно знати 

лише струми й напруги на вході та виході чотириполюсника. Теорія чотири-
полюсників дозволяє знаходити зв’язок між цими величинами, не виконую-
чи розрахунки струмів та напруг усередині самого чотириполюсника, схема 
якого може бути як завгодно складною і навіть невідомою. 

Залежно від внутрішніх параметрів та схем чотириполюсників їх мож-
на класифікувати за різними ознаками. 

Якщо чотириполюсник містить усередині джерела енергії, його нази-
вають активним, а за відсутності всередині джерел енергії – пасивним.  
За наявності всередині чотириполюсника тільки лінійних елементів його 
називають лінійним, а якщо в ньому міститься хоча б один нелінійний  
елемент – нелінійним.  

Розрізняють симетричні та несиметричні чотириполюсники. Чотири-
полюсник називається симетричним, якщо при взаємній заміні вхідних за-
тискачів на вихідні не змінюються струми та напруги в колах, з якими він 
з’єднаний. Чотириполюсники, що не задовольняють цю умову, є несимет-
ричними. 

Надалі розглядаються лише пасивні лінійні чотириполюсники.  
Знайдемо співвідношення, які пов’язують між собою вхідні та вихідні 

параметри чотириполюсники, – залежність вигляду: 
 

( ) ( )2211 I,UfI,U = . 

U1 U2 

I2 I1 

51 



У матричній формі її можна записати як 
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,                              (7.1) 

 

а у звичайному вигляді: 
 

        
2222211

2122111

IAUAI
IAUAU

+=
+=

.
                                 (7.2) 

 
Отримані рівняння називаються основними рівняннями чотириполюс-

ника, а їх коефіцієнти називаються A-параметрами. 
Загалом A-параметри є комплексними величинами та мають різні роз-

мірності: 11A  та 22A  – безрозмірні; 12A  має розмірність опору, а 21A  – ро-
змірність провідності. 

Важлива властивість A-параметрів: визначник матриці [ ]A  завжди 
дорівнює одиниці. 

 
         121122211 =− AAAA .                                 (7.3) 

 
З виразу (7.3) видно, що лише три A-параметри з чотирьох є незалеж-

ними.  
Для симетричного чотириполюсника повинна виконуватись рівність 
 

         2211 AA = .                                        (7.4) 
 
7.2 Визначення параметрів чотириполюсників 
 
Як уже зазначалося, внутрішня схема чотириполюсника може бути не-

відомою, тому часто коефіцієнти чотириполюсника визначаються дослід-
ним шляхом. Оскільки чотириполюсник має три незалежних параметри, то 
необхідно виконати досліди із знаходження вхідних комплексних опорів 
чотириполюсника при трьох різних, бажано стандартних, режимах. Такими 
дослідами, зазвичай, є досліди короткого замикання та холостого ходу. 

Режим прямого короткого замикання 
У цьому режимі вихідні затискачі замкнені накоротко, напруга 02 =U  

і рівняння (7.2) мають вигляд: .IAI,IAU кккк 22212121 ==  

Із цих рівнянь випливає, що ,
I
IA,

I
UA

к

к

к

к

2

1
22

2

1
12 ==  а вхідний опір  

чотириполюсника зі сторони первинних затискачів: 
 

       
22

12

1

1
1 A

A
I

UZ
к

к
к == .                                          (7.5) 
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Режим прямого холостого ходу 
Вихідні затискачі в цьому випадку розімкнені, струм 02 =I  та основні 

рівняння: .UAI,UAU хххх 22112111 ==  

З цих рівнянь випливає, що ,
U
IA,

U
UA

х

х

х

х

2

1
21

2

1
11 ==  а вхідний опір  

чотириполюсника зі сторони первинних затискачів: 
 

          
21

11

1

1
1 A

A
I

UZ
х

х
х == .                                         (7.6) 

 
Режим зворотного короткого замикання 
У цьому режимі чотириполюсник живиться зі сторони вторинних 

затискачів при короткому замиканні первинних. Через зміну напрямку  
передавання енергії міняються місцями коефіцієнти 11A  та 22A , тому 
вхідний опір зі сторони вторинних затискачів знайдемо з (7.5), замінюючи 

22A  на 11A : 
 

  
11

12
2 A

AZ к = .                                              (7.7) 

 
З виразів (7.3), (7.5), (7.6), (7.7) випливає: 
 

    ( )кхк

кх
ZZZ

ZZA
112

11
11 −
= , кZAA 21112 = , 

хZ
AA

1

11
21 = ,  

к

к
Z
ZAA

1

2
1122 = .     (7.8) 

 
7.3 Найпростіші чотириполюсники  
 
Знайдемо A-параметри найпростіших чотириполюсників, що склада-

ються лише з одного елемента (рис. 7.2). 
 

 
 
                   а)             б) 
 

Рисунок 7.2 

I1 I2 

U2 U1 
Z 

I1 I2 

U2 U1 Z 
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Знання A-параметрів таких чотириполюсників дозволить отримувати 
параметри чотириполюсників багатьох типових структур. Зазначимо, що 
обидва чотириполюсники симетричні, тому вони характеризуються двома 
незалежними параметрами. 

Знайдемо A-параметри першого чотириполюсника (рис. 7.2, а) за  
допомогою дослідів короткого замикання та холостого ходу. Із схеми вид-
но, що ZZ к =1 , ∞=хZ1 . 

Підставивши ці значення в (7.5) і позбувшись невизначеності, отри-

маємо: 111 =A , ZA =12 , 021 =A , 122 =A , тобто [ ] 







=

10
1 Z

А . 

Для чотириполюсника (рис. 7.2, б) 01 =кZ , ZZ х =1 . Звідси 111 =A , 

012 =A , 
Z

A 1
21 = , 122 =A  і матриця A-параметрів [ ]














= 11

01

Z
А . 

Зазначимо тепер A-параметри більш складного чотириполюсника 
(рис. 7.3). 

 

 
 

Рисунок 7.3 
 

Цей чотириполюсник вже не є симетричним, тому для нього визначимо 

три параметри: 
21

21
1 ZZ

ZZZ к +
= , 22 ZZ к = , 11 ZZ х = . 
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а матриця A-параметрів:  
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7.4 Характеристичні параметри чотириполюсників 
 
Чотириполюсники як складові частини складного електричного кола 

часто застосовують у пристроях передавання інформації. У такому разі  
важливо знати, яким чином чотириполюсник впливає на проходження  
сигналу, тобто як змінюється його амплітуда та фаза. Для цього  
A -параметри чотириполюсника малоінформативні, і тому вводять інші па-
раметри – характеристичні. 

Визначимо їх лише для симетричних чотириполюсників. Незалежних  
A-параметрів у симетричного чотириполюсника є два, тому і характеристич-
них параметрів теж два. Одним з них є характеристичний опір cZ . Це та-
кий опір, під час приєднання якого до вихідних затискачів чотириполюсника 
(як навантаження) його вхідний опір також дорівнює cZ  (рис. 7.4). 

 

 
 

Рисунок 7.4 
 

Характеристичний опір визначається як 
 

хкc ZZ
A
AZ 11

21

12 == .                                     (7.9) 

 
Якщо чотириполюсник навантажений характеристичним опором, його 

режим роботи називають узгодженим. 
Іншим характеристичним параметром є стала передачі (transfer 

constant), що знаходиться як 
 

( )211211 AAAlng += .                                   (7.10) 
 

Це комплексне число, яке в алгебраїчній формі можна записати у  
вигляді jbag += , де величина а показує, як змінюється величина напруги 
чи струму під час проходження через чотириполюсник, і називається  
коефіцієнтом згасання (attenuation factor); b характеризує зміну фази  
напруги або струму і називається фазовим коефіцієнтом (phase factor). 

Основні рівняння чотириполюсника можна також виразити через харак-
теристичні параметри:  

 

gchIgsh
Z
UI

gshIZgchUU
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221

+=

+=

.
                                 (7.11) 

Zвх = Zс 

Zн = Zс 
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7.5 Каскадне з’єднання чотириполюсників 
 
Переважну більшість сучасних електронних пристроїв можна розгля-

дати як каскадне з’єднання різноманітних багатополюсників. 
Каскадним називається таке з’єднання, якщо вихідні затискачі одного 

чотириполюсника з’єднані з вхідними затискачами іншого чотириполюс-
ника (рис. 7.5). 

 

 
 

Рисунок 7.5 
 

Для каскадного з’єднання діє така теорема: матриця A-параметрів  
еквівалентного чотириполюсника дорівнює добутку матриць A-пара-
метрів окремих чотириполюсників, тобто 

 
[ ] [ ] [ ]AAA ′′⋅′= .                                         (7.12) 

 
Розглянемо приклад. 
Визначити матрицю A-параметрів чотириполюсника, зображеного  

на рис. 7.3, за відомими матрицями A-параметрів чотириполюсників  
(див. рис. 7.2), використовуючи вираз (7.16). 

Розв’язання. 
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Розглянемо тепер, як визначаються характеристичні параметри еквіва-
лентного чотириполюсника за відомими аналогічними параметрами окре-
мих чотириполюсників. Нехай кожен з окремих чотириполюсників має  
однаковий характеристичний опір cZ  і різні сталі передавання 1g , 2g . 

Тоді  
 

ccekv ZZ = ,   21 gggekv += .                               (7.13) 

U2' U1' U1'' U2'' 

[A] 

[A'] [A''] U2 U1 

I1' I1 I2' I1'' I2'' I2 
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7.6 Передатні характеристики чотириполюсників 
 
Одними з найважливіших характеристик чотириполюсника є його пере-

датні характеристики (transfer characteristics), тобто комплексні функції 
залежності співвідношення вихідних та вхідних параметрів від частоти. 
Таких характеристик може бути чотири види: 
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2

1

2

==

==
                   (7.14) 

 
Модуль передатної характеристики чотириполюсника називають його 

амплітудно-частотною характеристикою (peak-frequency characteristic), 
а її аргумент – фазочастотною характеристикою (fazofrequency 

characteristic). 
Розглянемо приклад визначення передатних характеристик чотирипо-

люсника, зображеного на рис. 7.6. 
 

 
 

Рисунок 7.6 
 

Очевидно, що  
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Отже,  

( ) ( )
( ) 1

1

2 ==
ω
ωω

jI
jIjH ii . 

 
З наведених вище виразів видно, що залежно від схеми кола передатні 

характеристики мають різну форму запису. Водночас, для розв’язання  
багатьох задач є доцільним подавати їх в уніфікованій формі. 

Для кіл з одним реактивним елементом ця форма досить проста: 
 

    ( )
0

01
aj
bbjjH uu +

+
=

ω
ωω .                                    (7.15) 

 
Якщо передатна характеристика задана у формі (7.15), то амплітудно-

частотна та фазочастотна характеристики визначаються за формулами: 
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Контрольні запитання  

1. Яку розмірність мають A-параметри чотириполюсника?  
2. Як можна визначити A-параметри чотириполюсника? 
3. Чим відрізняється симетричний чотириполюсник від несиметричного? 
4. Що називають амплітудно-частотною характеристикою чотирипо-

люсника? 
5. Що називають фазочастотною характеристикою чотириполюсника? 
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ЛЕКЦІЯ № 8 
КЛАСИЧНИЙ МЕТОД АНАЛІЗУ ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ 

 
 

8.1 Причини виникнення перехідних процесів. Закони комутації 
 
Електричне коло, до складу якого входять ємності й індуктивності,  

в усталеному режимі містить деяку енергію, що накопичена в електрик-
ному та магнітному полях. Величина цієї енергії в будь-який момент часу 
визначається за допомогою виразів: 

• в електричному полі ємності: 
2

2Cu
eW = ; 

• у магнітному полі індуктивності: 
2

2Li
мW = . 

При зміні усталеного режиму, який відбувається під впливом будь-
яких перемикань, що призводять до зміни параметрів кола або зовнішніх 
дій, змінюється кількість енергії в полях. Оскільки енергія не може зміни-
тися за одну мить, то і зміна одного усталеного режиму іншим проходить 
також протягом деякого часу. Процес переходу від одного усталеного ста-
ну кола до іншого називається перехідним процесом (transitive process).  
Таким чином, основною причиною виникнення перехідного процесу є змі-
на енергетичного стану кола. 

Введемо деякі поняття, що характеризують перехідні процеси. Будь-
яку зміну параметрів кола або зовнішніх дій, звичайно, називають комута-
цією (switching), під час розрахунків вважають, що будь-яка комутація від-
бувається миттєво. 

Установлено два закони комутації (laws of switching). 
Оскільки енергія магнітного поля в індуктивності не може змінитися 

миттєво, то при постійному значенні L не може змінитися миттєво і струм  
через індуктивність. 

Перший закон комутації. Струм через індуктивність у перший мо-
мент часу після комутації дорівнює струмові через індуктивність в 
останній момент часу перед комутацією. 

Якщо перший момент часу після комутації будемо позначати += 0t , а 
час безпосередньо перед комутацією через −= 0t , то перший закон комута-
ції запишеться так: 

 
                                         ( ) ( )−=+ 00 LL ii .                                           (8.1) 

 
Другий закон комутації. Напруга на ємності в перший момент часу 

після комутації дорівнює напрузі на ємності в останній момент часу пе-
ред комутацією: 

 

                                         ( ) ( )−=+ 00 CC uu .                                          (8.2) 
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Практична тривалість перехідних процесів залежить від параметрів  
кола і в багатьох випадках становить частки секунди. Проте під час перехід-
них процесів на окремих елементах кола можуть виникати великі напруги 
або протікати великі струми. 

 
8.2 Вмикання кола rL на постійну напругу 
 
Розглянемо методику розрахунку перехідного процесу на простому 

прикладі (рис. 8.1). 
 

 
 

Рисунок 8.1 
 

При замиканні ключа в колі виникає перехідний процес, оскільки коло 
переходить із одного усталеного режиму в інший. Під час перехідного про-
цесу струми і напруги в колі змінюються залежно від часу, тому складаючи 
рівняння, яке описує процес у колі, використаємо другий закон Кірхгофа: 

 

   Uri
dt
diL =+ .                                            (8.3) 

 
Отримаємо неоднорідне диференціальне рівняння першого порядку з 

постійними коефіцієнтами. Його розв’язок складається з двох складових – 
загального і часткового розв’язків. Загальний розв’язок отримаємо із 
розв’язання однорідного диференціального рівняння, коли права частина 
дорівнює нулю. В електротехніці цю складову прийнято називати вільною 
складовою вi  (free component), оскільки вона не залежить від зовнішнього 
впливу. Частковий розв’язок, який називається примусовою складовою прi  
(forced component), залежить від вигляду правої частини. 

Таким чином, 
          впр iii += .                                              (8.4) 
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Для визначення вi  рівняння (8.3) має вигляд: 
 

    0=+ в
в ri

dt
diL .                                          (8.5) 

 
Його розв’язок 

   pt
в Aei = ,                                              (8.6) 

 
де р –  корінь характеристичного рівняння,  
A – стала інтегрування. 
Характеристичне рівняння можна отримати, якщо в однорідному рів-

нянні (8.5) замінити змінну на одиницю і першу похідну на р, тобто 

0=+ rLp , звідки 
L
rp −= .  

Зазначимо, що корінь характеристичного рівняння може бути лише 
від’ємним. 

Оскільки права частина рівняння (8.3) є сталою величиною, то приму-

сова складова теж стала, тому Іinp = . Тоді UrI
dt
dIL =+  або ,UrI =  тому 

що в новому усталеному режимі 0=
dt
dI

. 

Звідси 

         
r

UIinp == .                                             (8.7) 
 

Очевидно, що примусова складова є струмом в новому усталеному ре-
жимі. Тому, зазвичай, числові значення цієї складової і визначаються з ро-
зрахунку нового усталеного режиму.  

Повний розв’язок рівняння (1.5) має вигляд: 
 

t
L
r

Ae
r

Ui
−

+= .                                         (8.8) 
 

Для визначення сталої інтегрування використаємо початкові умови. 
Знайдемо значення струму в момент часу += 0t , використавши перший  
закон комутації. Оскільки до комутації струму в колі не було ( ) 00 =−Li  
(ключ розімкнутий), то, згідно з першим законом комутації, ( ) 00 =+Li . 

Тоді ( ) 00
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=+=+=+
⋅−

A
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UAe
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Ui L
r

, звідки 
r

UA −= . 

Таким чином, 
 

    













−=−=

−− t
L
rt

L
r

e
r

Ue
r

U
r

Ui 1 .                             (8.9) 
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Графіки зміни струму через індуктивність показані на рис. 8.2. 
Примусова складова на графіку має вигляд прямої лінії, а вільна скла-

дова – експоненти. Повний розв’язок теж є експонентою, яка починається з 
нуля і асимптотично наближається до усталеного значення.  

Коефіцієнт при t у показнику експоненти має розмірність 1/с, тому 
обернена величина має розмірність часу, позначається літерою  τ  і назива-
ється сталою часу перехідного процесу (constant of time of transient). 

 

        .
r
L

p
==

1τ                                      (8.10) 

 
Стала часу залежить від параметрів кола і характеризує тривалість про-

тікання перехідного процесу. 
 

 
Рисунок 8.2 

 
Не дивлячись на те, що теоретично перехідний процес триває нескін-

ченно довго (лише при ∞→t  вільна складова наближається до нуля),  
можна вважати, що перехідний процес практично закінчується, коли вільна 
складова стає меншою 1% від усталеного значення. Тому, практична три-
валість перехідного процесу ( ) .t .проц.пер τ54 ÷=  

 
8.3 Вмикання кола rC на постійну напругу 
 
Складемо рівняння за другим законом Кірхгофа для кола з послідовно 

з’єднаними r і C при вмиканні на постійну напругу (рис. 8.3): 
 

Uuri C =+ .                                            (8.11) 
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Оскільки 
dt

duCi C= ,  отримаємо: 
 

      Uu
dt

durC C
C =+ .                                  (8.12) 

 

Повний розв’язок цього рівняння:  
 

CвCnpC uuu += . 
 

Із розрахунку нового усталеного режиму визначаємо:  
 

UuCnp = . 

 
Вільна складова розв’язку диференціального рівняння першого порядку  

 
ptAeuCв = . 

 

 
 

Рисунок 8.3 
 

Характеристичне рівняння: 
 

  01=+rCp ,                                            (8.13) 
 

звідки  

rC
p 1

−= ,  rC
p
==

1τ . 

 

Тоді повний розв’язок:  
 

rC
t

C AeUu
−

+= . 
 

Сталу інтегрування А знаходимо, використовуючи початкові умови.  
Згідно з другим законом комутації, ( ) ( )−=+ 00 CC uu , ( ) AUuC +=−0  і 

( ) UuA C −−= 0 . Якщо до комутації конденсатор не був заряджений, то 
( ) 00 =−Cu  і .UA −=  
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Остаточний повний розв’язок: 
 

        .eUcu rC
t














−=

−
1           (8.14) 

 

Визначимо закон зміни струму в ємності: 
 

         rCrCC e
r
Ue

rC
UC

dt
duCi

11
1 −−

=

















−−== .                    (8.15) 

 

Графіки зміни струму і напруги на ємності показані на рис. 8.4 та 8.5. 
Із графіків видно, що cu  – нерозривна лінія в момент комутації, а  

i  змінюється стрибком від нуля до величини: 
r

U . 
 

  
 

Рисунок 8.4 
 

 
 

Рисунок 8.5 

64 



8.4 Формування характеристичного рівняння методом вхідного 
опору 

 
У попередніх прикладах характеристичне рівняння формувалося на  

основі однорідного диференціального рівняння. У цьому рівнянні варто 
виконувати заміну змінної на одиницю, першої похідної – на р, другої по-
хідної – на р2, k-ї похідної – на рk тощо. 

Водночас, для складного кола формування диференціального рівняння 
є непростою задачею, оскільки потребує іноді досить трудомістких алгеб-
раїчних перетворень. Тому у складних колах доцільного застосовувати 
метод вхідного опору (method of entrance resistance). 

За цим методом характеристичне рівняння формується відповідно до 
такого алгоритму: 

1. Для кола визначається вхідний опір кола як функція комплексної  
частоти ( )ωjZ вх . 

2. В отриманій функції виконується заміна комплексної частоти ωj  на 
параметр р. 

3. Функцію ( )pZвх  прирівнюють до нуля і розв’язують отримане харак-
теристичне рівняння: 

 
  ( ) 0=pZвх .                                           (8.16) 

 
8.5 Незалежні і залежні початкові умови 
 
Як видно з попередніх підрозділів, стала інтегрування завжди визнача-

ється, виходячи з початкових умов. При цьому, для довільного параметра 
режиму кола Х (це може бути напруга чи струм у будь-якому елементі) 
стала інтегрування дорівнює: 

 
( ) npXXA −+= 0 .                                   (8.17) 

 
Існують два методи визначення ( )+0X . 
1. Якщо ( )+0X  – це струм в індуктивності або напруга на ємності, то 

така величина визначається, виходячи із законів комутації (8.1), (8.2).  
У цьому разі ( )+0X  називають незалежними початковими умовами 
(independent entry conditions). 

2. Якщо ( )+0X  – це будь-який інший параметр, тоді таку величину  
називають залежними початковими умовами (dependent entry conditions). 
Для визначення ( )+0X  у цьому разі необхідно скласти й розв’язати систе-
му рівнянь за законами Кірхгофа, у яку мають входити всі незалежні почат-
кові умови такого кола. 
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8.6 Вмикання кола rLC на постійну напругу 
 
Проведемо аналіз перехідного процесу в колі з двома реактивними 

елементами (рис. 8.6). 
 

 
 

Рисунок 8.6  
 

Згідно із другим законом Кірхгофа, для кола можна скласти систему 
рівнянь: 
 

.

,

dt
duCi

Eu
dt
diLir

C

C

=

=++
                                   (8.18) 

 
Після перетворень отримаємо рівняння другого порядку: 
 

Eu
dt

udLC
dt

durC C
CC =++ 2

2
.                          (8.19) 

 
Характеристичне рівняння: 
 

012 =++ LCprCp                                  (8.20) 
 

має корені 

    
LCL

r
L
rp 1

22

2

2,1 −





±−= .                        (8.21) 

 
Залежно від співвідношення складових під знаком радикала матимемо 

три види коренів: 

1. 
LCL

r 1
2

2

<





  – корені комплексно-спряжені; 

2. 
LCL

r 1
2

2

>





  – корені дійсні різні; 
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3. 
LCL

r 1
2

2

=





  – корені дійсні рівні. 

Перед тим, як розглянути всі три випадки, знайдемо для кола незалеж-
ні початкові умови та примусову складову напруги на ємності. 

Оскільки ключ до комутації було вимкнено, то очевидно, що  
 

( ) ( ) 000 =−=+ ii , ( ) ( ) 000 =−=+ CC uu . 
 

Струм у колі після комутації дорівнює нулю (конденсатор не пропус-
кає постійний струм), тому з першого рівняння системи (8.18) випливає, 
що EuCnp = . 

1. Нехай корені будуть комплексно-спряженими. 

Тоді вони матимуть вигляд: 01 ωδ jp +−= , 02 ωδ jp −−= , де 
L
r

2
=δ , 

2

0 2
1







−=

L
r

LС
ω , а перехідний процес буде періодичним (коливальним). 

Перехідна напруга на ємності може бути записана як: 
 

( ) ( )tCosAtSinAeEtu t
C 0201 ωωδ ++= − .                    (8.22) 

 
Знайдемо сталі інтегрування А1, А2. 
Підставляючи 0=t  і ( ) 00 =Cu  у (8.22), маємо ( )1010 21 ⋅+⋅+= AAE , 

звідки EA −=2 . 
Для визначення А1 виразимо струм у колі через сталі інтегрування: 
  

( ) ( ) ( )[ ]
=

++
==

−

dt
tCosAtSinAeEdC

dt
tduCti

t
C 0201 ωωδ

 

( )( ) ( )[ ]tCosAtSinAtCosAtSinACe t
010200201 ωωωωωδδ +−++−= − . 

 
Підставивши 0=t  і ( ) 00 =i , отримаємо: 
 

( )( ) ( )[ ]101010 12021 ⋅+⋅−+⋅+⋅−⋅= AAAAC ωδ , або 1020 AA ωδ +−= . 
 

Враховуючи, що EA −=2 , отримаємо: 
 

EA
0

1 ω
δ

−= . 

 
Отже,  

( ) 







+−= − tECostESineEtu t

C 00
0

ωω
ω
δδ .                  (8.23) 
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2. Нехай корені будуть дійсними різними. 
Тоді, перехідна напруга на ємності може бути записана як: 
 

          ( ) tptp
C eAeAEtu 21

21 ++= .                               (8.24) 
 

Перехідний процес буде аперіодичним (неколивальним). 
Тоді для знаходження сталих інтегрування варто скласти систему рів-

нянь. Перше з цих рівнянь отримаємо, підставивши 0=t  і ( ) 00 =Cu   у  (8.24): 
 

        210 AAE ++= .                                         (8.25) 
 

Друге рівняння знайдемо з виразу: 
 

( ) ( ) ( ) ( )tptp
tptp

C epAepAC
dt

eAeAEdC
dt

tduCti 21
21

2211
21 +=

++
== . 

 
Підставивши 0=t  і ( ) 00 =i , отримаємо: 
 

( )22110 pApAC +=   
 

або 
      22110 pApA += .                                        (8.26) 

 
Розв’язок системи рівнянь (8.25), (8.26):  
 

21

2
1 pp

EpA
−

= ,  
21

1
2 pp

EpA
−

−= . 

 
Таким чином, 

            ( ) tptp
C e

pp
Epe

pp
EpEtu 21

21

1

21

2
−

−
−

+= .                    (8.27) 

 

3. Якщо корені однакові, тобто 
LCL

r 1
2

2

=





 , то перехідний процес є 

критичним. Він перехідний між аперіодичним та коливальним процесами.  

У цьому разі 
L
rpp

221 −== , а напруга на ємності записується так: 
 

    ( ) pt
C etAAEu 21 ++= .                                (8.28) 

 
Знайдемо сталі інтегрування. Підставляючи 0=t  і ( ) 00 =Cu  у (8.28), 

маємо 10 AE += , звідки EA −=1 . 
Виразимо струм у колі через сталі інтегрування: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]221
21 AtAApCe

dt
etAAEdC

dt
tduCti pt

pt
C ++=

++
== . 
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Підставивши 0=t  і ( ) 00 =i , отримаємо ( )210 ApAC += , звідки, з ура-
хованням EA −=1 , отримаємо : 

 
pEA =2 . 

 
Отже  

             ( ) ( ) pt
C eEpEtEtu −+= .                               (8.29) 

 
8.7 Аналіз складного кола другого порядку 
 
Розглянемо приклад розрахунку перехідного процесу у складному колі 

з двома реактивними елементами. 
Знайти перехідні струми 1i , 2i , 3i  та напруги на ємності Сu  і на індук-

тивності Lu  у колі постійного струму, яке зображене на рис. 8.7. Побуду-
вати графіки цих величин у часі. Параметри кола: 200=U  В, 100=L  мГн, 

50=C  мкФ, 2001 =r  Ом, 502 =r  Ом. 
 

 
 

Рисунок 8.7 
 

Спочатку визначимо перехідний струм через індуктивність 2i : 
 

( ) впр iiti 222 += . 
 

Знайдемо примусову складову. Оскільки в післякомутаційний період 
03 =прi , то  

 

21
21 rr

Uii прпр +
== . 

  r2 

 r1 

L 

С 

i1 

     U 

i2 i3 
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Вигляд вільної складової можна буде записати лише після визначення 
коренів характеристичного рівняння, яке ми запишемо за методом вхідно-
го опору: 

 

( )
( )

0
1

1

2

2

1 =
++

+
+=

pC
pLr

pC
pLr

rpZ . 

 
Реалізуємо ці вирази в MathCAD. 

 
Оскільки коренями характеристичного рівняння є два спряжених ком-

плексних числа, то вільна складова:  
 

( )tcosAtsinAei t
в 02012 ωωδ += − ,  

 
де 300=δ ; 

4000 =ω . 
Повний розв’язок: 

 

                ( ) ( )tcosAtsinAe
rr

Uti t
0201

21
2 ωωδ ++

+
= − .                 (8.30) 

 
Для визначення сталих інтегрування 1A , 2A  знайдемо незалежні почат-

кові умови. 
Значення і2(0–) і Cu (0–) можна знайти, якщо розрахувати коло до кому-

тації. Оскільки прикладена до кола напруга постійна, то в колі до комутації 
(при замкненому ключі) текли постійні струми. Струм у вітці з ємністю не 
протікав. Також не протікав струм і через опір R2 , оскільки він закороче-
ний ключем, тому 

 

( ) ( )
1

22 00
r
Uii == −+ . 
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Напруга на ємності при замкненому ключі дорівнює напрузі на індук-
тивності (паралельно з’єднані вітки). Оскільки опір індуктивності при пос-
тійному струмі дорівнює нулю, то і напруга на індуктивності дорівнює  
нулю, і, відповідно, ( ) ( ) 000 == −+ CC uu .  

Сталі інтегрування можна визначити, розв’язавши систему рівнянь (за 
умови 0=t ):  

 

( ) ( ) 022 0 =+ = t|tii ,  ( ) ( ) ( )+== =+ 00220
2

Ctt u|tir|
dt

tdiL . 

 
Виконаємо ці процедури в MathCAD, використавши для розв’язання 

системи рівнянь блок «Given-Find» і одну з процедур символьних перет-
ворень «simplify». Разом з нею доцільно застосовувати процедуру «float», 
яка дасть можливість задати кількість цифр після десяткової точки. 

 

 

 
Знайдемо струми ( )ti1 , ( )ti3  та напруги ( )tuL , ( )tuС . Напруги визнача-

ються так: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tirtutu,
dt

tdiLtu LCL 22
2 +== .  

 
Струм в конденсаторній вітці:  
 

( ) ( )
dt

tduCti C=3 . 

 
Вхідний струм:  
 

( ) ( ) ( )tititi 321 += . 

(  
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У MathCAD це виглядатиме так: 

 
Побудуємо графіки знайдених параметрів (рис. 8.8–8.12), для чого ви-

значимо докомутаційні значення параметрів ( )tuL , ( )ti1 , ( )ti3 : 
 

00 =− )(uL ,   )(i)(i −− = 00 21 ,   003 =− )(i . 
 

              
                                                                                          Рисунок 8.8 

            
                                                                   Рисунок 8.9 

                
                                                                     Рисунок 8.10 
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                                                               Рисунок 8.11 

             
                 Рисунок 8.12 

 
Контрольні запитання  

1. Які причини виникнення перехідних процесів? 
2. Як формулюються і записуються закони комутації? 
3. Як визначається примусова складова? 
4. Що розуміють під залежними початковими умовами і яка методика 

їх визначення? 
5. Чи може корінь характеристичного рівняння бути додатним? 
6. Чи може струм у резисторі після комутації змінитися стрибком? 
7. Чи може напруга на резисторі після комутації змінитися стрибком? 
8. Чи може коло другого порядку мати два однакових комплексних  

корені характеристичного рівняння? 
9. Чи може коло другого порядку мати один комплексний та один дійс-

ний корені характеристичного рівняння? 
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ЛЕКЦІЯ № 9 
ОПЕРАТОРНИЙ МЕТОД АНАЛІЗУ ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ 
 
 
9.1 Суть операторного методу аналізу перехідних процесів 
 
Як видно з попередньої лекції, класичний метод потребує складання  

систем диференціальних рівнянь, формування характеристичного рівняння, 
визначення примусової складової, сталої інтегрування тощо. 

Цього всього можна уникнути, якщо використати інтегральне перетво-
рення Лапласа 

 

       ( ) ( )∫
∞

−=
0

dtetfsF st ,                                     (9.1) 

 
що переводить функцію часу ( )tf , яку називають оригіналом, у функцію 
комплексної змінної ( )sF , що називають зображенням. 

Відповідність між функціями часу (оригіналами) і функціями комплекс-
ної змінної (зображеннями), зазвичай, записують у вигляді: 

 
   ( ) ( )sFtf →                                         (9.2) 

 

або 
  ( ) ( )[ ]tfLsF = .                                     (9.3) 

 

Надалі всі параметри режиму й параметри кола подають у вигляді опе-
раторних зображень, проводять розрахунок кола одним з відомих методів, 
і потім повертаються до оригіналів, тобто до функцій часу. 

 
9.2 Операторні зображення електротехнічних параметрів 
 
Вхідна напруга кола ( )tu  або діюча в ньому е.р.с. ( )te  зображуються в 

операторному вигляді як ( )sU  або ( )sE . 
Для кіл постійного струму можна записати: 
 

        ( )
s

UsU = ,   ( )
s
EsE = .                                    (9.4) 

 
Для кіл синусоїдного струму: 
 

( ) ( ) ( ) 22 ω
ωω

+
=→=

s
UsUtsinUtu m

m .                        (9.5) 

 
Розглянемо операторні зображення пасивних елементів і закон Ома в 

операторному вигляді для них. 
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Резистор  
Операторне зображення резистора показане на рис. 9.1. Закон Ома в 

операторному вигляді: 
 

          ( ) ( )rsIsUr = .                                            (9.6) 
 

     
Рисунок 9.1 

 
Індуктивність  
Операторне зображення індуктивності (рис. 9.2), крім операторного 

опору, може містити в собі і тимчасову додаткову е.р.с, яка є наслідком 
накопиченої в елементі енергії магнітного поля (якщо, звичайно, через  
індуктивність до комутації протікав струм). Напрямок цієї е.р.с. збігається 
з напрямком струму в індуктивності до комутації. 

 

 
Рисунок 9.2 

 
Закон Ома в операторному вигляді:  
 

     ( ) ( ) ( )−−= 0LisLsIsU L .                                    (9.7) 
 

Ємність   
Операторне зображення ємності (рис. 9.3), крім операторного опору, 

може містити в собі і тимчасову додаткову е.р.с, яка є наслідком накопи-
ченої в елементі енергії електричного поля (якщо, звичайно, напруга на 
ємності до комутації не дорівнювала нулю). Напрямок цієї е.р.с. протилеж-
ний напрямку струму. 

 

   
 

Рисунок 9.3 

I(s) 

  1  
sC 

U(s) 

uC(0-)  
   s 

I(s) 

r 

U(s) 

I(s) 

sL 

U(s) 

Li(0-) 

75 



Закон Ома в операторному вигляді:  
 

        ( ) ( ) ( )
s

u
sC

sIsU C
C

−
+=

0 .                                    (9.8) 

 
9.3 Операторні схеми 
 
Операторні схеми – це такі схеми, у вітках яких діють зображення 

джерел енергії, містяться операторні елементи і протікають зображення 
струмів.  

Під час складання операторної схеми треба враховувати такі правила. 
1. Операторна схема складається для післякомутаційного стану, тому  

в операторній схемі не показується ключ і вилучаються елементи, у яких 
одразу після комутації перестає протікати струм. Можуть існувати кола, 
для яких операторні схеми складаються з окремих, непов’язаних між собою, 
частин. 

2. Додаткові тимчасові е.р.с. у реактивних елементах доцільно показу-
вати на операторних схемах лише у випадку ненульових початкових умов. 

Розглянемо приклад. 
Складемо операторну схему для кола, зображеного на рис. 8.8. 

Зазначимо: оскільки ( ) ( ) 000 == −+ CC uu , то додаткова е.р.с. ( )
s

uC 0   

у конденсаторній вітці відсутня. Операторна схема зображена на рис. 9.4. 

 
 

Рисунок 9.4 
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9.4 Закони Кірхгофа в операторній формі 
 
Операторна форма запису першого закону Кірхгофа виглядає так: 
 

     ( )∑
=

=
n

k
k sI

1
0 .                                            (9.9) 

Перед записом другого закону Кірхгофа введемо поняття повного опе-
раторного опору ділянки кола rLC: 

 

      ( )
sC

sLrsZ 1
++= .                                   (9.10) 

 
Тоді другий закон Кірхгофа запишеться так: 
 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∑ ∑
= =





 −

−−+=
n

k

n

k

Ck
Lkkkkk s

uiLsEsZsI
1 1

00 .               (9.11) 

 
Розглянемо приклад. 
Складемо систему рівнянь за законами Кірхгофа в операторному вигля-

ді для схеми (див. рис. 9.4). Приймемо напрямок обходу контурів за годин-
никовою стрілкою. 

 
( ) ( ) ( ) 0321 =−− sIsIsI , 

 

( ) ( )
s

U
sC

sIrsI =+
1

311 ,                                    (9.12) 

 

( ) ( )( ) ( )022211 Li
s

UsLrsIrsI +=++ . 

 
9.5 Перехід від зображення до оригіналу 
 
Отримані операторні значення шуканих параметрів потрібно записати 

у вигляді функцій часу, тобто знайти оригінал отриманих зображень.  
Існують різні шляхи знаходження оригіналів. У теорії кіл, зазвичай, вико-
ристовують теорему розкладання. 

Теорема розкладання використовується в тих випадках, коли зобра-
ження деякої функції F(s) записано як відношення двох правильних полі-
номів: 

 

             ( ) ( )
( ) 01

1
1

01
1

1

bsb...sbsb
asa...sasa

sQ
sPsF n

n
n

n

m
m

m
m

++++
++++

== −
−

−
− ,                (9.13) 

 
при цьому т<n. 
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Як правило, зображення величин, які визначаються під час розрахунку 
перехідних процесів в лінійних колах, задовольняють цю умову.  

Далі перехід до оригіналу здійснюється за таким алгоритмом: 
1. Визначаються корені рівняння: ( ) 0=sQ . Максимально можлива кіль-

кість коренів на одиницю більша за кількість реактивних елементів у колі. 
2. Знаходиться перша похідна знаменника ( )sQ′ . 
3. Оригінал функції ( )sF  визначається за формулою: 
 

     ( ) ( )
( )

ts
n

k k

k ke
sQ
sPtf ∑

= ′
=

1
,                                   (9.14) 

 
де ks  – корінь знаменника;  
( )ksP  – значення чисельника функції ( )sF  при kss = ;  
( )ksQ′  – значення похідної знаменника функції ( )sF  при kss = ;  

n – кількість коренів знаменника. 
Розглянемо приклад. 
Нехай зображення деякої функції має вигляд: 
  

( ) ( )
( ) )ss(s

ss
sQ
sPsF

86
84

2

2

++
++

== . 

 
Знайти оригінал цієї функції.  
Знаходимо корені знаменника: 
 

( ) 420086 321
2 −=−==⇒=++ s,s,ssss . 

 
Визначаємо значення чисельника для kss = : 
 

( ) ( ) ( ) 881616;4884;8 321 =+−==+−== sPsPsP . 
 

Знаходимо похідну знаменника ( ) ( )62862 ++++=′ sssssQ  і її значення 
для kss = :  

 
8)(;4)(;8)( 321 =′−=′=′ sQsQsQ . 

 
Підставляємо отримані значення в (9.14): 
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Розглянемо тепер розрахунок переходного процесу в колі (див. рис. 9.4) 

операторним методом. Операторна система рівнянь записана вище (9.12). 
Розв’яжемо цю систему рівнянь в середовищі MathCAD, застосувавши 

процедурний блок «Given-Find» разом з функцією символьних перетво-
рень «→». 

 

 

 
 

Отже, ми отримали операторні зображення струмів: ( ) ( ) ( )sIsIsI 321 ,, . 
Операторні зображення напруг на індуктивності та ємності знайдемо за фо-
рмулами: 

 
( ) ( ) ( )022 LisLsIsuL −= ,  ( ) ( ) ( ) 22 rsIsusu LC += . 

 
Повернутися до оригіналів, тобто знайти функції ( )ti1 , ( )ti2 , ( )ti3 , 
( )tuC , ( )tuL  у Mathcad, можна за допомогою процедури оберненого перет-

ворення Лапласа «invlaplace», наприклад: 
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Контрольні запитання  
1. Що є причиною можливої появи в операторній схемі додаткової 

е.р.с. індуктивності? 
2. Що є причиною можливої появи в операторній схемі додаткової 

е.р.с. ємності? 
3. Чи можуть поліноми ( )sP  або ( )sQ  містити складову ks− ? 
4. Чи потрібно в операторному методі розрахунку визначати примусові 

складові параметрів? 
5. Чи потрібно в операторному методі розрахунку визначати незалежні 

початкові умови? 
6. Чи потрібно в операторному методі розрахунку визначати залежні 

початкові умови? 
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ЛЕКЦІЯ № 10 
ПЕРЕХІДНІ ПРОЦЕСИ ПРИ ДОВІЛЬНОМУ ВХІДНОМУ СИГНАЛІ 

 
 

10.1 Елементи теорії сигналів 
 
Під час аналізу різноманітних сигналів ми будемо абстрагуватися від 

їхньої фізичної природи і розглядати сигнал як математичну функцію часу 
( )tf . 

У попередніх лекціях ми аналізували відгуки електричних кіл на постій-
ні сигнали (кола постійного струму), синусоїдні сигнали (кола синусоїдного 
струму), несинусоїдні періодичні сигнали (кола несинусоїдного періодично-
го струму). 

Водночас, у складних електронних пристроях, якими є мережі зв’язку 
та комп’ютерні мережі, сигнали мають набагато складніший характер. 

Тому важливо впровадити універсальну форму подання сигналів, яка б 
поширювалась на будь-які сигнали, незалежно від їх форми. 

Одним з таких методів є подання сигналів з використанням функції  
Хевісайда (function of Hevisajd), яка зображена на рис. 10.1. 

 

t

1

f(t)

 
 

Рисунок 10.1 
 

Іноді цю функцію називають функцією вмикання або σ-функцією. 
Записується вона так: 
 

( )




>
<

=
.0 ,1
,0 ,0

t
t

tσ                                        (10.1) 

 
Зазначимо, що в момент часу 0=t , функція Хевісайда невизначена. 
Якщо ця функція діє не в момент 0=t , а зміщена на час τ (рис. 10.2), то 

вона записується: 
 

         ( )




>
<

=−
. ,1
, ,0

τt
τt

τtσ                                       (10.2) 
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Рисунок 10.2 
 

Покажемо, як подати прямокутний імпульсний сигнал, використовую-
чи функцію Хевісайда (рис. 10.3). 

 

 
 

Рисунок 10.3 
 

Під час запису функції ( )tf , вираженої через функцію Хевісайда, варто 
пам’ятати: 

• кількість складових у формулі має дорівнювати кількості стрибків 
сигналу на графіку; 

• коефіцієнт при σ-функції дорівнює абсолютній величині стрибка, а 
його знак залежить від напрямку стрибка (якщо стрибок вгору, то знак ко-
ефіцієнта «плюс», а якщо вниз – «мінус»); 

• аргумент σ-функції має вигляд ( )τ±t , де τ – час стрибка (знак 
«плюс» приймається, якщо τ знаходиться зліва від нуля, і навпаки –  
«мінус»). 

Таким чином, можна записати: 
 

        ( ) ( ) ( )0ttAtAtf −−= σσ .                                (10.3) 
 

Розглянемо приклад подання східчастого сигналу напруги через функ-
цію Хевісайда (рис. 10.4). 

t0 

t 

A 

 f(t) 

0 
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Рисунок 10.4 
 

Цей сигнал має вигляд: 
 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τστστσσ 4153102510 −−−+−−= tttttu .       (10.4) 
 

Нехай вхідний сигнал ( )tf  є неперервною гладкою аналітичною функ-
цією довільної форми. 

Тоді його подання через функцію Хевісайда визначаться інтегралом 
Дюамеля (integral of Djuamel): 

 

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −′+=
t

dtftftf
0

0 ττστσ .        (10.5) 

 
10.2 Часовий метод розрахунку перехідних процесів при  

довільному вхідному сигналі 
 
При розрахунках за цим методом найчастіше використовують перехідні 

характеристики кіл (transitive characteristic of circuit). 
Перехідною характеристикою кола ( )thx  відносно параметра Х (Х – це 

напруга або струм в будь-якому елементі кола) називають реакцію кола на 
одиничну вхідну напругу ( ) ( )ttu σ= . 

Зазначимо, що перехідна характеристика кола завжди визначається 
для нульових початкових умов. 

Розглянемо основні методи визначення ( )thx . 
Класичний метод розрахунку  
У цьому методі виконується розрахунок ( )tX  для значення вхідної  

напруги 1 В. 
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Наприклад, для схеми, зображеної на рис. 8.1 (лекція № 8) було знай-

дено ( )
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− t
L
r

e
r
Uti 1 . Тоді ( )
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r

i e
r

th 11 . 

Операторний метод розрахунку 
У цьому методі виконується звичайний розрахунок для значення вхід-

ної операторної напруги  
s

)s(U 1
= . 

Розрахунок перехідної характеристики кола за допомогою передат-
ної характеристики 

Цей метод доцільно використовувати лише в колах з одним реактив-
ним елементом. 

Нехай для кола відома передатна характеристика ( )ωjH xu  в уніфіко-
ваній формі, тобто відомі коефіцієнти 1b , 0b , 0a . 

Тоді перехідна характеристика визначається як: 
 

     ( ) ta
x e

a
bb

a
btha 0

0

0
1

0

0
0 0 −









−+=⇒> .                     (10.6) 

 
Отже, як вже було сказано вище, сама перехідна характеристика ( )thx  – 

це реакція кола на одиничну вхідну напругу. Визначимо реакцію кола на 
довільний вхідний сигнал. 

Якщо нам відоме подання цього сигналу через функцію Хевісайда, то з 
нього можна отримати реакцію кола за такими правилами: 

• кількість рядків у формулі реакції кола має дорівнювати кількості 
складових у формулі сигналу; 

• останній рядок у формулі збігається з формулою сигналу, якщо замі-
нити ( )tσ  на ( )thx ; 

• кожен з попередніх рядків формули можна отримати, якщо вилучити 
останню складову наступного рядка; 

• після кожного рядка формули необхідно вказати часові межі, у яких 
діє цей рядок. 

Розглянемо приклад.  
Знайдемо реакцію довільного кола на сигнал (10.4), тобто за перехід-

ними характеристиками ( )thx  визначимо ( )tx . 
Згідно з вищенаведеними правилами, можна записати: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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.   (10.7) 
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Якщо вхідний сигнал  tu  є неперервною гладкою аналітичною функ-
цією довільної форми, то реакція на нього буде виглядати як: 

 

                                             
t

xx dthuthutx
0

0  .                          (10.8) 

 
10.3 Частотний (спектральний) метод розрахунку перехідних  

процесів при довільному вхідному сигналі 
 
Цей метод завдяки сучасним комп’ютерним технологіям є найбільш 

зручним і компактним.  
Нехай для кола, зображеного двополюсником (рис. 10.5), відомі пере-

датна характеристика  jH xu  і вхідна напруга довільної форми  tu .  
Потрібно знайти  tX . 

 

  
 

Рисунок 10.5 
 

Розрахунок виконується за таким алгоритмом. 
1. Визначається спектральна густина вхідного сигналу (spectral density 

of entrance signal) за допомогою прямого перетворення Фур’є (direct 
transformation of Fure) за формулою: 

 

   




 dtetujU tj .                                (10.9) 

 

2. Визначається спектральна густина вихідного сигналу за формулою: 
 

      jHjUjX xu .                              (10.10) 
 

3. Визначається реакція кола на вхідний сигнал за допомогою зворот-
ного перетворення Фур’є (return transformation of Fure) за формулою: 

 

            




 


 dejXtX tj

2

1
.                            (10.11) 

 
Контрольні запитання  

1. Що таке перехідна характеристика кола? 
2. Що таке функція Хевісайда? 
3. Скільки рядків має містити реакція кола на вхідний сигнал, якщо в 

ньому присутні чотири стрибки напруги? 

u(t) Hхu(jω) 



ЛЕКЦІЯ № 11 
НЕЛІНІЙНІ ЕЛЕКТРИЧНІ ТА МАГНІТНІ КОЛА 

 
 

11.1 Нелінійні електричні кола 
 
Основні поняття 
Лінійний елемент (linear element) – це такий елемент електричного 

кола, параметри якого не залежать від струму, що через нього протікає. 
Нелінійний елемент (nonlinear element) – це такий елемент електрич-

ного кола, параметри якого залежать від струму, що через нього проті-
кає. 

Лінійне коло (linear circuit) – це коло, яке складається лише з лінійних 
елементів. 

Нелінійне коло (nonlinear circuit) – це коло, яке містить хоча б один  
нелінійний елемент. 

Вольт-амперні характеристики (ВАХ) нелінійних елементів  
Згідно з вищенаведеними означеннями, параметри нелінійних елемен-

тів є функціями струму, наприклад, опір нелінійного резистора можна  
записати як ( )ifr = . 

Водночас, оскільки залежність активного опору від струму є суто екс-
периментальною, набагато зручніше наводити її у вигляді: ( )ifu = , тобто 
задавати як вольт-амперну характеристику (voltamperes characteristic).  

На схемах нелінійні резистори, ємності та індуктивності позначаються 
так, як показано на рис. 11.1. 

 

 
 

Рисунок 11.1 
 

Загалом для індуктивності вводиться залежність потокозчеплення від 
струму ( )if=ψ  (вебер-амперна характеристика), а для ємності – залеж-
ність заряду від напруги ( )ufq =  (кулон-вольтна характеристика). Зазна-
чимо, що для кіл синусоїдного струму і для індуктивності, і для ємності 
теж зручно задавати вольт-амперні характеристики як залежність їх реа-
ктивних опорів від струму. 

Під час розрахунків нелінійних кіл часто необхідно знати опір резистора 
в певній точці ВАХ. Це потрібно, по-перше, для визначення втрат активної 
потужності в колі, і, по-друге, для аналізу перехідних процесів. 

З цією метою вводять поняття статичного та диференціального опорів 
нелінійного резистора.  
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Статичний опір (static resistance) нелінійного резистора (рис. 11.2)  
у точці 1 визначається як відношення напруги до струму в цій точці, тобто 

 

         
1

1
1 i

ur ст = .                             (11.1) 

 

 
 

Рисунок 11.2 
 

Відношення нескінченно малого приросту напруги до нескінченно 
малого приросту струму або похідна від напруги за струмом в точці 1 
визначає диференціальний опір (differential resistance) дr1 . Значення цього 
опору дорівнює добутку тангенса кута α між дотичною до ВАХ у точці 1  
і віссю струмів на співвідношення масштабів осей: 

  

   αtg
m
m

di
dur

i

u
д == 11 ,                                 (11.2) 

 
де um  – масштаб осі напруг (кількість вольт в одиниці довжини осі);  

im  – масштаб осі струмів (кількість ампер в одиниці довжини осі). 
На відміну від статичного опору, який може бути тільки додатним, 

диференціальний опір може приймати від’ємне значення, дорівнювати 
нулю або бути нескінченно великим. 

Розрахунок нелінійних резистивних кіл постійного струму 
Якщо в колі діє лише одна е.р.с., то розрахунок доцільно вести за  

допомогою еквівалентних перетворень, для чого будуються еквівалентні 
ВАХ. Розглянемо приклади таких кіл. 

Нехай у колі присутні два послідовно з’єднаних нелінійних резистори 
(рис. 11.3) із вольт-амперними характеристиками, які показані на рис. 11.4. 
Побудуємо графічно еквівалентну ВАХ усього кола. 

Оскільки при послідовному з’єднанні через елементи 1 та 2 струм проті-
кає один і той же, точки загальної ВАХ (1+2) визначаються додаванням  

  і 

u 

u1 

і1 

α 

0 

1 
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напруг цих елементів для значень струмів kiii ...,, 21 . Так, наприклад, точка d 
загальної характеристики отримана додаванням відрізків ab і ac, тобто 

acabad += . Якщо виконувати побудову за допомогою циркуля та лінійки, 
то відрізок ab варто відкласти по горизонталі струму ki  після точки с, тобто 

abcd = . 
 

 
 

Рисунок 11.3 
 

 
 

Рисунок 11.4 
 

Знайдемо струм у колі й напруги на кожному з нелінійних резисторів, 
якщо в колі діє е.р.с. – Е (її значення показане на рис. 11.4 точкою на осі 
напруг). 

Для цього потрібно провести вертикальну лінію від точки Е до перетину 
з ВАХ (1+2). Точку перетину Р називають робочою точкою режиму  
кола. Провівши горизонтальну лінію від неї можна отримати струм у колі І, 
а також напруги U1 та U2. 

Розглянемо коло з паралельним з’єднанням нелінійних резисторів 1 та 2 
(рис. 11.5) з ВАХ, які показані на рис. 11.6. Побудуємо графічно еквівалент-
ну ВАХ усього кола. 
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Рисунок 11.5 
 

 
 

Рисунок 11.6 
 

Оскільки при паралельному з’єднанні напруга на елементах 1 та 2  
однакова, точки загальної ВАХ (1+2) визначаються додаванням струмів 
цих елементів для значень напруг kuuu ...,, 21 . Так, наприклад, точка d  
загальної характеристики оотримана додаванням відрізків ab і ac, тобто 

acabad += . Якщо виконувати побудову за допомогою циркуля та ліній-
ки, то відрізок ab варто відкласти за вертикаллю напруги ku  після точки с, 
тобто abcd = . 

Знайдемо е.р.с. Е і струми в кожному з нелінійних резисторів, якщо 
струм на вході в коло – І (його значення показане на рис. 11.6 точкою на 
осі струмів). 

Для цього потрібно провести горизонтальну лінію від точки І до пере-
тину з ВАХ (1+2). Точку перетину Р називають робочою точкою режиму 
кола. Провівши горизонтальну лінію від неї, можна отримати е.р.с. Е, а та-
кож струми І1 та І2. 

Розглянемо коло зі змішаним з’єднанням нелінійних резисторів 1, 2, 3 
(рис. 11.7) з ВАХ, які показані на рис. 11.8. Побудуємо графічно еквівален-
тну ВАХ усього кола. 
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Рисунок 11.7 
 

 
 

Рисунок 11.8 
 

Побудову еквівалентної ВАХ виконаємо у два етапи: спочатку побуду-
ємо еквівалентну ВАХ паралельно з’єднаних резисторів 2 і 3 (аналогічно 
до рис. 11.6), після чого резистор 1 та еквівалентний резистор (2+3) вияв-
ляються з’єднаними послідовно, і еквівалентна ВАХ 1+(2+3) будується 
аналогічно до рис. 11.4. 

Знайдемо струми І1, І2, І3, якщо в колі діє е.р.с. – Е (її значення показа-
не на рис. 11.8 точкою на осі напруг). 

Для цього потрібно провести вертикальну лінію від точки Е до перети-
ну з ВАХ 1+(2+3). Точку перетину Р називають робочою точкою режиму 
кола. Провівши горизонтальну лінію від точки Р, можна отримати струм 
на вході в коло І1, а на перетині з ВАХ (2+3) – напругу Uab і, відповідно, 
струми І2, І3.  

Розрахунок нелінійних кіл синусоїдного струму 
У лінійних електричних колах при синусоїдній вхідній напрузі струми 

і напруги у всіх вітках також синусоїдні. У нелінійних електричних колах 
ця умова не виконується, тому точні розрахунки таких кіл досить трудо-
місткі і потребують використання комп’ютерних технологій. 

90 



На практиці часто застосовують наближений метод розрахунку, у якому 
ВАХ нелінійних елементів будують для діючих значень струмів і напруг,  
а розрахунок ведуть як для кіл постійного струму. Похибка розрахунку при 
цьому незначна і вважається цілком прийнятною. 

Якщо коло суто резистивне, то графічні розрахунки не відрізняються 
від розрахунків кіл постійного струму, але якщо в колі містяться реактивні 
елементи, то побудова ВАХ усього кола має свої особливості.  

Розглянемо коло (рис. 11.9), яке містить нелінійний резистор і неліній-
ну індуктивність при синусоїдній вхідній напрузі. ВАХ цих елементів  
побудовані для діючих значень і показані на рис. 11.10. 

 

  
 

                Рисунок 11.9                                           Рисунок 11.10 
 

Для отримання ВАХ усього кола при послідовному з’єднанні потрібно 
додавати діючі значення напруг елементів при одному і тому ж струмові, 
але за наявності реактивних елементів таке додавання має бути векторним, 
тобто 2

2
2
1 UUU += , тому що вектори напруги на резисторі й індуктив-

ності перпендикулярні між собою. 
Наприклад, точка d ВАХ усього кола будується, виходячи з умови: 
 

22 acabad += . 
 

Інші точки характеристики знаходяться подібним чином. 
Діюче значення струму в колі і напруги на резисторі та індуктивності 

визначаються аналогічно колам постійного струму (див. рис. 11.10).  
 
11.2 Нелінійні магнітні кола 
 
Загальна характеристика властивостей магнітних матеріалів 
Сукупність пристроїв, переважно із феромагнітних матеріалів, призна-

чених для створення і концентрації в певному місці магнітного потоку,  
називається магнітним колом (magnetic circuit). 
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Магнітні кола є невід’ємною частиною електромагнітних реле, електро-
магнітів, трансформаторів, двигунів, електромашинних генераторів тощо. 
Феромагнітні осердя використовуються тому, що вони мають малий магніт-
ний опір і полегшують проходження магнітного потоку. 

Властивості магнітних матеріалів найчастіше характеризуються залеж-
ністю між магнітною індукцією (magnetic induction) В, яка вимірюється в 
Тесла [Тл], і напруженістю магнітного поля (intensity of a magnetic field) Н, 
яка вимірюється в [А/м].  

Характеристика ( )HfB =  для феромагнітних матеріалів є водночас і 
нелінійною, і неоднозначною. Її графік – це замкнена крива (рис. 11.11), 
яку називають петлею гістерезису (hysteresis loop). 

На рис. 11.11 тонкими лініями показані часткові петлі гістерезису, які 
отримані за різних значень 

kmaxH . Зі зростанням 
kmaxH  збільшується ши-

рина цих петель і дещо змінюється їхня форма. 
За деякого граничного значення maxH  форма петлі змінюватися вже  

не буде. Таку криву називають граничною петлею гістерезису (потовщена  
лінія на рис. 11.11). 

 

 
 

Рисунок 11.11 
 

Значення магнітної індукції rB  при 0=H  називають залишковою  
індукцією, а значення напруженості cH  при 0=B  – коерцитивною силою. 

Геометричне місце вершин петель гістерезису, знятих при різних 
значеннях 

kmaxH , називається основною кривою намагнічування. 
Зв’язок між магнітною індукцією В і напруженістю магнітного поля Н 

визначається співвідношенням: 
 

  HB aµ= ,                                              (11.3) 
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де 0µµµ =a  – абсолютна магнітна проникність речовини;  
7

0 104 −⋅= πµ  Гн/м – абсолютна магнітна проникність вакууму 
( 0µ  є однією з фундаментальних сталих всесвіту);  

µ  – відносна магнітна проникність речовини. 
Для феромагнітних матеріалів µ  не є сталою величиною і нелінійно 

залежить від напруженості магнітного поля, а її значення може досягати 
десятків тисяч одиниць. 

Основні закони та особливості магнітних кіл 
Потік вектора магнітної індукції B , який називається магнітним пото-

ком (magnetic stream) Ф, через деяку поверхню S визначається з виразу: 
 

∫=
S

SdBФ .     (11.4) 

 
Якщо магнітна індукція у всіх точках поверхні однакова, тобто магніт-

не поле однорідне, а сам вектор B  є перпендикулярним до поверхні S, то 
 

BSФ = .                                             (11.5) 
 

Відповідно до принципу неперервності силових ліній магнітного поля, 
магнітний потік через замкнену поверхню завжди дорівнює нулю. 

 

∫=
S

SdBФ .     (11.6) 

 
У магнітному колі виконується закон повного струму: 
 

    ∑∫ =
k

k
l

ildH ,          (11.7) 

 
де ∑

k
ki  – алгебрїчна сума струмів, що охоплені контуром інтегрування  l. 

Між магнітним та електричним колами існує формальна аналогія, яка 
виглядає так: 

• електрична напруга U  відповідає магнітній напрузі: 
 

HlU м = ; 
 

• електрорушійна сила E  відповідає магніторушійній силі: ї 
 

wIF = ,  
 

де I  – струм котушки, яка створює магнітне поле у феромагнітному 
осерді; 

w  – кількість витків цієї котушки; 
• електричний струм I  відповідає магнітному потоку Ф ; 
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• опір R  електричного кола відповідає магнітному опору:  
 

S
lR
a

м µ
= , 

 
де l  – довжина ділянки магнітного кола (феромагнітного осердя);  
S  – площа поперечного перерізу цього осердя. 
Користуючись цими поняттями, можна сформулювати закони Кірхгофа 

для магнітних кіл. 
Перший закон Кірхгофа формулюється так: 

для будь-якого вузла магнітного кола в будь-який момент часу алгебраїчна 
сума магнітних потоків дорівнює нулю: 
 

     ∑
=

=
n

k
kФ

1
0 .                                              (11.8) 

 
Другий закон Кірхгофа формулюється так: 

для будь-якого контуру схеми в будь-який момент часу алгебраїчна сума 
е.р.с. джерел напруги, що діють в цьому контурі, дорівнює алгебраїчній 
сумі напруг на всіх пасивних елементах цього контуру: 
 

         ∑ ∑
= =

=
n

k

n

k
kмkk FRФ

1 1
.                                      (11.9) 

 
Контрольні запитання  

1. Які кола не можна вважати лінійними? 
2. Як описуються електричні властивості нелінійних елементів? 
3. Чи можуть статичні та диференціальні опори нелінійних резисторів 

бути від’ємними? 
4. Чим відрізняється побудова еквівалентних ВАХ за послідовного та 

паралельного з’єднань? 
5. Як побудувати еквівалентну ВАХ у послідовному колі синусоїдного 

струму з резистором та ємністю? 
6. Як побудувати еквівалентну ВАХ у послідовному колі синусоїдного 

струму з індуктивністю та ємністю? 
7. Як побудувати еквівалентну ВАХ у послідовному колі синусоїдного 

струму з двома ємностями? 
8. Що називають залишковою індукцією та коерцитивною силою? 
9. Що називають магнітною напругою? 

10. Що називають магнітним опором? 
11. Сформулюйте закони Кірхгофа для магнітних кіл. 
12. Проведіть аналогію між електричним та магнітним колами. 
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ЛЕКЦІЯ № 12 
ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА З РОЗПОДІЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 
 
 
12.1 Загальні поняття 
 
Під час проходження електричного струму вздовж усього кола вини-

кають електричне і магнітне поля та необоротні перетворення 
електромагнітної енергії в тепло. Розподіл інтенсивності прояву цих явищ 
уздовж електричного кола є переважно нерівномірним. 

Так, на одних ділянках електричного кола, наприклад, у конденсато-
рах, домінують фізичні явища, що пов’язані зі зміною в часі електричного 
поля і накопиченої в ньому енергії, в індуктивних котушках переважає 
магнітне поле, а в резистивних елементах на перший план виходять проце-
си необоротного перетворення енергії електричного струму.  

У реальних електричних колах проводять ідеалізацію конкретних його 
ділянок, тобто нехтують тими фізичними процесами, що є несуттєвими та 
маловпливовими, наприклад:  

- ділянки, де переважно зосереджене електричне поле, на схемах  
задають виключно електричними ємностями C; 

- ділянки, де переважає магнітне поле, подають індуктивними елемен-
тами L; 

- ділянки, на яких суттєвого значення набуває перетворення 
електромагнітної енергії в інші види (теплову, механічну, хімічну тощо), 
зображають активними опорами r  чи провідностями g . 

Такі ідеалізовані кола називають електричними колами із зосередже-
ними параметрами (circuit with the concentrated parametres). Подібної 
ідеалізації здебільшого цілком достатньо для проведення доволі точних 
електротехнічних розрахунків і аналізу тих процесів, що спостерігаються в 
реальних електричних колах.  

Однак на практиці часто постають задачі розрахунку електричних кіл, 
де чітко виділити й зосередити окремі ділянки локалізації електричного і 
магнітного полів чи ділянки необоротного розсіювання електромагнітної 
енергії або взагалі немає можливості, або такі дії призводять до значного 
спотворення картини прояву існуючих електромагнітних явищ, оскільки ті 
є неперервно розподіленими вздовж усього електричного кола, їхній прояв 
відчутний та впливовий скрізь, а тому нехтувати жодними з них не можна.  

Такі електричні кола називаються колами з розподіленими параметрами 
(circuit with the distributed parametres).  

До них належать лінії телеграфного й телефонного зв’язку, антени та 
фідери радіо- і телепередавачів та приймачів, лінії електропередач тощо. 

Вивчення електромагнітних процесів у колах з розподіленими пара-
метрами проведемо на прикладі двопровідної лінії. Такій лінії притаманні 
неперервно розподілені вздовж неї активний опір самих проводів, їхня 
індуктивність, електрична ємність та провідність середовища між ними. 
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Для спрощення аналізу вважатимемо, що неперервний розподіл 
параметрів уздовж лінії є рівномірним. Таку лінію, у якій її електричні  
параметри розподілені рівномірно, називають однорідною. 

Характеризують однорідну лінію за допомогою первинних або «погон-
них» параметрів, тобто параметрів, віднесених до одиниці довжини 
двопровідної лінії. 

До первинних параметрів належать: 
- поздовжній питомий активний опір 0r  [Ом/м] двох проводів лінії; 
- поздовжня питома індуктивність 0L  [Гн/м] обох проводів; 
- поперечна питома ємність 0C  [Ф/м] між проводами; 
- поперечна питома активна провідність 0g  [См/м] між ними.  
 
12.2 Диференціальні рівняння однорідної лінії 
 
Розподілений характер параметрів призводить до того, що миттєві  

напруги між проводами і струми в них зазнають змін уздовж усієї лінії і  
є неперервними функціями не лише часової координати t , а й, водночас,  
і просторової координати x – відстані від одного з кінців лінії: 

 

( )u u x,t= ,     ( )i i x,t= . 
 

Тому дослідження процесів у лінії розпочнемо із визначення значень 
миттєвих напруги та струму в будь-якій точці лінії x  у будь-який момент 
часу t . 

На рис. 12.1 схематично показано однорідну двопровідну лінію довжи-
ною l . Затискачі джерела живлення 1–1′  назвемо початком довгої лінії,  
а затискачі навантаження 2 –2′  – її кінцем. 

 

 
 

Рисунок 12.1  
 

Отже, виділимо на деякій відстані x від початку лінії елементарну  
нескінченно малу ділянку двопровідної лінії довжиною dx  (рис. 12.1). 

Подамо цю елементарну ділянку як чотириполюсник (рис. 12.2), що 
має зосереджені параметри: активний опір 0r dx ; індуктивність 0L dx ;  
активну провідність 0g dx ; ємність 0C dx . 

96 



 
 

Рисунок 12.2  
 

Враховуючи те, що струм і напруга, як вже зазначалося, є функціями і 

часу t , і відстані x , то швидкості зміни струму вздовж лінії i
x
∂
∂

 та напруги 

u
x
∂
∂

 визначаються через частинні похідні. Якщо позначити струм і напругу 

на вході елементарної ділянки лінії через i  та u , то на її виході зі зміною 

відстані на dx  струм і напруга отримають прирости – відповідно i dx
x
∂
∂

 та 

u dx
x
∂
∂

 (рис. 12.2). 

Зв’язок між вхідною та вихідною напругами визначимо з другого закону 
Кірхгофа: 

 

0 0
u iu u dx r dxi L dx
x t
∂ ∂ − + = + ∂ ∂ 

, 

 
а за першим законом Кірхгофа отримаємо співвідношення між вхідним і 
вихідним струмами: 
 

0 0

uu dx
i u xi i dx g dx u dx C dx
t t t

∂ ∂ + ∂ ∂ ∂     − + = + +   ∂ ∂ ∂   
. 

 
У другому рівнянні знехтуємо складовими другого порядку малості, 

тобто такими, що містять величини ( )2dx . Обидва ж рівняння скоротимо 
на dx . 

Унаслідок перетворень отримаємо систему з двох диференціальних рі-
внянь у частинних похідних, які описують електричні процеси, що відбу-
ваються в однорідній двопровідній лінії: 
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00

00
.                                     (12.1) 

 

Ці рівняння називають телеграфними рівняннями (cable equations).  
Спільне розв’язування отриманих диференціальних рівнянь за заданих 

початкових та граничних умов дозволяє в кожному конкретному випадку 
визначити розподіл струму ( )i i x,t=  і напруги ( )u u x,t=  в однорідній лінії 
як в усталеному, так і в перехідному режимах. 

 
12.3 Усталений режим роботи лінії при синусоїдній вхідній напрузі 
 
Під час живлення кола з розподіленими параметрами від джерела  

синусоїдної напруги, струм та напруга в усталеному режимі в довільній 
точці лінії також змінюються за синусоїдним законом, що дозволяє засто-
совувати символічний метод. Як відомо, при цьому миттєвим синусоїдним 
значенням струмів та напруг у відповідність ставляться їхні комплексні 
величини: 

 

( )m ii I sin tω ψ= +   ⇔   ijI I e ψ= , 
 

( )m uu U sin tω ψ= +   ⇔   ujU U e ψ= , 
 

де 
2
mUU = , 

2
mII = , а операціям диференціювання синусоїдних 

функцій – операції множення комплексного числа на jω .  
Застосовуючи символічний метод, рівняння (12.1) можна записати у 

вигляді: 
 

                










+=−

+=−

UCjUg
dx

Id

ILjIr
dx
Ud

00

00

ω

ω
                                     (12.2) 

 

або 

                                                  










=−

=−

UY
dx

Id

IZ
dx
Ud

0

0
,                                            (12.3) 

 
де 0 0 0Z r j Lω= +  – поздовжній питомий комплексний опір лінії; 

0 0 0Y g j Cω= +  – поперечна питома комплексна провідність лінії.  
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У цих диференціальних рівняннях комплексні значення U  та I  не є 
функціями часу t, тому частинні похідні замінюються на звичайні. 

Систему (12.3) з двох рівнянь із двома невідомими зведемо до одного 
рівняння. Для цього ще раз продиференціюємо перше рівняння цієї систе-

ми 
2

02
d U d IZ

d xd x
− =  і в отриманий вираз з другого рівняння системи (12.3) 

підставимо похідну d I
d x

. Тоді  

2

0 02
d U Z Y U
d x

=   

або 

      
2

2
2 0d U U

d x
γ− = ,                                        (12.4) 

 
де             ( )( )0 0 0 0 0 0Z Y r j L g j C jγ ω ω α β= = + + = + .              (12.5) 

 
Величину γ  прийнято називати коефіцієнтом поширення (distribution 

factor), а його дійсну α та уявну β складові, відповідно, коефіцієнтом  
згасання та фазовим коефіцієнтом. 

Рівняння (12.4) є лінійним однорідним диференціальним рівнянням 
другого порядку, загальний розв’язок якого записують так: 

 
                                        1 2

x xU A e A eγ γ−= + ,                                     (12.6) 
 
де U  – комплексне діюче значення напруги в лінії на відстані x  від її 

початку;  
γ−  та γ  – корені характеристичного рівняння 2 2 0p γ− = ;  

1A  і 2A  – сталі інтегрування. 
Комплексне значення струму в лінії на відстані x  від її початку можна 

визначити з першого рівняння системи (12.3), підставивши туди вираз (12.6) 
 

( )1 2
0 0

1 1 x xdUI A e A e
Z dx Z

γ γγ γ−= − = − − + , 

 
а, урахувавши рівняння (12.4), маємо: 
 

( ) ( )0
1 2 1 2

0 0

x x x xYI A e A e A e A e
Z Z

γ γ γ γγ − −== − = − . 
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Комплексний вираз має розмірність опору, тому введемо позначення: 
  

                          0 0 0

0 0 0
C

r j LZZ
Y g j C

ω
ω

+
= =

+
,                                (12.7) 

 

де CZ  – хвильовий опір (wave resistance) лінії. 
Перепишемо вираз для струму у вигляді: 
 

                                      1 2x x

C C

A A
I e e

Z Z
γ γ−= − .                                 (12.8) 

 

Сталі інтегрування 1A  і 2A  визначають із граничних умов таким чином.  
Якщо на початку лінії 0x =  відомими є напруга 1U  і струм 1I  
 

( ) 10U U= ,    ( ) 10I I= , 
 

то рівняння (12.6) і (12.8) набувають вигляду: 
 








−=

+=

CC Z
A

Z
AI

AAU

21
1

211
, 

 

звідки визначаємо сталі інтегрування: 
 

                        ( )1 11
1
2 CA U Z I= + ,     ( )2 11

1
2 CA U Z I= − .                  (12.9) 

 

Отже, розв’язками системи (12.3) за заданих граничних умов будуть 
функції: 

 

                    ( ) ( )1 11 1
1 1
2 2

x x
C CU U Z I e U Z I eγ γ−= + + − ,                (12.10) 

 

                               ( ) ( )1 11 1
1 1

2 2
x x

C C
C C

I U Z I e U Z I e
Z Z

γ γ−= + − − .         (12.11) 
 

Коефіцієнт поширення і хвильовий опір називають вторинними пара-
метрами лінії. 

Розглянемо приклад.  
Нехай задано вторинні параметри лінії зв’язку: 

67812108011 ,je, −⋅=γ км-1 

та 
0783564 ,j

C e,Z −= Ом/км на частоті 800 Гц. Знайти первинні параметри лі-
нії. 

Складемо систему рівнянь: 00YZ=γ , 
0

0
Y
ZZ C = , звідки випливає 

γω CZLjrZ =+= 000 , 
CZ

CjgY
γ

ω =+= 000 . 
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Розрахунок виконаємо в середовищі MathCAD. 

 
Таким чином, 86920 ,r =  Ом/км, 7

0 104481 −⋅= ,g  См/км, а оскільки 
7590 ,L =ω  Ом/км, 5

0 101923 −⋅= ,Cω  Ом/км, то 3
0 10941 −⋅= ,L  См/км, 

9
0 10356 −⋅= ,C  Ом/км. 

 

 
12.4 Пряма та зворотна хвилі 
 
Для з’ясування фізичного змісту складових у формулі (12.6) запишемо 

їхні миттєві значення, урахувавши, що і сталі інтегрування 1A , 2A , і кое-
фіцієнт γ , і хвильовий опір CZ  є комплексними числами, які можна запи-
сати у вигляді: 

 

1
1 1

jA A e ψ= ,   2
2 2

jA A e ψ= ,   jγ α β= + ,   j
C CZ Z e θ= . 

 

Спочатку розглянемо лише першу складову виразу (12.6), яку позна-
чимо як пU : 

 
( ) ( )11

1 1 1
x j x j xj x

пU A e A e e A e eγ α β ψ βψ α− − + −−= = = . 
 

Тоді миттєве значення цієї складової буде функцією двох змінних –  
часу t  і відстані x : 

  

     ( )1 12 x
nu A e sin t xα ω ψ β−= + − .                    (12.12) 

 

Це означає, що напруга nu  у будь-якій точці ix x=  двопровідної лінії  
з часом t  змінюватиметься за синусоїдним законом з амплітудою 

 

( ) 1 2 i
п

x
m iU x A e α−=  

 

та початковою фазою  
( ) 1п i ix xψ ψ β= − ,  

тобто 
 

( ) ( ) ( )пn i m i п iu x ,t U x sin t xω ψ = +  . 
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Однак, з іншого боку, за будь-якого фіксованого моменту часу 1t t=  
напруга вздовж лінії також змінюватиметься за синусоїдним законом лише 
із згасаючою амплітудою ( ) 1 2

п
x

mU x A e α−= , як це і показано на рис. 12.3. 
Дослідимо характер поведінки цього згасаючого синусоїдного коли-

вання напруги nu  за умови незначного приросту часу з моменту 1t  до 2t . 
Визначимо, де опиниться ця точка синусоїди в момент часу 2 1t t> .  
Оскільки повна фаза має залишатися незмінною, то можна записати 
 

111212 xtxt βψωβψω −+=−+ , 
звідки 

                                       ( ) ( )1212 xxtt −=− βω .                                   (12.13) 
 

З (12.13) випливає, що за умови 2 1t t> , координата 2x  обраної точки в 
момент часу 2t  буде більшою, ніж координата 1x  цієї точки для моменту 
часу 1t , тобто 2 1x x> . Тобто, за час 2 1t t t∆ = −  ця точка має зміститися 
вправо на відстань 2 1x x x∆ = − . 

Подібні міркування можна провести і для будь-яких інших точок, що 
належать згасаючій синусоїді миттєвої напруги nu .  

Отже, з перебігом часу синусоїдна хвиля напруги nu  зазнаватиме руху 
і переміщуватиметься від початку лінії в напрямку її кінця, як це і показано 
на рис. 12.3.  

Тому цю напругу ( )n nu u x,t=  називають прямою або падаючою хвилею 
(falling wave) напруги.  

Швидкість руху хвилі визначимо з умови сталості повної фази для 
будь-якої з точок, що належать цій хвилі і перебувають у стані руху: 

 

Constxt =−+ βψω 1 . 
 

 
 

Рисунок 12.3 
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Продиференціюємо це співвідношення за t , унаслідок чого отримаємо: 
 

0dx
dt

ω β− =  
 

або 
dx
dt

ωυ
β

= = ,                                         (12.14) 

 
де υ  – фазова швидкість (phase speed) хвилі. 
Для хвилі, що падає, можна задати і визначити довжину хвилі (length of 

a wave). 
Довжиною хвилі λ  називають відстань між двома найближчими точ-

ками в напрямку поширення хвилі, фази коливання в яких відрізняються 
на величину 2π . 

Отже,  
( ) ( )1 1 2t x t xω ψ β ω ψ β λ π+ − − + − + =   ,  

 
звідки 

2β λ π=   
 

або 

 2πλ
β

= .                                             (12.15) 

 
Миттєве значення струму ( )пі x,t  теж є хвилею, яка згасає і рухається в 

напрямку від початку лінії до її кінця із фазовою швидкістю υ : 
 

                             ( )1
1

2 x
n

C

Ai e sin t x
Z

α ω ψ β θ−= + − − .                   (12.16) 

 
Другі складові у виразах комплексів діючих значень напруги і струму 

відрізняються від перших складових іншою сталою інтегрування 2A  та 
знаком незалежної змінної x , тому миттєве значення другої складової  
напруги буде також функцією ( )зu x,t  водночас як часової t , так і просто-
рової x  координат, та дорівнюватиме: 

 

( )2 22 x
зu A e sin t xα ω ψ β= + + . 

 
Таким чином, друга складова також є синусоїдною хвилею, яка згасає 

(рис. 12.4), яка рухається з тією ж фазовою швидкістю υ , що і пряма хвиля 
(див. рис. 12.3), але у протилежному до неї напрямку, тобто від кінця лінії 
до її початку, через що таку хвилю напруги називають зворотною або від-
битою хвилею (reflected wave). 
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Рисунок 12.4 
 

Зворотна хвиля миттєвого струму ( )зi x,t  описується функцією: 
 

( )2
2

2 x
з

C

Ai e sin t x
Z

α ω ψ β θ= + + − . 

 

Підведемо підсумок проведеного аналізу процесів, що відбуваються в 
однорідній двопровідній лінії за дії синусоїдної вхідної напруги: 

- розподіл миттєвого значення напруги ( )u x,t  уздовж лінії можна роз-
глядати як результат накладання двох хвиль напруг: прямої ( )пu x,t  і зво-
ротної ( )зu x,t , які рухаються з однаковими фазовими швидкостями υ   
у протилежних напрямках і зазнають під час цього руху однакового зга-
сання: 

 

n зu u u= + ; 
 

- розподіл миттєвого значення струму ( )i x,t  також можна розглядати 
як результат накладання двох хвиль, але з однією відмінністю, що резуль-
татом накладання буде не сума, а різниця прямої ( )пi x,t  та зворотної 
( )зi x,t  хвиль струмів: 

 

n зi i i= − ; 
 

- комплекси діючих значень напруги ( )U x  і струму ( )I x  у будь-якій 
точці лінії x  можна записати у вигляді: 

 

п зU U U= + ,  п зI I I= − . 
 

- введені поняття прямої та зворотної хвиль напруги й струму суттєво 
полегшують аналіз і розуміння тих електромагнітних процесів, які спосте-
рігаються в електричних колах з розподіленими параметрами, якщо ті  
перебувають в усталених синусоїдних режимах роботи. Однак потрібно 
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пам’ятати: фізично в реальній двопровідній лінії існують лише виключно 
напруга ( )u x,t  та струм ( )i x,t , а розкладання їх на прямі й зворотні хвилі є 
лише зручним та корисним прийомом, який став можливим лише внаслі-
док лінійності досліджуваної системи.  

З (12.14) та (12.15) випливає, що 
f
v

=λ , тобто довжина хвилі обернено 

пропорційна частоті. Двопровідну лінію, довжина l  якої є сумірною з дов-
жиною хвилі λ  або більшою від неї, називають довгою лінією (long line).  

Хвилеподібна зміна напруги і струму вздовж таких ліній є особливо 
помітною. Це потрібно враховувати під час аналізу, застосовуючи вищена-
ведений теоретичний апарат. Однак у тих випадках, коли геометричні роз-
міри лінії є значно меншими, аніж довжина хвилі λ<<l , можна і доцільно 
розглядати ці лінії як електричні кола із зосередженими параметрами.  

Наприклад, лінію електропередачі довжиною до 200 км на частоті 
50f =  Гц можна розглядати як коротку лінію із зосередженими парамет-

рами, а п’ятиметровий відрізок лінії на частоті 150 МГцf =  уже матиме 
вигляд довгої лінії, тому що за частоти 50f =  Гц довжина хвилі в такій  
лінії досягає 6000λ =  км, що набагато перевищує довжину самої лінії,  
а при частоті 150 МГцf =  довжина хвилі становить 2λ = м.  

 
12.5 Відбивання хвиль. Узгоджений режим 
 
У п. 12.3 отримано формули для комплексів діючих значень напруги в 

будь-якій точці лінії через сталі інтегрування 1A  і 2A . Останні легко визна-
чаються зі співвідношень (12.9) за відомих значень напруги 1U  й струму 

1I  на початку лінії.  
Однак часто зручніше виражати струми і напруги в будь-якій точці  

лінії через струм 2I  та напругу: 
  

22 нU Z I= ,                                          (12.17) 
 

де нZ  – опір навантаження.  
У цьому випадку найкраще початком відліку відстані y  вважати кінець 

двопровідної лінії (рис. 12.5).  
 

 
 

Рисунок 12.5 
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Тоді, якщо замінити у виразах (12.6) і (12.8) змінну x  на різницю l y− , 
де l  є довжина лінії, то отримаємо рівняння: 

 

( ) ( )
1 2

l y l yU A e A eγ γ− − −= + ,  ( ) ( )1 2l y l y

C C

A AI e e
Z Z

γ γ− − −= − . 

 

Введемо до цих рівнянь нові сталі інтегрування: 
 

3 1
lA A e γ−= , 4 2

lA A e γ= . 
 

З урахуванням проведених перетворень, отримаємо:  
 

                                          3 4
y yU A e A eγ γ−= + ,                                 (12.18) 

 

                                          3 4y y

C C

A AI e e
Z Z

γ γ−= − ,                               (12.19) 

 

де змінна y , як було зазначено, має рахуватися з кінця лінії. 
Визначимо нові сталі інтегрування 3A  і 4A  через напругу 2U  та  

струм 2I , що задані в кінці лінії. 
Для 0y =  рівняння (12.18), (12.19) набувають вигляду: 
 

( ) 3 4 20U A A U= + = , ( ) 3 4
20

C C

A AI I
Z Z

= − = . 

 

Розв’язуючи цю систему відносно сталих інтегрування, маємо: 
 

( )3 22
1
2 CA U Z I= + ,   ( )4 22

1
2 CA U Z I= − . 

 

Таким чином, 
 

                      2 22 2
2 2

y yC C
n з

U Z I U Z IU U U e eγ γ−+ −
= + = + ,          (12.20) 

 

                        2 22 2
2 2

y yC C
n з

C C

U Z I U Z II I I e e
Z Z

γ γ−+ −
= − = − .            (12.21) 

 

Проведемо перегрупування в цих рівняннях 
 

222 2

y y y y

С
e e e eU U Z I
γ γ γ γ− −+ −

= + , 2
22 2

y y y y

С

Ue e e eI I
Z

γ γ γ γ− −− +
= +  

 

і введемо гіперболічні функції косинуса й синуса: 
  

2

y ye ech y
γ γ

γ
−+

= ,  
2

y ye esh y
γ γ

γ
−−

= . 
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У результаті для напруги ( )U y  та струму ( )I y  остаточно отримаємо 
рівняння лінії в гіперболічних функціях: 

 

                                   22 CU U ch y Z I sh yγ γ= + ,                            (12.22) 
 

                                     22
C

sh y
I U I ch y

Z
γ

γ= + .                               (12.23) 

 

Для вхідних напруги 1U  та струму 1I , що задані на початку лінії y l= , 
маємо: 

 

                                21 2 CU U ch y Z I sh yγ γ= + ,                           (12.24) 
 

                                    21 2
C

sh y
I U I ch y

Z
γ

γ= + .                              (12.25) 

 

У виразах (12.20), (12.21) другі складові напруги і струму є зворотними 
(відбитими) хвилями.  

Величину зворотної хвилі зручно визначати, якщо ввести поняття кое-
фіцієнта відбиття N . 

Коефіцієнтом відбиття називають комплексну величину, яка дорів-
нює відношенню комплексного значення напруги (струму) зворотної хвилі 
в кінці лінії ( 0y = ) до комплексного значення прямої хвилі напруги (стру-
му) у кінці лінії: 

 

( )
( )

2 42

2 32

0
0

з C

Cп

U U Z I AN
U U Z I A

−
= = =

+
.                      (12.26) 

 

Ураховуючи, що 22 нU Z I= , для коефіцієнта відбиття можна записати: 
 

                                             0jн C

н C

Z ZN Ne
Z Z

δ−
= =

+
.                             (12.27) 

 

Таким чином, величина зворотної хвилі залежить від співвідношення 
між опором навантаження і хвильовим опором лінії. 

Якщо опір навантаження дорівнює хвильовому опору ( )н CZ Z= , то 
коефіцієнт відбиття 0=N , відбита хвиля відсутня і вся енергія, яка пере-
носиться прямою хвилею, поглинається навантаженням.  

Такий режим роботи лінії називається узгодженим. 
Оскільки в узгодженому режимі роботи зворотна хвиля відсутня:  
 

0зU = , 0зI = , 
 

то  
22

2
yC

n
U Z IU U e γ+

= = , 22
2

yC
n

C

U Z II I e
Z

γ+
= = . 
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Урахувавши, що 22 СU Z I= , для цього режиму отримуємо:  
 

                                      2
yU U e γ= ,  2

yI I e γ= .                                (12.28) 
 

Тоді вхідні напруга і струм за узгодженого режиму дорівнюють: 
 

                                      1 2
lU U e γ= ,  1 2

yI I e γ= .                               (12.29) 
 

З рівнянь (12.28) випливає важливий висновок: в узгодженому режимі 
в будь-якій точці лінії відношення напруги до струму є сталим і дорівнює 

хвильовому опору 2

2
C

UU Z
I I
= = . 

Це стосується, зокрема, і вхідного опору лінії також: 
 

1 2

1 2
вх C

U UZ Z
I I

= = = .                                  (12.30) 
 

Отже, вхідний опір лінії, що перебуває в узгодженому режимі, завжди 
дорівнює хвильовому опору і не залежить від її довжини l . 

Під час короткого замикання лінії, коли опір навантаження дорівнює 
нулю 0нZ = , як випливає зі співвідношення (12.27), коефіцієнт відбиття 

1N = − , а під час холостого ходу – 1=N  через те, що опір навантаження 
нZ = ∞ . У цих режимах спостерігається повне відбиття прямої хвилі.  

Розглянемо приклад розрахунку режиму довгої лінії. 
Однорідна довга лінія, яка зображена на рис. 12.5, довжиною 200l =  м 

навантажена на опір 45150 j
нZ e °= Ом і живиться від синусоїдного джерела 

напруги ( ) ( )1 1 12 2u t U sin ftπ ϕ= + , де 3f =  МГц. Первині параметри 
лінії відомі і дорівнюють: 0 2 7r ,=  Ом/м, 0 4 3L ,=  мкГн/м, 0 2 9C ,=  пФ/м, 

0 11g ,=  мкСм/м. Вихідна напруга 2 43U =  В. 
Розрахунки проведемо в середовищі MathCAD. 
Вхідні дані: 

 
Визначимо хвильовий опір, коефіцієнт поширення, коефіцієнт згасання 

та фазовий коефіцієнт, фазову швидкість і довжину хвилі. 
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Знайдемо комплекс діючого значення струму 2I  у навантаженні 

2
2

2

UI
Z

= , що дозволить провести за формулами ( )1 22
1
2 CB U Z I= + , 

( )2 22
1
2 CB U Z I= −  розрахунок сталих інтегрування 1

1 1
jB B e ψ=  (для 

прямої хвилі) та 2
2 2

jB B e ψ=  (для зворотної хвилі) через вихідні напругу 

2U  та струм 2I  на навантаженні. 

 
Комплекси діючих значень прямих, зворотних і сумарних хвиль напру-

ги та струму у функції просторової координати y , відповідно дорівнюють:  
 

1
y

nU B e γ= ,   2
y

зU B e γ−= ,   n зU U U= + , 
 

1 y
n

C

B
I e

Z
γ= ,   2 y

з
C

B
I e

Z
γ−= ,   n зI I I= − , 

 
що дає можливість визначити функції: 

-  миттєвої напруги  
 

( ) ( ) ( )n зu y,t u y,t u y,t= + , 
 

де ( ) ( )1 12 y
nu y,t B e sin t yα ω β ψ= + +  – її пряма хвиля; 

( ) ( )2 22 y
зu y,t B e sin t yα ω β ψ−= − +  – зворотна хвиля; 

-  миттєвого струму  
 

( ) ( ) ( )n зi y,t i y,t i y,t= − , 
 

де ( ) ( )1
12 y

n
C

B
i y,t e sin t y

Z
α ω β ψ θ= + + −  – його пряма хвиля; 

( ) ( )θψβωα −+−= −
2

2 2 ytsine
Z
Bt,yi y

C
з  – зворотна хвиля. 
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У MathCAD: 

 
Побудуємо графіки цих напруг та струмів для моменту часу 1t , за якого 

пряма хвиля напруги ( )nu y,t  у кінці лінії 0y =  набуває, максимального із 
своїх можливих, значення. 

Оскільки у кінці лінії пряма хвиля напруги в момент часу 1t  
 

( ) ( )1 1 1 10 2nu ,t B sin tω ψ= + , 
 

то означеної умови можна дотриматися тільки, якщо  
 

( )1 1 1sin tω ψ+ = ,  
 

звідки і отримаємо значення моменту 1t  

 
Для цього моменту часу графіки прямої, зворотної та сумарної хвиль 

миттєвих напруг і струмів уздовж лінії у функції відстані від її кінця наве-
дено на рис. 12.6 і рис. 12.7. 

 

 
 

Рисунок 12.6 
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Рисунок 12.7 
 
У межах аналізу усталеного синусоїдного режиму в довгій лінії побуду-

ємо графіки розподілу діючих значень напруги ( )U y  і струму ( )I y  уздовж 
довгої лінії. Для цього задамо функції їхніх комплексів діючих значень.  

 
Графіки ( )U U y=  та ( )I I y=  наведено на рис. 12.8 та на рис. 12.9. 

 

 
 

Рисунок 12.8 
 

 
 

Рисунок 12.9 
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12.6 Лінія без спотворень 
 
Під час передавання двопровідною лінією зі складною частотною 

структурою сигнал зазнає амплітудних та фазових спотворень. Це поясню-
ється тим, що гармонічні складові, які входять до спектра напруги чи 
струму, за різних частот матимуть різні коефіцієнти згасання та фазові 
швидкості.  

Для того, щоб амплітудні спотворення були відсутніми, необхідно, 
щоб коефіцієнт згасання був величиною сталою і не залежав від частоти  
( constα = ). Подібним чином можна позбутися і фазових спотворень за умо-
ви, якщо зробити незалежними від частоти фазові швидкості всіх спектра-
льних гармонік напруги або струму ( constυ = ). 

З огляду на це, визначимо ті умови, яким має відповідати однорідна 
лінія, щоб електричні сигнали в ній не зазнавали спотворень. 

Коефіцієнт поширення γ  дорівнює: 
 

( )( )0 0 0 0r j L g j Cγ ω ω= + +  
 

або після нескладних перетворень  
 

0 0
0 0

0 0
1 1L Cr g j j

r g
γ ω ω

  
= + +  

  
. 

 
Якщо виконати умову  
 

                                                0 0

0 0

L C
r g

= ,                                             (12.31) 

 

то 0 0 0 0r g j L Cγ ω= + , тобто коефіцієнт згасання буде дорівнювати 

0 0r gα =  і від частоти, як бачимо зі співвідношення, не залежатиме. Для 
фазового ж коефіцієнта 0 0L Cβ ω=  навпаки: існуватиме лінійна 

залежність від ω , через що фазова швидкість 
0 0

1
L C

ωυ
β

= = , як випливає 

із формули, позбудеться залежності від частоти. 
Лінія, параметри якої задовольняють умову (12.31), називається лінією 

без спотворень (line without distortions). 
Хвильовий опір СZ  лінії без спотворень має суто активний характер і 

не залежить від частоти: 
 

                                                 0

0
С

LZ
C

= .                                           (12.32) 
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Як для повітряних, так і для кабельних ліній передачі сигналів відно-

шення 0

0

L
r

, зазвичай, у декілька разів є меншим, ніж відношення 0

0

C
g

. І хоча, 

на перший погляд, змінити ситуацію і досягти рівності (12.31) загалом  
можна (для цього потрібно лише штучно змінити відповідним чином один 
чи декілька із первинних параметрів лінії), однак така зміна є або технічно 
складною, або, насамперед, породжує низку інших проблем.  

Так, наприклад, для зменшення параметра 0r  необхідно збільшувати 
діаметр проводів, що призводить до додаткових витрат матеріалів та істот-
ного збільшення вартості лінії. Збільшення ж провідності 0g  спричиняє 
зростання коефіцієнта згасання сигналів. Не можна також і зменшувати 
ємність 0C , бо це ускладнює конструкцію лінії і, знову ж таки, збільшує  
її вартість. 

Найкращим способом наближення первинних параметрів до виконання 
умови (12.31) є штучне збільшення індуктивності лінії за допомогою 
увімкнення в лінію через деякі фіксовані інтервали індуктивних котушок. 
Хоча і тут з’являються певні ускладнення, оскільки збільшення індук-
тивності 0L  призводить до зменшення фазової швидкості, а це неприпус-
тимо для ліній інформації, що передають сигнали на великі відстані, тому 
часто в лініях дальнього зв’язку застосовують спеціальні корегувальні 
пристрої. 

Потрібно зауважити, що співвідношення (12.31) є необхідною, але все 
ж таки недостатньою умовою для неспотвореного передавання сигналів. 

Не менш важливим є створення узгодженого режиму роботи лінії  
одночасно у всьому частотному діапазоні сигналу. 

Так, наприклад, навіть якщо умова (12.31) і виконуватиметься, але в 
цей час СнZ Z≠ , то сигнал безпосередньо передаватиметься лінією без 
спотворення, проте в її кінці спостерігатиметься явище відбиття цього 
сигналу від неузгодженого навантаження з утворенням зворотної хвилі.  

Коефіцієнт відбиття N  буде різним для різних спектральних складових 
сигналу, оскільки його модуль і аргумент залежні від частоти. Це призведе 
до спотворення зворотної хвилі напруги і струму, що утворюють від-
дзеркалений сигнал у самій точці їхнього відбиття, тобто в кінці лінії.  

Це, насамперед, спотворить і сам сигнал, оскільки напруга або струм, 
що існують, є результатом накладання їхніх прямих та зворотних хвиль як 
в будь-якій точці лінії, так і зокрема на її навантаженні.   

Таким чином, підводячи підсумок, сформулюємо умови, які мають  
бути виконані для безпечного передавання інформаційних сигналів дов-
гими лініями: 

а) коефіцієнт згасання двопровідної лінії не повинен залежати від 
частоти; 

б) усі спектральні гармоніки мають рухатися вздовж лінії з однаковими 
фазовими швидкостями; 

в) у лінії потрібно створити узгоджений режим роботи у всьому частот-
ному діапазоні сигналу. 
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12.7 Лінія без втрат 
 
У сучасних лініях зв’язку та комп’ютерних мережах, які характеризу-

ються дуже високими частотами сигналів, існують співвідношення: 
 

00 Lr ω<< ,   00 Cg ω<< ,                                 (12.33) 
 

що дозволяє не враховувати їх під час проведення аналізу електричного 
кола.  

Розглянемо та проаналізуємо лінію, для якої 0 0r ≈ , 0 0g ≈ . 
У цьому випадку коефіцієнт поширення набуде вигляду: 
 

                                    0 0j L Cγ ω= ,                                        (12.34) 
 

і відповідно коефіцієнт згасання та фазовий коефіцієнт дорівнюватимуть: 
 

                                      0α = ,    0 0L Cβ ω= ;                                 (12.35) 
 

хвильовий опір:  

                                     0

0
C C

LZ r
C

= = ;                                        (12.36) 

 
а фазова швидкість:  

                                        
0 0

1
L C

υ = .                                           (12.37) 

 
Таким чином, у цій лінії будуть відсутніми згасання і втрати активної 

потужності. Таку лінію називають лінією без втрат (line lost-free).  
Окрім того, фазова швидкість та коефіцієнт згасання ( 0α = ) не зале-

жать від частоти. Це означає, що в лінії також будуть відсутніми як фазові, 
так і амплітудні спотворення, тому лінія без втрат водночас є і лінією без 
спотворень. Хвильовий опір такої лінії є дійсним і не залежить від частоти. 

Зважаючи на те, що гіперболічні функції від уявного аргументу пере-
творюються на тригонометричні функції: sh j x j sin xβ β= , 
ch j x cos xβ β= ; рівняння для комплексів діючих значень напруги й струму 
в будь-якій точці лінії набувають вигляду:  

 
                                 22 CU U cos y jZ I sin yβ β= + ,                          (12.38) 

 

                                   2
2

C

UI j sin y I cos y
Z

β β= + .                             (12.39) 

 

Тоді вхідний опір лінії без втрат:  
 

1

1

н C
вх C

C н

U Z jZ tg lZ Z
I Z jZ tg l

β
β

+
= =

+
. 
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Режим у лінії без втрат залежить як від властивостей самої лінії, так і 
від навантаження на її кінці. 

За узгодженого навантаження н CZ Z=  напруга і струм в лінії, згідно з 
(12.38), (12.39) та зважаючи на закон Ома 2 2CZ I U= , дорівнюватимуть: 

 

                             2 2 2
j yU U cos y jU sin y U e ββ β= + = ,                  (12.40) 

 

                                             ( )2 2 2
j yI j I sin y I cos y I e ββ β= + = .                       (12.41) 

 

Як бачимо зі співвідношень, в узгодженому режимі зворотні хвилі  
напруги і струму відсутні, коефіцієнт відбиття дорівнює нулю ( 0N = ), і 
вся потужність падаючої хвилі поглинається навантаженням. 

Задамо початкову фазу напруги в кінці лінії такою, що дорівнює нулю 
( )22U U= , тоді миттєві значення напруги і струму прямої хвилі: 

 

                                 ( ) ( )2 2u y,t U sin t yω β= + ,                         (12.42) 
 

                                  ( ) ( )2 2i y,t I sin t yω β= + ,                          (12.43) 
 

тобто напруга і струм уздовж лінії в будь-який момент часу змінюються за 
синусоїдним законом без згасання (рис. 12.10). 
 

 
 

 

Рисунок 12.10 
 

Оскільки амплітуди напруги і струму вздовж лінії не згасають і зворо-
тна хвиля відсутня, то їхні діючі значення не залежатимуть від відстані y   
і будуть постійними вздовж усієї лінії для будь-якого моменту часу. 

Вхідний опір узгодженої лінії без втрат не залежить від довжини лінії  
і дорівнює хвильовому опору вх CZ Z= . Оскільки хвильовий опір лінії без 
втрат є суто активним, то лінія без втрат з узгодженим навантаженням є 
активним навантаженням для генератора.  
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Режим роботи, що з’являється в узгодженій лінії без втрат, часто нази-
вають режимом бігучих хвиль (running wave).  

Переваги цього режиму такі: 
а) за відсутності зворотної хвилі вся потужність поглинається наван-

таженням, інакше б частина потужності прямої хвилі поверталася б до 
джерела з відбитою хвилею; 

б) генератор працює на сталий активний опір, який не залежить ні від 
довжини лінії, ні від робочої частоти; 

в) оскільки для будь-якої реальної лінії властиві втрати, які в 
неузгодженому режимі виникають під час прямого та зворотного руху 
хвиль, то втрати в узгодженій лінії за суто активного хвильового опору 
будуть мінімальними. 

Лінія без втрат у режимах холостого ходу та короткого замикання 
1. За холостого ходу опір навантаження нZ = ∞  і коефіцієнт відбиття 
1N = . Це означає, що амплітуди зворотної і прямої хвиль у режимі холос-

того ходу є однаковими. 
Через те, що вихідний струм 2 0I = , рівняння (12.38), (12.39) за такої 

умови набувають вигляду:  
 

2U U cos yβ= ,   2

C

UI j sin y
Z

β= . 

 
Якщо задати початкову фазу напруги в кінці лінії такою, що дорівнює 

нулю, тобто 22U U= , то миттєві значення напруги і струму дорівнювати-
муть: 

 

( ) 2mu y,t U cos y sin tβ ω= ,   ( ) 2m

C

Ui y,t sin y cos t
Z

β ω= . 

 

Виразимо коефіцієнт фази β  через довжину хвилі 2πβ
λ

= , тоді для 

миттєвих напруги і струму отримаємо: 
 

       ( ) 2
2

m
yu y,t U cos sin tπ ω

λ
= ,   ( ) 2 2m

C

U yi y,t sin cos t
Z

π ω
λ

= .     (12.44)  

 
Дослідимо зміну напруги і струму в різних точках лінії залежно від часу. 

Так, у кінці лінії 0y = , 2 0ysin π
λ

=  і струм у будь-який момент часу 

дорівнюватиме нулю. 
Унаслідок періодичності теж ж саме можна сказати і про інші точки 

довгої лінії, для яких 
2

y k λ= , 0 1 2 3k , , ,=  , тобто миттєвий струм завжди 

дорівнюватиме нулю також і в точках кратних довжині півхвилі.  
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Напруга в кінці лінії змінюватиметься за синусоїдним законом з макси-

мальною амплітудою 2mU , оскільки при 0y =  2 1ycos π
λ

= . 

Для всіх інших точок, координати y  яких належать  відрізку  0
4

y λ
< < , 

значення функції косинуса 2 1ycos π
λ

< , а функції синуса 20 1ysin π
λ

< < . 

Тому амплітуди синусоїдних і напруги, і струму в цих точках будуть мен-

шими від максимально можливих 2mU та 2
2

m
m

C

UI
Z

= .  

Якщо ж 
4

y λ
= , то миттєва вихідна напруга 

4
u ,tλ 
 
 

 у будь-який момент 

часу дорівнюватиме нулю, а струм за такої просторової координати зміню-
ватиметься за синусоїдним законом з максимальною амплітудою 2mI . 

На рис. 12.11 показано графіки зміни напруги і струму вздовж лінії за 
різних, але послідовних моментів часу t , зокрема: 0t , 1t  та 2t , де 0 1 2t t t< < . 

 

 
 

Рисунок 12.11 
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Так, у момент часу 0t , для якого, наприклад, 0 2
t πω = , функції синуса і 

косинуса набувають таких значень: 0 1sin tω = , 0 0cos tω = . Тому в цей 
фіксований момент часу напруга вздовж лінії змінюватиметься за 
синусоїдним законом і з максимально можливою амплітудою mU 2 , а струм 
у цей час в усіх точках лінії дорівнюватиме нулю.  

Для іншого ж моменту часу 1 0t t> , для якого 1
2
3

t πω = , значення 

функцій синуса і косинуса становитимуть: 1
3

2
sin tω = , 1 0 5cos t ,ω = − .  

Тому напруга вздовж лінії також буде синусоїдною, однак величина 
амплітуди в усіх точках довгої лінії вже буде меншою, аніж mU 2   

у 1
3

2
sin tω
 

= 
 

 разів. Амплітуда синусоїдного струму в цей фіксований 

момент часу 1t  сстановитиме половину 2
2

m

C

U
Z

 від максимально можливої.  

На ділянці лінії 0
2

y λ
< <  цей струм набуватиме від’ємних значень. 

Для наступного моменту часу 2 1t t>  за умови 2tω π=  напруга в усіх 
точках лінії дорівнюватиме нулю, а струм в цей момент часу 
змінюватиметься зі зміною координати y  за синусоїдним законом і з мак-

симально можливою амплітудою 2
2

m
m

C

UI
Z

= .  

Аналогічно можна побудувати графіки зміни миттєвих напруги і стру-
му вздовж лінії й для наступних фіксованих моментів часу 3t  і 4t , де 

2 3 4t t t< < . 
Таким чином, згідно з аналізом, в усіх точках лінії миттєві напруга 

( )u y,t  і струм ( )i y,t  змінюватимуться залежно від часу t  за синусоїдним 
законом, але з різними амплітудами. Останні залежать від розташування 
точки спостереження – від значення y .  

Точки лінії, де амплітуда (напруги або струму) є найбільшою, назива-
ють пучностями (видугами), а де вона дорівнює нулю – вузлами. 

Так, точки лінії з координатами 0
2

y , , ,λ λ= 
, у яких амплітуда 

синусоїдної напруги набуває максимального значення зі своїх можливих, є 

пучностями напруги, а точки з координатами  3 5
4 4 4

y , , ,λ λ λ
= 

 –  її вузли, 

оскільки амплітуда напруги в цих точках (як і сама напруга) дорівнюють 
нулю. 

На рис. 12.12 показано графік розподілу діючих значень напруги і 
струму вздовж лінії. З цього рисунка видно, що вузли напруги збігаються  
з пучностями струму, і навпаки.  
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Рисунок 12.12 
 

Такий режим роботи двопровідної лінії називають режимом стоячих 
хвиль (standing wave), тобто таких електромагнітних хвиль, які не здійсню-
ють спрямованого руху вздовж лінії і відносно неї перебувають у стані спо-
кою. У такому ж стані перебуває і електромагнітна енергія цих хвиль, тобто 
у випадку стоячої хвилі передавання енергії вздовж лінії не відбуватиметь-
ся. Це пояснюється тим, що, по-перше, споживач енергії відсутній, а, по-
друге, ця двопровідна лінія є лінією без втрат. Оскільки коефіцієнт відбиття 

1N = , то стоячі хвилі можна уявляти як результат накладання однакових 
падаючої і відбитої хвиль, що рухаються в протилежних напрямках. 

Незважаючи на відсутність спрямованого руху електромагнітної 
енергії, у самій лінії, а точніше – у просторі між її проводами, відбувається 
процес обміну енергією між електричним та магнітним полями. Це відбу-
вається періодично на кожній ділянці лінії, що знаходиться між вузлами 

напруги і струму, тобто на відрізок довжиною 
4
λ .  

Так, коли напруга досягає в усіх точках лінії своїх найбільших значень, 
наприклад, у момент часу 0t , а струм у цей час дорівнює нулю, то весь  
запас електромагнітної енергії буде зосереджено в електричному полі.  
Коли ж напруга спадає до нуля (наприклад, у момент часу 2t ), а струм  
уздовж лінії набуває максимальних, із своїх можливих, значень, то 
електромагнітна енергія буде зосереджена виключно в магнітному полі, 
створеному цим струмом.  

2. У разі короткого замикання опір навантаження ( 0нZ = ) і вихідна 
напруга дорівнюють нулю 2 0U = . Тоді рівняння (12.38), (12.39) набувають 
вигляду: 

 

2CU jZ I sin yβ= ,   2I I cos yβ= . 
 

Задамо початкову фазу напруги в кінці лінії такою, що дорівнює нулю. 
Це означає, що 2 2I I= . За таких умов миттєві значення напруги і струму 
будуть: 

 

      ( ) 2
2

m C
yu y,t I Z sin cos tπ ω

λ
= ,   ( ) 2

2
m

yi y,t I cos sin tπ ω
λ

= .     (12.45) 
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На рис. 12.13 наведено графіки зміни цих напруги і струму вздовж лінії 
за різних послідовних моментів часу t , зокрема: 0t , 1t  та 2t , де 0 1 2t t t< < .   

 

 
 

Рисунок 12.13 
 

Якщо провести аналіз цих рівнянь подібно до того, як це було зроблено 
в попередньому випадку із режимом холостого ходу, то неважко дійти того 
ж висновку: під час короткого замикання в лінії створюється режим стоя-
чих хвиль. 
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Однак при цьому в режимі короткого замикання в кінці лінії стояча 
хвиля напруги матиме не пучність, а вузол ( )0 0u ,t = , а миттєвий струм 
( )0i ,t  навпаки: замість вузла утворить пучність. 

Тобто, вузли і пучності напруги за короткого замикання відповідно  
збігатимуться з вузлами і пучностями струму при холостому ході, а вузли  
і пучності струму – з вузлами і пучностями напруги в цих режимах. 

На рис. 12.14 наведено графіки розподілу діючих значень напруги і 
струму вздовж лінії, що побудовані в одній системі координат. 

Коефіцієнт відбиття під час короткого замикання дорівнює 1−=N ,  
тому амплітуди прямої і зворотної хвиль у цьому режимі є однаковими. 

 

 
 

Рисунок 12.14 
 

3. Визначимо вхідний опір лінії в довільній її точці на відстані y  від 
кінця лінії. 

Для режиму холостого ходу вхідний опір у комплексній формі має 
вигляд:  

 

                       ( ) 2
хx C C

UZ y jZ ctg y jZ ctg y
I

πβ
λ

= = − = − .             (12.46) 
 

Для лінії без втрат її хвильовий опір CZ  є суто активним, тому вхідний 
опір цієї лінії незалежно від її довжини буде завжди реактивним 

( ) ( )хx ххZ y jX y=  і дорівнюватиме ( ) 2
хх CX y Z ctg yπ

λ
= − . 

На рис. 12.15 показано графік зміни реактивного опору ххX  відрізка 
лінії без втрат, що перебуває в режимі холостого ходу залежно від його 

довжини. Як видно з рис. 12.15, якщо довжина лінії 0
4

l λ
< < , то вхідний 

опір хxZ  розімкненої на кінці лінії без втрат має ємнісний характер 
( 0ххX < ) і зменшується зі збільшенням довжини лінії та наближенням її  

до 
4
λ . При 

4
l λ
=  вхідний опір лінії дорівнює нулю. Подальше збільшення  
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довжини лінії 
4 2

lλ λ
< <  призведе до зміни характеру реактивного вхідного 

опору з ємнісного на індуктивний ( 0хxX > ) та до його зростання. Коли ж 

довжина лінії дорівнюватиме половині довжини хвилі 
2

l λ = 
 

, вхідний опір 

лінії стане нескінченно великим.  
 

 
 

Рисунок 12.15 
 

4. Для короткозамкненої лінії без втрат довільної довжини y  її вхідний 
опір дорівнює: 

 

                     ( ) 2
кз C C

UZ y jZ tg y jZ tg y
I

πβ
λ

= = = ,                  (12.47) 
 

і також має суто реактивний характер. 
На рис. 12.16 показано графік зміни реактивного опору кзX  деякого 

короткозамкненого відрізка лінії без втрат залежно від його довжини: 
 

( ) 2
кз CX y Z tg yπ

λ
= . 

З рис. 12.16 видно, якщо довжина лінії знаходиться у межах 0
4

l λ
< < , то 

її вхідний реактивний опір має індуктивний характер ( 0кзX > ) і 

необмежено зростає зі збільшенням довжини, коли ж 
4

l λ
= , вхідний опір 

лінії стає нескінченно великим. За умови 
4 2

lλ λ
< <  вхідний опір має 

ємнісний характер ( 0кзX < ).  
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Таким чином, вхідний опір короткозамкненої на кінці лінії без втрат, 
як і розімкненої, є суто реактивними і залежно від довжини лінії може 
мати або ємнісний, або індуктивний характер та набувати будь-яких 
числових значень у проміжку від нуля до нескінченності. 

 

 
 

Рисунок 12.16 
 

Реактивно навантажена лінія без втрат  
Для побудови графіків розподілу діючих значень напруги, струму або 

вхідного опору вздовж лінії доцільно реактивне навантаження замінити  
відрізком короткозамкненої або розімкненої лінії без втрат, вхідний опір 
якої, як було показано вище, має також суто реактивний характер і зале-
жить від довжини цього відрізка. Така заміна дозволяє на підставі розгля-
нутих раніше виразів і графіків для розімкненої чи короткозамкненої лінії 
без втрат одразу побудувати необхідні криві розподілу для основної лінії. 

Розглянемо це спочатку на прикладі для ємнісного навантаження, а 
потім і для індуктивного. 

1. Припустимо, що лінія без втрат навантажена ємнісним опором 2Z  
(рис. 12.17, а):  

 

2 2
2

1Z j jX
Cω

= − = − . 

 
Замінимо зосереджену ємність відрізком розімкненої на кінці лінії без 

втрат, що має такий же ємнісний вхідний опір, як і сама ємність 
(рис. 12.17, б).  
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Для цього необхідно, щоб довжина відрізка l′ , як випливає з поперед-

нього підрозділу (див. рис. 12.15), знаходилася в межах 0
4

l λ′< < , оскільки 

саме за такої довжини вхідний опір розімкненої лінії матиме ємнісний  
характер і його величина змінюватиметься в межах від нуля до нескінчен-
ності.  

 

 
а) 
 

 
б) 

 
Рисунок 12.17 

 
Як видно з рис. 12.15, завжди можна підібрати необхідну довжину від-

різка розімкненої лінії (у нашому випадку – це l′ ), вхідний опір якого дорі-
внюватиме 2Z . 

Для визначення l′  складемо рівняння ( )
2

1
Cj j Z ctg l

C
β

ω
′− = − , звідки: 

 

                                   
2

1 1

C
l arcctg

Z Cβ ω
 

′ =  
 

,                               (12.48) 

 
де CZ  – хвильовий опір еквівалентного відрізка лінії без втрат, яким і 

заміщуємо ємність 2C .  
Наразі за допомогою розглянутих у попередньому підрозділі виразів і 

графіків для розімкненої лінії без втрат побудуємо криві розподілу діючих 
значень напруги ( )U y , струму ( )I y  і вхідного опору ( )вхX y  основної  
лінії (рис. 12.18). Ці побудови водночас демонструють і методику розра-
хунку таких ліній. Навантажена на ємнісний опір лінія в кінці не має ані 
пучностей, ані вузлів, що знаходить своє підтвердження у рисунках. 
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Рисунок 12.18 
 

Зосереджену ємність 2C  можна також еквівалентно замінити і коротко-
замкненим відрізком лінії без втрат, але за цієї умови (див. рис. 12.16)  

довжина цього відрізка має знаходитися в межах 
4 2

lλ λ′< < . 

2. У випадку, якщо лінія буде навантажена на індуктивність 2L , то 
останню можна еквівалентно замінити відрізком короткозамкненої лінії з 
довжиною l′ , яку визначаємо з умови, тобто ( )2 CL Z tg lω β ′= . 
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Тоді 

                                        21

C

Ll arctg
Z
ω

β
 

′ =  
 

.                                   (12.49) 

 

Як видно з рис. 12.16, для забезпечення індуктивного опору довжина 

короткозамкненого відрізка лінії має знаходитися в межах  0
4

l λ′< < .  

Зосереджену індуктивність 2L  можна замінити і відрізком розімкненої 
на кінці лінії без втрат, однак за цієї умови, як доводить рис. 12.15, довжи-

на відрізка має перебувати в межах 
4 2

lλ λ′< < . 

Лінія, що навантажена на індуктивний опір, хоча і перебуває в режимі 
стоячих хвиль, однак, ані пучностей, ані вузлів у кінці лінії не має. 

Деякі приклади використання відрізків довгих ліній 
Відрізки довгих ліній як елементи резонансного кола.  
Вище було показано, що вхідний опір розімкнених чи короткозамкне-

них ліній без втрат є суто реактивним – індуктивним або ємнісним залежно 
від довжини. Це дозволяє застосовувати відрізки довгих ліній там, де ви-
користання зосереджених котушок індуктивності або конденсаторів унас-
лідок певних конструкційних особливостей, наприклад, у діапазоні занадто 
високих частот, є не завжди зручним або ж неможливим узагалі. 

У цьому разі довжину відрізка лінії, що застосовується як індуктив-
ність або ємність, вибирають мінімальною: зазвичай такою, що не переви-

щує четвертої частини довжини хвилі 0
4

l λ′< < . Так, відрізок, який імітує 

індуктивність, має бути короткозамкненим і відповідної довжини, а єм-
ність – відрізком, розімкненим на кінці.  

Розглянемо приклад.  
Якої довжини потрібно взяти короткозамкнену лінію без втрат з пер-

винними параметрами 0 1 36L ,=  мкГн/м, 0 8 17C ,=  пФ/м, щоб послідовний 
коливальний контур з ємністю 4 5C ,=  пФ на частоті 120f =  МГц працю-
вав би в резонансному режимі? 

Відомо, що для послідовного контуру умовою резонансу є співвідно-

шення 0
0

1L
C

ω
ω

= , тому індуктивність має дорівнювати 
C

L 2
0

1
ω

= . 

Унаслідок умови еквівалентності вхідний опір короткозамкненої лінії 
без втрат ( )вх CZ jZ tg lβ ′=  має дорівнювати опору індуктивності, тобто 

C
jLjZ вх
0

0 ω
ω == . 

Хвильовий опір лінії:  

0

0
C
LZC = . 
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Тоді ( )
00

0

LC
C

jZ
Zltg

C

вх

ω
β ==′ , звідки 










=′

00

0

LC
C

arctgl
ω

β , а оскільки  

фазовий коефіцієнт 00CLωβ = , то довжина короткозамкненої лінії 

000

00

0

CL
LC

C
arctg

l
ω

ω 










=′ . 

Розрахунок виконаємо в середовищі MathCAD. 

 
Таким чином, довжина відрізка лінії 0,249 м. 
Кріплення ліній передач, що працюють за надвисоких робочих частот. 
Вхідний опір відрізка короткозамкненої лінії без втрат довжиною у 

чверть хвилі є нескінченно великим. Якщо навіть і врахувати втрати в  
такій лінії, то її вхідний опір хоча вже і буде скінченним, але, як і раніше, 
матиме дуже велике значення.  

Цю властивість використовують для закріплення проводів ліній пере-
дач у діапазоні надвисоких частот. Якщо лінії передач у цьому діапазоні 
підвішувати на звичайні ізолятори, то це призведе до великих втрат і ство-
рить додаткове витікання струму. Тому часто, замість звичайних ізолято-
рів, для закріплення проводів ліній передач використовують так звані  
металеві ізолятори, що є чвертьхвильовими відрізками короткозамкнених 
ліній, на які опираються проводи лінії.  

Через свій великий вхідний опір такі відрізки практично не впливають 
на режим передавання енергії основною лінією. 

 
Контрольні запитання  

1. Які параметри однорідної лінії називають первинними?  
2. Які параметри однорідної лінії називають вторинними?  
3. Що називають хвильовим опором лінії? 
4. Що називають фазовою швидкістю хвилі? 
5. Що називають коефіцієнтом поширення? 
6. Що називають коефіцієнтом відбиття? 
7. Яка умова існування лінії без спотворень? 
8. Що називають лінією без втрат? 
9. Як визначається фазова швидкість для лінії без спотворень? 

10. Як визначається хвильовий опір для лінії без втрат? 
11. У яких випадках в однорідній лінії виникають стоячі хвилі? 
12. У якому випадку короткозамкнену лінію без втрат можна використа-

ти як ізолятор? 
13. Що таке пучності та вузли стоячої хвилі? 
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