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пЕPЕдn,oBA

З сllвoi,цaвни}lи людстBo нагpoМaди,ro 6aгaтo iнфopмauii пpo кiлькiсть,
pозмipи тa фopму piзниx oб'сктiв. Bиникла неo6хiднiсть вIIopядкyBaти Тх'
Lцo6 пoJ'IегlIIити псpедaBаI{ня знaнЬ з пoкoлiння в покoлiння. !,ля
вlrДiлення цеяKoТ кiЛькoстi пpецметiв люДи спoчаткy I{aзива.'Iи цi пpедмети
в пеB}toМy пoряДKу. Минулll тисячoдiття' пoки лrоДинi Bдaтloся пpийти дo
абстpактнoго пoнятTя }raтуpaЛьного Числa.

Хиттева нeo6xiдн iстЬ IipизBС;ll3 дo вiдкpиття аpифметlt.lних oпеpaцiй
над FraтypaЛЬнllМи ЧислaМII - пpямих (.Цoдавання, Мнoхе}Iня яK скopoче-
Hс ДQдаBa}Iня, пiднесrннЯ дo Hат!'pалЬнolю степеIlя яK скopoЧене мI{o)(еI{-
ня) й o6еpнених (вiднirlrання, дiлення, дo6yвання кopеня). iстоpiя
r,{атеМаTиKи свiднlrть' rцo ця Hayка - не гpa poзyМу' а вiдпoвiдь нa xиттeвi
пoтpеби сyспiльства. Cпpaвдi, хоч вiДнiмання пpoстirпе за дi.пeння'
вiд'е'мнi ЧисЛа з'явились з}tаЧI{o пiзнitце вiД paцioнальниx.

Biд'сl'tнi i oсoблlтво кoмплекснi ЧисЛa вxoДиЛи в пpaктиKy Матемaтики
.]у)кеДoBгoйсклаДнo.ЦевХVIст.рiBIrяIrня.r. _ 3х * l = 03aписyва,ти
l'вltг'itядiх. + l = 3.v, щоб \,ниКнyти Bi.ц'lмних Чисел. Бiльtuiсть МатеМа-
тикiв не спpиймала кoмплекснi Числа 'цo кiнця Х\IIII ст.' пoки K.Гаyсс
стаB тЛyМaчltти ix як тoчкlt пЛошIи}tIl z = х * i1' з aвoма кoopдинaтaми х
i J,. 3вiДси 6auимo, як ваХливo пpll вивЧенHi мaтемaтики викopистoByвaти
нaoчнi o6paзи' :киттсвi пpикЛадlr' аналoгii.

,Цo XVII ст. oснoвниlrи oб'€'ктаl'tи lvlатeТlrатllки бyли незпriннi Числа,
.liнiТ, фiгvpи, тiЛа, якi вttкоpистовуBaлисЯ ДЛя pозв'язyвання ЗaДaЧ 3
(l}'Дiвництвa, землеpсrбства, тopгiвлi, астpoнoмiТ тa iкшиx BидiB Лю,цськoi
:iя-rьностi. З пoчаткoм Havкoвo-технiчнoТ pевoлюuiТ МатеМатика пoЧалa
BIIвtlaти pyх' зruriнv, poзBитoк зa Дoпoмoгoю змiннltx веЛIlчиH' ввеДеt{!1х
P..Ц'екаpтoм, i фyнкuioнaЛЬниx зB'яЗKiв мiХ нr1}{и, щo пpI,IBеЛo,цo стBopеII-
ня aнaлiтичнoi геoмстpiТ, дифеpенцiалькогo та iнтефальнoго числень. ПiД
BплI,IBоМ iдеii М.Лo6аrlсBськoгo погли6lт,rось i poзurиpиЛосЬ flo}iяття пpo-
стt]pY' 6ез чогo немoх(лtlвимlr бv'.tи 6 сyuaснi вiдкprtття 1' фiзllцi мiкpо_ та
rr егасвiтY.



Матrьtатика пpoниК-1a в усi вили Лю.цсЬкoТ дiяльнoстi, навiть y такi
tlаvки' як бioлoгiя, геoгpафiя, лiкlвiстика тorцo. [е oзнaчaс' щo в певнiй
гаЛYзi заKiнЧився пеpio,ц Збиpання iнфоpмацii, а настав пеpioд iТ oсмисле}l-
ня' шlo нa},ка 3 oписoвoi ста€'.l.oЧHoю, щo rпви.]кiсть iJ poзвиткv }Iевпиннo
зpoстас.

Tак ц{o )K дar ЛIoдяМ TaKа сyтo теоprтиЧна наyкa' як lv{атемaтикa?
Пo-пеptше, мaтеМaтика у найповнirшiй i найкoмпaктнiцriй фopмi Ilotаe

rrаVкoBy iнфоpмацiro пpо oб'скти, якi нaс цiкaBляTЬ. Tак, пpотягом Tися-
чoлiть ЛюДствo нагpol{а,ц)кyвaлo знaння пpo Мехaнiчний pyх тiл, пoки
Hьютон не вiдкpив дpyгий зaкoн мехaнiки i зaписав r1oго y виглядi oДнiеТ
фоpмyли.

Пo-дpyге, МaтеМaтикa - с'ДI{не 3наpяддя теopетиЧtloго BивЧен}lя Ilа-
вкoЛиlIItlЬoгo свiту uеpез ]\{oделIоваЕlня пpoЦесiв, якi вiдбyваIoться в ньo-
му". Hа oснoвi цЬoгo пеpсд6аuаloть нoвi явиtца' ,цдя виявде}lHя якиx
ставлять вiдпoвiднi дoслi.rи' тoбтo ставлять пpиpo,пi кoнкpетнi змiстoвнi
зaпитан}lя. i якщo вiдповi,ць на таке запI,1таIl1{я I1oзитивI{а' тo йдуть дaлi,
poблять нoвi пеpедбaЧення' а якIцo негaтиBtlа' тo теopirо yтoЧнIolоть.
lv{атематикaдаr Зaгaльнi пpа в и;r а пo6yдoви теopетиЧни х мoделей.

rTo-тpетe, маTемaтиKа * це Kpащий тpенa>кеp людсЬKoго iнтелектy'
Згадаliмо ЛоМoнoсoBське' lЦo мaтематикv тpе6а вивuaTи Bxе тo}ry' щo
Boна yпopядKoByс po3y}{.

По-vетвеpте' матеIt{aтика - це велиЧе3не куЛЬтypне нaдбaння лIо,цст.
вllJ як Мyзика' лiтеpатуpa, Мистецтвo.

Пеpелмову тa poздiли l, l0, l2, |4, |6_|9 ItаписаB B.B.Пак, встyп i
poз.ri'rи 2_9 - Ю.Л.Hoсенкo. Koнцептyальнi Пo;.loЖeHHЯ пiДpyuника
poзpобленo автopами pазоI'l. Pазoм нalтиса}lо тaкo)t( pоз,цLrи 1 I ' l3 i 15.



встyп
ЕJIЕt\,lЕнти твopil t\,lHo}l(ин

У мaтемaтицi с pяд пеpвiсниx пoнять, якi нс oзнaЧa}oтЬся' a слyxaтЬ
для о3}raЧel{ня iнrцих. .Ц'o таких пoнятЬ нале)кать' 30кpема, таKi пoняття,
як величина' тoЧкa' МHoxЦнa. Щoдo Koxt}loго 3 ниx мoxtlа 3астoсoвyвати
ЛltIIIе синoнiми. Taк, стoсoвнo пoняття м}IoxинI{ мoжtlа зaстoсyвати си-
нонiм <<сукyпнiсть>> (сyкупнiсть лlo,цсй у кiмнатi. кopенiв piвняння тoщo).
Мно>кrrни пo3наЧa}oтЬ велrlкиМи лiтеpаьrи лaтlrнськoТ;tбетки, а еЛеt!1енти'
3 яких скЛaДaстЬся МtloжиЦа' _ Iuалими. Haпpиклап, якщo l _ мtlo)кинa'
a _ foвi,тьниii iJ елемснT. тo цЮ Iuнoхи}ry Чaстo запис!.ютЬ так:

А: {а: oпис BЛaстивoстей дoвiльнoго елемента}.
Cтoсoвнo Кo)кнoгo елеМентa }.to)<нa скаЗати, rцo вiв нaЛе>l<ить h e А)

LIII не нaле)Kить (а €.4) певнiй мнoх<rrнi. Bа;кливy poль вiлiгpае <<пopoх<-
ня>> М[lo)<инa (О), тoбтo МHo)Kина' яка I{е мiстить )кoднor0 eлеМентa.
Пoдамo кiлькa oзнaЧеIlь'

О. Якщo кoхнttti ejlе'|rенrn 'Инo)t\l'|I7Lr B с елeменmoм n4нО)K|ll1u А, ma
.\| н a х Ll I I )) B н аз Ltв а кl ttt ь n i 0м н o :к ц Ir О Iо J|| н o,с tt н u А i 3 сt n uсу юm b B С А.

О. ]|{нoх:ttнu АiB збiссtюrnься, Якщo olttoчас.ttoА с B i B С А (зaпrr.
с}'ють А= B).. 

Нагадасмо. Цo N, Z, R*\ _ МHo)Kинrt вiдпoвiJнo натvpалЬ}lих' цiлих,
дiйсних чlrсеЛ; N с z С R. Усi пiдI'tноя<ltнlt R нaзиваrоть лiнiйниIlrи мI{o.
)ки}taNtll. ПpиклaДи такиx Мнoжиtl:

зак1lurnuЙ iнmepaсuL' a6o cеe .+tеrLm

Iа,b|: {.т : r.t < .Y < ь},

в iО к p tt m u'ti iн m е p в tut

(а,b) = {х : сl < .{ <Di,

н аniввi1к pumi a6o наn iвза кp u mi iн mе pвалu

(а,b| = {.v : rr < .Y < D}, [ а,b|) = \.r,. а s .r < 6}'

--=i--*/ Bitr atrг'r. rеa| _ дiliснrrй' 0еaЛЬниii.
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М}roxини, кo>кний елсМент яKих с.BпopяAкoBаниМи двiйками (пapа-

ми) a6о тpiйками чисел' пoзI{aчакrтЬ R2 aбo R3 вiдпoвiднo.
Haведемo oзI{aЧення деяKих дiй нaп Мнo>киIlaми.
О. OdсdнаннЯм .||1ttoхllн А i B нсl1uваtomь мнoхuну А U B, кoэtснuЙ

елеменm якoi с абo eлeменmoм А, абo B' абo дi B (iис. L).
О. Пepepiзoм (nepеmuнoм) .Ь|нoхuн А i B HаЗuваIomь мнoaсu|Lу

А n B, кoхiuЙ елeмеHm sLкoi с яK елeменmoм А, mак i B Фlас.2).
О. Piзнuщеro мнoхuн А i B назuваюmь l|нoЭK|tну А\B, щo мicmumь mi

eЛе"цеIrmu А, якi нe € еЛемeHmaмu B (pис. 3).
oчевиДнo, А U А = А, А (1 А = А, А\А = О.
HапpиклaД, неxай А: {|,2,3,4,5}' 8: {2,4,6,8}. Toлi

А U B = {|,2,З,4,5,6,8},,{ О B = {2,4}, A\B= {1,3,5}.

Pис.3
Pис. 1

t

rlir;

О. Bi\oбpаxенHЯ.It "|||t|oj)lсL|нц X на мнoэl:uну Y наЗ|lваIomь 3аKОн, 3сl

ЯKtl']|t KoЭ|сI1o]4у еЛеJ|tеHmу х е X cmавtLmьcяу вiОnoвiОнiсmь сОLtttuti еле-

'|,tенm у r Y ( пиIIIyть X - Y).
Taк, якщо Дaнo МIIo)Kиу^ X __ 

{ 0, 1., 2, з, ,'} i Y = { 0' l, 4, 9, ...}, тo

кoх(I{oМy елемеt{тy пеpпroi мIIo)I(ини вitпoвi'цаr KBatpат цЬor0 елемеI{Ta

лpугoi.- " У мaтемaтицi деякi вiдodpаxенllя МаютЬ своi назви. Poзглянемo такi
вiдoбpаx<ення..' 

О.. BiОoбpажеl1НЯl|нo)|с|lнLl X нa Y Зауtr4oвu' щoX С R i yс R, назu-

вa€ft|bся фуiкцiсto. Пpu цьoму X н.t|1iiвrlсmьсst- Qблtlсmю вLв|rа.IeннЯ, Q Y -
Обласmto ( мнoэt:ut-lоiо ) зна,tень функLчii.

oдне з тvro)KлиBиx за,цaI{Ь тaKoro вiдo6pa>кення _ аналiтичне {зaписY-
ЮТt' .t' 

: ,/(.{) ) .

Hаведемo I{aзBи деяKиx iнtшиx вiдо6paxеlrЬ мI{oх(ин X - Y.

Якщo Х _ мнoх<ина фyнкцiй, a Y С R, тo вiдпoвiДне вiдoбpaxенЕlя
нaзltBalотЬ фу tt к tчio н аlto.lv.

Якщo Х i У _ мнoх<ини фyнкцiй, тo вitпoвiдне вiдo6paxення l{азиBa-

ють onерQl?.opОnr,
Haпbиклад, вiдо6paxенIlя' яKе стaBитЬ y вiдпoвiднiсть функцii] iТ гpа-

ttицю B IIеBнili тoчцi, e фyнкцioналoм' a вiдoбpaХeння' яке ставитЬ v
вЦцoвiднiсть фyнкцii it'пoiцнУ в ДoвLтьнiй тouцi, r опеpатopoм. Якцro Х _
Довiльна мIlo)(иНa' a Y = N' тo вiцпoвiдне вЦo6pах<енt{я називaloть
no c лiОo в н i с m К) е ЛеМeтlтiв Х. П pикЛаДа}v{и послiДoвнoст ей e а pифметиЧIlа

та гсоll{стpиvна пpoгpесii.

(t

YИс. l



О. Якщo Koжllo.Ltу еJLе-]'rенtnу 'мнa,сuнu X за пeвнuм 1аKorro.м сmqвцnь-
cя у вiОnaвidнiсrnь oОuн елемен,n J\|IЮa uнtt Y i навrtакu' mo Ксtх!-mь' щo
.lttiж lьlltt.lэl.ul1a'vu X i Y iснус втсlс.L|tto Оar|Отr!ачнa, вi1noвiОнiсmь,

Така вiдпoвiднiсть iснус, наIrpикЛад, мix ьtноxинaмl! нaтypаJllнИх i
паpн[tх чI,lсел.

Biсcto назIlвarотЬ пpямy' ка якiй вlr6pанo нaпpям (один з двох), oдrr*
Il,tцЮ },r€сштабy i фiксoвaнo тoчку. Коxiа тoчка iакoi oсi }t{ас сBorо кaоp-
Дl{наTy* 

j 

- дiйспе чис,то, а бyць-яке дiйсне число мо,(нa зo6paзlrти тoЧKoIo
чlrслoвoi oсi. Tаким Чи}ioм' мiж' мнoх<rtнolо тoЧoк пpямoi i tutнo:кинotо R
iсн1iс взасм1{o oДlloз}Iaчнa вiдповiДнiсть.

PоЗг,тядarouи двi чи тpи (нa площинi Чи в пpoстоpi) взaeмно пQpпeнди-
куляpнi oсi ОX, ОY, ОZ, тобто oсi абсцис, opдиI{ат' ап,тiкaт*+,, дoжI{з
ска3aти те сaме сT0сotsнo тoЧoк пЛOщиIII{ чи пpoстopy та lv{но)киlt R, чи R.'
iдея ввецення тaкиx пpямoкутних систет{ кoopДинат нaЛе)кить P',Це-
кapтy***J.

Пpямокyтна систеМa коopДиrrат дae зм0гy гpафiннo зобpаx<ати
функuioнальнy зaлежнiсть y -/(х). Якщo х с R' тo кажyтЬ пpo фyнкцilо
o:нiсТ змiнноТ, а якtдо х с R? _ тo пpo фyнкцiю двоx змit{Itиx i т.д.

F{айпpостilлoro е ;riнiйна фyнкцiонilльна залеxнiсть У = k.r, * }. Гео-
пlет1iиuнa iнтеpпpетацiя цiсi зaлежностi _ IIpяма" Число & називаrться
IivтoBl{М коефiцiснтoм (наxи.,loм) прямoi, 6 виpaх<ae велиЧинy вiдpiзка,
який пpяма вiдтинас вiд осi oрдинaт.

HавеДемo деякi oсIroвнi познaченI{я' скoрoченI{я' сI!МBoЛи' викоprr-
стaнi в пiдpyuникy.

а = b _ 4 Toтoх(нo доpiвнюе A;
А + B * 3 тBеpДxення 1 BI,lпЛивас твеplxення -8;
А+ B * А- piвнoзваvнеB (otночаснrэА =э 13 ъB + А};
|д
1; _ вltкol{усться тBеpДХеIrня -4 i твеpд;кення r9;

|А
I i _ викoнyeться a6о тiльки твеpДxе}rня А, a6o тiльки твеpДxeння.B,.

o. S' а _ a дopiBн}oс D за означен"o"****).
V _ 6yдi-oкий, дoвiльний, д,n бyлu-",io. дoвiльного:
з _ iснуe*****);
l _ сиМвoЛ Хaлпtoruа*+***+) oзначас пoчаток i кiнець дoведенrrя;o _ ознauення;
П _пpиKЛaд;
T _ теoрема;
H _ нaслiдoк.

+] Biд лilт. сoоrdinatiо _ взaсмoузгoд)I(eння.ti( Biд,ит.aЬгiсtБ,ordiлаtus,aр1iiсah-вiдloвiдloвiд;iзruой,1пoрд<шаl*й,щlrrег,шшi.
***{ Р..[eкapт (1.596-1650) _ фpa'цyзoк"й мaтeмaтик i фiлoсoф.****(Biд aнгл. definition _ oзнaчеIll.lя.

*****/ стилiзoванi пеprli вeликi,пiтepll aнг,'tiйських слiв arbitrary, exisl - вiдповi.lIro

' 'Цoвiльнltйl та iснувaтlt.
*+****i П.P.ха'q},toш _ суuaсний aМepикaнський мaтемaтик.
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лiHiЙHA AJIrEБPA

1.1.PoзB'язУBAHHя сисгЕПJ! лiнiЙниx
длгвьрдiчниx piвнянь

Cистсlry лiнiйних aлге6paТuriих piвнянь (CЛAP) скЛадaloть тодi, кoли
йДеться пpo Bзас}{oДiю кiлькox пpoцесiв, Koх(еH 3 як}lх Mo)Kнa oпllсaти
лiнiйним piвrlянн-ям. Poзв'язyвaння CЛAP _ це' вЛaснe, i e 3нaxoдх(еI{ня
такоi взaсмoдii. У зaгaльЕoМy BипaДKy CЛAP }rar BигляД

(1.1)

аlfo кopoткo
n

| а,''.r, = b,, i = |, 2, ... ' n.

Tyт iндексlт l та l вкaзyroть allpесy ДаI{oго еле},tеI{та' l _ нoмеp pядкa'
l - ноlrep стoBпця' на пеpетинi якItx знaхoДI{тЬся елемеtIT.

1.1.1. Bизнач}tики та Тx властивoстi

Пoняття вIlзнаЧttIIKа' Чи ДетеpМiнaнтa*), зaстoсoвyють' IIапpIlKлat'
пpи poзв'язyваннi CлAР-2

o'tz"Yz

dzzxz
|а,'х, *
1r,,t' *
t -- -

_д.
- uL'
: b1'

b,а'' _ b,а,,

(1.2)

*) Biд,a,. dеlеrminaпs - тсlй, щo в,l3Нaчal.

а\7Q22 _ с112а2|



О, Rttзнсt,tttttкo.м }1l\'tr>еo nrlpsrОку, cклIОенu'tt :l елеменmiв Q11, а12, а21,
ц 22' I l Q :} |l в а С mbс Я p е зуJIьtn Qtn в ц кО|| аl1 l r я m QK u.Y o n е p аtчi ti

l сi' ' с'. l .iеt
A= l l :t?.'Цzl_d1\(l2''

Irj.' а.-|| " "l
( 1.3)

Д';:Iя 3p}Ч}roстi вва>кaтиМемo пoки! щ0 е-|Iеlv1еI'тaт{и ви3наЧ}rика e Чис-

Уpaxoвyюuи (1.3), poзв'язKи систеМи (l.2) мо>кнa зaписaти y Bиг-цяlIi

lД. .?,i
l'''l
I b. (r..1

- l,rit Qtzl
tt
l"r, or,I

Irl

1r,r, n, 
I

Itt, brl
. .т. = l+_--+i-.

|,',t 
ап|

|n"' n"I

Елементи B}lзнаЧI{икa poзмiщенi B Двoх pяДках qи дBox стoвпцях.
Е'rсментlt Q1|' Q^1стaHoвЛятЬ гoЛoвн\'дiагонаjlь, а с.1смеttти ot2' Qzt _
пo6iчнv дiа",.j'iа.n,i BиЗнilttFlt{Kil. oтxе'.обuислеIt}tя вIlзнaчнlIкa t i ]3l 1 це
3н;lхoдxення plзIILIцI дo6утку елементiв гoловнoТ i пoбiчноТ Дiагона-пей.

П.l. oб'tlrс''lrlгtt вlt.lна.tttltr, ,\ =

])llзв.яIзltttttя,

I )l
_l з|.

1- r-l\ 1:5
'l

Aнa,roгi.tнt.t', pозB'яЗYlочи CЛAP.3, дiстаHеI\lо BI{ЗнаЧЕ{ик тpетЬoгo пo-
pядку.

О, 13uзtчt'ttlLlKс)м nреfttьt;еo ttopя0ку,' скit,tОеttti,tt з вilnoвidttцх еле-
м е н m iсз' н (r :] l l в ас m ьt' 5L ftl Cl к е p е куI] е н m н е +, с п iaa iОrt o шt е н |!'L:

- Qtz ( 1.4)

|,,,, а1^ (..I
I j' |. .J| |сl". rl.'I

7\= |сr.l ('llэ Lt11| =61..I 
z: ,.| _

| '' 'l "1Q., 4,,1

It',, 0^z t'r,I ! '' "-|

.t2t nrrl lo, arrtl

Qзl rl;зl n'.|.,.., n.,i.

oбчислюю.lи прaвy ЧастIIEIу (1.4), пraсг',rо

Ь = сt',сt,z(tr.t * QztQзzQtз + ,,,,с,,.а,l -
- 03(l22Q1з _ сl1\Ll0сl\1 _ {l1)а2.зQ]l. (l.5)

oбчис,тrtтtr BизнаЧник тpетЬoгo пopядK}' r\lo)кнa шIе й за так зnaниМ
|1р(IвLr"rLО'.,l Ссtр1ltocсt. Йoгo пlоxна сфopir-i,'лIовeти' Bi{xo,цяЧи з (l.5), звеp.
_-]-

+, Bi.t.r:rг, гсitlrL'l.ls - г.lii. tш.t ll\tвеpтaLlЬся'



D-

,.... l

i;э

'n

it-1

rjv}ttlIи yBагУ Еa тс' де .]с)кать вiдповiднi елеr'rенти (на rоловнiй, побiчнiii
,ri.lгoн;'t.rяx Ч}l на паpil-.]C-lilHlt.ч ТМ).

Рoзг,'rядArouи ( l ' 1) , тобтo СЛAP-л. дiстанеllо визIiаЧ!{ик п-r0 поpядкv
(npо його об.rrtс,тсння трoхir згоДом).

!ar,, et7...etu

n - l..,, сl22..,а2n

l'
i(1ur ituT """Qnn
I

(1.б)

]j:tr,;lA;r.нitя.I];rеwеtllitr,t;lt}t{зна!l}l!lк.tчo;кv'гьб.,,rиliоо6ов.я:lковoчис'1a.ДеЛеМcllТ,l
IlI\ \l}{(-])$i;J}l,:l.rl9 нК}1-х tsLtк{lн-\,l(liJJс(l ()ll.p:tцii \{l{o)кеtltlя ii додaвання' наПp{,'к"r]a'] },{lIc)f-},t}ltl
iilr riкцiii. 'l.i);1i e11з}J;1,.lнpIк. в,загit,t] кit)l\,чll. Hе С Чllс.rОм.

Iiв.t;кltrrtчецlо. rцo рядl'r БilзГiачIlиКa 
- це a6о йttrго pяlкlt, абo йогo стовпr1i.

Зltсновнirкопr теopiТ вrrзначнrrкiв е Г.K pа lt е р*), вiн >ке довiв i oсrtoвнi
lх в.lltстrrвостi.

О. Ь{iнoprl.lt*4'l M lt е:u:'||с|1tt1.I .lii{зIllнtl.lIlLIKсI 
^ 

нa:]u(\tlСmьсЯ Gtl.;нtlчt|tlс'

'\tiiiOllt,Hlll.! ..l Ь tliс'.-tя btt'tJ',t,,ttttя рsidка i сmoвnu,я '7 нo.||ерQJIIll i mсl j, moбmo
!|t!l.\' l|Q ltе1;еttэl.tнi llKrl''t Зн{l.tООurnься а,,' Алrеlpaiчниlr Доповяенняtrl l,
сЛсМс.нтit .l1l B'lЗя{lЧtIикA с:

. .j:r, r,r.+/..
'|, = (_|),-'М'j.

g 
,.,i А,',N,to)KУть вi"lpiзнятlIсь о.:lll l.{ Bi.ц oдHoIо лllIIIе знaкoм.

П.2. Знaйrll ,}1l ) i-.l! ) ;I-'iя B}lзнarlника (l.4).
Р rl 3 в. яз а tl tr я. Мat:iri-

Цll a.. 
I

lI ,z__ ,',,,, 
'',,,' 

| =.,,'.'.1_ I,ltIdil. .l l2: (-l)l"2Мr: : -Мtz.
1 
".' ",, 

i

B л а ctt ttt в o сt tti в t t з н о,tнtt к s
|. Знаttення aLt:it!(1чtrцKт не з'ttiнцmься npu tioeo m|lанспoнувa,ннi (.тo6.

то заlriнi мiсцями pя,цкiв i стoвпцiв без змiни iх нolntеpiв).
tПpoпонyсмo пеpевipити цto вЛастивiсть самoстiйнo, звiвш.lи пiсля

тpaцспoIrуBаIlня визIlaЧник (1.4) дo (1.5)')
2' Зttак в!l'iнаIlt111Kсl з.лtiнumься на npomu-1ехнuti, ЯKщo no.цiНЯmu

'l'ti с t 
9 
я'v tt 0в а tt o с o n сIp але JIь н Ll.t p яО Lt.

(Пpопoнусмo пеpевipити ц}o властIIвiсть самостiйно, звiвrши pеЗyльтaт
до ( l.5).)

3" Bttзна'tнtK, ав(l nаpцлельIrtlх pяОu якoеo збiеаlomьcя, 1opiвнюс НуJLю,
Сп;эавдi, помiнясмo МiсцяMи piвнi паpалельнi pяди. Знaчення BизI{аЧ-

IJ jlКа . 3 oднoгo бoКy, не зпriниться' а 3 ЁIрyгогo - за властивiстю 2 зltiниться
нii i}pотilЛе)кне" то5то {A : _A) + (A = 0).

*] Г. кpa,'ер (l704-l752) 
- швеliцaрськplr:i мilтe:rraтltк

*+l Bi'i 'rат. minor - чеltlпrtfi.

t0



4. BuзнсtчнtlK dopiвнIo€ сумi Оoбуmкiв елеменmiв буОь-якozo pяф на iх
u;t z t,бp сtiu н i do n oв н ен н я.

Запис визнaЧника y виглядi вiдпoвiднoi сyми дoбyткiв називаroть poз-
кЛaДом його за елeМеIIтaМи вiдпoвiднoгo pяду. oтxе' Bиpаз (1.4) _ це
poЗкЛаД визtlаЧtlикa зa еЛеМентами пеplЦoro pяДкa.

(Пpoпонyeмo сaмoстiйно пеpевipити влaстивiсть 4 для якoк)-не6y,ць
psIдy' кpiм пеplцoго pяtкa' звiвrши pезyльтaт дo (l.5).)

5. С niльнuti ,]||||oжн IrK' якtlti мiсmяmь у,ci елеменmu oОнoeo pяОу, мoхна
Gllltеcrnu 3а 3l l (lK вIl3I1 QtlнLIKQ,'

Cпpавдi' poЗкЛаBIIIи BиЗнaЧник за тим pядoМ' елемеllти якoго мiстять
спiльний Nrнoxник' мo)к}Iа тепеp йoго виI{ести.

Звiдси BиплиBа€' тaKе пpаBило: rцo6 IIoМI{o,(ити визнаЧllик }lа Числo'
']oсить усi елементи йoго довiльнoго pядy пoМнo)Kити I{а це числo.

H. Якщо визнaЧI{ик мa€' пpопopцiйнi pяди' тo вiн дopiвнroс нyлrо (нa
oсновi влaстивoстей 5 i 3).

6. Якщo вLl:jнQLtHllK.t||ас pstО, якuЙ cклаОасmьсЯ з нулiв, mo вiн Оopiвнtoв
н 1'ltttl (нa oснoвi влaстивостi 4) .

1. Якu7o елeмrнmLl буdь-якoeo pяОу вuзна,tнIIKа J||oхна ttodаmu у вuz-
лл0i с1:ц11, mo u,еЙ вLlтначн|lK ,||o'liHa mаKo)|с noОаmu у вuzляОi cумu Оеякuх
tl tt j l t сt,t н u кi в, m oц t t itд е' с KLt 

^ 
i.цo,

Il*

|ал 
+ Qtt Qll Qtз

| а,, + а|, сt,, Q,zt--
I 
a.' + a], Qзz Qзз

+

*lQtt Qrz nr. 
I

а|., a,, o,,|.

с'|, с,', o,,|

.II'ля дoведення poзклаДемo задaний BизнaчниK За елеМентами вKaзa-
нoго pяДy (в пpиклалi _ пеpllroгo стoвпця).

8. Сума doбуmкiв еttелtенmiв буОь-якozo pяdу вttзttаuнuка наалеебpаtннi
Оrlnoвнення, якi вiОnoвidакlmь елеllенmQ.I,r iншoеo napQ,,lельt1oеo pяОу,
)opiвttюe нулlo.

9. Значення вLlтна.ttltlКtl не 3.||1IнumbcЯ' яKщo Оo елеменmiв бу0ь-якoеo
pЯ0'1 0o0аmI! елеl|енmll nаРaлеЛьнoro pяф, noмнoхеlti на o1ltе Й mе cамe
|Ilrc,'jlo, сKахil|o.

|o'' 
Q tэ Qtз

|o,' 
azz Qzз

|o,' Qзz Qзз

а,' * kа,, Qtz Qtз

а,, * kа,, Qzz Qzз

а,, i kа,, Qзz Qзз

ll



E

oбчислення ви3начнlrкiв 6азvеться на BЛастивoстi 4 й iстотно спpo-
шJvсться' якrЦo У вi,цповiДнoму pядi, 3а якиNt poзклaДа€'ться визнаЧ.
нrtк, дiстати якolиoга бiльrше IryJIьoвих елементiв (коpистyrоuись
властивiстrо 9).

Тaк саlvtо об.rltслroсться й визнaчI{ик /l-гo пopяДкy (1.6). PекypеHтI{y
властивiсть 4 мо>кна пr.lкЛасти в oснoBv oзнaче}tня BизнаЧI{ика (1.б), як цe
зpоблено Y BIrпадкy визнaчникa тpетЬoго пopядKy.

П. 3. o6.lис.'rrtтlt дirнrtii t]}lЗllaЧник A зa схемoкl: Дo дрyгoгo стoI]пця додaти пеprпий,
jl()мttO)кeн}{ii ltа -'i;;кl ТрcТЬLiГr'- гrерLлlrii' ItoМ}|())кеHpl}.t нa 3' i винeсти спiльнi мнo>кнltки'

Рсlзв.язaнtrя.

1 -31 ir 0-3
4 -rl= 12 -2 -11 ll 13 2 |

ir
l2
iз

I

2

3

_9 Pl
i'о|

, l_2 sl:' 
| , rol :

l0(_2 _ 1) = _3о 
.

[,1.2. Фopмyли кpаt\,lepa

Poзглянемo систеtltY ( 1.1) 
' 
ввiвur}l пoЗнаltеt{ня

l-!ri
I r ri*l--l

с.] 
]

Цzt

{lr l

|b,о', ... а,,,

, A' : 
|b,а,, 

.. ' а,,,

Io\сlп2..' 
апil

аt, ... b,

а,, '.. b,

Qt,2 "' b,
0.7)

Hсхitй A # 0. Д.ля того щoб дiстати A, з визнаullика систeми A, B

о(:TiiIlнЬollrv стoвпець.i с'ri.] заrtiнити стoвпцем вi.ltьниx Члeнiв D, . Пoмнo-
жtrrltr A на.v':

сI\\.Y I Qtz . .. Цtu

QzrY l {l22 .. . сl2]i

{Iп|хl ап2 . .. сlп1i



riil

.Гспсp 
пo]\{нo)к'll!{o,lpyгий стoBпецЬ нa .r, i т.Д.' наpеIIIтi n-iц стoвпець

'Y,, i .]t.lд{tпto .]o псptlloгo сToBпця Aх'. 3гilнo з влaстивiстrо 9 значення
нL] 3]!1i}{llтI,ся. Уpaxvвaвrпи (1.1) i (l.7),знaйдемo

,т'(,{..сt.. * а,,А,' + ... + а,lА,t) * х,(а,,А', * а,,А,, + ... +

* сt,,Аu,) + .'. + х,'(уt',д,,* а,,А,, + ... + Qn,Аnt) =

: D,'-,1.' + b2А21 + ..' + b,,А,,7,

A.r.
тtrСlтo.тl .A : A.{t, звiДки.', : f.

Mipкyю.rи аналогiuнo' дiстанеьro х,

A_r,
.Yr: A-, 1si3n.

Фоpr'ryли (1.8) називaloть фopмуламu Kpамеpа.
П,4. Розв,язarи зa фopмvлaмrr Kрarrrepa сисTемv

{х, * х. _- 2;

]2.т' +.т, *.t.:4.
t-
]3.т' + 7х, = 1Q.
t-

РОзв.язаItня" Мat]мo

lr I 0l
A:i2 I ll:-4, A.r, =

l3 7 ol

Aх"
= ъ= i т.Д., тo6тo

(1.8)

2 1 0l
4 | ll
r0 7 0l

t : -4 = ,"l -4
Aнaлогiчно'tz: "tз - l. oт;кtl,

.(l : .{2 = .Y. : l.

Фopмули Kpaмеpа зaстoсoвyioть' як пpавилo' Для 
'? 

< 5.

1.1.3. Meтoд Гayсса*]

1випaДок.A*0.
Метoд послiдoвниХ виЛуЧеIIь невiДoмlrх, зalIpoпol{oваний гayссoМ,

pозглянеМo Irа пpиKЛа,цi CЛAP-3

-.-
+/ K.Гa1'сс (1775-l855) 

- нiмеl1ькиl"t МaТеN{aт'lк'

l3



a'*

[.i, ,.v., * сt,,.\,* сl',х,

lo,.,.i, + а,,х.,* Qzэ.Yз

[".,., * а-,-,.t.,* a.,,х,

ПoДiливrци пеpIlIе piвIrяIr}rя систеIv{r' на
тpет€ _ tla,:Iз|# 0, мaтимемo

-4.-1'
= bzi

-t- Uз.

а,,# 0, Дpyге _ Нa а2|* 0,

{.:i

+ cn'\2 + с13.{3 = с1;

* с,,х, + с2зхз = с2i

* с,,х, * с,,.{, = C3,

bз

Qзr

Де сl,,: hlz - b,,, ... , d3: Cз - Ct..

Пoli.lивrrrиПеpIlIеpiвнянняна сl,, # 0, aдpyге _нad.,, * 0, знaй,цемo

.,*,*
.Y. t с.2].vз = d2;

. ,* ,i.
.{2 + (/3J.r-1 = 61.3 .

Biднявtши IIеpIIIе piвняння вiд дp1zгoго' мaтllМемo

3B1ДкI]

+ ,*
сl^'х. = D|,

D.
Jf. = --:-.

Qзз

I.епеp тlrо)Ktlа знайти .t, i.r'.
]\{и нaвелlr тiльки сxемv Метoду. iснyIоть йoгo певнi мoдифiкацii тa

llЛfop}lТМИ застoсvвання. Метод 3aстoсоByютЬ IIpи П > 4, вiн oсoбливo
зp1zvний пpи B}lкopистaннi ЕoМ.

IIвипадoK' A:0.
Цeй вип:lдoк ]uo)кна наoЧнo пpoiлтостp1.Bати на пpикла,Цi сЛAP-2 ( 1.2) .

З геoметpи.lttоТ точки зopу Кo)кHе piBняHня систеМи - це piвHяння пpятrтoi

_a,, h' -Qэ, b,
.I. = 

-'t' 

-г 
- ' .r. = 

-.(, 

-г 
-." Qtz ' Qtz ' Qzz ' Azz

t4



9!Кg llIaС Bl{д

'Е:*i.т,+b.
a', сt^,

Якiдо A ;* 0' тo '. # -!' a6o k, # &. С}тх<е, пpяlаi пеpетl'ttlаються.

i{еxaй тGЧ!(oю **o"'I;'., ,,}.'t",;,"!1 tр,,с. l.li. K-sоpлиti&.Гit ТoЧки Moiс'
сдi,Ii{иМ pозв'яЗком СЛАР.2.

Якrцо.& = 0, тo &. : ,t'. С)тx<е, пpямi пДpД.-iеЛhнi.

b. b"
ЯкЦo .- * -?" 1qr пpяпli не з6iгаrоться, i р03в'яЗк\I немас (система

{!, - Q.^

}rе.v}!!сна ) 
"

b. 6^
Якшrо .--'.- = _-1' . то irряlti ;;6iга;оться (негнil+ченIdа ltriо;{(инa

{tiz d iэ,

розв'язкiв).
Aнaлогiчrtа ситyацiя Ilpи l? > 2. Якщo п= 3 i.\ * C, тo ь4aсt'!o пеpетl{tl

.ГDьt}Х l-IiloЦ{ин в однiii тоЧrt.i 'и.], кoорr'i}tНaтIr якоi с' сдит{им poзв'я3кoм
С-ttсте}'{I1 (nис. 1.2).

Pис.1'1 Pис |,2

1.1,4. oднopiднiCЛAP

СJiAР {i.1) назlrв]Ю.гr, i}r]l'OlэiОнoкl. якtцо }' = 0 V i= 1,,2, ..' ' n.
При п:2 вс-нa rеоМетpиlitlo 

'!8Л't. 
с'16ою двi пряl,li L. и L,, якi т-:рt.lходять

чс!]ез i]otliiтск КОopДиi{;iт.
Яншtо tъ * ti, то i.,' i |' _ нr: плра.пельнi i L, n Lэ = О" Рoзв,яз0к

t]l{сТеh,{ис'v| =.тj': Lj. fiкrцоA = *,Тi.l L,=L^ (прямiзLiiгаютьq:я),система

rraс нсск i н.tе }IFrv i",! l'oжrt н\, p,]З в' яЗкl в.

мo (х|,e|i

ii



Е*

Пp, n > 2 сиcтеМа Oдl{оpiдних сЛAР Мае сдиний poзв'язoк

'i ...=..l] :0, якщo A # 0' i нс-скiнченIlY Мнo)кину poзв'язкiB' якщo
z\:0.

i..1.5. Матpицi тa дiТ нaд ниlvlи

Bиrцс poзгляДaлI{ СЛAP, чисЛo piвнянь яKI4х m доpiвнlое Чllслy
нсвiдомих rr. Пpоте мoх<.тltвi випадки> KoЛу{ ftL < n i m > n.Д'ля BиBЧення
т.tкllх СЛAР, зoкpема, ввс,цеМo пoI{яття t"tатpицi.

О' Мlmpu\еtсl poз.lttiрl'r,l. х п llсl3llвасmьсЯ .^4l1o^lrtl(l з mn елемeнmiв
ilii , pО3'||iu|енllх у вuzл5|0i npя-мorcуmнoi mаблtttчi з rn pstОкiв i n cmoвnцiв:

lo,t Qtz ot,l

l"rt 
azz. nr,tl

I 
o,,,, 

' 

o'',,r' 
' 'o,,',,,, 

1

Хoчa в теopii матpицЬ кopистyються теpмiнаlrи теopii визнauникiв, aле
нlt вiдт'tiнv вiД визначника Матplrця _ цe лиrце та6лиця елемеf{тiв-а не
peЗtльтiт Bикotlанt{я певних oпеpацiй; pо6rтти бyль-якi пеpестa}roвки в
нiй не Мox}lа. ПpиклаДи МатpицЬ:

t-

i IrrI l ' | |а,, а", а.| | , |аtt 
аiz (llз

| 
аzt azzаzз

|а', 
а,, а,,|

|aл 
аzz аzз|

|азt 
азz азз|иl

,Цля позначеHня }faтpицi застoсов1,ютЬ ще тaкi символи: (...),
Якшo m = /?. тo Матpltця А _ кваd1tаmttсt i якЩo вiдпoвiднi

ьro><лrrвi, то if визнaчник

'r I
1... l.

oпеpaцii

A_

Пpи цьоlr5l ЗаIIисvIoтЬ A = dеt
!\fаe.

Kва,Цpатна матpиця' всi е.пементи якoТ е нулi, ttазива€ться l.|ульoвОro
вiДповiдного розмipy

o, "' or, 
I

o,',,r" 

"' 

i,,,rl'

.4. Е{еквaдратна матpиця BизI{аЧникa I{е

ll0 0l
ll0 0l

l0 0 0l
iо 0 0l

lo o ol

KваДратна N,tатpllця 
' 
всi е,rементи гoлoвноi дiагоналi якoi e oдинlrцi, a

pеIIJTа _ нvЛi, назиBa€'ться oduнtt,tнoto (вitпoвitнoгo poзмipy). Haпplrк-
лa.Ц.

t6



, E=

d,тяматpицi А : | 1 а,,| | mpансnolloваt|Оt{) с матpI{ця Ат : i |а,i| |.
Матpиui oдtlакoвoГo poзмipy m x n Мo)кнa doОaваntu i вiОнi.цаmu зa

пpaвилoЬ{

I I.,i I : I 1",,1 i t I 16,,1 |

||,t1ll'л I| .||l11п 
lI -|iDlл

aе а,,i ,, 
_ елеме}lтII Мaтp}{ць.дoданкiв, cu: Q,i t }u, якшto д.тя циx еЛе-

МентrB вl{кoнyетЬся oпеpaцrя,цotaва}rlrя.

IlЬ?li

П. ?. Зrlаirтr,r АR i I]А, *, = 
l l3Pозв.язaння.

",=ils;lliitlli=

lli,=llJ?ii

П.5.ЗнаiiтиL.-.4+л,.'*' : | |! ll l', =

|)озв.я:lilltня. I i" .I 
l

0 0lI 0l
0 1i'= lii ?li

r + 2ll
2+1ll

zr:2lll 3ii= li: ;il

lilr
l0
l0
I

С:.{ +, = 
l l3 i =lliiil

Мaтpицi дoвiльнoгo pс.lзмipv Мoxна Мнo;кити нa Чl{сЛo 3а пpaв}Lloм
2,r = I |Аu,,| | . яKlцo :-rя Тх с,rементiв sиKoHvстЬся опсpаuiя Мнoження

IJ''DIл

Hil ЧИCl.Io.

ll.б.Знаiirlr z,r,;rе,+ = ] |Ч li it13 rli
l)l)зв'я3aння.

C,ri,ц зазначити' щo oпеpaцiя М}to)Kення матpицi I{а Чl,tсЛo Bикoнyrться
iнакurе, нi;к мнoxення визн:lЧtIpIKa Ha Числo.

Мaтpицtо l можна l!rнo)K}lти Irа матpицIo B, якrцо Тх poзмipи yзг0Д.
xенi: числo стовпцiв,4 дopiвнrос Числy pядкiв B. Пpи цboмy аобуткoм .4B
€ тaкa МaTpиця C, елементи с,, якoi с' сy]vrolо добyткiв елt]ментiв i-гo pядка
пtaтpицi А нa j-it стoBпецЬ маipllцi 19, тобтo

сii= a,'b,,* а,,b.' + ... + Q,,,b,,,, l = l,... ' m. ( 1.9)

l0.l+l0 02+t tli-||о tll
l3r+20 3.2+z 'il-llr sll'



it*i::-:.s,.,'i4 ..''дi:

'ir :li ir; r;r iit {)123 t.l
= i ., 'i I i lз ,i; 

= 
: i.,0 . t з о i

+ 2.'Zt
+ r zl

I

L) гже, r] Зilгil-.IЬ'1(]\rY в!'iiа;1I.:у

_tti * 8,,\,

\1)ll:l }-{0]{iЛ!i!]i l]ii||itдкri, к.)ji}l сIil]aв:{ii{\,сiься Ёi piвнiстt'

П. 8. Знаri rи -'1l()' ()',\' ,/iii, ii..1, j({)

P(lзrt язi;нiili.

' () = i0 0i
ir] 0l

I

!

l

.. lii
'= iiu ri

ttii

Lt 2:

I I tliliL)

Q t,r

*1..

0i
0i

iilr r
I..

i (1.,
i

00
00
аtzi
uII'-l

0i
rl

I 'it
r iI2

ii3

issi

ai

0

1,4 
-

lt,

l() = r) =О' АЕ:Е.\:А
.l.ilкltм .trtltoх, tIvль()B1t i llдrtrtrт.iнa rlатрицi вiдiгpalотr' r.},с.lvу рОлЬ пplt rtlttl>ьеltrti ltат-

p}tllЬ. Iц0 ri .lllсла 0 i l пpи lrttсllкеttrti .tliсе-r.

ЗilЗна.tttьttr шс. ttlo матplrui МO;KvтЬ бутш нс тi.rькtt пpяMок\тнltпlrt' а ii
набvватrt фopму irr шоТ фiг1.pli' l"Iit пpllк-lilд. тpикvтникa.

1.1.6. Лiнiйнi вiдoбpажeння й Mатрицi

.I-I.o поняття.матprrui \'oх<\.тЬ пpивести ii лiнiiirri вiдо6pах<ення. B однo-
вlrмipноlrу витTа,цКy лiнiйне вiлобpах<енн}I i!{нох(иtllr Х на пlно>кинy },

з:ijiснюсться за дoпoмoгою piвняння пpяN{oТ. н JBoвliry{ipнoМy _ зa дoпo-
Мoгolo сЛАP-2 (prrс. l .3).

(1.10r

. 
Biдо6paxсння (i.10; пoвнiстю визI{аЧа'стЬся сvк.\ rlнiстrо косфiшieнтiв,

яК1 3pvЧгlQ:]ll.-1ав;lт}t \ Btlг.'jlI.]! N{атp}rц1' ЯК;l ri.l3Iiв;ll:]тl.-с!i l\'атр}IцеIL)
вiro(:pл>кснr:я ('L 

" iь1);

I,\

I ,,, ' 
Qtt

I

|{t.t а,1
l-'

i
| Ц', ц.-
I

i aJ., {t.,

l)', = otrt. + .rr2-Y.:



. i'l

t-
П.9. Зlrаirгlt vа]рttцt]) Uijк);рil)riеHня ItОвopoту сисТеми кoop]rtItilТ на данrlЁl кут.
Ilехай сltстeмa кooрдlrtlaт.тr o'Y] ПoвеpтaeтЬсЯ HаBКo;.lo пoЧa'rкУ o нa кут a в дoдaтнoМv

t rаrrpяvi (рlrс. t .4) . Утвoрена гакit v .шlном системa y-, oy,, .гtlЧкa м Мaс Biдпoвiднo кoopдинaтlt
(.т., -v^) i (.l'', -v') в кrr>кнil:t i:з сrlс'rеlr. Згiднo з рисункoМ МaсМo

ОС = ОD _ СI)' 
^,IС: 

jу4А+ АС' СD: АB' ,1С = BD,

Зliдкrt дiс'га r:lt0 IIIv K:l l |е вiдсtбрll х<сttня

1.,,, 
orr 

l

l"r, orrl

I r'. = ,r.'соsrz _ .t^sinсz;I'' (1.r1)
l\.. : .\'slna - Y2сos(l .

l.aкlllt rlltllOl,t.

. | |сttv.. _sirrr. I l.l - I-. 
I lsin.' -сosaI i 

.

З тo.lки зop1z лiнiйних вiдoбра>кень
joб}тoк .fвox МатpllцЬ _ це посЛiДoвне
вiдобpах<сння llЛoщllнll .Y, С).Y, на пЛoщи-
нУ ]'ro)': (3 МitтpицеЮ 14},.яку пoтiм
вiдoбbаЯенo гl;l пJ'Iolцrlнv z,Оz, (з ьlатprr-
цекl .B) ' пpиЧoМv

х1

Pис. l.З

t с I ].r);
^-+ Q22.t21

rA '' B_* D77)'2,

lott att

l"rt Qzz

b, btrl
brt. brrl

(l.12)

0.13)

плoщинv

Pис. 1.4

[-]'r 
: nrr.tt

j
l)t2 = /1"'{'
t-

l',: b,r)',)'
lz' = b:')'

B резr'льтатi дiстанепro
z'()z^ (.з r\tiiтplfце}o с)

вiдo6pа>кенt{я пЛoщини .t]o.{, на

r9



*'*rh
, r:.
\'-.
l'.
) ---

l'._

.J.-t

ti'.t

ii,

..

ii

:!i
.i'. '

.;.i

t. -l.l - (''.'Y' * с''.Y';
{ L=
l z. = с.l:.Y. + с2 j-т1'(-

Пiдст;tвивцrlr (1.12) в (l.1З)! Мar,мo

l 
.', Сtz

l 
.,' С l,э'

t 
z' = (а,'b,' * а,,b,,).r' * (,,,,h', + а,,b,,'s.r',:

',,',: (o',h..,. * o,'b,,'у,r, * {а,^b,, * а,,b,,)х,'

Пopiвнкlrоuи (1.l4) i (l.15), зI{аxoдиМo

|сz,,D,, 
* а",b.', а',b,' + сl,,b,,i

| 
,'',b,' * o,'b,, а,,b,' * o,,b,, 

I

(i. i 4)

0.15)

Тaкlтй саlttтii pезvЛЬтат дiстанеt'tо пiсля мнo>кення ,4 i B.

l.1.7. oбepнeна Пjlатpиця

Bвiвrли в poЗг,1яд матplrцi-стовпцi

L:

1/_

Пpoте

|с,,, (l''
l'-
I ct^, 4^^
| ,' tt

l= vj

сIIсTеМv (1.12) пtoж'нtt пoдатI{ в пrатplruнiй фоpьti:

irl

.Yr

.)) il;il

iсl l.rl

| л_.,.t,| '' -

A. t lсz',.т,:t'=nl,.'

т. 
I

I

Y;i
+ ц\,.\,1i

+ irrirl
_ Ах'

тoбтo },= lХ.
oбеpнене до ( l .12) пеpстBopеIrHя, яKе пеpевoДитЬ ),,ОУ, B х' o.r,, мox-

на Jiстати 3а JoПoMoгoю dltlpпrv-r Kpамсpа. якLшo A : dсt l * 0, а 6аме

A1 I ll', rr,,
!r -A-Al1',,2..

t-

-(lэt. a'':-A ]'' *Ё,,.Jr
!"2

a тoN{\

20

сl,, = А',, _ 0lz: А,,, -tt,': ,l|',, сi,, _ А,,,



Гдr ^^ll
i.-r _ 

^ 
у\t:t, /t, 

"] . - --::,,|.*: 
_ 

^ 
у!

l.*

In 2i.

A ]:'
Aп
д ya.

+

+

(1.16)

Пеpствоpення (1. lб) t: oбеpнеt1L|,||дo (1.12), йoму вiдповiдaс Обеpне'Hа
NlaTpиця

/-L

ГI. I0. Зirаiir.rr обернertv N'a-'рplrlю ;1-t ;16 матрrtЦi
0.l l ),

Poзв.ltзitrtlltt. O.lевltдlri; dсt -4 : 1. },iаСNlо,,llr
,.l22 = с.)sa. lJрltхс,lвуtо.tl,t (l'l7), знaхoдl,rvо

( i.l7)

BЛастиBoстей 4 i 8 ви3нaЧ-

,{ tlере'rBo.pe}{llя гlo'Jор0тy tlлoщllнll

= с{\sg' .4'. = -slne. ' .{,, : sina.

l/'' А,,|

i^ ^l
| 
А'' А',|

l^ ^l
Е (нa oснoвioчевltднc' щoA{_. = ,{_.l =

никiв) . CфоpмyлrосМo 03[IaЧеIlHя.
О. Kва1раmtш j4аt|LpL|Ll;L А ltсtзLtвасmьcя невttpoО:кеt1oю' 5lсu|o dеt A*

*4.
О.Mаmрuu,st А-\ rtаЗLtв{tсn1ьс'L oбе1эненaю Оo невtlpodхсенoi маmpuцi А,

якщts Аt|., = А-'А = Е.
З (1.17) BипЛивaс IIpаBи.Ilo 3нaхoД)Kсt{Ftя .t_t. Щoб дiстати о6еpненy

Мaтpицю 1*' дo дaноi мaтpицi l, тpсба в oстаннiй замiнити всi елeменти
a, iхнiми aлгe6paiuниМи дoпoвнсн няьlи Аu, тpанспOЕlувaти i з,цoбvтy МаТ-
pицIo пol,tlro)кити на (l /A) : (| / det А).

Hаве:енi oзнаЧеl{ftя й пpави.тo спpавеДJивi лля ква,ЦpатHиХ МaтpицЬ
довiльнoгo розмipy. Пpопонyсivlo впевнитися в тoМy! uro 1l- 

j;_l 
= ,4.

.n-r=]|соy *sinсr] 
(1.l8)

i | 
_sln.J сos.l 

1 l

Llrii саrrlrii рeзу'.Ii,'l.il.з'(].l8) yожrra;(iст.а'l.lt rtpосr.iшe.3aмillrtвшtll в (l.l9) с| нa _11

I [роrIоlrусмо 3.,lсvват},l: tlсмv']

1'1.8. Мaтpичний спoсiб poзв'язyвання сЛAP

СЛAР ( 1' l ) мо>кlt;t IIoдilтlI в lrатpиvнiii фоpпri

АX = I]. (1.19)

2l



,...'.;. !.-i- ,

r.ь

i+
I l'.
t'
7:.
i'."'

i'.i-'

:i

ii

1.,..'

i..':

:i:

ii

f,

B-

Помно>кимo (l.19) нa ,4_1 злiвa. oск
мaтpиuний спoсiб poзB'язvва}tня CЛAP:

X = А-IB
П. l l. Poзв'язaти МaTpиtIнI,tМ спосoбoм сЛAP-3

I

I

iльки

(1.20)

дiстaнемo

( l.2l )

А-IА = E, тo

[с''хl + аI2х2+ а7зх3

]u,,', * {122х2+ .2зхз

[aз1,Yt+аз2х2+аззхз
[, оз в. я зa нн я. По3начlrмо

Io'r 
or: orз| 

|

|аztа:zauз||.x=
Idзr 

oз: dзз| 
|

: otl

"2':b,' Ь*o.

I'ill.
lb'l
lbrl
I"I

Знariдeмo,4-1. Згiднo з (i.2l)

x=

lil
А,^b. 

I-- - I

А,^b 
^|-" 'l

Аззb, 
I

I

lo'l
l^r l

lor l

l^1/^ I

|ц/^|

I 
arza 

I

-rl-^l
| 
,41lbr + А]2b2 +

l,{"' b' + А^^b^ +

l ".'n' 
* o,iь, *

I
A

Звiдси, пopiвI-rююЧи елeменТи кpaйнiх (злiвa i спpaвa) Матpиць-стoвпцiв, прихoдимодo

вi;(омих в>кe фopмул Kpaмеpа .'i : *, i: I,2,3'

1. 1.9. Тeopeма Кpoнeкepа-Капeллi

Hеxай МасМo Матpицto pозмipами m x n' слеме}lтаN{и якoТ с чИсЛa.
Bилyuаrоuи з цiеiматplrцi певну кiлькiсть pядкiв i стовпцiв, мo;кна склaсти
Bи3}lачнI1ки' 3 яких деякi мо;кyть як доpiвнюваTи' тaк i не дopiвнrоватиtlvлю' Нaйбiльlший пopядок таKиx визIIaЧникiв _ lriнir'raлo". з ЧисеЛпiп'

c' Paнroм r(А) маrnрuцi А натIlвaсmьcя ttаЙбiльtuuЙ nopяОoк
вid.lиiннoeo вiО нуля в.|3на|rн,LIKа, cклсtОенozo 3а3нсlLtеtruм cnocoбoм з А.

П. 12.Зrraйтиr(а),де4_ ||l 2 3lI
^ 

_ 
||з о я]|

З елемetlтiв '4 lro)кнa сКЛaсТ}r тpи визнaЧники дpyгoгo пoряДкy i iлiсть - пeprlогo Пopядку.
Bсi визrta.rнltки дpуr0r0 пopядку ;loрiвнroють Hyлю' a пep-o"Ь - >*oдеl'. oоке, r(я) - t..
11



Розrдянeм* тeпеp CЛAР, щo
trr #t), т,эбто

Мlстить t,? рlвняIlЬ з fl невlдo14имЕt

|аnхt
1а2\хz

L;;;,

* аtzXz + ... + амX, = bti
* аz>хz. ,* * а7,хn : $2;

* t]mzXl + ... + Qmn-Yn = bп,

(1.22)

riсlряд з efатрицеIФ -zi щiеТ системIr I}о3гЛяI{еIшо ще тaK 3ваЕy pозшIrpеI{y
r'{aтpицio Аp, ЯКa, кpil\{ pяДiB мaтpицi .{, ]'riстить Iце стOBIIець вiльниx
ч"ttеIllB рrBI{яI{ь сplстеьlli:

А-1t -

Qtt Atz ... &Ln

azt Qzz ... Q2,

am| Цm2... Q*n

, Аo=

х'i2х,_хз=_3;
2х'_х'=};
3х'}х,-хз=0.

Л'Кронекeроlr*) i А.Kап.-''i*+) tsстaнoвлетlo, Щo сI{gтсмa Q.22) мaс
р03B,язок' якrцo r(/) : r(А). Пpи r(,a) a r(А) сI{сТеI\,tа IюзB'язкy не мaе.
,Цоведення цьoго факTу oIIyстI{]!to.

Якщo r(А} = r(А"), To звepТaс}to yBary лиIIIе на тi piвнянIlя систеlt{II'
Kоефiцi€,riти Пprr нet'iдoМиx яких yтBopIоIoть BизнaЧIIик' зa яKI{]и Bстаltoв.
ЛtостЬся pa}rг сItстеми' Усi члeни тaкиx piBlrянь з коефiцiснта]vlt{' щo вхo-
дять у цeй визIrачник' залt{цIa€,мo в лiвiй чaстинi, pеruтy тIеpеIloсиlv{o в
пpaву Чaстиt{Y. Poзв'язусмo yтBopенy систе}{y вiднoснo rrеBitoмиx' що
мiстяться в лiвiй чaстиrri. Hевiдoмi, щo }{iстяться в пpавiй чaстиI{i' мo)к}'ть
IiабyBати довiльниx 3lraчel{ь. Здo6yтий рoзв'я30к, зBиЧайнo' зaдoвoль}Iяс'
piв}rяння, якi oпуЩенi.

ГI. 13. Poзв'язaти систei{y

P oзв' яза н н я. Cк,тадемo мaтpицi:

il
|о

t;

llt-

I

2-l
-1 0
t -l

2 -t -3.
-l 0 3l
l-1 0l

Мaемodet,4-0,р.лeД = |J _,' | = _5 * 0. oскLrькикoeфiцiентитpетьоrоpiвнянняв
Д не зхoдять, тo це piвняrrпя вфuaеЬo i poзглядaемо систе]!f},

{х,+2х,=.тз_3;
lzх'- 3х,: з.

Звiдси

t{ Л.Крозeкeр (1823-] 891) - лirаeцький ]иатe]\,raтик.
**,А.Капe;rлi ( i 858- 1 91 б) - iта,.riйський n,{aтеIt.Iати!{.

Qit atz
Qzt aээ
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''t - s

lli рoзв.язки зaдoPoлЬняroтЬ
rlilс riiirlo) ,

329*5.''=i'._зi' x3€R.

i вилvчeнe piвняння (пpoпoнуемo пeрeвipити це са.

l' |.2.вЕктoPи

Усi фiзиuнi велиЧи}iи iснyroть oб'eктивно (незалеxнo вiд нaшroi вoлi),
Тх l-rоxrra пoдaти y виглядi матpl,lць piзнoгo poзмipy. I{i велиvини
пoдiJяIотьсЯ, нa cKaлЯpнi (темпеpaтypa' rutaса. po6ота' тIlск тoщo), якi
зoбpаxytоться oдI{им ЧисЛoм (o.цнoелеме}lт}Ia мaтриц я) 

' 
вeKm.opнi$ (сgлa,

rлвидкiсть, пpискоpення тoщо) ' якi зoбpаxyються мaтpицеIо-стoвIIцем з
псвнoю кiлькiстro елементiв, meнзopнi (дeфopмaцiя' нaпpyxеHня тolцo) 

'якi зобpаx<1,ютЬся KBадpатною }vraтpицеIо.

i L.2.1. Bиди вeктopiв

Геометpиuнorо iнтepпpетaцiеtо вектopнoi BелиЧиt{и e вектop. Цю
iнтеpпpетацiю моxна pеалiзyвaти' pOзгляI{yвIцr,I' нaпpl{клaД' нaпpямлe-
ний вiдpiзoк. oтxе, пiд вектopом poзумiтимеМo нaпpяl\{лeний вiдpiзoк'

Нa pис. 1.5 зoбpаxе}Io BеKтop Z =TB. Tочкa / _ пoчaтoк Чи тoЧKa
пpиKлаДaння Beктopа' тoчKа ,B _ йoго кiйeць.

Pис. l '5

Pис' 1.6 Pис. 1,7

Td| =ттB| _ Числове знaЧeнI{я (мoОуль векmopа) _ с дoвxиI{a
вiдpiзкa,4B.

Bектopи d tБ нaзтlвaються кoлiнeаpнttмu (a I l D), якшo вoни ле)KaтЬ
IIa паpаЛеЛЬних пpяlt{}lx a6o нa Пpямих' якi збiгaються.

--:_-
*) вi,].raт. vесloг - 'гоii. щo несе.

24

ll {х 'у,z)



{вa вектopи tr iЪ нaзивarоть piвними, (Z = D), якщo вoни кo,riнеapнi,
oдtlакоBo нaпpямленi i мoдyлi ix рiвнi.

oduнtlчttuм GeKmОpo.l|| a6o opmoм a-o .цa'o.o вrктopа 7 називаютЬ век-
тop' дoB)K}Iнa якoго.цоpiвt{ю€' oдиницi дoв)киtlи (пplr даHoмy масштабi), а

нaIIpям з6iгаeться з наIIpяМо]\,rZ, то6тo lZ0| = |, aio ||tr. HульoвuЙ вeк-
mop - це вeктор' пoЧатoK i кiнецьякoгo з6iгаtоться (мoдy,'ть йoголopiвнюс
нyлIo' a rrапpям _ дoвiльний).

' Якщo вeктоp мo)Kнa I1ереI{oсити паpаЛeЛЬ}Io саМoмv сo6i, то irого нази-
Ba,ютЬ вiльнuм, Якщo Bектop lnroжнa пepемiщyвaти BздоBЖ oднiеi i тiеi
сaмoi пpямoi, то йoго на3иBаIoть nJ,.tl||tнu.r4. Пpиклaдом такoIЮ BсKтоpa e
кyтoвa rшвидкiсть 6 (p"с. 1.6l. Якщo вект0p xopсТко зв, яl(lнItЙ з тoЧкoк)
ПpllKlllaffflHHя' то вiн }lа3иваеться 3в, я'анLtм. Пpиклалoм тaкoго Bектоpа €'

paдi-vс.вектop тo1tKи (нa pис. |.,7 цеaЙl '

., L,2.2' Лiнiйнi oпepaцif 3 вeктopами

,Ц'сэОава'ttня 0вoх вeкtnopiв зОiГLснt<lсmbcЯ ltl вidoмuм npавLlлo.r4- nаpа-nе-
,rLoера.l||а чu mРLlкуmнLlка (pllс. i.8, l'9) ' laОавання n векmopiв h >2)
вLlкor|уСt||ьС5L 3а npавtlЛo.|t .цltОzoKуmцuKа (pис. l. 10).

За цопомогoю pис. l.l0, l.11 ltохнa tsстaнoBиTи такi в,'laстивостi oпе-
pаuiТ лолавання всктоpiв:

d + Ъ = D + Z (кoм1,татllвнa*) властl,tвiсть),

7l +Ъ +v = (а + D) + ? (асoцiатlIвнa**)влaстивiсть).

Piзнul,1еto веrcmapiв Ъ i сt с mакuti векmoрv' щo7l + D = Е (рис. l.12).
!'aбуmкoм веKmОра1 на А €R назuва€mьС'I веKmop Ii mакuti, u1o

|)'Z| : |А| . |a| i наn'pstлt ЯKОсo збiеасrnься 3 нanpЯn|o'^'rtr. якщo ), > 0, абo
nрomuJlе)кtruЙd, якщo)" < 0. ;'r

Рис, 1.8 Pис.1.9

-i-
x( Bi.l .lrаl . с()m[ltalt|s -- зьtilrа. Псpе I t]Оl)ення

+*/ Biд.laт. аssосio - nplteдllrBа,].'!.

( 1 )?)

t1,.24)

Pис.1.10

'){
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Якщо Z I | Б, то, 6еpуuи.цo yBагpI oстаrrню опсpацirо' Мi]с},{о

ц:АЪ. tl.25)
€ R i навпаки, тoбто Ма€']!,o уttoву кoлiнеа1lttoсmi векmоpiLj, а Такo)к

;(r - ( 1.2б)сl.

.1itлi кoprtст\'Bатиг!rсМoся oпеpацiями t l.23l_tl.26) бсз сll"'цi:lльirи-ч
пoсIIлаItь.

''/ 1.2.3. Бaзис. Пpoeкцiя вeктopа l{а вiсЬ

Poзглянсмо NtHОж}{Еtу всiх вектоpiв,Ьо Ле.)i(ать на npямiil. [ля будь-
яких Двoх З ниx BиKoI{усТЬс't yМoва (1.25). Беpу.4ц за oсtloв}' (базис) один
3 t{иХ. irапplrклaд Т, виpaзимo pеIlIт}, uсpез Е зЪ.q:оp'уло'ю (l . zsl .

Biзьмсмо тепеp тpI'I Bектopи Тt,Ъ,i, якi пapалельнi однili площинi
{кo.unлаrLщlнl вектoplt) J fl риЧoN{у ц I|Ъ' T oдi, 6еpуuи а iЪ зa6азlrс, Мox(на
BrlрaзItти с .lеpез веKтopи базlrсY (pис' l. l 3), то5то iснyс ,l, € R i ;, с R
t,t ' ;е 0. А, * 0l ' тaкi, rцo

'= = }'li + А2ъ .

- oстанне спiввiДношrенI{я нaзl'tвaroть poзклatoМ BеKтоp aZ зa 6азисoм
с i D' Tакlrй poзклад eДиний. Cпpaвдi, неxaй iснyе щЪ oдин poзклaД
- - . т. n.(' = ,ll ,а + |l 2I1 , бltнrМаЮЧи вlД oДt{oго poЗкЛаДy rнIIIиЙ' Маrl!{o

0 = (i' _ )',)o + (u, _ р)Ъ .

oскi.rькlr ,tI|Ъ, тo

U=07+0б.

oтже, пoпеpеДI{я piвнiсть спpаBджу€Ться
тi;tьки зa умови i. = 1,' pt , = рt,. Tаким ЧI{ItoМ.
y R, базисoм е Двa Довiльнi нскoмпланарнi век-
тoDи.

Pлс' 1. 12

Pис.1.1З



Aналoгiчнo в R3, взявlппзa6aзуlcTpи I{екol\4rutaнapнi Bектоpи a,ъ' iт,
5yаь-який iнший BeKтop 7 мoxнa пoДaти y виглядi

d=Тp+^2ъ+^зс.

Пpи цьомy скaляpтlА,, ),,, }',нaзивaloть кoop\utr(fmаi4u, a вектopиl,Z,
2',ъ, }'зъ _ Kofu|noнettmаl+ttt*) вектopа l зa 6aзvсoмa,ъ,т.

О. Cукуnнicmь векmopiв' 3(l ЯKoIo J+|oxна, poтKлacmu aoвiльнuti векmop
eiОnoвiОн oi .t,,t-н o хu||u R', R2, R,, н аЗ ttв сt€ mьс я баз uс o м.

Переxiд вiД otнom 6aзису дo iнlпoго зДiйснrоeться за дoпoмoгt'Io зви-
чaйIroi пi.цстанoвки.

П. 1.Hexailубaзисiv',E,вeктopанa6иpae в,rглядv а=ёt+Тё,.Bвecттl нoвий6aзис

"i. "i,.".o.^'ий 
iз стapltм зaлежнiстю

"1: -;i + 2;:. i2 = zri + ,i.

l'O3в' язанн я. У нoвoму бaзисi

а: (;i + zi\1 + z1zеi + ,\1 = з,i + й:,.

HaвеДемo кiлька бi.lьIц зaгaЛьHих oзнaЧенЬ.
o. Bектopи aуa,' .,. 'd,,, нсlzuваЮmbся лiнitiнo ЗсUIе'N<нtll|u' ЯKщo

icнуюrnь mакi ОiЙcнi )' r 
^2,, 

. , , 7,,, якi oОнoчаснo н e всi Оopiвtt toюmь нул|oI

ut,o

)",tr'+ ).,Z,+ .,. * )',,а,,:a. 0.21)

О. B екmop uа I, a,, . . ., du на'тuвсIюmьcя нет(uLеiNс H u.|||l' ЯKul|o piвнiсm ь
(|"27) сnpавlхусmьcялLlluе 3aум'oвu 1,:1, = ... : 1, = 0.

- 9. Bекmop Ъ нсlзuвасmьcя лiнiГtнoю кaмбiнацiсto веKmОpiв
a1; Q2l ..' ' Q,,, 

'LKщoIсн>,юmь 
ootroчacнo неlrульoвl.^i, mаKl' щo

6 = ),а, + ),2a2 + ... + ),,,a,,.

T. Якщtl веKmopLla., a2, . . . , tru лiнitttto lа-r:е нi' mo ,Yoча б oОuн з ttuх
J||О)tс||с| noааmLl у вtteля\i лiнitiнoi rco'lltбiнаL1ii pешmu i нqвnакц.

Доведення цiei теopеми' яКе' to pеui, дoсить пpoсте' oпyстимo.
Poзглянемo пoняття npoекцil веKmopа tlа вiCь' Cпoчатк\' спpoектyсмo

нa цю вiсь пoчатoк i кiнець BеKTopа. .Ц'ля Даного BеКтopa tr i цля пpoти.riе>к-
нoг0 йoМy (_7) мaтитnrещо на oсi тi сaмi тoЧки.

Пoзнiчимo через (1J) кут мi>к BектоpаI\{и 7 i E. oчeвиДнo' 1цo l',{oхнa
обlтеxит,tся знaчеIIняМи a < (a,ъ) s z. Tе сaме стoсyrться й кута мix
BектopoМ iвiссю.

t*/ Biд.rirт. сomponеntis - тоr.i, шlо стaнoв}rТь, ск.IIадoBa частllнa чol!сЬ.

'r1



J,*

О. П poeкtt,iс Ia вercmop аa н а вiсь u(npud) назttваe tnьс я Оoв ж Ltна вiОp iзка,
stкttй cnoлуttсtс n.poeкtt,ii Il Ц tr|о вiсь nouаmку ti кittLчst Оанoсo векmopа, в3'.mа
эi зlLакoм <+), 5IКщo куrtt мi:к веК|nОpОм i вiссlo еoсmрuti, i lнсlкo,+t <_>'
stкttgo L9еЙ K''m mупuЙ (pltс. 1'14).

o.lевиднo, щo кoли Z J- u, Ta np'ta = 0, i навлаки.
HавеДемo,цеякi вдасTrtвостi пpoекцii.
|" np,(Z) = 1Z|сos(Z,'ru)' tlив. pис. i.l4)
2, np,,(}'а) = Аnp,.(а) V ,l c R '(pис. l.15)
3, np,,(а + ъ) = np,,d. + np,,6. (pис. l.16)
oстання властивiсть BиKo}l\,сться дЛя с\.','и скiнченнoгo числa Bек-

тopiв.

^0
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

---1
I

Яu n0,, a

Pис.1'14

8!J ц

I np;.d I I

l_-___:-:___' __-_____-l*-7*f:*u
ПРuа

Рис' 1'15

- ..б

---f r;:{ '

tll
tll
rri
lit
t npud' t nР,{ |'

r.l:
npu p*6) ц

Pис. i.16 Pис.1.17

Повеpнемoся.знoвy :o_6aзису. Haliпpoстiшим i нaitзpyчнiцrим с,це-
каpтiв бaзис (утrpoстopi Т,77, Е) ,зведений y pозгляд P. tIецаp'o*' У uьoilyбазiтсii:- jIT,,|1| = 17| = |Е| =1, аpЬдiус-BеKтop7 тoчкr,я М мaе
Bиг".Iя,ц (pltс. 1.l7)

v = ii+ )г+ zT = (.t, у, z), | |хуz|,"оo 
l lil l'

тlpиЧоN{),' згi,цнo 3 Tеopемoю Пiфатоpa, |т| =т = Vх2 + J,2 + 22

28



.Цля .цовiльного вектоpа rl

npО,\{t : сi\, npa".Q = сtу'

?=.rJ*аj+аI':
npo.i: а.,

сl'', Q,) ,

llo,or",ll ,

Hехай ct : (сt,'

BскТoplB мaсi{o

G + ъ): (a, + bn а, * b,' а. * b.),

i!'а1 : (1а*, ),а,, 1а,).

{ 1.2.4. Cпoсoби задання вeктopiв. Гeoмeтpиннi зaданi

Haпpяrмлений вiдpiзок tвектop) Nfo)кн;t 3а,цати piзними спoсoбaми.
ЗаОiнttя век,topсi прОекtt,iя'rttL сtбсl 1loзклttОo.vt зсl кoopОultаmнцм базfu-

с'rl'l't. Bиrце вх<е 6уло poзГ'.tя}rvтo Зa,цaння вектopа За дoпoМoг0тo пpoекцiй

i : (а.., сt,', а.)

а 5о pозклаitoN! за коopДi,i}{а тt{!l l\'{ ба зисом

а=а,7+aj+a.т.
ПеpейrшoвIши вit геопtстpllЧltoгo об'eкта ;lo чисеЛ' i{oжна ЗнаЧIro рoз-

lllиp}lTи Дiапaзoн poботrr з BекТopаNlи. ДiТ нaд BектopаNlLI' 3аДаними t{аBе-
,цеt{иМ вlIIЦс спoссlбoьl, вIrкoнуloтьс'I дoсить легкo.

Pозnцянемo тегIеp O.,jll rlк J, к aлiц еа p t t oc m i rзe к t п o piв,
Hехай tr: (а", а,, а.), Ъ: {b', bi' b,). Toдi yr'roвa 7l 16 piвнoсильна

у*пroвiZ=l"Т,то6тo
('.u.,., сt,, а.} = Q.b,,, lb,, 7b-).

Звiдсlr

{а,,

Т'|

|a| :{}_т;I;_7 , (1.28i

сl',', Q.1, Tl = (bn b,., b.).На oснoвi власттrвостi пpoекцiй

- ).b,;

- lbui

- ib:

ення, дiстанемo

In'
1n,
lo.

Е{oIUЗнайtловrпlr,1 з кoх<ногo спiввi;l

)o



i...,;..:,. f.: j .:iъ.,. ;?i

-:n ( = 1). 0.29)

y (pllс.1.18).

(1.30)

0.31)

t

5=9
b, b,

oстaння piвнiсть вI,tpaх<ae o3нсlKу кoлiн еаpttoсmi векmopiв.
За0анttя веKrlopсl цoОу4ep i наnpямнцмu KocaНуcацu. Hexaihдля BеK-Jаdа.н lt я 

'векmopа цoОу1ед i наnpямнl*^lu Koсultусадtu. Нeхa
тopa a вiдoмi lrroдyЛь |a| ' G'o.Y) = а, (аiОЛ = B, i(a?)4 = у (

Toдi сosa, сoф i сosy_нaзивaloть наnp'Lм|ru'4u кoci.uнусами Z. Ouевиднo,
напpямнi кo-синyси i IZl пoвнiстro ви3IraЧаIоть Bектop Z. Уpахoвyюни
влaстивiсть l пpoекцiТ Bектopа нa вiсь, мaelvlo

а,= |а|сoSа' ау= |Z|сosf, а,= iv|cosу

Звiдси, застoсoвyloчи (1.28)' знахotимo

соs2a+сos}+сos2y=1.

Нa плoщинi, Дe F : _ сI, у = 0, згitнo з (l.31) маемo

сos2a + sin2a = l'
Pозглянyтi спoсoби за,цання вектopiв еквiвалентнi, i пеpехiд вiд oднoго

дO дpyгoгo здiйснroеться за фopмyлами (1.30) i (l.28).
ЗсtОсtнttя в^еKmopa кoopduнаmаlцt tioеo noч(lmКу i кiнt7я. Hехай тoЧКи

x4 
'(х', 

Уу z,\ i M,(х,, }'z, zz) BизI{aЧaIoTь BеKтop Йт) (pис. 1.19). Пo6y-
lyвaBши pалiуси-вектopи тoЧoK v, iТ,, N,raти}4eМo

Mт, _ т2 _ 7' = (.х, _ Xt, Уz _ !1, 22 _ z,). (|.З2)

Pис' 1' 18

Biд щoйнo poзгляt{vтQгt.l спoсобу заtaння всктоpiв легкo пеpеliти до
ПеplIIих.цBox, aЛе звоpoтниii пеpсхiд неI\{oxЛиBий (oДнозна.rнo). Cпpавдi,
oстаннiй спoсi6 Дar зв'яЗанltй вектop, a пеpшri дBа _ вi,'lьний'

Haвед,смo pяД зaДaЧ' якi pозв'язyloтЬся 3a.цoIloмorЮю вектopiв"

-ltl

т

Pис.1.i9



f

Rldс:rrtаttь мiх moчкg-vaи. F{еxaй Маee{o .tИ'(.r1, У,, z"} i Iv,I,(х,, У2, z.'1.

ЗнаiЦelяо BiдстаIrЬ мix M, i 1и,. Пo6yлyеfi'o Bсктс)p Йт,. Ураxoвytоuи
(t.32) i (1.28). знaйдсмo

lM$rl = d+) = tl{Mr, tu{r) :
: q;:;,1z + 1, _ ,,l, + €;т

.II,ля пoзнaчення вiдстarri r"rlк геolrетpичниivrи oб'сктами х i y зaстoсo-
вуIоть I]oзнаЧе1lня d (х, 9 ,

Bвaxати.меttо' що:
|\ rl(х' t) = d(y' .х),
2) d{х, y) e 0 (d(х'y) = 0 тoдi i тiльки Toдi, кoлll Jr = y);
3)d(х'у) < d(х,z) + d(z,у)Vz (flepiвliсть тpи''ут5н''a1' в<<5a 6агaдyв

зa<ех<lliсть >ix ст<<p<<6a>п тpll,,'ут6п'' a) .

IIаpanе.пьнe nеpеtrеСеlrtrя oсeЙ кoopОuнаm. I7eхaЙ спoчаткy точка ,t4
r{а'ila коорди!Iати (х, у, z|, а пiсля П3p€И€;1Ьнolю переIrесення oсeй _
косpдинаi'. {'X' , !' , z,)' Tоvцi r1{ вЦпoвiДаlсть радiуси-всктори 7 = (.t,у,z)
l T,{х,,у,,z,). Bertтоp IIеpенесення i = (аo сt,, а,) _ заtаний. Toдi
7' =T _a_ {х - а*,У _ aу, z _ а) (pис. 1.20).

3вiдси

х= х, + ах, у=y, + сlу, z= z, + а". 0.34)

rI4с. I.zv Pис. 1.21

П o\Ll вiОpiзка в Оанoму вiОнotценнi. o. Toчка t}/ пoдiляe вiдpiзoк М ,М 'y вiДнorпеннi,tr', якrпо

(l 'з3)

М'M i

-=A

MМ,

Pис.1.20

*) I}iД лaт. distantia, aнг.q. distаnсе - вiдстaнь.

JI



Ё"

Hеxай M,(.t,' У1, z1),

непro вiдпoвiднi вектopи
_.;2 -7,тo} _-rl: Тcz

абo
-t, * 7х,

-Y = -:--;-|+А

II2\.\z, У2, z,) i,l _ вiдoмi.3найдемo M.Poзгля-
(pис. l.21). oскiльки NIp = }'MЙГ,, aфM =
_ D. Звiдсll
_lr:т-:-j.(Г,-Аr,)

I-т^

},1 * )'у, z, * )'z,
. l: ,--t-;-, z:-I +.1 I +,i

(1.35)

[), маемоB oкpеlroпry B[{пaДку! кoли вiДpiзoк подiляrоть навпiл (i =

Jr*У: 2,,*2,\)- 2 "- 2

,/

-, |.2.5. Cкaляpний дoбyтoк вeктopiв

Hехай пiлдiсio сталоi силlr F мaтеpi&.IЬ}l3 тoчка пеpсЬ,riщусться вздов)к
ве}iтopа s, (F,s) : p. Як вiдoМo з фiзики. Bllконaнa Пpи цboМy pобота

l: lFl |3l сosр.

Доцiльно poзг.ЦяHyти з М:iтеМатиЧноТ тoчки Jopy таку oпеpаЦiто з век.
тopаМи.

О. C каляp н u м \oбуmrcoм ( С Д ) ве кm opiвtr i,Б н аз uв qс m ьc я с кал я p' як u it
Оopiвнidс doбу:mку мoОулiв l'l'Llх веKmopiв на кocuнус Kуma 'цliх цu'trtu:

.v. * .т.tl
1

-i
-/l,<d-

пpld 6

-- 
d*t ,-,,-, j-

Ц h = | 4l l,| сos((I' ,)' ( I .36)

Pис' 1.22

BЗдов)к дpyгогo. Беpyuи
мaс'Мо (pvrc, L.22)

ZЪ= |Z|nу"Б= |Ъ|npъсl. t 1.37r

B л а c t tttt в o c t tt i cк а,тяp н o z o d o 6у tttку в е к t tt op iв
|. аЪ = Т ._r tкoмутативttа).
2. aФъ : aaъ) = ),(аЪ) (а,сoLt,iаmuвн(lcrnoс{хнoСKaJIяpIroZoмнoэкнuксi 

'
3.Z + Ъ + v = аЪ + Ъv (.dцсmpuб''muвна*))..
11. | . Для с,кaл'lplloёo doбуntк5'векmopiв вЦKoнуюmься mi с.сt-lti aлQсml|-

вoсmi, u1o ti dля Оoб1,rnц1, 
'noto|rJlенiв, 

кpi.u Оoбуniку mpьo.r i бiльulе.lиttolс-
нttкiв.

---i-_*, Biд 'raт. disiгibulivus * р()зПoдiЛЬHtlй.

5/

Bвa>кaтимеIlro' щo фiзlruнe т,rуманення Cl.
,цвoХ вектоpiв полягас в тoмy' rцо такий дo6утoк
ЯB;'IЯС сoбою pо6oту. Bикoт{анv пpи пеpемirценнi
матеpiа,rьнoi то.rки пiд дiсю oднoгo Bектopа
.цo vвaгIl властlrвiсть l пpoекцiТ Bектopа на вiсь,



4, (aБ > 0) o цi71 . \l
(aъ < o1* 11i'Б1 > )1.

s. tсtЪ: 0) o 1а :-Ъ1.
6.a ,a = а, = |d|2.
Bлaстивiсть 1.випливае . 

:x:*i1orю фaктy' rцo

(а. b) = (б' o).

B'rастивoстi 2 i 3 випливаIoTЬ З piвнoстi (I.37) . Bлaстивoстi 4_6 вилливa-
ють те)< з oзнаЧення (тyт тpеба вpахyвати 3I{aки кoсинyса гостpогo i
т)lПolю кyтiв, il Taкox те' щo.o.f = 0, сosQ = l). Bластивiсть5 виpaжae
Oj н aKу n е p n с t t Оu куляp н oс m i ве кmop i в.

У,цoвiтьном у 6aзпсiё', ё,, ё, виpaз ДДЯ сКaлЯpltorо дoбyткy мa€ Bиrляд

iЪ = (а,ё' + а,ё, + а,Z,)(b,ё, + b2ъ2 * b,i,) =

= а,b'Z| I а,b,Э,E' + а,b'ё,ё' + а,b,i'E, +

, . -)+ а,b,еi + а,b,е,i. * а,b,Э,ё^ -| а,b,v,i. + а,b,ii,

а B iекapтoвoмy 6азисi (ij = g, 7 ='l тoшro)

аЪ = (аj + аj + а.Е) (bj + bj + b.k1 =

= Q,b* * o,b, * а,b.,

H.2.Зpiвнoстi (l.З7) aъ
It!а€'Мo npob : ffi. Oт>ке'

а'b*+ а,b,+ а,b.=-_*:-уfi+а]+а!

( 1.38)

nф=

н.3.

'}- а,-b, + а,,b,, I а.b'сos(4./,)=#-_\--'"' |"i +_ф + ",. {ьii-ь, a 6,
Н. 4. Ознака nеpnен0uкуля1lнocmi веrcmopiв7l iЪ, заОанuх npoекLчiямtt:

(а :-Ъ) o (а*b, * o,b, + а.b. = 0).

За допoмoгою C.( мo>кна Дo'o,цити деякi теopеми геo*{eтpii i тpиroнo-
метpиuнi фopт',lyли.

2 2t4 
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П. 5. З rrа r:tти з алex нi,сtttь -lti эк сlttсlpoнамu i diаt ottал яltu ttаpа,пe-|Ioё pаJ|Iа (дlr в. рис. 1 .9,
1.12) .

Poзв' язaнн я. .Цля дiaгоrrалeй мaсМo

- *2 -2 ^-- -2 ^: -2 ^-- -2(а+ b) :а + loо+ 0' |а-. о)'=а _ zаD+ o,
.Цoдaвши цi рiвностi, зllaхoll},Iмo

(a + b2 + \a _ ъ)2 = 2(|a|2 + l6t2; .

oг>ке..tiстaли ТеopеМу: суva ква:paгiв дiагоltа.reй пaраЛеЛогpaМa дopiвitюс сумi квaд-
рaтiв всiх йoгo стоpi:r.

П. б. .Цовeсти, |1\o пpu вLrсo|,|u |||plitiупнllка пеpе|ni1н{l}ot||ьс'1 в фнitr mo'u1i (pиc. | .23) .

Pозв.язaння. HeхaЁr тр}rкут}ilfк утвOpeнo вектopa\lи a'ъ'т i нeхali i Ia'' L ъ.

,Цtlвeдeмо' rцо Z r Z. Мaeмo

ь

Yис, I 15 rис. .t 'Zз

а=1* 
'.6:;_:' 

?=.т-.у'
oскi.'iькrt х -i' a, тo

хa=хz-;'=0.
Kpirv тогtl,

('r D)+(уБ= 
'i_';=0)..IЦoдaвшpt t1i piвнoстi' МaтиМемo

т'-11=z(i_}):;;:0.
Звiдкlr?.,l.7.

П. 7. [овестll l||еopеlt), tсoсuнусiв.'

Мaемо (pilс. 1 .24)

i=Z+Б'
звiдки

;, _*;, + b2 + zаЪ = а2 + h7 + zаbсоs(ф = u2 + b2 + 2а&,osc .

П. 8. .Цoвссти фop.+tул)' кoсuцус(l су.uu tltа piзtLLl.цi dвoх ку||1iв. It{aсмo (pис. l .25):

34
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dЪ= |Z| |D|сos(a +B)=а,b,*а,b,= aсosabсo$+

+ сsinс:(-Ьiф) = щсosa сoф - sina siф).

Злiдси

cos(a * t) : сoso сoф _ sinr,r siф.
3aчiнивrци в oстaннiй фpмyлif }ra _р, знaхoдиrЧo

сos(a - Д) = сoso сoq6 + sina siцр.

r|.2.6,Beктopннй 
дoбyтoк вeктopiв

З фiзики вiдoмo, щo нa eлектpон' який зi швидкiстro y Bxoдить y
мaгIriт}Iе пoле lrапpyxeнoстi E, дie BIlцIтoBxyваЛЬI{a сtula T (cилa Лopeн.
цa), пpичoт',ly' зoкpеl\{aF J- Т, T tH,

T7| = |т| |н|sin@,Ъ).
Poзглянемo з мaтеIllaтичнoТ тoчки 3оpy данy oпеpaцiю з BектopaмII.

- q. Beкmopнuм iloбуmкoм (BД) aeкmopiвZ iЪ назuвасmьcя веKmop
v = d х Ъ, якuЙ за'0oвoльня€ уt4oвu:1);rZ,vtЪ;

2)fr| = Й||ъ|sin@}ф;
3) вeкmopv наnpямлeнuЙ у moй бiк, 3 яKo?o noвopom вiОZ ОoЪ на

н а Й мe н шuй tсу m з0iЙ c н toc m ьc Я, np omu pуху c m p futк u z oОuнн ulссl (pис. l . 26) .

Pиc. |.26 Pис. l.2E

З yмoви 2) вllттлпвae zеo.меmpuчнuй 3мic||1 B!: мoфль вeKmopнoеo
Оoбуmку вercmopiв dopiвнюe uющi nаpaJLeЛozpа.L|а, cmopotuсIJ||u Я,кo2o с
dанi вeкmopu.

BeктopнoмУ Дoбyтку двoх Bектopiв мoл<нa нataти й мe.rанiчнozo
змicmу, якщo вpaхyвaти пoI{яття мoмeнmуM,, cuлuT cmocoвtlo вахеля7
(pис.1.27):

z-l--.

Pуtс' |.27
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П**

L.
:-.'i
'.i

Mo:-F х F,

|М,,| = |т хт| : |7I Т7|sina.

У llеханiцi вBoДиться IIoняття швu1кocmi oбеpmання mi'lа фvlс. |.28).

7: a xТ'
Tепеp силу Лopенцa Мoх(I{а записaти (в:ке без ЗayBaxенIrя <<зoкpема>>)

так:

F: v xH.

Bла clttt t в o сtlt i векttt o 1l t t oz o doбуt|7Kу вeKпI oplв (навoДимo 6ез дoве.
дення).

|. сt x Ъ : _Ъ x 7t (аtt muкo-цуmаmuвна).
2. aa x Ъ = Z xQ\ъ) : )'(а х Ъ) (асoцiаmuвна).
3. G + E) х Z = а х с + Ъ xZ (\ucmptбуmuвна).
4.(Zх D:0) +(а||Ъ|,
З нaвеДенltх вЛастивoстей вrrплrrваr тoй сaмий наслiдoк, щo й дlrя C.Ц'

(тpеба Bpахyвати вЛaстrrвiсть 1 ) . Згiднo з цим наслiДкoм' a тaкox 3 pезyлЬ-
тilтa Nf I{ B ектoр}loг0 мнo)Kення кoop,ци}rатних opт1B

G хj : T,, k хj = --|' 7 х7= 0тoщo) МаеI{o

Z хЪ : (аj + аj + n,k) x (bj + bj + bJ) =

= (с\b. _ а.b,)7 _ {а _ o.b')j I (а,b, _ а,b,)k :

( 1.39)

Зa tопомoгorо здoбутoгo pезvЛьтату Мoх<на впевнитися B спpаBеДЛи-
востi властrrвoстей B.(, тpеба тiлькlr BpахyваTи вiДповi,цнi властивостi
вtrзнaчнrrкiв (напpик,'tад, властrтвiстl, 1 випЛива€' з влaстиBoстi 2 визнач-
нttкiв)

I}. 9. Знaйrги ПЛoщу ТpllКуTн}lкa з Beрlлllнами,4(1, 1, l), B(-1, 0' 2)' с(3' _3, 0) (рис.
1.298'r.

Pозг:tянеrro вект<-lplt 18- i Тe. oскiлЪкtl пЛoща ТpикуTникаl пoбyДoвaнoгo нa ц}lx
IlекТOр.lх' дopiвнк.lе пoлoвинi плoщi пapaлелoгpaМа, noбуДoвaнoгo нa них' тo, врaхувaвIпи
геоltеlрrIlIIle'г.qу]ЧaЧення B.Ц, a такo>к (1.39), мaeмo
-------]-

*,Рrrс. 1.29 дO ПрLrкЛaдy Мaе схемaTиrlнltй xapaктep, oскiлькrt pсlзмirItetrня тoЧoк нe
вi,:tпсlвiдaе Тх кotl1l1llttaтaм. Taк!l!i сaмltli хapактeр Мae пeревaжнa бi.'Iьtlliсть pисvllкiв, викo.
pl lс га l lll\ \'' til.,l I,lIlоv\. пиклlt.li \tатерia..]v.

3б

h

I

u.,

h

-т|I Kl'l
a- а-|) -1,
b.. b_l}I



тI]хтc=
t!

^ l^\ =-\'тР 2 -паp3i

тB = (-2' *1' |)'

=\'*xТCIl

1С = (2' _o'-')'
T

I

2 -1 *l

|АR х .|СI = у25 + l00 = vl25 = 5Y5.
Риc. |.29

.s = 2 sft.

П. 10..Цовсстlt' щo пЛоrцa rlapа.llе-qоIрaМa, пo6удoвaнt-lго Ha вектoрах' вдвoс 6iльшla зa
ltцt' пapа.reJIoГpaмa, пoб1'loвilHoГO :|а дiaгонaлях першloГO I-]аpaЛeЛоГрaМa.
\{aсyo дiагollа л1 а _ Ъ iZ + Ъ. Тol\

(n _ D) x (а + т1 = а x а _Б x6 + i x6 _ б x6 = 2(а хФ'
l1сlpiвнlоt<.l.tlr в!'paз}t пJloщ о6ох пapaлeлoгpaмiв, дiстaемo цiyкaне твеpд)кeння.

1.2.7. Тeнзopний дo6yтoк вeктopiв

Hехай Мас}totr, = (а,, Q', a.), Ъ : (bo bу, b,).

О. TеttзopttLtlи 1oбу'mкrl.u i tЪ натuваe mbс'L.,||аmptlL|'.

=5Т+q+10ri

_.-_ dеf -.aъZ: (а хЪ)Т.

Знайдемo об.см паpале.зепiпе,Ца, по-
будoвaнoгo на веKтopaх а' ъ i с (pис.
1.30). Маемo

V=S.H, S:17xТI,
(oскiлькl,r H = |nц'u?l, (7,хЪ\ t а,
(aхъ) Lъ)'

.-' i l 
n,D' а^b, o.b. l l

а * Ъ Z, l I 
n.'6' n,b' o,b.| |'

ll",b, a,b, o.b,ll
(Пpaктиvне тлyМaЧеF{ня цьoгo дoбутку нaвепенo Дaлi')
,II.ля двox вектopiв BBе;{енo тplr oпеpацii t'lнo>кення. Чеpез те ц}IМ тpьoNl

..пеpaцiяпt не Mo)I(нa пoстaвитII y вi,rпoвiднiсть oДнy oбеpнену oпеpацiro'
oтже, oпсpаuiТ .tiлення вектop|в нс iснус.

L"' L.2,8. Miшаний дoбyтoк Beктopiв

О, Mitцанu -tц )oбуm кo.u ( l\4 !, ) вeкm opiвZ'Ъ i Т назuвцсm ьcя с1'куn н iсmь

ti
r/r/

I'ltс. l.30



ry
V = |а xЪ| |npu,6c| = |(а Х D)?| = |аЪv|'

To6To ZeoмеmpuчHuli змiсm M,\ noляzа€ в moму' щo IuIД веrcmopiв з
moчнicmю Оo зна'ка Оopiвнtoe od сму nаpсUlелenin'еОа, noбуОoвсIнozo ttа ll,uх
веKftLopax.

Hехaй - = (a"', a,, a7)'Ъ = (bo bу, b"),Z = (,, cу' cz). Бepyuи дo yвагI.r
poЗклaд BизIIачникa в (1.39) зa елементaМи IIepIЦoго pядка, Дiстаемo

.Б7: (а хБ1Т =,,|oi "^,| _ ,,|:- ",.| * "|''' э| _
l y .t lb, b,l , -.l4 b,l-

(1.40)

B л аctt t tt в o c llt i,+titttа н o z o d o бу tltку в e к ttt op iв
t. BекmopLLa,ъ,т KoI|nлаI|аpHi moОi i miльrcu moОi, кoлu

| а- сl', а-|
| ' t -l
lb. b., D.l=0
l1 ;,;,1
I'I

( 
1'.+t с'lс u K o Jц n л LI н аp н oc п i в е к m o р iв\ .

2. (а x Ъ1T = 66 х v)a : @ x Z)Ъ.
3. (Z x Ъ1Z = _16 х а)v.
Bластивoстi 2 i З виплиBаIотЬ з тoг0' щo пapIIа пеpестal{oвка pяtкiв

визначHика не змiнюе йorЮ 3нaк, а t{епapl{а змiнroе нa пpoтилеxний.
06'ем пipамiди, пoбудoванoТ на вектopax а,б, Z, мoxнa 3аписaт}1 y

вllглядi

L/-
пlp

с- с.. с- |

;" i ;.1 =
;, ;, ;,1

a., aу o"|

b" b., b.l.
;, ;, ;,1

oскl,:IЬки вlн стаIIoвить

мoДyль).

Якщo

38

1.2.9. Bласнi числа тa влacнi вeктopи
лiнiйниx пepeтвopeнЬ

Pозг..тянемo лiнil"rне Пеpетвopення (дlrв. 1 . 1 . 7)

|а" 0', а.|

}.""с | 
а. i, ,:l ,

l" c' 
"|I

6
об'е."ry вi'цповiднorо парлaтепiпеla (тyт mоd _

(1.41)



А- Io,r Qtz n,, 
I I

lor, (Izz or, 
I I, X =

|u', Qзz o., 
I l

l',1
l"I
l'. I

v- l',1 |

lYr l I'
loll

то згiднo з (l.1.7) У: АX. Bвa><аroчи X i У вектоpами з вiдпoвiдними
кoopДиHaтaМи' записаItе пеpетвopення,4 тлyмаЧиМo як таке' щo пеpевo-
]IIтЬ BеKтop Х y вектop У за дoпопroк)Iо п,{атpицi,4. Знайдемо вектop, який
пpи llанoмy пеpеТBopеIrнi змiнtоеться найшrенIше, тbбтo пeрeхoДить y
колiнеаpнrrй йoмy.

o, Bлаctttt'ц веKmopo.Ь| X лiнitiнoеo nеpеmвopеtrня А назuвасmьc't Hе-
а 1,.,Lь oв u ti в е K m o p' як tt t"t з а0oв olrь tL я с c niв в i0 н olu ен н'|

АX=1X, ilR' (.1.42)

,tllu Lt,ьoму 7 наlLlвQ€mьcя влQсtlllм чucлon4 пеpеmвopeння.
oтх<е, Bектop' який пpи Да}Ioму лiнiйнoму пеpетвopеннi пеpехoдить y

кoлiнеаpний йомy' _ це влaсIrий вектop цЬoго llеpетвopенl{я.
З (|.42\ мaеМo

АX_),X:О,
:е 0 _ ну,.IЬoва N{атpIrця вiдповiднoго pt-lзт'lipу, або

АX_АЕX=0,
:с. Е - oДl1}lич}Iа мfгpиця вiдпoвiдного poзмipу.

oтх<е,

(А - )Е)X :0.
Pеалiз-vсмo oстaннЮ piвнiсть y випaдкy пеpетвopення (1.4l) тa йoгo

-\liiтpl,lЦь. Масмo

l 
n'' (ll'z' Qtз

|,,,' 
Qzz Qzз

I 
o.: Qзz (lзз

-7

- ,i ).rl * сl,,.Y 2 * 4,.,Л.'

* (uzz _ ,t).r: + 42з.rз

+ (/32'\.2 * (aзз _,1).r.

l0t
l0l
l0l

lr,
l.;
t.;

la?3lll
l0 0 'll/

l3l
l0l

| 

(.1rr

|сt21.tI

| 
сзt.rl

аL]o

тoбтo
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1.._

:--

;t

l::
.<

{(сrr 
_,1).r. * а,,х, I а,,.v,=0;

]сt,'.r, -| (а,, _ 1).", * a,,.r. = 0;

[rz...r, 
* а,,х, * (а,, _,l)х-. = 0.

Звiдси знаХoдиМo х,. oтplтмана однopiдна систеМа маe ненyльoвий
ptJзв'яЗoк тiльки тoдi' кoли dеt(А * )'E\ = 0, тoбтo

l#в:;4, ,.

-0.

D*,

а',_ ) Qtz сl, .
]J

azз

а..- )'

Qzt

ц.'
аz,- А

uз2

oпllсана IтpoцеДуpа знаХoдх<ення BЛас}Iих rIисеЛ та вrктopiB дЛя випaд.
к\ тpьox зlriннtrх гtеpенoситЬся li на випa,цoк дoBiльнoi скiнченнoi кiлькoстi
JN{1нt{IIХ.

Л. ll. Зriаl:lтll влitсtIi вскпlpll ЛеpсТl}opення

Biдпilвi.tt,.i' = (с, t).с)'х.

L.2.Lo' 3 мiна Maтpицi лiнiйнoro п epeтвope}|}|я
пpи пepeхoдi вiд oднoгo бaзисy дo iнцloгo

Hехаii Х - Довiльнrrit елемент (вектop Il з Rз, де 6а3исot.4 с BекТOpи
7',7,'7.' тo(lтсl

li8 I illlil ' oll

=1с'0'с)VссR

! = .т'i +'v.7, + .r..7.. х -

Flсхаi,i За ,цolToМoгoто lraтprrцi ,4 вiн пеpетBopюeться в деякий елемент
}, (всктon Т):

I =.r,., * )tVt * l-,7-,. Y -
I

oт>кс,

Y=АX.

PоЗг.rянс'tt. в цЬоI\t\. пpoстopi нoвий бaз,,с ei

*'ll
'"ll'
.rrll

l:'
t"
| )'зl-

e.. с.. дe



еi =b,'ё,+ bDъ2+ b.зъзi
*

е.) : b,,i, + b2,т2 + b2зъЗi
-*
е^ = b.,ё, + bз2ё2 + b^зv3'

Знай,цемo фopмy матpицi Зataнoru пеpетBopення Y = АX лpтlпrpеве-
:еннir унoвийбазис.

Пpllpiвнявurи дBa Bиpaзи для r у piзних 6aзrrсах, дiстанемo
x-,{. +_{< *_*

'tr! eI + -Y. е2 + х3 ез = х1e1+ .\^e2+.vieз.

Пiдставивrпи B oстаЕlttю piвнiсть виpа3и anoZi, ,i, ,i iзгpyllyBаtsIЦ!{
fo,f,анки зЭ,, ё,, 7.' мaтrrмемо

.r,v'+ х,v,+.Yз7.. = 1D',.т| + b,,x! + b,,х!1Ъ, +

* (Dr:.vi + а,,.'] + bз2.\,:)е2+ (D,,х| + b,,х| + bззх:)aз'

Звiдки

+ o, ,.Y- :Jl -t

' "з j.'з .

2 .^1'
т(ro1.o ( lJ 

.

x: Brx*, x* =

| .'Т
Il+
t-,l*
| .т.I'

3 останньоТ систеI'{}l вIIIIЛI,IBас. щo I rrе
*pетBоpЮ€'ться B .{ o.цнo3нaчнo.

ьlас: oбеpнснv гlrатpицЮ (в.)-'.

- *- x ,F_ * *_ * _*
.'l':J.t t,t +.\.:с2 *;',с.. У =

iil.Го:i

звiдкlt

(

I.rr = t,rr.Yi +
l.*
1.r):0i2.y1 +l-
|'r. : Д'"..vi *
t

* тpанспolloвaтrа дo B пrат

b,,х)

D zzxz

Dzз.Kz

pI{ця

\laтpltця ^B. _ нсвиpoд)кеHa' oт)ке' вoна
Нсх;tй \' tloвo}!v базrrсi

),= ]]1 f , в'f = АX =.1ZJI.I.*.



l = (в')-'дrfх*'
3iставляtочиoстaннюфopr,ry з l = А*,X*, знaХoдимo

д* = 1d1-LАв,|.

I{е i e Iшyкaнa фopмa для мaтpицi.4*.
Aналoгiuнy фpмy дiстaемo tля BиIIaдкy пеpетвopеI{I{я llpямoкyтIroг1o

6aзисуё',ъ2,ъз,нaпpиклалl j,k, У пpя}vtoкyтIrиЙё,* ,Z,* , Z,*. ouеви.Цнo,
lцo

-*-* -*-* -*-* r -*-i. -*-* -*-*€,'e,' = €2,e,-' : eз- e з' = |, et*€z- : еt-ёз- =iz-ёэ* = 0.

Застoсyвaвrпи poзкЛaд 7,* uepез 7,, tiстaнеlro

ь|,+ ь|,+ b?', = b1, + b?,, + b1'= b1, + b?,, + bЗ, = |,

brrb2r + b.2b22 + br.br., = brrbr, + brrbr, + b'rbr, =

: br.rbr, * brrbr, * brrb.r:0.

oстaннi piвнoстi набиparоть у матpиuнil'r фopмi такoг0 вигля,цy:

( 1.43)

.)
l:'

ii

bШ br.t bB
bД bD bЪ
brr. b' b.. 1з b,. b,,

ll 0 0l
l0 l 0l

lo 0 tl
тобто .B-BT : Е, 3вiдки BT = B-I.

o, Mаmpuця, oбеpнeна do cвoсi mpансnoнoванoi, назttвасmьсЯ opmo-
Zol7L,,LьнoК).

oтх<е, Лаmpuця nеpехoф вi0 oОнiсi npямoкуmнoi' cцсmеn1u кoopDuнаm
Оo itttцot с opmozoнq',Lь||oto. CnpавеОлuве ti oбepнeне mвеpdхеннst.

Kpiм тoго, lt{o>r(нa ДoBести' щo:
I\ всi влаcнi значeння сun,|еmpuчt1ot маmpuцi ОiЙcнi,
2) влаcнi вeKmopu' якi вiОnoвiОаtomь piзнuм влсlcнLlм тнQченн'L.м' no-

n LIр L|o oр moz oн сutьнi.
Знaй,цемo МaтpицIо лiнiйнoгo IIеpетвopеI{ня Y: АX у 6aзисi, складе-

I{oмv 3 BлaсHих вектopiв. BpахoвyrонИ (|.42) 
' 
маrlr{o

1, = АX :IX.

o г.>ке,

Y = ).X.

Hехай тr'ъ2,7. _ 6азltс. Toлi

42



е,= (1,0,0), Э,: (0,1,0), 4: (0,0, l).

oскiльки 7' пepехoдить тут B }LIъL, тo аI{алoгiЧНoЭ, -> 1,Z,, -е, .. )',Z3,
:oбтo 7', ё,,Э, пepeхoДятЬ вiдпoвiднo y вектopи (il,0,0), (0, 72,0),
0. 0,,i.). Toмy

lt,t-
l0
l0

lrl
I0l
l0l

17,

lo
l0

|o'' 
Qtz Qlз

|,.,' 
azz Qzз

l 
..зL Qзz Qзз

Qtt

Qzt

dзt

эвitrки Q,,: }.р Qzt = О, 4.' = 0. Aнaлoгiчнo

А_

Tаким чиt{oм' }rатpиця лiнiйнoго llepетBopе}rня Мar спецiальний
:iагoнaльний вигляд (у нarшомy випaдкy).

1.2.11. Пoняття пpo лiнiйнi
та eвклiдoвi пpoстopи

Poзглянемo нe Дoвiльнi Мнoxи}Iи' a тaкi, цля еЛемет{тiв.яких викoнy-
loтЬся apифIvrетиuнi oпеpацii. Tодi мoх<нa ввести I1Oняття лiнiйнoгo пpo-
.тopy.

О. Mнoх:ttна Е елемеttrniв х, у, z'... L|свuвa€mься лiнiЙнuм npОсmopo.^,|'
5Lкщo:

\) кo>lсtlцм Овa.lt е.це.llенmaм х € Е, у r E oaнoтI!а|tl|o вiОnoвiОас
tnpсmiЙ z € Е, яKltti tttt:ittt]сtсmьcЯ су.||oЮ z= х* ..'' npu.lo.||4у.r+}:}+.t, х+
+Q+z):(.r+у)+z;

2) кozснoмух€ Е i ксl:кttolvtу,l €R o0нoзнсt,tнoвiОn<lвiОас еле,]|4енm
)..t € Е , якuЙ нaтL!всtсt|Lьсst Оoбуmкoм х на Оiticнe чucлo )', npuuaм,-
а({3х): @F)*' l . х = 1, iснус нульoвuй eлeJnенm 0Eс E, mакuЙ, щo
0х : 0u, V.r € ,Е;

3) 0ля poтеJx'u|уmu.v onеpаu,iЙ

с(.r* 1):aх* ay, (а + p).v:а.r* fУ.
Лiнiйнlrми пpoстopaМи r такi мнoxини.
l. Мнo>кина Дiirснlтх Чисел R, тyт 9л : 0.

2. Мнo>кина тo.toк (вектopiв) плoшини R2 пpи.r: (.т,,.Y:),)'= (1'', y,),

4з



t I

х + } _ (*, * },, х, * у,), )'х = ()'х,, 1.r,), 0в2 = (0,0).

3. Мнол<инa тOЧoк (вектopiв) тpивимipнoгo пpoстоpy Rз.
4. Мнох<инa Rn, щo склаДаeться 3 еЛемеIlтiв х = (х,, х2,..., Хn),

х, € R, пpиЧo}{y

.t * y: t.r, * y, ,Xz* Уz,.,., }Сn* Уn), 8*, = (0,0,...,0).

5. Мнoxrrна мнoгoчленiв стеттеtlя' не вище зaданoгo (л).
HaвеДемo пpикЛaДII мнo)Kиtt' якi нe с дiнiйними пpoстopaМи.
1. Множltна мноrо.r,rенiв зa,ца}Iom степеItя' IlaпpикЛaд n; сyмolo тaких

ltнoгочленiв Мoх(уть бyти мнoгоuлеIlи нижЧоr0 стеIIеня.
2. Мнoxинa тoчoк плoщини' з яких BилyЧенo тoЧки (0,х,) V -r2; сyмoю

двox таких елементiв Мo)Kе 6yти еЛемент (0, х,).
Навeдемo ще таКе o3наЧе}II{я.
o. ]IiнiГtнuй npaсmip E ttазuвасmься евклiОoauм, яKщo Eвoм eлeмeн-

mсi.|| .Y. у цьoeo npoсmopу вiОпсlвiОас Оiйсне чtlслo, 
'LKе 

нсlluвасmbcn. clссш'lp-
нuм 0oб7'mкoм х i у (nutuуmь ху абo (х, y)) 

' 
npuчo.||tу

I ) .r1': 1rv;

2) (л' + хz)}: х1)] + 'I2y;
3),l.r.y =,i(хl), V ,i е R;
. fc * 0. якrцo .ч * 0p,
4).r.r: i^

|0. якruо .Y : 0ь.

ПpoпoнyЪмo сaмостiйнo визI{aЧити, якi з IrаBеtеIlих вище лiнiйних
пpoстopiв е евклi'цoвими.



Р0зДlл 2

AHA,IiтичHA rEoil,lЕтPiя

2.1. AнAJIIтичнA rЕoIlЛЕТPiя
HA плoщиHi

Aналiтичнa геoметpiя - poз,uiл матеМaтиKи) в якo]!lY геoметpиuнi за-
:аui poзв'язvютЬся засoбами а.rгебpи на oснoвi Mетoду кoop,цинaт i введен-
ня дoвiльноi (з мiнноi) тoЧки oб' €'кта, запpoпoнованих P..Цекаpтol\,l.

/ 2.L.L. Пoняrтя пpo piвняння лiнii
на плoщинi. Пpяма

Рoзглянемo кiлька piвнянь з двollrа невiдомими: l) 1'+ 2.r * 1 = 0'
2)1'_'v2-l, 3) ",+1',:9, 4) .\,+у, __1' Piвнянняtut l) i2)
вiдпoвiДаroть,riнii (пpяма i паpабoла) ' piвняннrо 3) вiдпoвiдас' тiлькtr oдна
ТoЧка' а piвняннro 4) - х<однoi тoчкlт. .[.oптoвимося' Iцo у випадку 3)
вiдпoвiдна лiнiя виpoДхvеться в тoЧкy' а piвняннro 4) вiдпoвiдa€' yявI{а
,.liнiя. Звiдсrr poбимo виснoвoк: мiх -,rtнoz;ttнсtмLt' ОiЙctttl.Y LrLl )'Я(iltt|х itiltiti
|ljloul|ll11lt i -цrtoz<ttнoк.l 1эiвttst,ttь з dвo.ца ttевi)o-ltuмu ictt1,t; 6з61gl'1lto o0нo-
:j l ! (ILl Lt Q вidn oв id н iс rn ь,

О, Piвttлнttя- F(.v,.l) = 0 на:]1tвасmься piвtrяння.ц Оаtto1 lLittii, якu,o ttoеo
заdoвoльняtotтtь усi |t1o.IKL!' ц|o llQле^а,mь dанiй лittii, i ltе заdoвo.ltьняс
хodttсt rrloчкQ. Il4o не нQле^Цrnь Оанiti лiнii.

Hайпpостiu.lo}o У псвHoМу pоз1'мiннi лiнiсю L пpя|\'а. opiснтаuiкl пpя-
моТ l нa п.Цoщинi мо;кн;r За,цaти 3а ДolIoМoгaкo нopмaлbнozo веKmopа
(дoвiльноrо Bектopa' пеpпендикYЛяpl{oгo Дo .L). Пpи цьoтur5l тaку ж
оpiснтаuiю Мас Мнo)KиHа всiх пpяпtих. паpа"lе'гlЬниxl. Щoб з цiсТ мнo>кини
видiлити l' неoбхiднo вкaзатI,t 1Це тoчкv Mo. С L. oт;ке, нopтlrаJ-lьний век-
тоp i тoнкa ви3HаЧaIоть конкpетну rrpяN{y i навпaки, Для ,цoвLтьнoТ пpямоi
Nro)кна Bкaзатrl xoЧ o'цrtУ тoчкv' Чеpез якy пpoхoДитЬ пpяМа i нopмальний
:о нсТ вектop. (i мipкvвllння iстoтrto вtlкopистoвуЮТllСЯ Пpll дtrведсннi
оснoвнoТ тсореМll пpo пpяМ\ нl п'roшtllнi.

T. l\Iiэl:.\|lto^llIloк) вL'i.Y llР5l.чll.\ tIJIouчIl11ll i-tttttlхtttttlto всi.r' 1liвttяltь
t1cpu(oZo С|nеnен 5L з dвrlltа t1 евiaoмu,\|It iсtt1'с в3QС.1|l|o o0ttо:;нсtчна
вidnoвidtt iспtь '

lHехаiiд = (.4^]j) L L, MО(.\(),]'0) €..
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Bуо) =.) *({t j !'ol,,_;,l')
I :i
E.
s

ff.
!
i)
,|'-...

э..

t'

..,"".. ..1...t. I

Biзьlrеrrro на пpямiй тo.tKy fuI(х,у) i побyдyсмо вектop щM =
= (.v _.ro, J,_ }о) Фис. 2.1). TвepпxеI{}Iя <<3адаI{o пpяI{y>> о3наЧас' щo
]4 € L. Скopиставruись 03I{акolo пеpпенд}rку;lяpнoстi вектopiв, ,f iстансмo

(]\4 e L) + (gм:. lz) сэ (,nцM _ 0) o
<> (z{(.r _ хo) + B(l'_ у) _ 0) o (Ах + Bу *

* (-,4.v0 -

Piвняння

А.r*Bу+C=0
нa зИBaIoтЬ 3 сl Z сLrIьн |l.\| p i в н яtt н ям пpямоТ нa площинi.

(2.1)

.Цля того щo6 дiстати piвняння пpямoi .L, дoсить знаfiти залеxнiсть
кoopДи}raт зlriннoi ii тoчки (nсlmoчнuх кoopОuнаrn) з вi.цoмoro ЧI,tслoBoIо
iнфoplrаuiсю стoсoвIlo пpямoТ L за toпомoгою вiдoмиx властивoстсй пpя.
tvtоi, нaпpиклaдr/ t L'

,ЦoслiДипro piвняння (2.1). Bикopистаelto той фaкт, щo
i : (А. B\ L L' Мaеrrлo:

l) пplr C =0 piвняння (2.1) Маe B!1Д Ах * Bу= 0 i o(0, 0) е l, тoбто
n p 5l,1,| (l n p o х o О Ltm ь ч е p е 3 n o|| сl ttt o к к oo p Оu н аm ;

2) нехай R:0; тодi й = (/,0) -L oу. oт;ке' L || Оу, а piвняння (2.l)
СС

н:t(lrrpас ви:1.,4x * С = 0, абo .Y = _ }. ПознанI1мo _ i =..o. Tooi

.t : )t],._ 1liвняння npямoi, nаpсLllе''Iьt1oi.ociОX;
3) неxайB:0, C:0. Kомбiнyюuи пп. 1) i 2), ьlаемo' шroх=0 _ piвняttня

сlс,i О1 '

Якщo;1 :0 aбo z1 :0 i C = 0, тo Матимемo вIlпаДки' aналoгiчнi пп.2)
i 3).

l-Iехаri в (2.1) B * 0. Подiлlrвцrи (2.|) нa B,,цiстaнемo

IТоpiвнrотоЧи це piвняння з piвнянняМ } = kх * b, знаxoДиNro
,1 С_*.-=А.h=_-
Б B'
Pозг.тянеrtо iншi вlltrи рiвнянь..
О, Пу1у11,11 npЯ.\lIl.Y 3 L|енmpo]t у 1анiti moчцi нсIЗuваemьс5t .\|I1oЭK|lна

вс,i't пpя.uttх tl.|Loщtl|tu' щo пpaхolяmь чеpе3 L|Ю moчKу.
Hехаri Iv1 ,'(.хo, 1'..) * ЦентP пyЧкa $vrc.2.2). Piвняння ,цовiльнoТ пpямoi

l Даногo Пi'ЧI{.а Мaе вIIД (Див. ДoвeДеI{ня IloпеpедньoТ теoрeми)

АC
)- Bn B'

А(.т_.t.)+B(y-}n)=0.



Якцro B * oФ|roу), то.} - }о = _ 
*,*_ лo), а6о

}_}o=,t(х_xo).
ЯкщoB:0, тоХ - .Yо = 0, а6o Х= Xa'
Сук5'nttiсmь piвнянь

Г,_,o=,t(х_х1.)i
L',=',.

lIClЗL!ваtomь piвняннямtl |1,)lt1ц4 np'L^ruх' Piвнянняt"tи пyЧка Частo нaзиBа-
ють тiльки piвняння (2.2).

Hехай тепеp i1'(х1, }1) € L, M,(.v,, у2) е L (pиc. 2.Ы, M(х, у) сL _
довiльна тoЧкa L, Cклaдемo piвняння l' Пoбyl3,€'}ro веKтopи
T{-$.,=(х,_ X1,Уz- у,), M'уЙ = ("Т * X1'У _ }t). Tоuка M r, L тoдi й
тjльки то,цi' кoли Ml | | ll , тo6тo коли

.l-Хr )_}t
.t: - -t, I: - )r

(2.3)

L{е i e ur1,кане piвняння, яKе I.IазиBасться piвнянням пpямoi, щo пpoxo-
.]llтЬ Чеpсз .]вl тoЧки.

Я*',дo мa€Мo пpямi, паpа.шельнi Koopди}raтниМ oсяМ' тo Bсе oДt{o
дiстaсмo piвняння пpямоi v виtl:ядi (2.3). .Цля цьoгo слiд скopистатися
oсtJoBт{oIo властивiстro пpопopшii.

lJехай ПpяN{a L вlдтинae вiд кoоpдинаT}Iltх oсеit ОX i oУ вiдpiзки з
RC;-IIIЧИНiIlllr a' b вiдпoвiднo (pис. 2.4). oчевиt}tо' 1цo А(а' 0) = L o ОX'
R(О, h) : L (\ oУ. CкopистaвIЦItсЬ (2.3), дiстaнемo

1, а#О, b*0. {2.41

0L_-----_-З

(2.2)

::_L.:--аn

rИ
,, |х

,1

I

I0*
l'lrс' 2. ] Pис.2.2 Pttс.2.3



,,€i'::ё. ц*

L{е piвняння Ilазиваeть cя piвнянням npямoi у вi\piзках'
Poзглянемo IIитатIIIя, гIoв'я3aнi зi взaемним poзмiщеIrняМ Двoх

пpя},Iих.
Неxай l\{aeМo двi пpямi У = k{ + bJL) i у = k,х + b2(L), ouевиднo

0 < (L|?L) < JТ. (pис. 2.5). oскiлькwk,'= tanа7, k,-= |ani,,Ъ,: o' * 9,
то

tanа2 _ tanа',1

ъ

.Ц'ля паpaлелЬниХ i взaемнo IIеpпeIIДиKyляpI{иx прямих tаnp : Q i
tang = oo (не iснyс), тoбтo k, - k'= 0 i 1 + k1k2= 0 вi,цповiД"o. oт*е,
умoBи паpалелЬнoстi i пеpпендиКyляpHoстi пpямиx вiдпoвiднo такi:

kz:kt i kr= I-т.K,
I

tang : tan(а, _ or) = L * tanа,|anа,
kr- k,
| + krk2

Pиc.2.6

(2.5)

(2.6)

Рис.2.4

П. l. Знайrти вiдстatlь вiд гoнки n,Io(-тo, уo),lo пpямoi /.t * -B11 1 С = 0 (r).
Poзв.я3aння. Пoбvдусмoвeктoplti : (А, R) J- LiтTo:|уI = (-т -'т0,y - ri,), Дe It-

:{tlвi;rьна тo'tка прямoi. З рiвняння зaдaнoi пpямoТ маемо C : _,4,r _ ll).

d(14o, L): tnp;Mpt =

12.'7)

|nтIpI
rtr -

(Пpa^вильномv т-qvМitl]еll}{rO pо3в'я.aнrrя IlЬoгo ПpикЛaдv дoпoМoже plrc. 2,6.)
П. 2. Знаl.rти тoнкy Q. сиveтplruну тoяцi P ( l l ,- i t ) вiднЬснo пpямoТ,,Irlо пpохttjrrrть .tерeз

touкн .L/'(0,*l); }1,(3. l);
Розв' яза нн я. POзll'я;кr\{O зilдаЧY за тaкoк) схeмoтo.

4bi

Pttc.2.5



l. Cклaдeмo рiвгtяння пpямoT l, шдo пpoходить uе-
рез ТoЧкrr tr,I 1 i ]{2 (pllс. 2.7). Cкopистaвrлись
рiвrrянням (2.3), дiстaiем o

..-"trt1t 
: 

)'_.tnr,
хtvt, _ хtut' .1',ll, - )л7,

Пepевipимсl, tlи нaЛе)кplть TOvка P пpямiй l. Якщo
Р € L,To P: Q (зaдauу'pозв'язaно). Я*щo.PЕl,' тo
JlерeхoДиМo дo I]aсryпI]oгo пvнктv.
. ..2' Тспсp ск-.,lа.lеМo piвliяння пpяlloi PQ у вltl..rядi(l.l'^':oт:J._ 

-уp : k,,(х _.tP), зaздаЛeгiдьзнaйrшoвIuи kpQ= -|/k,-(auв. (2.6\t.
3. Знаejдемс-l пpoекцiю Р на l, то6тo О = PО . L

iа
Perc.2.7

)p:2-vo--r1,.
},еaлi3vсмо poзpo6лeнv схеlrv.
1. Piвняння L: 2.t _ 3-r'- 3 = 0. Пеpeвiplrмo, ll}l l|але;*(llтЬ P rlpяrriii Z. Масмo

2 . l1 - 3(_l1) - 3 * 0.0т>ке,Рёt. IlеpехоД}lМo j{()ilастYПнoгoпvнкIY.
э А,. l з

.2' Знaходlrмil t. : i(A 
_ ' .i'. kуQ = 

т: 
_ j. I'iвrrяння PQ:

4. oскiльки O дiлить вiдpiзoк РQ нaвлiл, тo згi;tнo з (l.35) .тo =
+r"o:2-т0_'tP.

Aнa-.lогiчнrl

3. Рсlзв. я>кеlrсl сLIс гс]v}

3-т + 2у _ lI :0'

{2.t_3.у*3:0;
l.3.т_2y-ll:0.

.(r, + .rо--t- *

(2.8)

lliстitнеrrtl тсl.lкv O(3, l ).
4. 1.епеp зIla \oдl1}'0 'гo'lк}' 0 : o(-5, t 3) .

Пpямa - це аЛгебpaiчна лiнiя перIlroгo пopя,цKy. Boна сдинa пPе;]став-
ниця сi}r'Т тaкIlx лiнiй. lЦoдo алге6paiЧни* лiнiй-дpyгoгo поpядкy) тo ix
сilr'я rпиptша' сIо.ци aХoДЯTЬ кo,.Io' еЛiпс, гiпеpбола, п:ipабола Ь" *p"*o"u-
юrIи виpoд)Kениx лiнir:r). Зага"цьний вид лiнiТ дpvгoIю пopядкy таKий:

А-r2 + 2Bх1' + C1'2 +,Dл + t1, + Л = 0;

\А, I], С, D, Д], -Е} с R,
.f,с хoЧA б oдrrн З к0ефiцiСнтiв ,.l, ,/l, С вi:мiнний вiд нvля'

2.|.2.Koлo

О. Koлo - L|е -цrlo:liltliQ rnol|.oK M плou1ttнtl, piaнoвiООалeнIlх вiA а(tlloi
|tlollKIl fuI..'' яКсt нQ:тltвQсr|1ь(''t I|еl!|t1po.|||: d( hI. I{,') назttgас|||ьсЯ рсtdiусo,tt
KO.rLU.
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Cк'паДеьrо piвняння кoлa' якщo tанo тoЧку Mo(хg,УJ,IuI(х,'),
|ттщl : Л.Заoзнaченням |TiЙ,| : R, абo (Ь4MJ, : R2, звiдкидiстас.
мo канонiчне*lpiвняння кола (див. (1.33))

(.r - .{o)2 + (l'- Jo)' = R'.

Якпrо,{,,1., : (0,0), то piвняння (|2.9) нa6ътpar вигляДy

.rt+y'-Rt.
Pозкpltсьro Дуx(Kи в (2.9) i зве'цемo йoгo Дo вигЛяДy (2.8). Маемo

х, + 
'', 

_ 2-r-ro _2ууo + (хj + lj - л,; = g.

oт>кс. oЗнаки' за яКltМlI iз загальнoгo piвняння лiнiТ rpyгoго пopядкy
Мo)Kна ,цiстатlr piвняння кo,lа, тaкi: А: C i.B : 0. Загальне piвпяння кoлa
Звсl.]t|тЬся.lo канoнiчнoго вtl.]v s pе3yЛьтатi ви.r.r'чення пoвних кваlpатiв.

2.1.3. Елinс

О. Eлiпc**) * це .]|4нox{llнCl moцorc плoll+tlitll' яка в \еякitj npямoк7'rttнiЙ
с' t t c t п е'lt i к oo p 0 t,t н а m з сtОo в сl ль l t яс 1liв н я н н st

,'l r'2-,+;:t' сr>0, D>0.
Ll- h-

Це канонiчне piвняння елiпса. Фopму
елiпсa мo)KI{a .цoсЛiд}rти заqoбalt{tr Дифе-
pенцiальногo чисЛеIlItя (це зpобле}tо 1] п.
5.1.5).

oснoвна геoметpич}rа влaстивiсть елiп -
са: елiпс _ цe мIIo)кина тoЧoк пЛoщиtlи,
сyмa вiдстаней якиx вiд двoх даI{их тoчoк
IIЛoщиIlи' rцo нaзивaloтьс я фокyсaт,{и*** ), с
стaлolо велиЧи}loю.

I Cпpавдi, нсхай F' i F2 _ фoкyси
елiпсa, d (F,, F,) : 2С, cтaлa елiпса 2 а, Iу|[ (-r,

елiпса (pис. 2.8)..Ц,oвеДемo, щo

Pllс.2.ll

1') - зпtiнна тouка

hi'йt

(2.9'

(2.10)

(2.1 1)d(M, F) + (l(I4,F) :2а.

Мlrсмо

d(I4, F,) = tii __.;* 7, d(M, F,): Y?; Г;lТf
*] Biд гpешьк. <<кaноll> 

- npаBи.1()' зaкoН.
**, Bi.t гpсltьк .t'.lсll.iс' -- |it'с,lаЧ{l. tlс;lсrлiк

... UI'l.|а'. !.).tls - цс|lТ['



Пiдстaвимo цi виpази в (2.I1). Bикoнaвrши вiдпoвiднi дiТ i пoзI{аЧивIIIи
q. _ g. = b, , ф Q ) C, дiстанеr"ro piвняння (2.11). r

(З пpиводy зo6paхeння елiпсa дI{в. II. 5.1.5.)
Poзpiзняrоть тaкi елeменти елiпсa:.4 у A2, B1,.B, _ йoго вepruини, o _

це}lтp' А'А, _ B€l.TИКlt i Bp2 _ NIaлa oсi, F,F,7 2с_ фкyснa вiдстань,
c, = a ексцeнтpиситeтt), Гttz*paдiyси, p = T_фкальнийпapаметp.

Знaчeння eксцrнтpиситeтa € oцiнюe стyпiнь <<сIlлющеllogтi> едiпса.
Якщo a+ b =Л, тoпpи e = 0 inraeмoKoлo' пpи6= 0, e = l_ вiдpiзок. {е
BиIIatк}t Blrpoдxенoro елiпсa. B невиpодxeниx вI,lIIаtках 0 < e < 1.

oснoвнy геoметpиЧIly властивiсть eлiпсa Bикopистoвylоть дддlЩю
пo6ytoви зa дallимI]t аi b.Tlptlцьoмy сIIoчaткy зI{axoдять c(c = \ а2 - b,).
Беpyть l{epoзтяxrry ниткy зaвдoв>кки 2а, зaкpiплloють ii кiнцi rra вЦстaнi
2c. ЪIaтяrнувIцI{ цю lrиткy вiстpям oлiвця, Bедyть oлiвцеrи пo пaпеpy.
Tpaeктopiя pyxy вiстpя oлiвця e елiпсoм.

2.l.4. Ппeфoлa

oзнaчerrня гiпефoли*+) aнaлoгiчнe oзнaчеIIнIo eлiпсa, кaнoнiчнe
piвняння B Дalrorvry Bипaдкy luae вигляд

а>0, b>0, Q.r2)

Puc.2.9 Pис. 2.l0

У фpмyлroвaннi oснoвнoi геoметpичнoi властиBoстi гiпефoли тpебa
сJIoвo <<сyМa>> (y випaдкy елiпсa) замirrити слoвaМI{ i<мoдyль piзницЬ' I{ю
властивiсть Мoxнa пepeвipити тaк сaмo' як i для елiпсa, пpийнявши до
yBaги пoзIraЧеIlI{я (pис. 2.9): c2 _ a2 = D2, oскi,тьKуt c > а.

-Б;-' eссentгiсitу _ rlевpiвнoва>кeнiсть.
**J Riд гpeЦьк. <гiпeфoлo _ пepeбiльrшeння''

5l



ry
Poзpiзняloть тaкi eлeмеIlти гiпeфoли: Ар А2_ дiйснi, B1, B2_ yявнi

веpIIIини (гiпефoлa I{e пеprтинarтЬся з вiссю ОY, тlptl х : 0 rvraeмo

у, = -b2)i АtАz (дiйснa), B,B, (yявна) oсi елiпса, F,F, _ фoкyснa
.cвiдстань, '=; ексцеIrтpиситeт' пpичo}ry € ) l, i, наpeштi' пpямi

y = t 4 
"u,,,,u.ть 

aсиIvlптoтaми*) (Тxнi piвняння BиBеденo в п. 5.1.5).

О. Аcшмnmoma \aнoi кpuaoi _ цe maKа npЯ,.t,|сl, вifumань b якoi вiО
змittнot moчKu кpuвot npямуG Оo нуля no мipi вifo1а,zенltя t|LoчKu кpuвot в
нrcKiнчеHнiсmь.

. 2.1.5. Паpaбoла

oзнaчимo пapa6oлy*+) piвняннями (як i y випадKy елiIIса чIr гiпеp6oли)

у2=2px, х2=2qу, p€R, q GR.
oснoвнa гeoметpl{Ч}Iа влaстивiсть пapа6оли: паpa6oлa _ це мIlo:кина

тoЧoк' piвнoвiддалeниx вiд Деякoi т0ЧKи' яKа I{азI{вaеться фoкyсoм, i дея-
кoi пpямoi, яка нaзиваrться диpектpисolо***J.

Cпpaвдi, неxaй вiДстaнь вiд фкyсa Дo Диpектpиси паpaболи дopiвнrос'
p (pис. 2.10), 1у|(х, 9 - змiнна тoчкa паpaбо,rи. Мaемо

MF= d(M,L)=MK=х*

Piвнiсть MF : MKМo)кHa зaIIисати у виг.rя.ri {;:tг - l = * + \,
звiдки дiстaемo piвнявня f = 2pх'щo BизHачa" ,,uiuсo,Ь.

Bиpодxенi Bипаtки паpaболи дiстaeмo, кoли вiтки iТ <<склaДаютЬся>> B
невiд'rмнy (p > 0) а6o недoДaтrry (p < 0) vастинy oсi чи <<pозгинaк)тЬся>>

дo осi oy.

2.1.6. Гeoмeтpнч}|а й мexанiчна спopiдreнoстiлiнiЙ дpyroгo пopядкy

Ш{е стapoгpецькoмy ьraTемaтикoвi Aпoллонirо (260_170 p. цo н.е.)
6улo вiдoмo, щo всi лiнii дpyгoго пopяДкy (pазом 3 виpодх(е}Iимlt) мoжна
дiстaти при пеpетиIri кoнiчноi пoвеpxнi IUIoщиIloIo.

Cпpaвдi, пеpетиIIаюЧи IIЛoщинoю кoнiuнy пoверxню piзними спoсoба-
I!t!l' мoХна Дiстaти (pис. 2.1 1):

moчKу,| (виpoдxене кoлo' ,R = 0) _ IIлoщина пpoxoДить чеpе3 вepllrинy
кo}ryса пepпеt{ДI{кyляp}ro . дo йoго oсi;
_.--._Т*_

*/ Biд гpецьк. <aсиМптoтoс> - тa' щo не збiгaсться.
**} Biд гpeцьк. <паpaбoлa' - зiстaвЛення, наближенltя, пopiвrtянrrя.

8**/ Biд aнгл. dirесt, direсtioп - вкaзyвати нaпpяIt''

<')

p
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|tаpу npя.1|1u"{ 2, якi пеpeтиrraютЬся' абo aсиr"{птот
(Bl{po,ц)кена гiпеp6o,rа) _ пЛolцинa пpoХoДитЬ Чеpе3
вiсь кoнyсa;

nщlабсlлу 3 _ плoщинa nаpа.пелЬнa твipнiй кoнуса;
еinсpбo'lу'4 _ плоrцинa паpаЛельI{а oсi кoнyсa;
кtl;to 5 _ плoщи1{а IIеpгIеrrдиKyляp}ra до осi кoнyса

l нe пpoхoд}!ть Чеpе3 поЧaтoк кOopДиHaт;
t,.linс' 6 _ п.lotцина пL-ретllнaс вiсь кoн1iса пiд кУ-

TоN.l' меl.|llJим вiД кУта мiх< вiссю i твipною кoнvса.
Pозг'цядаlочи зaдаЧy r'po pyх небесних тiл' i.Нью-

тoн", vстilнoвив, шо в цснтpa-lЬl.loмy пoлi тяxiння зa.
..,lежHo вiд tцвидкостi тiло pyхarтЬся пo кoЛy, елiпсу,
пapа6oлi uи гiпеpбoлi (в пopядку зpoстання IIIвиД-
костi), пp}ttlоl!{y всi тpaeктopiT с poзв'язками oдrroгo й
тoгo самoгo plвняtlHя

Лiнii ^rp}:гогo nopo,*y Мають i тaк званy (.oптLтЧtlv> властиBlсть, згiДнo
3 якoю свiтлoвий чи iнцrий пpoмiнь, щo Bихoдить з oДнoго фoкyсa, йде
вздoв)t( paдiУсa, вiдбиваеться вiд повсpхнi дзеpкалa, яка мaс твipною лiнiю
Jl))''гoгo пopя^fкV' i Ёrде в нaпpямi iншого pаriyса. У Bипадкy елiпсa далi
пpoпriнь Ilопа,]ас в аp1'гttй фокr с.

Цсi,t випадoк 6ув pеалiзoваний oдниМ з кltтаirськиx iмпсpатopiв' якrtй
пrrлюб.rяв пi.]с".IyхоByRатll п.riтки сBoТx гIiдJег.rих. Boнtl си.]iЛи в альтанцi.
рaзтаtЦOванiй в oднoмy фoкусi елiптичноТ стiни, що вiлгоpо.lхуваJIа сад' а
iмnсpатоp сIrдiR у iнruiй альтанцi, pозтaruованiii у ДpyгoМy фокусi.

У вIlnaдку пapа6oли. вiд6ttвцrись вiД дзеpка,rа, пpoменi паpаЛелЬниМ
пvalкo^l ilуть v нескiнчсннiсть. Цей виI1адoк pеалiзусться в пpo)<ектopax
i дзеркaльниx те,'iсскoпах,

У випа.:кy гiпсpбo.rlr пpolrснi утBopюютЬ п}'Чoк, шo poзсitoсться. i не
Ма€' npактl{Чногo iнтеpесy. З цiсi тoЧки зop)i pоМaн o.М.ToлстоIю' oчевид-
}iO. пot]l,l}lt]tl I\rати назвv <Паpaбо..loiд iнже}rеpа Гаpiяa'>.

2.1'7. 3вeдeння зага,,lЬ}loгo piвняння лiнji
дрyгoro nopядкy дo канoнiч}|oгo ви.qy

У випа.lку к0Лa дoсrlтlr l'lCГКo звссти заГаЛЬttс piвняння ,тiнiir дpvr.с-lго
пopядку (2.8) дo Kанoнi.tнoгr.l видy. PoзглянеМo iнrлi кoнкpетнi випадки
т;iкOгo :jRедснriя i с{lopмv,rюсMo 3агальну йoго ПpoцеДypy.

З a е О е t t t t л' Оr} K а t t сl t t i, t l t сl с tl t l u t)\, |l iв н яtl tt я n а D абoлLt

.tr=(J.tr?*D.t*с.. (2.|з)

Brtконасмtl паpа'-lсЛЬ}lс пеprнесення oсеii зa форьryЛaМи
.Y = '!, + .r(], )'=.}', _.l'... N{асмo (рlrс.2"t2)
_]Тl 

r;;lrl ( l6.t3- i 7 |i'l - анt..,liiiськиli УаТеМатllК. ltеханiк.

Plrс. 2.l l
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y, +'}ъ : a(х, * хo) * b(х, * хo) + с.

3вiдси

.l, _ }о _ aх: _ bхo _ с : а-tr'2 * .r,(2а.ro * b).

Toчка (.тo, -уo) була Дoвiльнoю. Tепеp ви6еpемo if тaк, що6

l2а.ro+!=o'
[-l'n+с.r;t6хo*с:0.

_ Ь b.-4асТo:i .rn : _ 
*, >'n = L 

ц72. Пpи цих зI{аченняx хo i y0 piвняння (2. l3)

набиpaс вигЛядy !' : Q.Y,2.I{е канoнiuне piвняння паpa6оли. B pезyльтатi
тaкolЮ llеpетBopeнrrя piвняння (2. l 3) вдaлoся поз6yтися пеpluorо степеня
змiннoi та вiльноrо Члена.

Звеdення 0o каttoнi,tнoсo вLtОу piвtсЯннЯ zinepбoлu

хУ=k, (2.14)

Bикoнасмo Пoвopoт систеМи кoopди}Iат }Iа кут a за фopмyлаМи:
.t = .:r,сosс _ 1',sinс, } = х,sina * }',сosa.

Мltсмo (pис. 2'l3)
(.r,сosa _ y,sina) (х,sinс * y,сosс) = rt,

3BlДки

1 ,z . ^ ^ I ., ^

1х'"sin2а * х,y,сos2с - 1!,,sin2а = k'

Замiсть дoвiльнoг 1т
o ст вiзьмемo a = 7. .Ц.iстaнемо piвняння

,Ч,= 

oх,2

Plrс. 2.l 3

54



,t
.ts

2k-
у _1
2k- ''

I{е кaнoнiuне piB}rяння piвнodiuнoi (а = b : ! 2| k| ) гiпефoли, щo пе-
pетиI{аro.r пpи& > 0 i oу лpvt& < 0. Bpeзультaтi такorюпеpетвopенняB
piвняннi (2.1 4) вдалoся пoзбутися дo6yткy Kooptи}raт.

Bикoнyrouи пoслiдoвнo зазваченi llеpетвopе}rня' мoxна загальIlе
piвняння (2.8) звести Дo oДнoгo з кaноrriчних piвнянь лiнiй дpyгoгo
ГIopядкy. Пopядок BикoI{аt{тIя циx oперaцiй iстoтний.

Tепеp poзглянeмo IIIIтаIIня' яK за загальним piвнянням (2'8) Bстанo-
вити тип лiнiТ.

Уpaxyeтvro, щo пpи такI{х пеpетвopeннях' як lloвopoт чи паpaЛельI{е
IIереIIесеI{Е{я систеlvll{ кoopДинат' сама лiнiя не змiнlоeться. Звiдси P.I|TUIиI-

Bас, Щo кoефiuiенти в (2.8) пеpебувають y спiввiднoluсllняx' якi нс зaле-
xaть вiД вйконани* пеpетBopеIrь, тo6то с iнваpiaнтами*). Tакиx
iнвapiантiв тprr:

S=l +с,6=|4 2|=o"-B,, o=|x i r|
|o .l |o E Л|

Tепеp лiнiя за зaгальнIrМ piвнянням ви3наЧarться таK.
Я*що d > 0' тo мaeМo елiпс пpи A s < 0, yявний елiпс пpи A s > 0,

тoчкy (виpoдх<ений елiпс) пpи A : 0. Якщo d < 0, тo мaсмo гiпеp6oлy пpи
A * 0; пapy пpяМиx' щo пеpетинaloться (виpot)KеIIy гiпеpбoлy) пpи
A=0.

Якщo6 = 0, тoМaeМoпаpа6oлyпpиA * 0iпаpу IIpяМиxпpиA : 0.

2.1.8. Пoляpl{а систeма кoopдинат

Пpямoкутнa системa кoopДинат на плoщинi не е rДинoю. Cеpе.l iнtших
систем на плoщинi дoситЬ ITоIIIIIpенoю r пoляpнa.

Псlляpна cucme.мa кoсl1ldttнаm на nлoщuнi ввoОumься за 4onoмozoro
noляpнoi.oсi (noчаmoк oсi ttсtзuвасmbсЯ noлloсoм ) mа K)'mсI noвoPomу цiсi
oсl (дoдатниIи BважастЬся }tапpяМ IIpoти pvху стpiлки годиHника) (pис.
2.14). KoopдиIraти тoчки в тaкiй системi Мaloть вуlp, MФ, p). Якщо не
обмеx<yвaти знаЧеItЬ p | Р, тo тoЧки Ф,Р), Ф,Р *Й), (_p,Р + Л)
збiгarоться, то6тo r'ri;к Мнo)кинolo тoЧoK плoщи}rи i мнo>кинorо пaр ЧIIсеЛ

Ф,Р) немae взаelr,lно oдttoЗ}lаЧнoi вiдповitнoстi. .{ля тoг.o rцo6 така
вiдповiДнiсть iснvвала, тpе6а pозглядати ЛиlIIе так званi еoлoвнi 3l|аttе|lн'I
nОл'7pнu.\кoopОuнаm,тo6то0 <p < oo' 0 S,p<2lт. (.ЦaлiрозгляДат!l.
МеМo сaме цi знaчення.)

*) Biд лат. inr'аriantis - не'iltil;trl,tl,i
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З'яс5lемo 3aлеxнiсть мix пoляpними тa пpяМoкутI{иМI{ KоopдиIIaтaми.
Нехай цi двi систeми с1,мiutенi, як пoказaнo нa pис. 2.l5. Для кoopдинaт
('v' / i Ф' 9) тoчки;И масмo

.V_pсosР, y=psin(Р. (2.l s)

Фopмyли (2.15) pеaлiзyютЬ пepexiд (p, Р) - (.v, у).3гiлнo з pис. 2.15

p={*тТv, tanР=l Q,L6)

Pис.2.14 Pис.2'l5

Щo5 знайти tp в (2.1б), вpах)zспro з6iг знакiв.r i сosр, а таKoж y i sinсp. Toаi
N{aтиМеМo пеpеxiд (.r, }) * Ф' p),

Рoзг"lянeмo в пoляpн}Ix кoopДинaтaх piвняння деякиx лiнiй.
Прo.ttiнь. Hехай пpoмiнь виxoдить 3 пoлIoса i утвopюс кУт Р,, з вiссrо.

Tодi r1oгo piвняння на6иpас виг,.'Iядy (див. pис' 2.l4)

Рlrс. 2. l6

системi кoоp,Цинат).
oскi-rькll p(0) = 0' pt2.-r)
Зaзнlt.tиьlо, rцo

Р=Рo.
Koлo, Нiсxaй центp кoла pадiyса R

Леxить y полюсi. Piвняння кола

P=R'
oстаннi двa piвняння 0писyють кo-

opдиHaтнy сiткy (павyтиння) пoляpнoi
систеМI,t (Р = сonst,p = сonsl (pис.
2,IФ),

С nipаltь Аp.ri"uе\а*J. Tак називa-
ють лiнiю, piвняння якoТ

p=сlp ' r. lR, а*0.
(аналoг piвняння 1'=,(.r в пpямокутнiй

= 2этсt, тo лiнiя не 3il}{кrtrнa.

*] Архi'tr:.1 ('287_1I2;l() l{.L'., _ l'рецьK!l}l матеN,,tll-i,ик
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ф = p(p + 2Jт) _ p(p) = (9 + h)а _ 9а = ?sта,

oстання piзниця нr залеx}lть вiд 9' oт>ке, мaючи витoк лiнii для
0 < 9 < 2п, мoжнa пo6улyвати всю лiнiю (pиc.2.|7).

З меxанiчнoi тoчки зopу, спipaль Аpxiмеда I\4oжHa T;lI}МoЧИTИ ЯK
тpaeктopiто тoЧки при сyпеpпозицiiдвox pyxiв, а сaмe' piвнoмipнoгoпpя-
rrолiнiliнoгtl Bз,цoвx oсi i piвнoмipнoго oбepтaння oсi навкoлo пoЧатKy
кoopдlltlат'

Лoеаpuфмiuна cniрсtль. Це лiнiя, piвняння якoi

Р=аеb,,, QaR, D€R.
Зaзна.lимo, шop(0) = a. o,цин З МoЖЛиBих вapiaнтiв лiнiТ пoказaнo нa

pис.2.l8.

Рlrс. 2.l7 I'ис. 2. l 8 Pllс. 2.l9

B,rастивiстю логаpифмiuнoi спipалi с те' lr1o Boнa llеpетинar всi свoТ
pааiyси*всктopи пiа oднIlМ i тим сaмим кyтoМ. Це дас змoгy збеpiгaти
сталиli кyт piзання для нo>кiв, якi o6epтаrоться i мaють фopмy дyrи лoгa-
pифпtitlнoi спipалi. Фopму логapифмivнoi спiрaлi мають зу6и циpк};1яpних
(кpyгoвиx) nилoK' зy6lr piзaльHllx ЧaсTин гipнltuиx кoм6айнiв, тpy6lt, щo
пi:вoдять потiк вoДи до туpбiн, i т.л.

Kсt1lОio|Осf ) _ цr Лiнiя, piвняння якoi

Р = а(| * сosр) a6o p = сl(| .r sinp), с > 0'

З ltеханiчнoi ToЧки зopy каprioiлу шrоxна тлyМаЧити як тpаектopiю
т()Чк}l, зафiксовaнoi Irа кpvзi, якиЁt кoтиться no iнtuot"tУ' Hеpyхo}{oму кpузi
таlKoгo сат{огo pадiyсa (пapаметp 4 _ це дiаметp цlrx кpугiв).

Пpoпонyсмo сaМостiйнo пo6уд1,вaти однy з кapдiol.l, tlаДаIoчи аpгyМeн.

т-Y* 3}lаЧс.нHя Чrpeз певний пpoмixoк'.HаnpиKлaД чеp{'зъ o^f,' u тaкO)(

l(o pи стv юaIисЬ вЛаст}I вост я tt{ и сиl{yса Ч и к oсинvса.
JIе.tttt,iс,кцmсt**' Iiе1ltt5,.'ь'i+**l _ це Лiнiя. piвняння якoТ

-

+( l}iд гpeiцьк <кapДiа" * сср|lе.
*+( Bi;l -'ra.г. limnisса1il _ ttр!,1Kl)аtllеllа стpi.tкамlt

***/ Я.Iiеpltr,.r.lli ( l 654_ l 705) _ lllвe}:tltаpськ}lй МатeМaтllк.

n а P
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(*, + у\, = o'(*, _ y,) u6o (*, + f), = 2Q2ху, а > 0,

Лiнilo лeчq ]qyД/вaтI{ B пoлядgцx кoоpдиI{атаx зa фpмyлaми (2.15).
Мaeмo p = а\сos?'Р a6o p = "up-. 

Haспpавдi пЕд9Цнiскaтolо Бep-
нyллi pозyмiroть лiнii P = !. а\cos2.p a6o p = t aYsin2p, a > 0. Пpи

цЬo},ry вiдпoвiднo 0 З o =*. -Ч s o з\ t,pllc.2.|9).-r_2' 4_r-Ч-
Poзглянyтi нaми лiнii Nlo)KI{a спoстеpiгaти i в poотнннoмy свiтi. Taк,

нaсiння в rюлoвцi сoняIIIникa виклaдеIrе за спipaллю Apхiмедa' ЛIIстfl
лaтaття маe фpму каpдioщи, фpмa пe,Iкютoк oKpeМиx квiтoк близькa до
лемнiскaти. I{iлa наyкa _ бioнiка _ вивнae 6yдoву opгaнiзмiв, pослиндля
ствopенIIя маIЦиIl' пplrлaдiв, мexaнiзмiв, певнi данi якиx близькi дo хapaк-
тepистI{к згаtaних 6ioдoгiчних oб'сктiв.

2.1.9. Пaperreтщннi piвняння лiнii

Poзглянемо BеKтop з пpoекцiями, якi залеxaть вiд деякoto паpамrтpa

х = х(t), у = у(t)' z = z(t),

Якщo змiнювaти /, тo кiнець вектopa7(l) oПиIпе деякy лiнirо. Piвняння
(2. I7 ) нaз:,zrвають в ектop}Io-пapаIvrетpl{ЧIll{ми' a ( 2. l 8 ) _ паpaметpиЧними
piвняннями цieТ лiнiТ (pис. 2.20).

Pvtc.2.20

Poзглянемo дeякi пpиклaди.
|. ЕлincмoжI{a пoдaти piвняннями

[х = aсosl;

Il = Dsinr.

Cпpавдi, пoдйиrrro останнi piвняння нa a
KBaцpaта i дoдамo. B pезyльтaтi пapaметp
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Bиpаз (2.17) мoхн" ;?";}3i":;Y' 
+ z(t)T . (2.r7\

(2.18)

i D вiдпoвiднo, пiднесемo дo
t 6Уцe вилyЧенo i здoбутe



piBняIrIrя бу.Це канoнiuним piвнянням елiпсa. ouевиднo, щo пapаметpиuнi
piвняння кола на6иpaloть BигляДy

[х = Rсosl;

ll = Rsinl.

2. I!uклoiОа*) _ це тpaeктopiя тouки, зафiксoвaноi на кoлi, яке кoтить-
ся взtoвx пpямoi бeз кoвзання.

Якщо кoлo paдiyса Л (pис. 2,21) adepнyлoся lra кyт l, тo Для тoЧки
M(х' у) цик,тоТди МаrМo х = ОА, ОА: oB - АB : oB - MС,
АM = op - oIС, З тpикyтникa MО,C зrrахotиI!{o MС = Rsinf, o,С =
= Лсоs/. 'Ц.а"цiдiстасмoОB = MB = Rt'

oстатoчнo

{х=R(t-sinf);
|l=Л(1 

_сosl).

ПеpIп1, аpкy циклoiди зo6pаxенo нa pпс.2.22.
3. Гвuнmoвалiнiя _ це тpасктopiя тoчки, яка piвнoмipнo pyхаCтЬся пo

цилiн.цpичнiй пoвеpхнi паpаЛеЛЬнo oсi, а пoвеpХrтя piвнoмipнo меpтarться
вi.rноснo oсi.

Нехай pадiус пoвеpхнi Л, лiнiйнa й.кyтoвa rпвидкoстi, ЗвиЧaйнo, сталi
i дopiвнrorоть вiдпoвiднo y i to. ЗгiДно з pvтс. 2.2З N{аeМo

.r = Rсosoэl ;

y = Rsinсоl;
z=vt,

Prlс.2'22

*] Biд гpeцьк. <цllк,roiдoс> _ ксlлoпoдiбнprй, кpуглlrl:r.

Pуlc.2.23
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2.2. AltAлlтиЧHA rЕoмЕтPlя в пPoсгoPl Rз

22.I, Плoщинa

Teopilо плoщи}IIr в тpивимipнoмy пpoстopi можнa пo6yдyвaтI{' викopи-
стoвyючи вiдпoвiднi аналoгii для пpямoi нa п"тorцинi. Як i y BипадKy пpя-
мcii, нopма",tьHuм вeKmopo.n4 nJxoщuн|l Hсlзuвасmьcя буdь-якuЙ веКmop,
n e p ne н Оutсуляp н uЙ Оo nлoщuн u

oснoвнa тeopемa пpo lиoщI{rry B R:.
T. Mix мttoхuнoю вciх nлoщuнR" i мнoхttttoto всiх piвнянь neplЦoeo

cmеnеня 3 mpьo,мсI невidoмuмu icнув взаeмнo olнoзначttа вidnoвiОнicmь.
[oведeння тeopеми alraлoгiчне дoведеI{}tю oс}ioBнoi теopеми пр пpямy

в R,. 3aзнaчимo тiлькИ, Щo кoлt{ II,Toщ:инa P зaфiксoвaнa нopмaJlьним
Bектopotv{ i=(А'B,C) i тoЧкoю fulo(хo,!a,zo) €R3 (pис. 2,24), тo
Дiстaнемo piвняння

А(х - хo) + a(y _ Уо) + C(z _ zo) = Q' (2.r9)

Q.20)Ах*Bу*Cz*D=0.
Piвняння (2.20) нaзпвaютЬ зaгаJIьним piвнянняlvl IUIoщиIltl.

.Цослiдимo piвняння (2'2Ф (д',lв. (2.1 1) ) .
1. Якщo D=0, тo.4х * Bу * Cz = 0 i o(0, 0) € P.
2,ЯкщoА=0,тoЕ = (0, B,C) l PiP || О.r.
3. Якщo.4 =a, D = 0, тo (кoм6iнyeмo 1 i 2) o.ч С P.
4.Якщo А=Q,B=0,тoi= (0,0, C)r PiP || хОу,
5. Якщo А:О, B = 0, D:0' тo (кoм6iнyeмo 1 i 4) P = хОу,
Pешту випaдкiв мoх<нa poзглянyти aнaлoгiЧHo.
Hеxaй тепеp IшoщI,r}Iа P вiдтинae вiд кoopдинaтниx oсeй oх' Оу, Oz

вiдpiзки з вeлиЧи}Iaми вiдпoвiдНo а, b, i с, тoбтo прoxoдIlть Чеpез тoчк}r
M,(а' 0,0), M2(0, b' a), 

^43(0, 
0, с) (pис , 2.25). oскiльки пpII цьoмy

D * 0(0,0, 0) A P)' тo пiсля дiлeння oбoх чaстин piвняння (2.2Ф яa D
Дiстaнемo

t 0t(х,у,z)

>--l
ll7 (х6, !o1 zo)
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.Y + J' + z __l_А/D'_B/D,_С/D
A

Чеpез те lцo M,(а,0,0) сP, ,o:;/D: l, звi,цкlr сl= -}, ь"a-

-roгiчно rrlipкусмo IцoДo тoЧoк M2i Mз. B pезультатi масмo piвttяння плсl.
ur|Lrl1u у вi1piзках'.

.Y,y,
;- ъ*

П' l. Ск.raстlt piвняння trлorttrtни P, я

}-{.(.r2' J)'2' ;'). }1..(.т,' .v,' :3) .

Р о з в. я з а н н я. Ilexаli Л1(.т, l., ;) - дoвiльнa тo,{кa P. I1oбудуемo вeктopи
gFц: (.тu - .тr, tl _ Jr, z, - z1),

т\тI; : (.tз _ xl, }з _ Jr, z. _ z1),

'I 
F| = (,т _ .тr' .v 

_ .v,' z _ :') '

'l.e, щo rсl.tка lV .цeжltть y п.r{lIltlttti P, piвtloзнavнo кo\'пЛaнApнoстi пoбудoвaниx тpьoх
векгtlpiв. Зaсrпсr'вавrши \ vсltttt к()rtП-.l1lllаpнoстi вектоpiв' ;]iсratleмo U|vкaнe piвняння:

\to>кrtа б1'.rо тaкoх; BLlк()pr1стаТtr plBняння (2.l9), :rс 
' 

I l (мtмlхg'g').
a(.t.,, -r'o, ;6) _ б},:ь-яка з;lаilltх l()l|0к.

П. 2. Знal:rтll вiдстаttt, r/ вiд rrl.tкlt -Мo(,тo,.vo, z0) дo ПЛoiцilнrl P, piвняння якоi
,{'т+l91.+С:+,D=0.

Р()зв.я3.llll|я. \|iркrr.l.trr IlксAvO.якiвзa]a.li пpuвitrстаltl'вi:lт.lrlкlt:lопрямoi нa
п.rошlrrнi''t'а Bllк()prlсТовvк)ч}I p}lс. 2' 26, знaходиvo tлoр' з (2. 7) ) :

П. 3. Зllаrjтrl кv,г мi>к дBol,.l Il-1OIll.инаМL,l.
l) () 3 B. я з а H tI я. ||ехait rt:tr;rt.''1вi п.rrlщllнll PI, P2,

{L.Y+Br)'+с]l:+ D':6

I

.12.Y + B2I + (:22 + Dr: g.

oчевl'tдttо, щ0 
'1 

= (,'1 ', /il' сl)r Pr iz=
: (,.tl.Bz,с2) a P2. iст.lтltt, RBil)ка,г}l , ulo (P:

а..f
: 

1 P,. P 2) = 1rr'' rr,). а oг){с.

z=1.
c

ка прoxolll,rтЬ чepез тoЧки N| Lвr уу z|)'

I

I

J

Pvrc.2.26
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I

n. п^
сos(л = -_+lЙ1| |Й2l ,

тобтo

АIА2+ BLB2+ сIС2

-

'5' 
{.^т; ф;-, {4- BГ;4

Пеpевipка yМoв lIараЛеЛьнoстi .tlt пеpпендикyляplloстi ллoЩин тeпeр звoдитЬся дO пе-
ревipки вiдпoвiдниx yМoв Д.qя Тхнiх troрмaльниx вeктоpiв.

2.2.2.|1pямaвRз

Пpямy в пpoстopi Мo)кнa laДaтИ як пеpетиrr дBox }reпаpалелътIих IIлo-
ш{ин' тобтo CЛAР-2

[ь,.r+B,У*C'z*D':0;
[,4r.v 

+ Br! * Crz + D2 -- A,
(2.ztt

За уМoви' ruo (-l,, B,, C,) $ (А2, 82' C2). Звиuайнo' тy самy гlpяI!'y lvro)<нa

Зataти й iнцroю пapoю IIЛощиH'
Taкi piвняння I{а3ива}oTЬ i]QZ (LЦbHЦмtt. P oзrляtlемo iншIi piвняння, пpи.

tloМy B деяких Bипaдках застoсoByBaтимемo пoняття наnpя.lrнozo вeKmo-
1lсt, тo6тo Дoвiльнoго I{енYльoBoго вектopa' кoлiнеapнoгo пpямiй.

Зaпишеlro фopмyлy' якa виpa;кae IIIЛях' пpoйдений тoЧкolo пiД чaс
plBl{oмlpнoгo пpямoлlllll{}roгo pyхy :

s=s0+vr, (2.22)

Tут s = (.Y' y, z) _ rшyканий lЦляx,s-o = (хo, Уg, z.) _ пoчаткoвий
II]ляx'i: (o,b,c)_rпвидкiстьтoЧKи0 |l s, 

'| 
lft)' l_Час.

Д,ля (2.2D мaeМo
. ('r, У, z) = (Лo, У6. zo) + (аt, bt, ct) ,

aбo

(2.23)
{.u=.uo*аtiJv:v^*Dl:
l-
|z=zo*сt,

Piвняння (2.23) нaзивaютЬ n,цp аlrem p uL|нL|.t||u. f yт нaпpямI{иМ Bектo-
polll с векTop IIIBиtкoстi тouкlr, тpаeктopitо якoi oписуе дaна пpяI{a.

Bилy.131gч' tЗ Q.2ы' N{il€'Мo

'Y-.Тo !-Уo Z_Zo

" 
= b 

:-a

- Kqнotti't lt i piвtt яttн я nря.uo|.
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Hеxай M,(х,, уу 21) е L, M,(х,, у2' 22) е L. oскiльки Mм:
(,t2 _Х1r Уz _ Ур zz _ zt) | l l, тo,BзяBIЦивeктopйfiзaнaпpямнийдля
L. з t2.24) дiстасмo

X_Xt 
- У-у':'_"'

.{z _ .Еt Уz, _ Уt. Zz * Zt

_ piвняння пpямoi, якa npoхodumь чеpв Овi moчкu.
Пoдвiйнv piвнiсть (2.24) мoxна poзумiти, зoкpетrla' тaK:

Звiдси

{х_х^ v-v,I u - -t|-=-.
)аb'
|х-хo Z_Zo
I-=-.
|сlc

|b.u - аl' * (уoа- хoD) = 9.

l .'.* _ аz * (znа - xnс) : g. {2.2s)

Koхне piвняння з (2.25) е piвнянням IIJIoщини' паpалельнof кooptи-
натItим oсяМ ОziОу' oтл<е, мo)кнa BBаxaти' щo кaнoнiчнi piвняння (2.24) ,

як i зaгaльнi (2.2|) , визнаЧaIотЬ пpяму B пpостopi як пеpетиндвoХ плoIт{ин'
тi.rьки не плoщин загаЛьнoго IIoЛoхенI{я' яку (2.2|) 

' 
а пЛoщин' пapаЛеЛь-

н}1х кoopДиIrат}lим oсяN{.
Якщo r'{асМo двi пpяьti L' i L2 з нaпpям}iиМrr Bектopами s, l l.l' i

i. | | 12, тo кvт мi;к пpямlltltи Bиз}IaЧаIотЬ так :

^ def -^\L,' L,) ].6', Т,)'

2.2.3. Плoщина iпpяма в Rз

Poзглянемo pяд кoмбiшoваIlих пpик,raдiв }Ia пpяМy l i площинy P'
Bвaх<атимемо' щo пpяМу зaдaнo паpaNlетpичllиl\,lи piвняннями' а IL'IoщиHy _
3aгaЛь}Iими piвняннями' пpиЧoМy

(хo,1o,zo) €l, з : (а, b, c) ||L, i : (А, B, C) ! P.
П. l. Знаiiтlr кут мi>к пряМol{l i плoщи}]olо.
oскiлькlt (pvlc.2.27)

,p = (L:O: 1r, iprr;,

а сos(s, lr) : сos(р + \) = sin,n,

. ln
SlПtp = 

-.П.2. 3lritйrlr I()Чку пeреll'Ilr' llряvoТ i п.roЩltни Pис.2.?7
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ъ.,.€

/lля знaxoд>кення тaкoi тoчKpr склаДeМo систeМv з piBнянЬ Q.2Ф i (2.2Ы. Пiдставивцlи
;ltаrlення.t' -v' zз \2.23\ s (2'20)'дiстaнeмo ro, щoвiдпoвiдaстour\i}/' = Ln P'aзa (2.23\

lJс].aнoBимo ii кoopдинaти.

П. 3. Bпевнитись, щo задaнi пpямi l' i l, пapaлeльнi' i знaliти вiдст1lнь мi>к ними:

*

lzlY + 1t - - -Lt 'l .- l, - t - , -

|у=1t-1.
5 = o; ,r,li::, *;'
22=0, lz:4t+9.

Алгoplrтм poзв'язaння зaдaui.
l. Знай:емo s' з yмoви sl I l (;l х 

'2), 
.re i| i n2 - ttopмaльнi вектоpи l|Лoщин' якi

\'Тl]OpююТЬl,.Якuo3' ll3,,тoпepехoдиМoдotr.2'Queвиднtl.пtoT,:(3'_l'4).
2. Bибеpемoдoвiльнy тоику M1 € L'
3. Пpoвeдемо ПлoщиIrу P' якa задсlволЬня€ yмoви: Ь1 с P, P L L2; oтжe, ii = J:.
4. Пepeтнемо Z. i Z, пеpпeндикyЛярнoю дo ниХ пЛ0rцинo}o i знaiiдемо o = P o Lz.
5. Знaliдемсl d(L|. L) = d(iуl'o).
Реaлiза цiя a,.lгорl,tтмv.

l' oскiльки;1 = (l,'' _*l L PI,r'2= (l, _l, - t)
17 j r. 

I

rP.iп'хп.:|| I-ll/2|='lr-,-ti
-_f+J-2т,тoT'=13.l2'

2. }{eхaЙ для Z, ,т _ 0. Toдi

_ 1 '4). Мaсмo s, : s,. Пepехoдимo дo п. 2

3вiдси;= -18' r: -4, тобтo}/(0'_4' l8) € .1.
3. Cкopистaемося piвнянням ,4(-т _ -тo) + 8(r'* lо) + С(z -;о) = 0. МarМо

3("т-0)+(_t)(у+4)+4(z+i8)=0,aбo3х_у*4z+б8=0..Цiста-цrrpiвltянняп..lo-
щиlrи P.

4. 3нaйдeмo тоuку 0. Brtкористaемo систеМУ

[з..-y+4z+68=0;
lх = зt - l;
lr:-r+s;
lz=4t+9.

Cпouaтку масмo r - --J.. цg:1цд----!6' у - 8' z: -*3. oт;i<е, o(- 16' 8' -з).
5'сt(]vl ,О'; = Y(_tь - 0),. (8 + 4)2 + (_3 + 18)2 :25.

2.2.4. Cфepа тa iнuJi пoвepхнi

О, Сфеpа - це ]||нoхLlна maцoк зRз, piвнoвidОалеttu.u вi0 Осuto| mouкtt,
ЯксI н а3 цв сlс m bС Я lt,е н m p o'||.

Якщo Mn(х,,, !'o' z,') _ центp сфеpи, M(х, у, z) _ Тi зNriннa тoЧка' а

Bi,цста}rь Jv[Mo = R, тo з piвнoстi (MМJ, : R2,цiстаемO каHoнiЧнL'piBняtl-
ня сфеpи:
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(.v _ .Тu), + (),_ yo), + (, - ,J, = R2

:J| Я*що це}rтрoм сфеpи с тoЧка 
^,10(0, 

0, 0)' тo масмo

' 'r,+у,+z2=R2
I{е piвняння сфеprr найпpoстiruе з канoнiчниx piвнянь'

Пеpсйдемо тепеp дo poЗглядy iнtших пoвеpxo}lь. Задаватимемo Тx ка-
нoнiчнltми piвняннями' а J.'lя пoбyлoви oбpазу вiдповi.lнoго piвняння зa-
стoсvrМo МетoД <<пoпеpеЧних пеpетинiв>. Cyть йoгю пoлягaс, в тoN{у' Iцoякi 
фopмa пoвеpхнi ви3нача€'тЬся Мнoxиl{oro лiнiй y пpoстopi, отpимаHиx B
pезyльтaтi пеpеTи}Iу .ЦaнoТ пoвеpхнi коopдинaтн}tми плoщIlнаМи' a яKlцo
тpебa, тo МнoxиHoI{J пЛoщиrt. паpалеJ'rьнIrx кoopДи}Iaтним. У ДеяKиХ ви-
гIi]Дкaх Дoс;ritxення будс' .f,етaЛьHl{м' а B деяKих ,цамo тiльки oстаточнi
pс3)'ЛЬтати. BважатttьtеМ(l' tllo всi паpамстpи дo.lатнi.

Елinс'o|d - це поBсpхня. канoнiчHе piBнянHя якoТ

.\2 ,-2 22

;'"т *7=,.
tе а' b, с IIазивають пiвoсями елiпсоiда.

Pозглянемo пеpеTиHIt е'riпсоiда П;.IoЩtlHflМlt z: h, тобтo
Г222l{ +4 +\:r:
\а, b, c,

lz: h'

\{o

''lo-

Звiдси

' '\' - r-' -,;-lll=,'
LI- h-

]]с.,*: "{Г_-iiТ,b* = b{Г:h,7J.
Якruо l h| < с. тo oстаннi рiвняння - це piвняttня е;liпсiв. якi пprr

I lэ| : с виpoД}.iуroться B тoЧкv.
Якщo I h| > с, тo пЛolЦиI{Ir не пеpетинaloтЬ пoBеpхI]ю'
Aналoгiчно мoxЕ{a poзгJTяIIvти й пеpетини х : h, )'= h i зa мнoх(инoto

всiх пеpетинiв встанoвити фopму пoвеpхнi (pис. 2.28).
ПoДаьrо канoнiчнi piвняння деякиx аЛгебpaiЧних пoBеpхoнЬ дpугoгo

пopяДку.
() Оt t сl n сl p t> ;к, н tt н tl tt tt с i n е pбoлoid (prrc. 2.29 )

222+-4 -\=r.(l. h. с'
!, в o tt o 1l сl :к t t tt н н ttti z i n е p бo;toiО (pис. 2. 30)

3 2|4 
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Y2 tt2 .2.+{;-:;=-1.(t- b' c'
Eлinmuц цttЙ nаp абoлoid (pис, 2.3|)

,- J-,*у'- 2p' 2q'
Г i n е p бoлiu н u Й n аp сtбoлoi 0 (pиc. 2.32)

1.,:L_L- 2p 2q'
Koнуg (pис. 2.33)

.Y' r'2 ,'-l +:, -; = U.а- b. с.

бб

Pуtс. 2'32 Рис. 2.33 Pиc.2,34



Piвняння видy Л (.v, y) = 0, poзглянyтi в Rз. задають цилirrлpиuнi пo-
веpхнi, пpиЧollty piB}rяrr}rя Л (.r, y) = 0 нa гI-цoщинi визtIачас напpяМ}ry
пoвеpхнi' твipнi якоi rrаpaлельнi oсi oz, Ilaттpиклat,, елinmuuнuЙ цuлiнОp
. orтс. 2.34)

, (х,y)еR3

[{е тiльки цилiндpиuнi тa конiчнi пoвеpхнi Мoxнa vтвopи1.и 3а дolloмo-
гoю вiдпoвiднorю змiщення лiнiйниx твipних. {е ;к стoсyсться il' oДнoпo-
poжI{IlнItoгo гiпеpбoлoiдa i гiпеpбoлiчного паpaбoлoiла.

oчевиднo бy,Ць-якa пpямa L

|, =.tеL + _tl:
]- "'''{2P 

'{2q"L r, x _tl
1., 

:7(7Б -.\2o,

..теХитЬ на гiпep6oлiuнoмy паpa6оло.щi

..скi;lьки кoХнa ToЧKa l задoвoльняе oстaннe piвняння. Пoмiнявцrlr 3l{aкl{
nr'pe,I )l у piвнянняx l, trtoxна дiстати ще oдI{y сiм'rо лiнiit, IЦo лrxaть }ra
j:l.]а HoМv паpабoлoТлi.

Пoвеpхнi, якi мaють тaкi властивoстi, нaзиваtоть лiнiйчaTИNlIt. Лiнiй-
uaтi пoвеpхнi, таким Чинoм' KoI{сTpyюються з пpямолiнiйнllх peйoк. I{ю
в.raстивiсть пoBеpxoнЬ викopистoвyloтЬ пp,l кoнстpуIовaннi piзних пеpе-
кpиттiв, oпop. Taкi кoнстpукцii }lазиBaIоть кoнстpукцiями IIIyхoвa (нa
честь вiДoмoгo poсiйськoгo iнxенеpа). Це _ пoкpiв.пi вoкзалiв, циpкiв,
plIнкiв, oпopи вoДoгiнних башт. aI{тенHих пpистpoiв тotuo.

2.2.5. Квaдpaтичнa фopмa таiТ звeдeння
дo кaнoнiннoro видy

О. KваdpаmllLltlolo фopмoкl riлькoх змiннttx 11аlllв(tсmьс'L.]+rнoeoчлеH'
лкцГt мicmttmь mi'lькtt dp1:еi 'o,,n,нi 

tчttх змiннLt.t tnа (цtt) miлькu [.rнi
t t o п сt]l tt i Оoбу щ 11 1,,

.П'ля Двоx i тpьox змiннlrх МасМo зoКpемa (деякi кoефiцiснти пotBorнo
].1я 3pучнoстl)

Л(.t'' .r,) = arr.Тi * 2а,,х,х, + n,,*,,;

.F('r',х,,.v,) = с',,.r| + а,,х| + a.,'r] +

* 2а',.r,х, * 2а,,х,.r, * 2а,,х.,х.',

rl+4=r
а. Ь.

х, у,,-__L
t .) tсl. b.



-a,7 +. -= F{*->..- '. ъii

Tут стaлi 4i' OДtloчaснo Irе всi,цopiBнIoloтЬ I{yЛю.
.Ц.ля бiльluсirо числа змiнних кBа,цpатич}ri фopми Bиз}IаЧаIoтЬся aшa-

J-IoгiЧнo.
.(ля квадpатиuнoi фopмIr тpьoх змiнних введемo пoзначення a12: Q21l

Q3: Q31l olз: Qзz.
Мaемo

F(х',х,,х,) = хI(а11х1 + а12х2 * а,,х,) * х,(а,,х' *

* а,,х, * а,.х,) * х,(au,х, a а,,,х, -| а..х,).

Bвiвrпи вiпoвiДнi мaтpицi, IIаДамo oстаннiй piвнoстi таKoгo Bиглядy

Л= |Iхr,.t2,хз||
l 
4.,х, + Q,,'Y, I а',х,

|аz'хt+ 
Q',х,* Q,..Y.

l 
aзlлi + а,,.\, * а,,.tr,

Lr*

llr,,, etz o,rll ll.,: I|х,хz.r,II llo,' azz o,,l| |l-,
l lo.' Qзz o,,l | | |*,

=fАх.

oтxе' KBaДpатиЧI{a фopмa тепеp на6иpаr BигЛя.цу

p=fАх'
Рoзглянемo дoвiльне лiнiйне пеpетBopеIII{я' pезyльтaтoм якoгo е Х.

HеxaйХ=r9Y.Тoдi

х, : (BD, = f A.
oтxе'

F = XtАX = t'B'АRу '

Пoзнaчивrц и Bт АB : С ,,цiстaнемо Л : f Cу, тo6тo вид кBадpатиЧнoi фopми
пpи лiнiйнoмy пеpетBopеннi матpицi Х. oскiльки

gт : 1BTАB1т : 1eв1T1в')' : B'А,B = C,

To Мaтpиця C y uьoмy випil,ЦKУ симетpичIIа.-
ПiЕ, каttoнi,tнuм вцdoм кваДpатI.tЧI{оТ фopми poзyмilоть тaKий, який

мiстить тiльки KBaДpаТи змiнниx.
Н авед емo спoсiб 3веден}Iя кBa.цpатиЧнoi фopми,цo канoнiчнoгo Bи,цy.
Якщo деякy симетpиЧнy матpицrо z4 (як y випадк1, матpицi квадpaтиq-

ноТ фopми) pозгляДати як матpицю вiДпoвiдногo лiнiйнoгo пеpетBopеII}rя
в ДеякоМУ пpямoкyтнoмy бaзисi, тo Мoxнa знaйти пpямoкутниЙ 6aзтlс,
Cк;.IаДeниIi з влaсниx вектopiв мaтpицi l.
б8
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Як бyлo ЗазнaЧе}ro вище' пеpеxiд вiд oднoгo пpяМoкvтнoго базисy Дo
iншoгo здiйснюеться зa ДoпoМoгolo opтoгоI{aльнoТ мaтpпцi, а пiсля пеpе-
тBopеIlня

д* = 1BT1_1АBT

в бaзисi з вЛасHих вектopiв Мaтpl{ця нa6иpae дiагонaльнoго вlцy. .(ляltaтpицi к вaдpaTичноi фopми мох<на пoбудуваТи opтolю}lальнy lt{aтpицю
B, для якo.i матpиц я 1вт1-I АBT бyпе дiагоналЬtlою з B;1аCH}IМI{ зtlаченtlяМи
.,1 пo дiагoналi.

oтже, МатpицIo кBадpатиЧнoi фopми Мo)кна 3вести до.цiaгональнoгю
вIlду.B бaзисi з BлaсI{иx вектopiв.

Hа oснoвi цьoг0 твеpд)Kеttня мo)кнa спpoцlyBатI.{ piвняння лiнiй (чи
пoвеpхoнь) дpyгогo пopядкy. Cпpавдi, нехaй Мaeмo лiнiтo дpyгor0 пopядкy

Ах2 + 2B.uу * Су2 + Dх * Еу * Л: 0.

Тoдi вiдпoвiд}ry квaДpaтиuну фopму

Л(.r, .у) : Ах2 * 28ху * Су2

\lo)кt{а зBести дo кaнoнiчr{oгo видУ

F(.ro, 1.*; : А,,*, + 1,!*,,

шo iстoтнo спpoщye вiДповiдне piвняння. Tут,1' i 1, - власнi знaЧення
rtатprlцi квaдpaтиЧ}roi фopми. .ЦoвеДення цього фaктv oпyскасмo.

F1aгаДaсмo, щo B зaга"тьнoМy piвняннi лiнiТ дpyгoгo пopядкy мo)<Ha
пoзбавитися пеpЦIиx степенiв змiнниx зa дoпoмoгolo BДаЛo Bикoнaнoгo
п.tpaлeльнoгo пеpенесенIlя систеМи кoopДинaт зa фopмyлaми ( 1.l 1) .
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PCI3д|л 3

BстУп дo дtlAлliзy oyнкцiЙ
oдHlrl зIt,llHHol

3.1. гPAHиця пoслiдoBHoсгi Й oyнкЦiT

У встyпi 
" 
*. u,,] -l":"жHfi :":::;;*"""" лiнiй нoi мнo-

;кини Х нa 'шiнiйнy мt{o)Kинy У. I{i мнoxиI{и I{азиBaIоть вiдпoвiднo o6лa-
стю визI{aЧеIII{я i oблaстro знaЧeнь фyнкцii. Я*щo еЛеМенти
.r = (х,, х,) € R2, тo йдеться пpо фyнкцiю Двox змiнних. Aна,'toгiчнo ввo-

дять i фyнкцii 6iльIпогo ЧисЛа змiнниx. Зазнаuимo, щo пpи цьoмy У е
лiнiйнoro Nll{oxиI{oIo.

Poзглянепlo спollaткy функцii oДнiei змiннoi. .Ц.ля заtання
вi,цoбра;кення Х нa Уiснуroть piзнi спoсo6и, зoкgiемa тaкi.

А н алim uц ниri. HапpиклаД,

У зaгальнoмy BипаtKу зaписуIoTЬ у = f(х)'
Гpафiuнuu (вiдoмий з аналiтичноТ геoметpiТ). циМ спoсo6ом мoх(на

за.цaвати фyнкцil лиrпе otнiсТ та двoх змiннltх. Пpoтe не всякy фyнкцiю
навiть oднiеi змiнноi Мoхсна зaЦ'aTИ гpафiuнo. Taк, гpафivнo не мoжHa
Зa,цaтIл функцiro {ipixле* /

.f('v) = ]Ь: ,i-'tr i 'ffi}l::#i::J.
T аbлu,tн u ti . Hапpиклaд,

Алеopttп.ьli,tttuЙ. Taк заДаIoтЬ фyнкцiro ,Цля poбoти з неto на ЕoМ.
OnцcoвuЙ' Hапpиклa'Ц, фyнкцiя <(Десяткoвi на6лил<ення дo ЧI{слаxt> _

цс фyнкцiя, щo нa6yвal з}IаЧень З,3.|, З'|4, .,.

-.-.-:-*/ П.Г.Л..{ipiхлe (l805-l859) - фpaнцУзький мaтеltатt-tк.
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Pис.3.l Pиc, З'2

П. l. Фуrrкцiю sign *) ,t (знaк числa ,Y) Мo)кнa зaДaт'r як aнa.пiтичнo

[_t, х < 0;
fl,т)={0' .t=0;

|t, .т > 0 
'

тaк i гpaфiuно (pис.3.l).

П. 2. Функrцiю,f(x) : D**) (.т) - цi.цa Чaстr{нa числа х. tl(o Ilе перевиtrlУ€,YJ мо)к}Ia зaДaти
грaфi.rнo (pис. 3.2). C'гpiлкa вKilз\'tj ТoЧкv, яKa виЛучaетЬся з грaфiкa.

Poзглянемo клaсифiкацirо фyнкцiй.
О. ОсttoвнttлrII eле"цсtllnQРнllмtr ф1'ltкцi,tмtt с: сmеnенсвс f('r) = д*,

сz € R); noKаlнLltсoвсl ((х) = d', а > a, а * 1);''u.lzаpuф.ьtiuна \f(х) = logo.r,

a > 0, (1 # 1, ); mpuсс>tto'||1anpuчI1i t ,(л) = sin.r, сos.v, 1an.r, сot.r );
oбеpнeнi mрuеolro'tеmptL,ttti ((х) = arсsinJr та iн.).

o. Якrцo у = f(х), a .t : ,p(t), mo функцiя л(0 
= 

f@(t)) натuв(l€mbc'I
L'tс!-LQaeнОto (злoeсеiнotо) цбo,уn,pno',,цi".i{i (кoмnoзuцiс,o****)1
|l1.нкцit.t { i p.

О. E ле м ен m (lp н Ll,^uL| фу н к t1i'sLм tt H а 3uв аIo m ь абo oc н o a нi елe.\1 е н m а p н i'
сtбo mi, 

'lKi уmвopеtlo :] l||tх за dono.цozoto cкittченнozo ЧuСлa аpuфlvеmuн-
нtt.u ОiГt цtt скiнчeннoto Itllс.цQ суnepnoluцiti функLчiti.

Напpиклaд, f(х) = sinЛ +.rз,.f(i;) = sin3х2 _ елемeЕтaрIri , а f(х) =
: signл, ,f(.r) = sin.r * sin2.r * ... * sinnх + ... _ нeелеМсHтаpнi функцiТ.

Функцiю/(.v) = P,,(.r.) = Qa * а,х * а,.r2 + .'. + ц,lхn (ДЛяпo3начеI{Il;

Р,(.т) iстoтнo, Щo а,' * 0) нaзиваIoTЬ aлгебpиЧнoIo (полiнoмoм). Решту

фyнкцiй, кpiм(,.с) = **, нaзиваIoть тpaнсцеIrДеI{тниМи*****).
Ч,,,(.Y}'

oзначиьro деякi елементи пoведiнки фyнкцiй.
-_._--.---]-

*(Biд,o'. signuтn, aнгJl. slgn - зIiaк.
**( Biд a.,.,. entiгe - цiлий.

***, вiД aнгЛ' supеrpositioп - нaклaдaнlrя.
****, Biд -.tllт. сomроsilion - ск.]afaт}t,

*+*** j Bi,l ..tат. 1rаnsеndelts - тoй' шlo вltхoдиТЬ зa мея<i.

1l
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О, Фукцiя trа3llва€mьc'L nаpнolo' якщo f(х) = f(-х), i неnаptloto, яtс-

щО f(_х) = _f(х), а oблаcmь вu3наченt1я еu.меmpuчt!а вiОнoснo noчаmKу
кoopОuнаm,

Гpафiк пapнoi фyнкцii сиrvlетpичtlий вiдноснo
вiднoснo г{oЧaткy кoopцинaт.

О. Функцiя у = f(.\) нaЗuва6mьcЯ Зpoct||аючoto
iнmepва.lti, яKщo 3 Xz } XtBипливae' щo

f(х,) > f(х') U(х,) < /(х,)).

,Цля тaкrrх фyнкцiй застoсoByють IIoзIilаЧеHня f i } .

О. Функцiя у = fQ) нaЗuвасmься nеpioОuuнoro з nеpio\oм T, якщo
f(х+T)={.r).

О, Функцiя у = f(х) нсIтLlва€mьcя oбмеzсеttoЮ на мr.oжuнi X, якщa
a I,{ > 0m'аrce, щo V х€ XвttкoнуrmьcЯнepiвнiсmь|f(х)| < M.

О. Функцiя y = {.{) наЗuвасmьcя oбмехeнoю звеpxу (знuзу) нa мнo.
a;uнi X, яrcщoa MQm) mаKе, щО V@) < tutj@) > m)L-

Якщо /(х) o6ме;кена' тo вoнa обмexенa i звеpxy, i знизy, a такo)к
IIABпаки. Hапpltк,тaД, f(х) = sinх o6меxенa нa R, 6o V х € R, |l(х) l < 1

(ьtоxна BзятI{' rraпpиклaД, I|r:D, фyнкцiя/(.т) = l o6меxeна знизy на R,
6od > 0 (ltoжнaвзЯTи m=0)'

Toй факт, щo вiднопrе ''"f#о6меxене нa певнi'й мнoxинi, пoзI{a.

uaютьfi(.r) = 0 Vz(х)); o6ме;кенiсть{х) IIoзIIaчаIоть/(х) = o(1).

3.I..2. ПЛoшtль. oкiл тoЧки

Haгaдаемo oзнaЧе}lt{я N{oДyля х € R:

,., d.f [х, якшo л>0;|"rl =l_х'якщoх<0.

.Ц еяк i &,1 a с mu в с, с m i,ll o фllя
I. |сl * b| < |сl| * |b| (неpiвнicmь mpuKуmнurcа).
2. |а _ b| > |а| - |b|.
З' iаb| = |сl iD|.

' |а| iа|4. l;l = l;;-.
I b | | bi

5. l IHеpiвнiсть |х _ хo| < d еквiвaieнтнa неpiвнoстi
хo _ d < х < хo * d (pис.3.3).

o. oкaлoм moчKu хo HаluвсI€mьcя бу0ь-якuЙ вiОкpumuЙ iнmеpвал, щo
мiсmumь Оану mouку.

Tочкa .{0 N{о)Kе бyти як сеpедиIroю тaKoIЮ iнтеpвалy, так i не бyти неrо.
У пеprшoмy Bипадкy пoBopять IIpо сиМетpllчнilil. oкiл. Пoзнaчaють oкiл

n',

J*

oсi OУ' непapнoi *

knаОнoto) на Оеякoму



]t-lЧKИХ0 Чеpез UIo aбо U(хo,d)' Hеpiвнoстi }вl.I3CTивoCтi5 мoдyляoписyють

-.кi"r U(хo,6)'

u (хo,0)= u*o

xe.O 0 16 3 дo*D х

Pис. 3.3 Рис. 3.4

3. 1.3. Гpаниця пoслiдoвl{oстi

Пoчнеluto з пoпеpелнiх мipкyвaнь, пoв'язaних з 6лизькiстrо BеЛиЧин.
Пpoвелeмо yявний rKспсpимент. H eхаti .Y _ тисK 11овiтpя в pсзсpвуapi.

Тttск вимiploемo Манol,{етpoпt' 110хи6ка якого ё, a _ aтмoсфеpний тиск'
^ lрrrпyстимo' цIo .r > a. Biдкpисttlo кpан i спoстеpiгаTl{мrЬ'o за зIиiнoю .Ч

:.,Iр0тягoМ uaсy l (pис' 3.4). o.{евиднo тI{сK ЗNlенrЦyстЬся' пpяМy}oЧи дo с, i
з :еякий мoт\,rент /* манoьrетp пoкaх(е' Цlo .v = a (з тoчнiстю d).
Збi'rьrшивrци точнiсть пpилa,цy (зменrпивцrи d). пo6ачиNro' шIo цей мoйент
{астaъ{е пiзнirпе. Момент l* пoчнемo фiксvвaти, BиxoдяЧll 3 vмoBи
,-_а<b.

i{ехaii тепср B pезеpву'арi вiд6vвасться pозpiдxеrrlтя (.r < a). Пoвтoplr-
l'ro .]ослi,ц. Tvт теx .Y ё Ll' а Bi.цпoвiдЕIиii момен.г /* фiксуспro 3 y},{ов'1
.._,{<d(pис'3.5).

Hapеrштi. Мo)Kна vявитII вllllадoк' кoЛи .t +.l' аЛе -r > с i .t < сl.
lе.чяiчнo це pеалiзусlTЬся 3a дolloмorЮю пopluня (pис. 3.б).

oб'еднуюни всi тprr BIlпaДки, Мo)<нa BважAтlt' щo з тo.rнiстю J змitrнa
i-' j}1Чина х дl:сягне сталt.li BеЛиЧIIнI{ (гpанrrцi)l ЯКЩo викoНvс'тЬся \'I!foва

,r. _ сt ! < 6. oстання неpiвнiс.ть. як вi,]oьrо' oлllс\'с oкtл точкtt rt'

--i-----?
I,ис:..J'5

с

J
I

12
II

т
UII L\ / \'/ i'-ГУ_Т_ _+

t:0+--f_

а"J

l);rс, З'6
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Пеpейдемo .цo oзнaЧеI{tlя гpaницi пoслitовнoстi. Розглянемo кot{кpеT-

нyпoслiДoвнiсть{a,,}:{l **L;tl + l, 
'*+,..., 

l +*' t Bвах<а-

т}IмеМo' ruo iТ гpaницеIо с А = |. oцiнимo близькiсть an Дo свoсТ гpаницi,
тoбтo Ian_ А| . HапpиклaД, |Q,,- А| < e = 0. 1 BиKo}Iyсться за yмoви
ll > l0. УBипaДкye = 0.0l 6еpемon > 100.

О. СmсlsLа А назuвaсmься Zpaнuцeю nocлidoвнocmj ]а^|, якщo dлst

doвL,tьнozo наnеpeО заd(tнozo чцcлa е > 0( Y е), яке lvtoхсe 6уйu як зaвеoФ
нo ']||сIJ,Lц.|v|,, iснус mакuti l7ol|еp N члена nocлiaoвнocmi (З ф' N: rY(e)'
mакuЙ, щo npu n > N вLlKoну€mься неpiвнicmь |а.n _ А| 1 е, npu цboму
|'lLlIuуmь

||*o" = д,

ПocлiОoвнiсmь' ЯKсl мас скiнчeнну еpа||uцю, нс|зuваemься збiхнolo, у
всiх iнtllLtх вunаОксlх _ poзбiхснoto.

П. l' lloвeсти, щo

1п )

,:':},I + 4= з.

),, ')
.l.vт 

o,, : ffi' А = 1. 
PoзГлянемo с, _ ,4.

l{ехaй l a,, -- А | < э. Знaйдeмo вiдгtовiднltй l{oмep' пoчинalorlи з якoгo виKoнУсться ця

lIерiвнiсТЬ. маeМo

| 2п 2| 8

|}l+4-зI =з@iТl<.'
я 4 .-8 4.зuiJкttll' й - з Bибepемrllи = лrф _ 

3)
()тже. V lt > N нepiвнiстЬ aикOt{\'стl,ся.

Hехairтerrеpr = 0.1. Toдi 1.l = Е(7 Ё) : 7 iпpип > 7 спpaвд>кусr'ься нсрiвнiсть

| 2п 2'
|т;- 4 -;l .0.'.

Пpoпoнусltt-l взяти s : 0.0l' порiвнятlr Nдrrя e = 0.l ie : 0.0l'

V. 3.1.4. Гpаниця фyнкцIt

oзнaчимо спoЧaтKу гpаницIо функцiТ пpи.\.+ со i.rt = _ф,6o тaкi
o3нaчен}lя кoнцептyалЬнo бЛи3Ькi До означення гpаЕ{ицi послiдoвнoстi
(pис. 3.7). У настyпних oзнаrlсннях oпyскатиМеМo стoсoвнo Е вItpаз <(яKе

мох<е бyтlt як 3aвгoДIro МаЛ[Iг!f))' xoЧa щоpазY воtlo саме так i с.



О. C m сl,,Lа А ||сl3 Llв сl€ ||l ьc Я е p сIн uL|е ю фун к цii f (.u) пpи .t + _ o, якu1o Оля
doвiльнozo я > 0 iсн1zс' тaке зI{aЧеI{ня аpгYМеI{тУ.E*, Щo пpи.r > х* сrrpа"-
'])кvстЬсянepiвнiсть I/(.r) _ А| < е.

Пoзнaчають цeii факт так:

lim {х) = 1.

Aнaлoгiчнo oзI{ачaeтЬся гpaнIIця у: f(.t) пpи .{ t_ф, тiльки
вifпoвiднa неpiвнiсть BиKoI{yeтьс'.'p" x < **.

Pозглянемo гpaницIo функцiТ пpи.r .+ хo. Пopiвня€Мo pис. 3.8 i 3.9. Hа
pис. 3.8 пpи нa6лиженнi -r дo 'Y0 зtlаЧеtl'няf(х) на6лиxас'ться дo гpаницi.4 i
^1 = (хo), Ira pис. 3.9 f(х) не ir,la€' нiякoгo вiднorшення лo l. oтxЪ, в самiй
тouцi .ro 6лизькiсть фyнкцii та iТ гapницi мo;ке 6ути пopyurена (якщo
фr',нкцiя взагaлi визнаЧенa в цiй тoчцi) '

у

i'r
я

n-e

0

у

fl*с.

Я
,'1-C

x

Рис. 3.?

О. Сmсьпа А назttвасmься еpa-
t1llll|еto функLчii у = f(х) npll .Y + х()' 'tK. 

у

uqo dля Оoвiльнoeo е > О iсн1,с mакuti в+е

rlKilt moчKll U,.', Щo dля \oвiльнozo .Y З..0 fl-е
L1bozo oKoлу, кpiм хiба ugo хo, вl|Ko-
t.|уemьсЯ неpiвнiсmь

|/(.т) _ .4l < e. 0

Пoзнaчaroть цеri фaкт тaк: Pис. 3.9

'l11/{*) 
= и.

Якщo тaк звaний npoкoлeнuЙ oкЙ тoчки.т0 пo3IIаЧити Чеpез U,.Yo, тoбтo
U'-'., = U'^ \ i.кn}, тo тof,i oстаHнr 03Hаче}lня Мo)кHа 3ап}'сaТи симвoлiчнo:''u I 'l'

,. dеf
(lim/(.Y) :.4) е (V' > 0' зU.t., Vх C U,."o: t/('v) _,4| < с).
.r+rn

1f(хs

15



J*

./i .rJ - tl = l2.t + 3 - 5' =

:l2.r'-2|:2|х-l|<с,

t < l + !) ",,з"auou 
oкi,r тouки .т . l 

'

1.,r111i11rц.tr I ' !l
iстотниьtrt с тaкoх пot]яття oдIroстopoн}liХ Ipаниць ф},нкцii.
О' Сnlаltа -4 с z1lсtнtttt,еiО фуltK||ii у = f(х) cnpавa (npавocmopoнL|boto

СpLlнl|L|сIo,) |1рi! х + .Yo' 
'LKu|o 

Оля 1oвi'цьrtoТo€ > 0 iсtt1'с npав|lli oKiл moчKц
.т.,({/',.. П 1.т: 'v ' '\J )' mсrKu-Li, щО aл'L вСi.Y х З I|ьoеО oKО.rIу l/(х) _ А| < е.

ПознaчаютЬ цеli фаKт так:

,]t,T.urt") 
= .t.

Aналoгiчнo oзнаЧастЬс,t лiвoстоpoння гpаниця/(х), тo6тo |in f(х).
rtI0_ (/

o.Iевt'rдно lim signх _ _l, lim sign.v = 1.
r+ {)_ [)

Зa3н:tчrtмо' цIo

П. l{oвес'l.l.t, Itю lim(2.т + 3) = 5
v+ 1

Jlоведеtlttrt. Рoзг.'lяttg.rrtl l{.т) - -{1 < с i3ltайдемсl тoii oкi,r
ll! l к(,lI I\,стЬся tlя llcрiвнiсть. i\{aсllо

l-( - I I

()сr"lнrrя rreрiвнiсть ('trl сквiвtt'lt.lr'гrla ili i -

(lim (.т) : /l) <>

€.d.
r
1'

t: l, в якoмv

(3.1)

(t lim /(.v) : -.1,\

I ] 
''rlm '/( 

v) - ,r I

\t \-r0+. 
)

з.2. HЕскiHчЕHHo tdIAJli TA ix влдстиBoстi

\Ji 3.2'1.l-|eскiнЧeннoтvlалi
та нeскiHчeннo вeликi фyнкцit'

О. Фl\'ttкtt'ist j' :.f(.Y) lrQ:illваСtnься ttесKitt,tеtttto .уtсlл()|o nРIl .Y.+ .tn сtбo

.t э ф, .т + - фJ5IKItr|,() tiпt ;(.т) : s.
'- rl

Якщо -r э .Y'i} Тt.r. скt.lpIIсТ.iвI-llilсl,trзнаtlеt{lJ'Тr\' гpаHtlцi, шrltсьro

lo



f

Vs > 0 f U.,.,, Vх € U,'o:l/(.т) _ 0l < s.

oстаннlo неpiвнiсть зllпиIIIеI{o y вигля,цi l/(.v) | < э. Звiдсrr випЛивас'
o6гpунтованiстi назви <(нсскiнЧеtlнЬ 

'u,а,,. 
I-{е спЬстсpс)кення пoкЛа,цеМo

в oсt{oвY насTYгIt{oгo o3нaЧе}lt{я.
О. Ф1'ttкLt,iя }':.('Y) lr.I3IIвсIсrrlьcя нескittttеt!нo веJltlKolo npu.Y + Лgl

:t.кut,o О'lя бJ,Оь-яrcoeo л > 0, яKе 
'yoi]се 

буmLt як 1aвeoatto велuкцм, icну'с
tnакuit, oкi-,L moчкtt, х(), LLyo ОлsL всi.t moцoK tioeo, хiба uчсl кpi'lv .r0, вLlKo-
}D1сmьс5L нepiвнiсmь |/('r) l > .Е.

Пoзначaють цей фаKT Tак:

lim/(х) : cо.
Lэtrr.J

Hеваxкo нaBести тaке oз}tаtlення й Для .Y э ф a6o.t + _ m.
Aнaлoгi.lнi oз}lаЧення Мo)t(на Дaти il для пoслiдoвнoстсй'

\, з'2.2. Bластивoстi нeскiнчeннo Mалl,tх

!'ля зpyuнoCтi в ДoвеДенtlяХ poзгЛяДатllМсмo тiлькlt випадoк' Koли
'ч э .Ytl'

Т. 1 (зв'язoк нeскiнЧeннo ]\{аЛl{х i ве;lltких функцiй). Якtt1o /(л) -
ttcс'кittttеttttr) (JL,',lLlK(l n])lt .\ * .Y(,, /ilo* - Lr(:скiн.Icl1lIo -1IL,-L(l npll .Y ё .'сo'

/(хJ
iн{tвпсtкtt.

l HехаЙ It'tl - нсскiнчснно BеЛrlка пpи.r + 'r,,. Тo:i V Е.> 0 з U,.\.n.

V.v € U.r., : |/(.r) | > Е,звiдки'":. }. пo,"uчIIBluи* : ., МатиМсttlo
l/(.Y) | 17 Е.

ll l

^ l < г. oт>ке. -: - нeскiн.lеннo l!{аЛа гlpи .Y - .Yо. l
./(.Y) I /(.v)

AЁaлo гi ч н о Дoвoд итЬс Jl i,i сl(lсpн ен е тв еpДх еIl }lя.
З цiеi тсl..lpеNtи випЛl{BаC' rцсl тспеp дoсI{тЬ oбмеxитllся дCтаЛЬI{llM в'IB-

ченltяМ oднiсТ з фyнкцiй, ска><iпto' нескiнченнo lr'fl;:Ioi.
Т. 2 (зв'язок гpaнlrцi фyнкцif з нескiнченнo lt{аЛoЮ).
l) Якп{сl lim(-r): l|, ||1o iснус ttpoкoлеttttti ОKiл moцKtl .Y(.' (1 ЯKО,\rу

_\ _) laJ

.f(.u\ .lt сtс вtt е.,tяО

'f(.v;:,{*с(.v)' (3.2)

.1с ./(.Y) - HескII]Ченнo Ntaлil пptl .Y + -v0.

2l Якut'tl d ()L,'IKО.|t), n|,()K()-'t('llo.|tl'oкo..ti moчK!l .Yu .t't/,': .||iL,|!,( !'iвlliL'mь
(3.2), mo lim.(.v) : ;1.

l э-l(.)

l Масi'ltl

17



D.

11ц/(D =.4) + (V' > 0)з Uхo,
x+ (0

V.r € U,*o: |f(х) _ А| < е).

Пoзнaчимo |(х) _ А = а(.r). oскiльки 1с(.r)l < s в Деякoмv oкoлi Jo,
тo с(.т) - нескiнчe}IIIo мaлa пpи .r -' хo, a f(х) = А * а(х).

oбеpненe тверджеI{ня дoвoдиться aналoгiчнo. l
T.3 (су',.tа несrcittченнo малuх). Cума скittuеl1нoеo чuсла ttескiнчettнo

'vlсUluх функцiй с нecкiнчeннo n4а'xoto.
l Hехаi\ а(х) i FGl _ нескiнченнo мa.ri пpи .{.+ хn, тoдi

Vе > 0 з.,t),V х € IJ,9):lс(х)| < e. Aна.llv € > U lu;-'v х €. U,;,i lс(х)| < e. Aна;roгiчнo B U,Y;

|p(,v)l < e' ouевиднo B U,*^ = U'|| n U'Y! Bикo}tyютЬся

!J: lс(х) виКoIlyсться

ХO !.j n u'1,; Bикo}tyютЬся o6идвi зaзнa-
Че}Ir IrеprвIIoстr.

Застoс1,вавrши неpiвнiсть тpикуTнI,rкa, дiстaнемo

iс(.r) + p(х)| s |с(х)| +p(х)| < e

тoбтo V х € {J, *n спpaвдxyrться неpiвнiсть

(2)

+€,=2€=еу

lс(х) + f(х) < e'. oтxе,
a(х) + |з{х) _ нескiнченнo }raЛa пpи .r + -r0.

Tеopема спpaвд)кyrтьcя fl !,ля скiнченttого Числа дoданкiв внaслiдoк
асt.rцiaтивногo 3aкo}Iу,цoдaвання. ]

T. 4 (дoбутoк oбмежeнoТ й нeскiнчeнHo мa,.loТ фyнкцiй). ,{oбуmoк
rlбмеэкенoi й ttеcкiнчеttнo малoi фуttкцiЙ r нескiн.lе||l1o .|4алu'|||.

l Hеxай фyнкцiя d(х) o6ме;ке}ia }Ia x. Tодi з M > 0 тaке, щ0 для
V л € Х BикoI{y€'тЬся неpiвнiсть l/,(x) | < M. oскiльки /,(х)
нескiнtrеннoмаЛапpи х +.,т0' тo |f'(х)| < e BДеякoмy oкoлi хo. Утому
Х oКcЛi

l.f,(х) . f'(х)| = |/,(х)| |f,(х)| < Me = €r

Звiдсrr виIrлIlвae toвoд)I(yвaIrе твеpд>lsенrrя. !
Н. /|oaуmoк скiнченнozo чцсла нecкiцчeннo .]||сIJ,Lzх с нecкittченtto

.цсIлolo.
.Цля Двоx мнoxникiв твеpд)кенI{я BиплиBaс з тoго. щo нескiнuеннo

мал-Y мoхн3 po3г.пя[3ти в деяKo]vty oкoлi як o6меxену функцiю (тут
с = ]|l[).

Усе скaзане Bищe сТoсoвHo нескiнченнo МaЛ}lx i великих фyнкцiй
сПpавд)Kу€Тьccr й Дл Я, вiдповiДних пoслiдoвнoстeй.
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3.3. BлAсгиBoстl гPAHицЬ.
зt{Axoд)кЕHHя гPAHиЦЬ

3.з.1. Bпастивoстi гpаниць

T. 1 (гpаниця сyми) . I,pанuця су,+tu скiltнеI1tlozО ч|lсла функцiй
)opiвнtoе cумi zpанuць ОoОанкiв, Якщo Ko:|iна з zpанttць iсн7'с.

l floведеlro спoчaткy Tеopеl{y для дBox дoданкiв, тoбтo вчини}vIo тaк'
яK цe зав)KДи 6yвae y BипaДкy сyми скiнuенtloгo числa,цoДанкiв. Пoкaxe-
мo' щo lim (/'(х) + f,(х)) = lim,fr(x) + lim |(х).*-хo **хa x+хo

НеxaйJim |(.т) = ;' За теоpемolо 2 (п.3.2'2) I!IаrI{o:

Ve > 0'Uхo, Vх€ U'"o:/'(х) = А + а(х). в.2)

Aналoгiчнo

(lim/,(,9 =B)+ V,Q)= B + {3(х)), (3.3)

rе a(х) if(.t) _ нескiнченно мaлi пpи х + лo. BвaжaтиМемO' щo piвнoстi
(3.2) i (3.3) викoltvlотЬсявo.цнoмyoкoлi [/,o (див.дове,цеIlнят. 3,л.З.2.2).
Застoсoвyroчlr цеpiвнiсть тpикyтникa та piвнoстi (3.2) i (3'3) 

' 
МaсМo

f'(х) + f,(х) = А + а(х) + B + f(х) = (А + B) + (a(х) + FQD,

oскiлькlт сr(х) + FG) _ нескiнченнo мaлa' тo згiднo з т.2 (п. 3'2'2)
дiстaемo, rцo

'J:lиt.о 
+/,(.r)) = t\ * B'

тобто теopellra спpaвt)Kyеться' П
Haстyпнi ,fвi тсopеми пoда€'Мо без Дoвеlень, oскiльки вонlt анaлoгiчнi

дoведеннto т. l.
T.2 (грaниця лoбуткy;.

lim (/'(.т) i,(*) '.. ,1( 9) = lim i(.r) lim |(.r) ... lim |,(.т).
"-хo ,*.O J-'O J+х0

kI. 1, Спсь,tttti мttoхснuк 
'|oу(I1сl 

вu|tocLlm|t 3сt Зl1а.К zpанut1i' moбmo

'lim 
(с{.r)) = сlim,f(х).



D*

H,2. }-pttttutl|я |rаmуp(lльнoeo Сmеnеня функцii 0o1liвtt toс It amуpa-rlьl1oJ4у
с L|1 (| n е I t Io z p сt н uцi фун кцi|' moбnlО

Jli,коl, 
: 1 limflх)),', V п € N.

Т. 3 (гpaнllця чaстки). ЯкшоJim /,(х) * 0, тo

f. (.r')

,llт.ппт = .]lir.t*,1z(im |(х)).

T. 4 (гpаниця функцГi пpoмi>кноТмiх< Двoма фvнкцiями).

./,(.') = f(.r) < f,(х)

d-,t,я сlсi.r .u, stкi pсlзеляОакlпtьcя' нllхчe, сl

|imf,(х):A'
r -_r0

|imf,(х):А,
r _.r{l

|!1() |1Рll .ц э .тll ерсtнtttt'я f(.t) ictt1'с, tIptlt|().\1|

lim /(-r; : ,{.
I - \0

l З piвнoстей (3.5) i (3.б) 3a oзнаЧенtlяlr гpаниui l\f|lcNro:

Vс > 0 з U'.,,, V.v € U,..-o: |"f.(.v) - ..1l < с,

It(rсl

..l_г<.t, (.v)<.1 *г.
Aн.l,тr'lгi.l нt.l

,-1 -с<.f,(-')<;1 *e.

Скopt,тстaвшrись нсpiвнoст'Iг!1I,l (3.4), (3'7) та (3.8) 
' дiстаспtо

-'l _ е <./,(.v) <,f(.r) < /,(.') < .l * г,

тобтсl

''1 
* с <.I(.т) < ..1 * с, абo lЛ,v) -.,1i < с.

Тспсp 3астoсYсМo oЗtt.ltlсl{н'l гpаниlдi фvнкцii. l
Пoдаптt.l 6сз дoве,ltсння настl,пнi теopеми. Зaувa;кllьro' Цtt.l дс'Iкi 3 д(]вс-

.lС[lЬ,]L)CllTll П рt.)стl.

Б(l

Якtцo

в.4\

(3.5)

(з.б)

(з.7 )

(З.8 )



Т.5 (гpaниuнltй пеpexiд в неpiвнocтi|. Яrcщo .fI(.Y) <;,(.') Оля вciх
.v € (,vo, .т) .lrr.r € (-v, .т.,)' то

lint/,(.r) < limfi(.v).
1*\t) 't+XO

T..б (iснувaHня гpaницi мoнотoннoТ послiдoв}Ioстi). Якu1o noс,ti.
d()G]liсnь ltoнomoннo :]poсmaIoч(l Й oбме*сttа ;Gеpх''' mo вoItс! ,+raс ераt|t!-
u,to.

l-{ю тсo1lему сфopмr,'льoвitLIo для гroсЛiдoвrroстей, бo BIrкоptlстoвyBат}r-
\lс}lo jl. (:lN!с в такoNr}' вlt г.rяJi.

Т. 7 (с;rlrнiсть грaниЦi) . Я кu1o функtt,iя.l|ас ?раt!tlLl,Io в Оанiti tnо,tцi, mo
ln акu Z рQl I Ц LцsL cОu н о.

За допoьloгolo ц}lх теopсNt ]!fo,(нa 3}rаХoдит}I деякi гpаницi.
П. Знайtlr

.. 5.r

'llпll./(.t) 
-',.J' 

.^., - 
' 

.

l, il з в 
. 

91 з:t lt }l я, }la сlсtltlui ll()Ilеpе;ll{iх ТеoрeЧ i piвlrilсr.i 
.Jy,.' 

: l l1асv(|

lim {5.\') Slim.r
timl1,т,; :--:. -:--]l' -.=-J.--L- =!-'j.эt lim3.t2+l 3(Iim.r;2+t 3'12.+l 4

'iэ ] t j L

IIсiiсltrlrlijl]t'з\.'..ll)Iilt\,t()х(l!il;li!.l1l,l.lt.Iti.lсI1tв..tякl,ttt\ lltliliIl.lI\|./|l)illllIIIIlсЗlillI]сi!ll'I'I.

Pо:]глянсьtо гpанl'rдЮ вi-Iнrэrпсння u : li,,-,.$].

oчсвlтднtr. шlo (/ : l пptr 1'(.v) : r'(.,)],..l," /.(.т) : .,., 7,1.т; : .,

\lltс'N'o сl:0. Якшо/'t..; : .r. 
^(.т) 

: .Y:. тo (l = ф. Пi,lставляюuи.v = 0 у
.t,(.t) o _ttlll)il,, ;_..'. шropllЗ.\ .]ILтilr.Nl\);. Iак\ СllТ\ltЦ|ll.l Hil3}lttilЮTlr HL'вll3tlitЧсн()Ю/.(.\') u -

(!tс}]tlЗнiit|сl{iстк.l). с-lскi.lt,кtt пiс..lя Знахt.l.])Kе[iня (Звtt.tа j,lнr'-l, пiсЛяt певнrlx
llсpствopСllI'] вк;tзанi гpанl.rцi (pозкplrття t{сBIl3t{.lL{еt{oстi) N{o)KHа Мати у
н,i:повi:i 

'l 
t: ь(()нKl]сTHL't|}lс..!(). тltк iнсскirtчсннiстt, lв iншltх вIlпа.]Kilх

ll)i|нlltl'l пlожс rt нс iсн\ l{itтlt). e цс ii такi вtt:lt llсвllз}{аlIсностей:

;. n _cо, С) оо. l- тolцс.l.

3.3.2. Приклaди poзкpиття нeвизнaЧeнoстeй

[)oЗг.l.,t н..ьttr oкpсlri rlpt1к.lil.]|l i-,lil Зt.li,lхt"l.])KснIiя Грilнliцl, r'pазi нснrlзн;l-
iI с}]остеl i.

ll. l. iJrlitl! I }' Гl)а}Illltli')

-Y. + 3.т .,] i
,,trl-
' ,,. ]-т- - 5.r + 3

tit
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х.-lI lr

^.5 3:1
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ffi
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l*i
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l

ln
.il
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:4"p: Eг..'Йo ъ- 1#

i\{aсlrо невr.tзtra.teнiсть }. Пoлiлиnro чисeльник i зrlaменник нa х2 (lral-tвиrций стeпiнь).

\'Iасrto

lim

Як ба.tltмo, гpaн}lцeю €' вiдноrшеrrнrr кoeфiцiентiв пpи .т в ttaitвиtцoму стeпe}li.

П. 2. Зrlаiiтlr гр{tнrtцю

1

ti,, !-paЗ.
-t-1 х- _ l

n
}I]еrtо невизн1чеtriсrь 

fr. 
Pозклaлсмo rlиселЬнLIк i знaменнltк }la мнo)ttlJики (мнoх<нl'rки

't - l oбoв.язкoвi). l{iстaсvо

,*ffi:ly,+==-;
За3на.lttмo, rЦo не 3аB){<,ци Мoxl{а po6ити так, як у' пpикла:i з п. 3'3.1,

тoбтo пiд знак гpанrтцi пiДставляти гpаI{lItIне З}lаЧснFIя аpфментy.
BllJi,-lltмo. кpiшr pацiональнl'lх фу.нкцiй, rr4l{oЖ}rrry Тaкиx фу-нкцiЁr' ДJIЯяKIl,х'
rlе poбrrти Nfo)<Ita. Tакi ф1.нкцii називаroтЬ неnepеpвI|ttмц.Пoки щo навiть
pеЗ\..xьтaт linr sin.т : sin.Y.. с необгpyнтoванt{Nl.

r- LL)

oпеpатоpи i фyнкцioнали' якi за,цoвoЛЬняютЬ yМoвv лiнiйностi (oд-
ноpiдностi та аДIlтивF{oстi), називають лiнiiltttt.,tztu. oскiльки oпеpацiя зна-
хo.Uке}lIJя гp;rнrlцi фvпкцii с лiнiliнolо, вiдoбpaя<aс фyнкцirо Ha чисЛo' тo'
взяRllIи Дo yвагlr T. l i Fl. l' доxoДимo BlIснoBкy' ruo фyнкцioнал з}Iaхot.
)(с}tня гpанtrЦi с лiнiйним.

3.4. HEпEPEPBHiсгЬ ФyHкЦiЙ'
стAHдAPтH] гPAHицI

3.4. 1. Heпepepвнiсть фyнкцiй

О, П рttрoс'mсlм Оеякrli. Gелu|rut!Il називас,тьсЯ piзниця двoх iJ зт]аЧеI{ь.
Рoзг-пянемо фyнкцiro ]' : ,r(.r). Мo;кна poзгля.цати пpиpiст аpl,ументy

A*).v=.Y,..Т,: (.v*A.т) _.т (.v,:.r+A..i, .vr =.r)
i пplrpiст фvнкцiТ, rцo вi]lпoвiдаC цьoму пpиpoстy aprуМентy, тoбтo (,цив.
plrс. 3.l0)

l*

[*
l*:
н

it

ti2

+) I]i:t.'lill. tJiiflr'rспсiа - рi:iltllt1я



Ay : A,r(х) = f(.r + A.'с) _ /(x). у
З тoчки зopу повеliнки 

^/(.т) 
пpи

A.v * 0, тo piзнi функцii BедутЬ се6е пo-
piзнot"rу. Тaк, для f(.r) нa pис. 3.l0 Маeltto
(A.r - 0) "+ (A f(х) .0), aле lля f(х) нa pИС-
3.9 це не тaк. ЗoкpеIuа, lля f(.r) = sigп .r в
точrli .r:0 пpl1 A.v-0+0 мaсмo nA/(.v):|, а пprr A.r-0_0 мaelrlo
A,r(.т) : _ 1 (див. pис. 3.l l.

| х*Aх х

Plrс.3.10
I.{i спостеpе)кенI]я пoкЛа.ценo B oсIroвy oз-

н;lЧсIlt{я }rеIrсpеpвrrих фyнкцiй.
Hавс,цемo три oзнаLlе}{I{я непеpсpвнoстi фyнкцii в точцi. Bсi вoни

сквiвалентнi рriж собoю (це lro><нa Довести).
О ' |. Фуt кtчiя у : |(.r) на::l.lваe mься неnеpеpвlloю в mouцi хo' ЯKщo вoнa

вu.iIrццеI7Q в цiЙ mo'tцi rnа в Оrякol'lу |i' rlкoлi i A.v * 0 вiОnoвiОас
A/('т) + О, moбmo

(Aт-0)+(A/(x)+0). (3.9)

О. 2" Фуttкt4iя у = .f(.r) tt,tзuва6mьсЯ неnеpеpвtуoю в moчцi хo, 
'lкщo(j()llu (|||':j]lаLtсtlсt в цiti t|Lo|{|4i nа сз Оеякo.lttу i1 oкo..ti i

liпt (.т) = ,f(.Vi,).

Рiвнiсть (3.10) мo>кна зaписати v виглядi

lim/(.v) = /(lim.т),
\э-t0 {+r0

(3. l0)

тобтtr J.'t.яt lIсnеl,срвll()i ф1,ttкtt,it L'IlмвoЛtl ф1'ltкt!ii. i l1lаltuцi -\|oж11сl мittяmtt
'ttiсtt,sL'ltu.

Скoprrстaвruись спiввiднoш]е}lняМ (3.l ) ' poзrшифpусr'lo означення 2.
Пptrходимr.r дo тaкoГo t-lзtlаЧення.
o.3.Фукtчiя)'= f(.t)llа':juва€||1'ьcЯнсnrPеpвIltltoвmouцi.YU'ЯKu|oвoнсl

|]tl.:il|(l{|еlI{! в Lt,iti mo,tt,t,i rnа в с)еякoм1'i1. oкo-,ti i

lim (.t) : lim ,f(.t) = .f(.Y,,).
-i'J(rl-L) .r-.t!.,+0

Теrlеp наведеМo ш{е Кi'.IЬка о3t{аченЬ.
О. Toнкoto 1loзpttв1'фl.ttкtцii ttазltвсlсmьс'l l|loI|KQ, в якiti t1е ('LlKoIl\'Сmьc'L

.utl,tсt б ООЦа 5,,1196сl lr,еnереpвIlocп.Li функtчii.
О, сD}vtкt!ist Itсl':jll(]сrcmьc5L It(,пеpepвIroю t|0 dеякrl'+t\' iнmеp<tаslt, якщo

t|()t!сt ltс,t!(P|,l,вlla в кtl'rtti[t tto.,o mo,tцi (якu|tl ittntсpва.l ..tа'ttкttсltttЙ, mс)
ttL,ttеpc7l<зtli,.,ttlь rt Kirt!t,t,(l//.t l/(,)..() |tto|!к(I.Y рo.;t''ttittttt.ttе.Iro ЯK ttеnеpевнicmь
';.'IiGсt,{ !t с ti 1l а всt ).
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Чсpез (..*r познaчат!ll!tе]!to NrFIo)к}lнv всiх фу'нкцiii, нспсpсpв}lих н.l
lrнс-l>кинi Х.

З oглядv на oJFIаЧення Hспсpсpвtlих фvнкцiй r-lЧевIlд}lo1o C тilка теopе-
Nlit.

T. l. Якu1o {,(.r) i |(.t) ttеnеpe pвtti ttа dеякo.lt'' ittmеpвалi, mo
/ (.т)

./,(.vt + |t.v)..i't.vl|.(..* U'(.r) * О\ ttсnерервнi ttа mсl.tt5'ж ittmсpвani.
J 2{-Yl

He ttерe рвttсt mClKoж с)'nе1lttrl'.;ttt1iя cкilt'tеttttoZo L|llсJLQ|tеnеРcpвt1u.Y ф1'нкцiti.
П. l. llос-rillr r.и Ilа }]епeрL'pl}l l iс.гr, фr.r r кlii lo /(.т) : .т3.
l)rlзв.я3aIll|я.I]iзьмсvо]tсlвi.'tt'llе.тзrrб,lастi вrtзllа.lсrttlя{.t)'(.YсR).\{асvoзliдноз

(з.9):

:\7l'.t;: (.t + A.r)з -.,З:3.,2A.. + 3.t(A.t)2 + (A-t).r.

(),tcBП:lП(1. Пt0

(A'т - 0] э (^("Y)+ 0).

()1 )ке. i€ с,,.

П. 2. Jlос,.Ii:trlтll }{а }lеI1еpеpI]triсrI, фуrrкrtirо(.т) : ьin.t.
I)llзв'rtза ltttя, Biзьrrt'vо'Y1.Aк' як v П. l. Nlaемo

^/T-t) 
= sill(.Y + 

^.\) 
_ siпr: 2,lnД,!..'s1., + д,J1,

L.ксlprtсt.;lr;ltiiсll т}|\1, lI11) ]sirr.ti < i.т| (д}tв. дa.,ri (3.l4)). i,I.lrч, ttltl |сtls 't j < ].
'l o.Ii

A-t i

'\.ti'т) <] _2 I=',\r

()l;+lс' 0 < i,!i-t) < 1A.т|. IIа tlсttiltli Т.2, n.3.2.2 масмo

(A.тэ())э(A.(.т)-0)'

l tlб t rl '/' С (:/i :] ()I..'jЯ't}' lla Те' ul() .т 't(ltвi.'tt,llr''

\1o>кна дoвсстtI нсПсpсpвнiсть iнruиx oснoвнIlХ elTCмCнTilpних фyнкцiй
в oб,.lастi iх вrtзначення. Згiднo з T. 1 викollvстЬся такс твсp,цжеHtIя.

Т. 2. Ус,i е-1е.:tеI!|||арlti фl'ttкtt,ii t1е|1е[,e pGIIi в сlб;tасmi i.ч вttзttQ.rсttttя.

З.4.2. Клacифiкaцiя тoчoк poзpивiB фyнкцiй

Ф1.нкцil. Зoбра)кснi на p'Iс. з.l' 3.9 i3.il' N{ilютl,ToLIкtl poзpиву. oЧе-
B}l.]нo фу.нкui.i пo-pi3нor\tv ве]vTь сeбс'в t-lкo.'ti цltх тOtlOк.

Kласlrфiкr с]r1o цi тt-lrlк}l.
О. T сl,t ксt РoЗрuвJ, аа l r оl. Ql1'tt кu,il. t tсtз Llвас mьc 5L ttloч Ko Iо po:]р tlaJ' п еpшaсo

i)Оо\', яKu|() с; tt,itt пto,ttti ф1'ttкu,iя, }|QС сKilr|lсt!tti oОtLoсmo1lt'ltttti, с|lсttttttt,t.

il'-a

E, l}i] iiilI..'l' сt1l]lilltlОl]tls 
- 

tteItсpервt;llii



r

o. Toчк.а poтpltву nеpшoeo poОу Оан<эi, у

фу н к цit |1 а 3 11в а€ m ьс'L m oч Ko |o уcув н o е o p o 3 p Ll -
ву' 

'tKщo 
в цiЙ rnaнцi oОнoсmopoннi zpаttutt,i

функцit з6izuюmьс'L,
o. Toчка polpuву Оанo1' фуttкцit на3L|-

Gсlсmьc'. moчKo|o poЗpuву lpуеoсo poОу, якщo
хoча б oОttа з oОнoсmopottttiх еpанuць функцii. .; 0

цiЙ moицi абo 0opiвнto6 a, абО не iснус'
О, Cmpuбкoм функцit -v =,f(х) у moицi .\o lt(|.'lu-
всIсmьс'L велuчLlllсl

ёV, х) = JJlрJс-l -'.l1p1t,l'.

У точках непеpеpвнoстi х фyнкцii/(х) масмo d = 0.
['пя функцiТ/(х) = signх (Див. pис. 3.1) тоЧKа х = 0 _ тoЧкa poзpиBy

пеpп]ого PоДУ, в тoчцi х * 0 ё = 2..Ц.ля фyнкцiТ, зo6paxенoi нa pис. 3.9, хo
с тoЧKoю yсyвI{oго poзpиBy. ПepeвизнauиBIIIи цIo фyнкцiro, BBa)каIоЧи

,f(хo) = lim /(x), Дiстaкемо I{егIеpеpвIry пplt х =.r-o функЦirо. Фyнкцiя, зoб-

paxeнa "i p".. 3.ll, маe пpи х = xO

Tакиti )кe poзpиB мae фyнкцi я f(х) =
чснa пpи x - 0 i lim /(х) не iснye).

*'jo
У випа,цкy ToЧк!{ yсyвнoгo рoзpивy poзpиR фyнкцiТ мoxнa yсyнyти'

Дoo3наЧl{вIIIIr Чи IIepеoзнaЧ}lвIIIи фyнкцiю.

3.4.3. Тeopeми npo нeпepepвнi фyнкцil

.. Cфоpм"vлюeмo тpи тeopеми. Хoчa вoни iнт1,Ттивнo пpостi' ДoBеденIlя
Тх дoсить склaд}Iе' ми r1оrю oпyстI{мo.

T. l (пpo збepеxeннязнaхa непеpepвнoТфункцГl). Якщof(х) неnеpеp-
вна в moнцi хo i /(хo) # 0, mo icнус mакuЙ oкiл noчкu хo' в яKoi|у

sign/(х) = sign"f(хо).

T. 2 (пpo нaй6iльrцe, нaйменшe i пpoмiжнi знaчeн}tя непepepвнof
фyнкцir). Якщo f € CIа' bf, mo ttсl |а, b1 функцi,я f(х) набувас
наЙбi.lьtцoеo i нaЙмеttutoёo 3начеt1ь fuI i m, а mаKo)|с вciх свoiх npoмiх:нuх
lt|сlчень, moбmo aля daвiльнa?o р, m S pl S M icнус хoча б o0не
с € [a, b]mакe' щОf(c\ = р (pllc,3.|2).

T. 3 (пpo нyлi непepeрвнoТ фyнкцii|, Якщo f € C|а' D] i нa кiнцях
Ia, D] функuiя /(х) нa6yвас знaЧеHЬ з пpoти,rlеxниМи зItaкaми, тoбтo

Х6

Pис. 3.l 1

poзpиB дp),гоrЮ poду, lim f(х) = a'
t'"c

sin(1,zх) IIpи х = 0 (вонa не Bи3}Ia-

E5



t'(у) f(b) < 0, тo iснуе хouа б oдне .ro €
корiнь piвняння /(.r) : 0) (pис. 3.l3).

c

Pис.3.l2

D

|а, b| тaкe, шo /(.vo) : 0 (iснус

Рис.3.l3

у
/U

Iнфopмацi я' IIдо стoсy€'ться t{епеpеpBlrиx фyнкцiй' y}lo)KЛиBлIo€' зIlа-
хoД)кенI{я гpаrrицi y Bипaдкaх, складнitпlтx за т,i, якi бyло poзглянyтo вище.

Poзглянемo кiлькa Тaких пpиKЛa^цiв. Пi,ц знакoм гpаницi маeМo }lепе-
реpвнi фyнкцi.i, в yсяKoт\lv pазi в Дсяких oкoлах гpaниЧних 3наченЬ аpгy-
rtентi в.

П. l. ЗlIalii.l,l Гpallиll}o r'' Щ.$.
rэl 2х, _ 2

Pозв'язанttя. fli;iс.гaпltвtшlt lriд знaк гpaнtltti ,т = l (фyнкцiТ нeпеptlplllli). NlitТl''\,tеМO
o

ttt'tlt'tзrrа.leнiс'гь 6. Poзкрl,lемtl ii. Brtконaвtltrt ПеpеTвoperltiя з ipраtliоltальtIiсТlo. пере}iдемo дo

Грlt}Ir1цl:

,. tЛd'l * ГЫ- l d?ir] * {m Ттl -Пrrr--v+1 z1.т2_ r11Гсi+з +G-,riТ;

liй 

- 

-2(л_l) __ l
i.r ztх - l)(.\.+ l)(й;+ 3 + fыi* Тl 4{1

3.Д;._-' t l
П. 2. Знaй r rr гpаниUю timfr:
P()з8.}lзa,,,,o. 

"u..]],,.^...a,,.,,.lli^-' 

0 .',,.и() tIевliзнаt|енiсть f,. CкoРrrсТав[IrlсЬ фopмyлoю piзнllцi кvбiв,

-iiсr ltrtt.lro

,. rзvТ__? + rit.{*lf _ .r^,_.J * t)
r+1 21.т _ l)(.Y1'т - 2), _.f^]_ z + i)

t

6

П.3. Знariтl,r грaнишю'lim (fr:ГТ _ finб;.
P{)зв. яз:i нtt я. T1'т МafjN'o неB}iзнaченiсть ш -m. 3нахollltмo

= lim
r+ l zt,y'(.t_у-.6_-;*Il

66



G+l_{'+ю

= rim:J:=9х--Yх+l +Yх+l0

3.4.4. Пeprшa станAapт}|а гpаl.lиця

Bзявrци дo yBагI{ непеpеpвI{iсть фyнкuiТ /(.r) = sin.r rrpи

.' _ 0 (l1Ч sin,r = sin 0 = 0), матимеrnro невизIiaченiстЬ $' гaзi гpаницi

1i,n !Цд. Kpiм тoгo, дЛя мaЛих х МаCtиo sinх = х. Якa нaспpавдi ця гpани-
t+0 х -

ця?

T. lim tin'- 
= l. u

x+0

l.Д.oве,цемo спoЧaтку' Iцo V ,r e to' *l

sin,r < .r < tаnх. (3.11)

Пo6yлyемо кoлo pa,цiyса R i пpoмiнь пiд
кvтoм х дo oсi Ох (ptlс.3.l4). Мaсмo

0
Soo-.lв < Sсею.o-.1в( Sooсв.

ЗнайIпoвцrи гLToщy Koхснoi з циx фiryp,
Дiстанемo

l. t. l.
7 R.sinх . i*"* < iR.tanх,

звiдкrr дiстаемo неpiвнiсть (3.1 1).
Зазнavимo, щo кoли/,(х) < fzk) V х € (с, .v), тo

(нaпpиклaд, sin'r < x, Vх € p, +), аде lim sinх = limь x+0 х+0
з п. 3.3.2).

Пotiдит'ro oбидвi ЧaсTи}lи неpiвнoстi (3.11) на sinх

1q-r-. I
sln.r сos,r,

aбo

sltlх
сos-r < 

- 
< t'

.r

Pис.3.l4

\уf L(.\) = 
|'im fJ.\)

х ) (диB. такox т. 7

> 0..Ц.iстанемо

6'+lo)(G+l+{7+ю
[х+l +Yх+l0



siц:{
,т.

f,,:.

i

,;

-.;

"$: p ц" -.э

oскiльки
.r-0-0.1

П. Знaйrтrr

\ ".:'.",!Ц D

BикоptrстасМо Irепеpеpвнiсть фyнкцiТ/(,v) = сos.r i т. 2 fi.3.2.2). Мaсмo

'.хlim sin: = l.
xф 0+0 ,Т

_ пaprra фyнкцiя, тo pезyлЬтaт буле тoй сaмий пpи

Р
ir

.. sin (3х)

'.i tan(5х).

Рoзв. язагtня. Уpaхувaвrпlt (3,l3), матимeьlo

=r'r';.

3.4.5. Дpyга стандapтна rpа}lиця

I

Цля послiдoвностi сz,' : 1 +: масмo lim rt,, = l. PoзглянeмO Tепеp

I

пoслiдoвЕtiСTь Lln = (1 + +)',. Масмо u,= 2,u,= 2,2S, u'= 2'}7, ц'=
:2.44'... . Схo>ке, щo oстаi{}{я Пoслi,цoвнiсть зpoстaс'. Чlt ьlitс Bонa гpа[Iи.
цю? BiдrrовiдЬ Дaе таKa теopеl"fа'

I

T. liпr (l + :), = g.

Jс е+] - тpансцеl{деI{тtl(] ч,'с.rlt.l} с: = 2,7||].
l С коplrста сIt{oся фоprn'r у.лoю 6i нoма H ьютoн а

11 *.v,},.= 1 + ,* + Ц!'-!.,з * n(n - |,\У -})...+ ... +.Y,,.
l'. J:

дсп€N.rzl=l.2, Маrlttr

(l+!;"=l+' n'
l л(л_i) | n{n-ll(n_2\ l

- 
+-:-- ._ + ... f.n 2r. n2 3: n3 

,



It

, (n *l)!_- 2) ... (n(n - 1) . I __ _* +-7;1-- . 
(,1 - Dт 

:

- t. r\r {, l\ /, )\ I

+2+|1 _;iт+l'_;| ll-;l +;+..'+
\ "r-' \ -/ \ 'J r!

t|\.)rз:_!) l-*['_il\]'-;},.['* п ) (n-l)l '

IЧoжна дoBести' щo послiДoвнiсть !l,, с зpoсTаюЧо}o' .lп + t ) L!,' oтxе.
Ll,,> Ll, =2,

oск i.r t,к и

t **" r, I - I.t,..', I - #' t'

ri,, s I + i + +. .+ 
+ ... + #o < I + t *'* * * *

+... < I + I + +.+**n'.. - I *, lI=,.,2

Tут скоpисталшся фсlpьl5lлoto суМи сITадноi геoпlстpи.lноТ пpогpесii
l l 1 .' сl-), oскiльки пoс.r iдoвнiсть(l + i * 

Z, 
* ..., а= l,,l = 1. s = 1 _ 

4r

tt,,f iобпtсх<енaзвrpхУЧис,.tоNl 3,товонaNr:iс'rpаницrо(т.б,п.3.3.1),яку
Пo3наЧl1t{o чepeз e. f

Зitзнa'trtшtо, щo й

linl (l + f l'= ", frrn 
(1 + .r;i: g.

Лoгаplr{lми 3a oснoBOю С нil3ИB3ЮTrr нат}'pа.lЬнимlt i пoзн;t.tають

1og"х = ln.r.

iнoдi кopистv}oться пoз}lа1lrння},,l с, = ехp(.Y).

П. Зllаii'гrl граtll,lцю

.. 1rt + 2\2"

':* l' * 
')

l'il з в 
. 

'1 
:] a il lt я. ]t'Iirсlro



t

tim (t + -] . )'" : п,n ((l * -]-r'*л--\ tt+ |) ,r-*\' ,l+I

Туr ско1rltсr.a.l!1ся т}1М, IIIO

'п+ltt\
ll + ^ I =PI ,r+ll\/lim

,, 3.4.6. Пopiвняння нeскiнчeннo мaлиx

BвеДет'lо oЗнaЧснttя, якi дають зМoгy Bсi I{ескi}tЧrllнo малi фyнкцiТ
вItIIlикvl]aти за певниN{ pа}r)кrrpoм.

Hи;кче в }.сiх тpьoх oЗнаЧеI{I{яХ /'(') i f ,(.r) - }tескiнЧеI{нo rrllлi пplr
.Y - .Т,-. абo.т + cо. [ля 3pуll}roстi BBажатиN{еМ6' цlo х + .т0.

Q. сIэ1'ltкu,ii,f'(.v) l.t(.т) ЛаIomь oОttн i moti cамLlti nop5l0oK "4|(l',l,tl3нLl npLt

.Y + .Ylr' Jiкll1o

,f, (.r)lirn-#:21 *0.
..-ro ./2.{

О. Функu,itf'(.r) l|(-r) еквiвQ'tенmнi nptt 't * .rс,(,fr - .f) , stкuчсl

J /.,\

1;*/.'l''l = 1.
''"" '/2('V)

Hага,Цасtvto, щo sin.Y ,* .v пplr .т* 0.
o.tp1l711111i51 f ,(.r) н.u;t,tвас:tttься ttесKittIletttro"MаjLorОвulltО?onapяОк1', ttiэ:

/,(,т) пpи .\. + .Y()' яKщo

/, (.r)lim';f = g.
..- t,r.i 2('Y)

У цьolry pа3i записy}oть

/'(.t) : 0 (/r(.t))'

Bках<ет'rо oДне зaстoсуBанriя екBiваЛеtlтниx нескiIl Ч сгl нo МaЛих.
T. Гpсtttu,u'я, вiОнotuеttttя dвoх tlескittLlеtrt|o мaлL|.Y ф1'ttкLt'iti Оo1liвttкlс

сpttttuu,i вiОttсltt.tенrLя еKвic0.1(:lIttllttt.t i,'tt ttеcкilt,tенtto.ца-|lll-Y, moбmo якu7сl
{t - Рl, f, -'p,, ttlo
g0



.. I,G) .. pr(.v)
IIm.;----т : lllП 

-
;- './,(-0 '-'oя,('t.) 

.

! o.tевt'r.цнo, rЦo

fL f' 9z, Рt f| Рz 9l
f,_ f, Рt Рz Рt f2 Рz

Гpанlrцi псpшrиХ дBoх Mнo)KHикiв в oстаHtlЬoМv Bиpaзi,цopiBн}otoтЬ l.
Tспеp з:i,'I}ttПII.IIoсЬ пеpейти до гpаницi B oстаннЬoNl1z виpазi. l

П. 1.

.' silt3х /0\tlm_: t_t:
, *'osin5.r l0/

-3.тl '. 3х
- l=llm.-" ).т J -t ' oJ.Y

Hаве,це;rro Два пpиKЛадlt на пopiвняння нескiнЧеltнo Малих i велltких.

П.2. Klrап.rя BO-llt вllПilpol}vстЬся nprt падiнlri. Tт oб.сv v = 5*'.плoшta пoвеpхtti

o : 4:тR2,де R - if paliус' Ilескlllllеtl}lo сПaдають при Л + 0. Itopiвriяrмo Иi o. Масмo

у
o

:0, v:0(o)

sin3х
sin5x

VR
L,3

lim
,R-0

I{еii рсз1,.'rь,гaт дaс зNlOП' зpoз1,мiтlt, чoМy вoда' pOзrtOpOUIvtоЧ}lсь фopсvrrкoro, рiзкo
зtli,tжYс свoIО ТeМtleрaTуру. Cпpавa в ТОМy' щo пplr pоздpiбнeнrri ве.'rrlкoi кpaплi нa МaЛeнЬкi
с!r1aplI!I!"' iх об,см зaЛиrпaeTЬся'г!lМ сaМим' a суМapнa пЛoщa пoвepхtti зpoстar.IIa ствopeтlltя
oстtrrlньоТ r реба BI'lТpaTиTи еt{epгiIо, якa ПoKpl,lвaетЬся 3а рaхyнoK кirtетlr.Irroi errepгiТ мoлеку-,l
I]од}l' пlO }1 Пр}l:]I]oд'lTь дo зIl'lЯ{еII}lя ТеМпepaтypи.

П. 3. I'озг.пяllеNlO \ioде.l,lЬ rlдllсlpiдtroгo Bсесвiтv з piвнoмiprro poзпoдiлеttotо t1'стигloЮ

реttoв,Iнlt p. Cyltаprra Мaс^ M pеЧoBlll{'l Bсeсвiту (pадiyсa R) 
^4 

: * "pn'. 
Boна пpитяtyе

tl1lсlбнv .laс.гt.tн\, }{Aсo}o 
',l 

з сlt..lоIo г: f,;tpуtttR, Дe у -"iдnс,,iд,,"u стaлa. Якtцo Bсесвiт

tlескitl.lеtlltltЁr,тOR-miЛ-ф'n,.,."йтaк(гpaвiтaцiйнийпapaдoксBсeсвiTУ).
f 1 ;a1: рr.а-'riз1,Cтьсir цеrj пirрадoкс? Ilaйпpoстiruим r \,явЛе}|ня прo скilt'lенttiсть Bсесвiту,

а.rс -гoдi }.loГo lieКaс <?теПJIoва с}'еl]TЬD r, вiдпoвiдlloстi з дpyгllм }lаllалoм теpмoдltнaмiки. Шя
Ilt]ttpltсrtlliсть Bi:tсYТtrя для trескitt,lеннttгo Bсесвiту, oскi.ltькlt B HЬo\{у eIlергiя й eнтрoпiя
tlескitl.tеrtlri i говoрr.tтlt пpо Тх з1rостаrlr|я (tl{ спадаl{Hя He Мaс' сL:нсv.

l{рvгlтммo}i'l!IвиМкpoкo},tt:такlIlYt. I{ехaйR+ф'аЛеР-0зayмoвиpЛ=сonst.Toдi
Зttirta€]ться грaвiтaЦiliниl"r IlарадОKс. але гiпoтeзv P '0 нe пiдтвepд>куloтЬ сtroстepr)кrння.
Зtt.tlrнi.'lьlttlii ро3B.'Iз()к цЬ(lГ() Пill)а't()ксr.;tiстaнемo в Мс)+(iiх'lеl)рiТ.t]елrtкoгo вltбvхro, згiLtlо з

'Iк(tl(l 
б.]llЗl,кLl l5-20 v..rр.r рoкiв llltзll.] наur Bсесвiт вltх.'lIollll\'lJся lrазовlri з ltесyitt.tеннo vll-'loТ

(1'pозr,vilrrli ПpoсТopу - uaсy), а.llе нескiн.teннo вeлlrкoi (у poзумiнlli маси Ёl etrepгiТ) .lастrtнкlt
i rriдтодi poзllilIplостt'ся з rUвLl:lKiсTlo, пpотlоpцiйlroтo дo вi]lстаlli вi.ц oб'скта, якttй спо-
с t.eрiгасться (заксlн Хаббля) .

lIa псuilir.r вi;Lсrанi ruшlt.fкiсгь с16.r;ц111, Щo вiддaлясться вi.t ttaс. зpiвttюсrr,ся зi tllвидкiстю
свi'r.'ta' а rrаiiвi;\:lа-ценirлi oб'скr.rr ПpоBaлtоютЬся зa <<гopизoнт поiiЁr> iвiд тrrtx дo нaс lle
IlадхoДllтЬ lti свi.r',rа, Iti тrIя<iнttrt. oскiльки oб,ем гIpoстop1'всeрелlrrri oгoрrtзоttту подiй'>
скiн.tetlrtllй' тo гpавiтaцiйнllri паpaдoкс вiдпaдaе. oсь дo якltх tliкавltх i г-пибоких pe.leй
ПРllB(l,1ll ll' зrtпIri прoсrа пpoце.1\'ра пrtрiвltянltя нескilt.tеlltlo Rс.'1tlкt!х i llескill.tеltttо vалrtх.
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P03ДlЛ 4

пoxiдHA ФyHкцii

, 4'L.03HAЧЕHHя п0xiдн0i

4.1.1. 3аданi, якi пpивoдять
дo пoняття пoхiднot

I. Заdача npo lцLlmmсву ulсluОкiсmь
Hехaй IIIЛях' пpoйдений t"lатеpiaльноIo тоЧкL]ю зa Чaс /. 3адaнo фоpмy-

'1o}os = .s(l)' Toпiпpи зlriнi.tасу вiД 1дo l + AlсеpедняцrвидкiстьтoчKи

,, _ s(r + 4r) - s(r) _ Ar(r)
vс _ 

'^| Al

oскi,тьки нaвiть tlpи незHачнiЙ змiнi нaсy A/ знaЧен}lя ruвидкoстi пpи
piзних l N{o)<утЬ iстотнo вiдpiзнятltся' тo актУaЛьним с пo}Iяття миттевoi
ruвидкoстi пpи знaЧеIlrii.taс!. r, тoбтo

(4.1)

2. ЗаОа,tсl npo к''noвLlti кoефilt,iснm Оomцчнсli-
Poзглянемo гpaфiк функцii 1, = f(x)' Hexай тpе6а пpовестt{ ,цoтиЧнy дo

гpaфiкa в точцi ]|4о з a6aЦl,сoю.r (pис. 4.1). Biзьмelto нa гpафiкy /(.r)
troвi,rьнy тoЧкy Л,1 з аСrсцисoю 'v * A'r. ПpовеДемо сiuну MgM'

О. lomtшнotо Оo zрсtфiкa,цaнoi фyнкцiiв тoчцi .Azlo нilзивflстЬся гpaниЧ-
t{е пo':Ioxення сiuнoi, яKа пpoхoдить Чеpе3 тoчкy lИo i дoвi,тьну тоuку ,\y'
гpафiкa 3а уN(oBи' тllo M пpямy€ вздoB)к гpaфiкa Дo klo.

Kyтoвi кoефiцieнти сiчнoi i дoтичнoТ с вiдпoвiДно tаn р i tаn с. З oзна_
(Ilt{I{я дoтlrчнot маr]!to

tаn a = 
.ljm 

tan Р.

oскi.rькlr |on 9 = A/(.т) ,A.v, тo

As(/)
l'(/) = 1111 --''

A1 +0 Д(

tan с =lim,# (4.2)

3. Заdсшсt nрo 2)|сmL|нl, lLittittнozo сmеpxсн5l
Hеxaй N{aeМo лiнiliний стеpхенЬ' poзмiщений BздoBж oсi o.t, i неxай

пrаса йoгo в кoжнil:i тr.lчцi .v обчислюсться за фоpмуЛoю m = trt(.r).Щoб
вIiЗнaЧI,IтlI гyстlII{У стL-p)t(l{'l в тoчцi х, вiзьмемо деяKy частиI{у стеpжl{я.

o)



)lкil NrIсTитЬ ТoЧкv .r, i знай.цсlrlo сеpeОню ?',cmlltr)' цiсi частини , Пiд zусmu-
lttllt) с'|11€l)А|t'I в lno||I4i .r poзr'ьtiтltмсМo Гpа}IrrцЮ ссpсдt{ьoi густ}tI{и Irевнoi
tlilCTИHИ СТСlp)Kня за vтlroви 

' 
IIlo ця ЧастиIrа стrrскастЬся дo тoЧки .r (,цoв)кина

ii пpsIмус дtr нyЛя) (1эllс, 4.2l .

|---77>т-1<0 х i;А,t*_--a
Pис. 4.2

Pltс. 4.3

oтх<е, гvстина

Усi тpи задаЧi' ЗBиtlаli}to. ДoцiJЬt{0 poзг"ilяДати за УМoви, кoли вiд.
пt.lвiдtli гpzt ницi iснvtоть.

4.1.2. oзначeння гloхiднoi.. 
.il 

пpaктичний зt\,liст

Poзв'язкrr poЗглянутих Тpьoх за.цaч' неЗва)Kак)Чк нa iХнiй зтlriст, з
МaтеМaтиЧнoi тoчкlr 3opY oдIraкOвi. Toму сyкYп}riстЬ матемaтиrrниx oпе-
pацil1 у фoprvrулaх (4.1)_(4.3) €' сенс вивчати. Bведемo озIIaчення.

o. Пo.ui1ttoю ф1'ttкLt,ii..r' :.f(.v) в Осtнiti mol|r|i tlQlIlaасmьCЯ еpaнuц'l'
вi,Энoшеttня nрupoсm)l ф1,ltкtчii do nрupoсn1J' арZу'цеlrm'|' Ko-|lll oсmанttiti
t1ряIrуC 0o нуля- )oвi"цьtltt.lt |rLltIotl' moбmo

p(.v):]:lЧР

),, = .r,(,f,) = 
',' 

,r(т + 
^'r.l 

_.i('! 
= Ii* ^{..)a.\- \r_0 A.y

(4.J)

(4.4)

Д.o поняття похiдноi i.Hьrотoн пpиl:tlrloв з мipк*vвань пpo rшвидкiсть
p)'х!' тiла (вiн ввiв пoзна.tення (z)), а Г.Лu.l.iбнiц.) пpийrпoв дo цьoIЮ

пoняТTя з геoМетpllЧнrtx мipкvвань (вiн ввiв пoзнач "'*ofl 
: ff!, ' no-

ЗнаЧеI{Ilя пoхiднoi (4.4l запpопoнувil]r Ж.Лаrpанx--)). У пoДаЛЬшroму 3a-
стoсoBvватI,IМеМo такoх гloзнаЧення 1'.' = ,/'(.t).

' Г.-IIl: l)lбlr i ц (lб46-l 7lfi) - llirtеtlькrtii }4aТе},'аТttк.-*) 
-,к.-п.JIа/pаil;к t]736-lEl3)-фpаrrIд.r,зькllii r,{аiе\,lаl.ltкit.tсхltltiк.

f ft)=lхl
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Зtlз наultмо, щo Дoвiльне пpяI{vвання A.r дo нуля в (4.4,l iстoтне, бo iнодi
вirпoвiДнi гpаницi в (4'4) спpaRa i злiва мo)Kvть 6yтlr piзними' Tак, фyнк-
uiя.f(.v) : |.тl (pис. 4.З) лpllA.r * 0 _ 0 мае гpaницЮ _1, гpаницrо 1 пpи
A.r--0*0втoчцi.r:0.

Бс.pyuи дo Yвaги (4.4) у B}rпaдкaХ ('4.|)-(4.3), ,цiстаrМo вiдпoвiДнo

v(r) : 5,11;, tan с( = f,(х), p(.r) : m,(.Y).

I_|i фopмv;lи виpa)каtоТЬ вi.rпoвiднo lltе.каtti,tнt', ?еo.uеmрuч11е i фiзuнне
тЛvМаЧеtlt{я пoxiдноi.

HавеtемoДеякi геoметpиvнi мipкування. Hеxай Масмo гpафiк фyнкцiТ
.l. = /(.Y). 

.Гoдi piвняння,foтичноi i нopма.пi (пеpпенликyляpа ,цo .цoтичнoi в
тo.tцi дотlrк1') в тоuцi (.Y0. /(.Y0)) гpaфiка Мають вiдпoвiднo виг-'tяд

З Дoтичнoto i ноpмаллю безпoсеpедньo
зв'язанi niООomttчна i nifuюpмсl'lь (вiдпо-
вiДllo АM, t M,B нa pис. 4.4). Згiднo з pис.
4.4 маемo

Sт=АM,= l)'сota| :

= |f(,х)/f'(х)|'

Sн:M,B = l)'tаnal =

= I,f(х) "f,(.r) |'

f\iдкуmoм9 мiх' Овo-lltсtлiнiя.цtt} :,/r(.т) iу = f,(х) poзyмirоть кутмi>к
,цoт!lЧниI!tи дo ниx 5z тouцi iх пеpетинy. Hехай абсциса цiеi тoчки r хo. ToДi,
BpахoвYЮчIl (2.5) 

' 
мa€NIo

f',(.т'') _ /,r('rо)tаn7:тffi
Bве.]сr'to pя: теpтrriнiв i пoзна.tCнь.
Функцiкl, щo Ма€' скiн.tеннy похiДнv в данiй тouцi' нaзиBaютЬ 0uфе-

реl1u,ilroвIroю a цii tпo,tLt,i, Ф5zнкцiю, дифepенцiйoBнy B кoх<нiй тouцi iн-
TсpBaЛy, нaзиBаютЬ ОttфеpеrtLt,itioвl1ОrО на iнmеpвсьtl (в кpайнiх тoЧKax
iнтеpвалy rpаницi в (4,4) poзyмiст'ro як оДнoстopоннi) ' Mнoxину всix фyн-
кцiй, лифеpенцiйoвних на [сt, 6], познаuaтиМеIuo uеpез И1n.а;. Tодi той
dlакт, щo {.v) лифеpенцiйoвна нa Iа, D ], мo:кна 3аписати як f € Wу,ьу

Poздi;r N1атемaтиЧI{oгo аналiзy' в якoмy виBЧaIoть пита}lня' зв'язанi з
пoх iд ното, I{а зllвaloTЬ d tLф е p е н t1i сt.|l ь 11 u.L| |l tt с ле н tr'Lj|.
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f

i 4.1.з.,Qифepeнцiйoвнiстьiнeпepepвнiсть

Зазнavимo, щo у виpазi (4.4) A.v - 0. Якrцо A,r(.v) не пpяМyс дo нуЛя'
то/,(л) абo не iснyе, або с нескiнЧеннo веЛикotо (/,1.v,1 : оo). Залиrпaеться
RипaДoK) кo,rlr A,f,(.r) э 0, тoбтo виI]aдoк непеpеpBl{oi фyнкцiТ. Touнitпе,
с.;IуIIIнa такA теopеМа.

T. l) 6l'dь-яка ОttфеpенLчittсlвнсt в moнцi ф)'нкtt,iя € неnеpеpвlloto в цiЙ
t n ott LtlL.

2) icнуtomь неnеpеpвнi в moчKах функцii., не Оuфеpенцiitoвнi в цuх
||1ОLllссlх.

l 1) Hеxай/(х) дифеpенцiйoвна в тouцi х' oтxе, iснуe

'. 
^f(х\]]T. A- =tt'r)'

За тeоpемоIo пpo Зв'яrЗoк гpaницi фyнкцiТ з нескiнченно мaлorо (т. 2,
л.3.2.2) в oкoлi тоЧKи .t ]!tаeМO

# = '/,(.v) + с(A.т)), A,r(.t) = /,(.т)A.v + a(A.т)A.v.

oчевlrднo, цlo (A.v * 0) + (A,r('v) * 0)' a Цс
oЗнаЧa€') щo /(.т) r lrепеpt.ptsнotо в тoчцi .r. Toдi

Wу,.ь1 С Су''ьi '

2) Цеft IтYнКт iлIострyс функцiя ,f(.т) : l.тt
(pис. 4.3) ' яка €' непеpеpвнolo, aле не Дифеpен-
цiйoвнoтo пpи .r : 0 (f,(0) не iснye) ' a6о функцiя,
гpафiк якoi пoДaнo !Iа p}1с. 4.5 (тyт/,(0) = .).l

Пpик,rа.l фyнкцiТ' нспсpсpBнoi. на iнтсpв;tлi i

не лифеpенцiйoвнoi в >кoднiii тsl'чцi цього iнтер-
RitЛ\7' I{але)Kить A. Kолr'roгopов1,., ) .

,- 4'2. тЕХHiкA диФЕPЕHцIюBAHHя Фyl-|КцiЙ

4.2.1. Пpавилa дифeрeнu.o..**"

oснoвнi пpaBиЛa дифеpенцilован}lя пoДаМo у вltглядi теopеt\t.
T. |. Пo.riОна сmалoi' Оopiaнюс ну.,Llo.
ТвеpД><ення oЧсви.]нс' oскiлькlt для сталoi.

,f(.v) : с A,r(.v) = 0 V .т.

- *I --*, A.N{. Кo.lrмoгopOl] (l903-l987) - poсiЁlськllй vаТеМаТrlк.

95



'*-t 'ц"".'ч 'W ч .'',''S

T. 2. ПoхiОн(l c'',11Ll cкiнчеtlнoeo цucJLа ОttфеpенцiЙ()вtruх ф1'нкцiЙ Оo-
piвнк>с сумi' noхiОнu.r Lt,tt.t фуцу14i1.t.I PoзглянеМo суМy двoх дифеpенцiйoвних фyнкцiй f(х): и(л) +
+ v(.v). Згiднo з (4.4)

f i*'

.. и(.Y + Aл) _ il1.v) ,. y(х * A'r) _ l'(.т)=l;i--
T.3. ГItl.ui,dна Оoбуmку'Овo.u 1uфеpеttцilioвtttt.v функцiй u: u( х) iv: v( х)

"ttас <зttеляd

(иу)'= u'v* uv'.

l Зaзнaчимo, rЦо оскiлькlr lrl-r) i v(.r) rиФсгенцiйoвнi, то вo}lи € непе_
pеpвнlrМи ), вiдпi:вiднllх тoчкiiх. Рoзглянемo фyнкцiro/(х) : и(.r)y(х). Ма-
eI{0

,.'. tr(х + A.т)v1.v + A.t) - ir(.r)vrr\
.t,1,t1 : lim jjs_--___-Т- 

{ a и1.v;v1х + A.к)} =
.!r+ 0

=]:у, (.щP v(.t + .l.т)) +

/ _,'(l i A9::({)) _+lim Irr1.v1 Av ,_lt,(.т)r'(.т)+rl(.r)y,(.r)..\\_lr \ I

Тvт викopистaнo I{епеpеpвнiсть v('r) 
!ti1 

v(х * A.r) : y(.r)). ]
Н. СmалLtti .цнo:lснlLK -|!oхllа вLl|locun1.u За 3lIаK noхidнoi, moбпto

(с/(.r)), : cf,(х).

T.4. ПсlхidнQ чQcft|кtl dвoх duфеpeнцiЙrlвttu.к ф1,нкцiri и = и(.Y), y:
= v(.r), (v(х) * 0) лtас вuziLяО

iц\,_ LL,х-Llv,

\,/ v'

.Ц'oве,цення цiеi теopс.r'rи аналoгiчне дoведенню т. 3.
T. 5. (пoxiдна склaдeнoТ фyнкцil) . I{е-rаЙ фуttкtgii у : I(ц), Lt : u(х)

Оuфеpеttцitioвtti у вi1noвi1ttttх moцKсI.Y. ToОi no.ridна функцii } = y(и(.{))
Оapiвнtoс

1:, ,, : у'uLl,х' (4.5)

l Уpахов1.rочи спiввiJtнolIJеt{f{я мiя< дlrфсpенцiйoвнiстю та t{епеpеpв-
нiстю фyнкцiй, маeмо

9б
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(A.t * 0) э (Aи * 0) + (Ar.- 0).

Застoсyeмо т. 2 (п. з.2.2) ' fiiстасмo
( ' .. Al.\ |Ьу \

. l)',,= Irm .:l + l:: = 1",* a(Al)l =>

\ ^,t-"^u) \A' /

* (A.у = у,uЬЦ + a(Aи)Aи).

oстаннro piвнiсть, де с, r нескiнченнo малolo лpи Ьu -+ 0, пoдiлимo на
A.r i пеpейдeМo дo гpаницi пprr Aх * 0 ((Aх * 0) + (Ьu * 0)). Знахoдимо

Ay- ,Ьu Ьц,
I, = )',.,A* + ст(Aи) Ar ' у,'= у-,,,l7',.|

Звеpтaeмo yвагy I{а Tе' Iцo B pезyЛьтaтi застосування oпеpaцiТ tифе-pенцiroвання пeвноi фyнкцii однa фyнкцiя вiдo6pа>кaeтЬся на iн*у, 
'o6"oтaKa oпеpaцiя e oпеpатopoм. УpaхoBylоЧи т. 2 i нaслiДoK 3 т. 3 k\. 4.2.1') 

'Дoхоtимo BисЕIoвкy' щo опеpaтop дифеpенцiroвання лiнiйний.

4.2.2..Qифepeнцiюваl{}|я oсl{oвниx
eлeПлeнтapниx фyнкцiй

l. fiифepeнцiювaння тригoHoll{етрич}tих функцiй
1) f(х): sin х.
l Масмo

A.r
Z sln 2 сos

(. a.x \
.. lt'n 2 i A.v\l: 
]]i l ^- 

сos 
[.v 

* z )| = . . сos.\.= сos.Y.

| 2 ' 'l\/
oтх<е, (sin .r:), = сos .t. f
Ту' сKopистаЛися ПеplloЮ стандаpтHoю гpаHицею i непеpеpвнiстю

фyнкцii f(х) = сosх. Hепеpеpвнiстtо фyнкцiй *Ъp,с'ува',*е'oс" Й D,aлt,
не oгoвoploюЧи цьoгo.

2l f(х): сos(х).
Мaeмo (сos.r), = _ sin.r. (дrrв. п. 1).
3) f(х) : tan.r.
l Cкopиста€Мoся фopмулоro похiДнoТ rpобу:

(tаn.r), = (ч+) , _ (sin х),сos.r _ sinх (сos.r), _
\сos .v / соs,'.

4 2t4 
q'l

, A.v
'v,- 2



D-.

сoS2'{ + sin ' _ l :sсс2х.l
с()s-х

4) f(х) : сot .r,
Мaсмо

сos'.v

'(х) = sес .v, f(х) = сoSес .v.

(сot,t.), : _ 
#Т = - сosес2х,

(sес .т), = sес х tan 'r'

(сosес .r), = - сosес, сot .,.

2. frrфepeнцiювання лoгapифмiвнoТ фyнкцГi f(х1 = 16r"".
l Cпоuaткy 3aстoсy€'I\,IoJ{pVгy стаIIдapтIry граHицю, a пoтiм пеpеBедeмo

логapифм дo oснoBи e (|n е : l ). Мaсмo

(log,х), = lirn ((lоg,(х + Aх) - log.,.r),/Aх) =

. (r. .r+A.т\,^ |'. o'\,,o'
-= lim l |loe, 

--l,,A'к: 
lim log, lt + 

-l -
.!т+0\\ х ) .!r+0 "" 

\ 
.\ 

)

(, ar\''o' 1,. ar\''o' )t''=logolimll+=l :loSolimll+--:l I -""^''-o\ 'v) - \ 'Y) l
. rr 1, I I

= loglc. = - loguс| = ; ln ., '

llt
oтxе. (logn.t),= : log,с = ] й B окpемoм1z вllпаtкy (а = e) (ln.r.), =

=:. I
.Y

,II.ля знaxoдЖе}ttlя поxiднltх iнrцих функцiii Bикopистaeмo спoЧатKу
IlolIеpеД}rr логарифтurування вi.цпoвiДних виpaзiв, а пoтiм прaвилo дифе.
pенцiroвання сКЛaДенoi фyнкцii (4.5). Tакa гIpoцедypa нfl3Ив3eТьCЯ ;.IoГi-
prrфмiuн и шt,з ифеpенuiюва P{}l я М.

3..(ифepенцiювaннястeпенeвоТфyнкцif y = 'v., a € R.

Hеxaй .т.'>0' Toдi lnу=сln.t' i,,=*f. Звiдси у'=а:=
rJ'

= o } = а.t, -,, тoбто (.t.'), : .1.т" - '.

Якщо .Т.. ( 0, тo pеЗ)/ЛьTат буле тoй сaмий (лoгаpифмусt'lo _ 1).
4. .(ифepeнцiювaння ПoказHикoBоТфункцif у = a1'.

9li



ouевиднo' Ц{o 4' > 0. Toдi ln y = .ц 1ц

itбo 1;, = а. \n а.
oстaтoчнo

)', = ln с. 3вiдси у| = у|fl a'

(d'), : сi'|n a.

B oкpеr'roпrу виIlа,цкy, КoЛI1 ц: e' мalрtо

(е,)' = e,,

T;rкlтм Чиtlotlt' пopяд з функцiеrо 'f(х) = 0 ф)'нкцiя "f(х) = l с iнвapi-
{,ll{тнolo Iцoдo oпеpацii дItфеpснцirовання.

5. f,ифеpeнцitовання oбеpнeнllx тpигoHoмeТpl{Чttих фyнкцiй.
О, Функt1iя .r = Г'3) |rаЗuва€mься oбе1lнеtt<llo щaОo npямot функцii

'r'=.f('т), яксt вiОoбpсt'lict€ мнo*:Llltу X на Y, якu1o f ] вiОoбpаэкас l, на X iз
'. 

l б е p е х е н н я.м miв i с аllt oi, в i'0 n oв iО н o c mi мi :l: е.ltе.+t е l t m ам tl.

.l(fr-
у

Фyнкuiя, гpaфiк якоТ зобpaxенo IIа pис.4.6. t"laс оберненy, фyнкцiя на
plIс. 4.7 _ не Мae o6еpненoТ, 6o однoмy ЗнaченнЮ -t'вiдпoвiдаe 6iльцrе нix
oдне ЗItaЧеF{ня 'r (нa pис. 4'6.тl i хz). Нa pис. 4.б пoданo гpафiк мoнoтoннoi
(зpостаюuoi) функцiТ, на plrс. 4.7 _ I{е мoнoтoннoi. oтжe' спpавeдЛиBa
тaKа теopеМа. 

у

^
t>ис.4,7

T. 1. Буdь-яKа l,roнОпorItto lpoсmfirОt!сl .lц ,1|oнomoнtto cnаОнa функLt,iя
-\|Ц('' oбe рIr,е|tу ф1,tlкLчito,

Гpафiкr'l пpямoТ й o6еpнснoi фyнкцiй з6iгaroться, але якщo oбepненy
(l5,нкцiю зaписати y вигля.Цi )'= Г'в) ('v i 1'пoмiняти мiсцями), тo вiД-
nовiДнi гpadliки e .ItЗ€pкitЛьним вiдo6ра)ксttняI\f шroдo лiнil'y = .{ oДин
OДtloгO.

T.2. Пo.uidнi npst.lloI itlа oбepненoi функu,iti :;с| sLзсlнi сniввiОнoшeнням

l Hехай ), = .f(J) i .т = р(D _ в3аrмнo o6еpненi
скЛaденv фyнкuirо y : r(р(D). Пpодифеpенцiюемo
аpгуIllентoМ е .r. Trrдi згi,цнt.l з (4.б)

I

7 (4.б)

фyнкцii. Poзглянемо
ii пo y. Пpoмi;кним
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(у,, = f,,,. Р,у) =(l : y,'v . х,),) * [,,. : })... \- х')
Тепеp пpo лифеpенцiroвання o6еpнених тpигolloметpичних фyнкцiй.

{ля фyнкцii y:аrсsin х oбеpненою с x=siny' пpиЧoМy _+ 
= у <;

(З;l тсopе'!{olo пpo iснyвання oбеpненoТ фyнкцii). Пpoдифеpe',uio"'o o.-
TiiннIo i вpахуемo, цIo ДЛя вкaзаЕlиx знaЧеIIь сos y > 0. Маeмo

(.{,) = сoSy = {Г_ sifr = fi _,'; * 
(,,,. = +: #)

oт>ке,

I
(arсsin,), : Е7.

Aнaлoгiчнo

(агссos.v), : _ |/'{т__ хт 
'

(агсtan .т), = l t1| + .r2| ,

(aгссot.т), : _ l/1l +.r2 1.

oтpиr"taнi .цля oснoвних r-леМентаpниx фyнк цiri pезyльтaти 3BеДемo в

та6лицro, poзгля'цaloЧи вiДповi,цнi фyнкцii як склаДенi (вpaxовyюuи (4.5) ) .

Taблиця пoxiдниx

|'(Ii,),=сt|l.,_Ll!,, [*) = _\ ,,', \lu)':#.u,.

2. (а''), = o,,|n а .|,, (e',), : c,' .|, .

tt' -. lt' I ,r_ .-r, _ l!'
3. 1log.и)' : ,L (lo9oc) : ; ' ,i , (ln u, 

tr

4. (sin и), - сos u . .t'.
5. (соs .t), : _ sin rr . lr,.

,l
o. (tаn |r) _ , Ц' = seс,u lt'.

сos.и

7. tсоt |t\, = _ J. ,,'= _ сoseс,lr u,.
sin'lr

8. (seс t.), = sес u . tan ц lt,.

9. (сoseс u), - _ сoseс !. cot ll ll,.

10. (arсsin u), : (/|-Г_ t7 )u,,

I00



1 l. (aгссos Lt), - _ 1tt{t_ _ t7 1u'.
12. (.arctan u)' = (l/(l + u2)) - rt'.

13. (arссot |t), = - (|/(| + u,11 . tl,.
Pозглянемo кiлька лpиклалi в.

П. l' 3нaЁrтlr пoхiднi ф1'rrкLtiй
l) (.v,1 = .,2^ сos 3х'
I'Oзв.яз.tння. /,(х) = 1e2';,сos3х + е2t1соs3х), : 2с2'сos3.т - 3e}.sin3х.

^ sin]3.т
z| I(.\) = агсlаn l.r _ 

^,

Pсlзв.я3aнltя ./(*) = +--, - 
(sirl3.t),хз :!i,?Jх(хз), : 2 _

1+(2.т)2 - (.'.), |+4'2
* 2sill 3.t(sin3х),.хз - 3.т2sill23.r - 2 _ 3х3siпбr_3х2sin23.т

..6 r+4.r2 -.6
П. 2. Знаr,jтlr пoхiднv стt]ПeневO-ПoкaзнlrкoвoТ функцiТ

1 = (ru(a))"lr) = ut '

',,..,|oo.u.я3aння. 

Hехaйr ir(.т) > 0. Toдi,зaсToсoвYюqll;toгaplrфмi.rнедllфepeнuiювання,

ln у: уht a,

!.',:,'IItи+у!ri,,
-v'

-1" : rl

-t' : t,"ln uv' + vu' - | lt'.

Peзультa: бt,;re тtlir сaмий, ltкщо зaдaну функцi}о сlIOllaТкJ,проrlrфеpенцirоBaTи як с].e-
Ilt'llевv. a пoтi\' як пoKа3никoBv i ре.]}'JIЬтaти,]o.1аlи.

4.2.3. .Цифepeнцiювання нeявних фyнкцiй

Hехай мaeМo фvнкцioнальну залех(I]iсть l' :.f(r), абo y _.(х) = 0.
тo6тo спiввiДtlolllення Л(.т, 1') = g.

О. СniввidнolltеннsL Л(.v, l) = 0 вuзнQчtt€ Itе5lat|у ф1'ttкt1iкl у = f(х), як-
u1o F(.u, /(.v)) = 0.

Нaпpиклa.Ц, х2+ у,_ R2= 0вI'IЗнaчаеI{еявI{vфvнкцirо ),= _ YR,_.t,,
6o.r2 + (- {F:?)' - R' = 0.

Неявнi фyнкцii ДифеpенцiюIoтЬ як склaдrнi.

f"'tnr+l u'],
\'l l

''iv'tn, * r u''l,
\irl

t0l



D*

П. ЗнaЁrr.lr },', якщo х2}]
PО3в.язarrtrя. Мaемо

-.tз+2y=6.

2хуз _ зх21'2у, - Зх2 + 2у, = o,

,.12 _ 312У2) = 3х2 - 2-r)'з,

,, = i3.*, - zху31l12_ 3x2.v21.

4.2.4. flnфepeнцiюва}|}|я паpatueтричниx фyнкцiй

Т' !{ехаti

[х : .r(r);

lr = r(0,

t1рuчor1ух =.r(/),y = y(0 ОtLфеpеttцitioвнinpunевI1Ll'\t'aх(t) j|ra€oбеpl1ену

ф)lнкL|ito, ToОi

у,', : у,,/ х,t.

l Hеxaй oбеpненoro лля .т(r) с t = t(х). Пoбудyемo склaдеIry фyнкцiю
y = y(l(.Y)). Tут х _ IloЧатKoвиli аpгумеHT, ! - пpoмixний. Пpoдифe-

pецiroсмo oсTaHню функuiю.по х. .Ц'iстанемo

( l\
l'''=.rll'

у,.,: У,t' t,,: o',*= у,,/.v,,,|

4'2.5. Дифepeнцiювaння riпepбoлiнниx фyнкцiй

Гiпеpбoлiuнi функцiiду;ке схo;1qi нa тpигoнoMетplrннi. Тx rшиpoкo засто-
сoвyютЬ на пpaКтицi. Brrзнaчаrоть гiпеpбoлiuнi синvс, кoсинyс' тaнгенс тa
KoтангеIrс таK]

sh 'r: } {o' _ 
"-.). 

сh 'r: |ru' + o_'1,

th х : (sh.r)/(сh.r)' сth х : (сh.t)/(sh.r).

Hевa>ккo Bпев}tитися B спpа Bедли вoстi тoто>к нoстi

сh2.r_sh2.r:l

(вона аналогiчнa вillоlriй тoтoх<нoстi sin2.т + сos2х = l), а тaKox B тoЧKy'
IЦo

(sh х), : сh .t, (сh .v), = sh .{,

r02
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(АB = MB tan c) > (АB =

= /,('r)Д.v) + (АB = tLf(.r)).

oтxе, е e o.l1 е m p ull Н е m луJу| сl.t е t1 tt я Оtt ф е-
pенtцiала фyнкцiТ пo''lягaе B тoI\,Iv' ЦIo oс-
таннiй яBля€ сoбoro пpиpiст opдиt{атIt дo-
тичнoi Дo ДанoТ фyнкцiТ (нa pltс. 4.8 пpиpo.
стoм фyнкцi\ e lv,I, B, a дифеpенцiалoм .4B).

Cфopмyльoваний pезультат rЦиpoкo ви- Prrс. 4.8
кopистoвyють нa пpактицr.

З oзнaчення (4..7) BIlплиBae' щo вЛасTивостi дифсpенцiала анaлoгiЧнi
BЛaстиBoстям пoxiДнoТ. Hапpиклaд,

d(u + v) = dn * dv; d(ttv) = v4tt * u1v.

4'з. диФЕPЕHцiAJI. пoxiднi Й .диФЕPЕнЦlAли
Bищиx пoPядк|в

4.3.l. fl.ифepeнцiaл

Неxай фyнкцiя y = .f('v) дифеpенцiйoвнa B тоuцi .r. Toдi

'. 
^/(х),l:ч;=|'(х).

Зa теopемoIо 2 (л. З.2.2) МaсМo

(^f(х) \

I# =I,(х) + r/(A.r)| э (A/(.r) =/,('r)Aх+a(Aх)Aх)'
\ -'- I

r.oбтo пpиpiст функцiТ мo)I(на пoцaти у виглядi дBox ,цoдаl{кiв. otин зaле-
х<ить вiц A.r лiнiйнo, a дpyгиir мiстить степенi A.r, вищi зa пеpший.

О. Дuфеpeнцiалoм функцii назLlва€mbcЯ ?onoвна цсlcmuна i1, nptцoсmу,
лiнiй н а щodo n p up oc mу аp Z'..ii e н mу'

сl1l = df(х)Y7, 1.'с;o.,.

\ля f(х) : .Y мa6'Мo dх : Ьх. oтxе,

(сlу = f,(х)dх1 - ft,G) = *) .' \ " u*)
Poзглянемo pис. 4.8. З 

^^4АB 
мaeмo

l0З
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4.3,2. 3acтoсyвання дифepeнцiaлa

Зaстoсyвaння дифеpенцiала базусться на наблиxенiй piвнoстi

Ьf(.r) = a111*1. (4.8)

l. Hаблих<енi обчислeння.
Неxай вiДoмо 3lIачеЕ{ня,(.vо)' Toдi aля f(хa * fr) згiднo з (4.8) МасМo

.t(.vо + h) _ f(.ro) = cLf(.уо), (4.9)

абo
,f(.rо + h) = f(хo) + f'(хo)h.

П. 1. Biдоlrо, шro siп f = j . тгеба знайти sin [; - й)
Р oзв'язart ня. Зaстoсовvloчrr (4.9), знaхoдймo

sin,r,'r \ -.,-l-^^. /l''
l; 

- .] -sin u 
+с"' |,б],-о.s+sз.

i]ir r.aб.lrrцею синУсiB sin 33. : 0.544б, тoбтo знariденltii рсзу;rьтaт непoгa}tи}-l.

2. oцiнкa Пoxибки.
Hехай МасMo зале>кнiсть )' = f(.т), a х BиМipюCТЬCЯ 3 пoхибкoю A.т' якa

пprr o6uисленнi у пpизвo,цI,Iть дo пoxи6ки Ay. Зaстосoвуюuи (4.8) 
' 
дiстaемo

lA1I = tllt,l - |сlf(.u)| = |f'\.t)| lA'i.|.

П. 2. Знiuiти ве-l|иr{Iltl\' l.lO\ll6кlI tlplr oб.lltслсннi ln 2. l
Pl'зв.яза lIH я. oскiлi,ки.t:2.l. то ttoхи6ка OкруI..'IеHня A.t = 0.05' Toдi

1

|Arl : ,, .0.05: o.o2з1 .

4'3.3. Пoхiднi вищиx пopядкiв

Oскiлr,ки i{л я у = f(r) пoxiдна/, (-v) = p(х) с Деякoю фylrKцieю' тo iстoт-
нo пoстaвиТи пllтаIlн,l пpо i] дифеpенцiroвання. Пpихoдимo Оo 1pуeoi, no-
.tldнoi функцii/(.т). Aна,roгi.rнo IтpиХoДиlto дo пoI{яTтя noхi0нoi. 4oвiltьнoеo
/l()/)ЯdкJ.. тoбТo

dеf def
y,,: (.f,(.r)),, 11,,, = (.f,,(х)),,

Якщo фyнкцiяt заДана IrapaN{етpичI{о, тo

у'., - (у,*)'t/ Х,t.

fuIeханi,tнсt iнmеpnpеntаu,iя Оpуеa| no.riОнoi no'nяeаe в moму, щo maKa
noхi\на e npLlcKopеI1I!'..\1 |noL|KL!, яKсI pу.Ya€mься взdoвэt: mpаскmopii, ujo с
срсtфiкo.u Оанot функt4li. БезпoсеpеДIlЬo геoМетprr.lнoi iнтеpпpстацiТ дpyга

104
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noхlдHа не I{a€'' аЛе псBнi NlipкyBа}rlrя стoсoвнo Знака i з}lаЧенFIя у вказа-
нoМv напpямi гIо.цaмo пiзнirце.

Л' /1ля.t(.т) = sin х зlзaliти.tt,,)(.t).
I)Oзв'язallня. Мaсмсr

.i.(.r) : сos.': ,и (} + 'l
.f,,(.тl : _ Sit).Y : sin(..т +.I) : sin (z* *'),r4)

.r,,,(.r) : сos jr = .in [з } + .'l 
'

,/ t.'l : siIt.t: siл (2т + х): sin [+ * * .) ,\zl

.r{")1-t; =.in [n] + -tl.\-)

4.3.4' fl.ифepeнцia'Iи вищиx пopядкiв

dеf
О. tl',f(.r) = ct(d,,-If(.r)).
oтх<е, tt21' = ,1ц71''()) : r1(.i,("t)r1.;r:) = /,,(.r)(r/.r)2. У загальнoму виг,тя,ri

с1,,y = /,')1.v) (r/.r),,.
,звiдки

1"'1t1 = !i-r \'-, t п'
а,х

\ / 4.3.5. flифepeнцiал складeнoi. фyнкцП.

Hеxай ), - y(,/)' a u = u(.u). Пo6vлуrмо скЛадеrry функцirо 1' = у(и(.v)).
Tодi (якщo r{е N,{ох(лиBo).' -\',' _ !'' ,,)'' ',, А дифс.pенцi:lЛ нa6lrpa€' вltГля/цy

{lу = \,, ,,1', ' сtбo tl.r = f,(Lt)tlu,

тa6тo фoрмц |1еpIuoeo duферeнt1iсt..Lа 11е lQjLеxiLtttlt, вid nl(|e o, ч|l 6 QpёуJ||енn
llJ,ttкt$ii не3а',Lехt1oto эмirLнottl, чIl с в свoIo Itеpеу фJ'ttкL|icto d1l1'zoеo аpeу.
.\,t е I l rnу ( iн в tt р iан mнiс n ь фo р -lt u n е p Lu o? o О t t ф с 1l L, t t tцiсtл сt ).

21.'rя дифеpенцiaлiв BIIщих пopядкiв цс твсpд)<ення не Bllкoнy€'ться.
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4.4. тЕoPЕMи г|Po диФЕPЕHцiЙoBHi
ФyHкцl!

ПoДашro кйьKa вa)KЛиBиx теopеIi,r' якi e пpor"rix<HolоЛаItKoIo мix теopierо
i технiкоro дифеpенцiroBання тa застoсyвання iх IIa пpаKтицi, зoкpемa в
геoметpii.

4.4.1. Teopeма Poлля*).

T. Якщo функцiяу = f@) mаKа, щo
|) f e Сp'ь1,
2)fеWp,b1l
Ы f(а) = f(b)'

mo icнус хoча б oОна mаrcа moчKа c' с € (а, b), щo f,(c) = g.

I1) Hеxaй f(х) = сonst V хe |а,b].Toдif,(х) = 0 v х€ |а,b1iс_
toвiльнa тoчKa [щ b| @ттс. 4.9).

Pиc.4.9 Pис.4.l0

2) НeхaЙ f(х) * сorrst. oскiльки f € Cp,ь1, тo зa теopeМoю 2 (п. 3.4.3)

/(x) на6yвae нa Iа, b1найбiльшoго i нaйменцroго зI{aЧень' пpиЧoмy xoчa б
otl{е з IIих _ у внyтpirпнiй тoчцi iнтеpвaлу (внаслЦoк yI{oBи 3) теopeми
Рoлля) . Ilexaй f(х) нa6yвae нaй6йьшoгo зI{aЧеIlI{я в тoчцi c e (а, b) $vlc,
4.10). Toдi/(с + Aс) - f(c) < 0 як Д,ля Ьc < 0' тaк i Aс > 0. ПpиAс < 0i
Aс > 0 rv{aeМo вiдпoвiднo

/(с + 
^с) 

_ /(с) , n. ,f(с + A-с): /(Ф < о.Aс -v' Aс

B oстaннix неpiвнoстяx пеpейдемo до гpaницi (див' toве.цення пеprпoТ
стaндapтнoТ гpaницi (п. 3.4.4) тa oзнaче}I}lя гioxiднoi G'4)t. Маeт'ro вiд-
пoвiднo

f,(с) > 0' f,(c) . 0;

ypaХoByючи сдинiсть гpaницi, дiстаeмo/,(с) = 0"

--Б; л ь (1 652- 1 71 9) - фpaнцузькltй мaтемaтltк.
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Якщo,f(х) на6yвae найменrцoго знaчення в тoнцi с' тo дoведенtlя теo-
pеNrи al{алoгiчнe. l

Усi yмoви теopеми сyттевi, зoкpеМa непеpеpвнiсть. .П'ля f(х) = lхl нa
f_ а, а ] тouки c, дe f,(c) = 0, не iснyе.

Гeoмеmpuнне mлу7|аченнЯ mеope.r'|u no''L'.Zaс в mo.|P|у, u!,o нa zpaфiку
функцii, яка заОoвoльн'L€ у']|loвu meopel|L|' icнус хoиа б oОна moчKа, в якiti
Оomuчна Оo zpафiка nаpаJIельна oci Oх'

4.4.2. Тeopeма лафaшка

T. Якщo фунrcцiяf(х) mака, щo:
\)f€Cp'ь1,
2, Iеw4,b),

mo iснус хoча б oОнa mака mОчKсl c, c € (а, b), щo

абo

IФ) - f(а) l

/(с)=--b_o '

f(b)-f(а)=f'(c)(b-а)

(4.10)

(4.1 l)

( фopмулаJIаfpанха).
l Hеxай/(х) задoвoльняe yмoви теopеми. CклаДемo piвняння сiuнoi,

що IIрoхoДить чеpез тoчки ,4 i ,B (pис. 4. 1 1) . Bикopистаемo piвIlяttня пpямoi
(2.З\ , якa пpoxoДить чеpез tвi тoчКи А(а, f(а)) i B(b, f(b)):

у-f@)
f(b) - f(а)

х-а
D-сI

Звiдси

. х_сl,..''

'' 
= l\а) * ь _ ov\b) 

_ ]\а)).

Пoбyлуeмo дoпoмixнy фyнкцiro .Е(.r'), яка
яBляe сoбoю piзницto lrix opдинатaми /(х) i
op,циI{атaми сiчнoi

I

I

tt (6)

I

Л(х) = f(х) - у = f(х) _ f(а) - V(b) _ f(а)).

Фyнкцiя Л(х) задoвoльIIяс ylr{oBи тeopеми Лаfpaн;ка (Тx зaдoвoлЬIrяють
('т) i лiнiйнa функцiя y), a такox yмoBy F(b) : F(сl) = 0 (згiднo з пo6упo-
вorо Л(х), пpoте цe мox<}Iа пеpeвipити й безпoсеpедньо). oтxе, Л(.r) залo-
BoлЬIIяe тeopемy Poлля, a це oзнaчar, що 3 c € (а,6) такa, Щo Л,(с) = $.
ЗнaйДемo пoxiднy

х- a
b- 

"
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ЗBrtKи

Poзглянемo геoМетprшне т"IТyМaЧel{rrя теopеМи. З 
^АBC 

маrМo |an а =
f(b) - I@\:'-; 

-;- 
! пpoте |ana:,f,(с), тoбто дiстасмo (4.l0) i (4.ll). Оmz<е,

Zeo.меmpuчне mJlу.l||сlченнЯ mеopе.l|4u JIаtpанха noляeсI€ в mo,h|у' щo нсI
еpафiку функцii|, яка заОoвoльt|'I€ на nевнo'|,|у iнmеpвалi у.\,|oвu mropеIru,
iснус хoна б oОна mаK(t mОLlKа, в якiЙ 1omLшна Оo zpафiка функцii nаpа-
лeль|rаcittнit.t, щo npoхoОttruьчеpeэ KpаtiнimoчкLt epафiкафункцii"наtчьoму
iнmepваlti.

ПpoкoментyeМo Дoсить сиЛьI{е твеp,цхеI{ня (4. 1 1) . Як вiдoмo, Ьf (х) =
= df(х), а це }{oxнa заI1исатlr у виглядi

A/(х) = f(b) _ f(а) = f,(а) . (b - а).

Maемo нa6лихенy piвнiсть, а piвнiсть (4.11) тoчнa1 &'Ie ToЧKа с tlекoнст-
pvкTIIBI{a (теоpемa Лаt'pанх<а стBеpДхy€'' ЦIo BoItа лиtше iснyе).

Фopьlyлy Лаt'pанх<a наЗивaloть фopм1,лоlо скiнченних пpиpoстiв (у
piвнoстi (4.10) нi (b _ o), нi (/(D) _ f(а)) t{е IlpямyютЁдo нyля). Tеopеlry
Ла1pанxa з oгляДy на ii глибинy i ruиpокi зaстoсyвaння нaзиBaють ще
oснoBIlOIо теopемolo дифеpенцiаЛьIloгo числення.

4.4.3. Пpaвилo Лoпiталя*)

T. Якщo функцi| f у{.t) i f,(х) mакi, щo
1) /r € C1ro, хJ , ft € Wqху х) ,

2) fz е C1хo' х] , fz € Щхo, -t) ,

3l Л(-ro) : -fz(.ro) : 0,

ц.|2)

Л,(х) = f,(х) _'*4P,

(.',., : r'(c) -'#= o) * 
t',n 

= 
t#)

mo

ti,n /,'!'J = tim /-{Q,
' -,.o.l:(.Y) ' - х6! z\х)

ЯKщo oсmання zpанut1я iсн1,с.

------тт-, У lб96 p. вийtшtoв пeprший пiдpунник з дифepeнцiaлЬнoгo числeння <Attaлiз нeскiн-
чeнllo Maлиx>, нaпиcaниЙ Г.Лoпiтaлeм (16б1-l704) зa ЛeкцiяМи Й.Бepнуллi. Пiдpv.rник
вiдiгрaв вa)к-.lиву рoЛь y poзвитКу мaтeмaTики. Tут вr'reprпe бyлo виклaдeнo спoсi6 рoзкриття

- i0\ . /*\нeви3нallенoсте* |n I i l:] tпpaви.ro Лoпiтa-rя), oснoвнa iдея якoгo нaле)кить Й.Беpнуллi
wi \*/(lб67-1748). oцrrbйу з пpеДстaвrrltкiв згaданoi poд}1ни Бepнyллi.
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Cфopмульoваt{У теopеМy HаЗиваIoть теopемoю Лoпiтaля, a пpaBI,Lпo

poзкpиття неви3наЧен*'' 
{,3) 

за ,цoпoМoг\Jtо цiei теopе мrа (4 '|2) _ пpaви-

.rоlr Лoпiталя.
l Зaстoсyвaвши (4.l0) , дiстaнеlro

/L(х) _ /'(х) _ /'!*.? 
= 4щ+ . Cr € ("to, .r), с2 € (.r9, х).fzG)- f,(х)_/2(.Y',) I'э(c2) 

r LLg

Пpoте наспpавдi викoнveться 6Йьш тoнкий pезyльтат' a саме

/t(х) _ f,{с)
/z(х) f'z(c) 

.

Пеpейrшoвurl{ в oста|lнЬому- спiввiцнoцrеннi ,]о гpанишi пp}l x + Х6, М3-
тиlt{еМo G'|2).|

Зayвaя<ення
|' П p o в tс,to Л o t I i tttа',t я .1 l o'K |1 Q :1 а с I|I o c o ву в сl ||| u n o в || | o p н o.
2. Засtпocуваrtня ,lpавuJtr Лс,lttinоля не вaклIo|1ас З0с||Ioсува|1|1я сmаtк)аplnнuх Zpанццb

1 | l LI i 1 l u l L|.\ с ttoсoбi в po'K p u t|l |lI я н L' вI l зt l u,!е l ! oс|||е Й.

З' За dono,ltoco|o |lpaвIl'1u jIoпintаля 
'1o,<|ro 

poЗкpuваllпt it iнtui t1евuЗнo|rе|loctlri {] -
б(з|locеpеонI,o, iнttli _ ttiс.lя ltевtttl-х ttеpеnrcopень) '

fI. l. Знaiiтlt гpaницi
sin Y

tt lim Il'Jl 2) lim (-т2 lll .т)l 3l lim х.in3. = a.
.v+0 "' r*0 1+0

oскi.rькtt всi гparrиui вi,lпLrвitrttIlк вi:tнolшеttь пoxi1них iснr'ю1ь' Тo poзIt.язaнI;я всiх пpи.
K.];t.]iB ltисаТиvемo у фopмi

' .ir(.r') . ,fr(.т)

i * цor!{.т) r. tgr 2(.t)

stll .т

.r*f) l(
/0] ' с()s.\.

lбJ 
:.'],1-: 

';
I

2) tim (.т2Iп -т) = (0 . -) : jim !Ч: |/*) : 
'.* 

-j: =
r+tl r.lt l/-т2 \-/ ',-*.о_ 2

t2
-]im]=s'

.r3

3) ri = lim.]rsin3'{- 1о0;. tn с: ln lim -r-sin.]-r_ liш 1sin(3.т,1 
.In.Y) : |im 

sin(3.т)..ln -т.3-t

.t-0 .r+0 .{+{l {+0 3.1

= liпt (3.t lп -t) = (0 .) : (l'
\э0

.|.r'-r 
вltкopисr.ано гi самi мiркr,пaння, ц1o ri r' пplrк-'laдi 2).
oскi-lькrt lп с:0' то rr: l .
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4.4.4. Фopмyла Teйлopа*)

i'Hьютон пoстaвив пеpед свoiми yЧняN{и K'Мaклopeном, Е.Teйлopoм
за,цaЧу пpсl апpоKсимацiю (наблих<ення) фyнкцii мнoгоЧЛенoм. 06идва
tllатеМaтики poзв'язvвaли ц1o задaЧy незалежнo oдиI{ вiД oд}roгo' пpoте
oднaKoвими МетoдaМи. oтpимaнi ними фopмyлlr вiдpiзняrотЬся в деталях.
HaвеДемо Тхнi мipкування.

HехalYr Мarмo МнoгoЧЛен rl-гo стспеня

f(х) = P,(х).

Запиtшемо цеii мнoгoчлен за зpoстаюЧиМи степеня},tи piзницi.{ - .vo' де JrO_ Дoвiльна тoЧкa з R, тoбто

P,,(.r) = q,c + Q\(х- .vо) + аz(х _'ro)2 + аз(х -.rо)з + .'' * а,(х_ лo)n.

Зна iiд емо невизнaЧ енi к oефi цiент |1 a i. |уI aс.\r o

P/,(.v) = ц*2а2(х -.'o) + Зщ(х-.'o)'* ... * nаn(х - Лo),-',

л,,;(.r) = 2аz * 2аз(х _.'u) * .,. * n(n - 1)а,(х _ Xo)n-2,,

p,,i,(х):3.2аз + '.. + п(n - |)(n _ 2).r,,(.r_хo),,-,,

Р|i'', = n(n * 1)(n _ 2) ''.2.|аn, лf,k'1.v; = 0, k> n.

Звiдси

Р,,(.то) = Q11' Pi,(.Yg) : ,,'' P',,,('Yo) : 2Qz,

Pii ,(.т.,) = 3!rrl,..., PlJ,,(.to-) = n|.Q,,.

Наpспrтi'

40 = -1)r(.t0), .zr = /':,(.rr)), or:'#l , ..,

T"oai rш1,кана фoprulу -rlt д.пя P,,(.v) на6иpaе виг.TядY

Pр(.ч) - Р,,(.r0) + Pi,(.{o)('V - "то) * ,-+o(х *.vо)2 +

+ ... + sР (.r *.т'.;,,

pli,,(.ro)

'ц!l_ tl,.

(4. l3)

.) 
Е.Т.,.i.'. .,,р (t698-l746),K.lf aк-.lоpен (l685-l7Зl) 

-анг.тifiськi мaтеrrатrlкlr

П0



[е i е фopмулa Tейлopa Д-Ця MliоГоvленiв, а фopмyлa Маклopена - ii
окpемий виITадoк пpи .ц = 0, то6тo

Pu(.r) = P,,(o) + Р,i(0)х *,,+Р).r2 +... + 
Рl,,'{0) .,,. G.|4)ti nl

fi.oвiльнy фyнкцiro (не многочлен) не !lo)кнa пo,цaти зa дoпoмoг0lоскiнченнltхтyм (4.l3; a6o (4.|4)" ГIpoте такy фyнкцito мoх<на пoдaти зa
фopмyлoro Лаflpан>ка на [.t6, .t ], тoбio

f(х) =,f('tо) + f,(с)(.r - Jro), с € (.v6, .r)'

:е.f,(.v) обчисленa в тouцi с' a нe.r0' як в (4.l3). iстотнo вBаxати. Iцo

f(.u): P,(х) + R,(.т),

:е P,,(.r) як в (4.13) aбo (4.l4). R;)(х) нaзиBають залиlI]кoBим членoМ
вiДпoвiДнoТ фopмyли. Лat'pанx дoвiв' щo кoли /(.r) мae n * l пoxiднy, тo

R,,1.r1 = ffi (.т _ ,ro),,*,, с € (.ro' .v) 1(.r. .тo)).

iснують iнIпi фopми Д,тя R,,(.r).
Ko-ци ввaх<атИ, щo 0l : l' тo фopму,ли Tейлopа i Маклopена iз залиu:-

кoвиМ Чl.IeНoМ у фopмi (4.15) на6иpаютЬ вигЛядv

1t

Л.\.) :' +Р 1'v 
_'r.,)i * !_!\t(.т _'\.',),,*l.

'' 
(l (п + I): .-.

/r.,) =u!" +.'.^ * l,-|19L 'Y,,.. с G (.ro, .r).

П. Подarи зa фopмyлol<l Мах'ttlpеttl
l) /(-\.) : е',z) flх): sin.r.3) {,т) : сos,{.
Розв'язartrrя. l) N{аемо]iO) :/,(0) = =f,,)1о;: с0 = l, '/,o11.1 =.,..
()гже.er: l *.r-*-Ё- n#+,{ц..,,.l
().tевltдltо t,L - l * .' * +'тrl6тtl ексгtortеltlua.тьttу фvttкr1iItl замiltи-,rpl парaбo.,loю.

2) oскiлькlr (див.4-3.3l ./,,l1.ц1 :,i,' [,.}. ,j , ,n.li-o) = 0, i,(0): l,-l.,,(0) = q,

--*_h.%
. I]iд аtrг,'l. геs1' res!tjt:i: 

- nс|tJ.гii.



\ -, 
&-i*

:l $;ff:t. l'- W "-$a f

'з sinlr{ 
'in[n{+.}

'i',,(0) =. ].... звi:кlrsin.т:.v-; +... *- 
^...,,+-fl=ff./*l

Oт;ке, дiстaемO, flaПpl,rк.цa;l, sin -Y : .т, sin r : х - *.
3) Мaемo

..2 -.r .o, , { .o. f,, { * .l
сo5.т=' _т*й* *_,,.х, +-fr *fr./*,.

Зaмiнa ДoвiJ.lьноi фyнкцiТ лiнiйнoю Ilа3иваеTЬся лiнеаpuзацiсю цi€i
фyнкцiТ. Лiнеapизацiro фyнкцii lvro'(нa Rикo}tати' Зoкpемa' зa дoпoмorою
фopмyли Tейлopa TIpИ П : 0 (власне, фopмyли Лаfpан;ка).



P03Дiл 5

3Aст0сyBAHHя пoxiдHol

5' 1. ДoслiДжЕHl.|я ФУHкцiЙ
3A ДoпoпЛoгoю пoxiднol

За .]oпоМoгolо похi:ноТ }t{o)Kнa BизнаЧити багато слементiвповеДiнки функцiй.

5'1.1. Moнoтol{нiстЬ фyнкцiй
T. Якщo f €W(а,Ы, тo .f(.r) зpoстae (спадас') вa (щ b), кoлlt V .rGr' Q' b), f'(х) > 0 (/('v) < 0).
l Hехай .Yt 1 Xz _ довiльнi тoЧкI{ з (а, b)' Зa теopеr,torо Лаfpaн>кa

f(хz') _ /(.v'1 = f,(c)('v _ .ti), с € (.r1, .т2).

oскiльки .t-z _ "{r ) 0, тo sign ((.u) _ /(.v')) : sign,f,(с). oтxе, пpи
{1! '0 .мaсп,ro ^f(.u>) 

_ r(х,) > 0, тo6тo f(.u) > i(*i),' iв) зpoстa€'.
б,иIIaдoк /.(.Y) < 0 poзглядаспro анaлoгiчнo. oскiльки pе.y,IIЬтат Bикo-нvCтЬся )ля дoвiльни к .vl i 'Yz' тo вiн сrrpaвеДЛиB ий Для BсЬoгol}IтеpваЛy (а' b). I

. Пpопoн1zсмo самoстiliнo сфoprrlyлЮвати oбеpнене тBеp,цжсI{ня.

5.1.2. Екстpeмyц*) фyнкцiй
О. Toчка х0 На3LLвQс.||1ьсЯ moчKoю 'маKL:LIмуму (;ttiнiлtуl+tу) функцil'f(х), якщo iснус mакuЙ oкiл (Iхo, ЩО V 'к, € {J|o tp,..s.il

f(u) -,(.'o) < 0 (/(т) _,(.Y0) > 0).

Tеpмiни <<Мaкс!IN{vN{> i <<мiнiмум>> o6'еДнyюTЬ ,.Гfll-'ЬHИм теpмiнoм
<(екстpеМyМ>>.

*.,']'.Y:.""я фyнкцii в тoчцi екстpеIlryМу нa,иваIоть екстpеIn'yl,IоМсрYIrкцlr.
|. HеoбхiОнi умoвtt еKсmpе"||tу'||4у
З теopеlrи Poлля бсзпoсеpеlнuЪ u,l.,,,,"oс' тaка теopеN'a'----*^-, Biд .qат. ехtrema - Kраiilliйl.
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l*'J" ЖР' 
' 

r" W "т,". :..Ё;

T. l 1Фepмa*)). Якujo f(.r) 1цфepeнцiЙoвна в oкoлi |tloчrcu
нсtб1,13C16 в Lt,iti mouцi екcm'pему'му, mО /,(хo) : 0.

D

хal

х0х
Pис.5.i

Хoх
Pиc. 5.2

Cфоpмyльoванi yмови не € дoстaтнiми.
У цьoму llroxнa BIIеBIIIIтIIсь' poзгЛяHyBIIIи
plrс' 5.3.

To'tкLl х0' в 
'IKL\.\ 

I,(.to1 : 0 ltсtзuвсlromь
с' t t.t сt t;i ott аp н |l.t.| u, бo tц, в ud кic m ь з м iн u фу tt кцii.
do1liвнtoс ttулto i вiОnoвiОнLtй ||poцеc в mouцi
:|:nuн'l€mьcя, Bci mОчKIl' в 

'LKuх ф',нкцiя
.uoже ttаб1'mu еKсmPему.I|у, нa,?uвaIОmь KРц-
nILlчнLlмIl moчKсt]|.l функL1it'

Tеopемa Феpмa Irе RlrЧеpпye Bсiх ваpiантiв тoЧoк' в яких фyнкцiя
Мoже нaбyвaти екстpеМyму. .Ц'етaльнllЙ" aнaлiз pис. 4.5, 4.l0, 5.2, 5.3
Дar 3}1oгу сфopМyлIовaтvI TarкУ теopеIlfy.

Т. (неoбхiднi yмoви eкстpeМyмy). Якщo функцiя f(х) набувас в
moulчi х0 еKcmpему.]|4у| mo абo f(х) Оuфеpенцiйoвна в цiЙ mouцi i
modi f,(хg) = Q (pис. 4.10), абa не \uфеpенцitioвна, moбmo абo
/,(.тt.) = ф (pис. 4.5)' а(lo х< f'(хo) нe iсн1re, (pис. 5.3).

lrtr

6

tfi

it
**
fl
tr
i*
EЕl,
Е
f,

*

r

il
ю

Е

*Е
*.

lH

Рrrс' 5.3
2. loсmаmнi 1'мoвu еKсtnРr!u)'.му

T.2 (пepшlа .цoстaTня oзHaкa еKстpeМyмy|. Якщo функt\iя у = f(х)
duфеpeнL|tioвllсl G )еякo,ttу oкolti кpumlrlн,o[ moч,Klt .Yri i f'(.r) змiнtoс
:jнaK пpI! nepехoОi LLepет .Y: хo, mo f(.r) мсtс еKсmpе'|)|I| у t1iti moицi,
t|рL|tlo.|||у ЯKщo npu nеpе.х,odi злiва наtt|lавo 3l7аK f'(.r) з.t'tiнtoсftLься 3
k+, l1Q <_D' mo мaKсLl.\|)'"l-|, ЯKщo навnаKIt, - лtiнiму,ltt.

-Cпpaвдi, пpи пеpеxoдi uеpез кpитич}Iy тoЧкy ,{0 пoxiДнi фyнкцiй,
зoбpаx<ених нa pис. 4'5, 4.10, 5.2, змiнrorо'u iнак i фyнкцii-Мaloть
екстpеМyМ (максимyr'l). F{а pис. 5.3 тaкoi змiни немаr' вitпoвiДна
фyнкцiя I{е мa€ екстpеМyМv.

T.2 (другa дoсTaтня yМoBa еI(сTpeN{yМy|. Якщo функtt,iя у = f(х)
ОвfuLi 1uфеtlенцiiсtвна в moutt,i.* = Х0l npuчo]iу f'(хo):0, с /,,(.то) * 0 i
.f,'('u) нenеpеpвнa в oкo'ti moчKll .g = '{0l mo в ma|цi х = .to f(.r) "цас

, П. Ф е p М a (l601-iб65) * фpa}lцузькI,tii }laТeМaт}rк. .ЁТo'1' нaле;кить
зна}lеI{rtTа ].eoре\rа; <.Рiвttянrtяl -\.'l +,tl = z', ttppt tt > 2 i,т-vz * 0 нe N{aс рoзв'язкiil },
rii'rlt-'; чl,lс.'laх'''
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еKсmpе.]|4у,j||' npuчo.lrу .I4.а,KcuJ||у"u' яKщo f',(.Y0) < 0, i мiнialум, яKщo
/,,('tо) > 0.

l Hexай у : IG) зaДoBoлЬняe yмoBи теopеМи. Запиruемo фyнкцirо
зa фopмyлoro Tейлopа так (4 : |;.

f(х) = f(хo) + f,(хo)(.\_ ..o) *,:P в_ .{o)2, с € (.16, х).

oскiдьки /,(xo) : 0, тo
f''(c\

.f(.т) _ -(.тo) = ? (, _ ..o),.

Уpaхoвylovи }Irпеpеpвнiсть /,,(х) i тeopему пpo збеpе;кеIlня зIIaкa
t{епеpеpBнoi фyнкцii (т. 1' п. з.4.3), МaтимеМo

sign (/(х) _ /(.то)) = sign V',GD = sign V',(хo)).
Tепеp Дiстасмo (aналoгiчнo flp|l /, '(хo) < 0)

V,,@o) > 0) * (/(х) - f(х,') > 0) + (maх f(х) = /(хo)). r
Poзглянvтий екстpемyм I{азивaIoTь <<лoкалЬним>>, fu вiн xapaктe-

pl{зуg пoведiнку фувкuii тiльки в oкoлi Деякoi тoчки.
З. HсtЙбiльtце i наtiltеHluе 3нсlчення фуttкtt,ii'
Пpoанaлiзуемo гpaфiк фyнкцiТ, зoбраxеноi IIа pис. 5.l. Згiднo з

циМ гpaфiкoм Для функцii, зaДанoТ нa зaМкненoМу iнтepва,тi.
]rfaксимyМ Мoх(е }Iе 6ути найбiльurим знaчеItт{яМ (це стoсyeться
мiнiмyмy Ta найрtенrлoгo значення). У цЬoмy pазi тpебa знaйти
кpитrtuнi тoчки фyнкцii, вiДiбpатrr тi З ниx, якi належатЬ ДанoМv
iнтеpвaлy. Пiсля цьoгo тpеба тlaiiти з}IaЧеIItIя функцii як в тoЧкax'
якi зaлиruиЛися' так i в кiнцевих тoчкax iнтеpвалy. Cеpед здoбyтиx
зIlaЧенЬ вiдi6paти нar.r6iльlпе тa нaliменrце. IJ.i знauення }lазивaЮтЬ
ще глo6aльним мaKсиМyМol\4 i мiнiмyмoм фyнкцii.

BвеДемo тaкi пoзнaЧен}Iя: 
'Ta1./(*) 

_ най6iльIUс зt{аЧеннЯ f(х)
нa |а, b1; min /(х) _ нaйменrце i"аче""o f(х) нa Iа, b1,

х е 14. р|

П' ,Цослiдlrтlt нa eксТpe]ЧуNl i монoтонltiсть
rrаliбi"'tьulе й llaймeнrпе знaче}lня .f('t) нa [0' 2]

Розв,язання. oчeвиднo Х: R, Мaемo
.tl = - l.хr = l. тoб.rо {_ l. t} С R. ToЧки .rl
ti.l Тpll iнтeрвa-lllt (plrс. 5.4). 3нaк гloхiднoi в
K'JжItо\,'у iнтеpвaЛi визнaЧиМо зa i.i.знакoм v
буДь-якili тoчцi цьoгсl iнTeрвaЛу, взявtIIи' нa-
;lрtlкЛад! f (_ 2) > 0' /,(0) < 0' f,(2) > 0. Ha
oсн0Ьi вifпOвi.1нltx теopс\4 пpo мoнoтoннiсть i
екстpемYМ функцii мaeмо:

/f пplrх€[_m,*l] iпpи

функrtiro /(.т) = хз - 3.t + l. 3нaiiтll

/(х) = 3х _ 3. oтжe' /(-т) = 0 np,'
i .т2 Дiлять oблaсть вrrзнаvення /(х)

-f I A

Plrс. 5.4

r € [1. m);

/'t пplr.т€ [_ l' ll;

ll5



L

maх.r(Jr):.(_ l):3' miп/(.t):i(l): _ l.
П-Ioдo нaiiбiльrшoгo i нaiiмеlttloгo 3нaЧeнЬ' тo, oскi.rькrt {_ li e [0, Z], дoсить

знal:rтrr,f(1) : _ 1' /(0) : \' l(D:3. oт>ке,

шaх "(.т) : I(2) __ 3' min /(х):i(l): - l.
,Y е l0' 2] r€[0'2]

5.1.3. oпyкпiсть i yrнyтiсть фyнкцiй

B oсI{oвY настynного o3нaЧенI{я пoкЛа:lснo спoстеpеження наД
гpафiкoм функuiii, зoбpа;кених I{а pис. 5.5.

О. Фунrctчiя t|аlllвQ€mьсЯ onуKлoю (!zн1,,n,,o, на iнmеpвалi, якщo
всi moчKц Ii ?pсlфiKа ле:t;tlftIь нu2|'че ( вuще ) mОчoК Оomttuнuх,
пpoвedенuх 0rl еpафircа функtчii в Ko,i|tiLi moчtчi iнmepвалу (кpiм пoнoк
domuку),

KоpистyвaтиМеМoся пoзrtaЧе}lнями П, U вiдпoвiднo ,цЛя oп1,клoстi
й угн1zтoстi.

T.|. Heхаtt функtt,iя У = fG) Овi'ti
ОttфеpенtчiЙoвна нa h, b). ToОi f (х)
onуKла (уzнуmа), ЯKщo f',,(х) > 0
(/,,(.r) < 0) V .r € (o, b).

l У Дoвiльнiir тoчцi .ro € [ru, b l
пpoвеДеN{o ДoТ!1Чну дo гpaфiкa функцii
} : ,r(.r). I\{атltпlемo

Рllс' 5'5 ], : fl.rо) + /,(-tо)(.t _ .rо).

ЗitпиIлемo /('v) y вtrг.rядi фоpпlvлlr Tейлорa (n : l)

.f(.r) :.f(.тo) + /,(.ro)(.т _ ."o) * l*Ф 
с.* 

_ .т.,)2.

Poзглянеt'to piзницrо

t. -.i(.y) = - /"+t) (.r - .ro)'.
L

ouевиднo, щo
sign (у _ {.v)) : sign (/,,(с)).

Hехali.f',(х) >0 V.r'€ [с.6]. Toпi f,,(с)> 0 i.y_tl.v)>0, а6o
.l. >.f(.v), тобтo /(.r) vгнvта на |а, b7. Aна,.lt.lгiчнo й ,ц,тя /,,(.v) < 0.
oскiльки .v0 Bи6paнo Довiльнo, тo TеopеМy ДoBеДеI{o. l

o. To.|K(!, в sLкiЙ фJ,ttкцiя з't+tilttoс t.lп1'клiсmь на 1'енуmicmь
наlILва€mься mo,iKorr> п-еp(!?lrну фунrcцi|.(на prrс. 5.5 це тoЧкa.t : .т ),

T.2 (дoстатHя yl{oвa пepегllну). Якщo 1,,(хo) :0, - абo не iсн5'с
ii,'(х) з'цtiнtoс тнaK npu nере.roОi чlpе3 'Y0' mo.\о с moчKoto nеpее|llr!,
.f( .u ).
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Я*Щo функцiя 1' = /(.v) тaкa' щo "/,(хo; = f,,(хo): ... = /n,(*o, =
= 0, а /,,*.,(.'u) * 0, тo, дЛя Toгo Щo6 з'ясyвitти' Чи €' тoЧкa.Y6 тoЧКoЮ
сKстpеМvМу а6o тoчкою пеpeгинY' слiд звеpнyти yвaгy нa паpнiсть
.lи непapнiсть л (Дoвести цr мoжнa зa ,цoпo}1oгoro фopмули Tейлоpа
з вiдпoвi.]нt,тМ ЧисЛoг{ ч.rенiв).

5.1.4. Aсимптoти фyнкцil.

Цсй пvt{кт не пoв'язаний з дифepенцiальним ЧиспенtlяМ' aле
дOпoBнюс пoпepс;ll|ю iнфopмar1iю пpo елerиентlr пoведiнки фyнкцiТ.

У п' 2'l..'4 6улo дaнo oзнaЧеI{I{я aсиМIIтoти i poзглянyтo aсиМптoти
гiпеpбoли. /I'ля дoвiльних фyнкцiй pозpiзняЮтЬ Bepтикальнi й пoxилi,
Зoкpема гopизol{TaлЬнl iiсиМптoти.

У paзi BepтиKaЛЬнoi асимптoTи .т = .{o МieМo

lim /(х) = cс
lфx0

а6о xoчa 6 npи х+.trо_0 чи х+.тo*0.
Пеpейдемo to Лoхилиx асиT{птoт } = ll.r + D фyнкцii у = fG),

Пpи цьoтntу oзнaЧе}ltlя aсl{мIlтoти еквiвaлентне тoМy. ruo /(.r) _ v .+

* 0 пpи 'Y + oo. Toдi мaтимсмo

fim (/(9 - k.x - D) : 0, (5.1)

iluo

| |f(v\ д\\
linr I.v l"'-' -t-:l I =0.I-"\ \.r х))

Звiдси

I h I /ft-rl \
l linr: = 01 lim
\'**.v /.."\ х 

)

oтхе,

k = lim ДD . (5.2)
' t*. 'Y

З piвнoстi (5.1) знахо.1И1!{o (пiсля Toгo як знaйденo ft)

o = lg f(.r) - ,t.r). (s.3)

3аr'вaжclir{я. Ilpl't:зtraхrlджettrri ,( i15 зa фopvу;raми (5.2), (5'3) мо>кllа дlсТaвAт}'
рi:tнi iх знilt|oll}lя прl,1 '{ + - х i .т + ф, гобтo фvrrкцiя Мoже va].'l двi piзнi rlоxlr,ri
il.}l\lll1(tl.ll Пр}! .т+ _ m i '\ * ю.
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ffЙ

W

nп

'1.,
lft

De

fl. 3нaйти aсимптoти фvнкrtii ,,r, _ '2 
+ 2* _ | 

.х
Poзв'язaння. BeDтlrкaлЬнa aсимптoтa х - o. .IIля пoxилoТ aсиМптoти МaeМo

t/*\ -2-r--l , (*2-Zr-t '\ 
^(.= Iimдз.= lim:_:{-_= 1' о=IimКх) - к.\)= l,m l_-------Т--.Yl =2.r** I l+ф х, l+ф ..*-| хz I

тo6тoy:х+2' \ /

5.1.5. 3aгалЬна сxeма дoслiдх(eння фyнкцiй

oДним iз спoсo6iв пoбyДoBи гpaфiкa функuii e йoго пo6yдoBа <<за

тoЧкaМи>>. Cполyuarоuи ЗнаЧеItI{я фyнкцii на дискpетнiй мнoxиIri
3нaЧень apryIt{еI{тy (сiтцi) ' Ivroxнa tiстaти 6уць-якиЙ peзультaт (pис.
5.б).

.{ифеpенцiальне ЧисленIrя дae з}"'оry o6'eКтиBнo вiдтвopити гpафiк
фyнкцii iз з6еpеxенIrяМ йoго xapaктеplrих oсo6дивoстeй.

Cхема 0сlcлi0экення функцii.
1. ЗнахoдиМo oбласть визнaчення Х

фyнкцii.
2. Пеpевipяeмo фyнкцirо нa Ilеpio-

диЧIliстЬt пapнiсть' непapнiсть. У paзi
Hеo6xiдHoстi знахo.цимo xаpaктеpнi тoч-
ки гpaфiKа' напpикЛа,ц' тoЧKи пеpетиI{y
3 кooptиIlaтниМи oсями.

3. Знaхoдимo /,(х) i кpитиuнi тoЧки
f(х).

4' Знaхotимо /,,(.r) i кpитиvнi тorIKи
/,(.т).

5. 3лo6yтi ta}Ii 3BoдиМo в тa6лицIo'
з якoi дiстаемo iнтеpвали Мoнoтo}lнoстi та oпуклoстi чи vгнt'тостi, а
тaкo)K тoчкll еКстpеltlyМ}' та ЛepегиЕrу (зaпoвHиBtuи вiдпoвi.:нi клiтинlt
знaкaМи поxiдних фyнкцiТ).

б. ЗнаxoДиМo aсиМптoти функцii.
7. Бyдyeмo гpафiк фyнкцii.

v2 ,,2
П.l. ДoслiдlIвtuи рiвняння (2.i0)' тобтo =; + 5: l, пo6yдувaти eлiпс.

а. b.
Pозв'я3aння. 3oбpaзlrvo eлiлс сrtoчaтку в Мeжах пеpшloТ.lвеpтi .т>0,y>0,

'l 
пoтiм, Koрl,lсIyюЧисЬ йогo сrtrtетpiсro, i нa всiй п.пoщlrнi. oтжe, дoслiдимo функцiю'

rtr гт-- A .гl-_-;
l'=!\а, _л, пpи хс [0.с,tl. Якщo.Y€(0.a), тo ).,: _Y1xtYа, - х.).. a .' а'

oтя<e, грaфiк спaДaе вiд 1,(0) = b лo )(с) : 0. Знаirдемo дpуry пoхiдt{у:

аb(а2 -."')_.,,. oскiлькlr y', < 0, тo гpaфiк oп1,клlrli.
Aсимптoт немaе (веpтика.rьних асиМпТoт нeмaс' бo фvнкцiя нeпеpеpвнit на

скiн'tеннoму itrтсpвaлi. a пох}1.1их - тoМу ruo iнтеpвал скiнчсtrниft). Буlvемо елiгrс
(дt,tв. рl-lс. 2.8).

"2 t,2
П.2. ,Цoслiдr,rвшrи piвняння (2.I.2), то6тo :; _ -: 1' пoбv.]увaти гiпep6oлу.

а- b-

П8

Рис. 5.б



Розв'язaнllя. ,I{oс;riдrrvo функцiro у=*{"т-;т' при .tG[с,*). Якщo
h ) ) -r t

.т € (a, э)' lU y, : L х (.r, _ u. )_' 
,..а

oскiлькrt .y,> 0, тс,l }' зpoсТаr вiд y(a)(: 0) дo *.:'*,, Мaемo y,,: - ф(o2_

_ х2)3'|2 < 0, тoбтo r.paфiк опr,к.пlrl-r. Як i у випaдкy eлiпсa, веpтltкaлЬнLtх aсимптo,l.
rteNrit.J.

Знal:rдемо поxилi у - A.r-+ D. Мaсмо *_rimЧ) =!|i^(\Гr2 ii/х1 =!. po"*-

pl,l-siuоЧ}r невизнaчeнiсть ф - ф у випaдкy ,o;;й";";i] in.ooo,*o ь.= til 111х1 
_

_ t.,): | п^ч,'{} _ 
', 

_.t): _ ob ti*1'{7 J +.t)*1 :9.o'.- 
^+ф

oт>ке, гiтrеp6oлa Мae aсl'МIlтoТLt, = *'. у : - x'
fiyлуеrrto гiперболу (рис. 2.9).

П.3. l{oслiдlrтlr функцiю ri..; : Jt_{ i пoбудyвa,ги гpaфiк.
(х - l).

Poзв.я3aння. Мaeмo
1. Х:R \ {1}'

2. l(,t) гreпepioдинrta. oскi.цькlt f(_ х) : - ;2-. 
*::l', 

тобтo /(_ r) * _ /(x) i
(.т + l).

/i - .\.) * ./1.т;. l.' /(r) нi пitрltlt . lti IlеПap|la.
2х3. r'(.Y) .Yr :0.

(.т - l)-
4.t+2 I4..r(х) .t:=*).

(х * t).
5. Склaдaсмo тaблltцкl:

t -+) I
1 (-i .) 0 (o.1) L (1. -)

l'( I 0 +

|.. 
,( х] 0 + + + +

{.r)
-f\ ПерегI,tн

- 8/9 \- mln

-l J ф \-
(щoдo знaкiв у тaблицi дrIв. rIрllкЛitд в п. 5.l.2).

ЗнaЙдейсl aсимII].o'I.'l. Beртltка-'lьнсllо aсltМптoТOю e.т: l' а пoхl,lлoю -r,: it.t + D,

.(.r) .. 2.т _ lA:ltm.......-=ltm--;:u.
r-* .Y ,r+о.т('1 - t1z

-)v 
- 

|

l':lim(.l(.т) _/l.t1 :limЧ =0'хёт' r-.(х_ l),
oт>ке, .l. : 0.
б. I-рaфiк цiеi функцii зобрa>кеtlо rra рlrс. 5.7.
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5.2. пPAктиЧHi 3AдAчl нд ндЙв|льшв
ТA HAЙMЕHtllЕ з}tAЧЕHня

Лrоди в свoiй пpaктиuнiЙ дiяльностi нaМaгаються все зpoбити

'Iкo]\{огa 
KpaIце, ЗaтpативЩlr нaI"tМенIIIе vасу i матеpia,rьних зaсo6iв,

a-lе Дiстатl,т найбiльrций ефект. Кpiм ток)' всi пpoцес!{ в пpиpодi

PItс.5.7 I'ис.5.8

вiдбувaються т;lк' щo деяка хapaктсpl1стI4ка пpoцссy набyвае
скстpеNlyМ\'. Bся ск;таlнiсть тсopii сКстрсмyrvtу п0,:Iягaс не B тoМy'
rцoб знайтlт пoxiдн1 i пpltрiвняти ii до HV;'I9I, а в тoт{У' яKy з
хаp:tктеpllстик вибpaтI,I д'ця oптltмiзацii.

Poзглянептo кiлькa задaЧ ПрaктI{Ч}loгo змiстy.
П.l. Знaйтlr фоpму пpомеliя свiтлa, яKий зa"'lоМЛlосTl'ся I]a мe>кi двox сepeдoB'llll.гaк, lЦоб з тOЧки -4 в тo,tкt, B (pltc.5.8) пpoмiнь ltpсliitttoв зa trайкoрсlтulий чaс

Il1,рЦнI4Lr|L Феp.utt lля свi'r.та).
Po:зв'язaння. Bихо:tt,t'гrtrrемсl з тoго, що в сlirlo}riдIloМ}r сеpeдoql!|Ц сBiтлo

рv-хaстЬся пo пpямiЙ зi стa.цоt<l tлвltдкiстю. Йoгo tttлях B пОBiтрi l,О = \ х2 + I/2. Пpll
llьOМ}' пpoмiнь pvхaстЬся зi rtIви.Tкiстю v'. У водi rljлях rlpoМеltя ОB =.г--__;*-.;:\(l _\'+|1z.ашIвltдкiс't t,y2(y. >v2)..l.oлi пcрсхilзАвRздiliснltтьсяза.rас

/(.т] = .-]_ f,.;] ".- ! {l;(Г: '-t'' vi v2

Згiдlltl з ltеoбхi]lllою \,МL}it()I\) еКс Ioс\lvМv

,\. /лlтFт = ЧltrТЕт
Як бaчl'tlltl з prrr:. 5.8

sin a = .\,{rrт;_? ' sinp = (l _.',l ,Й--r(l :Т.
yi siп a()т)+(е' r = -]-;.ti- sln i)

. 
- 

_f2

l2tl



l.lе с зaкoн Cнe,rлiуса ;L1я 3aЛoМЛeння свiтлa нa мe>кi двoх сepeдoвищ. oскiльки
3aKoit встarroвленo eкспepиМeltтaлЬtlo' тсl пiдтвepджу€ться при}tцип Фepмa, нa якoмy
бltзr'сгься po3в.я3aння зa;I.llli'

,Ц,oстaтнi yМoви екстpeМуМу тyт не пеpeвipe}ro, 6o цe нeдoцiльнo, oскiльки xapaктeр
екстpeМуМу зpoзyмiлий 3 пpaктиЧнoГо змiсry зaДaui.

П.2. Тpебa з6удyвaти Цrtлilrдpи.tне нaфтoсхoвиЩе зaдaнoгo o6'ему У = тRzh (pиc.
5.9) тaк, ц(oб витpaти на спopуджe}rня йorю бyли нaймeнruими.

Poзв' язa ння . Bитpaти визнaчaються в oсtloвнoМу
Iraртiстю мar'еpiaлiв i тpудoмiсткiстю вигoтoвЛення.
Зpсlзумi;ro. щo o6идвa види зaтpат пpoпopuiйнi дo плorцi
trовеpxнi цилirlдpa.-Гаким чrtнoм, зa кplrтepili oптимiзaцii слiД взяти
пjI()lI{у Iloвepхнi uилirrдрa S = 2:tR2 + 2пRtt'

lliстати фyнкцiю двс.lх змiнних R i h' нa якi
наKJ'Iaдeнo дОдa.I.кoву зaлежнiсть, oскiльки oб'ем зaдa-
rrltli. Bилучaю.rи вeличинy /t з двох piвнoстeй, мaeмo

S(л)=2дz_2v/R,0<R<о'
CкopистaеI'loся rrеoбхiдlloкr^ yМOвoю eкстреМyМу

(s,(R) = 0). trlaсrro 4лR - 2У/R, = 0' звiдки h . 2R.
oскiльки s,,(R) = (4:т + 4V/Rз) > 0 V R > 0, тo

s(/i) мaс мiнiмум. LIе сдltl.tllЁl екстрeмум S(R) нa
вiдкpитoму iнтеpвaлi. oт>ке' S(R) пpи lt - 2Л нa6увао
ttаiiмeншОгo 1]нaчеr-IlIя l''tя вказaнoгo .R..Гаким чltнoмt висoTA lцll;tit.tдpиvнoгtl нaфтoсxoвиrrla
riitмоr'p1' (якшo 6paти д0 }'ва|.lI tlllтимiзaцiкl 3а вКaзaI{}.t!l
rlrl;tiбна зaдatla.

П.3.'Гребa з нaймeншptм}| заI'paтaМll вигoтовиT}t цr1Лiндpиqнe вiдрo, oб'еМ як0Гс)

V = лR2|t (тс ж traфr'oсх0Ь!lшte' а.l|e МенIII}tх poзмipiв i бeз верхrlьоТ хpиtшки).

Ptlзв.rlзaння' Мaсvсr S(R) =,тR. + 2v/R' s,(л) = 0' звiдки R : Д.

lIрсl'rе гакl низькi вirpа rtс рсlб-rять. Tvт спplва B тovl-. ttlо ве.'Iикrtй pе3еpBvaр
скJl:lj(aстЬся з багaтьoх листill i зaгlЛЬнa д0вжиlla звapних шrвiв пр116лизнo пpoпoрuiйнa
'1г) }:!0Г0 пoвepхнi. Biдрo ж B}lгo1ol]jl'lю].ь 3 Oдн0гO ЛllсТil 3aЛiзa' вapтiсть якoгo ljи)кЧa
sap].oс,ri po6оти iз зBaрlопанll'r шBa нa 6iuнiй пoвеpхнi тlt ii спpяженtri з дlloм' Зaгaльrtа
.Il0в)кlrнfl шtвa rie пpoпoptцiЁtlta jlо пoвеpхнi,

Якшlo виходltт',| лИuJe з тpудoмiсткoстi, irнopyюЧи вaртiсть мaтеpiaл1', тo вiдрo
lloв!t}1llе Мil,гl,l кoнilItIу фoр*у. Caмe тaк Рoблять пoх<e>кнi вiдpa. Boни мaють кiлькa
спеt(нфiчttи.х перевaг нaд зlltt.tаiitlltми вi1pами, vaють вe..lиKy вiдкpиту nЛoщУ| Itepез
те Тх "цегкo 3aIloBнюBa'I.и Boдo}Ll 'гit Bиjlивaт}l гi' Boду 3 них ЛeГкo BИЛИB^тИ цIe й Чеpe3
le' Iц() llcнr.p}' Bаги тaк}lх вiдеp (paзoМ з вoдoю) рoзviщеrri висoкo.

Якttto звaжити нa вaртiсть i трудoмiсткiсть вигoтOв,пеttня, тО МaтplМeМo класичнe
вi;1рo у фoрмi зpiзaнoгo к(Jн\'сll. Пpoтe, кoли вiдpo (бapllпo) виготoвлятrt з дeрeв'яних
Kjlelt0K' /le цlIriB 6aгатo. то зt-tаЁt]lеrtий poзв'язoк пDавl-tльниri (R - il).

5.3. HAБли)l(EHЕ Po3в'я3УBAHHя
скiHЧЕHHиx PiBняHЬ

Скi'нчсlttнttм piвtl5lLtl1Я-||| на3ивaютЬ piв}rяHня f(.u) = 0, де /(.r) _
ДoBilTЬНll фyнкцiя. ..Hазвa цlIХ piвнянЬ гoBopитЬ пpo те' щo Boни
МiсTятЬ сКittЧеннi BеЛиЧиHи I{a вiлмiнy вif таK званих ]ифе-
pенцiilльниx рiBнянЬ, якi МiстятЬ д}lфеpенцii-lлI-{ 3r"{iнt{иХ.

5.9Pис

пoBи*{нa ДoрiвнюBаTи йoгo
кpи'гepiсм). Teпep Щe oднa

t2l
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HаaаОаслt.o, щo KopеIrе.ц (нулем) piвнян7tst.(х) = 0 нqзuвасrnься
|lLlcJLo х : .r0 mаKе, щo /(.16) = 0.

Якuro /(х) мнoгoЧЛе}l. тo вiдповiдне piвняння, тoбтo aQ *
* ауr * ... * {lnх,' : 0 називaloть аlrеeбpu,tнLtм (степеня n, якщo
а11 * o:), всi iнпri piвняння нaзивaloтb mpансцен1ецmнu.I||u,

B iнxенеpнiй пpактицi частo пoстаe пIlтaння пpo нa6лиxеt{е
pоЗв'яЗУвaння piвнянь. Це пoяснюетЬся тиr\4' щс) не для всiх клaсiв
piвнянь poзpoбленi Метoди ix pозв'язyванI{я, i, кplм тoг0, oскйьки
tiе iснye абсoлlотнo тoЧн}1х вимiprовань. тoбтo зЕfаЧеIIЬ пеB}Iиx
вс,:IиЧиIl' вiд яKиx 3алеxатЬ кoефiцiснтlt piвняtrь, тo ir немаe
RеoбхiДнoстi знахо,цити точнi знaчення кopенiв piBня}rь. Bиникaс
тiJ.IЬки питання пpо тоvнiсть зI{aйдеI{oго Kopеня.

Усi методи нaбЛижеIroго poзв'язyвання piвнянь дiлять I{a двi гpупи.
.П,o пеplпoi НflЛe)КaTlr Ti, якi дають змoгу вiдДiлити KopiнЬ' т06т0
Bкaзaтll ДеяKий iнтеpвал, дo яKoго цей кopiнь налexитЬ' Дo дpy-
гoi _ тi, якi Дaloть зМoгy yтoчнити кopiнь, тoбтo знaйти йогo з
бy.Ць-якoro тoч}Iiстю.

5.3.1' Мeтoд пpoб

Цей метoД належrlтЬ Дo гIеplпoi гpупLr. У пoдальtпом)i NJaтIIМеNIо
сгlpaBу з piвняннями

/(.r) : 0. (5.4)

Hех;rii ,(.т) непеpеpB}ta на |ц, b1, набyвас на iiогo кiнцяx знaЧенHя
piзних знitкiв, то6то (сr) . f(b) < 0' Toдi З теopсМи 3 (п. 3.4.3)
BиПЛllBа€'! rцo iснvс такс 'Yоl rЦо /(.t9) = Q (коpiнь (5'4)). Якuro
фyнкцiя /(.v) монoтoнt{а нa [а, b\, то цей кopiнь сдrтнltй' Bи6иpасмо
Дoвi,rьним спoсoбoм с С (а, b) нyЛЬoRе наближення Дo .Е0l
нaПp}lклаll' с0 _ сеpеДI,тнa Iа, b|. З'яс1,смo' B якoMy з iнтеpвалiв

I)l.rс.5.l0

Iu, с'l чи [с, D] знаxoдlrться коpiнь, i в
нaстvП}tе Hа6Лих(енrrя Сr to кopе}rя 'Y0
пpoдoв)кvЮТь Дoти. пoKи це t',to>кливo (plrс

r22

Рlrс. 5.l l

томy iнтеpвалi ви6еpс'мo
тaк, яK i сo. Пpoцес
5.1 0) .



Ще oДин спoсiб пеpuloi гpyпи - гpафiuний, вiн дoбpе вiдoмий
зi rшкiльнoгo Kypсy МaтемaTиKи.

У пoлальrrrомy вважаТиMеМo' Щo кopiнь iзoльoванo в iнтеpвалi
[а, b], пpиЧoМy "f,(.') i f,,(х) з6epiгаIoтЬ 3нак нa Ia, b\ (якщo це I{е
тaк) тo 6еpyть ЧaстиIry iнтеpвалy, де ЗaЗнaчена властивiсть /(х)
Bикoнv€'тЬся). ПеpехолIIМo до спoсo6iв дpyгoТ гpyпи.

5.3.2. Meтoд xopд

iaея цьoeo ,uеmodу noЛ'LZа€ в mo.му' щo laмIсrnь moчKLl nеPеmuну
срафiка f(х) з вiсск> Ох (mouкu хo) бсруmь moчKу nеpеmLltlу з цiсto
сзicсto хo1lОLL' 

'LKа 
сtnЯе'1€ крсtЙнi moчКц epафiка функtчii ttа iнmepвалi

iзoляцii Кopеt|'L (pис. 5. l 1) .

Cкладемo piвняння xopДи як piвнянtlя пpямоi, щo пpoхoДитЬ чеpез
ToЧки А i B:

. f(b\ _ f(а\ 'J.=.||а)" b_o (х_4).

oскiльки тoчка (сo, 0) налех<ить хоpдi , тсl

с0: (l - f(а){b _ а)/(f{b1 _ !(а)),

.Цалi зaмiсть a беpеlro с0. ПoBтоptotочи цей пpoцес' 3нахoДиМo

Ct : (b _ f(co)(b _ сo)i(f(b) _ i(сu)).

llрoдoвxимo llpoцес. Hа n-мy кpoцi матимемo

/(с,,_r)(6 _ ti._l)(''l = ..,,_1 _ 
fo _ fiс,*) .

[е с фоpмyлa N{етoДу хopд. Метoд дoбpе алгоpитмiзoваний, але
наблихtеrlня,цo кopеI{я oДно6iчне.

5.3.3. Meтoд дoтичниx

iОея Lt,ьozсl ',иеmod1' noлЯ.'(tC в mo.|'l',, щo зсtмiсmь moIIKIl nе!,(lnIrtt),
с1lафiксt функLgii.у: f(х) з вiccкl Ох знсl.rolslmь rnoчK'' nеpcmtll|у:j
tt,iсto вiссto dontuчнoi do с1lафiка в odttiti 3 mo.loK iзoляt1ii Kollсtt'l.
ГpафiuниЁr анaлiз r.сiх випlt.f,кiв свi.f,чить пpo те' rдo такoЮ тoЧKoЮ
(lуде та, в якili знаки,f(.v) i /,,(.т) oлнакoвi. Hехай тaкoЮ тoЧкolо C
.B(6, 0).

Рiвняння Дoтичнoi Мaс BигЛяд (pис. 5.12)

),:f(b)+f'(b)(.r-b).
|2з



oскiльки тoЧKa B леx<ить нa дoтичнiй. тo

Пpouес пpo.цoв)к}.сМo

сл

co=b-f(b)/f'(b).
далi' Ha n-мy кpoцi Дiстaнемo

: Ctt*1 - f(с,-\)/f,(с,,.I),

Це e фopмyлa мeтoдy дoтиЧниx'
зaпpoпol{oвaнoгo Hьютo}toм. Мeтoд та-
кoж дo6pе алгopитмiзoвaний, aлe те)к
Даe o.цнoбiЧне нa6ли;кення.

Poзглянемo теIIеp тaк званий ком-
бiнований метoд. Biн пoлягаe в пoслi-
дoBнoМy зaстoсyвal{нi метoдiв xopд i
ДoтиЧниx з ypaхyвalrням тoгo' щo вoни
ДaroтЬ oДнобiчнi нa6Лиxення ,цo цIyка-
I{oгo кopеI{Я, flЛ€ з piзниx бoкiв. 06-
ЧисленI{я викo}lyеться Дoти' поки I{e
6удe спpaвеДлиBoю неpiвнiсть

|сu-сn-t| <d'

DЕ,
'*

i

,*

i,,,{

,,i

Рис. 5.l2

tе d - aбсoлютна МаKсиМаЛЬ}to toпyстиN{а пoхи6кa, якУ задaють
зазДaлегi.ць

5.3.4. Meтoд iтepaцiй*) (пoслiдoвниx нa6лижeнЬ)

Зведемo piвняння f(х) = 0 дo вигляДУ 'r = p('r) (пoпaмo' нaпpик-
Лaд, ,цo oбoх чaстин х). Зa пepцIе нa6лиження вiзьмемo дoвiльне
цис,.Io .trl a6о .vr = Q чИ .Yt : b, якщo коpiнь iзoльoваний. Hаступнi
rraблиxення бyдyeмo з.t сxемoю

'tfl = g,(х"-1). (5.5)

fiстaнемo пoслiцoвнiсть {хg, .{1, ...,'{lt.1r .Yltr .{л+ll ..'}. Метoд пo6у-
дoви тaкoi пoслiдoвкoстi називаютЬ tvleтo.цсtМ iтеpaцiй..Г. rlocлi1oвнicmь, уmвОpeна 3а' cхемolo (5,5)' в збiу;нolo Осl кopеня
рiвняння,f(х) = 0, якuчo lg,(х)l < l.

l Poзг,rянемo

|.Y,,+l _,Е,i| = lp(х,) _ y,(.V,-1)|. (5.б)

Зa теopемoю Лагpaнxa i умoвoю |,p,('t)| < 1' масмo |.r,*t-.tr, I=
= |Р,G) | |.t, -.tru*tl ( l.tr,. _.Е,,-1|, то6тo t!('\','', х,) < tI(х,,,.r,.1). Bва-

---\---, Biд ,raт. iteratio - Гl()BТoDе}tlIя.
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хaтиМе}{o' Iцo 3вiдси виIтЛиBal збixнiсть {.r,}. Мoxна пoKaзaти' щo
ця послiдoвнiсть е збixнorо саr!{е to кopеня piвняння ,f(х) = 0. l

h{етод iтеpацiй дo6pе aлгоpитмiзoваний, кiлькiсть неoбxiДниx
iтеpацiй визнaЧaeться з vмови (5.б).

Л' Знаliти кopiнь рiвнян"n .*3 _ 3х + 1 = 0 з тo.lнiсr.ю d = 0.01.

Рсl 3в'я3aння. Зaпишeмo piвняння у виглядi .т:-fзia_Г'_Biзьмeмo хt-2.
N{aeмo .т2: |.71'' хз: l.60, .t+ = 1.56' ,ts:1.54, .то = l.535. oскiльки |х6 _ х5 l <

< 0.0i, то -xo : 1.54. Якщо piвняння зan''caтИ 1, виглядi 
' = * tr + хз1, 'o .,poц".

o.or J'
poзбi>кrrrrli, (ГIpoпонуeмo сaмoстiйнo пеpевipити цe.)

Зaувa>кrtмo, щo зBедel{llя рiBнянI{я /(х) : 0 дo ,т = Р(.Y) i{еoдlloзнaЧнe. Haпpиклaд,
v BLlIlaдку piвняння sinл - ln.т : 0 х : х * sinх - ln't, -,с = Aгсsinlnх, I = e'ln,.



DЭ,

P03д|л 6

ФyHкцii лзtt,liнHиx (n. 2|

6.1. oсHoвнi пoнятгя. пoxiднд.
диoвnвнцiшt

6.1.1. Пoзначeння

Paнirпе в;ке 6yлo oзI{aчеIIo щo фyнкцiro и змiцниx як вiДoбpa>кення
l{нo)l(ини x с Rn, нa Мнo,(I1ну Yс R. Елементи з X пoзнaЧаeМo як
.v: (.vl, 'Y]....,.Y,). oт><е. функцioнaлЬнy за..Iе)KIliсть для л змiнних
в aна"цiтrruнiй фopмi пoдаватимеМo як ! = f(х) ЧИ y = f(хt, х,,'..'
.v,). Пеprше пoзнaЧеf{t{я не вiдpiзняeться вiд noзнaчеHllя пля функцiТ
oднiеi зпriннoi i сyтttiсть йогo стae зpозумiлоro тiльки з кoIJтексTy'
Якщо tr-|I(хt,.\z, '.. '.{,) € R.,, тo Мo)I(нa зaстoсyBaТIr й пoзнaчепня
у : fUuD' Тyт тех< IIе пеpед6auенo кiлькiсть змiнниx; пpи Цьoмy
кilхvть пpо фyнкцiro тoчки. Пorшиpенi й iнrлi пoз}lаЧення. Tак, дlтя
функцii двox змiнниx пиIIIyТЬ 

' 
: f (.", y) абo tt = f(r, y). Зазнаrчимo

Щe , щo геoМеTp}IЧнoIo iнтеpпpетaцiero фyнкцii ДBox змiнних C
пoвеpХt{я (pис. б.1). Iнiшi спосoби. 3аДанI{я фyнкцiй нaBе,цеrro B
л. З.l.l-

6.1'2. Гpаниця фyнкцif . Heпepepвнiсть

У пoДа.rьшoмy poзгляДaтиМеМo' як пpаBилo, фyнкцii двoх зltiнних: : /(.v, 1').

Pltс.6.l

О. Оксl,zoлt mo|Lgll нaтuва€mbся Оoвiльна
с'вoсi .tvt,l:i), яка мicmLtmь Оану moцKу.
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I

У двoвимiplloмv випадкy пit oколoм poз1'мiroть кpyг, кваДpат i
т.д' Пpямувa}II{я oднiеТ тоЧки дo iнцroi B)ке B Двoвимipнotv{y BипадКу
Мo)Kllа зtiйснити нескiнченнI{il{ чI{слoМ спoсoбiв (pис. 6.2).

О. Cm,а.па A назuвасmься nodвiйнoю zp(ьнuцеto функцii z = f(х,
1l) npu х+Л0l У+Уa, якщo Оля Оoвiltьнoеo t>0 icнус mакuЙ oкi.l
|nОчKLl (хo' yo) U1хo, уо), щo Оля (х, y) € t/ \ {хо, yo} вuKoнусmьcя
не1эiвнicmь

|f(.t' у\ _ А| < е,

Bказaний факт кopoткo Записyють тaK:

lim /(х, У) = А.
Y+ YN

,l тo"
Мoxна знaйти тaкoж lim/(х' у) = Р(х), a тoДi lim r2(х) (i навпaки),

y-)r0 .lr+Jo
тoбтo

lim lim /(х, }) = B, lim lim /(х' У) = С.
'тt.т0 y+)'0 y+y0.t+.т0

Гpaницi B i C нaзиBаIoтЬ пoBтopllи}vlи. Bзaгалi А * B * C.

П'l. l1ля /(х, y) = х siп ] lim lim (х, y) = 0, lim lim /(х' 1) нe iсrryе.
rу-0z.i0 :+0у-0

Г[.2. floвести, Luо lim . j;L 
- 

: l.
r+0Х.+y.-.t.y.

. .v*0
P o з в' я з a н н я. oскiльки х.0 i }-0, тo po3глянеМo тaкi .r i -у, що

1.тl < l, l),l < 1. Toдi (.т * 0'.y'. 0)

I *2u2 I rzr,: )i =t=y-<s.
|х,+y.(l 

_x,)| х

a6o l.уl < y'] чи -'{; < у < 16.
Гopltзoнтaльнa сМУ)ккa - ]т < y < 16 (мo>кнa в3ят}l fi uaстltнy) e oкoлoм ТoЧки

(0. 0).

У загaльнo]\,ry випaДкv n-KpaTНу гpаrrицю фyнкцiТ ви3нaЧають' як
i подвiйнy.

О. Функцiя z = fв, 9 нaтuвасmbcя неnеpеpвtlolo в moчцi (хo,

уo) ' якut,rl

lim (х' y; = /(хo' lb).
.l"э I0.
y*.у0

oснoвнi BлaстиBoстi гpа}Iиць i нeпеpеpвних фyнкцiй спpaBеДЛивi
й y кpaтнoМy випaДКу.
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DЭ

6.1.3. Пpиpiст фyнкцil. Чaстиннi пoxiднi
й дифepeнцiали

.Цля функuii z : |(.r, \) nocнt|й i часmuнtti npupoсmЦ у вiдповilннx
тoЧКах BиЗ}IaЧаЮтЬся вifпoвiДнo як

^z 
: f(х * Aх, y + 

^y) 
_'f(.r' y),

\',z=f(.r *Aх,1') -f(.r'у)' Ь''z:f(х' y+A}') -f(х,у),
ГI.1. Зrrаrir.lr Д., А,: i A,z ;1.'lя z : .Yу'

P о з в.я з a it н я. NIaемo A-'z=уAх, ц;=-rAy' д,=yAх+xA1'+AхAy.
o.tевltдно' .цg А-'z + A,: ;* A;.

Hепеpеpвнiсть фyнкцl.i. z = ,f(-т' ,1 y то.rцi (.т, l) т'loжнa тепеp
oзнаЧити тaк:

1im Az:0.
ii: 3

oчеви.цнo (див. Гi.l), цIO Z : .ty _ неIтеpеpвна в R2. Моxна
гoBop}lти й пpо poзpllBll фyнкцii.

П.2. !{oслiдlrти на неПepepвr.riсть фyнкцiю z = ху/ (.., + y').
P о з в'я з a }I н я. l{я фyrIкrцiя Мaе poзрив v гочtli 11,0(0,0). Cпpавдi, нeхaй

)':ll-I.Тoдiz=ki(|+k,)iгрaницязaЛe)китЬвiднaпpям1',вяКoМvМ-I|Io,тo6тo
.. .т\]ltm ;-:; нt] lснvс.

r + il -Y- -l. 
_1'

, +11

Ч ос.muttнi ,lo.Ylс]нi .].1я фvнкuiit ll 3МiнlJих в}tзнaЧaЮтЬся. яK i
пoxiднi ДЛя фyнКцiТ oднiсi змiннoi.

Hапpиклад' I,ЛЯ z : 'f(.v, y):

,',=Ч=Ц2,tim4{.
L,'т dх 

^т 
* (l Aх

, Оz ОJ d"f 
'. A,:..=ф=Ф =,1lT.,п.

Геoметpиuний змiст z," i Z,,, BиЗttаЧа€'тЬся вi,цпoвiдниМи ,цoтиЧrtиМи
,цo lloBеpxrri z : /(.r, l).

Час'muннi duферсlttt,i,tJlll B||}HaчaЮтЬся яК гoловнi Части}lи Частин-
Flltх лpиpoстiв функцii

, lz itz ,(l\z = ;. u.\, u\z = ; Jt'.

П.J. Зrrайтlr ;.. :u .r.rя = = .r2-,'. + 2.Y._.у + L'

P о з в. я з a н н я. \{aovtl (пprt зiJахoд}кеtrнi z'вeЛ}{Ч}ltla}-сТaЛaittaвпaкrt)
:': ].1.1i] * 2 \ z,,= 3,т2 + -i,] * l.
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6.1'4. Пoвний дифepeнцiал

!ля фyнкцtI z = fk, 9 poзглянетvro i пеpетвopиМo' застoсoByючи
ТеopеМУ Лаlpaн><а, повний пpиpiст у тouцi (.r, y). Маемo

A/(х' y) _ f(.' + A.r, y * Ay) _ /(.r' y) :
: (/(х + Aх), y + Ay) _ .f(х, у+ Ay) + (f(х, у + Ay) * fG' у)) :

= 
а/(счЗ-^_y). м + 9$Ф ll, (6.1)

ДC сr € (.t, х * Aх)' с: € ('}, ), + 
^y).Hехaй в (х' 1') oбидвi частиннi похiДнi

неITеpеpBHa. To

непеpеpвнi. oск;льки ff

,. d/(сi' y + A)) о{G' у)
iMl 

----:-tj:; 0х Eх )

звi,цки зa теopеMoro 2 (п. з'2'2), в околi (.v, y)

Щirц J эD _ d,f(.т' l)
i).v 0.r * e1(A.r' Aу)

(sr _ нескiнченнo I\rаЛа пplr A.т-0,Ay-0).
Aна,roгiчний виpaз rиilcМo v, ,no щf. Toдi. вpахoвуtоvи (6.l),

дiстаемo

A/(.r, r) : ч, ^.r 
+ ч]} Ay * е1Aх * с2Ay.

сtf(х, 1,1: 
0/(:'. y) 

л., + s, lr

6.2)

О. Функt1iя z : f(.u, 1,1 !rа3uвсI6mься \LtфеpенцiЙoвнotrl в mouцi
(,r, 1l1 , 'IKlцo в Оеякoм7' oкoлi tчiсi moчKll Afl.r' y) набttpаe вueляdу
( 6.2 ).

Aнaлoгiчно одновитulipномy випaдкy дифеpенцiaЛ в.утЗ:нaЧу|мo яK
гo.:loвнv uaстинy (6.2):

(б.3)

.dfаf{A.t: t1.т. A1. : сll'). oт>ке. tlf(.ч' у|: i dх: *.dl'.dх dy
Зазнa.rимo, Iцo нit вiдмiну Bi.ц фyнкцii oднiеi змiннoТ tифс-

pенцiйовнiсть фyнкцiТ двoх змiнниx пеpе,Ц6aЧас' rrе тiльки iснування
ii oбмеxенiсть частинниx пoxiдниx, а й iх непеpеpвнiсть.
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:llil

lцш

Г еoмemp uu н е mлу'ц,сl.t е ttн я )tlфе p е ttцiа,па noляr а€ в mo.||4у,
!1 ) с npupoсtno.м unlLiкаmц Оomuuнoi n-пoщttнtt Оo noвepхнi
у) в moнцi (х, fl.

Сама дoтич}lа пJоIциHа дo flоBеpхнi z = f(х, у) в тo.tцi
МaC Bиг..Iя.l

dt I afl
*l (.r-x,')+ *,1 (y-l'o)*(z-zo)=0.

l (.(0' y0) - | (.Yo' у0)

Зaптlс i ('o, уo) oЗнaчаe' що вiДповiдI{у ве''lt{чиI{y с.тiд oбчислrовати
1, вказaнiй тoчцi.

oскi..lькlt нopМалЬ .цо пoвеpхнi _ цс nеpпсrrдикy.'Iяp дo дoтичнoТ
гIлotIIиHи дo пoBеpхнi в тtl.tцi .1oтикy, тo piвняння ноpмалi Маr Bигляд

ff:#*-='*{,''Ati. ,]vl. 
l (.тu l'u) , 

| (.ro. l.о)

.Цля фyнкцii z = {.v1 ,.Ir, .'. , Х,,), як i в (б.3), дiстaсмo

ЗaстoсуванI{я повнoгo дифеpенцiaла тi самi' що й лля фyнкцii
oднiс'i змiннoi,i бaз1.roться на piвнoстi Ьz = сlz'

Зoкpема' v виIIадKy z : f(х, }) пoxибка Ьz пpи обчисленнi z зa
vМoви' rцo .t i y виьlipянi з пoxибками A.r i A1', нa6иpaс вигляДy

D-'

щo rlf( х,
z : f(х'

(хo, }o)

П. Фiзrrчнa велиЧrlна и {)6lI}|сЛюстЬся за фopмy.roнr , = Y.I Bе-rи'lиttlt х i ).

BиМiрянo з пс'хptбками A.t i A.у. Знaйтrt поxlrбку пpи обvисле.,нi, u.

P'o з в,я 3 a н н я. Bикopltстасмo (6.4). мaс'o ff=#. #=_*"
,\; oсгатoчнс-l |A1/| s mах;.' A.(| + maxfr * YJ 'n,,

(б'4)

6.1.5. Пoxiдl{а склaдeнoТ i нeявнoТ фyнкцiй

Hеxaй z : z(ll,'у'), a ц : и(.r, -})' y = y(.v. }). Tодi z = z, (.v, у)i питання зIlаxo,ц)кетl}lя z', i z!' pезоннi. Нехаli усi пoхilнi iснyтоть.
oскiлькlr Ьz = dz, тo
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^, 
= E ьu + fi Ьv, Ьu : t]rt, Ьv : dv.

Зaфiксyeмo }(), = сonst). Toдi

. Оz О: Ь"z Ьz Ь'u Ьz Ь'vl,'z=йA'tt*;A'u. й= 0" L' * а,й.
[Ipи A.r * 0

Оz Оz Оtt Оz Оv

.]*:аиo*-ou,r.'
Aнaлoгiчнo

ц=91Ц-9.Оуrl)' 0u О1' dv 01' 
.

Я*'to tt = u(u), y: y(х)' тO 3 Bиpaзy on" fi дiстанемо виpaз

Jlя noвнсli' noхidtttli'

сlz i|z сlu , Оz dv
,l.,: du /^ . а, .1* 

.

Пoвний дифеpенцiаЛ скЛaденoТ фyнкцii МI]€ вигЛяд

. О= ;)z О: {iltt Оtt . \dZ:тtltt* 
'tlv=Т [,',.'+ 

. ttl) +

!]z ( IlIl dy \ { dz оu rlJ dr'\* ^ |.-t|.r* ^ dу| : l-:--;--*-:- ^ Itl.t+t/У \ tt.v d)' ' 
) \dll d.r dу d.Y 

)

* (Е 9! + p'L* 
I ,,.

oтxе, \dи d)' оv dу" 
)

l,=Pа.r+lF,tу,
d.lс o 

',Taкlrьt ЧиIlol\,t) встанoB.теHo ittва1liаttmпtсmь фop.иu noвнoеo Оuфе-
pенttjала ф1'ttкtt,ii. Маспro Пoвt{y aналoгiro з фyнкцiсю oднiеi змiннoТ.

Pозглянемo неявнi функцii. Hеxafl МaeМo нсяBн.}/ фvнкцito oднiсr

зпriнноi Л(.r,1.) : 0. .r'rя якo.i rlF = ff d* * # .u' = 0. Звiдси

' dу ОF '0F 0F'|. = -* = _ -:-, -:-. . -:-- Ё U.- d -Y d.{ Lt t' d)'

l3l



Ё1*.чp':ry?ш. .j] '1 -]iryЕ'!: "1''' ' ЁA
{
*

D

;
".: "

'5

Tепеp poзгЛя}lеМo неявl{у фyнкцiю Двox змiнниx F(х, у, z)4'
Aнaлoгiчнo пoпеpед}IЬoмy

lг=Чtl.u+{,rу+{dz:0.(,.\' 0v ' dz

аt' dF
Hеxай y : сonst' тo6тo сlу : 0. Toдi * o, + j; Ьz = 0.

Пpи A.r+0 Дiстасмо

Оz aF '0F ОF-- = - -:-/ -;_. -:- - U.d.Y d.Y с]z d z

О: aF,ОF ОF
:._ = - -.-/ =-, -:- - u.
(i I' dV dz dz

6.]..6. Частинt{i пoxiднi й дифepeнцiали
вищиx пopядкiB. Фopмyла Тeйлopа

Oскiлькrt t;|Я z = л.Y,},) Р : p(.,, n\, 
О,

''. '', 0.к | \ 'J/' i= и(х.l) i якшto РG'у) i

y,(.v. .1') N't)жна дифсpснцiroв.lт}t пo х а6o 1'' тo ,Цiстасмo пoхiДнi:

#:* (*) ' #=* (#)

О2z О (oz\ О2z a |i)z\-._-_
0.101' аv \оr/. dy0.v al' \а.t./'

aбо вiдпoвiднo

,,i,', z'iу', Z,.|.,, Z,|.,.

oстаннi двi пoхiднi назItBaнJтЬ мituанttмtL no.riОнuмtt )pуeoеo
пoряdк1'. Чеpез те щo пoвтopнi гpаницi лля функцii двoх змiнних не
з6iгаtоться, ;t пoxiдна - це гpаI{иця' тo

О2z О2z

L,ц'# 0}a-

Piвнiсть мirшaнltх пoхi.lних pегЛa,N{ентуетЬся такolo теopeмoю.
-Г, Яrcut,o ф1'нкtчiя z : .f( 'r,у) md tt noхiОнi z1 , z], z,],, z,|, неnе-

pеpвнi в mouцi (.r'у) i dеякo.l+tу |i. oкoлi, mo в цiti mouцi z'Ь= z,i.
Tеоpему пotасМo 6ез ДoвеДення.
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Зaзнauимo, щo aнaлoгiuнi теopeми слуurнi tля мirцaниx пoxiдниx
дoвiльнoгo пopядкy фyнкцiй дoвiльнorю числа змiнних.

НaДамo пoвЕoмy дифеpенцiaлy (6.3) oпеpатоpнorо виглядy (Див.
3.3.1)

,],=(+ах+9av)z.
\d, dу ")

де oпеpaтop пoв}rol0 дифеpенцiaлa

d=+а'+!.-,ау'dх o'

oстaннiй виpaз зpyчнtlЙ !,ля знахoдxення дpyrorо дифepенцiала:

^ \2
12 = t](сl\ = {+ dх + + dу\ =

\d, dу -)

= L (tt.r\2 + 2!^ dхdу * L rаnl,.
Ох.' dхdу - Оl(.-,

Aнaлoгiuнy piвнiсть Масt',to .цля n-г0 дифеpенцiала.
Tепеp фopмyлy Tейлopа E.Ля у = fG) Моxна 3аписати y вигляДi:

A,f(.r) =,/,(.ro)A.r - {:Р(Ax)2 + ... * /,,,ji.) (Aх), +

f"* r\ 
( 

"\+ ,i-.* (A.t).'*L, с € (.r9, .r), Aх t .v _ хo;(n I t1t

A,r(х) = ttI(хo) + } а,tt*")+ ... + * u,n*'- 
*+'п,I"*,f(").

Taкий самий вигЛя.ц мае фopмула Tейлopа i' Цля функцiй n
змiнних.

6.2. сКAJIяPнЕ пoлЕ тA ЙoГo ХAPAктЕPисгики

. 6.2.1. cкаляpнe пoлe

a. Crcсь,tяpнLlм noлеlп |1сtтuва€mьcя oбласmь npocmopу, в кoжнiЙ
mo,Lцi якot за0анo Оеяк1' скаltяpну вeЛLlчut|у.

ПpиклaДaми скаляpниХ пoлiв с пoЛя тет\,tпеpaтyp' гyстиllll
pеЧoвини' .Цля тorо rцoб в.изнaчИTИ cКaлЯpне пoЛе' .цoсить ЗaДaTII
вiлпoвiдну фyнкцilо и. B R2 це и(,v, y) в Rз це tz(х,у,e) i т.д.
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ff

[\ля наoчнoстi спpийняття сКаляpнoгo пoля в Двoвимipнoмy
виIIаДку' BBo,цять лiнii piвня' якi e лiнiями пеpетинy повеpхнi
: u{.r, }), rцo визIlаЧас пoле, i плolциЕlи ||: c (pис. 6.3). Piвняння
лiнiй piвня в плorцlrнi XОY с и(.r, y) = с (аналoг геoграфivнoТ каpти)'

!.ля тpивrrмipнoго пo;.rя }v{aсМo пoвеpхнi piвня, piвняння якиx

u(х, 
',, 

z) = c.

6'2.2. Пoxiд}|а за нaпpяtlJtoм

B oлнoвимipно}l). випаДкv пoxiДна ф1'нкцii хаpаKтеpизус rшвrrдкiсть
зrviнlr фyrrкцii. в данiй тoчцi в напpямi oсi Ох. У двoвlrмipнoму

випaдкy Части}tнl пoхlд}tr хаpакте.
pизуютЬ тс сaМе в напpямi кoоp-
динатllиx oсей. Poзгля}iемo хaрак-
теpистик\. фyнкцiТ в дoвi;lьнoму
напpяшri.

Pис. б.4

Неxаii скаЛяplrе IIoлс визI{aqa€'тЬся функцiсrо ц : fG,! нa ,цеякiй
о5ластi, цo rrtiстить тоtIку,И(.v.-r,). З цiсТ тoЧкr1 вихo,цить пpoмiнь /'
нaпpяМ яKoго виЗнaЧаrтЬся вектopoМ [/: (A.r, Ay). ouевидно
(pис. б.4)' lЦo сos а: Ь.к'/Ь!, сosB _ Ьу/Ьl, де сu,B - кути мiх<

Б7 i кoopl,ttlатнllNrt{ oсяI!{I{. Згiднo з 6.2) пoвний пpиpiст и(.r,y) у
т'oчцi lИ ]!rae вигЛя.ц

o, : #A.Y + # A.r. * г1z\.v + e2A-}'.

Пoдiлirмо IrIIp;lЗ дЛя Aи нa A/. Маемo

6.3

ЬLt 0f A.v Оf Ьу A.v Av

--:-l:iJ...--L.-i
A1 

_6.гA1 атA1 ". A/ ..^t .

aoo

j1--Тi]]
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Ьu aI .аf
N = *сosd + 

*соs F +,' сosсr + ez сosf.

Hеxaй A/ * 0. Toдi Aх * 0, Ay * 0 i er . 0,. €z ..0. oт>ке,

.Ьuaraf
]iiтл = ;; сos a + 

ъ; сos iJ.

o. ПoхiОнoro Оанo1. ф1,ч11tqii. за dанuм нQnpяn,|ОJvr наzuaасmьс'|
ZpаHLlця вiОнotuення' npupocmу функцii. в Оанoму наnpямi Оo npupaсmу
doв:кttнtt в цьo-||4у наnря'lti' 

'lKщo 
oсmоцн'l tIрл.t||''с Оo нуля.

Беpуuи ,цo yBаги oзнаЧеH}tя' Дiстасl'to

ч:чсosс+$.o,p.оI d.Y d)'
(б.5)

У тpивиt'tipнo]\lv вr{падКY

Оf-ОJ оf^^^^.оf
iJl = frсos d +un соs р + ъ;сoS y.

6.2.3. Гpадieнт*)

Hехай пЛoске скаЛяpне пo.це Bи3}lаЧаeться фvнкцiсrо u = I(r,9 в

деякiй o6лaстi, а в тоuцi M(х,у) цiсi oблaстi знаriдснi пoхiднi зa
всiма напpя}taМи' тoбто (б.5). ЗнаliДемo тoй напpяМ' yзДoвx( якoго
l/ : .f(.V,)') змiнroсться нiuiбiльrде.

Kpiм Bектopа / : (сos d, сosр), poзгЛяHеMo цlе всктop s =
| ОI ,/\

= lй . 
^ 

l 
. o" вiдпoвiднi пoxiДнi oбчисденi в тoчцi ,\4. Toдi згiдно

з t\.3вi 
- ,

(6.б)
0f --'\-'. .

mах' i = mах (ls| соs(.s 1.)) = ist.
,. tJl 

I

0I . /'з,-;; набvвас Максl|м}'М.V 3a yмoви' ruo сos(s / ) = 1, а6o s i l 7..
Lll

тoбтo кoли зit вi,цповiднrtй напрям взяти t.Iапpям спецiально пoбуlo-
Baнoгo Bектopa s, якиii }Iaзl{вalоть t1lаОiснmo'lt u : f|..к,у\ y дaнiir
тouцi, тoбтo

-----;i-, Biд .raт. gгadientis -' к1-lсlкr,ю.tlrй.

#=,Р= rзr
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*r=lr t|г?f* : -: '# 1 _7: I

| 0f d/\
lL :l

\dх ' dl/'

oзначення lpадiснтa таке сaме i цля u : f(h,... , ,Y,).
oтxе, npaKmшчнLl{t змicm rpаОiснmа cKсt'xs|pнozo noля в dанiй

tnoцL|i noл'rzсl€ в moму, щo rpаОieнm вLt7t!сlчсl€ t!аnpям, в ЯKo'^4у
tuвudrciсmь :змiнu сKсulЯpнoeo naлЯ в ОанiЙ mouцi найбiltьtца. пpичoмy
МoДуль нaйбiльшorо зIIаЧеHI{я rшвидкoстi дopiвнIоe МoдyлIo rpадieнтi.

З рiвностi (б.б) випливаl' що кoли 7 J- Еrаd u, 'o fi = o,

II{е oпнa в;raстивiсть lpадiснтa пoлягae в тollly' щo /paдieнт пoля
в дaнiй тоuцi нopмальнrrй дo лiнii piвня пoля в цiй сaйiй тoчцi.. Cпpaвдi' нехali лiнiя piвня u(х, у) = c, тo6тo Л(x, y) = и(х, y) __ с : 0. Kyтoвий кoефiцiонт ДoтичнoT ,цo цiсi лiнii &r = |an а =

ОF Ll',: _ -;; - _ ''. (poзглянутo piвняння лiнii piвня в неявнiй фopмi).dу Il,у

Kvтовий коефiцiент rpaдiе'нта o, = :;i. ovевиднo, щo ktkz = - |'
тoбто викoнyeться yмoBа пеpllеIrtикyляpнoстi вeктоpiв (2.б).

oт;ке. ска..iЯpЕIе гloJе Mас двi xаpaктеp!{стики пoxiану 3a
нatrpяМol{ i rpацiент.

6.3' ЕкстPЕП'yM ФyнкцiЙ дBox 3ttлi|-|ниX

6.3. l.. H eобxiднi й дoстaтнi y]t/loви eкстpe]\iyпiy

,Ц,o oзнаuенIIя тoЧкI{ ексТpемyмy функцiт двox змiнниХ пpиxotимo
тaк сa}{o' як i Для фyнкцiй oднiсi змiннoi.

Hехaй фyнкцiя z = f (.v,) дифеpенцiйoBна в тoчцi ./l,/o(хo, yo) i мae
в нiй екстpеМy]\,{. Пеpетнемo пoBеpxllю z = f(х, y) площинolo y = yo.
Tодi фyнкцtя z(х) = (.r, yo) Маe еKстpеМyМ Iтpи .tr = ,т0. Уpахoвyюuи
неoбxiднi уМoви екстpсNrvму B oдttoвиМipнoмy 

""'aд*y, Дiстaeмoоf| af|;:| _ 0. Aна,roгiчнo +| - 0, Toбтo нeoбхiОнi уJ||oвuo'l 
('*o, ro) d} 

i (,o, уo)
екстpеМyмy фyнкцii двoх змiнних МaютЬ BигЛяД

grad u
dеf

afl.-lo*1.
(х0' y0)

afl:-lo'"1.
(х0' .y0)

=0,

=Q.



"xфй-F.!iйr}

l{i yмoви нe e ДoстатнlМи.
_2 ,,2

п. 3нaй гlt екстpeМ}'М фvнкцiТ " 
: 

,o 
_ 

k 
(гilrеpбoлiнний napaбo;roТд (див.

н ) ) (\\
Р oз в'яз a н ня. Масмo;,,:01z,,=0в гoчцio(0,0). Пpoтeцяфyнкцiя

}re \{ae eкстрrМУМу в зaзllaЧeнiii тoчцi (див. pиc. 2.32).

Poзглянемo )oсmаmнi у.l||oвu. FIеxай для фyнкцiТ z = f(x, у)
BикollylотЬся lrеобxiдHi yмoви rкстpеМyМy в деякiй тoЧцi, тo6тoАэ А'
6.' = d,,= 0. СкopистaeМoсь фopмyлоlo Tейлоpa. Масмо

Ьz = tlf(х, 
'D 

* 
+ 

d2f(сt, cz)'

o, = ЧР ^х 
+ ч* ^у 

+ +(ч*(Aх)2 +-\

-,Й*#AхAy + Ч;',.^o,).
Bpaхyемo неoбxiднi yмoви. .Ц'iстaемo

д, = l ,ou,, (a,fk,^,,){g)' *,91,.:iI4, + 
g,дg!.,']

2 х"'l 
\ o.', \^y/ а.Yd)' Ay О)', )

ЗвiДси, .IOз}IаЧивIIIи |=Ьх/Ьу, А=ц' B-#, с=Ц,
мaсмo sign Az = sign (Аt2 + Bt + С)i 

t.', .,), тo6тo знак 
^, ""з'a-

ЧaeтЬся знаKoМ кBaДpaтнoгo тpиr{Лeна' а зI{ак OсTaннЬoIю Bизначarться
ЗIIaKoIvI z1 i дискpимiнантом. Tепеp наявнiсть i xаpaктеp екстpемуМу
зaлеХaтЬ вiд тoго, ult збеpiгас знaк (i який саме) piзниця Az в окo,ri
тoЧKи (х,y)' Якщo Ьz < 0, тo f(х,у) мае B цiй тoчцi максимyм..dля
цьoгo тpе6а, щ06 квадpатний тpиЧЛен не l\,{aв кopенiв (B2 _ АС <
< 0, .4 < 0' гpафiк тpичЛеI{а пrpетина€' вiсь Оl' i вiтки йoгo
нaпpямленi <<вниз)> _ Ilpoти }iaпpяМy дpyгoi oсi). oт>ке, спpaBедIЛиBa
така тeopеМа.

T. Якщo Оля функtt,iil z = f(х,уl вttкoнсtнi неoбхiОнt умaвu
еKсmpе.|||у-t|,l,у в Оеякiu mОццi, mo в цiЙ moнtqi фуttкL1iя

l) .r4ас eKсmpе.|||у-u npц B2 - АС < 0, пpuчo'l|lу I|аKcu.I|у.||' 
'LKu|oА < a, i мiнiмум, якuчo А > О;

2) це мас elссmpе^|J'.|t)' npu 82 _ АС > 0:

l3 .1



i${;i '

t,,l[

t

lllii

iffi

,,'r

rirrili

r'fr
lfl

ш

3) за умoвu 82 - АC : 0 oзнаксt нe чuнl1а, .]||o'l:лuвt вun(faKu' кo;tu
в ОанiЙ mouцi нa deякuх лiнiях фуttкцiя ltабувaс мaKcuмуму' |1а

Оеякtсx - мittiмумУ ( як у вunаОку zinеpбoлiuнoeo nаpабoлotОа).
Cтoсoвно фyнкцiй бiльIпoгo Числа змiнниx зaзнаЧимo' цro нeo6xiднi

}iМoBи маIотЬ тoй самий вигЛяд' щo й Для фyнкuiй двoх змiнних,
;toстатнi yмoви .lсulo складнitдi.

6'3.2. Умoвний eкстpeмyм. Глoбaльний eкстpeмyм

Bище бyлo poзгляrryтo еKстpемуlvl (лoкальниli) фyнкцii tвоx
змiнних без 6ytь-якlrx Дo'цатKових yMoB Чи o6меxень. Tакий
еKстpемум I'азиBaIoть lЦе безyмoвним. Пpoте Частo довoДиться
зIIaXoДити ексTpемyМ фyнкuiТ за деякиХ Дo,цaткoBих умoв (умoвнuti
ексrnpемум). Якщo функцiя z = f(х, У), а yМoBI{ маIотЬ вигля,ц

),= Р(''r), тo, oскiльки z : f(.r, p(х)) = f (*), зaпauа фактиuнo зBoдиться
Дo oдIloBиМipнorо випaДKy.

Нехай тpебa знайти екстpе}{yм фyн-
кцii z = f(х' у) (piвняння пoвеpхнi) зa
ylvroви Р(х, y) = 0 (piвняння цилiнд-
pиuнoi повеpхнi). тoбтo тpe6a звaйти
еKстpеI!{yм не на всiй пoвеpxнi, a тiльки
на лiнii, якv вltpiзас з данoТ повеpхнi
цилiндpи.lнa пoBеpxня (pис. 6.5).

Запиu.tемo нео6xiднi yМови ексTpе-/^ - \I d7 da \

мvмv фvнкцii /I]=0. i:0|' скo-. 
\.,'. dу 

)
pистас'Мoся тиМ' щo p(х, у) = 0] Toдi

Hеобxiдними yМoваМи yМoBl{oгo екстpеМyllry l' такиМ Чиt{oМ'
vМс}Bи

аf af:+:
Ох Оу

Оp ОР

0." - dy

.1,,

Чд=0.
сlх

,1,,у*=0.
dх

,1,,'#=0.
oх

'ф=0,
aх

0.

{оf оfl; +:
I d.т dvt- :
1dР dР

l а.' dy
Io(.r, у) =l.'r

(6.7)



.П,ля довiльнoгo l' (с\,мa .dвoх

dr dt.:+.:
О.r ;)у

абo

О[ ' ttg rlу
ъ; *n L,*Й

Brrбеpемo ,1 так, rцоб

tt

нyлiв)

*l,(Р*g +)
\ 
,.r d]' d.t 

)

/,1f 
^.^\|*+1Цl =0.

t dy dу,\ - 't

:0,

Toдi

Ч*лЧ=o.0-у dJ'

9!*l,9=о.
d.Y (Jх

oтxе, }iNloв}l (б.7) мо>кна пo,цати y виглядi

ГоI '.оp ^l- +^; =u;
| (,.Y d.(
);,r Оо (б'8)l; +,lil=0;
|,Ll' oу

[я(-v' r) : 0.

Пoбyпyeмo фvнкцirо тpьoх змiнниx.

Л(.v, .r,' 7) = f(-r, y) + ,tp(-v, у)' (б.9)

Не.oбхiднi yМoBи скстpеltIyt!4v цiсТ фу.нкцiТ (Л,'. : 0, .F',.u : 6,
Л,; = 0) збiгаються 3 Y]lloвilN{и (б.8), тo6то з vN,toваN{iI yluroBнoгo
еКстpеМyМy.

Мaе'мо }"rетoД Лafpaн>ка зI{ах.,ц)I(енI{я yМoBнOгo екстpеMyМy, згiдно
З якиlv{ ввotять toпoмi>кнr. фyнкцiro (б.9), яка дсlслiдxyeтЬся t{?t
екстpеl!{YN{ звичariниirr спoсtlбor.t.

З геопleтpиuнtrх тuтipкr вilнЬ чаtтo хаpактеp екс'I'pеNl},Nry зpозytrliлllй,
Тotvlу неlt{ае нсо6хiднoстi псpевipятtt дoстат.нi v]!{ови йoiсl.

П. Знаil'lи екс,lреl\,tv}{ Qlункr1ii ,: r, + },, (е,,riIlrrt.tнltl,i парaбo,roТд) зa у}loi]}l
I = t.t + b tll.tr'lцl1r.rl

lJil rt. гtl.](lrr JIаt.palt>ка

F('х. 1'' l.1: .,2 + .l,'2 + ,t(.l _ ,t.т _ D).

Hеобхiдrrtrмlt }IМoвaм't еКсl.рeМ\'\,t\' ;1..tя /r e F,,, : 2х _ iu. : 0, Л,r
! * к't - b:0, звiдкll .t: - bl(| + t), .r'= t,,,(l + t)

.li геorteтprтннl,tх мipкr'ваttь вlllI.гlll}}ас' tlI() ]lIa,.l;-lL]I]а to[lltll С l.otlк()l(\

=2-v+1.:0,

\iаксl!V\,\t\,.
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Pозглянемo найбiльцrе й найменrце зt{ачeння функцii в замкнeнiй
oблaстi, oбмехeнiй дeякolo кpиBoю (глoбальнпй екстpемyм). IJ,i
знaЧення знaхoдяTь у такiй пoслi,цoвнoстi:

a) знaxotять в o6ластi кpитиuнi тoчки фyнкuiТ;
Ф нa гpаницi o6ластi 3а Дoпoмoгюю piвнянь гpаницi фyнкцiю

зBoДятЬ дo фyнкцiТ oднiсТ зьtiннoi, tля якoi знaxoДять кpитиuнi тoЧки;
в) знaxoдять знaЧеIlня фyнкцiТ в yсix знай,це}rиx тoчкaх i в

KyтoBиx тoЧкax гpaницi, сеpеД цих знаЧе}lь ви6иpаrоть най6iльцlе i
нaйменrце. Cxема poзв'язyвання цiei задачi такa самa' яK i в
оДнoвимipнoN{y BипаДкy.

6.3.3. Meтoд найi'eнцJиx квaдpатiв

Hеxaй пpoвеДеllo rr вимipювaнь цеякoТ фiз.иuноi вeличиIIи з

adсoлrотнимlr пoxи6кaми вимiploвaнь dl,6z,..., dn. Cеpед сyт{apних

пoхи6oк poзpiзняIoтЬ сеpеtнlo аpифмeтиuну i кваДPатич}ly

{,i u-)r",
\u=r I

{Е'т;
\ к=1 /

У деякoму poзyмiннi Дp}rгa пoxибкa зpyuнiurа. Зaзнaчимo' щo

(min d*,uoo) <э |,",' f аl].
\ k=t I

Метot, заснoваний на мiнiмiзацii d*u,дp 3a дoпс'Iиoг1]ю мiнiмiзaцti
сyМи Квatpатiв похи6оK' нa3иBalтьcя мemoОoм нaЙменtдuх кваdpаmia.

I в и п а Д o к. "aiнiЙна за,lехнiсmь
Heхaй B pезyЛьтатi вимiproвaнIrя склaденo таблицto (y _ фyнкцiя

вiд .т)
Xt, X2'... 1 Хпr

Уt, Уz' ... , !п.

Heхaй poзмiщeння тouoк (х;'
y,) B системi кoopдинaт }raгaДyс.

пpяМy (pис. 6.б). Щoб oтplrмaти
piвняння цiеi пpямo:i у -_ kх * b'
знаliдемo k i b. Пoхи6кa пpи
замiнi теopетиЧнoT opДинати y' нa
еKспеpиМеItTaлЬIry у

I

| 
у,',

I

I

I

I

i
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Pис. 6.б



6i : lnt.i _ Уi _ kх1 * b - у1.

Знaйдемo сyМy кBаДpатiв такиx Пoxи6oк. Маемo

I|п

2d?: ) 1&,т' + b _ у)2 : F(k' b)'

.Ц'ослiдимo F нa еКстpеМylr. ЗгЦнo з яеo6хiдними yмoваМи

r.,д = 0, Л,., = 0 :iстасмо I' = >l
\ i= I I

|22 (kхt * D _ 1i)д,: Q;

]2: (Aх; + b _ }i) = 0,

-\a00

lnz х? + 6 ! хl = ) .r,:.}',i

[tЕ.r;+bn=2уi.
I{ю системy на3иваЮTь t1op.]|tсIльt|oю сLLсmемoIО меmoОу наЙ менtuu.r

кваdpаmiв dля лiнiitнo| залеу:нocmi.
II в и п a Д o к. Kваdpаmuuна залelснiсmь
Hеxай poзмirЦення тoчoK (хi, Уi) в системi кoopД}tнат I{aгадy€'

пapaбoлy у: а-Y2 + bх * с. \aлi МarМo

6i : !,,t.i - уi : ах? + bх, + с _ уi.

Cyма квaдpaтiв пoxибок

2 6? :2 @.u? * bхt * с _ y,), : F(а, b, c).

Беpyvи до yBaги неo6хi,цнi yl!{oBи екстpеМyМy (Л,,:0, F'ь:0,
Лl' : 0)' дiстасir,ro нopМaJ.IьIty сисTемy

|а2хi +DI.ri+сI.r;2 =2х?уi; J
.{с:.ri + b2.r? * сI.ri = Е.t,.}i]

[с: х', * bI.r, + с'n : 2 у,.

ouевиднo, Iцo ДoсТaтнi vмoви екстpеМyМy тyт застoсoвyвати неМас
неoбхiДнoстi' 6о вiдпoвiдна фyнкцiя Л мас тiльки мiнiмум.

Tаким )ке чиI{oМ }4oл<Ilа lflaЙTIl фyнкцiro, заЛе)I(н\' Biд бiJ.IЬIrIoгo
ЧIIсЛa параМетplB.

Метoд нaйменtшlтx квадpатiв заnpoпo}roваний K.Гаyссoм.
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P03Дlп 7

Кot\,IплЕксHi ч исЛA. MHoгoчлЕHи.
iнтвpпoляцiя

7.1. кoMплвкснiЧислA

7.1.1. Фopми 3аписy кonЛплeксних чисeл

Poзв'язYвання а-пгебprruниx piвнянь пp}IBелo дo вiдкpиття Ko}tlп-
-.tеКсHих ЧllсLЛ' якi пpoтягoм сто.riть МатеМaтиKи ЕIаМага-1ися }'нt{кати
а)K дo Х\/Ilt CТ', Ko-.lи K.Гаусс Дaв iм пpoстy iнтеpпpстаЦiro:
KOМIIЛеKсне ЧисЛo _ цс ТoЧКс? П;-IOЩ1IHИ.

Пеpейlемo to oзI'IаЧеt{Ь.

О, Уявttoto odttнLtttеto 11атL|в(tсt?Ibсs. i*) : ri:Т.
oтх<е, i2=_1.
О. УявttLLlvt чuслo.ц l1{rЗ|lва€mbсЯ чLlcJLО bi, Оe 6 € R.
О. Kсl'ttплеtссL|ll.h1 .ILlcjIo,\| нсl7LlваemьсЯ |tllслo z= а* bi (аеR,

а € R) ' 0 Ha3uва6rnьсЯ Оitiсttottl чаcmlпroЮ, b - кoефit't,iсttmo,и nрu

уявнiti ,tаcmuнi Ko,чnлеKсrIo?o |IIlcлQ (iнoОi nLlLLlJ'mь o = Rlz' $ =

.ll'oьtoвrtпlося зoбpаxат'l а Нa oсi O.v, D _ на oсi ()1' плoскoТ
с}IстеNlIl кoop'цинат' Tодi ьti>к Мнoя<инoЮ KoМПЛекс}l}tХ ЧисеЛ C i
тoЧКaМи гIЛoIци}III iснvс взает't}to o,цI{oзI{ачна вiДповiдrIiсть. Зpоз1,lriлo.
rцo RCС.

o. !'всt ,tttсltсl 21 : Q1 + bi i zz: az * bzi tia7цваюmb рiвнttмtt'
Я'KЦl,О a1 = Qz, bt : hl.

o. Чttcлo 2 = а _ bi ttа,зttвцtot!ь сnpЯ'tiе-
нцм Осl L||lсл'Q z = сt * bi.

Tоuку, якa зoбpажaс z (pис' 7.l), моr<на
заДати i пoляpнltми кoopДит{aтами (мoдyлем
r i аprуltентoм .2), звiдки

а:rсosР' b=rsinР.
oт,'кс,

z:r(соs9+isin9).
Спiввiдпотлснtr;r rliж сos r. sin .p i е.',

l{ltзиBa€'тЬс'r фоpмулоro Еli".теpа:

*l 
*

Bi.l irlti.r' imаginаг\' - 
r >tьttttl,t.

t42
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e.9=сos.p*istng,
(Лiвy uaстинy спpиймaтимеlro пoкI1 щo яK пoз}iаченIlя пpавoi

чaстини.) ,ЦoвеДення фоpмyли Ейлеpа Iloдаtlo в теopii pядiв.
Уpaxoвyrоuи цro фpмyЛy' маЕ'Мo

z -- rr'9 .

Tепеp Мoxl{а знаl.iтlr а i b зa фopr'ryлaмlr

r={;Гтт, tan1=L'

oскiльки sign с = sign сos p, sign D = sign sin P, тo для oднor0 й
тoгo ч}tслa z N{аeмo

z = а * Dl = r(сos g * lsin Р) : rе'9

IJi фоpми z t{aЗИв,a|oть вiдпoвiднo а-nтебpuч|tОю' mpц?oнolцempuч-
нaro i eкcnoненцialtbнОIo (floKaзниковоrо).

.Цля кol"tплeксIlиx Чl{сeл }Iе},Iас IIoi{ять <<бiльruе>>, <<МеIIIIIе>> чepе3
те' щo вo}Iи Bизнaчaються Двoма несyмipнимlr Пapaметрамlr: мoдyлеN{
(poзмipнiсть дoвxинlr) i apЁyмептoм (безpoзмipний), дo тoг0 ;к
мtloх(инa тoчoк пЛoщI{ни l{еупopядкoвaнa.

7.l.2. Дii }|aд кoмплeксними числами

.\oОавaння Й вiОнiмаttня
dсt

z1 * z7= (аl * bi) + (аz + bzi) = (и * аz) + i(biz)'
]|,f нoхення

def

Zt'22: (ц+ $j).(аz+ b2i) = (а'а,_ bфz)+ (иbz+ blа'z)i'

Tlеi,r самий pезyЛЬтaт дiстансмo, Якtцc Bикol{aeмo вiдпoвiДнe мнox<ення
за лpаBиЛаМIl I!lнo)<сння мнoгочлеиiв:

(и + bi)(а2 + b2i) = QtQz * bвzi * аtbzi * btbzi2 =

= (аGz _ fubz} + (b'а, * афэ)i.

Тoмy с се}rс o3начатll }lно)Kс"l{ня сa]t{е тaк.
,ЦLlLсttttя

zt * аt * b-ti. 
g ц,а:-+ hlbz 

+ b',':- o:b, 
i.22 аz*bi a3+ьЗ аЗ+ьЗ

Цсii самий pезyЛьтат дiстаHсМo, якtцo вl'кoьtaсмо такi пеpствopeнHя:
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Г}**,]ж:a-Erafаfт"- iS
,'p

l"
I

tt

,,,,,,11

сц * bi 
- 

(ц + bi')(аz _ bzi) _ аfiz * bozi _ bzаti * btbz
аz * bzi (o, + bzi)(аz _ bzi) а3 + ь1

;Ш Зазнauимo, Щo сl2 + b2 : (а + bi)(а '_ bi).

,;' М}toх(е}t}lя BBoдиться oДHoзнаЧ}ro (не тaк, яK для вектopiв)' oтxе,
llil* oпеpацiя дiлення КoМПlTeКCHИx Чисел Bи3IIачеI{а.

Hеxaй z\ = r1еlР1 ' zz: rzеlf2. ToЦi

z|z2 = r|r2еi(f | + p2), ,! : r_L 

"i(Рt 
- vz\, z,, = rnein'.22 12

,,,, Тoм)/ МIlo)Kення й Дiлення KoМтIЛексних чI{сел зpyЧIro виKollyвати'
' 

'lKlltо 
ЧисЛа записaнi не в aлгебpиvнiй фopмi, a дoДавання i вiднiмaння

f, _яI(щoBалгебpиuнiй.
: !oб7'ва'ttя, Kopеt|я
l' Hехай z=rеiР' u W: pu.u, тoбтo (pе'o1''-rg'o ЧИ p,'einо=rеФ'

Звiдсlr

l^'r - r.
1l"^_,' ^, V kеZ.
|no=9+L1|к,

oстатoчнo P ='x:, 0 = (Р + ?-тk)/n. Piзнi значеt|HЯ g^IIЯ 0 дiстaне-
N{o IIpи li:0, |, ..., П - l,3 пplt ft: n, n 11, ...цi значення
пoвтoptoк)ться. Tаким ЧинoМ,

V' _ {p еir.n+11k)/п' k:0, 1,,. ., n - |.

П. Розв'язаrll piвняllня .., _ 2.' + 5 = 0.
]) tl з в.я 3 а tl ll я. .т= l tЛ_=5:i+V-:?=|+2i. абo хi=|_2i'

-т: : l + 2i, тобтo яKщo кBaдpaтне рiвняння з дiйснltvll кoефiuiеrlтaми мaс кoмплекснi
к.r1lt.lti' тtl в(tHIl сttpя;{еlti,

7.2. п,lHoгoЧЛЕHи

Як вiДoмо. МHoГoЧ;.IeH стеПеня n ь7a€, вигЛяjI

1,,,(.т) = /1rr * сtt.Y * t.l:.т2 *... * сJ,,.r,,' (с, * 0).

Pозг,rядZtтrrN{еМo в,tпадoк дiliсних коефiцiсrrтiв, т06т0 ак € R, k :
- 0, I ., ...1 n.

T (oсновltа тeоpeМa aJгебpи). Бу0ь-якe рiвllstttltя munу P,,(.u) = Q

'мa€ piвнО n кopенiв ( aiцснu.r (lбО Ko.!|1t1']tеliС|lLl.Y).
Hа oснoвj цiei теopепIи I{;l€'Мo

Р,,(.v) = {t,,(.r _.кr)(х - х:)... (.v _.r,,), (7.l)

-.l( .т.. .Y:. ... . .Y,, - кopснi piвняння.
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Cеpел кopеIriв Мo)кvть 6ути aiЙcнi piзнi, Оittcнi кpаmнi i кoмn,lекснi'
Tодi сеpе,ц Ду)Koк y виpазi (,7.|) МoЖутЬ б5lти такi: х _ а, (х _
_ сt1k, k} l, .{2 * p.т * q (D < О), (*, * pх * q)r, k > l, тoбтo

P,,(.r) = сь,(х- с)...(.т* D)"..'(', + pх+ q),..(*, + p,.t+ o,)k. <7.2)

О. PаLt}oнсtльtttt.lvl Орoбo'1 нQltlвасmьcЯ вtll)аз

R(r\ = Q^(х\
-\.!, p,,(.r)

0е a i P .цtlozo.rjlенLt вiОnoвiОtttt'r сmеnенiв, npuчo'\lу Оpiб
нсIlucа€tnьcЯ npавLuLьнL!}|, я'кщo m 1 n,, i неnpавttльttttм' _ ЯKщo
m>n.

О. Еле.'tlенmаpltlt'\tu рсttt,iottсьtьtluмu dpoбсt.llu,1а3uва|omь dpoбu

Аt o, , (^ > l). 41r.v + A,r (D < 0),
.Y _ rr (.v _ b)^ 

.-- .), 
х, + 1l'к * q._ -/'

-,Yrf 
t-ll- (D < 0, r > l).

(.т. * ,д-l.v + q)" 
.

Cлyruна Така теopеМa.

Т. Буr)ь.якttit nputtuLtь,IllI| l).!ц!с|tla:zьltuЙ dрiб +* .^to^ll(l nodаmtt' Pц(.Y|

5Lк су.|v!у еJLе11енanс]рlrL!-\ dprlбiв, npuчo.Lt'| ]|l1,o,s.trllrJ' .Y _ а в ( 7.2 )
aiОnoвidсtс'' Орiб l1(.t - u), .1'Il1Ол:tturу (.Y - b)u' t > l сума 01loбiв

,9r,,,(.v _ b) + B2i\х- .5)' + ... + Bкi(-r _ b)k' .lttto*,,,.lс1,',, + Р.v + (] -
dpiб (Мru +- N1),,(.v2 * 7l.v * t|), мнo,кнLLк1' (.v2 * p1х * t1)k, t > l
rnеji су.\1tI. У чt-tс'е;Lьltttка.t dpoбiв.J\tсl€.|ro,',"',,'116tt!{)lti ксlефiL1iснmu.

l{ля знaхо,l)ксHFIя нсRtlЗнаrtсних коефiuiснтiв коpист.у'Смoся тliкI{t{и
тRеpджL-н}i я N{ll:

a) якtЦo tt'tн0JoЧ..tсti}t piвнi. тo 8o}|ll piвнi пptl всiх згIаЧснHяХ
aprvмеtiTv:

б) якЩo N{I{oГоЧ.IсI{и piвнi, тo Тхнi кoефiцiснтl{ Irpи oдHакoвllx
стспсl{ях apгr'ьrснтr piвrli.

П. I)tlзк:laстrt llа сЛсУенТ.i plli :tроби

.t-l ^ .т_l
" ,, - '*'- 

r;: zr t,; * r'
}' tl з в. 'l з а Il }t я. l ) \{ltr-rrо

.t+l А IJ с,

..'_ П'_ r. =^- l *-_2 - ..;'
iiб.l

0.т2 + -т+' l ='{(-т _ z')2 + Д(.т _ 1)(.t' 2) + С('r _ l)



D

M,.fr

ullll

ЕIсхaй в oстattнiй piвrroстi
\1at;llо:

()сl aточtIо

-r. : l i .r _ 2. Tодi tlрrrpiвнясмо кoефiцiс.нти пpи .(2

v:|. ):А А:)

.v:2:3=С'с=3'
-t2:0:А+B,B=_2'

tl'Il

2)х2+|не

,т+1 2 2 3------._----_.---.---.
(.t-l)1r.2-;. -r_ I х-l \.т_2),

]!rar дiйс}rих коpeнiв. oтrr<e,

.т-l А Bх+С
--;--.t1..2+l) х ..2+l

0'т2 +.т _ ц: '.1(х2't l) + (B.r + С).Y.

"т:0: _|=А'А=*|.

-т2:0:А+B,R:|,
-т: l:С'С=l.

()стitтrlчtrrl

-\-I
.т(.Y. + 1)

7.3. iHтЕPпoляЦiЯ-) Фy}lКцiЙ

7.3.1. oснoвнi oзначeння. пoстанoвка задачi

Пpи вибopi фopмул для описyBаI{!lя експеp}lI{енталЬI{oгo Матеpiал\.
в poз;riЛi.,]с йIшЛoся пpo Метoд наriЬ4еtlI',шllХ KBадpaтiв, Мll сBiДoМo
H€ BИМ3Г;l;-Iи вiД гpафiка вiДпoBiДнoi фyнкцii, Щоб вiн пpоxoдив Чеpез
всi ексПеpиМентaЛЬнi тoЧки (ДиB. pllс. б.б). У цьоМу llс 6i,лo
I{еoбxiДrloстi, адxе ToЧKи l!{и бpали 3 вi,цхlrЛенням!t) .l гpaфiК зrraйде}roТ
3aЛе)Kнoстi ix усеpедн}oваB' Пpоте 6уваlоть ситуaцii' пОв'язаBi з
висoкoтoчниМи експеpиментllil{и' a такoж irlrлi сlrт1'аЦii, кoли гpафiк
rЦYканoj зa,ilеxlroстi пOв,lI{еt, пpoхoДити тolt}lo trеpс3 ЗaЗI]аЧсtli тor{ки
\pпс. 7 .2) .

Подамо кi-ilЬка o3н.irIсF{Ь.
---_:;т-

' Bi;t atlг,r . intrг i ptlle _- тtt.tка.
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О. Iнmеpnoляцiсto ф1'ttкцii f(ш) функцiсto rp(х) наltlвсIсmьcя замiна
neptuoi, d1lуеoto |nаK' ut,oб oбuОвi збizaпucя нсl \eякiЙ мtloxuнi
':;азОtшеzidь вuбpанtt.r mouoK, яii назuваtomьсЯ вуzла.tttt iнmеpnoляцii.
(pис. 7'3).

Pис. 7 '2 Pис.7.3

o. За.ltiнu ф1'нкt1ii -у : ./(л) KуСKoвО-.цIrОZoчлеllнoto функцiсto
)' = /(.v) , яKсl с ,|1Llozo|tле|ro'| невцcoKozО сmеnенЯ мiхс в'13J|амt1
iнmеpnoляtt,i|, Зi :;беpе'ксlIнЯ.1,| власmuвoсmеti еJLаaKoсmi у ву3Л,ах,
lILl'.iЦGuсmьсЯ L'nла[i tl -ittmсpnoляцiсto.

iнтеpполяцirо застoсt.lвyютЬ ДЛя тoго' щ06:
i) дiстатrr аItаЛiтIlalниr,i виpаз функцii, яKrцo вiдoМo iJ знaчення

в OKpеrv1Ilх BуЗлaх;
2) зaмiнитlt фvнкшiro rlpoстitшоlo яK в poзУМiннi i] пoвсдiнкlt, так

i в oбчtrсленнi ii 3нaЧенЬ.
Poзpiзняють nаpабoлiuttу (р(х) aлгебрlrvний мнoгoчлен),

np|!еolrО'|еmprlLlну (.p(-t) тpигoнoметpиuний многочлен) iнтеp-
поляцiТ.

Т (пpo с.lиtliстЬ iнтеpполяuiйнoгo мнoгoч.leнa|. iнmсрnoляцiЙltttit
.1!lIoeo|tлеtt ОлsL dанrli' L'uсma'utl a7'злiв eauнL|ll.

7.3.2. iнтepпoляцiйний мнoгoчпeн Лаrpанжа

Hехай ма€Мo сItсТеNt}. вvзлiв i знaчень функцiТ в них:

.Yat, -Yl , -t2r ... , X1,

-}'о'.-r"i' }2l ... , ),,,.

iIoбулvсмсl iнтерлоляцiйний мнoгoЧJен. liого степiнь n
(iill,ться }tа6opoм n + | вуЗЛiв.

Hазв еtntо Ql1' н О а.и с ll rn а',l b t r u.j|1 Ll ],|' t1 О Z o I r ле 11 |"l

(7.3)

виЗ}la-

Qi(.v;l : ttpu i * k:
пpи j = ,(.

BiJ' itttt."'r. s1rliliе _ (-l]е]l.i.l.'t!,}la КресЛяpсЬ}la.riнiliкa f.qя Пp(lI]с'lеlIIlя рl;l'l'х кр'!tsl|х

i?:
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ffi
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,:$r.тn.lт]ilh .l'j .1l rш![жmщ "$ i]l 
..;l',]JF

Toдi

P,(х) = шol(.т; + у|Q:(4 + ... + у,Qii(.r).

Cпpaвдi, P,(х) = !o, P,(хL) = У1,...' P,(.r,): уn, y чoМy l{еBaxкo
вIIевIlитися:

P,(.ro) : r'oQ9(.r) + y,Q*(хL) + ... + !,Qi(хo) =

:.Уo 1 + }' .g +... + 1,n 0:1'o, Pn(.t6) = 1'o.

Тaка сaМa ситyацiя в iнtшиx вvз..tах. Tепеp знaй.цемo аналiтичний
вlrрaз для Qf1х). oскiлькlr .{0,.{l,...,.f,k-l,.Yt+1r..., Х, _ кopенi Qn,
тo

Qf,(х) = С(, -.ro)(.r _.'')...(х _.rt-r)(х _.rt*t)...(х _ *").

ЗнaйДемo стaлу C 3 yМoви q!@к): 1. Mаrlro

С: |/(.rк _.vo)(хд _.v.)...(хu _;rt-r)(.rt _.rt+l)... (хt _ х,).

oтxе,

el(.v; =

oстaтoчнo

Pu(.Y\=Ё lnQf(*l=
&=0

(.т _ лo)(.х _.t')... (х - хt_')(х _.vr*l)...(.r _ х,)

('r _ .vo)(.r _ .rl) .'. (х - .rt-l)(.т _ .{t+r) ... (.т * .t',)

(.тt _ хo)(.тt _,тr)...(хu _.rt-r)(.rr _ хt*r) '.. (.тд -.r,)

I_т.'
zJ )п
k=0 (.rд -.тg)(.rt _.т')...(лn _ хt-r)(хt * хt*r).'. (.lru - х,). 0.4)
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Hеxaй вy3ЛI' .{o, Хl, X2, ,.. , Xп piвнoвiддалснi' тo6тo х& _

_ .{t-r = h E,ля всiх &. Toдi

J1 =,V0 + h, хz= Хo * 2h'..,' Хп = Xo * Пh.

o. Piзнuцямu nepшoeo nopя\ку oбмeжeнot функцit у = f,.х) у
вiОnoвidнцх moчKа.х нсlтuвсlюmb piзнuцi

Ai, )o = /(хr) -.(.ro; = }r _ )'ui

Al }l = /(.ru) _ /(л') = lz _ Уti

Aл )il-l - f(.t,) _ f(х,-t) = )l _ }r-1.

Piзницi BуI|I!Их пopяJкiв визнaчаютЬся pекypeнтIrим спiввiднo-
IIIе}lняМ

dеf

Ьf, у, * Aл(Af-1 yi),

3oKpеМa

Aiyo = уz _ 2уt * уo, Ai}o = уз * 3уz* 3yr _ }o.

Hеxaй знoвy l'raeмo систеI\,Iy (7.3). ПodyДyrмo iнтеpпoляцiйний
полiнoм y виглядi

Pu(х) = аo + а|(х_ xo) * аz(x _'ro)(x _ х1) * ... +

* а'(х _ 'тo)(х _ хr) ..' (х _ .r,-r). (7'5)

BихoДячи 3 yМoв iнтеpпoляцii, знaйдeмo }IеBllзllаЧeнi кoефiцiенти
Qo, Qt, ,,, , an, oтxе,

у0 = P,(Jсo) = a0, Qo = Уo,
yr = P,(.vr) = Qo * а:,(х _ Xo) = q,' + а1h'

o' =# - у| _ !:'g = (Ьt,у6)/h, аt = f,Ьпуo,

aнаЛoгiЧнo

,^ = ];Af-,o' k= 1,2,...,П'
kt h-

Пiдставившrlr знайденi зl{аЧeння сr, в (7.5), дiстанемo iнтepпoляцiй-
ний пoлiнoм Лarpaнrка iнтеpпoляцii <<впepед>>. Мнoгoчлeн iнтepполяцii
<<}lазaд)> ll]yкають v виг'rя.f,i
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/,,,('тo) : Qrl * сtl(,.\ _ х,) * а2(х _ .r")(.t _ .r,_') *

+ ... + a,(.u _ х")(х _ хn-r).'. (х _.vr).

oстатoчно Мarмo ,цBa iнтеpпoляцiйнi Мнoг0Члени Hьютoнa

ll
P,,(.'с): Уa+uAl']'о(.v _.rо) + 

,tnzЬil'o(.r 
_.тo)(х-xr) *

I+... +;;;Ь)ilo{х _.ro)(х - хr)...('v _.т,-'),

II
P,,(.r) : у,, + тAl,);(.v 

_ .r,.) + 1fi Ьil''G _ х'')(.t - хn_t) *

Зa.увaжe}lt{х
l, iнr.сglпoляt1iijнi rvttогrlчлeпи (7.4'), Q,6)' Q.i) д.ця oднiсТ й тiсТ сaмoТ систеМи

(7.3) ТеорeTrIl{llo з6iгаюгься lla oснoBi тeopеi\{и пpо сдttttiсть iнтеpпoЛяцiйногю
l{ЕIoГorl,'Iе}la, a.'Iс Мo)кУ1.Ь i дсrt{о .Biдpi3нятися з olllядv l{а oкруг.цeння Irри
0б.rltс..rювil-пьtt11х Пp0цесaх, якi рiзrli ]1Ля кoжtIoГo МriOг0Ч'тIена.

2. Пepсвaгa МнoгoЧЛeнa -Ilarpаlt>кa пepед мнОгoЧ.:Irнaмlt Hьк)тotla Пo.пягaс в тoМу,
шо ltеpшtиЁt засгс}сoв.vюТЬ ']..1}l '.toвi.'IЬIIих в1,з.riв' тo:i як :pvгi - .1.1я рiBtIoBiд.lа..lених.
I1еpевaга мlIoгoчленiв Hьютоltа Пеpeд мнoгoЧле}lo]\,r Лагpа}i)кa в ТoМу' щo дOдaванllя
нOвих вv3лiв v систeМv (7.3) ознaчaс дoдaBa}r}lя тiлькlr oдltого.цo]Iа}rКil в (.7.6) цуt

t7'7). тi'дi як {7'4) пtrвнiсlttl зvill)осТЬся.
3. Якuto за дoпoМoГсlк) (7'6) aбо (7.7) знaхoдятЬ знаrIeння фуrlкl1ii мiж вvз-,tамtt

в 'го.rtti .тl' Тo засТoс0вr,кlr.ь (7.6). 
',iк(Jlo 

.тi блltжче .tс; lu, нi>к ;lо -\,, i (7.7) 
- v

ПpOT}1внOМv p.l3l.
4. Cкill'tенtli рiзнlrцi зрv.Itttt бv]tr,ватll' к0ptlст\'lоlrltсь та6-rrrцеttl (с'пiд зверtlутrI YBагv

lI.t те' де знaхO;{яTЬся pi3нltцi мнi-lгrlч,.lенiв (7.6) i (7.7)) '

5- l iрlt дlrферснцiroваrrrri фvнкrtii, зaдaноТ r.aблlt.ttl0' сГlОIl1tl К.t- :l.llя t!сТ

''.Ill.I l il]j(plllt'|яtliiill}l\ }|l]ОГtlti..(,llit]. ttоliv йoгtl.ll|фt'ргltIlil(lк)гl' i' ltарсlltli.
ui,Lп.'шi,tIri .llI.llI( l:iIя I|(l\iJII()Т.

(7.б)

oу.l\'h),I !)

:1{lllхO.iЯl ll

^it'o

Air''

^i,'',

Ai-1'о
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P03ДlЛ 8

HEBизHAчЕHиЙ iнтвГpдлt

8.1. o3HAЧвння Й BЛAсгивoстi пвpвlснol
ТA HЕвизHAчЕHoгo iнтвгpдпд

oсновна зaДачa дифсpенцiaлЬIloгo числснrrя пoлягаe B тoМy' щo
3ll ДсяКoЮ функuiсю тpсба знaйти iТ пoхi,цнv. якщo така iснyс.
oснoвноto задaЧеro iнтегpальнoгo ЧисленtIя е o6еpнена задaЧa: зa
поxiдноrо фyчкцii знайти самy фyнкцiiо. Пpиклaднi 3адачi, Де
ЗастoсoвуIoть цей МатемзтиЧHий апаpaт, I{aЛеxатЬ тому саМoмy кoлy
пllтaHЬ. якi пoв'язанi з пpактичниМ застoсyBaнHяМ пoxiднoТ. Tакими
с зaдaui, пoв'язанi iз знахoдxе}lllяМ фyнкuii зa iнфopмацiсro rrpo ii
кутoвий кoефiцieнт, ДoтLlЧ}ty, }rоpмаЛь' пiДнopмaль uи пiддoтиuнy,
задaЧa нa Знaxot)l(еllllя Мaси стеpхIlя за йoгo гyстинolo.

Ba;кливorо i aктYaльнolo с зataЧa космiчнoТ навiraцiТ. Уявiмо, щo
Ми Знaхo.цItмoсЬ B iзoльованoму апapатi i пoзбавленi спoстеpех<ень
нaBкoлишIньогo сеpеi]oвиIцa (кoсмiчний кopa6е"'lь, rriДвoдний чoвен).
Про p-vx aгIapaта N{oж}rа 3нaти' фiксуrourr йorо пpискopеIrlrя 3а
iнсpцiсю (зa Допoпroгolo пpoстoгo пpистpolo з МетaЛевolo кyЛЬKo}o'
заdriксoваrroю Ha пp1.х<инах). Пpискоpення _ це пoxiДнa вiд
ruвидкостi. Знаrourt, яK знайти функцiю 3a пoхiднoro, Мо;кIIа 3а
ПpисКopcнiIям знaйти ruвидкiсть, а 3а неЮ - i тpасктopiю.

o. <Ilункu,ist y : л(.Y) назttвсtсtttься nepвiснolo Оля функцii. 1' :
=.f(.r) на dеsLкoму iнmеplалi Lа, b\, яrcщo F,(.r): f(х), V 'r C |а, bl.

.{-. .\-rO f(.,)=; 0o

ii
i,1
,ut

V C с R. lle e загaльrlиЙ виl'ляд rrepвiснo1

./("т) : ...

Т' l (пpo загaльнl,tй вигляд всix пepвiсних).
I. Якu7o F(.r) - пе1lсliснсt Оля f(.r), mo F(х) + C, V C r R, €

ЩакОiK nеpвiснoкl aля f('t).
2. ,\aвiльна nepвiсttсt Ф(х) aЛ'L f(х) мсrc вuz.,LяО Ф(.r): л(х) +

+ С, V С € R, Ое F(х) - oОrcа з пepвicнu.'; dля f(.u), m'oбlno "1||,нoхIlна
всiх ttервicнu.r |(..t) вLlLtеpnу'€mься фopм1'лolo F(х) + С.

! 1. Якrцo Л,(.r) =/(.v)' тo й (Л(.r) + C),=/(.r).

П' Якrrtсl /(-') : .'.,

,l .l* 
') 

: .т 
' 

взaгaлl

Л(9:++1 , бсl

j

r.i.тl:|+с'4

l5l
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2, Hеxaй Ф(') i r(х) пеpвiснi для f(х), тoбтo Ф,(х) =
= F,(х) = f(х).Toдi (Ф(.r) - F(х)),= 0. oтже' Ф(х) - F(х) = C, тoбто
Ф(.r) = Л(x) + C. l

T.2 (пpо iснyвaння пeрвiснoi). БуОь.яка нenеpepвна функцiя мас
nеpalсну'

У тeopемaх l i 2 знaчен}lя х взятo з деякoго iнтеpвaлy Iа,, b ].
,Цоведення твеpД)Keння' IIIиpItIOгo нix в т' 2, дvтв' нa с. lб7.
О, HевLtзначeнun| iнmeгpшloм*/ вi0 Оеякa| функцii' |tаzllвавmьc'L

мнoх<uна всiх nеpвicнLtх функtчii, moбma

! rlчх1ах -,Е(,t) + C, F'(x) = /(х). (8.1)

Tут f(х) _ ni1fumеrpаJlьнa функtgiя, f(х)rLx _ niОiнmегpaлышЙ
вLlpа3.

з геoьrетpиuнoi тoЧки зopy пepвiснa це лiнiя y = F(х),
I{еBизнaчeIIий iнтеt'paл _ це сiм'я лiнiй у = F(х) * C (pис.8.1).

oпеpaцiя з}Iаxotхе}l}Iя f'(х) + с 3a
,цaнolо,f(.т) нaзивaeтьcя iнmerpува|tнЯn4
fQJ.

t6п. tl t х5сlх = + " с, 6o ("16 + с),= *s,

V.т€R;
2) J sin .т r/,т = * соs ,r + (--' 6o (_ соs х +

+с),=sin"(,vхёRi
3) f ,2,,lr = .}.,.. + с. бo [}.,' " с] 

' =

=с2., V '*ёR. 
_ \

Bлucmuвocmi нcвuзrсaчеIlozo ittlttcгpала
'П'oве.цення iх 6aзyсться Hа oзtIаЧенii iнтегpaла.
l. (I rr*> с/.r) 

, 
= /(.r).

2. (I rс'l сlх\ = f('r,) сl.r'

3. J.l(/(х) =,11хi + С.
4. (ООнopi\нi-cmь) l сlG)сl'v=cI f(х)а.v, V с€R.
5' (Аdцmuвнicmd ! (f'("") + fz(х) + '.. + f,('r)) rl.u = I f,(х),lх +

+ ! i,G) с!х * ,.. + J f,,(.r) сl.r.

H а с'n i дo к (Лi,нiЙrticmь\ ! (с'lr('t)+с/:(.к)+...+
+ с,'/,,(х)) tl.Y = cl!лt..) сlх * с2 f f'в)d.Y + .., * с,, f f,,(.u) r1.t (сt е R).

6. \'Замiна змiннoD Якuчo функцiя f k) |tеt,lереpв|l(l, Q' X = Р()
"\1сl€ Цеnеpсpвну no.tiОtt5', mo

J 
^.u) 

,tх = I f@0) сp,(t) dt'

__"Г;*г... 
intеgеr * l(t''I!1!1.

I <.)

I

|rв)'c

f

Plrс. 8.l

..lrфi

ф
tllll lir

r ill
il

illl:lr'

(8.2)



У подaльшroму B piзниx виpaзаx стaлi C МOxyть 6yти piзними.
.П,ля "riвoi Чaсти}lи (8.2) мaeмo

(! rr*) сlх\, = f(х) + C,

il для пpaвoi Чaсти}ll4 (зaстoсyс'Мo поxiднy скдаденoТ й o6еpненoi
фyнкцiй)

= 
{,,,= *} = r(;p(t}),p'(t)\ +

(I ttv{t))r,tt)ttt),r = (! r{vov,{t)сl) i t,"=

g = {хl = 9,Q)\ =

=|(p(t))+C=/(х)+C.
Taким Чиt{oМ' поxi.цнi о6оx частин (8'2) з6iгаrоться з тoчнiстlо

дo сталoi. 3 непеpеpвностi вiдпoвi,цниx фyнкuiй BиплиBaс iснyвaння
iнтегpалiв y (8.2).

3веpтaемo ysaгу' Ц{o \taстo застoсoвуIоть зaмiну (чи пiдстанoвкy)
l = р(.r)' a не .Y = РU).

У влaстlrвoстяx 2 i 3 МaCI!,Io вiлo6paжсння oд}loгo iз зaкoнiв
po3вl,lтку _ зaко}ry 3атIеpеtlеIlHя зaпеpеЧенtrя.

.Цифсpенцiюючи Л(.t), вiДкинемo iТ пеpвiсний змiст. iнтеrpуюuи,
М,t зaпсpеЧусМo лифеpенцiа,r (запеpеuення 3апеpеvення), aЛе Hс
приxoдимo .цo вltхiднoгo пoлoжс}lня, а тi''lьки персхoдиМo на iнlлltЙ
uдa6ель (дiстaеl'rо сiм'ю фyнкцiй)'

l]я x несиметpiя пpивoдитЬ Дo тoгo' IЦo кoли поxiдна елемeнтаpнoТ
фyнкцii e теx елеМеtlтаpнoю' тo д]'Iя irrтеrpaла цr не заB)KдI,I так.

Пpи цьo}{y KаЖYТЬl lцo вiн <<Ilе беpеться'>. Taкi iнTеrpaЛll
IlоpoджуIoть нoвi, }tееле}v'с}Iтаpнi фyнкцii.

Як вiДoмo, o6еpненi дiТ пpивoдиЛIr дo poзIllиpення пoнять. Tак,
пOf{яття l{aтуpальHoгo ЧисЛa poзIIIиpювалося Дo пoняття ,цiйснoгo, i,
3pеrЦтoю' _ дo кoМплеKсrtoГ! ЧИC;1?. Tе сaме спoстеpiгасться i в
лналiзi'

п.l. .Г 1.т? + sin.т + r*r;rl.t = t _ сosх - е-.' + С,

З влaстивoстеri невизl{аLIе!loгo iнтеlpалa в!lпЛивас'' щo oIIеpатop
нс.ви3t{ Ченoгo iнтеrpуBаHня с лiнiйним.

8.l.1. Тaблиця нeвизнaчeниx iнтerpaлiв

Пoдaмo oснoвнi iнтеrpалll. Pезyльтати пеpевipяються дифе-
pенцiювaнням oбox Части[t piвнoстей (див. (8.l)), Lt = u(х)
I{епеpеpBьIа фyнкцiя' Деякi з фopмyл це фopмyли Дифr-
peнцiювaнHя, записанi в зBopoтнoм!' пopядку.

l. Ju"dtt=..n*t/(ct+ t)+C (a*-l):

#r cil.в
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{il

Llllфr,

*

r
r
r
r

fi j[F'вF Т ;s

ilLll[
rrffi
yriЁ

't'lii,

ffi

гdu ^ - ^JЙ=zу|l+L,

,, l +: ln llr| + С.

nll

3. l а,'сItt = fi1 + С: { c,'сItt = c'l + С.

4. Jsinudu= -сosl,+с.
5. Jсosud.t= sinll*С.
6. l tanЦ сlLt = _ ln lсos tt| + С.

1' J сot ц'dЙ : ln |sin u| * С.

8. Г -+ du = Гsесllr/tl : tanи + С.- сos.,.

9. Г --L- dtt = Г сosес,' сlll : - сot 
'J 

+ С." sin'll

l0. Г ,d',. =L,...onЦ+С.. (а'+ tt.) o a

^ dtrл. tт#:7 =aгсsin}",.

|2. Г -,l,,,: ] ln |a 
+ кl *.." а"-tt. lа l(I_.ll

^ сlttB. t -€iтv = ln lrt + {''Г{i l + С.

Двi останнi фopпlули на3иBаIoть IЦе вiДпoвiднo фоpшrу"тaмtr
<<BисoKoгo> i <<{oBГoГo>> логapифмiв.

П. 3tlaiir.lr 7 = / silr .t соs .т r/'т.

I) OЗ в''l зa н rl'I. I с п ос i б

, * fsin.т= li, l = г uа, :{+с :lsiл2.т+(].,-lсosхd.х=,tlt|

]l спосiб

7-J.o'*=.. . !: г tldt,:_(*,:_lсos2х+C.
iаu:_ slп.t/I.t] J l z

IlI сrrt-lсiб
1f ]2.t:rr | гl I

'=;J siп2'тt/.i'= 
1;;'='.t,,| J 1'in, tlu: - ас0sr + С=

=.}.u'2'т+С.
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. .3llaхoдяvlt 1 тpьомa спoсo6aми, дiстaли зoвнi piзнi вiдповiдi, пpoTе вoни
вiдpiзняються однa вiд oдtloi лlttпе кoнсТaнтoю; так i пoвltянo 6vти.

8.2. тЕxHiкA |HтЕrPyвAHHя

8.2.1. iнтeгpyвaння дeякиx виpaзiв'
щo l'lстятЬ кBaдpатнии тpичлeн

Еl.ехaй Маrмо iirтеlpаЛи:

It: I rl.r/(а.v2 *D.r* с), Iz= I а*lГo-7+ ь"+,,
, Г (Ах+B)сI.r , Г (Ах+B)с1х
tз = J --=--_ . 14 = I ^Г_-2-:_;-:-'

Де 4*0. 

- u а-\.*hх*с' w Yах-+t).Y+с

Poзглянсмo' наIIpиклаД' Iц. Зaпиrrrемo в ЧиселЬIrикy спoчаткy,
пoxiдIry кBаtpaтIroго тpIIЧЛенa:

{2а.r+ьi*-#+в А, 2ar*b
Il= jffi{i.Y=йJ@fi|;tiх+
. (^ Аb\, г-- r1.r r' a*2+b-r+с=иl+ |b - ^ l J y';;тJ'\.+с : 

1':\ lo) t \zа-к+b}dх=dцJ

^4 1tlu / Аh\ А\[ц ' (^ ,4Д\'=йJ й* l,_й) ]z:.:# * l\,_;),,=
=}t;l*ы*,n(u-#|',

\/
Щo6 знаrjтlt 1r i ..2' Bи.цiЛяeмo пoвний квaдpат y квадрaтнoму

тplt.rлснi i застoсу'смo фopмyли 10_l3 тaблицi iнтеlpалiв. Iз
po3гЛядасмo аналогiчнo.

8.2'2. iнтeгpyван1{я частинaMи

йеxaй u=u(х) i y:y(.r) _ дифеpенцiйoвнi Для вitповiДIlиx Jr.

Toдi
d(ttvj:vсlu*uсlv'

звiдкrr
utlу:d(uv)_vdu,

Зiнте/pyемо останню piвнiсть, 6еpyuи дo yBаги в,'IастиBiсть з
iнтеfpалiв. Д,iстасмо
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ъf,ПJ -т'Ц!r: -: .
il*а
ffi
Ш

ш {udv=цv_tvrtu. (8.3)
itjц

ffi Це^фopмyлa ilrтerpyBаllня чaсти}laми. Borra зaстoсoвyёться тoдi,
}Й кoлll / v tJu не скла.цнiurий вtл ! u сlv,

[ Зазнauимo, щo с тiльк' д"u i,.'oiи iнтerpyвaння _ iнтerpyвa}Il{я
r замiноro змiннoТ i чaстинaми. Bсe iнше в цЬoмy напpямi
F застoсyвання зaзнаЧеtlих мeтoдiв дЛя кoнКpeтIlиx класiв фyнкцiй.
[,ф oтже, вся теopiя l{еBизнaЧенoгo iнтerpyвaння мiститься y фopмyлaхШtl (8.l) _ (8.3).

irьn П. 3iнтегp1'вати Частиtlaми:

iil l) 11 = ! arctan2х dх,, 2) 12 = ! eL"sin 5х d*.
' il'f

r ";,:,i^:.;I|!'i o"=2dх/(|+4',)\ хarсlan2x_
r 

l)11 =|сtх=di' у=х 
J

ffi _!.,',r',dх=хarсlanz..-}rn1+eх21 +С.
l$llft 'l+4-Y'

|,2'=u, с!ц=2е2,dх l , ) ^ ь.')\ t":I l L=-т,,,сos3л+iJ,,"сos3хdx=
lsiIr3хdх 

=dу, u. = -.сos3х|
[ ,2't - '. 

. s'' _ э'2.vl.. I

= ]. ^"', ,""_ i..'^"^'|= -+ е2'сos3х+fr",*,in3* -lnI,''sin3хdх+C=
|соs 

3.т с/.r = dv' v = j siп з.тJ J

: !.,:,, |],iu з.* - .o, з...] _ * t, * с,
J \J ) A

Poзв.rrжeмo останн€j piвняння вiднoснo ,r2. Мaемo

Ч ,, = \,l, (Zsin 3х - .o,3л] * 6у J \J J

', = *.'. (] ,in 3х * сos з,tl + с.
I

|} с nn.n^.,ut.]}r такoж .,.р.. с) .

\rJ. I

8.2.3' iнтeгpyвeння paцioнальниx дpoбjв

oскiльки з tlgпpавIlЛЬtloгo paцioнальнoгo Дpo6y зa дIoпoМoгою
,цiлення Чисель}Iикa I{а знaMенник Ivloх(Ha вицiлитп цiлy vастинy (вoнa
i iнтеrpустьсЯ зa фopьryлoro 1 з тa6лицi iнтelpaлiв) i пpaвильний
дpiб, то poзгЛянеМo iнтегpyвaння oстаHнЬoгo. За теopеIfoю з п. 7,2
пpaвильний дpiб Мox<Ha звести Дo скiнuеннoi сyми e,lеI{ентapниx
lpoбiв. oтxе, 'u."; 

:hdх = АlLn lх _ а| * C,

l5б



I c:ыtlх: АzJ(., - b)_kdх= -*(' - D),-o + С, k> 1,

r Ч{:Ч. d-r: Iз (в пoзначенtlях п. 8.2.l).-.r.+pх+q
Певнi }CкlTa[нeнHя Мo)KVтЬ виниKHyти пpи

I*={ uffffiа', ,це

iнтеrpvвaннi

k>1.

Зaзнauимo, щo тут мoхI]а iнтеlpyвaти а6o частинами' зaстoсoвyюЧи
pек1,pенцirо ]р- Iк-t э... + /r, Дe 11 яK B п. 8.2.l, aбo за дOпoмoг0lo
тpигoнoМетpиuнoТ пiдстанoвки пiсля вилyЧеIIня rтoBнoгo кBaдpaта в
знaМеIrникy (див. 8.2.5).

Як бачимo, pацiона,rьниit дpi6 мo)кна зiнтеrp!'ватIr завxди.
П. 3rrайти iнтeгpaлrt'

D l=r___Д ^a.*; 2) ]--r--j^La.,.- (х _ l)(х - 2). , х1х, - l)
P о з в' я з a }i н я. Cкopttстaемося peзyлЬтaTaМи poзKЛаду пiдiнтerpaЛьних

,tpoбiв нa eлe}'ентapнi. Мaемo (див. 7.2).

D I= r -2 'or_ r+=d.т+ [ dх=2|tll,Y- l|- 2|t,t|х_2| -- .т_ | " х_ z . (х-2\.
_ 3;5 + С:2'" l=i *;} + с;

2l I : _/{a, * iЁid.т : * ln l.тI

* } In1.,, + l) + arсtаn .t + C.

-ij*-/7];dх=_ln|.тi +

8.2.4. lнтeгpyвання виpaзiв'
якi мiстять тpиroнoмeтpиннi фyн.кцii

1. iнmегpуваlьHsl вLtpа:tiсl сosa.r сosDх, sinсх sinД.r, sinсх сosDх. l{i
Bиpази iнтеlpyкlть 3 пoпеpс,цнiм зaстoсyванt{яМ фopмyл

сosс.r сos6.т = } 1.o. (a + 6).v + сos (rz - 6)'r);

sinaхsinD'r = ] 1.o, (а - b).v - сos (с + 6).т);

sina.т сos6.r = } 1,in (а + b).r + sin (4 _ D).т).

2. iнmеr.pувсll1нЯ' sinl,.v соsq'v, p € R, 4 € R.
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ч ,т-.!EmМт: ;ltг

sin .v :

lf

I в и п а /:I o к. Hеxай сеpе,ц ЧисеЛ q i p хou oДI{е I{епapI{е'
ЗoКpеI\,lа неxай p - непаpне. ToДi p _ \ _ пapне i

/ sinРх сos./х с1.r : / sin x sinP-1х сosq.r /х =
?,-1 n-l

= J 1sin2.r)Т сosl,.rr sin х d.r : J tl _ соs2.т,1Т сos 'r sin х с!х =

: J.:'j- :. -',-} : _ /сr _ .7\"{',ouu._ 
\du: 

_ sin .r сlх| 
_ J

IJей iнтеt'paЛ Мo)KI{а знайти в бaгaтьoх виIтадках.
tI B Itп aДoк. Hеxай piq _ пapнi.3aстoсyемoфоpмyли

ЗнlI>кення степеня, тoбтo

соs,л:1r, * сos 2х), sin2.r = 1r' _ сos 2х),zl

.l
sln.Y сosх : 

' 

sln z-t.

П.l. 3нaйти ilrТеrрaЛlt: ll l : f (sin3х)/сos6.t) rlх,.. Z\ ]: J sln2х сos4х dх.
P о з в.я:] a }l }{ 9l.

l)

7=1sinхs-i,rr.r d,= I sin.t([ . с.,sir) ,..=i)]: :::,..'','.,} =- s | ,^!,,,1,=
сOs '\ с.)s.'.т |аu 

: - slll .\ d.тJ u 
u

гdu rlц | | -' l l ,.:_l-:.-_---*(=-Т_--тL.
' u'' u ,o Stl, 3tr' 5 сos.х 3 сtls..т

z, t : ! (silt хсtls х,)2 ссl,2,t.,' = } / sin22.t 1l + сos 2.\) o- = * J sin22хr/-т +

] г t'. sirt2.r:ri l l " I

+ nJsin22.rсоs2-тd.r= ].'. ;;=',.n,z.. d-|: |6Jt| _соs4х)r1r* |6!',,а,,:
= .! - I sin -r.r * lrinlt2r + t.10 b4 4t{

3. Унiвеpсanыtа mp|llol1o.1|1еft|puчна. niОсmанoвксt"

Ця пiДстаноBкa Ма€' BItгляД l = tan { i .o.'o.o"yс'ться ДЛя iнтегpаЛiB

вll:ty 1 : .1Г л1sinх сos.т)с1.v {*,aл аpгy,",ентaми sin.t i соs'v здiйсненo
опеpaцii B Мех(аx ЧoтиpьoХ aplrфметиuниx дiii). Маeмo

-{ : аrсtаn t, dх = т} u,.

.r .tlstn7соs7 1t

п7.. r.t ).Vstn-'+сos-'

Aнaлoгiчнo



сos.r = L=r+f'
Tепеp Мас}rо iнтеrpал вiд pацioнaльнoT фyнкцii:

I = ! R Lэ+. L4) -Ч tlt: f л*(r\ tlt,\t+r" t+t)t+/"'
П.2. Зtrafllти iнтеfpaЛ t = [ secхdх.
P о з в' я з a }{ н 

't.
1,",,r-- i

t = у !_-' =)"'' , 
_ ,,,. 

,i,,,: lL=l :J sln.Y |,I'= Ч' | +/|t".\1,'.1I l+r. 
J

= I +: |n |l| +.С: ln |tnni| -.| .l
oстaннiй Bиpaз Мох}ra пеpeтBop'7T|1' a тaблицrо iнтеlpалiв мoХttа

-]oПoвнlrTll iнтегpалапти (:pvгlrй Дiстанемo анаJ.loгiЧнo пеpIIIoМy, тiльки
. {п \'Для зpyЧнoсТl зeIIиIцеN{o сos'r:siп |7_х|):rI

Г сosес tt tlrt = r !', = tn itаn *- " srn/1 | 2
* C: _ in lсоsес 

'l 
+ сot tt| * c'

Г , " dulsесисltt=|-:ln- . сosll

8.2.5. .{eякi iнтeгpали вiд ippацioнaлЬнllx фyнкцiй
ttll mk

|. iнmеrpалu вuОу .Г л(.', *^, .,, , хi1,lх.
Hеxай r * спiльниri знаменник дpo6iв ц.,...,ц!. Toдi зaмiноюtlt nk

'v : l'' звoдимo ,цаний iнтеrpaл to iнтеrpалiв вiд pацioнaльноТ фyнкцii.
П.l. Зrrаirrlr iнгеrрa.' , = ,Г i"i ii
}) tl 3 в.'l з a н H я. \{аeмо

, i*:,t | " i,lt 
1

r=1 ..|:4'-+:цГ'.'*|\| at:
vх=ar"dl| " i+г. " 1+t,

= + ! {t2 _ |)dt + o l :\ = 1 l - 4t + 4 arС|'^nt + С =- r+t' r

(ц л\|tап |' + z| | * С = ln |sес u+ taв u| * С,
\- '/l
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..mш*riffi*'!!'l Tl. 
^dlшr D

= а (+fl;Т - цxi +"..on h * с).

2. Tpuеoнaмеmpuннi niОcmанoвкu
Tpитrэнoмет;lичIIими пiдстанoвкаI\,rl{ I{азиBаIoть пiдстановки

х=asint (х= aсosl)' х=а|ant (х=аco|t),
.х=dseсt (х= ссоsесl).

Зaстoсoвуiоть ix Для з}IaхoдxеI{Ilя iнтеfpалiB Bидy

l n@, {7 -7 ,l*, .Г л(,' {} + 71 ,t*, .Г л(*, {7 _71 а'.

П.2. ЗнaЙти iнтeгpaл l = ! 1а4,'[1з Т-ff
Poзв'язaння.

- [х = ,/5 tan! l " 
y']...,rdl I г sес2/ ',

' = 
1u'= y'зsес2l аtJ= J ({;];7/т =зJ .o' :

=*J.o. 'a'=\sinf 
* C =}t"" t1l{t *o"\ *. =+ rlo,'{7* l *с.

8.2.6. iнтerpyванl{я 3a дoпon'oroю тaблнць

lснyroть спецiaльнi дoвiдники, якi мiстять Beликy кiлькiсть
iнтеfpалiв вit Досить IIIиpoкoп) клaсy фyнкцiй, напpиKлaД' в таких
Дoвiдникax знaxoДиMo:

I(а' b) = ! е* сos 6x = a9? ;т(D sin Dx + a сos bх) + C.а.+b.'
,(ля знaхoд)кеItIIя
I{aIIpиклaд

ilrтеrpaлa вiд фyнкцii' якa IIаЛe)китЬ дaтIомy класy'

I(2, З) * t "u 
sin 3х dх,

y вiдпoвiдь тpебa тiльки пiдставити зI{aче}II{я паpaметpiв, якi дають
змory видiлиTи цIo фyнкцiю з даIror0 клaсy. oтже,

oЪ
I(2,3) = iз (3 sin 3х + 2 сos 3"r) + C.

8.2.7 . iнтerpaли, якi нe виpal+сaютЬся
чepe3 eлeiieнтаpнi фyнкцil.

Poзглядaroull BлaстиBoстi невизнaченoro iнтеfpulTa' зoкpемa спiввЦ-
нoцIeнI{я мix oпеpaцiями дифеpeнцiюBаI{Ilя тa iнтefpyвання, бyлo
звepнeнo yваry I{a те' щo iснyrоть тaкi фyнкцiТ, iнтеlpали вiд якиx

1б0



-щ}

}rе вlrрaх(аIоться черe3 еЛrментаplri фyнкцii. Hаведемo пpиклaДI{ тaкиx
iнтеfpалiв. Пiсля знaка piвнoстi в циx IlpикЛaДaх Дa€'мo вiдпoвiдне
пoзнаЧeнI{я, т06то вкaзaниil iнтefpал Bизrrачa€' Ilовy' неелеIv{еI{таpIry
фyнкцirо.

rч{: Si(х) (синyс iнтеlpальний), Si(O) = 0;uх

1CoSХ
J т сlх: Сi(х) (кoсинyс iнтегpальний);

/ /т - ЕzJinт; с/х = Е(х) (eлiптичний iнтеtpaл), Е(0) - 0;

,ё , сlх , -х2 'J;uх, J 1n*' Jе dх'

oстaннil"r iнтerpал Частo застoсoвyють y теopii ймoвipнoстей.
Haблиxене 3Ilачення такиx iнтеt'paлiв мo)кHa знайти, записaBIIIи

пiдiнтеfpaльнy фyнкцiю за Дoпoь,{or0lо фpмyли Tейлopа i зiнтеrpv-
вaBIши pезyльтат. Пpoте € ще й iнrпi спoсo6и.
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P03Дi,l 9

B и3 HAЧ ЕH}'tЙ i }tтЕгPAJl

9.1. 0зHAЧЕнHя Й BлAgгиBoсгi визHAЧЕHoгo
iнтвгpдгlд

9.1.1.3адачi, якi пpивoдять дo пot{яття
визначeнoгo iнтerралa

L. Плou1а кpuвoлiнitiнo| mpапeцii
o. Куltiвo.ziнiЙн'otо nlpаnецiсto l1аz|lв(llО|iib фie уpу, oбмехену

сpа'фiкo.l+t функцit у = fG), npя'J||uJ'ru X = Q' .r = b i вiссrо Oх.
Знaйдсио пЛоIц}, кpивo.riнiйнoТ тpaпeцii За \.МL1Bи нспеpеpвнoстi i

невiД'смнoстi фyнкцiТ /(х) (pис.9.l).
Poзi6'еlro осt{овy трaпецiТ нa n

Чaсти}l тоЧкаМи

a= хo <.tr (.Тr (.." (.t, = }

довi..lьним спосoбoм i так са]!{o

Дoвiльнo вlrбеpеьrо .'ri € [.rl-r,.Vi].
Bвa;катимемo, Цo V .v € [.тi_t,.riI

/(.r) =.onr1 =/(.ri).u 
^o=o 

Xt'..Xi-| ц '. b=1n ^ Тодi кOxHа з n елеl!{ентapних
Рllс. 9'l тpапецiй, на якi poзбито пoЧaткоB:v

тpaпецirо, 6уле зaмiненa пpяМoKvтнI.rкoм з ITЛoIцеIo tr$, = / (хi) х
х (.v; - .{i_ i) :,riхi) A'rl. oтxе' П;.IorЦ3 всiеi тpапецiТ

s =,2 ns, =,Ё,, (хi)Aхl,

IIpиЧoМу ця фopмyла тltм тouнiu.Iа, чим бi,тьrпе л i мснrrrе A.r1.

oстатoчно

s_ lim )/{,l;л.','
;:i;,-6='

Bиpаз (9.l) мaс сенс тo.]i, кoли гpа}rиця iснyс i не
спoсoбy pозбиття Iа, b| нa ЧaстI{Ё{I{'

У настуЛHих зaдaЧaх пoясllенt{я рo3в'язyвaння
мiнiмyьrу' tr6пtсx<имoся фактиuнo саMиIlt poзв'язкoм.

2. Pofultnа з,l,tittttоi' с,tt'ltt

162

(9.1)

залсжить вi,ц

зRедеМo дo



Hехaй niд дiсю сtll.r )' = Л(,r) матеpiа,rьна тoЧкa pухltстшя Bзtoвx
oсi o.v з ToЧKи х : а у тoЧку .v = b. Зtlaftтw викotlаHy пpl{ цьомy poбoту.

Poз6ивrrдr Iа' b|' п< i в пoпеpеrнiй задачi, i вваlкiючlr, й.v * L
€ [.Т; - r' Хr |'

\1itтиМеМo

oт;ке'

Л (.т) = сonst = Л (хi) Vхi € [.vi- 1, Х;],

ЬА; = Л (.ri)Aл,, u = t, ЬАi =j .1,;;o.,,.
i=I i=I

n

l = lim ) л(х|;lх,.
пf ф ;-1

mах At/ J 0

3, ]у{аcа npямoltiнittltОеО сmеpхllя
Heхай взtoвx осi O,т ltix х = а i х : b pозмiruено лiнiйний

сTеpхеIlЬ' Toбтo тaкий, всiма pозмipaми яKогo' кpiм дoвxиtlи' мoxнa
зt{еХтYBaти. ГYстlrна стrpх(I{я p = Р (Y). Знайти Масy стеpх<ня' якщo
реCIа,b]'

Як i в пoпеpеднix задatlltx.

Ьmi =p (,vi) A'ri, 
^ = 2 Ьm; =jp (.vi)A.vi,

'=',, 
i = 1

nl= lim уo1.чi)A.vi'а.п+Ф i- l

mat^Yl' t 0

(9.3)

Зазнauимo, щo 3 yмoRи mаxA.r; .+ 0 в усix задauах випЛивa€' щo
|l э фl а наBпaки _ нi. .Ц,ля зp1,uнoстi в (9.l) _ (9.3) писатиМеМo
mаxA-r; * 0, t? + cо) хorlа дpyге зайве' якll{o e пеpIПе.

9. 1.2. oзнaнeння, тIlyli'ачeння й властивoстi
визнaчeнoгo lнтeгpaлa

У пpавiй частинi фopму,r (9.1) _ (9'3) мaемo на6ip oднltx i тиx
С.l]tt}lх lvlатеМaTиЧниХ oпсpацiй. .(ля фyнкцii .l = ,/(.т), якa }1oжe
набyвати piзнoгo пpaктиЧнorо змiстy, сущи типy (9.l) (9.3)
називaюTь iнmе r pальн'Ll -|r I l с)',|1 (Lчи (Piманa*]) .

o. Гpаltttця iнmеrрl-lьttuх c''Ir (Piлансl) О'ш duюi ф1пкtчii. npu
ll - * l mах A.ri - 0 за )'-l|oвL|, щo L|Я, zраlrLrцЯ не Зсulсхumь вiО cnocoбу
po:iбummst' вi1noвiОttoсo ittmервtt,l1' lrа .|асmu,н|| m(l cnocoбу вuбopу

o.2)

*/ Б. P iч a н (l826-IlJ66) 
- нiмetlькltЁt \,taтеNlатllк
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Зf'тiЫ,,ш,Jl "т_ttr,.!mП: .Т liir. !b

doвiльttux moчoK хi всеpеIuнi кaхцai часmuLru' LtQЗuвсI€mься вult|а-
чeнu.I|,| iнmerpалollt (Piмана) вiО Оанot функцii no Оoнoму iнmepвaпу
t noзначаemьCя*'

Bpaхoвyrovи (9.l)_(9.4)' мaeмo
b

s=Jf (х)dх _ Zеo.IlеmpuчHе mлуJ|rачeнн'L'
ou

А ,= t F (х) dх _ ме.ка'нiчнe mлу.||lачeнн'l,
oo

m= IPQ)dх _ фiзuuнe mлу.t,|сlченНЯ'
а

тo6то piзнi пpaктиuнi тлyмачення визнaчеIloгo iнтеfpала.
Хoчa невизнaчений i визначений iнтerpаЛи 6лизькi 3а lIoзнaЧrн-

IlяМ' пpoте це 3oBсiT!{ piзнi пoняття за сyттю: невI{знaЧeний iнтeгpaт
_ це Ilrl{oxиI{a (сiм'я) iнтеfpальниx кpивих' a BизHачеl{ий _ це
ЧисЛo.

Hевизначений iнтеfpал вi,цкpитo y ХYII ст' як oбеpненy oпеpацiю
Дo ДIlфеpенцiroвaння, a Bизнaчений iнтеfpaл вiдкpитo пoнад 2000
poкiв тoму (ним фактиuнo вoлoдiв Apxiмед, якиl"t обчrrсЛIоBaв площi
tеяKих фiгyp i o6'сми 'тiл, кopистyючисЬ дЛя пiДсyмoвyвaння
фopмyлaми сум apифметичноТ тa геoМетpиuнoi пpогpесiй).

Зaзнauимo, щo визнaчений itlтеlpaл вiд непеpеpвнoТ фyнкцii iснуе.
Bлаcmuвocmi вuзнaчcнozo iнmezpаJlа
.Ц.еякi з . цих в.пастивoстей вI{пливaютЬ з oзнаЧеtlн я (9.4) , a

дoвеДеЕII{я,цeяких iнtшиx BЛастиBoстей зpoзyмiлi iнтyiтивнo.
|. (ООнopiОнiсmь)

bb

{, r <*l сI.u = c I r сaсlл, Vс € R

2. (АОumuвнicmь за функцieю')
b

I(f' (.") + fz(х) + ... + f,'(.r)) dх =
а

b

IrG)а.'
a

h

= / /,1.v; d.r +
a

D

dх * ... + J f,(r) d.r.
o

O.4)

b

t f,Q)
a

*) Biд ,laт. sumпla _ суМ:t' тyт стилiзoвaнa пeprrra лiтepa.



H a с л i д o к (Лittiйнiсmь)
h

J GJI(.Y) + . ..c,,f,(х)) сl.r =
a

bb

'qf f'(.t) r1х * ,'. * 
",{f,(х) 

tl.r, Vсi € R

3. (АОumuвнicmь за npoмie<кoм)
bcb
I r t*l dх : t f (х) tlх + t f чх) dх
aaс

npu fuвLzьнoму poзмiщеннi moчoк а, h, с (пpи с €. |а, b] властивiсть
oЧеBиttlа' B зaгiUIЬHому BипaДкv кopиcгуIoTься нас.'tiдком в 9.2.2).

4. (iнmегрувсtн|tЯ ttе1liвнocmD. Якщo f{х) 3 fz(х), х С [а' b7, ma
bЬ

J Л('r) ,].r. J Iz(х) сl.r' дe сt < b.

5. (ОLчittка 
'o*nn i,,,n".p,ioo)

tJ f (r)d.rl

б. (Tсopема npo с,еpе0нс
3 с € fu.b] ШaKe, Ц|О

b

= {tt @)t rt.r.

зltацення). Якщo f e Сp.ь1' mo

b

frG)rlх=f\с)(b_а) (9.5)

пpu f ('.r), 0 i ./ € Сp'ь1 mаKе:
вi1noвi,Он u.l| n p ЯI|ОKуmн uкol|l'

Геoмеm pttuне mJLу.цQtlе||н я mеopeмu
к1lttсзoлittitittа mpаnеt|я piaнoвеltuка з
stкttt1 'ltас 'з rnраnецiсto сniльну ocнoву
<pис, 9.2),

t, l Зазнavимсt, IЦo pезyлЬтаT

{, r в) сl.r = b - Q гlLIIтлИBa€' з геoмeт_

ptr.Iнoro тЛуМаЧе}tня вltзна.tенoго irттCг-

pа.rа J lzl.v (плoшa пpямoкyтника зi
а

стopotlаМ}l b - а i I\.
З непеpеpвнoстi f (.r) виплиaаg

oбтltехенiсть iТ IIа lq, bl, тoбтo
Эm<M такi, щo msf(.t)<,lr' на
нсpiвнiсть, скoprtставtUись властивiстю

nn

Рlrс. 9.2

[а' b1. Зiнтсlpvсltо
4. Maе'мo

b

! m tl.u 
= t f в) с].u. I I\4 dх'

- r rx')tt' ) -,t

oстанню



b

m (b _ а) < f f (х) dх < M (b - а),
a

П 
lB*"

(9.6)

а6o

lli it "i

illlrfir

' 
'1,ill

tlшшil

il

ilif
шllr
ljillilр

lli'ill

iп,'nl

Шfd

t1

шfli

fl lllT

"Ш

ttl

ilill

,,',,i'

litr
,ll

<M.

/b
- I г.'Hеxaй'u:|J|(х)rtх/(b-а-)|,m<р <Л1. БеpyЧи Дo yваги т.2

\с l
(л.З.4.З), дiйдейo Bисt{oвкy' щo iснус хoчa б oДна тoЧка c € |а, b|
такa' щo f (c) = д, тoбтo виKoIIyс,ться piвнiсть (9.5)r

Hеpiвнiсть (9.б) називaютЬ oцiнкoro визнaЧеног0 iнтefpалa для
oбмеxеноТ фyнкцii. I{я фopм1,лa Дaс зМory, не oбнислIоIочи iнтеfpалa,
Bи3нaЧити ме>кi, в яких мiститься йoго величинa.

О. Cepe\нiJ.| тначеIllt'lм ittmегpoвttot на Iа, bl функцit У = f(..х)
l { (.З Ll,всI€ m ьc Я велuц Llн a

. | "r..
f,:6_qJ"|(х)сlх.

oпеpацiя зНaxoД)<ення BизнаЧенoгo iнтеlpала ставитЬ фyнкцiТ у
вiДпoвiднiсть ЧисЛo' тoбтo ця oпеpаuiя e фyнкцioналом. ЗгiДнo з
властивoстями l i 2 цcй фvнкцioнал - лiнiйний.

9.2. oБЧислЕHHя Bи3HAЧЕHoгo iHтЕгPAJIA

Hапpикiнцi XY]I ст. в l\'{атеМaтицi склалася свoсpiлна ситуаuiя: з
0,цнoгo 6oку, пoнаД 2000 poкiв iснyвав 6ез застoсyBaння (uеpез
склaднiсть пiдсyмoвування) визначений iнтегpаЛ - ЧуДoве з}IapяtДя
Для poзв'язyBання пpикЛаДних зataч, а з Дpyгoгo бокy, 6yв вiдкpитий
ttеBизнaЧеIIий iнтеrpaл i poзpoбленi lrетoди йoгo зHaхoД)кeння. Це
були uистo МaтеМaтичt{i впpaви. Пеpшrич, xтo BстаHоBив зB'язoK Мi)к
ц}IМи дBoМа iнтеfpaлaми, бyв i.Баppoy*).

9.2.1' Пoхiднa в}|знaчeнoro .нтerpaла
зi змiннoю вepхнЬoю ti'e)кeю

T. (Бaрpoу|. Якu1<l

= .f (.v)

^ = (if Q) rtх)," - ",

f ССp'-t1, mo

{} , ro u')' .
\O J

r66
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l CкoplrстаeМoся тиМ' щo
bb

trв),1a=l7r11dt,
aa

зi змiннoro BepxньolоPoзглянемо iнтеlpал
.r (.r) > 0. Маeмо

Ф (.r) = i r rD u,. (9.8)

ЗнайДемо пoxiдну фyнкцii Ф(х),
тoбтo

Ф'(х) = lim (AФ (.t)/A.r).
a'r+0 0

Ha oснoвi властивостi 3 (п.9.l.2)
f lстаrмo

AФ (х) : Ф (х+ Ax) _ Ф(,) : I f U) dt -
a

х !-Y 'r+Дt l\ х+^r_trG>{l|=|!+ I _l|f {t)dt= ts1t1аt.

За теopемo,o .,oo ."o.l"n .;,""JJ" $.9'1.2)
t+^t

! r в) ltх : f'(c)A.т, с € [х'.т * A.r].
х

oтxе. oскiльки /(.т) непеpеpвна' тo

d-,,('Y) =]j1/,G): f (х). l
Hаслiдок |.Bupаз Ф.8) с nеpвicнoto Олянеnеpepвнoi.

фуttкцii у: fG).
I{е випливae з oзнaЧення пеpвiснoТ i piвностi (9.7).
H а сл iдo к 2. БуОь-ЯKанеnеpеpвнафункцiя мас nеpвicну,

9.2.2. Фopмyлa Hьютoнa-Лeй6нiца

T. Якщo функt1iя F( х) с nеpвicнotо Оля неnеpеpвнoi фуttкцii f( х),

хc
Pис' 9.3

b

Jr(.')tlх=F(b)_F(а)=

b

I

Л (Л) 
l.
L

(9.s)

rl

Мe)кеIо (pис.9.3),

16',1



Фapмулу (9.9) назurзаtomb фop.му.roto Hьromotn_ЛеЙбнiца, а iнoОi

- oс||o{знoto фapму,loto iпncгpaпьIloeo чucJlеtlllЯ.
a tхя непеpеpвнoi фyнкцii у = fG) F(х) зa yМOвoк)' a Ф(х) зa

наслi,]кoм 1 (п.9'2'l) с пеpвiсtlиМи. Пpоте Ф {х) =,Е(х) + C, тo6то

ifVlo,=F(n)+c. (9.10)

illl'i,}
Р r]!т

rШi

r
ffiщ
Itilw

Hеxaйх=aB

J f t|) dt = F (а) + С, С = _ F {а),
a

F{ехай.t: b в (9.l0). Toдi

frФ,tt=F(b)-F(а),
;rбо (9.9). l

H а с л i д о к. СпpаaеОлuвсt фop.uула
hа

Ir61 сl.к=-f11х1 а.r.
aD

Il. oбtlltс-цrtтrr itlтеrpaJl}1:
a2

'', 
: Jсоs.тr/.r: 2'' 1 : f с2' rt.r'

00
Ptlзв.язatlt{.

з2
i) ,r:siп.т|:l:

I

а
t^l!

)t I =l ,2t l = !,,)" - t'
I )1. ! t.-t

ЗавДяки фopмy,ri Hьютoна_Лей6нirда визначенrtir iHтсrpaл ruиpoкo
ЗастoсoвvетЬся пpt{ pозв'язУвaннi пpиклад}tих задач.

9.2.3. Meтoди oбЧислeння в1,lз}|ачeнoгo
iнтeгpалa

Цi метoдt{ збiгаються 3 Методами Знаxoд)кенt{я }iеB}I3наЧеногo
iнтегpaлa, оскiльки Для знахo,ц)Kе}IHя BизнаrIенoIю iнтerpaла тpеба
сгloч;tткv ЗНaЙТvl невизначенltй (пеpвiснy), a потiм скopистатися
фоpмyлoю Hьrотона_Лей6нiцa. Tакиx метoДiв ,цва: ЗаIr{iна змiннoi та
l tiтегpvвa}l}lя . Чaст}I нaМ}l.

t68



l. ЕIеxaй фyнкцiя х = p (t) вiдodpaxае |а, p| вa |а, bf, пpиЧoМ)/
p (а) = а',Р Ф): b, a Р'it) _ I{еIТеpеpвIra нa iа,B] фyнкцiя. Tодi

bp
! r G) ,tх = ! f G, 0) ,р,Q) ttt,

Hа вiдмiну вiд невизнaчеIIоIю iнтеlpaла туТ }lе тpе6а повеpт.lтIlся
:o стapoi змiннoТ, але тpебa пoмiняти меxi iнтегpyвaнI{я.

2, Для u : u(.t) i y : p(х) Мar'мс}

(9,1 1)

(9.12)

0

1 л/2

=ъ J (l+сos2/)d/
0

b

J vau,
a

t. ),

R2l.|,л2
= + (' + ;siп 2I) i :-". -t' 2 | rl

0'

b

JUUV=UV
a

i
I

якцI0 iнтеrpaли iснytоть.
.Цoведeння (9.11) i (9.12) тaкi сaмi, як i Для }{евt{зI{а.tеI{огO

iнтеfpa;тa. тpе6a тiлькуI BзЯTI4 до увaгlr (9.9).
П.l. 06числlrти illтerDaли.

I .--;__= 1

li IL: t Y a, - х2 dх: 2) 12: f хе2"dх.
00

P o з в . я з а lr н я. l) 3aстoсvемo мeгоl замitlи зlliнноi- Мaеltо

, |х=Rsinl .т 0 R lll = 
[dх 

: .R сosr d/ тГ0-.i7' i 
:

fr/2 х/2

= J{лт- лrТ.{ R сos / dr - д./.fr,'1сos / dr =

л! 2 л,l2

= л2J t соs t|сas t dt = л2J .o'2; dr -

Taкy вiдповiдь МoжIla б'vлo перeд6aнlrти, oскiлькrt З Геo\{етрttЧнoТ ,to.rки зopу /1
цe плoщa uвеpтi кpyгa рaдiусa Л.
2) Зaстосуемo },rетoд ill'гегрyвa}iня част},нayи' a сaМe фopмyлу (9.l2). Масмo

l,т:t,l;du=dх 
1/. - { .. I ..r -lZ 

]е^d.т=dу-'у=;,-|-l/

i
a

lrr^"i l;.- t._1or,;_*...|-1Jе^dх =;е. "1. j

l'0,\

-L,: *L:у"z *!=i,o2+ lrJ" 4 4' 4 4"
!r_ L^Д
2-

169



!Db

П.2. l{oвести фopмyлу для зaлPrшrкoвoгo .шteнa фopмули Teйлоpa y фopмi Лагpаlr>ка
(,п.4'4.4J.

}faючи фopмулу Hьютона-Лeйбнiцa, мoх<rla дiстaти sирaз ,Ц/1я зaЛиIIIкoBolю чJIена

фoprrу.пи Tейлoрa' .(ля цьогсl зa 
,фоpмулoю 

Лarpaнх<a знaхoдиllo
r (.т) = rp (.т0) + 9'G)в _ хo)' с € (хg' х).

Hеxай Р @): /,(.r). Зiнтеrpyrмo цю piBнiсть нa [.rO,.rl. Mа€,мo

l f,Q) ,1" = f,(хфl dx + f,,{ф! (.t _ хo) с/х
х0 -r0 ,t0

t (х) =/(хo) + /,(.ro)(.т _ хo) * ,!P.- _ .Тo),,

тoбтo дiстали фopмyлy Tейлopа т1p'| n = r.Ъ,"n дoвiльнorо n 6еpемo

Р (.к) = f(.r) i iнтегpyсмo n paзiв'
Tейлop xoч i lrав фopмyлy Hьroтона_Лейбнiца, пpoте не мiг

oтplтМaти такий pезу.'lЬтат, oскiльки теopеМу Лаrpан>ка пpo скiнненнi
пpиpoсти бyлo довеlенo зЕlачнo пiзнirrrе.

9.з. HAБЛ и)кЕl-ti ]t'Етoди oБч ислЕl.|Hя
BизHAчЕl-|иx IHтЕгPA,IIB

9.3.1. Гpафiннe iнтeгpyвaння й дифepeнцiюBа}lня

Як вiДoмo, r кiлька спосo6iв зaдaнIIя фyнкцii, тoмy тpеба вмiти
:rtфеpенцiювати й iнтегpvвати фуtп<цiТ' заданi нс тi,т,ки ана.riти.lнo, a
ri iнrпими спoсобами, тим бiльrшеl Щo B експеpимеHтi мас''to спpаBy з
функфями, задaI{ими гpафiuнo абo табличнo.

oгх<е, неxай фуrгкцiя у: f(х) ж-
ланa гpафiuнo (pис. 9.4). .ЦoвеДемo,
шIo BM мiстить стiльки лiнiйних
oдиIlиць' qd,ъки кв.lцpатHих otpш{lIIIЬ
l'tiсп,rть ILiIoща пpяМoкyтtlикa АBСD.
Cпpавдi, 

^oTPсo^BM4 
зBiдки

BM OT
Т : o : OТ, oскiлькtl ОP = |.

oтxе,

BM : ОT .АB : S..tвсл.

Якцrо вitpiзoк Iц, Д ] всликий i пpoвести лiнiю C,o так, щoб
пpяМoкvтник АBCD був piвновел}lKиМ з кpивoлiнiйнoro тpапецiсrо,
}rе BДaeтЬся, то poз6иRасмo йoго на /? Частин) poзбиватouи дaлi й
тpапецirо Нa n Чac|Ин. З ко>кноtо трапсцiею rтовтoрюсIt{сt тiiКy саt\'{v

l7r)

0а6х
Pnc. 9.4

у

т

.<

f(r)

а а



прoцеДypy (pис.9.5). .Ц.iстанемo ла-
мaну Mg, IVI1, fuI2,..., якa €' нa-
блиxеним зoбpaxенням пеpвiснoi
1.лЯ

х

Л(х): t71.lс1 ах,
a

Гpaфiuне дифеpeнцiювання вI,I-
кol{yеться y зBopoтнoму пopядKy.
Тiльки на гpaфiкy функuii пpoBo-
]ять IIе сiuнi MnMl, MtMz i т.д.,
:t дoтичнi в пpoмi><ниx тoчKaх
Koх<Hoго iнтеpвалy. .Ц,oтиuнi зpyu-
нo пpoBoДити зa Дol1oмoгolо ,цзеp-
каЛa' яке Bстaнoвлк)eтЬся пеpпеtl-
fIIKYЛяpI{o дo кpивоТ. .(ивляuись y
I{Ьoгo' yтoЧIlloloть кyт vстаt{oвки
:Ioти' пoки вiдбитa часTина кривoi не стI{куBaтиметься з pеaлЬнolо
без зламу. Bикopистовylorlи tзеpкалo як лiнiйкy, пpoвoДIrмo BзtоBx
нЬoro ноpмaль to кpивoТ, дo якoТ 3а дoпoМoгolo кoсиt{ця пpoвotиМo
-ioтиЧIIy.

9.3.2. ЧисeлЬнe iнтeгpyва|{ня

Pис. 9.5

r гpaницеIо пoслi,цовнoстi iнтеfpаль-

n

! r (.") u* = 
,Z,f 

(хi) A.tr. (9.13)

Усi фopмyли на6лиx<ецorю o6числення визнaчеIloгo iнтefpaлa
гpyнтyloтЬся нa цiй фоpмyлi.

Poзбивaroчи piзними спoсo6aми Iа, b| на Частtrни i вибиpаюuи
piзними спосo6aми хi, Дiстаеrvro piзнi фopмули нaблих<е}roгo 06Чис-
jlен}lя iнтеfpaлa. Poзглянемo в oсI{oBHoмy фopмvли пpямoкутникiв'
якi в деякомy poзумiннi с найзpyuнiruими i нaйкpaщими.

Hеxай Iа, b7 poз6итo на n piвниХ Части}I тоЧкамl1

(l = .{0' .Y1'х2, ... r .Yn : b, Ьх1 : хi - хi - ' : !:_!. i- = 1. 2..- l: _ 
л .I = |. z'... 'n.

Hехaй у цих точкax ф-'-rгкцiя мaе вЦпoвiднi знaчення )o, }t,...,llll
oбчrrсленi зa анaлiтичIIиМ Bиpaзoм фyнкцiТ aбo знайдснi експеpимен-
талЬI{o (фyнкцiя зataна тaблично).

BиGиparouи в (9.13) спoчаткy .тi =.ri-t, fl Пoтiм .ri:.v;, ]\{a€'мo

t1l



!b,

i r вl а., = ЧJ(yо * yr + ... + y,,-') = 4'J; (9.14)

b

J/(.,l а., =.Lf(yo * yr + ..' + уi = *i. (9.l5)
q

I\e e фop l.tулц n p Я.|'| aKуmнuкiв tt аблu:tс еIta е О oбчuслeнн я iн m е t p.аltь
Нaзва пoяснIa€ться тиt,{' tl{o пpI{ / (х) > 0 пpaвi частIfilи фpмyл (9.t4)

i (9.15) с' с5:113ц1 тIлoщ llpяМoкyтrпткiв з oс}ioBa}{и IIa 1х;. r, xi] i

Bисoтами у,_ ' 
i у, (pис.9.б, q'7). Д,ля Мolloтoн!{o зpoстaюнoi i

Мoнoтoннo спaдноi функцiй вiдпlrвiднo
bD

4'J s,Г/(.т) сi.т . 4,J, 4.? s J f G) tt.r s 4'J.
аa

0.хilхiб^

Pис, 9'7

Kopистуtоuись (9.14) i t9.l5), ми фaктиuно у виpaзi фyнкцii зa

дo',o'Ь"o'o форьlу,ти Тейлopа oбме>куeмoся нуЛt,o'ит{ ЧленoМ (див.

П.2. ш"9.2.3)
.I (.v) : 'f (.кo) + /'(с) (.t _ .тo).

Пiсля iнтеrpyвання (нa oД}rollty кpoцi) МаеМo
{1 .,,.(хr_хo)2 .,,'(b-а)'
J/,t.)t, _ .тс) с/.v = |'(с\ т : |'(с) -т7-'
rC

тобто пoxи6ка нa oднoN{у, кpоЦi мас llopядoк *' "u , *po*u* !.
t1

Знаrirшoвrцlr сеpеднс apифьtетиvне (9.14) i (9'l5) ' дiстанемo

Ql tl1l'uулу,m P an, е цiЙ

i' с-> а* = t#|"у * ).' + }z *'.. * y,-r) = Дт. (9'1б)

I1oxи6ка в (9.1бl маr lltзpяДo* {. шoо Дiстaти фоpмyли (9.l4)

i (g.15), пrl,l фактi-r.Iнt.l заivtiнили фiнкцiтo /(х) кvскoвo-стаЛоIo' дЛя

t .11

Рис. 9.6

х;.7 хi b



(9'16) зaмiниЛи /(.Y) нa Bписaнy B неТ ЛaМaнy. Замiнюlочи /(х)
пapа6oлorо, дiстанемo точнitдУ фopr\'yлy, яка нaзивастьcя фop.lt-у.loto
rtауlабoл, aбо фopмулою Симпсонa+).

b

l f Q) dх = # (},. * y,,, + 2 (у, + y. + ... +
а

* }z,,,- z) + 4 (y. + y. +... + }z,,_r)) = IлaP. (9.17)

.Ц.овеДення цiсi фоpмуЛlt oПyстиМo'
Поpядoк пoxибкll ту,т | ,nз 

.

П' Знaйти rшoulу пoгIеpеннoгo пеpеpiзу рi.rки 3a рсзуЛЬтaтaми зaмiрiв ii глибин
('уi) на пeвнiй вiдстaнi вiд берeгa (хi).

.ti:0;2;4;6;8; l0: l2; l4; l6;18;20,
fi:0,2;0,5; 0,9; l,ll 1.3; 1,8;2.2;1,8; 1,5; 1,0; 0,4.
I] o з в.я з a н tt я' Зa фоpмулaми (9.14)-(9.17), Мaс'мo

tf;) = z,ort; t,!.; : zs,o; r,p:24,8., tnuo = 24,8

Заyва)кення.I{лянaб.цижeнorоo6чуtслeнняi}lTeгpaлaвiдaнaлiтиuнoзaдaнoi
(l1,нкuii мo)'(нa цю фyrrкttiю подaти фopмулoю TeЙqoра, a потiм зiнтеФyвaти oсlaннтo.-l.vт rto>кнa й oцiни'ги гtохll6кv ittтelpувaння (за iнтerpa.'roм вiд залишtкoвого .l.'Iена).

9.4. HЕвЛAстивi iнтвгpдли

iснyвaння Bи3нaЧснoгo !нтеrpаЛa ПеpедбaЧаC, щoб BiД.ПoBiДна

фvнкцiя була oбме>кеttoю нa скiнЧсннoму iнтеpваЛi. Якrцo xoЧ oднa
з цих уМoB }lе BикoнvCТься' тo 6yлyють нoвi iнтеlpаЛи' якi rtа3иBають
нсB..IастиBиМr' - пеpI'lloго po.]y. якrцo iнтеpва,] нескiнчснний. i .]pyгoгo
poдy, яKщo фyнкцiя неoбМеxенa. КoprrстylоЧ}lсЬ геolvrетpItчниI!'
Т.1\'NraченttяN1 iнтеrpа.rа. Iиo)Kнa вiдпoвiднo гoвopити пp.Э п-:lоlЦ).
тpaпецiТ з HесKiнЧен}toю oс}loвolо Чи з нескiнченнoк) висoтoю. I{iкaво,
rДo B деяKих Bипадках тaкi тpапецiТ маIоть скII{Ченнv плoщу (в
певнoтllv poзvмiннi ) , вi.rпoвiднi lнтеrplлll маЮтЬ rшиpoкЪ пpaктllчt{е
ЗaстoсvBaння.

9.4.l. Heвлaстивi iнтerpaли nepuloгo poдy

Bвaxaтrrъtеп,rо, щ0
t.Кi H ЧеннoМу iнтеpвaлi.
t{астvпtlllх oЗнаЧенtlях.

вiдповiдна фyнкцiя iнтеrpoв}ra на бyдь-якoМy
ш{o Мiст,lтЬся в нескiнЧенI{oI\'у' B усix Чoтиpьox

o.

o.

dеi
сl.t, :J / (.Y)

a

I rв)

ri' i л (.v) r/.t (prrс.9.8).
R.Ф Ll

dе| l:

с1.r : jim J f (.t,)tl.r.
.-]+_€^1

lнг.riiiськltri мате\'аТ}tк

\

*) 'r' Crtмttсrlrt (17r0-1761) -

['rrс.9.8

l7з



П 
b...

o. t r($ dх
B

oet

= lim J / (.ч) dх'
Bэa

(9.18)

О. HевласmuвuЙ iнmегpaJx |1a3u'ва€mьсЯ збi;кttuм, яKщo zpaнuцяв Йoeo oзttаttеннi icttус i cкiнненна, i poзбiх:нuм у npomuЬ',oму pазi.
П.l. fослiдити нa збiжнiсть (pис. 9.9, 9.l0) iнтerpа,'I'l:

l,=t|а*' l2=!е-'dх

R

Plrс. 9'9
Рoзв.я3aнlI'l

1r = lim
B+a

B
^l|:dх=J-t
1

lim ln .т
t+m

B

/.z = lim f ,-' tt* = _ lim ln е-x
F+€ l I'+ф

= lim lnB=о,
B+a

-lim(e-B-a-1;="-1
B+a

iнтегpaл ]z - з6i>кtlиЁr, /i - pоз6iх<lrий, xoua гpафiкlr 1' : /(-t) схо)кi. Ile
nО']сillос.lься повeдiнкorо вi:lrlовiдних фyнкшiй пpи -т э ф.

П.2. Brrзначt,tти poботv с}lЛr{ 3eМ}roго тя>кittltя, якrlto рaкетa вiщ1а,rясться у
ttескiн.lенrIiсть.

I) 0 3 B . я 3 a н tt я. Clt.ца тя>кiння

. ^ ntЬlt'= v 
i'

:rемi/ll-}laс!tЗемлi iракel.rl;c-rpaвiтaцiriltiстaлa;,т-вijЦa.'lьвiДцeнтpа
]gy.lli до pакеTl!. Pоботa (мeхalti.lнe тлумаueн}lя J,}-rзllarlrнoгo iнТerрa.пa)

.n 
,!' 

' 
ТА = | Gпt,\1ч : Cпl М |\mL | : GпtМ/R,ц х" в**.т 
l

^дe R _ pадiус Зeмлi. Як бA.rllrtо, pоботa * скittчeннa.

Cлiд зBеpнyти yваIy I{a Т€, Iцo в oЗI{aЧеI]нi iнтеlpала на
(_ -, * co) гpаниця пoДвiйна.

Tепep ще o,цt{е oЗlIаtlеttня.

t'7 4



О. Гoлoвнцм лнaчен|Iям$ iнmеrpduLсl Hа (_ -, * o) назttваrmьc'l
еpaнuця

p'v.'t f Q) сlх = lim J f @) ttх.
-ф А+ф-А

Kоrшi**) зBеpIryB yвary нa те' щo iнтeгpа.,т в pозyмiннi гoлoвнorо
зI{aЧеI{ня моxе бyти збiх<ним, a в pозyмiннi (9.l8) _ pозбixlrим.
Taкий iнтеt'paл IIaзиваютЬ умorHo збiхнuм,

П'3. ,Цoслiдити нa збiх<нiсть iнтеrpaj] I :!}-
-- i + 'Y2

Рoзв'язaння.Мaellо
ф.BB
Г 

*d',=ti' 
Г 

хd.t.={ i,. lп(i+J2\| :
-'* I +..' r'--j r +..2 2.r---*"'t' - /.1 -

B+о E*е

= i li' (lп (l +.B2) _ ln (l + а2)).
'.4- -*
B+a

Ця гpaниця нe iснуе. Il{Terpaл poзбiжнlrli. ЗнайДемtlФ.А,
p"..г -rjЧ= t'. f .'o-', =| ii"ii'.(i +;2)_ln(i +l,)=о.

-.- l +.х. l.е]^| + х. L.4++a

Iнтеrpaл збiх<lrprli в poз)'Мi}llii г!Лoвнoгo знaЧeння.
oтх<е, зaдaний iнтerpa-1 vмoвнo збiжний.

9.4.2. oзнакa пopiвltян}|я нesласт1{виx iнтeгpалiв
пeршoro poд}/

Якщо /(9 знaкoстала' a ii пеpвiс}{a }IеBiдомa' тo питaння пpo
збixнiсть iнтеfpaлa вiД такоi фyнкцii llloхнa рoзB'язaти зa oзнaкoю
пopiвняння. Poзглянемo ii для f {.х} > 0 i oДнoго вI,tдy нeвлaстивиx
iнтеrpалiв (Для ./ (.к) _= 0 тa iнrцих видiв iнте1pалiв мipкування
анa,rогiЧнi)

T. Якuуl Vх € (с, оо) 0 s Л(.x) < Л(.т) i 1r = .f i,(.') ад Iz:
a^o

. = J fz(х) dr , mo iз збiхснoсmi Iz вI|nJ,Luв.а€ збiхсtticmь It, а 3

pО7бi}сн(}сmi I1 aЦПilllaас poзбiхttiсmь Iz'
Зaзнa.tимo. lцo спoЧаткv тpеба зiнтегpr.вати з.l,]ану s теopемi

неpiвнiсTь tIа |а, B1, a пoтiм пере;{т,l дo гpaнllцi пpи B * m. .[aлi
дiстaне}{o тBеpдх(еIrHя теopеМи. Пoвне дoвеtеI{I{я oпyстиМo,

*] Biд анг'r. рrinсipаl vаlue - гoлi)вtIе знaЧенt-tя.
**, o. Л. К o ш i(t789_i857) - фDarltlvзький мaтеvaтrtх
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l1

.[i'ля кopистyваrrня цi€'ю теopеIvrolо тpе6a Мaти нa6ip стаI{дapтI{иx
iнтеrpaлiв i нaпepeд вiдoмy iнфopмацilo пpо ix збi;кнiсть та вД;Uтo
скoристaтися неpiвнiстю. Певний набip стандapтниx iнтеlpалiв мiстить
настyпний пpиKлaД.

П.t.,гloс.,liдити нa з6i>кнiсrь iнтегpа.,l I= IЧ (r/>0,p€R).-o{

P o з в . я з a Н н я. p - 1. Toдi / _ pозбiх<riий (див. /r з П.1, п.9.4.!).
}{eхal:I p*1. Тo,цi

or
./ : lim [ х-Pdх= ri' I'-, l =B-o"^ в.-t-PI

:. 1 |im(JiI. p_,,-,l=]- лpи p<|;
|_Рв. 

|o'-o пpи p>l.
..

с)т>ке' J х_ Pdх збi>кнъ,lil ltрvl p > i i pоз6i>книЙ tlpи p < 1.

П.2. ,Idoслiд.rти нa збi:кнiсll, ilrтефа.ли: rl j_Д. ,, i s=
1ф

Р oзв язaн н я: l) I|lr-еrрaЛзбirкний,oскiЛькll.;-l==.];; 2) iнтегрa.r
хvl +.{ Y..,l

\Т;.'' !

pозбi>кний. oскi.']ьк}t 
' 

>l : *... х"

9.4.3" Heвластивi iнтeгpали дpyгoгo poдy

Bвa;катltмеIv'o' цlo всi iнтеfpaли' якi зaстoсt]BYватимеМo в пpaвиx
(lастиI{aх Hаступt|иx o3HаЧCнЬ. iснуrоть.

О. I:[евлаcmuвuм iнmеl-pал(}J|l dpуzoеo poф вia фуtкtчi|!: f(i на
Iсt' bj 3a у.цoвll, щo Jв\ .||а€ polpltв dpуzozo poф npu -\ = b (х : с
lllJ .Y = с € (a, b)), нсtзttвсtlombсЯ' вiОnoвidнo iнniегpа.,ttt

h Д..

J /(т,l t1.r = lim J /1'r) с1.т.

Q t4o а

оD
г.. f
J f (.'s с1.r = Iim J | (t) dх'
g lno o+,

о |"-с, л \
t t,'.'l r-. =.','To 

I { . ,!,,1t 
(.r) d.r.

Е' + t]

l7б



(рис.9.11, 9.12).

ц

Рис. 9.i1 pис. 9.12

B oстанньoМу вlrllадкy ще маrМo таке oз}lаче}"lня:
ь |c-с , \

p.v. I f(.т) r/х : lim | .I + ! l /(,) a.".
а €*0 \ o с+. /

Aнaлoгiчнo poзг"qя,цaс'тЬся питання' пilв'язанr З поpiвняIlням
iнтегpалiв, 3 уМoвIroЮ з6ixнiстro"

П. I{oс.lliдl,ттrr rta збiхlrriсть itl,I.cгpа.qи:

t,i.
с LIх г .I.tiill:J6.zttz=J,
0 _l

Р o з в. я з.t н н я. 1) N{асмo

l,i

'' -."{{ # =.,y, 2/; 
i 

= 
,rirno{2 

* 2G) :2.

lнТerpaЛ збiжrrrlй.

i - tr
2l -Il=lim ] Г *-lJ 81*{rl - i

Е2+г-rl

t^\ r, -F,
| | 9: liln (ln r.т. i + lп |.tI

;,j .' Е]*rl 
]-' trnil

1

i_t-
I

t2

: lim (|п e' - ln е2).
trl + 0

'; - о

IllТeгрit''l розбi;кrrrrЁr.
\{aсМo

гdх
р'v 

'-=U.-1
Iir-геl,paл збi;кttltli в 1-t,.-lзr,rtiгtнi Г0.ToBtloгC 3rlaЧеtIltя. ()т;кс, irtl.еt,рii:l !2 *' уМoвtJс}

:з6ixir rlrr.r.

t'7'l

Така грaнltl1я tte iсttvr;..I.егtеp 
tlехаtYl €l = €2 _ |
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шldi

filrfi

ffi
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ffi

lrшi
il}ilr,

t,11:1,

ffi

ffi

9.5. i HтЕгРAг| и, 3AгtЕ}кнi вiд пAPAIIiЕтPA

9.5.1. Фopмyла Лeй6нiца

iнтеrpали, з?;.IC)Kнi вiД паpаМетpа' це iнтеfpалtr' в якиx
пiдiнтеlpальна фyнкцiя aбo (i) тuежi iнтеfpyва}r}tя залежатЬ вiд tеякorо
парaметI]a.

п. l (a) : ,Гl t.., a) r/.t : ! в, * ах) 11х =
0

r,"l={u}..
T. (Лeйбнiца). Якщo фуцкцiя,"r(i,o) вLt;]нацeна в oблаcmi Овoх

:;'+tittttц.\ .r i а i .lttсtс l!еnеpеpвIlу пoхiОну '/,..(.т' a) nрu t|сi.t' а, mo
вidtloвiОнLui iнmегpал вiО nаpа.vеmpа Оttфеpeнtt,itioвitttti 3а napсrJvеmpa}I,
rnoбnю

": f f,,,(.Y, а) d.r _ фоpм1,ла Леl,r6нiца. (9.l9)'

Маrмо
b

1(сl) = ! f {", а\ d.u, 1,.. : Iim ЬI/ Ьа.

д{aлl

ЬI _ I |а +_A:L-Цa' 
-', t-вa + A'т) - f (-r, u1 ,Ьа_ _A\. =tТ.,....

Зa теopсмою Лаrpанх<а

A,/ b, 
f'', 1.r, ,'1 Ьа , o, ,, ,

Ao = J :Ao.- d.Y = J f',,(.r. с) r1.к. с € (а'с + Aс).

oскiльки ф,"*,-.,o .f,.,(.u, а) ".i.o"o""u) тO' викoнавtши гpаниuний
пеpехi,a пpи Aс - 0, матимемо (9.l9). l

Складнirшим €' випадoк' кoлtt а = а (а)'b = b (а), Пpи цьoМу
I (а1 = Ф (а, а (а)' h (o)) r скЛадснoю фyнкцiеrо, де с i 6 _ пpoмi;кнi
apгvМенти' Зaстoсoвvroчlr пpilв1l''ro дифеpенцilовaння складенoi
фyнкцiТ, знaХo,цIlМo

| х" сr.r. lI-+-t11 ) |

ll
3 2 -'

(l

I

f(х, а) rtх]|,

I

оo, ОФ dа ОФ db/ (сс; = ;- * ^ .;- -т -:.- ,0с{ da dа dtt (Id

IJ'ля С|Q>/dсх кopl!стУСм0ся (9'l9). в iнrших i]rlпа.]каХ

(9.20)



aФ О o"" Оo,.
ao: ao JIG'а)dх=_ d"Jt(х,а)dх=_f (а(а)'а),

o 

^ , ^ h 

uu 
b

ОФ О ,г 

'.-. .,\i : 
ub J r (х' а) ='f (b (а), t).

Bpaхoвyrоuи (9.20), дiстaсмo

I, (а,) = i f, в, а) dх + f (b (а),а) ff _ r @ @), ф#.
Фopмула Лейбнiцa с ефективним засo6orur o6числення визнаЧеHoго

ilrтегpaла. Iнoдi в iнтеfpал, який тpе6а о6нислити, ввoдять пapalvrетp'
ЗастoсoвYroть фopмyлy Лейбнiцa, oбvислroroть oтpимaний iнтe/pал i
зaписvIOтЬ lшyкaний iнтеlpал IIpи пеBIIoму знаvеннi паpаметpa.

П. oбчислити iнтerpaл

t q"l = t ,-'ttnS t dt.
0

P tt 3 в я 3 a н tr я. ЗастoсoвylоЧи (9.19), мaсмo
ф

I,(u) = J e-, сos o 'т d-т.

Oстaннiй illТеrpaЛ 3нахoдllмo мeТoдoМ iнтerрyвaння ЧaсTинaм}l

I, (u) =-Ч t I (а\ -_ arctan t | С,
l+t'

Зllайдемtl C iз сrriввiднoulеltltя /(0) - 0. Мaемo C : 0. oт;<e,
I (а) = a1:ta'..

9.5.2. Гамма-фyнкцiя Ейлepа

О. Гсlмма-функtчiс to Еtiле1lа на3llв(1сmься iн пt'г pал

Г(сz): ! "-'хo-,dх, a>0.

oЧевидно, Iцо Г(1) l. Pозглянсшtо Г1a+ l). Зirстoсуeмo
iнтегpvвaння Частиt{атv{и (пoзаiнтеrpальнr'ir ЧЛен дoрiвнIос tlvлIo' B
цЬol{v N{oх.}tа BIтевнI{тI{ся за ДoпoмolЮIo пpaвила Лoпiтaля):

' i "-,... 
а* : I*. = lt, t]tt = ах" - | с]х l

;-.Ъ |(1v:е_* dх, u:-"_'I:

",(=trml_
'{э* \

гоСlтr.i Г l" u rl



П, 
1ь'

шшfr{

|llilfi
frriflfi

ffi
ffi
tr
Ш]

lш

Цili

ffi

r
,Щ

Hехaй (} = n. Пoслiдoвнo зaстoсoвуIочи здо6yте
спiввiдношrення i Г (1) : l. Маrмo

Г (n + l): n (n _ |),,....2. 1= п|; Г(л + l):
Поruиprоrоuи цIo фopм1zлу на цoвiльне С|1 мaсмo

ПGьtяття фaктopiaлa на Дoвiльнi числа a € R (i навiть
r. вtl гля.]i

с! =Г@+1).
Пoшиprorоuи oсТа}tнro фоpьlyлу нa с : 0, дiстаемо 0!
О. Бemа-функtчiсlo unn,,,' 

,.,',''
B (", h = I х" -,(t _ х)B-' ,l*.

Спpавслливим с спiввi.lноrшсння
Г (-\ Г (3'B(а.B\=*:,.-"\-\r) Г@+B1.

pекypентне

pозIIIиpеHня
комгт"чекснi)

= 1.
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P03Iilл 10

3AсТoсyвAHHя Bи3HAЧЕHoгo
lнтвгPдлд

3 матемaтичнoi точк}t зopy зaстoсyвaння ви3наЧенoго iнтегpaла
lllo)Кнa pеaлiзyвaт'и зa oднiсro з двoх схеМ' Пеprша oсtloваIlа на
вltзнaченнi iнтеfpа-па 

n

I fв)а.' = Iim ) д.';)д,,.
n ||. ф i.1'' 

,naх д'ri + 0

,Цpуга схе}1а I1O.Tягас в тoмv' ЦIo спoЧaткy скЛа'цають спiввiД-
н0шIення (дlrфеpeнцia'rьне piвняння) т'li>к ;lифеpенцiaлами веЛI-!Чин!
llкi .зoслi,rx1,ють aбo BизнаЧilЮтb, а пoтiм псpсхо,]ять в pсзy.rьтатi
iнтсгpvвання,зo скiнченнoгo спiввiJнotitсння мi>к змiнними:

сlS = DЛ(.r) = F, (.v)d.r = 1(.r')d.к'
ll

s=J,':{f{.r)tlх,

10.1. гЕot\ЛЕтPичHl 3AсгoсyBAнHя
BизHAЧЕHoгo i |{тЕr?AЛA

10.1.1. Плoщa фiгypи

I]unаdoк п p5ll4aкуtnrr u.v кrхlрduttаm
Для плсlrцi кpиво.liнiittroТ тpaпеЦii. о6мс;кенoi лiнiями y = /(.r) 2

2 0, .r : 4} '{ = b' J'= 0, безпoсеpедI{Ьо З геolцетpиЧIioк} тЛ.vМаr{ен}lя
вI{зt{аЧенoгo iнтеlpaла Масмo

n

s = J fQ)сl.r.

Якшо .f(.х) < 0. то ана,roгi.Iнo Nta€'мo

s- - jI(.r)d,u.



Пф
W
'di

riJl,W
,! ш|

lr,tl1l11

rtifi,

цrttф
t;t;llfi

;1ffi

tillll

llx
шrLti

l

iilll

,,'iilil

.цl

,rur

riir

rlil,

ll

Якщo 
"f(.r) змiнioe з}Iaк нa Iа, bo\, тo

5=/r71х;raх

ouевидно, щo (l0.1) 
" 

,u"-J'o,o фopмулoro Для всix poзглянyтих
1,мoв. Hа пpaктицi pеалiзaцiя (10.1) звoдитЬся ,цo пoпеpе.цнix Двox
фopьr-vл.

У випаДкy кpиволiнiйнoi тpапецii, oбмех<снoi, зoKpеNJа' лiнiеlо
i' = y(/), х : .r(l), Дe tI < | < t2, тoбтo задатrolo пapаI{етpиЧIIo.
вpaхoByюЧи (10.1), Мarмo

,2,

s : .Г ly(t)| l х,(t)| d|'
,l

BunаОoк noл'Lp|ruх кoopduнаm.
Hехай тpе6a знaйти плoщy кpивoлiнiйнoIо тpикyтника, oбме;ке-

lloгo лiнiям|t Р = d, Р = F' P : p(p) (pис. 10. l).

(10. I )

(10.2r

вва)катIlt}lемo 
'Toдi плoщa

Poзi6'емo [а, p| нa '? Частин. Для Р € [9'-',917,
щo p(Р) : сonst = p('p) ,д-ля Довiльнoro Рi € IР.-рРi\.

oтх<е'

(уi
!'хz (r, t)

х'у2

(0,0)
Jэ

Pис. l0.1

t
AS,: * p2@:\' /,' (Р, _ Р,_,) = \о'(r) Ьvr

5=)As,. s_ lim Ь\,,,,,,o,,'h+ф ;- t -
mахA9l J 0

1P
s :; ! p,(p),tp.

(10.3)

П. l' 3нaйти плorцу фiry,pи' обме;кeнoi лiнiями y:,'2' .'= )2.
Р сr з в я з a н н я. Illyкaну плoщу (pис. l0.2) мо;кнa зaписат}t як piзницrо

площ вiДпoвiднrtx кpивoлiнiйних тpaпeцiй:
11

S = Sr _ s, =.[,/х dх - J ",а* 
= \.00

П. 2. 3найтrr плoшlу елiпсa.
P о з в.я з a н rl я. МaеМo х=ссost'у=bsinl. зГiдllо з (l0.2)

r82

Рис. l0.2



jт/2

S = 4SL : 4 f b siп / (_ аsin t)rlt _- тab,
o

'lс s] -' llЛorцa L]Лiпсa в псpшliii нвep.ri.

ГI. 3. Зllаpiти П'1Оrlц'r' фiryp,, oбмe;кен.эТ 3вo€}{ спiрaлi Аpxiмедa p : аp'
L'l<g<2:r.

Poзв'язatlня il{aсrrо
2л

^ l г .l. 4 ,,
":'J 

а"Р.dР=з:т'|1..

10'1.2. floвжина лiнIi

[{еxaй NrаrjиG дiнilо АB. Poзiб'сьro ii тoЧкaми А = А6, А,, '.'
..., '4,, = $ нa n ЧастrIн. Cпpямиlro лiнiю мix сyсiднiМи тоЧкамI{
А, - ' 

i z1', тo6т0 зaт\lirlиlvlo ii вiдpiзкoм ' ЯKl,lit' спoЛyчae цi тoЧки (pис.

l0.3l . ЗнаiiДсмо дoв>кини вiлpiзкiв, a пoтiМ i пеpиметp yтвopенoТ
.{aiuaнol' вписal{ol в
-1iнiюзrtлaнoK' у

Р,, = A/, + 
^l2+ 

...
it

+^/ _S дl

o. ,\oвэкuнoto
.'Lirtii нсIluва.€mьcЯ
IIс])ll.\|еmр вnuсаHol.
с tt,н.l .liнitо .1сurанoi'
j0. :''j|Овu, щО KIлbKrcmь вюpI3lсIв
IIсСKiнчеtltloсt?ti' а Оoвхuна Koхt|ozo

ла.мaHoi. ( ланoк ) npfiL.|||у€ 0o
вiОPiзк,а np-ЯnФ1с 0o нуля, moбftIo

lim ) дz,.L - lim Pn:
."1 i ,-- o .,1i,1 l, 

= '
Т. Якtцo фуttкцiя у: f@) ^o*o, щ,o /,(х) неnеpеpвнa на [а, b|,

mo Осlв:кttttсt L вi1noвi1нot лiнii. iснуe i

.-./дtl |Ац;
1i,- -t '

Пi

(l0.4)

хo хi.'хi-| хi X71 x

Рelс. i0.3

r = I Г+ (rklf а*.

l Масмo (див. pис. l0.3)
г-_---.

A/, = {Гх_)_'+ (^иг : д*, Y, - l,*] 
.

\-"i /
ЗaстoсoвyroЧи теopе]ilу Лагpaнxa, знаxoдиМo

A)'i I(.r,) _ i(.к, - ,)й = --"лfr = f'(х), .v] € [.х,-', х,].

1E3



I

Tодi ((o,,,,- 0) + (Aл' + 0)) 
bL_ lim | ь4= lim ) il +(/(,)'A.,.: !{Т +q,1'у а*'

L{eй iнтеlpaл iснyе, оскLпьки
Й yся пiлiнтеrpальнa фyнкцiя' l

,f,(л) непеpеpвнa, тoмy l{еIlеpеpвнa

HаслiДок 1. Якщo лiнiя
.т = х(l), }.: y(/)' ti= t s t^, х'(t), у'(t)

L заdана nаpамеmpuчнa,
ttеnеpepвнi, mo

t2

r=I{*оaу;1,.
tl

H a с л i дo к 2' Якщсlltiнiя Lзаdaнав naлstpнiЙ cucmемi
кoopОuнаm p = P(Р), а s Р s Р i p, нenеpеpв||a, mo

t = I,{7ТГ аe

Haводимo лиIЦe otин ",.J."' дoведе}rrrя. Bваrкатимемo, Iцo лiнiя
i зaдaна IIаpаIv{еTpиЧно: ,Е = p сosР' y = Р sin р. Toпi

х'2 + 7lz _ (р, сos g _ p sirlР)2 + (Q' sin р +p соsp)2 = p2 + p,2.

П. l. Знайтlr дoв)кplнv асtttpoiltt х=Лсosзr, у=Rsiл3t'
I) с,l з в я з a !{ н я^ Мaсмо (pис' l0.4)

Pис. l0.4 Pис. l0.5

"/2L=4 [ Qт+уzаt,
0

х'2 + 1,'2 = 9Л2 sin2r соs2l = 4 si:l2 2r,
I

х/2
l'=1Г 9д)sin2tdt=6R.

ъ*
П. 2. 3irаiiтr'l :loв)кrtву каp1ir-li'Оu P = ,R(l + соs Р).Рoзв я.]aнl{я. Маемо(plrс. l0.5)

;I 
-__-_- 

п

L=2I \| 1,2 +p'2 dp'р2 + p,: =4д2.o,zЧ' t= z f 2псоs*a.г=вд
ol"uz

Pис. l0.4
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10.1.з. Кpивинa лiнil.

НaгаДaсмо, rцo зriак Дpугоi пoхiдноi фi,нкuiТ }rа iнтеpвaлi
хaр:rKтepизyr нaпpяI\,t опук"тoстi гpaфiкa фyнкцiТ нa цЬоМy iнтеpвaлi.
Пpoте однi фyнкцii опvклi (yгнyтi) IvtенIIIе' iнцli _ 6iльrце. BвeДемо
rtllслoвий Чи}l}lltK' якиl:t хapaктepи3yr, це явиIuс'

О. Kуmсlм cумiх:ttос,rni лiнii' на nевнo.L|)' iltmеpвсt,li нсlluвасmьс5l
куrn мi;l'; ОomLtчнtlмtt Оo u,iсl. ltiнii, в кpаЙнi,r mОчKах iнmеpва.пу.

o. CереОньoto Kрtlвul7()IО функцit на nеG11о.цJ| iнmеpвалi нсlgu.
вa€mьL'5l вidtloulення KуnLа су'мiх;нoсmi zpафiка цiсi ф1'ttкцit 11а

itLmеpва-ti Оo Оoвzсttнtt e pафiка цiсi. лiнi{, 5lK{l вiОnoвiОас Оанoму
iнmерсtалу' rnoбmo

К = !Р_'
AL

О. Kpttвttнoto функtчii. в aанiЙ moнцi l7атuва€mbс'| zpанuц't cepeОньoi'
KрuвL!нtl функt7ii. на iнmеpв{l'\i, якuti мicmttnь Оану moнку' 3{] у.^|oв.|'

щo atlвzсttttа iнmеpвал1] nрЯ,J|tус Оo нулst, moбmo

К(.r) = 
]]T, 

*: Jт, #
T. Якut,rl функLчiя )' = /(,t) lвiцi Оuфеpенt9iЙoвttа в mouцt.:{,. npцчo"\|!

f,,(х) неnеpерв|tц mО

|/,,(х) i
r'1.t1 = т;_: * -(| + ц1'цуsz1зlz.

l Масltо (pис. l0'б)

AP= |Рl*Рl|'

|aB g, = l,(х) + Рt = аrсtan/(х),

1anp,= f'(х + A.v) + 9z=
= аrсtan/,('т + A.r).

Зaстoсoвylоuи теоpеМу ЛaГpан;ка дo
ф-vнкцii ;]rсtаn .f('r) на ['t, .v * A'r ], мaемo

ЬР = | аrсtаn f,(х + A.t) _ аrсtаn f,(х) |

3Blдки

х
Pис. l0.б

= | аrсtаn /,(.r)), |'=.'

За
NIa€'I\,I0

t\L

. |/,'(с)|Aх
^,Р 

= ттiЦс)r' с е (х. .v + A,r).

фopмулою (10,4) i Теoрeмoю пpo сеpеДI{C знaЧення iнтеlpала

= 
. 

i..V.ГГ?7i;ir ,l., : {Гт V1")' д.., с' € [-r, .r + A.т ].
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Hаpеrштi'

K(.v) = linr ,, , t lf'!'')'f L---:
lt.li (l + (,r,(.))' ffiтФ = |,/,,(.v) |/(| + {l'(х)э1tlz. .

}''загaлl'нитrlo пo}l'lтт'l всpцJинlr' oзнaченс pанirлс для лiнii ДругоГo
поpяДкv.

О, Bе1lшttttoкl Ос-lвi..tьttol -'tiнii. tlсIтLlвасmt)L'Я In|'|!Kd, в stкiЙ Kpllвlllru
.'t t t t iI н аб1'rlсt6 еKcrn pе'|v|у.t|I\'.

Зaфiксу.епro тoЧкy на Деякiй лiнii. З усix кiл, якi пpoxодять llеpеЗ
fаЕ{y тoЧкv, вltбеpемо те, яке най6iльlu вiдтвoproс ланy лiнilо в oкoлi
вЗятoТ тotlки. Tаке кoлo назIlвaсться Koлo-||,| KpI!(J|||lLI. Елементи цьоru
кOЛlt _ lllеI|mp na pаdiуc |сpuвuнu. Якщо .у =.F(.r) с piвняння даноi
.rlнii. тo p:t:i.vс кpивиHи (це Мoжна Дoвестll)

R(х) = |/K(х).
Мнoxllнa центpiв КpиBI1ни ,цля псвноТ ,riнii нaзиваeть,сЯ rвoлtomolo

цiсi "riнii' a саМa лiнiя щодo свo€'Т евoлЮти I{азивасть,ся е6ОJrьвенmoю').

10.1.4. oб'ем тiла

|. Об'с.ьt miл з rзido'lltLt,l+t пonеpеч||u,|| nеpеpiзo.lt (nepеmuнoм).
Hехаri плoцIа пеpсpiзv тi,rа плoщи}lo}o' пеpпеt{ДикyЛяpнoкl До осi

Os lоpiвнкэс S(.v), .т € [a, Д] (pис. l0.7). ,Цля tfAстинl,l об'сму тiлa
пli>к пеpеpiзaN{и B тoЧкаХ .т i .r + d't масьlо

tlY = S(x)dх.
Kоprrсту rouисЬ дpугolo сxеМolo 3aстoсyRaння вttзi{aченoгo iHтCrраЛа'

3нilхoДиlrto
b

у : I s1х1dх.

2. Об,см ntiл oбеprnанttя. 
a

.{;тя тiлil, yтвoренoгo oбеpтанням навколo oсi
тp:tпеuiТ, сrбlrех<енoi лiнiямtr )'= (.r), .{ = (?, .Y : &,

S(.r) = пf(х).
Згiднo з piвнiстrо (l0.5) i pис. l0.8, з}raхoдимo

.h
V*=I!f,(х)dх.

Aналoгiчно пpи обертагrнi вiДпoвiднoi тpaпсцiТ навкoло oсi oy
d

V,'= Л [ p,r,уlау.

(10.5)

O.r кpиволiнiйнoi
}' : 0' Масl\{o

) Bi. .,^-,.' еvolula - pОзГоp}l\',lil i evolvens - poзIY)pl.i]|()il}llt



I k-F'

П. 3нaйти oб'ем

Рo3в.язaн
tlсями b '{1 - rz1;r I

eлiпсоiдa фис. 2.28)

х2 v2 z2:= т'-: т 1= i.а2 b' с.
н я. У пepеpiзi eлiпсo-щa IrЛoщинoю
,{,1 - хztаz1. Плoшra цьoг0 eлiпсa

х = сonsl д|стaliеМo eЛlпс
S(х)=76.11 -х2/а2).

щ х.l t,,i, i-_a
llll
\r':

\ | I\\L--J
Pис. l0.9

S/")

Pис. l0'7 Pис. 10.8

а

Tодi, згiднo з (l0.5)' V = тbc t q _'2/o21 6 = f,nаbc.

" 
-o

.Цля кулi Мarмo y:i'Л. (а=b: с=R).

10.1.5' Плoщa пoвepxн. o6epтaння

Hеxай пoЕеpx}Iя yтвopет{a o6еpтaнням лiнii y = f(х), .r € |а, b|
I{aвKoлo oсi Oх (pис. 10.9).

О. Плoщею noвepхнi, уmвОpеItoi oбеpmан-
цЯJv| Оанoi лiнii, на7uва€mьсЯ epанuця no-
веpх|li, уmвОpенО| oбеpmанIrя.|Й вnucсltto| в цto
лiнilo лаIraнoi. 3сl у.мoau' щo чllcлo 'xаНoK
лЦ}raHoi npЯ'муo Оo нecкiнчeннocmi' а doв)Kuна
KОхHot 3 нuх _ Оo нуля.

Hеxай AS, _ пoвеpхIrя зpiзarroго кot{yсa.
Toдi

AS,= л(/(х,) + f(.r,-,;; fi*l + ьyl =

= тV@) * f(х, * 
'11 

{l + q,1r,ут ь*,,
звiдки

ntl

s = > AS' = tт ) (/(,,) *.f(х;* J f.+ ?пiDТ A,,.

Пеpейлемo дo гpаницi ГLpИ n t o i Aх, * g. Bва><аtoчи вiдпoвiлну
сvr.,{}, iнтегpалЬнolo. дiстaсМo

S = 2л J /t*) Y| + (!'(х))2 d.u.
a

g=f (r)

lrll
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ПtЪ

ilШl

,tЧ]

ilflil

tr
rц\ri

' lxl[

,rtli

.ltl

rnll

lli

I

[I' Знaliти ПлОlrцv пoBерХrri сфоplr рaдiyсa /t.
Р о з в' я з a lt н я._*IIювеpхню сферlr дiстaнсмо в рсзr,.'lьтaтi odcртaнrlя

tiltвК{l'гlo осi o.t rIiвкoлa 3' : {д: _ .т2. -д s х s Л. 0тжe,
* 

--",--__ ."Г ", 
- R

s= zтlYR; _.т2 I l +:=r " dх= 2лR t d-t= алn2'
*fl ' Rz _ хl .-,{

10.2' Bи3HAчЕниЙ lнтвфдгl
У ttлЕxAH]цi тд оiзицi

10.2.1.ltЛoмeнти

Згiднo з .цpyгим зaкoнOl'r меxaнiки T = mtr. Biдoмo, щo мipoю
пoстYпаjlЬнoгo pyxy € Маса m, ЯкиЙ Bигляд мас лpyпlй закoн механiки
lля oбеpтальнoгo pyxу i цrо е мiporо iнеpuii для ньогo? Це вaх<ливо
зHaти' oскiльки oбеpтaльний pyx дyже пoIIIиpений у пpиpoдi (руx
пЛанет навкoлo зipoк, зipoк HaBкoлo центpiв Гaлактик i 

"'д.)..[pyгий зaкoн мехaнiки B цьoму BипaДKy I'laс' вигляд M = I .E,
Де Ni - lt{o}lент iмпульсy. Е _ кyтoве пpискopeння, .l _ t{ol{е}lт
iнеpцii тiла вitнoснo oсi обеpтання. Taким ЧинoМ' мipolо iнеpuiТ
oбертaльнoгo pyxy (aнaлoгoм мaсI{ B paзi пoстyrTaЛьнoгo pyxy) C
|\loМеHт iнеpuiТ'

o. Mo.+tеHmoм iнeрцii -,vаmерiальttсli mo.IKI| 3 .||асolo m i
pа0iусoм-веKmopoJ|,| j вidttoснo noчаmKу кoopdtlнаm с

Ic = mr2'

tt вiОtlocнo tссlotlОuнаmttu'r сlcеti o.r i Оу _
I., = mу2 , I, : m.\2 ,

oт;<е, Io = I, * I,,

.(,тя o.lнopiднoi кpивоТ у: fв) (pис' l0'l0)
видiлrrмo еЛемеI{т дyги dI i зaстoсyсмo
нaведенi фоpмули. !'iстaсмo

dlo = r2dm = (.r2 * v2)pсll =

Рlrс. 10.l0
= (х2 * у,1p'{ГТ у2 rl'r,

iнтеfpytouи' Ма€'Мo

+ y:i {ГГvrz r1л,

звlДKи'

h
. f . tI(J=р J |.Y.

jlеp-гyстиI{aкpивoi.
Aналoгiчно

11

' l. '.Л_,*_; 'r,=pJl"lr+)'.d.y,
a
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П' l. Зlrаiiтrr ]ЧoМellT ilrерrriТ о;1нopiднoГO кoЛa parivсa Л вiдноснo центpа
Pозв.яза}rня. \fасмс;

I 
,.t
:ц,oГi<.f --]Г. dх=4pR3i.,../.. , =LlpRз

1, , R.-х. ъrf<._.Y.
Poзглянемo lепep сtnаmtr.r н trli .^4o'|'|енff|. Статичнlrй мoМент 3B, Я3a-

нttй iз за.]аr|аМи статики. якi po3Гl.rя!3ЮтЬ v механiцi тa iншrих
наvкax. Kopистyтоuись наведениМи вище пo3нaЧеннями' ЗапиIIIе]v{o
стати.rний МoМе1lт тoЧки вiднoснo поЧаткv кoopДинат

Il4o = mr'
а вiдносно осей

|v|I': mу' M, = И.".

,Ц'ля oднopiДt{oi кp!твol анaлoгiчнo Iloпеpе,цнЬot"{y МaсМo

trtc= Р J y.i._iJ чt a yt: 1.т.

t,__*___
Мr= Р J, rУt * у\2tlх,

]||у= p J'r/l_+ p7,' (Mu* NI,+ h|)'

П. 2. Зrlaiirrr стi1ти.tнlrй vОN{eнт одrrорiltьtoгo кo.rа .t2 * у2: R2 вiдt1oстtо цеIrтpa.
Рсlзв.язaI]H'I. nT.,",] 

, ,*
]vt' = 4р Г* I' +:# 

' 
с!х:2,-тpR2.l Л,_r:.

!o.2.2' {eнтp ]'Лaс (тя}кiння)

Р;rнiruе' дo пoльотiв у КoсМoс' центрoNr ]!1ас нaзивався цеIrтp
тяlкiння.

PoЗг;tянепro систсIlrу ьraтеpiальниx тotloк rn, з paliyса]rtи-вCктopаМ'l
7'' i : |'2, ..., л' Toдi iстoтнo BваХати

11 tl

,V1, _ ) rlд'', М,,=| nt,-t,.' ?r ' ,=r

Знайдсмо сквiва.rснтну сltстемi матсpiа.rьну тoЧKv

lll : S tn- i з тllми са]\{иI{и статиЧttиMI{ Мolt'еItтaМи. Hеxaй
Z-r 1

тaкоi тoчки (.v.' y"). Tсlдi
ll

т\
t|,I ,:tfl)',= LИ,!','

з мaс0Ю

КoopДинaти



Пl>

3вlдки

X,:

.Ц,ля oлнopiднoi

Cкopоvylоuи нa
ItlaeМo

Aнaлoгiчнo

Mr= m.\"-2 *,*u

ltn
si т1
L mrYi Z miУi 

nj= I i=l

- , J"=m m r=t

Kpивoi aнaлoгiЧIro пoпеpедньoмy маeмo
nп

X,=Ф)х,A/) /Ф2^l').

p 1 пеpехoдячи to гpalrицi пplr A/' + 0, Е.+ co'

1u
lг.Y,: т,J х Yl * у,, ,Iу.

1u

}..: + | vYl + х,2 сIх.
L" t

,[I.ля плoскоТ oднopiдноТ фiгуpи (pис. l0.l0)' Bиpiзаючи смyxKy
завцlиpцJки r/.r з центpoМ Мас у тoнцi t*, *) i масoю t]m : 6уtlх, D,e

d - пoвеpxllеRa гyстиHа' аналoгiЧt{o пoпеpеДHьoмy знaхoдиМo

Ii- | b

.'. = i t хfQ) dх' у, : ;S ! уf(r)tlх.

Рoзглянемo виpази o,o u."'ou "u. "i." oл'opiднoт кpивoТ та
плorцi пoвеpхнi, o6еpтaння, тo6тo

Iu,fi___Б'-b
)',. = ; [ у|-Г-|fz d.r, S : ?sт ! у{T+ у а*.

Aa

ЗвiДсlr виплиBaе тaка теopемa.
. Т. l. Плoща noвеp.rнi, уmвopенoi. oбepmаltням ф.ztt кpuвol,
с)opiвнtoс 0oб1'mку 1oв:кttн,Lt dуzu L на ooвхutlу Koлa' sIKе Оn|rсуe ценmI)
'ttttt.' цiсl' к1luвoi,, moбmo

S = ?stу,L.

Поpiвняeмо BИpaЗИ [;'Iя I{eHтpа М3C
тiла oбеpтання' тoбтo

oднopiднoТ фiгypи i об'сму

tD
);: * l t'.,Iх'

Звiдси випЛиваe 
"u*u '.lo"'u.

Y=л[у2tIх.
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T. 2. О6 см miла, уr|lвopеt1ОеО oбеpntaнням oОttopiОнoi фieуpu,
lорiвнtос Оoбуmку n;Loщi фizуpu S на Оoвz:uну КОлQ, onuсaнozo
ll'еНmpo.ц .пtас цiсl. фiz1'pu,

Y = ?:tу,S.

Цi теopеми застoсoвYloть в iнхiенеpнiй пpактицi, oсобливo y
в'lпаДку кpивoТ ии фiгури склaДноТ фopми. Пpи цьoм1z центpи тяxiння
кpивоi ulr фirypи (тoчнiruе, ix мoделей, BикoI{аIlI{x з oднopi,цниx
rraтеpiалiв) вlI31IачаIoть еKспеpи}'еIlтальI{o 3а Дoпolv{oгglо ,цвoХ пiДвiсiв:
NIoдель пiдвiшуroть .v ,цвoх piзниx тoЧкaх ii пеpиметpа i знахоДять
пеpети}t дBох BеpтиKaЛЬниx лiнiй, якi пpoхоДять Чеpе3 цi точки. Це
i с центp тя>кiння. .[oв>кинy .цyги Чи плoщу фiгypи визнаЧaIoTь 3а

.]oпorvroгoiо Зва)кyBa}IIrя МoДеЛей тa поpiвнянням Тxнix Мас з N{aсoIо

сталонiв.
I{i теоpеми бyлlI вiдoмi цrе ПaппУ.), потiья вoI{и Iце paэ 6улll

вiдкpитi П.Гyльдiним..).

10.2.3. Poбoта зI!,riннoТ сили

Як вiдoмo. p06oTа стаЛoi сllли T на пpямолiнiйному IЦляху N{ас

BигЛя,Ц

,4:F'5.
Якщo си]-la зМiннlr F = F(.r),

тi,lьки д,rя дlrфеpенцiалiв, тoбтo
piвнiсть. Toлi

тo пoпеpеДня piвнiсть в}tкoнyс'Tься
rlА : F(.t)с].т. Зiнтсrpу€N,to oстанню

( 10.б)
д: J F(х)dх.

l]. l. Bllкopистoвуlоч}1 piвнявlrя iзoтepмiннoго прoцесУ poзlllирe}r}rя Газу
РУ = соnst (P -. тиск, y 

- oб.с* гaзу), знailrr pо6оry тaзу пpи з6iльrленнi об'ецv вiд
|/, i'о У,'

I'o 3 B.я 3 а Il tt >l, oскi.цьк'lt си-ra доpiвнtос дoбуткv тltску P rra плoщУ S,
l(), Bpахoвvюtrlr (10.б), мltс;мо

t'2 t 2 t,r ,' V^

.ц = I РSсi.v = l r,tv : P'.V'. [ + : P,V,|n;| .

t-' I'L 
''',' 

v vl

Зазtla.tltмrr, lr{o в ;lе'Iких t]}lПAilках ejlе]!,teнтaptlv рoбсtту зp1,vlro пoдаваТIt 1' виглядi
rl,l : dF.

П.2. Знaйтer pоботу rrо вiдкauувaннrо piдини п'сr.ини p з кolliuноТ пoсудинlt з

розМipaМи R i H (pис. 10.ll).
P o з в' я з а tt н я. Bикopистaсмo IrеpпIv схеМу зaсToсувaння BизIlaчeнoгo

iнTerрaЛa. Cпoнaтк1' вибeрeмrl с}tсTеМv кoopдиIlaT i poзмiстимo конiяtrу пoс}'ди}iу тaк,
5Iк пОкaзaнo }ta pис. 10.11 (тyт зобpaх<енo oсьoвий пeрepiз пoсyДиtllt).3веp'гaсмo увary

.. j п n lr п (IIl ст. до н.e.) - ГpeцЬки}.I МаТеЧаТик', П. I. y .,r ь д i н (l577-l643) - швeйllаpськltй Мa].еМатик
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1lа Те' щo вiсЬ o-.Y зpуЧнo нar]p'lv}IТt.t в бiк зpoстaн!rя шlvкa}llli BeлИчИt:|1 (тaк pобитимeмо
ii rla;taлi). Розiб'омo iнтepва;'l [0, Ё/] oсi oх дoвiльнltv ll}lrloМ tta п чaстин, a paзcМ з
ttlll i п"rorциltаNtll' rцo пpoхO;!'rь.rеpeз здo6yтi тoЧк}r паpа,ельнo оснoвi кo}lvса, i BeсЬ
коllYс нa зpiзaнi конvси. Рoзг''rянеI'ro l-й зpiзarrий кoHус, який вiдпoвiдaе il!тeрвaлy
[.т' * 

', 
-t;J . BlI6еpeмо довiльнtl .t| е [.r' - 1, х;l i зaмiнltмо зpiзaниl.t конус uилiндрoм,

с-tсьс)виii пеpepiз як0гo Локa3а}l0 lla p}rс. l0.l1. Taк рсlбllтltмeмо нa кoя(нoмy iнтеpва.пi
|.t., _ .. .ri| . r : l. 2, '.,. tt. oб.rttс.пиvо рoбory нa пiднягтя rlraрa рiдини, який вiдпoвiдас

iн'гepвaлу 1л' _ 1' -т;i , нa висo'гу .r;' мa€Мo

2
A;{. : AP..ri = Aлl,g'ri = pgt\L,,хi : pgтуi хiЬх'.

llJl)
А = z^.l,. / = ),lpgхi1'l,-Ьх'.

i=i i= 1

I-{я сумa не с iIlтL-rpaльltotо (пiд
двi зltiнtri).

Зrrайдемo зa.'lс;xttiс,lь чiж х i

piвняння ,4B' }{аеlro (дlrв. п. 2.4)

i-L- 
't1 к

. oскiльки i}I(хj" .ti) с ,aЛ' To хi/II + уi/R =
Р

= l. звi.tкtt r': : ; (H - .ti|, .:l;l.'li Var:riО

3нaкoм сyми

}. Cкладемо

Рп
.4 : ||m ..тpg,i ) .,, _ 't|)r.viAх.

л+с
,4t' э 0

.Цля тoго щоб дiстати с}lЛy Tискv I{a Bсю
п,:Iaст}IнKy, 3iнтеrpУсмo r/Л. Tодi

F:psJ.r.f(.u)d.r.

llopiвнroюuи цей вtlpаЗ з фсlpмулоro Д'Ля
це}Iтpa тя)кiнtIя пЛoскoj фiгypи,,цiстаIrсМo
Закoн ПаскаЛя

IIp-
= тp1g: | .r1II

0

_ .ri2dх = |:.tpgRl{1

n

o

Lo.2.4.3акoн Пaскаля

Poзглянемo плaстинкv' п,1oща якoТ ,s, ЗанYpr}lу B piдину густиHи
р. Hа гли6lrнi х ви,riлlll\to елеt\{еtlтаpнy пЛoщадкy /.S : уd.\ (pис.
l0.12) , сиЛа тискУ }ia яК\' дopiвнIоC Bазi стoвпa piдини на'ц Irею.
якlllo пЛoщадку poзмiстI1ти l.оpи3oнтaЛЬнtr' т06Т0

alp = pgхуdх.

Pllс. 10.l1

Рис. l0.l2



P03Д|Л 11

зBичAЙ}|i диoвгвнцiялlьнi
PIBHянHя

{ифеpенцiaльнi piвняння (.ЦP) _ пoту)кIrvlЙ зaсi6 теopетиЧIioкr
дoслitxення }lавKoлиlIIнiх пpoцесiв. flифеpенцiальними ix нaзивaroть
Чеpез Tе, щo вoIIи Зв'язvtoть дифеpенцiaлп (a6o пoхiднi) тих BелиЧин'
якi дoслiдх<ytoть. Ми застoсoвyBaтlIмемo дифеpенцiaли тolvty' цto
ЗаBДяKи лiнеаpизацii дифеpенцiальнi зB'язKI,I знaЧI{o пpостiuri
скiнченних зв'язкiв. Kpiм тoго, бaгaтo закoнiв пpиpoди виpаxaeться
{еpе3 пoxiднi, I{aпpиKла,ц лpyгий зaкoн мехaнiки T : сl2(mD/dt2.
.Цoсить ЧасTo в результltтi еKспеpимеI{Тy N{oxнa дiстaти I{е IIIyKaну
BелиЧиtlY' а iТ пoxiдну. Taк, pyх зipoк },toжнa пoмiтити, спoстеpiгаrоuи
ix прoтягoм 6aгатьoх тrtсяuoлiть, пpoте rпвидкoстi ixньoго pyхy
вiднoснo Землi зa ,цoпoт\{oгою ефекта .(опплеpa_Фiзo мoxнa BИзНa-
tIити Митт€во. 3нaroчи rшвидкiсть, в)ке lrfoх(нa знaйти тpaсктopiro

П. l. Bстaнoвленo' щo швltдкiсть зpoстaHня нaселеIlня пpопopцiйнa дo дoсягIrУтoг0
lt 

^Ipiвня y'r', то6тo ff = Kш N, дe кN - кoeфiцiент пpoпoрцiйнoстi. У зaгaльнoмy Bипaдку

K,, : K,,(t)' i piвняння Мo)кtll звeсTи Дo вltглядy

sхI
? = кN(odt'

пiсля чoго зiн'гerpувaти

) rn, -t
J ? = JtoKNQ)dt.
so to

.]е л0 - кiлькiсть лroдeй, зафiкссlвaнa пepeписoм нaсеJleнltя нa мoмент fn. Пiсля
iH,lегp\,вaння i пoтeнrцiювaння ;1iстaнемo

t

N(l) = лo e*p ! к*цt1аt.
to

{ля нeвeликoгo вiдpiзка чaсу Mo)Kнa ввa)кaти K" = кn(ro). .годi

N(1) = No eхp (кlf6) (f - lO)).

iстoтнe бaх<aння людeй пrlлягaе в тoму' щoб iхнiм дiтям я<илoся кpaщe, а для
цьoгo (кpiм yсьoго iнrпoгo) нeoбхiднo, щoб виpoбництвo' якe зa6езпeнус лo6po6ут,

1 2t4
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Bl,'Леpед)каJro piст IlaсeJIення. Мoжнa пoкaзaти' tцo виpoбllицтвo .Г/ пoвlrttнo poзвивaтися
зa зaкoнoм II = Пrl eхp (K,(ro) (1 _ lo))' приЧoму Kв, Kм. Пpотe вltpo6нlrцтвo

рo3BиBarтЬся зaвдяки теx}Ilцl

r = 7-0 ijхp (к{r0) (/ _ /0)).

т A тexнiкa в свoю ueрry зaбезпeчyе'I.Ься poзвиткoМ

I l l1 нaУКLI' N|я якoi 11 = Hoeхp (K,'(t] (/ - 10)). Taким

| ,/ т Ч}rнotа, Kp > KT > Kв > Kн.

| ,/ ./ ' Haвeдeнi пpимiтивнi мiркувaння нaспpaвдi
| -/ -/ || t]iJгloвiдaють дiйснoс.гi (pис. ll.l). Kiлькiсть людeй'
| -/-/ -/ - зайнятиx у сфеpi rlaуки, тeхrtiки i упpaвлiння, poстe

I4./-/,- / ry шс ttlвидЧe. нiж пpo:1'кuiя нavкrt (nvнктиpнa лiнiя

-;-- 

l]a рис. ll.l)' a в Мo\Jе}-rт f. стaнeться тaк' щo
1 - - l ' BЧен}lxi iн>кeнepiв, Упpaв,.liHцiв пoв}llttlo 6yти
tg t* | бiлылe, нi>к ЛюдeЁl взaгaлi. Зa сaМиМи oп-

Pис. 1 l ' l l.LlМlстиЧllиМи oцlнкaМи це повиtil{o cтaTИcя. в
пepшiй пoлoвинi ХХI ст'

,Цe х< вltхiд? Ilo-пeprше, тpебa piзкo пiДвищитй прoдYктивнiсть пpaцi v всiх сфeрaх
Дiя-цьнoстi.- Пo-дpyге, бopoтllся з бeзгoсrroДaрrriстlо i Мaрнoтpaтствoм. IIeпpипустиt{o,
rцO з 100 винaxoдiв вПpoвaд)куeTЬся тiJtьки l0, oсь нoмy Kн, Kт > К,. Tpебa дoмoГгися'
щoб кн - Kт: Kв.

Як бaul,rмo, aнaлiз .цP пp}lвoдить дo цL1Koм poзуМних i вa>к.'Iивих виснoвкiв.

Cфoрмулroeмo кiлЬка ознаЧеHь.
О. ,\uфсpснцiаJLьIILl"ц J,iв|rЯннЯ-||t I|сl\uва€mьсЯ piвнЯнl|5t, яKе Зв'Я'?ус

u,tуKсIну ф1'ttкt|ito, ii no.ridti ma сIpГу.|'|енm, moбmo
Л('v, -1,, ),, ' У,, ,..., l,,)) = 0.

o. Hаtiвttщui, nopяОoк пo.Yi1нoi,
t\oР'|aKoм ДP,

п. 2. Рiвttяння .1'. = .Y sin .( rlеpшoГo
i. +2i +.i=r - трeтьoго.

11.1. PiвHяHHя пЕPluoгo пoPядкy

1 1.1.1. Sагaльнi пoняття

flифepенцiальне рiвнянt{я пеpIIIorо пopяДкy Мaе в.И|лЯЕ\
Л(.t, )', },) = 0. Tеоpiя таких piвнянь пIе даЛекa Дo завеpIIIеI{I{я. нa
пpaктицi чaстilIIе зyсTpiЧaютЬся piB}rяIrня' poзB'язанi BiДIroснo пoxiдIroi

,, = f(х' !)' 0 l.l)
,]ЛЯ якиx спpаBДxуeться теopе]!'a Koшi.

T. (Пpo icнуваttня m(l €auнiсmь polв' я3Kу), Якшo в piвlt'L||нi ( ] 1,1)
функцiя f(х'у) mа fu,('t,у) неnepepвнi в oбltасmi D, ЯКа, '|||iсmumь
moчIсу Mo(to' !o), mo iсtt1'с сОuttuЙ poзв'stзоK цьoeo piвttяннsi, лrcuЙ
таaoвoльItЯ,€ умoву у(xo) = }'о V (4o'фo) е д.

o. Умoва, 
'LKа no,rl'|Zсlс в moму, щО Оля piвнЯtrнЯ (l1.l)

J'(.voJ = ),6l НoЗЦaa€ftLьсЯ nОчQrnKoco|o,
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o. Зсtzальнuм polв' я3Ko,l.'t, ДP ( I 1. t ) натuваСmься функцiя
),= Р(х, c), яка з(ULеxiLlmь вiО cmа"zoi с i заОoвoль|r'l€ у.||roвu..

1) V с вoна e poзв'яткoм (I l,1),
2) Оля 1oвi.пьнuх noчаmKoвuх умoв у{х) = уo iснуo mаKе zначeнн'l

ca' щo Уg = p(х6, c.).
o. Чаcmuннuм poЗв,яЗкoм (11.I) нaЗuва€mьсЯ polв,'LloK, якuЙ

Оiсmаюmь iз заеа.ltьнoeo npu rcoнKpеmнo.|v|у знаненнi co(у = Р(х, cJ)
:за \onoмoеoю noца,mKoвuх у.]||oв'У П. |. зataлътlуl' poз,'яз*oм е z\y' = ggKttt, пoчaткoBoю yмoBoк)
,V(l.) = No, а чaстинним poзв'язкoм с Л'= y'y'o ехp (кN(l - /o)).

Якщo poзв'язoк Дiстaемo B Irеявнoмy виглядi Ф(х, y, С) = 0, тo цe
загarrьний aбo частинний Ф(.r, у, Co) = 0 iнтеrpaл (11'1).

Piвняння ( 11.l) pаlОl|t 3 у,|||oвot{) y(х0) = уo н(ВuваemьсЯ lаaаче|o
KoцtL ц |

З геометpиuнoi ToЧки Зoрy зaгaльний poзв'язoк (11.1)
}'= Р(х, С) _ цe сiм,я iнmегpаJlbl-|цх Kp|lвL|х' (l часn|uнlluti poзв'язoк

- o0на з лiнiй ci.+l't, ЯKа npoхoОumь неpез за0ану tnoчrcу ("ro, yo) (pис.
I i .2).

Piвняння (ll.1) визнaЧae кyтoBий коефiцiсIlт дoтI{Чнoi до кpивoi,
якa пpoхoдитЬ Чеpе3 тoЧKy (х, у), тoбто зaДaе пoле наГlpямiв дoтичнoiв Деякiй oблaстi. Що6 це 11оле бyлo lIаoЧ}l}lМ (за аналогiеto зi
скaляpни}t пoлем) ' BBoдять лiнii piвня y, = сOnst, якi ira3ивaloть
t.эoклtt,на.цu,) .

Piвняння iзoклин D{ae Bигля.II

f(.u' у) : сoпs1.

Пoбyпyвaвruи зa Дoпомoгoю (11.2) сiм'ю iзоклин,
)Kенo BизI{ачити i poзмiщення iнтеfpaльних KpиBих.

П. l. Пoбудувaти iзoклини piвняння у : _ 
:,

Р о з в.я з a н н я. Bвaжaючи J'=&, мaeмo рiвняння

( I 1.2)

I{oжIlа rla6луr-

iзoк,rltн )'=-k'Y.
oчовидвo, щo iнTerpaльниМи кp!ll]иМ}l с гiпep6oли y = - ; (пеpевipтe ttе пiдстaновкoю)

(orrс. ll'3).

fto' !o)
Ч"y(х'c)

у.уft,co|

Pиc. ||.2
Рис. 1 l.3

/ Biд гpецьк' <.i3oс> 
- oднaксlвptl:t i <клiнoс> 

- нaхи'rl
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FEППшN!]шmiiпirтш\l[l ч';liiiiiilш.

iнoдi виникaе oбepненa 3a.цaЧa: p'J|я зaдaнoт сiМ'т iнтeФaЛЬних кpивиx
.у: P(r,' С) тpeбa зrraйТ}r д{P, яке вoни зaдoвoльняютЬ. Ця зaдaчa poзв'язyеться тaк.
CпiввiднoшIeння y : 9(,т' С) poзв'язyеться вiднoснo С, С : ,pG' D, пoтiм дифe_
pенtliюeться у = 9в' с) i в ньoгo пiдстaвЛя€ться знaЙДeниЙ виpаз дЛя С, тoбтo

,\', : 9'(х' Ф(х' y)).

П. 2. Знaeiти .(Р iз 3aгaльним poзв'язкoм y = ; .

Знaхoдимо С - ху.l[rrфepенцiюемо poзв,язoк у = _ 
3. Пiдстaвляючи сюди щoйнo

знaйдене знallення C, дiстaемo .', = _ +, тoбтo нaш]e припyщeння тут пiдтвepдилoся.

lL.l.2. Piвняння з Biдoкpeltltлюва}|иi'и
змiнниriи

o. ДP 3 вi0oKpе.|'tлtoваl1l|t|Ll 3мitrнuмu нaзLlвасmьс'L piвHflнt|я

)| = f '(х)f,$) 
(f,(х)f,Q) * 0)' (1l.3)

Поpiвнянo iз 3агальним вигЛяtolrl piBняtItIя пеpIIIoго пopядКy (11.1)

f('.r, у) = f 
'(х)f,0). 

.Ц.алi маепro

#': f ,(х)!,(у),dх
aбo

.d.!. = f'(х\tlx.
I2\у) 'l\ /

Загaльний poзB'язoк piвняння (1l.3) дiстанeмo, зiIrTеrpyBaBцIи
oстaннIo piвнiсть

З a у вa я( e н н я. .{Р звiдoкремлювaними змiнними Мo)I(}la пoдaти у виглядi

ItI'(х)N,($dх = M,(х)N,(l)dl'

hI,(х)*0, Ц(y) *О' i:|'2.
.fепep 

мaeмo

^,1Iв) 
N2o)

I,1 ,(*)o' Щ(y) 
oy.

Залиtшltлoсь 3iнTerpувaт}|.
Piвняння з вiдокpемлениМи 3мiнниМи Мa}отЬ вигляд

M(х)dх = N@)dy.

П. l. Знaйти Чaстиllн!tl-{ poзв'язок piвняння y,= *' y(l): l.

P сr з в . я з a н н я. LIe piвняння типу (ll.3). Maемо

dу l' dу dх гdу rdх
--:-l*=l-'or, -\, у x .y

llt i1,| = lп lхl * ln iс|' y: .'.1.

Tyт стaла iнте(pувaння пoданa y виглядi ln |с|. У зaГaлЬ}loМv po3в'я3ку y - сх
r'oдYЛЬ oпуIценo зa paxунoк вlrбopy знaкa с. .Цалi вiзьмeмo дo yваги' щo .х : 1 i y _
:1, звiдки мarМo с - l. oт>кe' J: х.
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П. 2. 3найrти зaгaлЬн}rй poзв.язoк piвняння у, = 2 б.
I) o з в.я з а I.l н я. Цe piвtrяння типу (ll.3). Mаемo

ff= z',ry. {ь = а,, ! #= ! а'',= (.t+ с)2.

Пpoтe rцe нe едltнltй рoзв'язок, 6о у - 0 € тaкoх( poзв'язкoм. ЕIeeдиlliсть poзв'язку
п()яснюеться тиМ' щo пopyшeнo oднУ з yмoв теopeми Кorшi: нa oсi Oх функцiя
.l.', = 1/у5 _ необмeхенa.

t[' 3' Rttпtiкання piОuнu з ttocуduнu. Hexaй I{илiндpичнa пoсуд}llra з IrЛоtцeю
Пoпеpeчнoгo пepepiзy S дo висoти f/ зaпoвненa piдинoю' У мoмeнт чaсу 

' 
. 0

вiдкpивaeться зЛивний oтвip п.ltoшею o (pиc. ll.4) i пoчиl|arться пpolleс витiкaння
рiд!lн,t з посуд}llrи.

У мoмeнт l висoтa стoвпця piд}ltlи сKЛaдaл^ у' a B МoМeнт t + dt _y + dy, тo6тo
зir пpoмiжoк .rасу df o6'см piдllнrr змеlllш}lвся нa dQ1 = - sdу. }Ia вlrxoдi з пoсудин}r
о6.см piдини зa dt cтaнoвиь dQz = ovdt' Дe v _ шrвидкiсть вoди' якa витiкaс.

3гiднo iз зaкoнoм збеpея<eння кi:tt,кoстi piдини (dQ. = dQz) мaемo ovdt - _ Sdу.

oскiльки - ?i = U (u:видкiсть 3нижctlllя piвrlя pilини B пoсу]инi). тo закoн збеpежeння

кi.:tькtlстi piдlrlrи нaбиpar вигляду ov = S{J. ШIoб poзв'язaти нaвeдeнe вищe ,(P, тpeбa
вplpaзити v tlepeз }. це Мo)кнa зрoбити, скopисTaвшисЬ зaкoнoм збepe>кeння eнepгii,
якllli в гiдрaвлit.цi нaзllвarтЬся зaкoнoМ Бepнyллi

Pис' l l.4 Рис. 1 l.5
.tt2 oV2r,+) + pg,= Pz+\ = соnsl'

.rе P _ стати.rlIиii тиск r'piurtнi,-itr]сксlt no.,*uuuoi велrttI'lни, tl.lo налсжaть пeрepiзaМ
I_I i II_II (plrс, l1.4)' p _ ГустиIla piдини, 8 _ пp}lскopеltня вiльнoгo пaдiння.
l)с-lзв.язvючlt рaзoм piв}tяння збеpе)кe}rня кiлькoстi рiдини i piвняння Бepнуллi, мaемo

.' ",t(2sу+2(P'_P,)p (ll.4)v= ---т_",/s, -
Прoaнaлiзуемсl цeй вlrpaз. Якщсl збiльrши," -ou., o, залиIшalotl}r бeз змiни S, тo

r, з6iльrшиться i пpи o = S стaне нескiнueнним, a r1e aбсуpлнo. спpaвa тyт y тoМy'
l.цO М!l ввaжaлll' щo плoщa пoперerlнotю пepeрiзy цiвкlt on збiгaеться з плouteю oтвopy.
Г[сlглянeмo' як вptтiкar цiвкa з o.гвopy (pис. 1l'5)'

Чaстинкlt piдини, якi утвopкlютЬ Мe)кy вiльнoТ цiвки, спoЧaТкy pуxaютЬся вздoв)<jltla пoсуди}l}t i МaютЬ гоpизoнтa-'ll'}lу tшвидкiсть (склaдoву), якa }lе Мox(e Миттeвo
з}I}tкнyти. Зaвдякlt iнepцiТ цiвкa мao плaвнi фоpми, вo}Ia Гopllзollтa.'IьIlo дoтикaeться
;lO днa пoсудини i пoступOвo нaбиpae фopми вepтикaльнoгo ttилiндpa з пЛoщeю oсtloви
o..,. Чepeз цe в пoдaлЬutoму piвняrtня з6еpeхeння кiлькoстi pi;tини зaписувaтимемo у
яltг;trrдi уov = SU' Дe р '_ кoeфiцirнт звужeння цiвкlr'

Бepуtrи д() увaги piвняння (ll'4), рoзглянeМo BипaдoК зaкpитoi зBeрxу пoсyДt,tllи.
[lplr виr.iкaнlti piдиtrи тltск P' змeншlусться i нaстaнe MoмeIJт, кo.]Iи llисeлЬник piвняння

l.;
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(1l.4) дopiвнloвaтиМe нyЛю. З ttьoгo моМeнry нeпepepвнa тeчiя гrepepиваrться i нaстaе
pе>кlrм <пpo6yЛькyвaння>' Пpи якoМу пoвiтpянa булькa пpopивaеться B пoсудиI{y!
в;riвнoвaжус тиск P1 з атмoсфеpним P, i зa6eзпeнyс вttтiкaння нepговoТ пopuiТ рiдини.

Якп1o кpиrшку 3няти' тo Pз': Pz, i y випaдкy пoсуди|{и' ile o < < S, фopмyлa
(11".4) нa6иpae вигЛя,цy фopмули Topiueллi' яку ЧaсТ0 зaстoсoвyютЬ д-тя зaдaч Прo
витiкaння piДини. У цьoму gкрeМoМу випaдкy знaйдене вищe ,цP нaбираr виглядy (з
уpaХyваI{IrяМ тoio, щo v : l2g:,}

рб{тcуdt=_Sdу
Biдoкpeмлrою.lи змiннi Ta iнтсlpуЮчи, дiстaeмo

TA
' г ,' S г dyl=JoI:-;бJ;т

o " 1l'
floсвiд пoкaзУс, щo чar] вttтiкaння piДИн|4 T e скiнчeнним' Цe знaчить, щo

lteвлaстивий iнтefрa"'r дpуГoгo poдy збi>кний. oстaнне мo)кЛивo тoдi, Кoл|4

р\ry -!' ЛpИ n< l, тoбто р-f, дe k<1. тaким ЧиI{oМ' нa oснoвi тiлькlr

фyндaмeнтaльних зaкoнiв пpиpoди зa ДoпoМoгoro МaтемaTиqнolю aпaрaтa мtt дiстали
вa)к-qивy iнфоpмaцiю пpo тoli пpoцeс' який нaс цiкaвить. Пpoпoнусмo сaмостiйнo
зiнТerpyвaти (l1.5) зa уМoви l. Ё сonst.

Зa дoпoмoгою (11.5) мo>кlla poзв'язaти pяд прaкт},tЧних зaдaЧ. Haпpиклад, знaйти
фopму пoсулини, в якiй piвеrtь piдини 3llи)кyстЬся зi стaлoю ruвидкiстtо y. oскiльки
''dу-||О*U: _ 

i. тo з (ll.5) знаxotrttvо. шo s: T,/zr'' Якш:о пoсудинa - тiлo oбеpтaння.

ro S=лr2. звiдки

' = \';'{тву /-U.
П. 4. Мaтерiaльнa т0ЧКa pухi}eТься npямoлiнiйнo пiд дiею сltJlи' пряМollpoпopшiiiнoi

;l0 Чaсу вiд пouaтку pyхv i обepнеrro ripoпopцiiiнoт дl<l ILIBидкостi. ,Знaйт.ll lttвltдкiсгь
тoчкI,l Чepез 2 с, якщo нa пi.}tlaТKу pуху ruвидкiсTь сТанoв}l.lla l м/с, a за l с сTaЛa
J м/с.

Poзв.язаI{ttя Маемo Л = *f,. зu зaкoнoм Hьютoнa

mсl t dV | / k\: кт''uт = Kт' аv: I,IqI 
\e 

: 
i)

Зiнтеrpувaвшrи oстaнн€] piвняння, знaxoдиМо У2 : pt2 + С
(стaлу iнтеrрyBaння IIoдаHo у виглядi \l, uвo v():'{pР + e
oскiлькlt v(0) = 1, тo C : 1, oт>ке, у() =fiТI-'

Oскiльки {1) : 5' Тo y(/) : \/т4Гтr Ф = 24).
oстaтoчIIсl v(2} : ,7.

11.1.3. Piвняння в пoвниx дифqpe}rцiалаx

О. Piвняння
M(х' у)с1х * .A(х, y)с1у = 0 ( l l.б)

н(IЗLLва€mьc5I piвHЯttll'Iм у noвнuх auфepенцiалах, Яlсщo Lioеo JLiвa,
LLсrcmuнCl € noвнu,]|| Оuфеpенцiалo.]w aeяKoi фуttкцii и(.r, y)' moбmo яKщo
.JM аN
oу o-r

l9u

tЕ

(11.5)



Спpавлi, в данoтltY вIrпaДкy

Оu dу

^/..+fidу=О';|t! Оuтoбтo Iу4 = d* ' * = й, дlrфеpснцiюсмo Bиpаз .цЛя M пo у, a Д,IIя

'\' - пo х. Якrцo мirrrанi пoxiднi piвнi
О2tt 02ц

d-ф: aуoх'
TO

0M -оNОу d.r 
.

Запипrсмo (1l.6) у виглядi tJu : 0, звiДки и(.r, y) : с. Знайдемo

фvнкцiro и(.v, y). .Ц'ля цьoгo зiнтеfpyeмo 1,4 = ! no *'
сj.к'

и(.к, у) =.'1 *1.", у) dх + 9Q).

Цеlt виpа3 дlrфеpенцirосlro пo y i скopисТасмoсЬ тим' щo
,t\t 0N
-iI: dJr. дl'lстансМo

* : i + dх * lр,(1,): iy'(.r' l) _ fr(хo' ),) + Р,o),d)' - d.\- r0

абo
N(-r' r) : N(-r, v) - t/(-to' D + p'0);

звi.цки Р,(l') : N(хo, y). ЗiнтеГpyвавlllи oста}t}lЮ piвнiсть i пiДставивцrи

/(]'), знarjдеМo oстaToЧtlo
,{ ,у

и(.Y, )') : ! 'в,l') 
d.т + J л1,tu, l) r1l,

to )6

:е (.ro,}o) - буДь-яка точка oбластi, в якiй ЗаДаHо piвняння (11.6).

Загaльниri х<е pозв'язoк piвняння в пoвних дlrфеpенцiалах мас
Bl l г..l яд

.{y

/ ,,rz1-'. .9 11х + ! N(,тo, 1') r/.r' : с.
tо )6

П. Знal'rтrr зaгaльнptr.t poзв.яз0к piвнrirtня i.t2 +.i.21d.т + 2-т-r'd.r': 0.

P сl з в я 3 а }I }l '1. 1.1,т ly'='t2+)2, ,v=2ху. ().teвrtfнo' lцo 
#=

= 
^ 

: 2-t.. (),rх'с, маelro piвltяtlllя B llot]tlих дифeрeнttiа'пaх. Зtlахoдltirro
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Пtь

f ,1 )., f ^J (.т. + у,)dх + J 2хoldl = с,
''o 16

Yj-^o

} +.т2.т _ Ё - 1,2хo r хg!2 - хglfr = с,

$ * 1,,.. :.. (с1 = с + s *..o,3)

с' мiстl,tть кoopдинaти тoнки (х6, }o). [Iя тo.lкa спpaвдi мOжe
викoнvBATиМеться тeopeмa Koшli.

1 1.1.4. oднopiднi piвняння

o. Piвняttttя ( l 1. ] ) t1сlzuвс.€mься oОнopiОнu'llt, пLtсщo f(х, у) =
= f(}''.r,)'у), Оe 1 _ doвiл,ьнtlЙ вupаз.

T. oОнopi1ttе 1liвняння l|1o,<на lвеcmL| Оo piвнnlння 3
a i do кpем л кlва н ll n4 u 3.u i 11 tr ll n4ll.

l Неxаli у, : f(.Y, 
') 

oдIropiд}re piвняння i ,1 = 1. Toдi

fQ".r' )'fl = f(, у/х) i у' = f(|' у/х).
oт>t<е' оДнopiДHr piBняння залс)Kить вiд вiднoцrення змiнниx.
Hеxай

! =,,. у= Llх. у, = LI,.A * Ll.
.Y

Toдi

,r' - f-Qzt-!! 
.

JC

{iстали piвняння з вiДoкpемлIoвal{ими змiнними. Маeмo

du dх
70'б_'=Т'

ln r.rl = { du / (f(1, u) - u). t
П. Знaйтlt 1riвняння крt-lв}rх' v яK}{х пiД;lотичнa лopiвнюе сvмi кooрдинaт тоЧки

-t(\,l }tк\,.

P o з в я 3 a н н я. Як вiдoмo, пiддoтичнa (див. 4.4) лopiвнюe Sг=Д. зa

у' . d.t .(
\ !1Oвoю Т = .т + y' aoo .]; = _ -|- I.yz?у}

oстaннс piвttяння-oДнopiднe (х i .y пoмiняли мiсцямlt пopiвнянo з oзttaчeнням)..
Мaемo

.Y

i : ,' -'= uу, х' = u,у+ н'

L,}'= l, du = dу/у'
.' = у(ln l)l + ln lcl)'

Як бaчlrllo, стaлa
бvт}l дoвi.'IьнсlIо, якulo

зBlдK}l
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..eiqeщlgs

itб0

.{ = v ln (сy) (sign с = sigп }).
я. lo u)нopidнuх лoхна 3в'ес|пll piвняння

r, _ (a.t + bу + c) / (а,х + D,)'+ с1)'

зa дoiloМOгoю пiдстaнoвoк

х=,(1 +hl'' !=у1+h2.

ах1 +bу1+@J1|+blt'+c)
с'х' * 6')'1 + (а'h' + b2h2 + с\)

3aуваженн

Цe мсr>кrtа зpo6ити

сnрasдi,
),, dу,(rJ _ -r _
dх d*''

а + bу,/х,=;;ттJJi'
якщ0

(аh,+[!7,+с=0i
\o,i,,*bih,+с,=g.t..

Моя<лlrвi двa випaдки: l) A*0 i 2) A = 0' дe

la bl
^= |o' ь'l.t'l

У пеpшoму t]l,iпaдкУ poзв'язoк сtlстеМи iснуе ieдlrнl,tйi вvlхiдtlе рiвняltня 3вoдитЬся
;tО Од}topiднoгO.

У,rpyгсlму Bl,iпaдку +=+=l', звiдки аt=Аа, bt=,.b. От>у,e,

dу - (ах+bу)+с-
dх ,t-(aл + b1') + с'

I]ltкoнaемо замiну змiнно\ z: ах + bу. .Гоri

.,= |1. _ o.,i' u' :)е'-,) :.' 1.,b'- iz + с''
абll

z(,b + а)') + (bс + aсl)
}'z + с|

(Аz + c')dz
d.': = --::-z|b + а}.) + (bc + aс 1') 

.

11iсгалlr рiвняння з вiдокpем:tеrtlrмlt 3мiнltlttlи,
AнaлOгi.lll0 дЛя нсперepBноi фyнкuiТ 7 poзв'язуeться рiвtlяttня

11г .| а.t+ Dy+с )

d.т , (.z'х + D',v + с' 
J

1 1.1.5. Лiнiйнi pi.*"""o

О. JIittitittu,v !P ;iсtЗ:Llв(lembс'. piвttsLtrll5L

.t"+P(.v)Y:q(.v),
дс 1,(.v) i r1(.т) _ }rеПеpерBнi Д'*.I всiх .{'

ЗIJ|дк }l

( i 1.7)
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Пl --*

oтx<е, Для лiнiйних.(P пpaвa ЧaстиIIa (11.1) с лiнiйною щoдo y.
"Г. JIiнiйне ,\P мol:на lвecmu fu Овoх piвнянь з вiОoкpемлtoвсlнцl|u

змittнuмtt.
l Hеxай У: ltУ, Дe tt = ш(х), v = y(х) (тaку пiдстaнoвкy зaIIpо-

пoнуBaв Й.Беpнy,rлi). Toдi !, = u,v * uv,. Пiдставимo y i y, B (1l.7).
N{аемo

u'v t u(v' + p(х)v) = q(х). (11.8)

oскiльки y виpaзi Ц'Ля у oДиtl мIloxник I\,loxна ви6paти ДoBiльrro,
а лpyгий пiдiбpати, тo неxaй

v, # p(х)v = 0, (l1.9)

I{е piвняння з вiдoкpемлIoBaними зr"riнними. Йoro poзв'язoк
y = ехp (_ t p@)dх)

iснyе, oскiльки iснyс iнтеI,pал вiд непеpеpвноТ (за oзI{aченням (11.7))

фyнкцii p(.r). З piвняння (11.8) знaхoдиIvro

абo

{v 
= ехг (_ Jl(')aх);

I tt,v: q(х),

ll,ехp (_ I o@)ах) : с(х),

u' : q(х) е*p (/ p(х)ctх). (11.10)

Ji

li

!i

,

{i

.Ц.iстали piвняння з вiдокpемлюваними змiнними. .Ц,aлi знaxo,цимo

u = J qG) eхp (J p!)dх\rlх * c.-\/.
oстаточнo

У: |tv: (l sв) ехp /"l. p(х)сtх)сtх + с\ ехp (_ J pQ)d.r\.' \'"' \"" / \ t
Piвняння (11.7) звелoся дo piвнянь (ll.9) i (11'10). 3а3нauимo,

lIIo пpи зllахo,цxеннi v бу.по взятo нaйпpoстiшrrrй зa фopмolo poзв'язoк
01.9). I

П. l. Рсrзглянeмo зaДaЧ\. ltpoвiтpювaння пpoхoдки пiдземнoго вибoю, здiйснeнoi зa
.t{tilUvoг0ю встaнosЛeHoгo ttа свiх<orrv пoтoцi вeнти.ltяropa мiсuевоt! прoBiтРювaння з
ttpoдt.ктltвнiсткl Q мз/с i тpvбопpoводу (pис. 11.6).

Jtс.чай r,\rovеl|т / кoнЦентраltiя ruкiдливих гaзiв у пplrвибil'rному^пpoстoрi з oб.смoм
иll ( гitH()BllтЬ .Y. il Hадхoдх(еltttя Тх виpa)кaсТься фyнкцiсю с(r) {мJ/с). Зa пpoмix<oк

r1l ьtlaс.lIiдoк пoда'li o з oб.ему Vn 6уlе виЛyЧеtlo oб,см гaзiв хQdt, aлe lrадiйде oб'ем

4r1l, 
,l.ому 

суvapнl-rй oб'см змеtttItptться нa dq: (хQ - q)dt. Цe призBeдe до змittи Тхltьoi
r:огrtlеttтpaцiТ нa d.r = сlq/V6. Bvtлvяaюлll dq, дiстaемo лiнiйнe рiвняlrня

d* * "9= 
q

dt ^ vo v0'
l,ioго pозв.язок

_f!\)/1-^'.l| | f o ttp7t^lаt 1.t:r, , U ||*,. -'' rh+с|.
\-,0 )

)al )



Якщo Q/Vo = сonst, q/У|| = сonst' Тo

*=Ь*,е_Q,/"o.
oскiлькlt .r: х0 при l : 0, тo l:,o _ q/Q' я*цo t : T, х: хn Qle хn _

.1()II\,сT}Iмa кol{ltelIтpацiя гaзiв), тo

,:'or^lm/v-qlQl
a ... 

! хn- о/Q 
I

' ,Як л;laви1o' иас прoвiтpювaння T, нa якиЙ пpипиttяють yсi pобoти, нopмуетЬся.
l i'.{l зtrooY]llй виpаз vo)i{}lа вrtкop}tстaти Д.tlя визнаЧення веЛиIlиI]и пpoдyкТивнoстi
l]t'lll.llЛяToрA Q i зa кaтaлoгov пiдiбpaти нeoб.xiдну Мaш[lнv.

oскiлькrt х = ttt/Уo' I\e п - oб'ём rшкiдливихiaзiв, якi знaхoдяться в пpиви6iйнoму
lrpосrоpi о6'см1' Иo v мoМeнТ t, тсl T мaе мiнiцvм При пев}rovу vо: Ц

Cпpaвдi.

, :,o ,^ |m/у - q/Q|' a,,, | хu- оla |.

Звaх<ltвtrrrt нa неoбxiдну vмoBv ексТpeМ у.у #.= 0, знaйr,цемo

.. / ,"1v"_q/Q\
у.. _ Щ _ !l _ ln -t '.,, u 

,,=. !." (t I *,t- q/u 
)

Звi]сlt rreтодtlм iтepauiй мoжн:l знal:tтll велиЧ,lнv oП'г}rмaльнoго oб'сму l,fr, в якlt,.t
:jlrti\' вIl''сатIl Bсе YсTaткYв.lrttlя, нegfixiднe дЛя пpoхoдкlt виpoбiткlr.

Pllс. l l.7

П.2. Зrrайти кривi, в як}tх l']-lОща Трaпeцiт, o6vе;кснсlТ oсями кoopдltl|аТ. дoтиЧ}{ою
|-)p]]инaтo}о TOrlк}l дoтик}', rj сla.lОlo i дорiвrrrос a.

Pозглянеь,tо pис. l l.7. I]ехайr м(.t' r') - 
'гoчкa з пoтoчtiиv,l кooрдr'нaтаМ'' нa

lrr.кaнil"t кpllвiii, a (X,11 
- ].oЧкa нa дoтиuнiй дo цiеТ кDptвoТ тelt< 3 Пoтoчнprми

|:(l(lpдr,l}l.T.\1tt. Тодi д-.Iя плoшti S мaсмo

s = j 1o,r + ВщoB = tt, B]|1 = J,, ОR = х.

Знar:iдеrtо O-.1. Piвнянrrя;ttrгrt.ltroТ до шукaнoi кpивoТ в тo.lrti ity' Мa€] Bll|..,I9Iд

()скi.'tькlt -t(0' o,4) Лe}(l1гl,
(.)] )ке.

)'- l' : у'(x - x),
ttа дoтиuнiй' тo ОА - .1' - _ у,.т, a6o О-'1 : -y 

_ .т-y

IS:1Ql_xу,).т.

Il
{{
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Пi*.

3a умсlвoкl
1

1Q:'-х1',)х=с'
зBiдки

I

|=-эу=_2a/х2.. х-
\{aсмo лilliliне piвняння. .Цaлi мaемo )'= uу, !' = u'у -t. и. Тoмy

| 2\
u'.t + uly - : уl = _ 2а/.t2.\ хi

Звiдси v' _ : v = 0. Haйrпpoстiшltй 3a фopмoю poзв'язoк цьoгo piвняння e
-Y

t, = .y2.

.Пpvге piвняння з вiдoкpеvлювaниЧtl зviнними, яке пoрoд)кеI|e лiнiйним piвtlянням'
(:

,,,, = _Ч 
'х-

звiдки и = 2s/3х3.| с. oскiльки y = !ly! тo oстaтoчнo

' |2а \ 2с )J=.r. l,ll+сl =3х+с'r-.
\ "" I

oтжe, opдинaтa шrукaнoТ лiнii e сyмoю opдиIraт гiпеpбoлlr i пapaбo.пи.

1 1.1'6. Piвняння Бepнyлпi

О. ,Цttфеpеt1IцiсUlьнu.^| рiвlrЯннЯ.|'| Беpн5'.ltлi на3uвасmьсЯ piвtIЯllt|'|

y,*7l(.т) У= Q(х)1|', (11.ll)

Ое n*0, n# l, а p(х) i q(х) _ нenepеpвtti Оля вciх х,

Зaзнauимo, цIo пpи n:0 piBнян}rя (l1.1l) пеpехoдитЬ в Лiнiйнe,
a пpи n : I * B piвtlяIrня з вiдoкpемлювaниМи змiнниtr,{и.

T, fluфеpенt1iальне piвнянttя Беpнуtuti n|oхн{7 lвесmu do ltiнitiнoeo.
t Пoмнoхситuro oбидвi Чaсти}lи piвнянrrя (ll.ll) нa y_''. Мaемo

у,у_, _ p(х)y'-n = q(х).

Hехай у1 
_,' : z. Toдi z, : (1 - n) у-nу', y_,,y,

(ll.li), дiстасмo

Згitнo з

p(х)z = q(х)'

звiдки
z' * (| _ n) p(х)z : q(х) (l _ n).

Масмо лiнiйне piвняння

z, * 1l,(х)z = 4r(х). l
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Зaувa)кення'
l.,Ц,ля poзв'язувaння piвняrrня Беpнyллi нe oбoв'язкoвo 3вoдити йoг0 Дo лiпiйного,

vo>кнa вiдрaзv пoчинaти з заlriни }.= иy.
2. Poзг".lянутi Bищe клaси .(P пepшorо пopядку мaютЬ пoпарнo непycтi пеpepiзи,

гoбro с тaкi piвняння, якi оfно.tаснo нaлежaть, як мiнiмyм, двoм клaсaм. HaпpикЛaд.
у

рiвнянняу'=_:сiлiнil"tним'iоднopiдним'iвпoвнихдифeренцiaлaхi,звиqaйнo,
з вiд<lкремлювaнplми змiнними. ,Цля poзв'язyвaння зрyннirrre вBa)кaти рiвняння piвнянням
з вiдoкpeмлювaними 3мiнними. Iнoдi piвняння з oд}roГo кЛaсy мo)ке пeрeйти дo iнrшoгo,
Лрoстil.Uoгo' 3а дoпoМoгoю 3аМi}lи 3viнtlиx.

П. 3нaйти загaльний poзв.язol( у' _+: х'/у.
Pоз в.я3aння. Цepiв"я"*io Беpнуллi. Скoристaемoся зayвaжeнням l.

N{аемo

у = uv, !,, = ll'у + uv,,

звlдKи

Toдi

ll.L.7. oсo6ливi тoчки' oсo6ливi poзвlязкl{

Д'ля ДP псpllloг! пaряДKy iснyroть тoчKи' qеpсз якi пpoхo.цитЬ
бiльtпе, нi)к oДIta' абo xoдIroi iнтеlpальноi кpивoi. Tакi тoчKи
нa3иBaIoтЬся oсo6лив}l]vrl1. Boни мo)(уть 6yтlr i3oльoванимИ a6o
ЗапoBHЮвати цiлi лiнiТ, якi таКo)K rtазивaЮтЬся 0с06ЛиBиМlr.

Heхай, нaпpиKлaД, в (11.l)

f(.u' у) : P(х, у) / QG' у)'
tе P i Q - непеpеpвнi фyнКцii. Toдi piвняння (1l.l) нa6иpаr виглядy

(l1.12)'..=,(Р(х,i/QG,у).
Якщо iснуе тouкa (.t0' }o), Дe P(лo, yo) = Q(хo, }o) = 0, тo B нiй

piв}rяIrня (l1.l2) вх(е I{е Зв'язyе мix собoro дифеpенцiaли сlх i dу,
вHасЛi,цoк чoгo oсo6ЛиBi тoЧки вже tlе oписyються циtи piвЕIянHяM.
Udоб знайтI]l таKi ТoЧки, засToсyeМo сI{сTеМv

{P(*o, }o) : o;

|Q{,o, }о) : 0.

iсн1,е .lотlrpи типи осо6ЛиBих тoЧoк: вyзoЛ' сiдЛo, центp i фoкyс.
У пеpIшомv i uствеpтoмY виIIaДках Чepез oсoбЛивУ тoЧкy пpoхoДить

oстaтo.rно
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кpI,Iвих' y дpyгoмy _ tB!, B

язoк ) : сх. oсo6.lltвoю тoчкoю с вузoл

рoзв.я3oк r'= 9 ' 0сo6ли8()Ю Тoчк0rо сх
сiдлo (пoчaтoк кoopдиriaт' pис. l1.8).

п. 3. Piвtlяння у, = _ J мaс')
зaГaлЬний poзв'язoк х2 + у2 = c,
oсoбливoю тoчкoю € цetlтp (пoчaток
кoopдинaт' pис. l1.9),

П. 4. Piвrrяння у' = Ц мaех-y
зaгaльний poзв'я3oк у пoлярн}rx кo-
opДинaтaх p = cе9, oсoбЛивoю тoч-

Koю r фoкyс (у пoлюсi, pис. Z.lE).
oсoбливий poзB'язoK (oсo6лива лiнiя) piBHяння * uе o6вiднa сi]t{'i

йoгo iнтеt'paлЬ}lих кpивиx' яка B кo;кнiй тoнцi toтикаeться якoi-He6yдь
лiнii сiм'i, щo BизI{aЧaсться B зaгaлЬIloМy Bипa,цкy неявI{oю фyнкцierо

Ф(х, }, с) = 0. (11.13)

.(ля знaxoДx(е}l}Iя piBrrяння o6вiднoi poзгляIlеМo ДеяKу ii тouкy (х,
y), яке oднoЧaсIro нале)<ить i деякiй кpивiй сiм'i (11.13). oстаннiй
вiДпoвiДае певI{е знaЧе}Jня пaрат{eтpа c' яKе пpи ДaнIlx х i у
BI{зHaЧаrться з piBняння (1l.13), тoбтo с = с(х, l'). Звiдси Для всix
тoЧoк oбвiДноТ BиKoнyeться piBнiстЬ

Ф(х, y, с(x, y)) = Q, (11.14)

3 якoi Bи3начимo кyтoвий кoефiцieнт toтиЧнoi дo oбвiДнoТ B тoЧцi
G' у)' tЛя чoг0 дифеpенцiтoeь{o (11.14) пo х, BваxaloЧи, щo y -
= y(.{). .I[iстанемo

tl*

}lесKlнЧенI{а lvrнo)кинa iIrтеrрzLпьниx
тpетЬoмy _ xoднoi.

П. l. PiвняннЯ у, = + мaс зaгaльний poзв'

(пoЧaтoк кoopдинaт).

П. 2. Piвняння у, = - J "ao зaгaльний

у
)

.хl PисJ l.tt Pис. l l.9

(11.15)

.Kvтовий коефiцiент дoтиЧнoi дo кpивоi сiм'i (11.13) знайдемо 3
piвtlос гi

dФ aФ Ос | оo dФ dс\. t-;-.:_+ l-:_*-:_ ] .i у =0.сJх oс oх \ ,y dc .Jу 
)

oскiльки вiн з6iгaсться 3 KyтoBиМ коефiцieнтом обвiднoi, To'
poзв'язvюuи (11.15) i (11.1б)' зI{aхoдиIr{o

ОФ (Ос Ос ,\
- l;:*;)"1=0,с,с l d)' {Jу - l

(11.lб)

аЛе Х lra Odвitниil ,c(х, }) = сonst. oтxе,

206

f =о.



Tаким ЧиI{oм' для знaxoДх(еttня oбвiднor l'tarмo систс]\t)'

Ф(.', }, с) = 0;

f =0.
( I 1.17)

п. 5. ЗнaЙти oсoбливltl:i poзв'язoк piвняння

1.v21t+у,'=R2.
Biдокрeмлrorоuи змirtнi тa irrтelpуюни, з}laxoдимo

зaгaльний iнтerpaл (.. _ .)2 + у2 = R2. Цe сiм'я кi:t
paлiyсa R з цeнтpoм нa oсi абсr{ис. Ha oснoвi piвrroстi
(i1.17) маeмo

о = ('t _ с.;2 +.v2 _.R2 = o' s= _ z1'

тo6то х : с, звiдки у2 - R2 = 0, aбo } = t.R (pис. ll.l0)

Рис' 1l.10

-с)=0'

11.2, PiBняHня вищиx пoPядкiв

1 l.2.1. 3arальнi вiдoмoстi

У зaгальнoМy виПa,цку piBнянIrя r-гo пopяДку мar Bигляд

Л(,t, ), !, , .,., f) = a.

Якщо цe piвнЯняя мo)Kнa po3в'язати вiДнoснo 1,{t'), тобтo

уt'll\ = f(х, !, !, ' ,..,l, 
-')), (11.18)

тo спpaвeДливa тaка теopеMа.
Т. (Koшi)' Яrcщo в piвняннi (1l.l8) функцiя f mа i-i часmuннi

noхiОнi ПО J', y,, ...,l.,-l) неnеpepвlti в oблаcmi D, 
'|Kа 

,+|iсmumь
?rrQчer!нЯ J6, }6, Уg, , ,..,4,- 'l, mo icнус с0uнut1 po\в' 5tЗoK, ЯKuLi
зцОoвoльttяс noчаmKoвi умoвu

y(хo) = }о' )',(.{0) = }g,,..., y,,-t)(.ro) _ $'.t;. (1l.19)

Зaдачa, яKa пoЛягас в знаxoдл<енrri poзв'язку (1l.18) 3a yМoв
(1l.19) ' нaзиBaс,тЬся заОачeю Kotui.

Заеа.льltttм pО3в' stlKo-ll (iнтегpалом) нaзllвarться фvнкшiя
У = P('\, сI,..., с|1) (Ф(х, }', с', ...,с,, = 0),

якa зaДoвoЛЬ}iяс' yМoвtI:
l ) звoдttть piвняння пplr .fовiльHих (.l' '..,t',, Jo тoтo>кнoстi;
2) nрll Дoвiльних уМoBаХ (11'19) iснyють такi Сi = Cкl

i = |,2, .,'' n' Пpу7 якltх цi YI\foBи BиKoнyIOться.
Чqcmuнttuit poзв,я3oк (iнтеt'pа,r) дiстасмo iз загального прLI

C, : Сir, i = 1,' 2' '.,, n.

)^1



llry

Haявнiсть y зaгaльнoМy poЗв'язкy (iнтеfpaлi) n Дoвiльних сталих
oЧеBи.цЕ{а: щoб вiд 1'tnl пеpейти дo y, тpебa iнтеrpyвaти n paliB,
Дiстaючи lЦopазy нoву ,foвiльну стaЛy.

B iнх<енсpнiй пpактицi нaйбiльlпе застoсoвyloтЬ piвняння дpyгoгo
пopя,цKy' щo зB'язанo в oснoвt{ому iз 3астoсyванняМ дpyгoгo закolry
мехaнiки, фopмульний вигля,ц якor0 мiстить Дpyгy пoxiднy. Для
piвнянь ,цpyгoгO пopяДку зaдaчa Koцri мae вигля,ц

у,' _ f(,r, у, у,), }(хo) = yo' y,(хo) : )'o,.

Bона мас пpoсте геoметpичIlе тлyМaЧенHя: Чеpез данy тoЧкy
(.'сo, yo) 3 ДаниМ кyтoвиМ кoефiцiентoм yo. пpoxoДитЬ еДинa iнтеfpальна
кpиBa"

Kpiм задаui
ЛIOвати кpайoвy

яка ]r{o)Kе l Ilе

IL.2.2. Piвняння, якi дoпyскаютЬ з}|и}кeн}|я пopядкy

У .цеяKиx випа,цках пopяДoк piвняння Мo)ке 6ути 3ниxений,
H;tпpI{кЛа,ц' з .цpyгoгo Дo псpшIoIЮ' a oстаHI{е piвняння мoxе 6yти
poзв'язанirьt. Пpийoми такoг0 пol{иxel{ня piзнoмaнiтнi. Bкa>кемо Деякi
з t{llХ.

l. }'('lj = flх) (y,, = .f(.*)).
ЗагальнttЁt poзB.яЗoк т\.т МoжHa дiстaтlr пiс"rя л-кpaтнoгo iнтегpу-

вання

Koшi' ,цля piвнянЬ tpyгoго
зaДaЧy

n,' - f(.u, у, !,), у(а) = уo,

Мати poзв'язкy.

пopяtкy N{o)кнa сфopму-

у-(b) : Уу

('.. ..т
* -ft * с,,.,,: I tt.rl .f re)d.r:ffi*...

v-..-r;*'

2. F(.х, }',, ...)il)) _ 0 (y,, =.f(х, l,)).
Ту' I{сN{a€' у. Cкоpистасмoся пiдстановкoro у, : p(х) = 1l, у' =

= Р,, ..., у(п) 
_ р(n.1)' Piвняння нa6rrpaе виглядv F(..u, p, '.., P0-',) : 0

i маr: поpядOк /? _ l щоto l;.
3. л(l', 1'', .../л)) : $' (r.'' : 7(l', y,)).
Тyт неМас х' Скоplтстaспroся пillстанoвкrrrо у, : p(у) = p. Tодi

..',,: p',-}''' : р,p i в paзi piвняння дpугoгo пoряДкy мaтимемo pp,=
= !b', !l}, a6a р' -_ 1l_\f(1,,7l). тобтo }l, = !,{}., р). Це piвняння пеpIIIoгo
-I]opя.цкv. Tакi сaмi пripкvвання ri v загa-,тьIioМv випаtк)'.

lJitvlrit)КёIiIl>r'
l. Якrltо rrаСvо piвttrrlttrя l.(-r',, .t',,, ...' }'(l'-!) = 0, тo дrlцi..lьнitше з.tсТOсoB}'t}аT}l B}ltlадoк

f . -хсl.ta rtохtltii ii 3.
2, Ll[о.i Il(llI}l.ltlг!' Пl!pя l(lХ r, рiвttяtltlях Jрt'гoг() lIoгя.]к\'. .lt'ltiльtlO 3асТоioвvBаТtt

{lLlрlr1'-rlr (t.tiрltlза ltа.liво)

l0ti



. /u'\ r'r"' - (v"12
(yy,),= 0,), + уу'', l1l,= ff\T J J

П. |. ЗнaЙти зaraльнvlЙ рoзв'язoк ДP уу,, : Q)2'I с п o с i б. oскiльки у,, = fo' y,), тo цe piвняння типу 3. Мaемо

- -y,= p(у) = p' у'' = pp'.
oт>ке.

(l1.20)

уpp, : p2 -r,,oт: ,,
dp Г rdуTo0тo )'= с' aoo у;;= p, J dp = J ;'ur

Зв|дcи p = с\у, a оскiльки p = dу/dх, тo

у = c,е"I'.
II с п o с i 6. Cкоpистaемoся дpyIЮIо фopмyлoю з (ll.20). Мaeмо

yy,'_ (},)2 = (у,/D'у2' a дЛя рoзглядувaнoк) рiвняння

{L].u,=o*ГJ],0.\у]' " 
[(r,/л),=о'

тoбтo aбo у - 0, aбo у'/),= ct, або y,= с1y' oстaтoинс, y = с2e.1I.
rТ. 2. Малi кoлI{ванrtя матeматичнoгo l{аятtlика. Пiд матeмaтиЧl{иМ маятниKoм

poзyмiloть МaтepiaЛьFy тo'tку. пiДвilпeну на неpoзтя>кнiй нитrti, зaкрiплeнiй нepyxoмo
в 0Днiй точtli.

He.хal"t мaсa Maятника ,,l' дoв)I{rlнa l, ниткa зaкpiплеltа
в тovцi o (рис. ll.11). Blrвчetltо йогo кoiивaння. }{a
i\'1lя1.н!lк l\iс сиЛa вarи c : lll!, яку Мo)r(нa пoдaТ'r як
вeктopву суМy силpt нaтяГv }I}Iтк}l R i pyuliйнoi сили
Р (oпoрoм сepеДoвищa нехтусмo).

Пoзнa.tиьlo змiu{eltня I'aя'l.никa неpeз 3. Тoдi нa oсновi
trpyгoгo 3aкoну меxa}riки мaсМo в npoекцiТ нa lraпpям
силlt P

t|Ls,,.: _ ntgsin р = _ tttgsin].

IIa-чu-ltu I.lазиваюlЬ тaкi Кo,'lивaння' Ilp}! яких

5iI] i =: . To:i piвнянlrя ttaбtlрlс вiIГля,lv

s":-,(2s [t'=q).\.. tJ
oскiльки в piвняннrIх 'llеЦq9 i, тo ввa)кaсМo 5' : p(s) = л, s', = pp,. 'Гoдi

РР, ' k2s = 0. звilкlt p = = t..,-itТ*. з,,u*,, вi..lповt.]aкrit, р\'хv гocк!l Bпpaвo l вЛ|вo.
Беруulr дo увaГlr Те' lцo p = () пpи S:'Sо, МaeМo s,= t t Ii _?, irtтегрvюии, мaсмr-l
(,=сr. s=0)

oгсsinl ={ч,,
sc

абсl oстAтo.llro

, = ,. oi,', Yti ,.ulr'
Тirкltм'lttltoм. vате)'''агll'Illиil \1аяiнltк зliйсrrкlr: Гаp\1t-liiitItti кl)..llIUэllllя з llеpiодoьlг

t : эл \!.. не за..,lея{Hllv вt..l аltltЛiтv:lt' Liеit закUн Uсi:tItОBitв tItiства.tttяl}lpIl{ll}t}it.q

Рltс. ll'll
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ГaлiлeЙ нa oсttoвi спoсТepe)<elll{я в цepкBi зa кoливaнrrяМ люстp, замiстЬ дaтЧикa чaсу
вiн кopистvвaвся влaсниМ rlУЛьсoМ (мaятникoвиЙ гoдинник Х.Гrоeireнс винaйruoв
пiзнiшe).

П. 3. Пpoгин заш1eмлeнoi балкя' Brrхoдячи нa бaлкoн, м}l стaеМo yЧaсниKaМ}l
сr,tтуацii, якa нaзивaстЬся пpoг}lнoМ заulеМлеt|oi бaлки (нa тaкltх бaлкaх тримa€ться
балкoн). Як вiдoмo, кpиBинa 6aлки K = R_1 пpoпopцiliнa дo МoМeнry Л4 i o6epнeнo
пpoпоpцiЁrнa дo Мoдуля пpyя<нoстi Мaтepia.пу Е i мoмeнтy iнерцiТ 1 пoпepeЧ}roпэ пepеpiзy
бaлки' тoбтo k = M/ЕI . fIpoтe 

з

K: у',О + y12)- t

Якщo oбмe>кllт}lся мaЛиМrt Ilpoг}lнaмll y,< < l, тo k = у',' у'= E]Ц
Moмeнт силl,r вiднoснo пeрepiзy х бa''Iкlt, який вiддaлений вiд iT кilrt1я нa вiдстaнь

.r', дс.lpiвнюе M - pх.Taким чrrнoм' у'' = pхlEI. Двitli iнTеrpyюЧи' м:tсМo

***с1х+с2.'Е1 o

якrцo .т: /, тo y:0 i }, :0. Toму

oстaтoчнo

n 12 nlЗ,' = - ii1. C2: 
ЗЕ]-

p (| ,з | 
' 

l \l:ЕI[з/.-'Гх+6х).

11.3. ЛiHiЙHi oдHoPiдHi.PIBHяHHя
Bищиx пoPядкlB

1 1.3.1. 3aгальнi вiдoмoстi

О. 'ЦiнiЙtttlм piвнЯнн,я.м n-eО n,oрЯaKу наЗIlва€mьсЯ рiвt|Янн't
t',') * аt(.r)'{,-l + ... * а,(.r)у: b(.r), (11.2l)

0е а,(r) t b(.r) неnерepвнi фуltкцii. ( зoкpема, сmалi). Якщo
b(.r):0, mo piвняння нclzuвсl€mься oОнopiОнuJl',|., 

'lкu|a 
6(.t) J 0, mo

piвttяttня нсlтllва€mьcЯ неaaнopidнuм.
Piвняння (ll.21) с oкpеМиIlr Bипа,цкoм (11.18)' oт>ке, на }lЬolю

IIoIIIиpIoeтЬся тeopеN{а Korпi, яка щo,цo (ll.21) вимагаe непеpеpBнoстi
всiх с,(х) i 6(.r).

Bведемo дo po3гЛяД3l,тiнiйний дифеpенцiаЛЬний orrератop

L(у) : l',, + 4l(.r)yu _ tt * ..' * а,,('r)у' Q|.22)
Toдi (l |.2D нa6иpa€ BигЛя,цy L(у) = D(.r). Для oд}ropiднoГo piв}rяIrня

r(y) : о.

oчевltднoкl e така теopеМа.
T. |. Якu9c ).1, )'2, ..., ).л - |lQСГПЦнtti poзв,язкu (11.23), mo лiнitittct

кolvtбiнсtLgi,я i.t'

А 1..J

(11.23)



(.l.y. + с2}2 + ..' * C,,У,,, V с, € R,

С те)< poзв'язкoм (1 | ,22).

1 1.3.2' Bизначник Bpoнськoгo"}

HагаДасмo, ш{o систеМa функuiй e лiнitilto laле^нoto Нa Iа, b|,
якrшo iсн.v.rоть тaкi CTi,.Ii С, € R, l = |,2,... n, якi oдt{oчасI{o не всi
:opiвнюtoть нv,lю. i такi. rцo

с'}., * c.,у2 + '... * с,,y; : 0. (||.24)

П. Фуlrкr1iТ J1 : sin 2х i 1', = sin х сos -т зале>кнi нa R. Мo>кна взяти с' = l,
', _a

Bзага"тi для ДвoХ За-Tе)кI{их фyнкцiй },, i J',

\=с. с€R.
)'2

i rtавпaки.
Якщo piвняння (l1.24) викоIryrться тi.цьки за )'Мoви сi= 0 Цля

BсiХ l, To J't, -}]2l'..,]''] l.tltЗltвaIoтЬ Лil1itiLto ItеiJ&,tеit:н|lмlt'

o. lJu.iна,tttLllo.tt Bрr'llrськoeo абo вpo|Icrciанo.tt n _ | pаз Оtiфе.

рt'ltt,t,itioсltttt.t ф1'ttкt1itt -}'1. J'2'..., lu,, НQ3Цa(IСt|rьс'I вullrачtluK

W(.t) : W(.\, J't' J'2,

.П.l'тя .Цвoх фyнкцiii
ly' у. l

Wt.r1 =l,,,,',1
| 
)'r )': 

I

На 6азi визнаЧнItкit Bрoнськoго Да}lих функцiii Мo)кtlа сфоpмy-
-1ЮBаTl| кoHстpуктиBH}. t)Зt]аКy лiнiЁrноТ за.rсxнoстi чlt незaле>кнoстi
Цr,rх фirg*uii,i. Tакv (.l3HilЬ.\] мtiс.гить настyПна те0pеlvlа.

.T, 2, Якцo }r i ).l зцле'|снi Нa [сl, bl, rri-o

tИ(.v, 1.', }':) : 0, V ,т C |а, bl,

Як в>кс зaзI{аЧаЛOся. iз зaлеx}roстi )'l i 1', вltпливaс. щo ]]2 :
= с-1... oT)<L',

}L с)'t

1'. ('t'. -0W(.к, }l' .\':) :

) К). B р О lr с ь к ll ii (1778-l853) 
- пo.пЬсЬк}t}.l vатt'ЧilT}tк.



Hеxай У' i Уz _ Два частиннi poзв'язки лiнiйнorо oднopiднoгю .(P
.Дpyг0г0 пopя,цKy

у,' * p(х)у,* 4(х)y: 0, (11.25)

тобтo

У|, * p(х)у,, + q(х)у':0, У,,, * p(х1у,, * q(х)у,= 0.

Пoмнoх<имo пеprЦе piвняння НА !z, a дpуге _ на )'r i вiднiмемo
пoтiм пеprпий peзyльтат вiд дpyгoго. Toдi

У,,,!, _ У7''У', + p(х) (уz,уt _ !2!'') = g'

I-{е piвняння мoх<нa записaти y виглядi
W,*p(х}W=0,

Д.е W=W(у"уУ)'
Зiнтеlpуемo oстaннe ДP за y}roви W(*J : W' Д\cтaнемo вiдoмy

вже фopмyлy oстpoгpаДськoго_Лiyвiлля.)

! pв)d'

W: Woе'o

rf'nr

(11.26)

За дoпoмoгою цiei фopмyли й .цoвotять I{aсTyпI{y теopемy'
i. 3, я*щo w1.,i, l',-у) # o О,lя fuвi-пьнozo ntlсIче|rttя хo С |а, b|,

{I !t, lz _ paзв,язки (1l.25), mo W(х,}r,}z) *Q v хe Iа,b|.
^lr\

oскiльки iнтегpaл j p!)t]хскiнченний' тo ехp |_ J,t..l,*l , о.Якщo
х0[,o,l

(див. (1|.26)) Wo * 0' тo й W * 0.

oсo6ливiсть теopеми в тoмy' lцo yМoBv W + 0 }'o)кна пеpевipити в

oднiй тoчцi, а pезyльтат пеpенести нa весь iнтеpвaл.
T. 4. Яrcщo poтв' я:]кtt piвttяння (1 1.25) лiн'itiнo незaJLexнi на

Iа, b|, mo W(х, Уу !2) # 0, V х C Iq., b].

l Hеxaй виKонуeTься o6еpнене твеpД)кення, тo6т0 Wo: a лpтl.

ДеякoМу .ro € [с, Ь]. Toдi за T. 3 И:0, тобтo

)':')'r - )'1 '), = Q'

Нехай )'l # 0 (y пpoтивнoм1z pазi oстаннiй BIipаз тoтo)кнo лopiвнтoс

!у-лro). Подiлимo oстaнт{€ piвняння na !1, Матимемo

(-у'},, _ у2у\'')/у1: (y,/y'), = 0.

Т p o г p li д с ь к и li (1801-1862) - yкрaТнськи}.t МaтеМaтик
л Ь (1809-l882) - фpaншузьк}I}"' МатeМaТL,tк.

.]N{.B.oс
lI>к.Лil.вiл
1r1



ЗiнтеrpувавIIJи цe piвняння, дiстaнемo lt = С!z, тo6тo y, i Уz
лiнiйнo зaле)кнi. I{е сyпеpeнить yмoвi теopеМи. oтхе, W(х) * 0. .

Bлacтивoстi визнaчнI,tKa Bpoнськoго, пoданi ъ .Г. 2 _ T. 4, ,цaloть
зМoгy викopистoвyBати йoгo як oзHаKy зале>кнoстi чи незалеxнoстi
poзв'я3кiв лiнiйних iЦP.

l 1.3.3. Cтpyкrypa заrалЬнoro poзв'язкy лiнiйнoгo
oднopiдt{oгo дифepeнцiальнoгo piвняння

дpyгoгo пopядкy

Cтpуктуpy 3агальнoгo poзв'язкy циx piвнянь BизIrаЧae тaка
теopеМa.

T, Заеа'tьнuй poзв'язoк piвняння (ll.25) с лiнiЙнoto кoмбiнацiсto
Овсl.ч itozo лiнiйнo не3алc)l:|1uх lloзв, язкiв, moбmo

.У' .= CrУr * c2!2' (11.2'7)

I Toй фaкт, щo (1|.21) е poзB'язкoм piвняння (ll.25)' BI,tIIлиBae
з T. l, П'1l.3.1..ЦoведеМo' щo Для ДовiльниХ tloЧaткoBих yмoв

),(хо) = }o, y,(хo) = yo,

lrtоХнa oднoзнаЧнo 3нaйти с1 1 c,' ПiДставимo пoчаткoвi УМoBи B

piвняння (1l.27). Маемo-

l сL}rс, + С2!2g = 
'6i

t.'.,,o,*с,у2g,='-o'
Д'ля цiсi системи

oскiльки 1., i 1', .riнi
сДиниiц poзв'язoк. l

Iv
l)to
1,,
l'to
йнo

Уzo
= И(}ro' ),u о).

незaле>кнi, тo W # 0, i система Мас

Зaзнauимo, щo загалЬногo aЛгopитIlrу пoIЦyKу poзв'язкy (11.25)
}lL- iснyс' але якщo вiдoмo oДин poзB'язoк }l (який чaстo Мo)(нa
niдiбpaти), тo лpугий poзв'язoк lz Мo)КHa дiсTaти зa дoпoмoгою
фоpмyли (1l.2б). Cпpitвдi, пoдi.пивrци (ll.2б) нa 1\* 0, дiстанемo

С: f .,.'.:.'
(},,.v, _ 1'''1',)/у]= (у2/у),= 

t' 
е-Jу|\||L+1

звiлки 
.1,: = C.!),r I е- ! Р(..),1'у-.2l.u + С1'

oскLrьки йдеться пpо чaстиннlrй pOзв,яЗок, тo Сi : l, Ci = 0'
Тoдi зaгальний poзв'я30к (ll.25) матимC вИГ;lIя,Ц

2r3



),:Сr},r +С2У1I,_I,,',,,'',,,.l... (ll.28)
П. l. ЗнalYrти зaГaльнl,Iii рoзв'язoк .I[P

l,,,ni-4=о,.ххz
якшl() yI - 't _ йoгo чaстинн,{й poзB'язoк.

З (11.28) мaсмo
Г .t- '- (')

) : Cr-t + с,r {,,' 
*','dr/*2 

= C,.r + } = с,,., + с1'.

Псpейfерrо ТепCp .]o piвHяHь вищиx пopя.]кiB. Йдс'oсo прю piвняння
(l I.2l). Cистемy його pозв'язкiв нaзивaють ф)zн.цамeнтaльIlolо' якщo
всi pозв'язки лiнiriнo незaлеxнi, т06т0 визнaЧниK Bpoнськorо для
них вiдпriнний вiд н1z,тя.

Т. Якu1o n|a€J||o ф),нdа-,цeнm(7льt7'' сuсmе.Mу Уу !2r '..,У, po3в, ятKiв
(]].21)' mo Йoеo таzальtltti рoзв,язorc мас вLtе',tяl

J' = Cr-Уt * c2У2+ ... + сl,}',,,

dе с, - Оoвi.lьнi сrnui.
.П.oвеДення теopеМи аналoгiчне дoведенlrю теopеми з п. ll.3.2.
Aпгopитr'l poзв'я3к\' (1l.21) теr< }rrвi,цoМиtl, aЛе, зtlаIoЧи o,цин йoг0

Ч:tстинIIий poЗв'язoк' Мo)KrМo пoнllзиTи пopядoк piвняHня, збеpiгаюuи
лiнiйнiсть' пi,цстaновкoro

У: Уt ! udх.

П.2. За д0пoмoгoю тi'rькtt lt{tl запr,tсанoi пiдстаtlовкpt poзв'язатll piвняltltя з П. l'
P rl з в . я 3 a н ll я. Бepемo -}' =х.,(aлi масмо

у: Y,Г ur!-t' 1,' = ! udх * хa, -r,,, = 2u l хu,.

Згiднo з у]r'oвoю "'.:::l'', +\! uах*,._|Jиl.t=o'
звiдкtl -ltи, + 3u : 0, и =..:_], ]'=.tJ-т-3d't= * 1/(2х1.

I

Hехaii 1', =:. Тодi }: сl.\ 1с,..r_l.

1 1.з.4. Piвняння Ейлepа

О. Piвняння.ц ЕLiлеРсl lll|luваК)mь piaняttня
.YД]i'tl ..'r Р,х,,-tу.,, 

_t; * '.. * p,,у = 0, Рi€R' i = 1,2'..., n.

Таке pitsHянriя пiдстанoвкoю .Y = е 
| звo,]итЬся .]o ( l l .25). Пpи

цЬoМv
}'(.t)=у(d)=v(t)'

,, dt
)',(.r) = v'(|)fi= с_,*v''(t),

214
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dtl dty,,(.r) : n k_'v,) : fi (e- ,v,) ='ь : ,- 2t(v' v,), '..
П. Знaйти зaгaльниpi poзв'язoк piвняння ЕЙJ,epa

х2у,,t3ху,+y=g.
P o з в'я 3 a II н я. N{аемсl y=y, х} =y,. л2J',,:y,,-y. oтжe,

v"*2v' +y=0. (11.29\

oueвltднo у : е- t е pозв'язком oстaннЬoгo рiвняння. Мipкуюнrr, як i в пoпеpедньoмy
пpr,tклaдi, знaхoд}tМo (пoтiм пеpeйдeмo ,цo х)

у = е- t(С\ + С2t)'

,(a:ri вкarкемo пpoстий aЛгopитМ poзв'язувaння рiвнянь (11'29).

1 1.3.5. Лiнiйнi oднopiднi дифeрeнцiальнi piвняння
дpyгoгo пopядкy зi сталиriи кoeфiцieнта}'и

Pозглянемo таке piвнянHя

у,' * pу' * qу = 0, p, q l R. (11.30)

.{ля тoгo щo6 фyнкцiя у 6улa йoго poзв'язKoм' неo6хiднo, щoб
У, У, i y,, вiдpiзнялися тiльки ]!{нo)KникO]!{, щoб пpи 3ве,ценнi пoДiбниx
ЧЛеtliB у ЛiBiй Чaстинi дiстати пpавy (нyль). Taкoю фvнкцiсlo с
!:ф (йДеться пpo загаЛЬний BигЛяд (1l.30)). ЗнахoДимo у':kф,,
у,' = k2ф'. Пiцставляrоrlи цi ЗIIaЧення в (11.30)' МаeМo

Ф(k,+pk+q)=0.
Звiдси

k2 * pk * 4 = 0.

I{е piвняння I{азивaIоть хapактеристиЧIIиМ Для piвняння (1l'30),
йoго кopенi kI i k,' Моxливi тpи випаДки.

I випаДoк. k, 1'k, _дiйснiipiзнi.
. krr . A.\'Тoti у, : e'.]^ i Уэ: P'.2. - частиннi poзв'язКи Д'Р (tI.30). oскiльки

!:".u,_A-r)''#сons1
Jl

(а такох< W(у',,)',);Ё 0)' тo l' i lz _ лiнiйно незалех<нi. За теopемorо
з п. 1\.З.2 зaraльниri pозв'язoк (11.З0) нa6иpаr BигЛядy

у= c,еk|, + c,l,*' (1l.3l)

Il B и п а,ц o к. k, i k2 _ piвнi, а oт:кe, дiliснi; k'=
--t" _1,
- ^1 - 

ar.

У цьoмy BиIТадKу }'r = Д _ pозв'язoк (ll'30)' Знaйдемo дрyгий
poЗв'язок. Повеpнемося дo BипaдKy I. Bвах<атимемо, цIo t1 i k,
вiдpiзняrотьсЯ }Ia т{сЗнаrIт{у BеЛиЧину

i"'i t



!,з = !z- }l = еф+^k)х _ еkх' ,. = аl (e{t+atв - ф),

У Уд пеpейдемo Дo гpaницi пpи At - 0. Дiстаrмo f = хdu.
3алиruилoся пepевipитИ, Щo y- r спpaвдi poзв'язкoм (ll.30). Toцi зa
теopеМolо з п. 11'3.2 загaльний poзв'язoк (ll.30) мae BигЛяд

у = с'1еk'+ с,х0'= *,(ct + с,.т). (||.з2)

III B и п а Д o к. k|ik2 _ кoi\4Ilлeкснi, a oтжe, спpяlкенi.
Hеxaй k,,,= a t Bi. oчевиДнo l-t 1 lz - poзв'язKи (11.30), де

уI= е@+Bi)х, |,= gG.fil.t,

oскiльки pi q _ tiйснi, тoвiдпoвiднi кoнстантиB зaгальI{o]\.ry
poзв'язку r KoмплексIrо-спpяжeними' тoбтo

с\=с+тi, с\.=c_Тi,
Зaгальний poзв'я3сlк (ll.30) дiстaнrмo, зaстосyвaвцrи фopмyлy

Еliлеpa (Див. п. 7.l.1) 
'

y = сiyi * сj]ll : (с * Тi1l'e'tз'+ (с - vi1с,'g-Ф, -
= сu((с + e,) (сos pх + isinpх) + (с * Г;; (сos p.х + isinBх) =

= €.'(2с сos Bх _ 2ЕsinB.r),

! = ё,,(сtсosB.t * с, sinpх)

Пpип-vщення lЦoдo спpя)кенoсТi с! i сi пpaBиЛЬнс. Дiстaли дiйсний
вI,Ipaз д,itя }''. Мoxна безпосеpеДньо пеpевiритlr, щo (1l '33)
зaгальний pозв'язoк (1l.30).

П. 1. Розв.язa'rlt piвняllня
t) y,,_3.r',+2y=0l 2) у'.*4}., +4y=Q; 3) l'',-2у,+2у_0,Р O3lз.я зa н н я. Cк.llirдeмс't харак'l.epист}lrtlri piвttяttня.
\1асvо вiдпoвiднo:
|) k2_3k+2=0;2\ k2-4k+4 =0;3) k2-2k+2=О.
KОреlti цl1ч хapaкгерисгl!ttltrt-r piyч9116 1.x..
i) tr = l, tr= 2; 2) k1 = kz=2; 3) kr.2= I *i,
Bрaхvвaвrшlt знaчetltI'1 ксrреt;iв хаpaктеристи.llll,lx piвttяtttt, з yМotJ}t tlрикЛaдY'

зaI!}1шIсМ0 рoзв.язtlи кoхilloГ() 3 рiвнянь. Маемо:
1) -т = Сtt,{ * С2е2-'; 2) .у = с2,{(Cl + C,.т)l З) у =..'11., сos.{ + С,siп х).

Poзглянемo piвняння

./',] + 1)j'i'.,,-i; * ... * p,,у = a 0 > 2}'

216

l{ry

Toцi y,
N{aeМo' Iцo

= e(k + a*)r

r'. i y.

kz= k + Ьk,
_ poзв'язoк (11.30). Беpyuи Дo yваги лiнiйнiсть,

_ тeж poзв'язки (11.30)' дe

( 1 1.33)
або oстатoчно



Йoмy вiдпoвiдae xаpактеpI{стIrЧIIе рlвIIян}rя
k,+p.kn-1+...*Рn=0,

яке мae piвнo n кopенiв. Koxнoмy дiйснoмy oднoкpaтнoмy кopeню
вiДпoвiдae чaстинний poзв'язoк у = *, кoxнoмy ,tl-кpaтнoтvry дiйснoмy
кopеI{Iо m лiнiйнo Ilезaле)KIlиx рзв'язкiв *', х*', ..., {-Iфi
кoxнiй паpi oднoкpaт}Iих кoмIIлексIt}lx кopенiв а * fi вiдпoвiдarоть
poзв'язки *cos Bх i ё'Sin pх, Hаpeпrтi, кoжнiй пapi KoмIIлекснo
сIlpяжeниx кopeнiв кpaтнoстi z вitпoвiдae 2m poзв'язкiв:

*cos Bх,,ve"lсos fr'' ,,,' r'.-Iсucos Bх;
dsin Bх, хe*sin Fх, ..., l" - lё"sin pх.

T1. 2, ЗнaЙти зaгaльний po3в'я3oк piвняння y(4) - y = 0.
P o з в'я 3 a н н я. Хapaктepистиuнi piвняння ka_\= 0 мaе кopeнi

&r = _l' kz= t',t3,4 = t l. Toлi

! = с(- х + c2d + с3сos x + сosin х.

1 1.3.6. Biльнi (влaснi) кoливaння систeми

Poзглянемo кoJIивaнIrя систeми' яка скЛaДaсться з тягapця l\,rасolo
m' пiдвirшенorо ga пpухйнi (pис. 11.12). Bвaxaтимемo, щo силa
пpyxнoстi Р1= QX, a суIjтa oпopy }IaвкoлиIIIньoмy сеpe,цoвищу

Pz = bх (силoю тяxiння пpy)КиI{и нeхтyeмo).
Ha oснoвi дpyгoгo закoнy мехarriки мaeluo

, mх,,=-bх_ах,
a6o, ввiвrпи oueвиднi IIoзнaчeнIIя'

х,, + 2rх, + a2х = 0, х = "r(l).
Kopенями xapaктеpистичнorrf, для (1l.34) piвняння e

kr,z=-rttr2-qz'

(11.34)

Мoxливi тpи випatки:
I випaдoк. Пpи r > сэ коpeнi kI i k2 _ дiйснi i piзнi (вiд'eмнi).

Toдi, згiДнo з (11.3l),

х(t) = c,е- |k1|t * c,е- |kz|t,

II в и п a t o К. Пpи r=al кopенi k,=k,=fr Giйснi, piвнi,
вit'eмнi). Toдi, згitнo з (l1.32) 

'
.т(/) = ,- |ь|t(c, * c,t).

III в и п a д o к. Пpvl r < со кopенi xapaКтepисTиЧI{oro piвняння
кoмплекснi, спpяxенi
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kr., = - r ! i{;, - ta = - r t Fi.
Toдi, згiднo з (11.33),

(.r)r = e-./(с'сos pt + c,sin Ft) : д,-,1sin (pt + tp),

де с1 : Аsing, Cz: А сosp. Tyт Аe-,t _ амплiтy.Ца, B _ uастота,
Р _ фaЗa КoЛивань. Пеpioд KoлиBaIIь

T:ц=3:.
P Ya2 - 12

Як бачимо' Частoтa B цЬoмy BиIIадку сталa' а aмплiт1'.Ца кo"rTиBaнЬ
зМelrшy€ться, щo tr{oxна oцiнити за дoпoМoгoкl декpсМeнтa') затy-
ханI]я. тoбтo вiднoruення амп-'liтy.Ц кoЛllBаtll{я' вi:.:,iлениx otниtlt
пеpiодом

^ Ае_nЬ: uf,u*o:ат
uи.лoгаplrфмiчним ДекpеМеHтoм затyХання

lnA:rT.
Якщo знеxтyBати опopotv{ сеpеДoвища (r : 0), тo

.Y(l):Аsin(at+9),
Це спiввiднoIIIе}tня oпrrсуе гapмoнiuнi кoлиBа}tt{я lrатс]v'атl{Чнoгo

Мaятникa Ф. 11.2.2. ГI. 2).

11.4. лiHjЙHi нЕoднoPiдHi
диФЕPЕHцlA'lЬнl PlBHяHHя

1 1.4.1. Лiнiйнi нeoднopiднi дифepeнцiальнi piвняння
дpyroгo пopядкy

Poзглянемo лiнiйне неoДнopiДне ДP дpvгoго пopяДKу

),,, + p(х)y, + s(.т)}' : "f(.v) (11.35)

i вiдпoвiДне йoмy oдноpiдне piвняння

l',, + p(.u)у, + 4(.т)j: : Q. (1l.3б)
Зaгальний poзв'яЗoк ДP (11.35) BизнаЧаe теoprМa.
T. Заеальнuti poзв'язoк 1, ,\P (11.35) мсtс вttzляd

):Jo*f, (11'37)

Дtэ -}'о зaгaльний poзв'яtзoк (1l.3б), Д .}- _ ,цoвiльltllil частиннrrй
poЗB'язoК ( 1 1'35).

Пry

/ Biд.пar.. deсtеmentum - зN|Lr1IrjIе}i}lя, вiд ittll:'t. dесrеasе - зNl()}|lII\:l]:tт}i.



Tе' щo (1l.37) e poзв'язкoм
гIiдсTaнoвкolo y в (i l.35)' а Те' щo
.]0вo,циМ0 таК са}{o' як i вiдпoвiДний

Aнaлогiчно ДoBoДI{ться теopема
(l1.35), тoбтo така теopеМа.

Т. Якщo в ifP (l I.35) f(х) : f,(х) + 7,1.u1, To 1r : Й + lь, Оe
j':. i: |.2. с poтв,5l'']Ko.\t 1liвняння

у,' * р(.r)у, + q(х)у =./,(.r), i = |, 2.

Якщo вiдoмo xotl OДиtl чaстинний poзв'язoк .II.P ( 1 1.35) }1, To
загальнprй poзв'язoк (11.35) мoхнa знaйти Зa дoпoМoгoю пi,цстaнoвки

Уz=lt! udх'

П. Знаliтlr зaгaЛьH'r}-1 poзв.язoк /lP J,, _ +: I.

P o з в.я з a }l rt я. Легко по6aчитиt шio y'.- l. Тoli у2= [udх, !z,:u,
}'z,'= tt,, зaдaнe piвняltllsr llaбrtpae вигJ.lяДy

u'+L=х.
Рoзв.язком цього лirriiirrого j{P lrеpu.loгo llopядKv с и =.т(,т + с). Toli

),2 : / -t(-т -r С)dх= { * с,.,,.

Oсr.aточIlсl

)Ii
-\'_Ll+L2']r-+Т.т.

11.4.2. Meтoд ваpiацft. д,oвiлЬниx сталиx

l{ей метtlд запpоIIoЕIyвав Лаfpaнx. Cуть riогo в тoМу' щo ЗаГi;.Iьний
pозв,яrзoк.ЦP (1l.35) iлyкаeмо в тoМy )к BИГЛЯfli' ц]o й ДP (11.3б),
тобто

у=С,}'.*С.r... ( 11.38)

'.1C Сr _ С',(.r), С,: С,(,t,) - ДеяKi фyнкцii. Зазнauимo, цIо загальниЙ
pt.lзв,язсlк (11.37) для.ЦP (l1.35) L{iститЬ тpи фvнкцii, тодi як (i1.38)

ЧoтI'pи, тoбтo дiстaсмo ДoДаткoвий ст\'пiнь вiльнoстi, якиМ y
ПО.ца"-tЬllloМy скopистасМt.tся вi,tпoвiДнIlМ ЧItIIoм. Цсй пpийoм нагar]yr
пiдстaновкy Беpнvллi ),= L|v для лiнiйних piBнянь IIеpIuoго ПopяДкy'

З ДP (11.38) масмо

.J',, : Ct.Уr, + Сz!z, + Сt'!t * Сz'!z'

BикopистовyloЧ}l дo.цaтковrrй стyпiнь вiльнoстi' ввll)каlМo) щo
С',y. * С,'у,: g, (1l.39)

ДP (1l.з5) ' Мo)Kнa пoкaзaти
(11'37) r загaль}iиIr{ poзв'язKoМ'
факт в теopемi з п. ||'3'2.
прo сyпсpпозицiю pозв'язкiв
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тo6тo y, = Cllt' * C,,у,,, ToДi

у, = ClУt', * С2У2,, * C,,у,, + C,,У1',

ПiдставивlпИ У, У,, y,, в (11.35), знaйдeмo

C'(у',! * p(х)уt,+ q(.r)yr) l C,(у,,, 1p(х)уz, + qQ)у,) +

C,,у'' *C2'у,,=f(х),
oскiльки lt i Уz poзв'язки (11.36), тo фaктиuнo пiс.тя

пiдстaнoвки мaтиМеМo

C,,у'' * C',у,' = f(х), (11.40)

Cистемa з (11.39) i (11.40) дae змory' oскiльки 
^="|y(уI,у) 

*
* 0, знайтvl С,, i C,', a зpeЦIтoю' i CI, C2.

П. 3нaйти зaгaльний,poзв'язoк ДP у'' _ у'/х= х,
P oз в'я зa н н я. 3aпиrшемo вiдпoвiдне однopiднepiвнянняy вигЛядi

Y"' 
= !.ух

,цвiЧi iнтerpуючи, дiстaeмo

у=Сfz+Cz,
Taку сaму фopмy мае i зaraльниЙ poзв.язoк зaдaнoгo рiвняння пpи C1 = Ct(х)'

C2= С2$)..(ля знaхoДх<eння цьoгo poзв'язкy зaстoсуeмo систeМy (1l.39)_(ll.40)

[с',х+Cz,=0;
12с1,х = 0.

lуу2 l^
Звiдси C,' = 1 a6o Ct = i+ C\' C2' = _ т' Cz= 1хJ + сi. oстатo.{нo

.у=С\х2+c,-!f,

.Ц'ля неoднopiдних piвнянь (11.21) мoжIIa пoкaзатt,т' rцo зaгaлЬний
poзв'язoк мae тoй сaмий вигЛя,ц' щo й цля ДP (l1.3fl.

У цЬoмy випaдKy тrx зaстoсoвyють мeToД вapiaцii дoвiльниx
стaлиx' Для чoгo зaraльнуliт poзв'язoк пиIIIyть у виглядi

у = Ct(х)h + C,(х)у, + ... + C,(х)у,

r Bикopистoвують систеМy

|C,'у, + С,')l, *... + C,,,1i, = 0;
I r -r

1.....
\C,''\,-zl + Cz,!Ч'-2) + ,,,+ С,,ti-2) = 0;I r -,

|C',t'i-tl * Сz,8-1) + . .. + С'Ii- tl = /(х).

Lryшi
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11.4.3. Лiнiйнi рiвняння зi стaлими кoeфiцirнтами
i спeцiальнoю пpавoю чaстинoю

Poзглянепro piвняння

у,, * pу, + qу: f(х), p, q еR
i вiДпoвitне йoмy oДнopiдне piвняння

у',+pу,*gy=0.
Зaгальний poзв'язoк ДP (11.41) e y: }o * f

Значeння yO зI{ахoДиМo з 0|'42)' BизнaЧивIлLI у.
BипaДKи.

I випAtoк. ,i(.т)=d,Pn(х), a€R, P,,(х)
сTеПеня n.

У цьoтnlу випaДкy iстoтнo ввах<aти' Iцо

у = d*Q^(х),

ле Q,,(х) _ те;к МIIoгoЧЛеI{ степеIlя n з невiДoмими кoефiцiентaми
(iх n + 1).

Cпouaткy зaзнaЧиМo' щo o,,,(.{) мae степiнь fl _ 7, a Q,,,,(.r) мae
степiнь n-2. oтже,

',' 
: ga't(аQ,,(х) + Q", (х)),

у| 
| : еа.\(а2Q,,(.r) + 2аQ', (х) * Q,,,, (х)).

ПiдставивrшИ У, !*,, ),-,,в.ЦP (l1.41), дiстанемo

Q'@) (а2 * pа * q) + Q,,,(х) (2а + p) + Q,,,(х) = P,,(.т). (11.43)

У лiвiй чaстинi piвнoстi (ll.43) пoBиtIеII 6yти мнoгoЧле}l сТепеIlя
n. Це 6улe зa yМoви сt2 + pа + q * 0, тo6тo Koл:.ll а не r кopенrМ
хapаKTеpистичнorо piвняння (ll.4l). Якщo с e oДI{окpатниIlf кopеIIеМ
вiдповiднoгo хаpаКтеpисTlIЧIIoгo piвняння, тo а2 + pа * q = 0, a
2а* p * 0 (теopема Biетir). I!o6 лiвa Частина piвнoстi (11.43) малa
степiнь n, вiзьмeмo хQ,,(х) зaмiсть Q"(х) (степiнь стaлa вищolo нa
otиницIo' . а кiлькiсть кoефiцiснтiв не з6jльlлилaсь), тo6то

у' : хl'Q'(.r).
Hаpеrптi, якщo

piвняння, тo6тo а2*pа*q=0 i2а!p:0, тo

у: х2ФQ,,(х).

уl = х,0'Q,,(х),

(11.41)

(Ll,42)
(див. |1,.37).

Poзглянемo tвa

мIIoгoЧлeн

У зaгальнiй фopмi
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qe!

r = кpaTн. (а; k', k,) * пoказниK кpатнoстi с i кopенiв харaктеpи-
ст1lЧIloгo piвняння (r = 0, 1, 2).

II в и Iт а,ц o к. "f(.r)=.r}1 сosb.u*NsinD.r, b*0. Я*,,lо
Д = 0, тo /(х) Мa€' в}1гЛяД, ЯK У Bипaдку I, дe а:0, D:0.

У цьoмy вIlпa.цKy

.}.o:Ас0sDх*Bsin&х,
дс ,.l i B - невiдoпri сталi, Маrпto

'ё' 
_ b(_.4 sin 6х * .B сos D.v),

'r', 
- _ D2(,4 сos hх + R sin 6х).

Bttкoнавrпи пiJстанoвкr'. :iстансмo
соs b.v(- Аb2 + I}bp + 4,1) * sin bх (_ I}b2 * p.1b + Bq) :

_ ,\,1 сos bх * N sin Dх.

Пpиpiвнtоlouи кoефiцi€'нти пpи сos D.r i sin D-т, скЛaдеМo с}rстеМy
цля А l' I]

.1-.r я якoi

П{*'

|o(o-b2)+Bbp:р1;
1- .'ьp + B(ц _ b,) : N.

A_

lсrrvвання А i R, a oтх(е' i 1f, Залсxltть вiд тoгo' Чи A = 0, чи
A # 0. Знаliдспro vN{oB}т цЬoгo' Poзглянемo 1Це pа3 хаpaктеplrстI,tЧHе
piвняння для tP (l1.4l), тoбто k2 * pk * с] = (). Знаiiдемo YМoBи, 3а
яклх bi с' кopенеМ цьoго piвняння. Масмо лpи k = bi, b # 0

(thl)2 + 1lhi * q = 0)ф (r,t - b:)* 1lbi=0+0i) * (!! * 
*. =0.l'

\11, =, )
тr.lбтo YмовII' 3а як}lХ A = 0 тoтох<нi yМoваlvl, 3a яких bl с коpенеlr
хаpilктеpистIlЧнoгo piвнянняr (11.4l). oт;ке. якrцо Dl * t. тo

.J'* = / сos 6't * .B sin 6'v.

Tепеp нехай hi : k, Тoдi p = 0, Q = b2. Мaсмo

),', * bу : I\4 сoS D.r * i/ sin 6.r.

Як i y RипaДКy I, шvкатимеМo :}'Ё у вtlглядi

J. : .v(,4 сos D't + B sin D.v).

Тoдi

!,' : А сoS 6.Y * /] sin b.r + bх(-.4 sin D.т * B соs D.r),

),-', :2b(_.4D siл h.t ]- I} соs 6.r) _ D2.'r"-(,{ сos D.Y * l7 sin D.r).

11-)

o-=ui' 
?- *l: tn - h')' + b2p2 > o'



ПiдстaвляloЧIr y в (ll.4l) пpи дa}roмy /(л)' мaeмo
2b(- А sin Dх + .B сos bх) = 114 сos 6х * N sin Dх,

звiДки А _ _ N/2b, B: Iu1/2b (b * 0\.
oстaтoчнo

f = х,(А сos Dх -ь .B sin 6х),

:Iе r = кpaтн. (bi; k,, k,), r = 0, 1.

П. 3нaйти загaЛЬн'lr.i рoзв'язoк .Ц.Р

},,+J.=2+х2+2sinх'
P o з в,я з a н }I я. МaсМo y=}o+yi+у\, rc у! вiдпoвiдae piвttяннlо

Пpaвoю qaсТинoю 2 t х2, a yi вiдповiдaе piвнянню з пpавoю чaстинoю 2 sin х.
Хaрaктеpt,tстиянe piвllяння k2 + | = 0 мaе кopeнi

k : + i= 0 + l . i, }o = с1сos.х+ с2sinх.

Знaйдeмo }i &пя piвняrrня

.v' + 1'= 2 + х2 = е0,12 +.r2)' a= 0, tt = 2'
\1aсмo

у\.: х'еo"Q,(х) = ,a + Bх + Сх2, r: крaт. (0; + i; = g,

у\' = В + 2Сл' .v] 
', :2L''

f[iсля пiдстaнoвкrt в рiвtlяr{ня знaxодимo

2С +,|-+.B,т + Сх2 = 2 + х2,

кoефiцiснти в oбoх часr.ин21x oCТxtl}!l,ОТ piвнoсгi пpи х2,.t, х0'
А:0.

piвrtянrtя

),,*}=2sin.т.
(bi; k'' k,'1 : крaт}r'' (';,' - l) = l' тo

l') = .*(-,.t сos х + B sin.т).

I-liсля пiдстaнoвкll уi у вiдповiдllе piвняння мaтимeМO

).j:_хсоs.т

)' : С' ссls ,v t C, sin х + х2 _ .т соs.т

]вlдк}l' 11pиplвнююЧи
rraryo C : I, A = 0,

oтже, .у', : 12.

3нalileмo ;t) 'lrlя

oскiлькpr r : кpaтн.

Знaйдeмo ).i,'у\,,
t : -.l' .B = 0, тобтo

(Jстаточнo

LL.4.4. Bимyшeнi кoливання систeми. Peзoнанс

Pозглянемо КoЛиBa;:IЬнV сисTем)i (диB. pис. 1 1 . 12) , дo якoТ
пpикЛаДеI{a ЗoBнiцIня 3lltуlllyюЧа cИЛa f(t) (напpиклaд, нa кiнцi
пpу)Kини пiДвilцено еЛекТpoдвIrryH з неBpiвI.loва)KL'HиN{ poтopoМ). У
цЬo\4\' Daзl MaсМo



ir*r

.r'' I2rх,' * a2х = f(х)'
Haйцiкaвiцrpl|\I с, BИrIaДoк' .кoли

(11.44)

Tодi
f(t):асosoJl.

.r' = M соs с0l * iy' sin rr,rl.

Hеxaй afi * k (k кopiнь piвняння k2 + 2k +
* са2 = 0).

ПiДставляtочи х. в (l1.44), дiстaнемo (пpиpiвнюrouи
кoефiцieнти пpи сos @l i sin r,l-ll в o6оx Чaстинax
oтpиманoi piвнoстi)

lv- _ 2аra'
(сoz - a2-z1z I 4r2сll.2'

.1rJ- .o(t'=:t.')= 
=(az _ ц.э1l I 4r2a.2 

.

Tаким ЧиI{oм' частинний poзв'язoк piвняння мae
BигЛяд

хt : tt(_ 2rl соs a,l * (al2 _ a.,) sin rо.l) x

х ({(aЭ - ,Dd) + 4r,Фn) -' =

= a sin (ol-t + .Р.) Q@, _ 
'Ч Т ццо1_ '

{ту,т М =,4" sin ,p.. N = B.сos 9,' А. ={^,r,_i_N,). а загальний

.к=Ае-.rsin(6l*!2)* r*... w. ., 
'{ 1., _ .',), + 412Ф12 

.

Пpи l + oo вЛaснi кoливання систсМи вlцуxаIoтЬ i зaлишаються
виМуlllеIl}lтvrи з чaстoтoro сr,l* вимyrшyrouoi сили, фaзoю p. i aмплiту,Цoю

l,- Q,, _ 
', 'П| _ 1,r + 4у4, ,

Де

),:{. u=L.Ф'0)

Прoпoнуемo сaмoстiйнo пoкaзaти' щo пpи 1 = {1 - zyт, А. нa6увaе
МaксиМyМу

1i'or

Явиrце piзкoгo зpoста}rrrя

2y','{т4.
амплiтy.Ци Koливань наЗиваЮть pеloнан-



сo.и. PезoI{аi{с Мar BеЛиKе Пpакт}lчHе знaчеHI{я' зoKpеМa в теx}riцi"
\{од<на нaBести пpиКЛаДи як l]oзитиBнoк), таK i негaтивнoгo прoяBу
DeЗона}IсУ'

1 1.5. систЕijlи диФЕPЕ}|цiAJlЬHиx P!вHяHЬ

1 1.5.1. 3агaльнi пo}|яття

Cистeми ДP зaстoсoвyютЬся пpи вивченнi взаeмодiТ кiлькoх
пpoцесiв, 3oкpеМа v випaдкy, кoли rЦyканa фyнкцiя с вектopoм а60
тенЗopot'r.

o.цин екoлогiчний llplrк'цaД.
П. l. IiIвидкiсть змiни чltсельrtoс-ri N нaро;loнасе'цеttня збiльtш'vсться пpoпорЦiйнo

tr' кi.tькoстi N i3мeнlllrстЬся пропoрцiйlro дo кlлькoсri шIкiд'lrtвих.|иllникiв. якi
вrtli,'rяються в нaBКoЛ}trttt]с сepедoвlrrцe. oтжe,

I d\i
l}: о'N - ulB:tdi
lЧ = o,lv'
tdr

,lе с' _ стaлi.

.Цля вилуненlrя .B дифepеltt1iюсltо пеplxе piвtlяlitlя i tliдстав.пяrМo B llЬoгU друге.
\{aсмо

N,,_a,Л,*а,а,N=0.

iIе ;Iiнiйне oцнopiдrre ![Р дpуl^огo l1opядку зi ста.'lltмlt кoефirtiсtlтамlt. Хaрактеpl.t.
стtl'tне piвняl.I}lя дЛя ньoГ0 Маe BtlГ"rяд

,(.*с'&*а,а,=0,
li к(}l)ен,rми !loГ() е

rr.r:li-E;
IIрir 11ьому мrtrк.'rивi Тр}t BrtПаjlКи

I в rt п i'r д o к. Якшtо .l;. > 4u2оj,,rrl t,,,(2 .- рiзнi' дiЁrснi. Тодi

A, = С,ekll + С^pkэ| .

тrli-rо N ttroбмe>кено зpoстaс iз зрtlста*i-rя*,r 1.

II в и п a д o к. Якruо с] =4а2а3, r.o &' = k2:а1/2. Тoli
a'f'/2л=(Сr+С2t)е'' '

пlвltдкiсть 3poстaння зни)кустЬся, алe 3pостaння щe ЛrlшaeтЬся необме>кеtrllм.

III B и п a д o к. Якu1о a] <4а2а3, то /i,., =i+pi. Тoli

'\! = ,lI 
,2t 

С ,сos pl + С,sin pl).

t = {",ц -}'74
Оскiльки фактltvно a| - a3 (фуlrкLrii .taсу) зvirlюються troвi.'lьlto, то ttаб;Iи>кеttс.l

рoзв'язКи випaдкiв I-III мсlжнa зiстaвltтrt tta olttil.t кpивiii. Cпoчаткv МатимeМo
iнтeнсивне експoненЦia.'rЬttР Зp{)Clill{}|я 'ttlсе.пьtroстi .'lюдeй, пoтiм .|еpeз lroгiрtlla}lня vМoв
tsоно поЧ}lнaе спoвiльнюватrlсЬ i, нapеulтi, спаjlaтit дО llvЛя (бo N rre мo>ке бутlr
вiд.емним).

g 2r4

I

I

'rt <
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п. 2. У пiдtsiсt{их мoстaх пpoлiг Моста крiплять дo тpoса' який спирaсться I{a
rtiлонlt (plrс. l1.13). iстoтlro вI}ажaти, rцО Bагa мoстa i дoдaткoЬe нaвaнтarке"uя (мaruини,
niш.tс,lхoди) неpез пiдвiси пеpедaються на тpс)с ..' в}rгЛядi piвнoмiрно poзподiленoltj
}lавaнтa)кCllня (т]еХтусМO вагoю трoса llорiвtlяl{сl з вaГoю мoстa).

Знaйти фoрrrrу- лillii, riкоi нaбу'вaс тpoс.
P oз в я За н н я' Pозг'rянеvo |io.:lоI]ин}. llaсТ}ll|llтpoсa мiх<двoм4 пi-roнaми

(,tlltв. pис. i1.l3), видiлr,rllo ii чaстинv дoB)киt{olо dl, лpo'dl= dх, У стaнi спoкoю цю
rlaстltнv втри]\{v'оть нaгIрух<eння T i T + dT (злiвa i спрaвa), нaпpяt"l-пенi вздовж
дo'гичнoi дo пpoфiлю трoсa' силa вarи dG = gdх' !,e g - piвномipнo poзпoдiлeне

нaвatlтахiення вiд вапr мостa, Мa!П}rtl i т'д" Усi
сили в3aемно 3l]iвноЛажeнi. Зaпишreмo yмoви сTa*
тиннсi piвновaги Чaсг'rrtlt тpoсa (с1;мa пpoeкцiй сил
нa осi дopiвнюе ну.пю). Мaемо

_ 7сos сl + (Т + r/| соs {а + dа) - dG = o'
_ ?.sinс + (T + dT) sin(rz + dа)=g.

}Iехryюuи нeскiн,tепнсl j\4aЛиМи' мaeмo Да'ri
систе}{v

irc1r сos а) = О;

]r1(7 sin а\ = pdх.

oстaнню poзв'яхiемo тaк. ЗiнтefpусMo пeprце
рiвняriня: Тсоsa = С1' Cтa,ry знaxс]димo з умoвlr

[{еit вltрaз пiдстaвимо в l(РУre piBI{яIIня системи i'

Bl}}]вl]]ll Дo у3aГ,1 '.' *o fl: l.tп a, дiсlаeьro у,, : g/T, звiцкlt

)' : (gх2 l(21'i) + с2,t + с.з'

f{-rя знахt-lдхlення С2 i(]3 зaстoсУ(;Мo Y}"{oвl!' якi вttп''tllвaюгЬ з pис. l1.13:

.у(0) : 0' y,(0) : 0. Звiдси С, : Cз = 0.

oт>кe, сlстaтoнllo

,, 
"2J=й'

тобто тpсlс мarj формy квaдpaтltннсli Парaбoл}!.
.I(ля знaxо:;ксtttl;i Т', (ця сltлa неoбхiднa &'iя рoзpaхУ}Jкiв мiцнoстi)' скop}'стасМoся

YМoвoiо у(t): !i T;дi 7'u : g,l/2II i oстатoчнo

]1 х-у= Р
[.пя сltлl,t нaiяГv трс}сil в довiльнili гoчцi мaсмo B'tpa3 (peкоMeндусl'ro знal:lги lioго

сaivoстiliнo)

1 : \lТ;ig9z : s{*тТ7т/all '

Звiдсl-t вип"пltвar, щ0 7. + ф tlptl fI - 0, тoбтo Пoвlllстк) Bl!пряМиТи трoс неМ0)l(л}1в0.
Haвrlaкlt' збiльпrYiочи .//, пto;кlta зн!rзиT}( нaтяг тpoсa I. I{аl:r6iльruoгю 3нaЧеtIня Т
,t0сягас пpи .Y : l'.

Т -- 4\lт; 4Н .- mа\ zIl .'
Йoго мo>кнa зМеItl!}1т}l' збiльtшивпrl'l пpс)висaння .1/ i зменtпивtпи вiддaль / мirк

Пlлoнa}lи.
Д'.rя розpах1'lrкiв статtt.tнoТ viцнoстi кoрIlстyюtЬс,i остaнttiм pезyЛЬтaтоМ .U{я

r,o.. ПPи ЦЬoМy pозтяryюЧе }Jarlpl')кgн}lя o BизнaЧaетЬся зa фopмyлoю ,э = T/ S' дe

226

il*

Prtс. 1 1 .13

T(0) = 7o. l4aсrrо 7 = ].o/cos сl



.) - II-Цoща пotlерeЧвoгo Пеpеpiзу тpoсa. якUlo в''\laГal.}'! щo6 у Bсiх пе'!ерiзах тpoсa
Ilапрy)I{erIIlя булo oдrraкoвllМ' тo дЛя цьoгo слi;t вигoтoBrrт'{ тpoс зi зlriнrlсiк) плoщинoro
пОПеpеlJrlсго пrpеpiзу

,s __ 81 * ',v11l]т- 2H Iol '-
ne [oJ -. д0IIусT}rМе нaтlpY)кення.

У IToДaдЬIIIoмy o6r'{r)киN{oся poзrЛяДoтrl тaк зBaниx каI{oHiчtIIIх
сl'стеM' в яких yсi piвняннЯ poзв'я3aнi вiднoснo стаpIIIoi гIoхitEol.
Kaнoнiuнy сIrстеМy NroхI{а зaвxдI{ зaМiнити еквiвaлентнolо iй
систеМ0I{) piBнfHь IIеpIlIoгo пopядKу З кiлькiстrо piвнянь, яка ДopiBнЮr
с\ Мi nopяjlкiв piвнянь За;laнoi системll'

П. 3' Зaмiнитl,r кaнoнirlну сIrстеМу еквiвалеtlтllою сисTеМolt) рiвrlянь пepшoгo пoрядку

!х',, = x(t' х. }, .Yl,, )r,);

|r',, 
: v1r' х' у, х,, ' li).

IIoзнaчимо х'= u, у'= y. T6дi х,'= u,, у'' = v'

I 
ii' : r';

)у = v;

]u, = х(t' х, у, u, v);

- [v, = Y(t' х'.v, и' v).

Bрахvвавurи сKaзаI{е, poзгля,цатимеМo тiЛьки систеМи пеpIIIorо
llopядкy' poзв'язa}ri BiДнoсBo пoxi.]нIrx. Tакi систем!l назиBaють
|1Ор.]|l'а-,Iь|.l|'|\Цl. Boни lltають вrIд

-* *н*'tfl

[,]'" 
: l,("v, ]1 ' ]2' ..., )',,)i

Jo,, 
: f,(.", у,, }2, .'.,..y,,);

t..
[],,' 

= /,,('t' ]r' ]z' "" ]',,)'

Poзв'язoк систеМи (1l.45) 6 систеМolo функцiй
}r = }r(х, C1, С2, ..., C,), У, = у,(х, Су C2, ..., С,),

( l 1.45)

якi пеpетвоploloть систеМy (11.45) y тoтoxнoстi пpи ДoвiлЬниx с''
IтpII цЬoМy 3a 6удь-як}rх пoЧaткoвI{x yМoB

y,(хo) = }16, .v2('ro) = ),26, ..., }',,(.to) = y,.o,

Сталi C, визI{аЧaIoтЬся oдt{oзнаЧнo. Ця сI,Iсте\{а фvнкцiй станoвить
зaгaльний poзB'язoк. Зaдaча поIIIyкy ЧастиI{нoго poЗB'я3кy (l1.45) за
вiдповi,цних IтоЧaткoBI{x yМoв стаIloBитЬ зa'цaЧy Korui. Згiднo з
теopеМoю Kоrшi, заДача Koшi мас' сДиний po3в'язок, яKщo фyнкцii
fуf2,...,{, та Тхнi частиннi пoхiднi Пo }r, !2,...,1,,, непеpеpвнi.

1 1.5'2. Poзв'язyванHя нopttЛалЬl{oi систeми

Рoзв' язувaння нop]\'аЛЬIloi системи зДiйснtоtoть зBс'цеЕltlяI!{ сlIсTеМи
дo piвняння n-tю пopядк}. вiдкoснo деякоТ невiдoмoТ фyнкцii i

7',r,1



вI'Iкo}tyloть так. ПеpIIIе piвняння з (1l.45) ДифеpенцiюIоть пo х i
ЗаllriстЬ !1. У2, ..'. Уn Лi.]стaвЛя}oть виpa3и Тх iз систеМи (l l.45).
Дiстarоть piBlrяння

),t,, = Fz(х, у1, у2, ..., )',.).

Пpoдов;кvroть aналoгiчЕ{i пpoцеси Дoт,{' гIoKи I{е Дiстaнyть piвнянIrя

}!,) = Л,(.r' }1, }2, ..., .}',,).

Пoтirи iз зДo6утих I{a попеpсднix етaпаx piвнянь знaxoдятЬ
)'1, )'2, .', )r,, i пiдg136ляють в oстaнЕIс piвrrяння' Bнаслiдoк цЬoг0 ]vfак)тЬ

piвнятrliя 
'?-г0 

IIopя,цкY ДЛя yr ' т06т0

{,,) - Ф(х, }'l, Уr,, .'., {, -,)).

Poзв'язкoм цьoгo piвняння е фyнкцiя y,(х, Сi, ..., C"). Iнrui невiдoьli

фyнкцiТ ЗнaxoДять з дoпомiх<ниx (пpoмiх<них) piвнянь! зДoбyтиx нa
пoпеpеДнlх етапах.

П.l. Знaйтr,r зaгaльний oозB.язoк систeМи
l1'= r' + r'

i;. :, _ z, !=1(х)' z= ;(,t).

I)oзв язaltня. \{асмo-v',:у'+z,. З ,lpугогo рiвняrпtя систeМpl
tli.tсlавltмo скrLи :.' To,]i

.г :.r'f )..:.
З пеptlсlго рiвняння сltс1сvtl rliдстaBI.tМo сюд't z. lliстaнeмо

j'' -2у=0.
oтя<е'

-'=Сr/'Т tС"е-""a.
Hсвiдoмe z зIlaхoДимo з Пеpш]0Г0 piвняння с}lстеM}t

; = J', -.'. = 1l{Т - l)С,c.л _ ('/2 * |)С2е_Y{2,

Зазнauимo, щo Кo;:IИ систеМa лiнiйна, тo екBiBаЛент}tе щOДo
вибpaнoi фyнкцii piвнянrrя /?-гo пoрядKy такo)к лiнiйне.

Cистемy piвняHЬ виtциx пopядlкiв сЛi,ц ЗRo,]ити дo вiдпoвiднoго
piвняння ,?-Iю пopядKу безпoсеpедньо (бе3 пеprхoдy Дo с}1стеми piвняIrЬ
пеpllroгo пopя,цкy).

П; 2. Знali,ги зaгnлЬн}Iй poзв.язсlк сисTeми

1;,, =,' }=у(х), z= z(х).

Р o з в . я 3 a н н я',\llфepeнцiюемo двi.ti пepule piвняrtня. Зa Дoпoмoгoro
друГoгo виЛуЧaсМo z,,. .П,iстaеltсl J.lV = -v, звiдки

} = Сlс. + С"е-х + C. сos х * С..sin -т.

Blrpaз для z знaxодL(]\{o з Перtшoгo piвняння системLI

z -- ),l, __ С,еt + С,е_х - C-.сos х - С.,sin.т.
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1 l.5.з' cиeтeмa лiнiйних дифepeнцiaЛЬ}tиx piвнянь
зi сталими кoeфiцieнтами

Cистемa оДнopiдниx .ЦP зi сталиIr,{и кoефiцiента}{и Маr виг,'IяД

oскiлькlt вiД систеМl1 (l 1.4б) ]t{o)кнa пеpейти дo лiнiйнoго
olноpiдногo ,ЦP rr.го I]opя,цкy' pо3в'язoк якoгo ми шyкаЛи y вигля,!i

]"'тя яKol

|u,, - k сl', .,' Q'', l

l 
,. 

..., а,. -.k t1. lo = l.
| ц',, Q,,2 {I,,,, _ k 

I

Якщо A ;* 0, тo poзв'язoк системи о|.41) сдrrний Аi = 0 i

,Yj = 0 tля всix l' Щo6 Ivrати ненульoвиr1 poзB.я3oк' тpе6a, щo6
A = 0. У uьoмy paзi piвнягtня A = 0 с aлгебpиvнишt piвнянняМ r2-Гo

степеня' яке нaзивaстьсЯ xаpaктеp}IстиЧI"Iим дЛя (1l.4б) i збiгасться
3 xapакТеpистиЧtlиlt{ piвнянняпt еквiвалентного iii piвняння n.гo
пopядKy.

Poзв'яз5lюuи piвняння A = 0, Дiстaнемо всi iioго кopснi &'' Пpи
цьoN{y моxливi тaкi вltпaДки' I. Усi k, - дiйснi i рiзнi. II. Cеpел
дiйсниx &, e кpaтнi. lll. Усi коpенi piзнi, але r KoI{плекснo спpяxенi.
IV. Cеpеп дiйсниx i кoмплсксtlo спpя)кснltx коpснiв с кpатнi.

!'ля шpoстоти обме>кимoся poзгляДом тiльки IlеpIUoго в}lпа.цкy' пpи
якoМy кожнoМy Kopсню ,(. вiДпoвiДаr систеtt{а ЧасTlIннt{Х pозв'язкiв
х'' = А\еri' , X'z = А,,еr,, ,. .. .vi, = Аi,е*l , !.e Аj uля Koxногo ,t, визнаvасться
poзв'язком систеIuи ( l l .47) . oскi,.rЬKи Boнa oднopiднa ' тo Koжне

( 1 l.4б)

абo

ти в тaкоN{y )(
x plвня}iь

; (l L47)

;

' Афt'

с,riд такox Iцука
oднopiдних ,riнiйни
А,*'..* а,nА,,=0
А,*,,,*a.,,А,'=0

.,#(аn,*t)А,,=0

IU
Bи

.{=

li pозв'язoк сисTеМI,I (l l.46)
г,rядi. Toдi Мaтиlv!еlllo сIIсTемy

[(сlr 
_ ksА,+ а'т

Io,,А, * (сr,, - k)

l
|*,,,.4, 

* а.,'А,*.
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вoнa ЛицIиться в цЬомy oкoлl' tTеpекaЧy-
ЮLIIIсЬ як завгoдI{o дoBго. У .цpyгoм)i
випадкy (pис. l|.|4, б) кyЛЬка вiДxoдить
RtД oкoл\r пoЛo)Kення piвновагтl як завгoд-
I{o Дaлекo. Пpo пеprшиli випадoк кажyть,
lцо IToЛo)кетlI{я piвновaги стiйке, пpо
:pyгий * нсстiйке.

Сфopмyлroс]\4o таКе oзнaЧеI{ня.
О, Якщo Об'€Km вtсro1unь зi cmану piвнoвсtzu в ttccKilt,tеtttt<l маltuti

oкiл i лLlulа€mbс'L в ltьo.]|1J1 я,к завеodttО оoвZo' mО сmall piвttoваzu
tl(t..;ttвLЕmься сmiЙкtt.u зt't .7 яnl,ltoвttм').

П""ry

plBняння Мо)кнa пoдiлити |Ia А',, тобтo ввa;кaти' щo А', : |' pеIIIтy
,4],, j :2,3, ..,,n, ]!{o>к}lа знaЙти iз системrr (\1.47), з якoТ бу.lь-яке
piвняння, IrапpиKЛад oстанtlс' мoхна заздалегiдь виЛyчити.

Зaraльний po3в'я3oк систеМIl (11,47) Nlас Bигляд
| ^ k,r ^ A I

l.Y,' = (''с' + ... * (','с',:

l.u,= С,А!еo,, + .. ' + C,,".1,:еk,,ti 1II.48)
t1""'
|.r,,: С'А!,е*', + ... + С,,А,,,,ck,,,.

П' Рoзв.язaти систеМ\'

[.'',=2х,+2х,;
1't''='t'*3'r''

P o з в.я з a ]J }l я. Хaракгepltстlt'tнe рliвrtяrrня систеM}l Мar вигЛяд

o= l' 
-,* 

r1 kl = k'-5&+ 4:0.
Звi;;11 (, = |, kz = 4. or же'

-\t: Сf, + С,е+t'

l-llо6 знaЁr'гlr '4j, пiдстaвlrrl() tl ПеpUlе рiвrrяrlrrя с}1стеl\{!t ТТ корirrь (' = l. 'l.gдi

vаl!,{\,1еМo | + 2,4ь: 0. У Tе )к сaМе piвняння гriдстaвrrмo ;lpr'гltй коpitlt,. дiстat{еМO
.l

Прr1 iiЬol,lv АЬ: _;' д,,: l. У вiдловiднoстi з (ll.48) мaсмo

('r 
,{:= 

Тс+(2t.',.

11.5.4. Пoняття пpo тeopiю стiйкoстiЛяпyнoвa

Poзг-тянеьlo пoвс.]iнк\. кvЛЬKи Bссpеtrинi i зoвнi паpабoлiuноi.
<irlaшIкll>> (pис. l1.14). Я*''lо B IlсpЦIo]\tv випадкy (pис. l l.l4, а)
К}льк} Bивести зi станv piвнoваги в Деякиri oкiл iT poзмirЦення, то
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Hеxaй об'ект oписа}io системo}o лiнiйних piBнянь
кoефiцiснтaми

.r,' = j tt,,.\,, i = 1,2,...,fli .y=.r(/).

Полох<ення piв}roваг}r 6y.Це Дoсягнyте в тoЧцi -v,.,, ,]ля

(Хl,)., = ) o,,*,o= 0, i = |,2,..., n

l пo'Iсн1тЬ ЧoМу).
Bиведемо систсNlv в oкiл тoЧки

1 = '{i0 * A.r,. Пiдставtrвшlи цi Jri в

l 1.50). дiстaнемо

./1;Ч 
= i, u,,Ь*,, i: |,2, ..,, n.LtI ,a'ч J.

ХаpактеpистиЧt{е piвняtrня цiсi систеьrи з6iгасться з piвнянняr{
..lя сrtстсМи (ll.47).

Hехай ,t, _ оДнокpaтний дiйсний кopiнь piвняння. Йoму вiдповiдас
Dt-lзв'язoк Ь.\, - А,еui', звiдки |A.t'l : |А,| еk/.

Poзг.lтянемo пoвсдiнку lA.r, l пpи t ё ф. Масмо

lim tд.,.t = {0, 
t, < 0;

;-; -'"'' -- 
I *, &' > 0.

Hехaй t, - дiйснllй кopiнь кpатнoстi rz. Тoдi

[;g- : ,1,7lrr_ i.,A;l, IA.т,| = |Аi| |f,_'| (?r',,

iirn tд., t = l0, t, . 0;

;-,
Hехaй тепеp t, - KoМп,'1екснo сtlpя)кений (oдин з ,цвoх) кopiнЬ

кратностi 1r' Toдi, BpaхoBYюЧ'r, rЦo Iii,r| : |сos P + l sin pI = 1, rлаемо

Ьх,_ А,f'-|еQttii|)t' IA.'с,| : |Аi| |t|'-I|ё,,,

lim IA.r,l :0 (o < 0), lim lA.r,l : m (o > 0).
rle

Узага,rьнrоrочи всi тpи BипаtКи' мoЖнa сфopмулювати тaку
ТL.opеМу.

T. Якu1tl всi KО|,I'tri .\tt1lакщpp',,.mIlчlr()?o l,iвt|ЯlltI'I сllсmс.^4u
.чiс,rnяtnь вid смну Оiticн1' |Iаctnllну' mo mаке noлo'|сеIrttЯ plвн()всlzLI
|,t|liLlKе (зсt JIяn7нoвtt-lt). Якtl,4o .YoLlсl б oОцн з ксlpeнiв мас 0oОсtmн1'
Оitiс'itl, .lаСmuну' mo rnQKе no,,Lo)l(ен11Я 1liвttoваzt.t нес'mi|iKе.

3l стaлиn,{и

(11.49)

якoТ

( 1 1.50)

Лi0' тooтo вва)(атиI\,tеt{o' щo
с}lстеIvr\' (1l.49) i вpаxyвaвrши
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Якцto 06'скт B}lзt]!tЧастЬся (:истемoro ( l l .45) , тo, пoдaBIЦIt 3a

фоpмyлоrо Tсйлоpa фyнкцiТ |1, f2, f3, '..' fn i обмех<ивtшись лiнiйними
Ч..Iе,taМи poзBиtlеtIFlя в окoлi тoчки х'0, Jiста}tемо систеМу ( 1 l.49).
oт>ке, рoзгляtlyтy теорiю мo)кнa зaстосoвyBаTи i в склaднitшиx
вr1па.цкaх.

1t.6.l\ЛЕтoдин.д''Д.iж'т.l{u'.ъi,'ill'yBA'Hя

з. 1.6.1. Meтод iтepaцiй

F{еxaтi Масilro dP paзом з пoЧатKоBими yМoBами

;',' = f(.х, у), )(.rс) = -]'o,

а Тiiк(]x' iнтсfpaльнс рiвняння

y(.r) = )'о + fl,т' у(.r))сiл.J
,0

Cпpавед,rива тaка теopема.
Т',{uфepeнЦiсutьttt' 1liвttяння PttзОJ|r 3 11oчamкoвLl,||L! уtr4oва"\4u

( 1 l.51) eквiсзсl-zенrrtпе odно.ttу irtmеrpa,lьttсl,tt7, piвнsLttttto (7|.52), stкщo
вidnoвilнсl ф1'н,кL1iя f(х, э,) :за)oвОльtlуLс у.||1o{1L| ffrеopемLl Ko'Lui.

l Зiнтегp-vвaвrull рiвняrrня (l1.5l) ' дiстанемо

.у(.t) _ 
-},(.tг,) = 

!,,'(*' 
1'(.т,1)l.r,

тс16то piвняння (11.52). oскi.-rьки 1'(.vu) = }.,.

Пpоrиференtiiювaвш-iи piвняння (l1.52) ' Дiстанемo }', = ,f(.r' .l).
IliдставляtoЧи .{ = .тu в (11.52), t{асlt'o }('."i,) = )'o. l

Пo6уlуемо послiдoвнi наблих<ення Дt) кopсня piвняння (ll.5l),
B3явIIIи дo yваг}r початковi vмoви (l1.51) i (lt.52). Знахoдимo

,t

).o(.Y) = }.,, ),(.т) = ,' * 
d 

,/('v, y^('т))r1.т.

Нaстvпнi наблиxсння Bl,rкoнУrilto за схсNloю

Фopмyла (l1'53) с робo.roю фopму,'lою Мeтoду iтеpаttiй y Bипaдкy
:rlфеpенцiaльнIIх piвнянь. Чlrсло неo6xiДних iтеpаuiй визнаЧ}lN{o з
\.tIoви
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Ijlilх |i',,-'('к) _ r.,,(.r)| < tт.
,rsl</

-1с (? _ М3КСИМ!ll:lЬЕlс} дL.,ilyстиl\{а абсoЛЮтнa поxи6ка с]бЧt1с..1еl{t,'

l]. Записarи кi.ltькa llа6.тrtжеttь ,lO рtlзв'язку зaда.li Кittlli

., = 12 n .). -ri0) -- i.
l) о з в.я 3 a li lI 

'. 
\lасчt;

J..;("t,.i -= у(0) = t ;

12"
il

l;i
]'1i'ч,1 . i l..I t ,, - j- \ * 

li. 
. 

.11, 
...

]l;:,tlt.l.ittv. L!Lit Кl'i (lIIt||,|'li! lll'гL''i \,'lit.lK\,Л1i..'!| ,,,-!''i,:t]i.li: ,\ ,' ''.: l ,.l'.i;'к'l...,
llIL.r tгltei'li:iii.']l.ЬL1i' jjilil I,at\ i:,;,i:;t ltЁl]iril :: ]]l.i:l', .) i'1!; :l)i::..]]].::li!i: .:.).+]]]:.1i;. ii

t .l;ir.iltiй Ji'lII()i]l.li ii .ttttll;r;illi; liК! rоефiiiii::;i'l

'.'tс't..t.; i.r-t.nаliill i!il}-{iii,t :-l:it]тljl]ilIi.! R;]]'ir . ,:, ii' .lJ|]1 L.'Nr

Гх. -= I i l' .1-. .i'}:l,
i.i' =- '- i:. .'t- 1'), .\"r,r, I -' r,. -i ' 1' 

.l

I ,.':.)r. 1.. 1li,',)',i' . .' , ' : l;: iii''r.; 11:' ,.' : i
!

i i...J";.. fui*: ;;" ia;::il.'L!:i:iri

t

}l(.t) = 1 + J" 1.r.; + i)i-1.r; = l +.т -; ;.т:.;
li

3,2('t.; -- r * f ],, + ] l .т * r. iа.,: l {- ,r 1 . t] ;J;' I



,нЦl

\{ar:rмемсl 1',, + 0'953-r' : 0, звiдки y : сos 0,96х. Cпpавдi lJl < l (poзв.я>кiть
:]1]Ir}1с.tне в yмовi piвняrrнrr Беptlуллi тa пopiвttяйтe тoЧ}{pIp.l pозв,язок з нaб,rlt>кeним).

11.6.3. Meтoд Ейлepa

Bишtс булo poзгляIlvтo набл!r)кенi мстoди аttаЛiтиЧ}loгo po3в.я3у-
Rаt{}tя piвt{янь. Метoд Ейлеpa - це 0ДиI{ з IтеpIIIиx ЧIlселЬt{иx мeToДiB
iх poЗts'язvвaння. Poзглянемo йoгo }Ia пpиклaдi зataчi Koшi B
лoстаIroвЦi ( l 1.51).

Hеxаri poзв'язoк 1'(x) тpеба знaйти Для
.r С Iсl, b|. Подpiбнимо iнтеpвал Iа' b1
на n piвних iнтеpва,тiв (pис. 1 l.l5)
Ьх=h= (b_а)/n:(.r-х)/n i вва-
)KaтиМеIиo

r-
0 a=хn h b.хn

Petс. il.15

oстaннrо piвнiсть pеалiзyсмо в тouцi (.r*, 1'^). Toлi

J** r - |*: hf(хr,.I*) * yt* 1 = }'k + ir,f(х^, .ri)' (11'54)

Фopмула (11.54) C po6oчoю фоpмyлоlo }lrтo,цy Ейлеpa. oскiльки
фaктиuнo пpи дoведеннi (I1.54) скopистаЛI{ся тltNl' uro Ay = сlу, тo
пoхибка Мас пopяДoк псpш]ol]o Ч;.leна, якиi{ знехтyвaЛи у фpмулi'Гсй;.Iopа, тoбтo ft,. Ha h кpoкax тoй сaМий пopя,цoк ма€' BигляД

l1 
Л, _.То

n

1 1.6.4. Мeтoд Pyнt'e-Кyтта

Цеri мстoД r вДoскoнaЛенняМ метoДy
Ейлеpa i зaбезпеv1,с виlЦy тoЧнiсть
пiлpаxyнкy пpи не3нaЧнoN{v yскЛадненнi
iioгo, пoхи6ка тvт Nrас llopяДoк (х, -
_ .u,,)/п2' Уточнення дoсягастЬся За pа-

х1'нoк тoгo, щo на кроui BpахoвyстЬся
зпliна пoхiднoi (pис. 1 l"1б). Poбoча
фсlpшtv-ltа цЬoгo МеToду маC вигЛяД

.-t I 1,.. .\
).' . = .t,,.* hJ 

i.Y. 
+'л' .\.. +'kl(.YA. )i)i.

\--l

?34

4l=ArA.r h

Звiдсиiз(ll.5l)маемo

Ьу. = hft.t, у\,

^h'1
Pис. ll.l6

ill /И,k'I

h/z h/2

xA
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1 1.6.5. Гpаrфiннo.анaлiтичнi мeтoди

Хoчa з рoзвиTKoМ ЕoI{ цi метoДIr BтpaTИлLl свolo актy;lльнiсть,
н}tМи всe oДнo ще кopистvъf,ться в iнxенеpнiй пpактицi пpи викoнaннi
,rцiнoчниx пiлpаxyнкiв.

oдним з тaких метoдiв с МетoД iзoклuн (11.ll)..Ц'o цих метoдiв
\1oж1{а вiдЕести i еpафiutto-аналimuчне polв'я3ання задачi Koцri

'.,' = f(.r, у' !,)| y(хо) = yо; y,(хo) = }o,. у
Bикopиставrпи фopмyлy pалiyса кpи-

Blrllt{ i вpaxyвавurи, Iцo у,1 = Ian Р,
пеpетвоpиМо фopмyлy кpивинlr в pо6ouy
фopмулy Метo,цy: 

.3

(11.55)
0

R = 
(Чj2

Poзв'я3oк пoбуД1,смo так (pис. 11.l7).
Зl :oпомогoю пoчаткoвиx vМoB iз за,ца-
нoj тoчки ,Иo пpoвoДlrМo ,цoтиЧнy 7o i ноpмаль

\oх
Pис.11.l7

ly'o. Пoтiм за фopмулorо

rll.55) визIIaЧиМo R., i цllpкулем вi,цкла,цеМo Дyгy МoM,. У точцi
\/' пpoBеДемo ,цoтиЧнv Т', визнаualoчи Kyт Р' iТ нахи,ry, пpoBедемo
'г{оpI{аЛь N'. Зa фopт'rу,тоlo (1l.55) о6числtoемo R', i вi,Цкладеl',to дyгy

.\I'}\4, i т.l,.

11.7' noHяття пPo якiсHi ]t/tЕтoди дogniд*.,,,
диФЕPEHцiдльних м0дЕЛЕЙ

Пpи мо.Iс,rюваннi явt{tц }tавкоЛицlнЬoгo свiту за дoпoмoгoю .П.P
вi.rпoвiдi на пoстав.1снi питання наМагaються Дiстати пiсля iнтегpv.
вання piвнянь. Пpoте, зpо6rtти це Bдасться I{е 3авХди. Нс заB)к,ц}t
:oпомагаroть i наб,тиxенi метoди. TоДi мoх<-vть бути KopиснI{Мrt якiснi
\rетoди Дoслi,цх<ення .Ц'P, якi дa}oтЬ зМoгy Мати неo6хirнy iнфopмаuiю,
вllхoJяЧи з BЛaстttBОстеit останнiх i нс B.]aюЧl1сь:o iнтегp1.вання iх.
.]'еякoю мiporo Ми в)ке спинялися на циХ питaнHях' poзгЛяДаIoЧи
3oкpеiua iзoклини' за дoпol'roгoю якиx Nto)кнa BизнaЧити фopмy
poзмirшення iнтегpl.rьних кptlвиx на oсн0вi ана.riзу скiнченнoгo
pIBняння.

11.7.1. Фазoва плoщинa й фaзoвa тpaeктopiя
пpoцeсy

Iiехай пРоцсс. якrtt:i Дос,riд>кусмo, l{oхна oПl{саТи нopNIaЛьною
сitстеlrtоro .[[P

01



ilry

(11.56)

poЗB,я3ки якI{Х х(l), "i'(1) Дa}oтЬ параМстpиЧнi piBняння дсякoi кpивoi,
5lKv нaзиBaюaЬ фа3oвОю mpQ€Kmopiсlo ga пЛoщиI{i (х' }4, щo пpи
цl,oмy нaз'lвaloть фазoвolo nлauluнoto, Cyкyпнiсть фазoвих тpa€'ктopiй
\'l'вoploе так звантlй фа3oвuti nopmpеm дaнoгo пpoцесy, якI,{й дас
3]\1oгy Nrати Yяв.IтснЕ{я пpo якiснi oсoбЛивoстi даHoго пpoцесу. lldo6
,]iстати д}rфеpенцiальне piвняння фазoвиx тpaе'ктopiй, подiлимо дpyге
piвняння з (11.5б) I{а пL.plllе:

# : "(*, 
r'), #, -- "r.", 

,r,

#:ff*=Л(х'y).
(11.57)

Згiдно з теoреМo}o Kоrшi, в pазi нeпеpеpвнoстi F i Fу, в oбластi
0 uеpсз дoвiльнy тOчк\' h,{ € D пpoхoдитЬ €диHа фазoвa тpaектopiя.
Llс I{е стoсуeтЬся oсoблltвlIх тoЧoк ,И.,(.v.,, },6), де У(.тo, }o) =
_ Х(.т.,, -},u) 

:0. Piвняння (1l.57) B)Kе llе виp;t)кас залеxнoстi мix с/л

t d1'"

Якrшo .:liнеаplrзуватrl сl{стеМy (1l '5б) 3a дoпOМoгoю фopмyли
Тсti.rорa. тo ..tiстаtiсьtс сllстсM} лiнiйних piвнянь зi ста"1иМи
кoсфiцiснтами, кoрснi хаpактеристIlЧHoгo piвrrяння якoi

ОX-.-
d.Y

,ОX
-! ,' 

а.,},

0

ОY.-
о.Y

-0
l. 

- o

']ilroть змoг.''. зpo(lirтI{ в}'снoвoк, з якolo oсoбливiстю МaсМo спpaBу в
тoi}l\' r{tt iншloпll в1{па;]к\..

lв rt п a J o К. Якщo l. ik,*. дiйснi iм.iЮтt'однакoвi 3наки,
тr.l ,Иo _ в!1.]oл, l1prr t' < 0.t, < 0Ivтасlto стiiiке пoЛo)кеt{}lя piвноваги
(фазoвi тpliсктоpi) вхt)JяTЬ v тouку ,\4..)' а пpи t, , 0, k,, 0 *
rlсстiйке llo.ЦoжсtlнЯ (фазовi тpасктopii BихoдятЬ з тo.rки },1u)'

jI B }1 I1 a д o к. Якшro k., k2 _ дiйспi i тutaють пpсrтилсxнi
Зt{акtl' то ,.ly'o _ cia..кl. якс с ilестiйкипr пo"']o)l.iенt{я]vr piвнoваги.

lII в и гi a.ц () к, Якruo /с,.z:a*pl_комrlлeкснiiспpя><енi,
тo I\4n _ фoк1'с" стii'iкllй Пp:rа с| < 0 i нестiйкий пpи a > 0.

l\ в rt п а .] i] }i. Якшrо &' l= t Fi, тобт.сl Чистo уявнi, тtr

,l1., - i|е|1|liр.

П. })(l.it..lяt;сrt.) фiiз(]lllil1 |]('ilгli. I vaЛli\ кil'lt-!t]illIl' \,lill.C\1il1.l1llllrlгO маяltlltкa, якi
\ jjll(]\,f, |.]ilJli'IIi}i,I .i, + r,;]-r = 0. IIс рiвняrrlrя .заllittllrtl) tl0рl\lа.Цьll(ll() с,lсТсt,'()кJ рil]няltl,.

.1.т .? }, )i . i. :"- -!- (.,r.\ = {)- 0l :il

:3б

ОУ-;-
ot'



I}илуиaIо.tt,t dti, дiстarrемo piвняння фaзoвlrx ТparкТopiй уdу + a2хdх = 0. Зiнтефу.
ьltвшlr йorю' маrмo

,-2ц'212=92.
LIe сiм'я eлiпсiв' якi vтвоpюють фaзoвий пoрТpеТ дaнoгo Пpoцесу. Змiнlоюнll

r1:rСlutil6 уз,тloв)к oсi хti: U.{)' .]iс]alleyo сiм.ю кiл. якиv вiдnoвi]tають гaрМoнiЧнi
К0"'lивання. Cпpавдi, якпtсl

.Y : с sln (DI = аs|nт'
гL) .}' : ссosт :.т, 1'12 1,'2 : a,2.

lIoмiчarмо, пlo зaмкнеlri фазовi тpaсктopii вiдпoвiдarоть псрioДиuниМ кOЛивaнням,

LL.7 .2. М exaнiчн e тпyмaчeння фазoвoТ тpaeктopit|.

Зaстoсyсмo нaведеHi вIlrЦе Mipкyваllня дo piвt{янЬ меxанiчнoru pуxу-
\IaтеpiaЛЬнoi тoчки \4aсИ ffl пiд дiею сили _ ,f(х), яке Мaс BигЛяд

m+*/(.r)=0.dt'
Замiнимo це piвHянrrя ь{opмальнoю систсtv{oю

I=+'+=_f\х)/m.'dtdt

Brlлyuимo 3 }rеi /1. .Цiстанемo piвняння фaзoвих тpаCктopiй

сlу
,lt:-J('Y)/m)"

iнт.с-гpуrоuи йoгo в Межаx BiД .Yn ,цo х' знaхoД}l]\4o

I , I . ', .,,, ^: .,., '" -...тln)', _ \tn}',o= _ J J(х|dх: J /(.r)rl.r _ J t(к)tl.r'
.r000

lrбo

l).r'9
1^у, + J' Л..l,t.t:i^уЁ +J /1.т1.1..с:Е=сonsl.tJ"a

A. : t].у, l , l ] .UскlЛьки 
'' 

: * : ,, тo 2 mJ,. - 2.,. кiнетична енеpгiя

сllстеMи. Мoх<на поKазатtl . tцo y(х): i д.,;.z.. _ if потснцiiiн:t снсpгiя.
0

Таким ЧиIioМ' piвняння фазовlrх тpаектоpiй v скiнЧсЕ|нii{ фоpмi
в,rpа)Ka€' закoн збеpе)ксI]Hя мсханiчнoi енсpгiТ

!

i,''+v(.t)=Е:соnst'
;., I



звlДки

)'= tfil;_,t9

0 1.59)

L{rfr

(l1.58)

У 6агатьox випаДкaх y(.r) Мoxнa 3апllсaти безпoсepедньo, I{е
пеpехoДяЧи навiть дo .ЦP, завдяKи Чoмy зa Дoпollroк)Iо (ll.58) мoxнa
побу-дyватir фaзoвиri пopтpет вi,цпoвiДнoгo пpoцссy i вивчити йoгo
oсoбливостi.

1' L.7 .з.'[oсл iдх<eння pyxy l\iaтeП'атl,| ч н oгo r'аятн и ка

Poзглянемо piвняння pyxy т{атематtlЧl{oго маятникa

rJ2х
,];+с,.l2sinx:0,

а.'Iс в)ке }|е кopистyватиМемoся на6лиженoю piвнiстlo sin .r = х, a
пеpейдемo до еквiвалентнoi нopмальнoi систеМи

4=n. +=_сr.l2sin.r.dt dt

Д.iстанемо рiвняння фазoвих тpасктоpiй'

tll. a;2sin.v
r]х } '

лiс.тя iнтегpyвaнIrя якoгo МатимеМo

0,51'2 + ',(1 
_ сoS х) = Е.

Звiдси

l-;

Згiдно з (l1.59) осoблrrвi тoчкt{ заДaнoгo piвняння _- це тoЧк}l
(0' 0). 1* я,0), (tZ,,,0),..., пpиЧoМу B тоЧках хo= 7tk, Де & нaбyвaс
паpних 3i.laЧснь' N{aсмo центp' а в pсurтi точoк - сiд,ro.

2з8

I vl

|Е _ 2Ф2sin,;|,
l-l

Prrс' l l.l8 Рис. ll.l9



Значення енеpгiТ .Е пoвнiстrо Bиз,t{аЧaс хapaктер pyxy МaятIrиKa.
Якщо 0 < .Е' { 2с,'2, тo маемo эамкнeнi фазовi тpасктopii, якi

вiдповiдaroть пеpiоди.tнr'N,{ pyхalи Маятникa. Чим менцrе знaueння E,
тиN' тpаскTopiя блиxнa JIo кoлa' а кoлиBaння _ .Дo гаpмoнiuних.
Пpl,r Е > 2<,l2 тpaектоpiя стас не3al\,tкItеI{oro' Цi двi o6;т3Стi poздiляe
так зBаHа сепaрaтpисa*) (пунктиp), для якoТ ,Е =2a2 (pис. ll.l8).

Цiкaво, uio IIезаМкненi фазoвi тpасктopii вiдпoвiдаtоть o6еpтaннrо
lt;lтемaтичнoгo I\.'aятника' Для чor0 спpaвдi необxiднltй великий зaпас
енеpгiТ, що6 вiдцeнтpoва силa P, кoмпенсyrоuи дiю сruти тя>кiння G,
вiдхилялa ниткv на сTa,,.rIlЁI кут с{ (pис. 1l.l9).

-ь* Ч;-

*, Biд aнIт. sеparatе - t}ijl,'ti.rят!i.



P0зДlЛ 12

кPAТHI iнтвгpдгlи.
твopiя по,lя

12'1. пo.цBlЙнi IнтвгPAJIи

12.1.!..3адaнi, щo ]три8oдятЬ дo п0F|яття
пoдвiйногo iнтel-рала

Зад aчa I] po с6'см цIt-.] ! fi д риЧ[loл0
тiлlt

О. l-{ttлiн8pu'чltNt.\1 |ч.QтllваСftlься mLul, oбмеs;е;tс dеякоto n,(){1еp.t}tе|о,
rtРО{:к,I'\iс|{) i1, ltа кoсl|l1t,tl;аmtry rrjlОuturц. ! Liu"'ti;tОуluнItОr(} nО{]е{}хнс|{i"
О.:lэ; я,t:oi. КОнr|1"уp вtrQ']i.trL): пр,эекцi|' с нQnрЯ"',|I!О|О"

{}' Дrв-чеmpо:la tlбii-tlс'rпi ttазtltзасrrlьr:;, ttаЙci'льша .з вiОсуriсltlсЙ мiж
i;,i 11l 1;1.''1,1 dс в i.,t ь t t tt.ц tl |!1 {}ч K rз.Nt ti цi о i'' с16л а с ri i i.

П:]'3}tii.tnttut'J дiаl'яст.р о.5лaстi Дt чеpсз iiзf),
Зт;зйд;lлi.t tr6'сl: цil.тiтi;pтt.ilтt.гО гi.:l;. об,.исхснсго г!i)l]j.рхFiсrij

: -. .ii.r. ,l;. :i1r^*кlilск': !'-i гтовсрl.:нi }i;1 il,i1!,lil!4itу Х{}'l., ;Llг'с)а.тнolс
il'.L:ri;dtЕtyi";l.i'?!{i 1lOsr-'p:iьrit] .i;t i']!lLjtsl';:- *'... :iс|тliJ..рiiч;.1 i t;r':r*i.]'t,ьtt;;.i t+ '*.

? i ',n-',.. .. {:.j.* :^..р:"-'.':. ]'Y] .'.'.]ti;'":1(lli.j!-ii:\ .d .\ Г}с;B 'i.'ilii;}!!'{l{"i 
;i:].j]i..{i Пр{l ]i.i]i]iд]i }:.lj!.:"

'' l-. ** -'-].\ вс"цitlij,it;i:i тi.;.tl1.ii!j. -l]r.;i{i'i:l''lt.: ;lt.;!l';:-.t tli]
; i '- 'ti ,';l.;i-tr6.,м ;i) tt:r .'. .i:ii]Тl1l,; i:ll:rз. l. 9. i ,l ;

i. -.' 
.'Yу] l l.lt::г:iвi:-l::и.] t{!i!t..ljl Ё.i;; i;i!l,]i.l !'ii :"'.1'1!.1

? *-. . : il i.,.,:!t]...iг,ij.i.:l!:j;:|:t'' it'i'] t-:.:]t i;riYi. i",:. i''
,,-.. ,' :" '''". 

t .,,,', ,,-t -,rtn,,.,r-,,-,,

r:: ! i{.i.

tl*



*"г

V= lim Ё,t-''.l1:),45,.
ll -"-'пl:1\,/tо ,=i

:с l. - дiаrшетp AS,., якrцo така гpанlrця lсFi\.t,.

Зада Ча п р0 t,l а су- гlл{i.к..-Ji п'.r aст},!ьlки
IJя задаuа анaлогiчrra вiдпoвiднil"r задa.li з п' *.l"r.
l-Iеxаir плoска п..lастиltкzl займае о6ласть J, ..t тvСтина гIластlrнк''l

ви:]t{attастЬся iJепсрсрв}{OrC фyilкuiсю '.о =,р(.v. ;')' Знайти !t,{асу rп
I!-.liilтиЦкri' Pоз6ившзir о6л;lс"rь l] иа цастl'.tl11 ' яt' s псprлili Зад3.{i i
';1-lс.irившttl пр'rl]vшitjнriя' ].']il Il (i 2.1)' }",!aт!it"tt]l'Ii]

i

!?i :.: iiil.i ! л{.т:, .r;t'ts
j-, r

I iir\;/ + il

(12.2>

, l2.Jr

1?"i'Ё' oзначeння i пл*стив*стi
fiодBiйНsго !нтeгpаj:а

-i м;tтi]г,l;lтlt',н{li ',i'1'!r|кr; :]сpi :}с:J;{;а:Ji,.:}j ^'ii"',)' i {!2..]: Цlii*'l.il
i..l;{.iН)Rrlti Rиr.'пяi{ i!'rx,.l rtr Гi.]}ri' ви.rЧj'].] Ii i:'-!iit.т::1. ,iц'ii. 1-11,gr1.'1 q1".l.'.
ji! ,'ii{а;()iit.l{i :j i.!j.l '2l l:;1 .]t!iJа Гiir{g}!'L.; i\ Jl .-,iз)ii1qi|lil. l:-l.."-] p;;.''ii-1i',]li'

i]y';i;rl;,гаr,ti0i'>l ']Cjill;lttl; ::t.;j.|]:.ii{ili'l}i.',i:lir .. i.]"''.[)_-.: i. : , f :':-
О' i-,J.'llii..;ti.rt.'1l il;tl '', ,.,,

; ; i r 1a: i'! ! t.t, )i :'ilj.ljr.'/r;,.

I ii /:

,l:t/ ;i.tli | !." .::;., i.tt)li:]!:i!::i,,, :.ril..:i!iii.
i.4,.;;;: ;:.ii''.rr ir'L:,)a:.i,.r.t_ lyi I

' ;' .,) 11:,i ,

\'.1,1 i)r !-t

'r "?r',ii: i

]:'l:i i!



ll

t. "Цittitiнicmь ( сtОunu-внiсmь 3a фуtкtt,iсto tnQ ofutopifutiс,mь)
фl5'tt кцiottала nodвiit tt<'lto ir{ mеI. p',всllttl Я

! I G,f' +... + С,l,)(]S:С,I ! f,аs +... + С,'! l 7"с]S,
DDD

VС'€R,...,С,rR.
2. А1umttвttiсmь зсt oбласmю iн'mеГpуваttttst

Il rаs = I f fds: I Ifаs
DDtDэ

(D : Dt U ,2' плoЦ{a D, o D,: 0,)
3, ittmегр1'ваt1lt'l нсрiвнoсmi

f{P) s f2е)* I I \as = I ! r,аs.

4. Oцiнка ittmer1lсt,,Lct 
D D

{пt < f(P) . ]uD -(lns < J J /аs < мsl'

(S - плotдa D).
5. Teopема npo cеpedtt€ тHаченHЯ

V е С) + (З P"(C', С) е D: [ ! rаs = /(P)s).

Як i для визнaЧенoгo iнтеrpaЛa' Для пo.цBiйнoгo iнтсlpалa iснуе
двi сxеми 3астoсУванrrя. Пеprша бaзyеться на йoго oзначеннi як гpанttцi
iнтсrpа.rьнoТ сyми' .]pyга BиKopистoвyC зl]ахo])Kсt{Hя .rифсpeнцiала
rrrvканоТ Bе'IIиЧиI{и' якttri пoтilr iнтеfpують.

12.1.3. oбчислeння пoдвiйнoro iнтeгpалa

Poзглянеlro спoсi(l oб.rислення

t=lll(.т,l)/S
3it yМоBи' rпo /(х, }') > 0' a D _ пpflвИ;:Iьнfl. 06ласть .D вважaтимемо
пpавиЛьнolo' яKщo пpямi, паpaлельнi кoоpдинaтним oсяivt' пеpстина-
rоть ri не бiльruе' нiх< v Двoх тoчках. Нехай гpанlrця o6ластi D
записaнa piвняннями } : )''(.r) (блиxня дo осi ОX |.i частина) i

-t': }z(.r) (вi,],цaлена .Iастина). Cхема мipкvвань така. З oднoго 6oку,
l : V, Це V - oб'см вiдпoвiдногo циJ.Ii}rдpичнoгo тiлa, а з дpyгoгo
бoкv' пoдaвши V вiдпoвiднllм ЧIтHoi{' I\fатиМеМo спoсiб o6числення /.

Для цьoгo застoсуCМo фоplrули п,тоrцi кpirволiнiirнoi тpапецii тa
об'спrу тiла з вiдоtvtишtlr пoпсpечниМи псpсpiзаr'rlt' тсt6то

s=i fg)t'.r, |,=i S(.r)с/.т.

lf,{t
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Плoща пOгIеpеЧнoгo
пapaделЬнolo 1Оz e

пеpерiзy цилiндриuнorо тiла IrлoII{инoIo'

У2V)

S(х) = I fQ,у)dу
-v 1(х)

Plrс. l2.2

tplrc. 1'2.2 тaкий пеpеpiз зaulтpиxoвal{о).
IПyкaниr! oб'ем тепеp l'rae вигдяд

h b (,r':t )V= t S(х)dх= ! l J.rt*. l)rlу|сlх:o 
o ,r,1"'" )

: { dх ! .fG, у),1у. (l2.5)
o h(r)

Мipкyrouи аналсгiннo, в pезультатi
пеpетиIry цилirцpиuногo тiла пЛoIIII{I{аМII'
гIapaЛелЬними хОz, ма€'Мo

,i ': C)

v = ! сIу I fG, у),]у. (12.6)
с xl o}

oскiльки I : V, тo' вpаxoвyrочи (12'5) i (12.б)' з}lахoдиМo

I l2V) O x2lv)

t ! fв, у)tt.rttу = { 
u* 

,!'o,f\, 
у)tlу : { '!^,,t',,)un, 

(|2.7)

або схематично (l) : (2) : (3).
Koнстpyкцii (2) i (3) IIaзиBaIoть nolmopнuмtl iнтеlpалами.

Рoзpiзняrоть зoвttitцttitt i внуmpiшнiЙ tнтetpaли. Пеpехiл (l) : (2) чи
( l ) = (3) oз}raчас о6числсння iнтеlpaлa 1, а пеpехiд вiд (2) дo (3)
rill нaBпаKи - змiнy пopяДкy iнтеfpування.

Зaзнauимо, щo (12.7) спpавДxy€'ться в будь-яKом-v BипаДку' а не
тiльки для flх, y) > 0. У pазi l{епpавильIlоi o6ластi для oбчислення
вiдповiднoгo iнтеlpала KоpистуIoтЬСЯ B;]IaCTИBiстIо 2, л. |2.|.2.

l l. oбчис.rи r,rr

,_lJ("т+2))dхdy'

oб"'laсть D oбмeх<ена лiнiямrr y - 0. у - -т. -t +

+у-2.
3обрaх<усмо область Л (pис' |2.3,. Якщсl

вlrутpirпriiй iнтerpaЛ беpе-гься пo зvitiltiй .т, т0 B

нaпрямi осi o.т вхoдrtмo в с]б-1aсть псl однil,r прямili
i по oднiй виxoдиМot a якIllo пo змittlliй y - т0
вХодимo пo oднiй пpямili (вiсь o-т), a вихoдltмo
пo двoх piзних. Pозi6'смo сlб-raсть v тoЧlli iхньoго
сТикvвa!illя на двi. CкоpисТаемoсЬ tl.raстrlвiстю 2,
rr. l 2. l .2' \lасvо

z=f (т'9)

!* у,?

24з



\ Z_у
.f,fI:J,tу J (х+2.v)r/.т.

ut
] 't 2 2_х

l = [ ах J .'* 2|dу+ ! а* I (х+ 21')dl'.
rJOli)

Oбчис;irою.lrr -/ 3a пeprшltll Bllpaзoм' дiстаeмo

r t1 . \ ,2-r , 5l=| |*х,+2хv||-.ar:i.
1' \z .)|у

IJrrбip нarrряму iнтсr,р1'вattrtя в подвiйlroму ilrтеrpa;ri. як 6iнltмо, мо)кe Мaтtl знaчeнHя
,t.l'l зМснlllення обсяц' oб.lltс..tень.

L2.L.4. 3амiна змiнl{l{x y пoдBiй нottлy iнтerpaлi

Hага.]аст'lo схеNrv 3аМiHи змiнних у визнаЧе}Iоьry iнтсгpалi

tL-

t2

tlt : l f(РQ\) |J| dt.
t\

де .r _ сlх/ ttt _ вiДнou]ення ДoB)кин еЛеNtеIlтаpI{их riастиtl пpи сTаpiй
та I{oBiй зМiнниx

Hеxай МаeЬ{o

|\.r. у)сl.u сlу'

,;:i|';,]I: j, , vФ) 
|#

r=!!

а замiну

rlpIrЧoму

стаprrх i

Pиc. 12'4

з,цiliснroсlto 3а Дoпort{oгоrо фopпlул "т = ,т(и, v), 1'= y(и' y)'

.asJ = Т_E- вllTt{oIIIенt{я пЛotц елеt{снтapних ЧастиtI прl{

НoBих зlriннrrх (pис. |2.4, а|. iстoтнo вв;lж:lти1 шtо то.]i

t: I I /(.v(и, y), y(и, y)) iI| t]u dv. (i2.8)
"t



У BипaДKу tloвих змiнниx AS, = Ьu' Ьv. Щo6 знaйти п,Цolцу

'."lеMентаpl{oi Чaсти}rки 
^s 

пpи стаpиx зМiнtlих (pис. 12.4, б),
3;1знаqиМс,, щo пpи вiло6pа>кеннi o6ластi D, ъIa D2 3a дoпolиor0ю
'v = 'Y(и, v), У = y(y' y) с,lсlllснтaрний пpямoкутник AS, пеprxoдIrть B

t'.]еМеFtтаpHиЙ пapaлtлoгpам (спpощeнo) AS, rrпouty якom зЕIaйдеrt{o як

AS = IMW)хM.tMзl.
Знайдемo цi вектopи. .Ц'ля тoчки Д4,, маемо

.r. = .r(и, v), !1 = !(,u, v),

Kopистvюuись фоplrулою Tейлopa' для тоЧки i4, знахо,Цимo

х, : .т(tl + Ьu, v) х х(u, v1 + 9fi ьu'

Aн;t"цогiчно

t'=},(...yi+9дri.' Llu

1ля .l.оvки }4,
- Ох dу

.t. = ,r(ti, y) + Т; Ьv + -1, Ьu,

Тодi
g;M;: (.v: -.v,, 12 - У,):

MW. - (.Yз *".тr, ]з _ }l) =

]]a"пi (аbs (...) = ... r1

ljE
t /'т i} t,

;Ьtt fiou U

Рnu Рou 0dv tlv

aSt'

(3 o,,, $ nu'I,
\ 
r, (ttt 

)
| О.r 0t' \l'-- Av. = Avl.
\с/y L|v 

)

A.S = аbs = abs

d*- ;lу
Оtt Оu

d.r dy
0v 0v

| 
0" оу1

,1S i tlir i, i .J = as, = uot !o* u.\'l- 
l0, Ъ"l

l{еii функцioнi'tльниЙ ви3t{а Ч}Iик }lа3}'IваЮтЬ (Jtl 3l1 аLl I| uKoм Я кoбi* )

,tu яKобialttl.и. Фсrpмvлу (i2.8) дiстав М.B.Остpоградський.

Звi.liси

t)к.я
]-'] t]к грО']-с \ ! li к а

K{rбi
l].Якo6i.

l i804-i854) - tti;rret[t,кttЁt ЧатCЧil гllк' браl вi:loмогсl



Н;lслiдок. Пp'

.I : аbs

-r _ p сos 9' !: p S'лР МасМo

сos(P sinp |_
-psintp paornnl :P'

'l

t-

Toдi

! I fв, у)rt.r dу = I I fФ сoSP, p sinq) pсt pd,p.
DD

П. oбчltслl.tти iнтelpaл Пyaссoнa

r =f 
, 

,-"d,.

P Ll з s я з a tI н я. oскiльки

l
-' с f -2 , ar'= J аr J p,_o dp:т.

,r O

'г.т '/i . i _,, vi,lвi.lкrl ,1 : у Iz = 1*. lr'бто J. с_. r1.r = , IIеЁI iнrerpа.r Ulиpoкo зас.roсoвyстЬся

il l ссlpii iltовiрtlос.геl:t.

12'L.5' Гeoмeтpиннi зaстoсyвання
пoдвjйнoгo iнтeгpaла

|. Об'с.ll t1uлiн1рtоtlloto miлсl, oбмел<енoгo пoвеpxrrеЮ z = I(х, у),
il пpоекuiсiо D на пJroшiIrI{у XО),, вiдпoвiДнolo цrrлiндprruнoro
п(]всp\llею Jopiвнlос

v'=!! l,t(х.у)IсlS.
D

2, Плout,а nлoсKol. rlбласiтti D дopiвнюе
5=JJ с/s

D
(як oб'см ци,riнлpа З вI{сoтolo' яка дopiвнtоC o.циI{ицi мaсu.rr.a6y).

3. П.,totl1сt nсlвepхtti z: f('Y,1'), пpoекцiсIo якоТ на пЛorц,1ну хОу е
об.rасть D, Дt.lpiвнкrс

": I,! fi-; i,.г ;rr'r ж.
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.ЦoвеДемо останIrю фopмyлy. BиtiлиМo на lТoвеpxlri елемент с/o,
якиri вваxaтIrМе]r{o плoск}tl{ внaслiдoк Мaлиз}lи. Hеxай йoмy вiдповiдае
Bектop do =.ido/Ii| , Це i - IropМ;lльнrrй вектop дo nовеpxнi o в
тouцi елеlvrентa сlo (pис. l2.б). Пpоекцiя цЬoгo елеМеIrтa }ra плoщинy
.vCy становить dS, абo y вектopнiй фopьri dS =ЕdS' Мoлyлi циx
всктopiв зв'язанi piвнiстro

dS: сasy сlo.

I{ормальинli вектop Е ло повеpхtlt z : f(.r, у) мaс BIlгЛя,ц

-0f -afi- _1*_7 
*+т,.

l.одi

СLlS y = соs (,r, Е) = ;*| =

звi,цки

(#)'. (#;'
D, дiстaнемo o.

сфepи х? + у2 + z2 =
3нaйдeмo спoЧaтку

_l

'{ |аf\-тll+l +l:il +l'\0,/ \dvl

do:

iнтегpylоuи do лo o6лaстi
П. Знaflти плorЦv noвеpxtti
Poзв'язaння.

z ='{]?,. _ i, _ )2. Мaемo

+ 1.

д2.
ПЛoщy пoвeрxнi нвеpтi

r':af :a,=__=:={-- r,_аl=d":_ yJх 0х аx 'Гp -7:?' Jу _ aх ах '{Rт_ 7:?
oтrке,

'П+f'+f; - .R|. Jх tу \аГ7r7.
Oблaстro i}rтеrpувaння с Мllo){{инa х2 + у2 s Л2. Taким нинoм,

, л \,:,..--т
\": Г d.,'^Г---:_-s===-a,= J'=pсos.p} ={ g -0 \R,_.r,-у. [,=ps|nP)

R. -; Rod9 J _-=_dp:пR2+o=4лR2
o 1х.-P.

2

L2.L,6. M eханiчнi застoсyвання
пoдвiйнoгo iнтeгpала

Гlpо одне фiзиuне ЗасToсyBaI{ня пoдвiйнoгo iнтеfpала, а сa}{е' пpo
масv пЛoсKоi пластинки. в)ке йrцлoся в (12.1.1) i 02'|.2\.

Нехaй МaсМo пЛoскУ пластиI{кy З гyстиI{oю pеЧoвини нa нiй
р = p{.E'.r). Е{ехай Boна Зайivlae 06ластЬ D. Poзiб'смo o6ЛaстЬ дoвiльним
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jЗb

Спoсoбolnt }{а /? Частин i I\,{асу I(oЖноТ vастини Д,S, (rце i мноxина
т(.)Ltо}i) i плoщa l-i .tаl"lтltнlr) зосcредимо в ловiльнili rТ точцi ("v;' rf)

Pозг.тяllсмt) ТoЧк\ ' вiддалснy вiд oсi l{ Нa вi.'tстань .J' в якiй
]\,)ссpC.])t(,снa ltаса ,i?' :l -l аКo)i( сttстеN{\ тoL|ок) вlJ.]it..tL.Hих вi,.l осi lr
iта rl, З мaсаi\4!l R ]{их rri'. F{агадaсм0 03}taЧення статl1ЧtIo!.(' N{oj!{енту

,'l? та пrсiмснт1; iнерцiТ ]"tя ТiJЧКи та систсl'{I!'rоЧt.'lк, а тitко)li ij:ilрму,ту
iiоLjpдrrна-i. центрil l\4ас J]Ля сprстсt",!и тo.lflь:. lijбтti

Ь4,, {- 1у,,i- l,, S'm,!,, .\'d', 
.:l Х п,i,,

i,, { 2 rtr,!i, u. = {Z rrt,Li,l!{Z rrt,,,\.

У вltпltлк1-rт-illtстI,1t.iKи t) зсrссpil;iи&{t] Ьlil.-\ кtlж:tоi з п ti.t:t{:тиt*;:
"iсlвiльь;ijl 

.го.lЦi. Tодi zutitсмtr1 3(lкрсr!,r;9.

'' 
.= 

Т. 
rn,\|'.. .= I ;'i-'i..}':j (-}';j,.1.!

i'iсрсrtдt:rulll до г1;l'.l.tttl'1i i]р}r л -e сх). rnа.\ l, * 0"
.Го'цi

. - .i.i,.,(.t, !')r' r/r.

.\t,.,-,!!il:.itl{l

.;,i .1 . )')tiJ "

'l r i.:.ilf.Ч ,::

ali], !Ll:r;-{i,lti :,:;rilijtl

i.'. ), -"

,Г .;;.i.. .l ).i'ri



il.

Розiб'смо .цoвiльнllrur Чt,itioм тl,лo У кa fi Част}Iн. Biдlrосно кoл<lrоТ
liасТI'rнlt. зокpема l-i", зpo6иlrо прип-vщен1{я (ЬV, -_ це i мнох<rtна
тt-..lок цit]i. Частl,tl{и' i iJ об'спr), пtо

V ('t, .', z) € ЬY' p(.v, }, z) = сonst : p(х;, t, z) V (.тi, Л' z) с ЬV'"

Тозi

Ьtп' = p(хi, }1 , z)ЬV;, ,ц = | Ьm,"

,
пr z iim ) p(*:, )1, zi)^v,.

lл1l

ntirN,l + 0

t,/-i -.- дiаrv{стp ЁТ Частl1}|ll n '

Якrцtt в областi Y 3aдaн0 дсrвi,тьнy фyнкцiю, т(f аналогiчнo
визнаЧастЬся потрiiiний iнтсгpaл вiд цiсi функuir пo о6ластi И, тoбто

n

! t ! rt*' )', z)clV = iim ) /i4, у\, zi)ЬV'.
r/ n+ф
' 

'ахl-*о 
, ,

.Iспеp 
oЧеB}'днo' п..о (l2.9)

,rt = I i ! ptr',у' z)tIY QlV = d.rtl1ч]21.

Oстання фоpмy,та виpаЯ<ас' фiзltuне
т..lv,\{ilЧенtJя пoтpiйнoгo iнтсtpала.

ГеоlrетриuнOгo тлyМaЧення цей тип
itrтеlpа'tа I{е Mal' оскiльки неI\,!ar геo-
\1стpи Ч t{oгo тлvМачсttt{ я .tоr.lrpи вlt мiрноТ
сliстеll}r кoopд{инат. 

.i.еоpсма iснyвання
тilк(.]го lнтеграЛа виМаг;lг. скiнченнoстi
о6ластi iнтеlpyвaння T;t }rепеpеpвнoстi
в нiii пiдiнтсlpaльноi (lyнкцii. Щодo
сlбчrlслення пoтpiйноrо iнтсlpалa, то у,
в}lIrадкv пpaBиЛb}loCтi вi;lпoвiдниx oб-
.тaстеii (pис. 12.б) MaсМо

lzF'a)

z' (х'!)

hF)

Мох<нzr пс,дaти вiдповiднi фоpмyли, де 3а дoпoмогoю потpiйногo
it]тсгра"[а обчислroютЬ цснтp tr{ас9l тiла, йогo вiдповiднi lt{oменти
вi,]нoснo oсей i кooрдин:rтниx IIлoщиH.

Bластивoстi цьoго iнтеi-paла тaкi сaмi, як i iнцrиx it{теrpaлiв (Див.,
зoкpемa, властивoстi подвiйнorо iн.геrpалa). Tеopeма пpo сеpе,цнr
зl.lа'{сtlня }lae Bигляд (/€ С')

( 12.9)

( 12. l0)
,t'2(х)

I

_r'i(x)

Pt,tс. l2.б

:, (r.I)

сlу t f@, у, z)rlz.
;r (.t.1)

tlt 1



I f f rr''' 1', z)dV : f(,с,, с,' с,)V,
t.-

Дс у _ oб'ем oб,чаcтi Y, (с,, C,, с,) € Y.

П. oбчисли ги мAсv тiлa' oбvе>кеlloго кoopдиtlатHи}'и пЛolц}ltlаvи i плorllиttою
.[ + -| + z = l, якшlo P: \|z.

P o з в . я з a rl ll я. Скоpистaемoся фоpмyлoю (l2.l0). ]\{aeмo
l 1-r 1-l-у

,":tI! сlуzсlхc\усlz:l хdх l Йl ! zd,=
r;000

1 I -.t|аt
=: l хti.t l тtl _'т_}')zdу::;

2J - 2400
зaстoсувa.пи зaмilrу l - -т_.v : u; i | - х = у'

|ПrllEh

1

J .*(l _ х1.dх = ,i;
o

12.2.2. Замiна змil{ниx y пoтpiйнotuy iнтeграЛi.
Кpивoлiнiйнi кoopдинати

,Ц.скаpтoва систеМa KoоpДrrтiат Ilе заB)K,ци зpyЧi{а. Tак. flp}r
.]oс-TinженHi руху pi.]llHи в цилiнлpltuних тpvбаХ або pучу повiтpяни}'
МAс в кoЛoзеМI{ol{y llrаpi атl"{oсфсpи BllкopистoвyватI{ такy систе}.{y
irеpaцioнаЛьнo. Чеpез те пopя,ц з декаpтoBoю застoсoBYютЬ iнLшi
t)pтoгollаЛЬнi сlrстепrtr коoрДIrнат. наi{пottrIIpенiцlими сL'pеД якr{х с
цltлiндplruнa та сфеpиЧна.

KoopДинатними llaвсpх}Jят\tи цилirrдprrннoТ систCI\lи с' цtt.riн.]p
p:сonst i плoutинrl P:сonst, z:сonst' т06т0 r]oна с нiбlr
пoс.]}tаtlliяМ пoляpноТ систеМИ }tа пlotциHi .тoy та декаpтoBoТ B HJпpяi\ti
осi Oz. IJ'илiндpиuна й декаpтoBa систеМи Зв'язаtIi з фopм1'ламlr

.т =рсos(P,'': pSioР, z= z.

KoоpдинaтниМи IТoBеpХHями сфеplrЧнoi системIl C сфеpа p = сonst'
плorЦиAla Р : сonst, КoI{vс O = сonst. Сфеpиuна й дскapтова сI{сTсltи
3в'язaнi фopмулами

х = rsin o сos.p, У : rsin o sintp, z = rсos o.
Hехаii функuii х = .r(и, v, lv), v: }'(и, v, w), z: z(u, v, lr') здiliснlокlть
взаrrv'I{o oДнo3}tаЧt{е вiдoбpа>кення o6ластi I/1 в кplrBo.Цi|riйних
KoopдиIraтаX L|' у| }y на oбласть Y в деKapToBиx кoopДиHaтaХ .{, .}',

z. Toдi, як i в двовrrмipному Bипадку1 мoхнa ДoBести, цIo

! I I rв, у, z)dхtlуdz :

f(.r(tt' v' w), у(u, t', w), z(u, v, w) |JI duсlvtlw,

Де якo6iан на6ираr виглядv

) <rr

=!IJ



I 
xu' !u' zu' 

I

t = l*r,ti ,'i ,1.
|*, у* ,.I

цlt-niндpиuних кoop.циHaтaх (u: P, V = Р, \| = z) маемo

т_
сos P sin 12 0_pstng Pсos(P 0
001

f t f ri'.", у, z)с|хdуtlz : I I ! f(p сos,p,
L'I

У сфеpиuниХ кoopдинатaх

p sin g, z)pсIpd,рсlz'

r-

I ! ! rв'у,z)rlхtlуdz= I t t /(rsin@сosр, rsin@sinp'
l-v

r сos @)r2sin @ drdgd@.

ГI. Знaйrти мaсy кyлi paдiyсa Л' якщo ryсТиIra мaтepiaлу пpoпopuiйна дo вi]lстанi
Bi;l LiенTрa, тoбтo fl,т, !' z) : kr.

Розв.язaння.Maсмo 

; ) R

,,: ! ! / tlslno с|rdqrl@:2k ! sin@do t а' ! frlr=kтRa.
t,'000

(Пpoпонусмo сaмoстiйнo poзB.язаTи ц}o 3aДaчу в декaртoвil.t сrtстемi кoopдltllaт).

|2.2.3. Узагaльнeн!{я пoняття iнтerpaлa

PoзгляДаючи задачi, якi пpивoДять Дo пoняття тoгo Чи iнrдoго
iнтегpала (визначснoго, пoдвiйнoго, пoтpiйнoгo), моxна пoбаuити' шIo
:еякi з них повтop}o}oтЬся, аЛе нa piзниx фiгуpaх. напpикЛа.f, зaдачi
зHaХoДxеI{t{я маси' еЛектpиtll{oго зapядy. Пpи цьомy для однiсТ i тiсТ
х( велиЧиIlи дiстaвали piзнi iнтеfpaли. Якщo якaсЬ BелIluина (масa,
з;tpяД) визI{aЧеI{a на вiдpiзкy' тo l\{a€'мo визначений iнтегpал' якщo
}la пЛасти}lЦi, _ тo пoДвiйний, нa пpoстopoвoму тiлi, _ пoтpiliний.
o.цнaк тa сaМa маса й еЛектpиЧний зapяц мo;кyтЬ 6yти заlaними i
нa iнrдиx фiгypаx.

Kожнili з геoМrтpиЧних фiгyp пoстaBиМo v вitповiднiсть i1 ЧислoBy
aДиTиsl{y хapaкTеpистIlкy' яKy нaзивaють ii мipolo. .I[ля вirpiзка це
дoB)киIlа' Для пЛастинки _ пЛoща' Для тiлa - oб'см i т.Д.

Hехaй на Деякiй скiнченнiй геoметpиЧнiй фiгypi ,4 задано пеBнy
фvнкцiкl f(P) (фyнкцirо тoЧКи' напpиклaД' гyстинY pенoвини).

siп@сosg sin@sinp сos@|_rsinosinp rsin@сos<p 0 l =r2sin@,
rсos O сosр rсos @ sint2 _ rsin @|
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Pозiб.смo фiгyру }lа n чaСтИtl дoвiльним спосо6ом. ЬА, цс i

Nlнo)KlII{а тoЧoK j-Т .laстини /' i ''i мipa. Bвaхсат}tМемo' цI0

VР € Д.'Al f(А) Е сonst = f(P') VP. € &4'.

Cуму
n

o,.(f} = T fiл,;A,t.tlv ' 

'?'" 
'

Hазиватимемo iнmеrpа-,tь|lО|o суlЙОlо t\ЛЯ f(P) пo А"
iltmеrpaпaм вia f(P) no oбласmi z1 називаюTb гpаllицю

Cef n

I fе)dА * lim I Itl,,lьd,' (l2.l1)

' .li,i o '= '

лс с/(,a) _ дифеpенцiaл вiДповiлнoi мipи, ,t, * Дiаметp Ai,. (Пpи
гtсвLtltх уNtoвах .цItB. озL{аЧення пoдвiйнoго iнтсгpaЛa B |2.|.2.>

Bлaстивoстi iнтеrpалa' oзI{aЧеItoгo в (l2'1l)' стандapтнi (див.,
llагlpI{K,'IaД' |2.|.2).

12.з. кPиBoлlнIЙнl lнтвгрдгlи

12"3.1. Кpивoлiнiйнi iнтeгpaли пepшoгo рoдy

Poзглянемo такy 3aдaЧy' Hеxaй тpе6a знaiiтl{ I\{асy Ka}Iатa' гyстиНa
pеrloвини яКoгo p = p(I,), фоpмa _ лiнiя l.

Poзiб'емo L нa /? Чaстиtl' зpoбимo вiдпoвiдне llpипущеt{H'I'
пi.rс1,пrусмo i тoдi ви3наЧимo вiдпoвiднy lt,tасy як

n
.. !с\m= lim zIе)^l.l.

mаr,i,-0.-.

,1.ля дoвiльнoi функuiТ ,(P) зaмiсть гyстиIlи пoпepедня зaДaЧa
I.rltзнaЧae кpивoлiнiйниii iнтеlpaл IIеptIIoго pоду вiд f(P) пa лiнiТ l'
ДC l) : Р('r, y) a6o P = P(.t, 1, z),

! f(P)dL. e2J2)
L

Неxай лiнlя L зaда}lа flapaN{етриЧ}ro

х:.r(l), -}'=}'(l)' z=z(t), tI <|st2
i нехаir усi ui фyнкuii МaIотЬ непеpеpвнi поxiднi пpи вкaзaниx l.

oскiльки

с|L ='{'t'? + у,? + z,| tlt,

il ,k



'l L)

J
L

Якщо

'' = t',,.r,'

t2

,f(.t, :l', z')(tL: J д.'(0, y(0, zo) {i?-+ у,,, + /7 ,h.
tl

piвняння L на плoш.lинi маС виI...lяД .}' = -v(.r), y € С1n.а1,

т(}

г ,. u, . , '../l_l--;J |(.r' у|dL = J fl*' 11.r)) Y l + 1''^2 с/х.
La

П. Зrlаiir.lr N{aсy ЧaсТ}'li}1 "rlllii .у : ln -т, l < х <

l)0зв язaння \tасмо

,,'= ! p1.t..r'l/1-: I r2аt=Io'.=
LL

21 t-l_= | хVлl+ i dх= . 1х, + |1't,1| :;(5'l5 *2v2).J " J I J'
i

L2.3.2, Кpивoлiнiйнi iнтerрали дpyroгo poдy

Рoзглянсмо таКу- За]rЧу. Hехай I\,rатеpiаЛЬна тoЧKа псpемiшyсться
пiд дiсlo сlrли

F(.v, .y) : l,(х, y[ + Q(.x' 1)J

.] пo-ilo)Kс}tня B в пoЛo)Ксн}lя С вздoвx< лiнiТ L. Знайти

2. якщo ryстинa p(х, D: х2.

BиKoнaну llpи
IJ

t(ьL]N{Y pоботу*.
Рoзi6'смo лiнi-lо L на /? ЧасTи[t J

т0.lкaNflt 13: MГJ, M j, hl2, ..', Mn= C,
P(l3г.1янс|\io rlаCтиHУ .riнii ьтix тoЧкаМи
,\f' - , \ M,. Знaйдемо pо6сrгу ЕIo пе-
pспriщеrrню тoЧки 3 M,_ t B Л4,' Tе rzме
I}ltкoнilсмo rЦofo кo)<нoi tЕlсгини лiнiТ'
i = 7' 2, .'., n, a гIgГii"{ скopистaёМoся 0
ll]ttтl.твнiсгrо poбсrги (pис' l2.7).

Зрбимo ДBa пpLlпуIЦення.

l) Bвa>r<атиMсМo' IЦo V (.v, l) € 
^4i-J4i

l'ис ' l 2.7

F(.v' y) : Е6rr's1 : F('тi, *) V (хi-', {) € Mi-.Mi;

2) Зaмiнlrмo tyгy м|{lrl хop,цoЮ' яка iJ сIrpяМляe' i пеpемiruення
тtr.tкtt з.]iйсниМo в3ДoB>к трасктopiТ

{:Aх,7aЬ!i.

i'у2:;
gр7 Ах;
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oскiльки
F(.r;' ll) = P(хi'у)1+ Q{х;, уfi,

тo, o6uисливruи вiдповiдний скaляpниit дoбyток, дiстaнемo
A,4, = F(х;' rl)Ц = P(хi, t)Ьх,+ QФi, Л)^x.

-tl

oскiльки А= > A,4,, тo
i=\

А _ lim 2 ,,*,' *)Aх, + Q@i, $)Ьу, (12.13)п+ф i=1
^r/+0, ^ri+0

(,Цух<ками ДЛя сyМи дBoх ДoДаI{кiв пiс,тя Зt{акa с}1гМ}l l{ехтyBaтимеIvto
t в пoдальrпoму).

У 3агальIroмy вI{паДKy зa yМoBи довi,rьнoТ вектopнoi фyнкцii
F('' y) : P(.v, )-i + Q@,y)/, дoвi,'rьнoi лiнiТ й : r кoнстpукцiя (12.13)
визнaчaе кpивoлiнiйний iнтеfpал дpyгoгo poдy вiд даноТ фyнкцii пo
цiй лiнiТ

t = I P(х, уi1dх + Q8,y).1y 9ttm Ё .(,:, r|)Aх, +
I n+ф ;_ l

ДYi.0
All+0

+ Q(хi' f)^y,. (12.14)

З (12.13) | (|2.|4) випЛиBаe фiзиuне ТлyмаЧення кpивoлiнiйного
iнтеlpaла Дpyгогo poДY: це poбoтa вiДпoвiДнoi с\1лИ Ha вiдповiДнiй
тpасктopiТ:

д : ! P(.r, у)rt.r + QQ, у)rtу.
L

ЯкLцo F: F(.r, }'. z). тo
А : ! P(.r, -r', z')сlх * Q(r, у, z)сtу + R('u, у, z)tlz. (12.15)

BвеДемo в poзгЛя,ц вектop д: (d.r' dу, сlz). Tодi iнтеrpали в (l2.14)
i (l2.15) Мoх<на записати v вектopнiй фopмi (пiд iнтеrpа,rом скаляpний
:об1 ток)

I тa7.
L

oбидва введенi кpивo,тiнiйнi iнтеrpали вi,цпoвiдаrоть загальнiй сxемi
iнтегpала' poзглянyтiй в п' |2'2.3. Toмy питaння з властивoстями iх
виpirшyroться легKo. Зaувaх:uмo лиIIIе' цIо змiнa напpямv на лiнiТ l
нс' змiнтoс (|2.|D, а змiнlоC Знак на пpoтиле)Kний у випадку (|2'|4) '
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OбчИСЛ е}l1lя кpи
тpaIa (12.14).

l. }Iехай L зaJaнa piвtrянням
[rz. D] pазoм з фyнкцiями P(х, у),

BсrЛiнiiiHoгo iнте.
y = }'(.r)' пoхiДна }', нeпеpеpвна нa
Q(.r' y). Toдi

у

o

1: l l,(х, y)r/x + QG,1)ttу: J 1Pх,{х)) + Q(х,y(х)) у'Q))rtx,
La

2. Hехай L зaл^aнa пapаметpичнo piвнянняМи .r : .t(l), .y : y(l)'
пrэxiДнi .r, i у, непсpеpвнi пpи t e [l1, /2 l, a P(х, y) i Q(.т' 1') непсpеpвнi
пplт вiдrrовiДних .r. Tодi

L2

r = f (r'(.r(r), ytr.l).r'(r) + QQQ), r'(t)b/{t))ct.

П. oб.lислити
7 - / t' + )')(i.\ + (2.r - ;'17.".

lс .t(0, 0); /J(l, l) i ,|B

а) ,1B : -r' = -т, б) -.1l; : ). : -t2.
\taс:rrt'r (рlтс. l2.8'\
а) .1. 

: -t' -}l/ 
: ] !

I

-a. ,2.tti.tr'тt/.t:i;t:J 
z

0

,-rt .г : .тj. -t.' = 2.t. | 
^Pис. l2.8t-

t: t rх+ t.,)./.rt2i2,r_.t21a.т:]

Пpоксlrreнт1'смo рeз\'"']l''].аl' lt!гегра-'l}' вiД ortltiсi i тiсi сaмoi с]l1'ltкt1iТ. а-rе псl рiзttllх
кp}ltsrт\' повtlнrti, treвнtl, вi1рiзttяТl|сЬ oдltll вi:l о;urого. Пpoте, врахvвaвtllrt фiзrr.lllt]
I-.lv\litIIеtlllя iнтerpала як pобoтv, зl.ftдae},{()' шl'o ро6(\rа в гpавiтаttiirlrоvr'по.'ii l]е зa.rlех{i-lть
:,i r lрar.кrорiТ Пt.Pеvilltе}tlIrI гi.tit. tt ti.'iькrt вi.] rlо.tltlкotlоi гA кiltltевrli lo'tок tl:l ltiй
J р.lLt.r.)рi;. IIвi рiзнi вi.tпt'вili l t I \litI.vo т('vу. 

-Ulo 
ПоЛс' в|!зHalICllL' si.lПoBi.]IIгlю ф1'rlкtLi. rс'

/1r, r) : 1.r +;)i + (2.r * l)r
rrс l.paвiтauilitloГ0 гl{ГI\,.

llJoб pозпсlдi,r}|Ти гIО.]!я зaзtlitЧе}l}1М спoсo6oьt, необxiднi tloвi r'laтематll.lrri результar.ll.

12'3.3. Фopмyпа Гpiна*)

О. oблсlcmb Hсlтuваe rnьсЯ О0нo3dя3l|olo, якu1o Оr>вiльttLtLi 3сI.||1KI!е-

ittttt кaнrtуp' poЗмitll,е|lttti в нit,'t, мo'i|IQ с|nЯеtnu в п1oL!к'', |1е all.Yo1'lL!ll
.:jЦ .мe'rсi oбласmL

На plrс. l2.9 зoбpа>кенo o,цнoзB,язнrтй кcнтvp' а rrа pI{с. 12.10 _
неoднo3B'язнlrli. oбpазЕlо каxytlll) oдHo3B'я3нa oб"пасть _ це Oбласть
(rез лipoк.

*, l1. i- р i lr (1783.184l) - alrглiйськllй МаТеNlаТ,1к i фiзtlк
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i

О. Hаnpя'м обхodу iiс!,|tKlrенoтo Koнm"уpa цатLlваC|nьсst

'tкuto 
tсaнftIур {залuш{r6.упьcя- з;tiвсl вiО dоrtluчlluх Оo rnoчО|с

}lа pис. |2.9, а Додатний нагrряМ IIo3наЧеI{o стpiлкoro.
T. (Гpiнa). Якщо ф',нкцii Р(х, y) i Q(u, у) pазoм з

ОО dP
i . п неnереpaнi в Оея-кiti oОlloзв'язttii облаcуni D' а L
D. no

i,ис.12.9

+ 8(.Y, у,),lу = ! ^! i+?LD\

Цrо фopмi'лY }lазt.It]аIОть фopмулoю {piнtt.
f oнсви.fнo, .lовiвLl.ltt Рiвностi

t*

Оodаrnнuм,
11а l!bО.^4у.

tttlхiОнuмu

- еpцlluцЯ

уI
I

i
i
:

I
j

- #) u-ut' (r2'16)

a
т

t

I

*

i

Prrс. l2.i0 Рltс. l2.ll

Нехаri o6ласть D (з Деяк01o кoнкpетизацiетo) зo6pа>кенo нa
plrс. 12.ll. Toдi, ITеpеХoдяЧIr вiд пoдвiйнoгo iт{Тсrpaла дo пoвтopнoгo)
пo,гiм _ Дo Bизнaalенoгo i. itаpеrптi. До кpивoлiнiйнoгo, Маемo

" " Оl) . . ..... аР o ',,.,
l l " ,1.',11': t tl.t I *ау: / л1.r. 1) | tl.у=

,lr! ' ,!tr
D u) ., r,{tr t-t / IliYl

P(.t, у)rtх - I pf 
')')tJ.v =

IJ
'.lB

I

f
I

Г-J
b

Г=J
a

=[
-АB

Рltс. l2.l l

i-)o

P("т' y,(.r))rl.т Р(.v' 1(.r))t1.r



= (- !- J \ P(.t:,у)dх= _ I P(х,у)tlх tЯtv Xu =,).l а чzl L\ B.-r --18 !

Спiввiднorшення. яке мiстить функцirо QQ, у), .цoвoДllМo а}lа-
..гi.tнo' .Цaлi викoнус'мо .Цii, вкaзанi t{а пoЧаткy дoведення.l

Фopмyлa Гpiнa мас lllиpoКе зaстoсyвaння' Hеxай, зoKpемa' в
,]'lб)

;

II
t

i

Тoдi

1,(.v'D = _.У, Q(х'y) : "t.

2 [ { а'rdу= 25 : ! _ у,t* * хсlу,
DL

звiДки дiстaeмo фоpм1,лy для зIraxo,цхеIt}lя плoщi фiгуpи, o6ме-
r jнol заМкненим кotlTvpом I..

s =; {'_ м* + .rt|у' lo2.|7)

П. Знaйти п.ltош1у елiltса ,t = 0 сos /, , = b sin r.
P o з в.я з a н ll я. Cкоpистaвrultсь (l2.17)' зI]axодllмo

.- 12; . . 1 . .

'- iJ {оDсos2l - аbsinlt\dt: лub.

iнoдi кривoлiнiЙнlrй i}rтеrpaЛ tpyгoго poДy пo 3a]!tкненoh{y кo}'тvp\,
,lt)3H3Ч31oTЬ p i назlтваЮтЬ циpKуJTяцiсlо фyнкцiТ

F(.v, r) : P(х, у)7 + Q(t' у)j
пtl вiДпoвi,цнoМу кO}rT\'pv.

L2.з.4, HeзaлeжнiстЬ.кpиBoлil{iйнoro iнтeгpaлa
вIд лl}|Il |нтerрyва}ll{я

HезалеxнiстЬ тvт poз1.мiтимемo так' як v пpик.1адi, наведенoмy
в i].J.2. Умoвlt такoТ нсза-rс>кнoстi мiстяться в наст1,пнiй тсopсмi.

T. Якtцrl в lеstкitj llОttсl,iв,язttiti oб'lас'mi функtчii. P(.r, з) l o('r, "v)

Lсnе|)еpвIli I)а3o"ц зi c'вai.-ltu no.riОttttмtt 9# 
'# ' mo trсlсtt,lуntti lttsmttpLt

',-.tt 
tlвu eквiвaпе н m t t i:
|) кpuвoлiнitiнttti ittrnегpа-n вiО заОанu.r фуtкцiti не за',Lеь'-umь вia

'||lIil. iЦmегpувсll1нЯ' взяmo| в Оанiй oб.паcпti:
2) кpttвo.,tiнititltlti iнrnaГРLт nО Оoвi,.tьнtl.uу За.\|K|!еHo'u): KollmуP}' в

t)анi,Й oбilаcmi Оopiвttlo€ нуnц1;
З) в )анiti oбласmi вuKorLусmьcя у'l,loвQ

ao оP
--_.О.r_ Оу,

(12.18)

7<1
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4) iснув rnQксl фуttкцiя lr = и(х, у), Оля якoi' oupaз
P(.к, у;)dх + Q(.Y' у)dу с i,I, пoвtitlм duфеpеttцiа,loм, moбmo

dLt = P(х, у)dх + Q(х,l)dу.
,Цoведення pеалiзyсмo 3a сxеI\ro}o l) + 2) * 3) * 4) + 1).
I .ЦовеДемо, щo l) + 2). Hеxaй в o6ластi D, o6меxeнiй контypом

l. викoн1rються vМoBи тсopеМtI й 1.мовa 1. Фiксусмo нa L точки .4

i ^B. Згiднo з yМoвoю r'Xв v tt = L}

*,,.,' 
у)t1;к + QG, i,lу =,Ь,.,, y)с/х + Q$, у),lу,

l,,_.Г..'=0, {.,.+/=0, f ...-0.
\,, l^v-lv^
'.1B -.1B '1B ts'{ .1ii v B,А

oтxtс, 
{ '(*' 

1')r1.r + Q(.r, -r')d.y = 0.

.П'oведсt'tо' шо 2) + 3). Застосysi{O теopем!' Гpiна lо лiвоТ чaстини
oстанньoi piвнoстi' Масtvto

6 = J е(.v,.у)r.i..; * Q(х,у)сtу= lJ (*Ф-{u,)u,ul'

L{еri iнтеrpал ,Цсrpiвнtос }l},.'IЮ тi.тькtt За y]!{oви

,Р_Ч=tэ,
t)'\ (Jу

звiдки дiстаемо (12.lE).
.{oведст'ro, Iцo 3) + 4). Hехaй, кpiм iншtrx 'r'N{oв теopеми'

вl1кoнvс'ться рiвнiсть ( l 2.l8) .

Як вiдollсl, повниli :rифepeнцiaл фyнкцii и(х, y) tиас Bиг.пяд

, Оu, 1tt(IlI = тi dх + тi dу'

Зiстaвивrшlr цей виpаз з Bиpa3oм

P(х, у)r1х + Q(х' у)c1у,

дiстаемo. lllo v випадкv гтQBногo дифеpенцiаЛa oдЕ{oЧасьIo BIlкo}lYютЬся
piвнoстi

оtt Оtt

П:/,('Y. l)' *=Q(х.l)'
Toдi ),rrtовa piвнoстi мitланиx похi.цних дpyгoгo пopяДку

d'zu 
- !:t:

|J.\dу d).d.r

набиpас Brlгляд\i (12.l8).
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Дoве,цемo, щo 4) + l). Якщo
clu = P(х, у)tIх + Q(х, у),lу, \,

а ,,t i .B - пoЧaткoвa й кiнцевa тoЧки нa дiнiТ .L, тoбто L = АB, тo
b

J pв, у,)(tх + QQ, у)tLу = t сlu = u| = u(B) - u(А).vvв
'АB АB

Звiцси зpoзумiлo, щo oстатoЧний виpаз не з:ulеxить вiд фopми:iнii L, а тiльки вiд тоuoк А i B нa нiй. l

12.4. пoвЕPxHЕBl |нтвгрдлtи

Якщo в загальнiй схемi пo6v.Цoви iнтегpaлa (|2.2.3) як o6лaсть
ItЗятI-r Деякy пoBеpхнto' a яK мipу oбластi _ плorцl, цiсi пoвеpxнi'
тo ,цiстанeмо пo}lяття oднorю 3 повеpxнeвих iнтсгpа'riв. TouнiIпе,
пoбyloва тaKиx iнтеrpалiв нaгадуr ситyaцiю з кpивoлiнiйними
iнтеrpaламlr.

.П'о повеpхневoго iнтеrpалa пepшoго poду Мo)<l]а пpиiiтtl' poзгля-
.]аюЧи мaсy пoвеpхнi. Hехай пoвеpxня o задаt{а piвнянням
: = z(.Y, ),), гyстиIra ii матеpiaлy Р = p(Р)' Дe p _ IrепсpеpBнa фyнкцiя
на o. PoзбиBЦrII пoвеpхню o на n Чaсти}I. знaйдемo t'lасv l-i Частини

ЬИ,: f\P|)Ьo,.

Тoлi

-: I ! /tt,),to= lim 2 [tp,)ьo,, (l2.l9)'' o*)-$-o'='
Д.o пoвеpxнeвoгo iнтеrpaлa дpyгого poду lvloxнa пpийти, poзгЛя-

,]аtoчи задаЧy пpo пoтiк piдини чеpез пoвеpхню. Hеxaй Черeз
пoвеpхHЮ (pис. l2.l1) o пpoтiкаe piдина зi rшвидкiстю

T(", у, z) = P(.v, у, z)i + Q(х, у' z)J + tR(.r, у' z)E.

Tодi кi,тькiсть piднни' яка пpотiкаe зa oДиrrицю часу ЧеpеЗ Частин}'
пOвL-pхнi Ao,, стaнoвить

AП' = T(t,i1n,Ьol

:с { = (соs сf * (сos p)/ + (сos DE _ oдинttuниrl нopма,rьний веKтop
-]o пJ'IorIIaдкп Ьo, .П'aлi' як i в iнrцrrx аналoгiчниx випадкaх' мaeМo

п=J J Tg1iаo= lim IFtri1n,ьo,. (|2.2o)
d 11 +ф

diаmЧ-0. 
,
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Iнтеfpа,rи в (12.19) i (|2.2u _ це пoвеpxневi iнтelpали перIuoгo
i ,upyгoго poДy вiдпoвiднo' oскiльки (сos 7)r/o = dхdу, (сos а)do :
_ rlусlz, (сosp)do = сl.tсIz, тo iнтеt'pал (|2.2Ф Мo)кнa пoДати в
pозгoplryтoМу вигля,ri

! I F(p)iаo = I 
'I 

P(х, у, z)с1усlz + Q(..')сtхс]z + R(.,,)tt.rdу.

.(ля oбuислення iнтеlpала пеpIIIoгЮ poдy дифepенцiал повеpxнi
: __ z(х, y) слiл пoдати v виглядi

Jo:{t+,1+1,I*,Jу.
Tсlдi

I l fв, у, z)tlo = f"[ fl', !' z(х, у11{t + ,',; ц ахау,

v лiвiй частинi _ пoвеpxlrевий iнтеlpaл' а в пpавiй _ пoДвiйний.
Tут i далi Ol,, oу:'oY. - пpoекцiТ пoвеpxнi o нa вiдпoвiднi кoop.Цинатнi

IIлoIIIи}lи.
iснvвaння такoгю iнтеrpaла забeзпеuуe нспеpсpвнiсть фyнкцiй

fl.r, y, z), z(х, у), z,'(х, у), z,,(х, }) та скiнuеннiсть o.

Hехaй piвняння пoвсpхнi с .Е(х, у' z) = 0, пpиvoмy йorо мoxна
poзв'язати вiднoснo Х, )', Z, тoбтo x = .r(y, z), у = 1,(.u, z), z = z(.v, )).
Toдi

I { pQ, у, z)tlуdz + Q(...)rtхdz + R(...)d.uttу = ! ! r@Q, z), !, z)dуrlz +

lf,щ

+ I I Qв' ].(.\:, z), z)tL.udz + l l
oхz o*.,

(у лiвiй частинi пoBеpХневий iнтеfpaл, а

o,t,:

R(.r, )', z(.r' у))d.utl1'

в пpaвiй _ пoдвiйнi).

12.5. ЕItЕtl,ЕHти тЕoPiT пoля

12.5.L. Фцiльнe cepeдoвищe iпoлe.
Гeoмeтpиннi oбpaзи пoля

B oснoвi теopii. пoля та ii МатеМатиЧ}IoIЮ апаpата Дифе-
pенцiальнoго та iнтегpалЬl{oгo ЧислеIlIlя - лех{итЬ tиoДеЛь сyцLlьнoгo
сеpеДoвищa, пiд яким poзyмitоть матеpiальнy сyбстанцilо' яKa мa€;
влaстивiсть пoДiльнoстi,цo нескiнченнoстi (безстpyктуpнiсть) i непе-
pеpвнiсть yсiх свoТx хаpаKтеpистиK y Деякiй o6лaстi. Xapактеpистики
пoЛя Мo)кI{а poзглядат}r з тoЧки зopy Лаlpан:ка i Ейлеpa. Пpи пеpшiй
3 ниx y суuiльнoмy сеpе.]oвltЩi видiляЮть <(частиццц'>, ЯКi чиМoсЬ.
напprtкЛaд хiмiчним ск.за]lo}t,l. вiдpiзняються вiД pеluтlr i poзгляДасться
pJ/х циx <(ЧастиHoк>. Якпto все сеpедoвище o,цнакoве' тo видiлення
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r!;Ji"iffi--w-

. Ч;lстиt{ок>> в rrьoMy неДoцiлЬI{e oсKиьки виМaга€ дo,цaткoBиx зyсI{ль'
:.)]i зaсТoсoвують Дрyгий пiдxiд (ей,теpiв), згiднo 3 яKим xapaкTери-
. гltкlr сеpеtoBищa BиBчаютъ у фiксoваниx тoЧкax пpoстopy. Пpи цьом'v
..Лlrс pyхy сеpедoBицIа не такий пoвний (зникaе iн'цивiдyа.'Iьнiсть
. 
'tAстинoк>>) ' aле пpoстiruий (нa оснoвi дoбpе poзpoблeнom BеKToplroro

. 1нaЛiзy) .

ПiО noлeм poз7.мiсм<l oблаcmь npoсmop'., в кoxнiЙ moнцi якoi
;цОсttto уLIQ.|еннfl nевнoi. .Y(I|,аKmеpuсmuкu суцiльнoеo cepеОoвuщa If|
\аpaктеpистиKи Mo)t<yTь бути скаляpниМи (тс'rrrпеpатуpa, тиск' гус.л}l-
itа) ' вектopними (ruвидкiсть, пpискopеI{t{я) i тензopними (дефoРмацiя,
llAпрYЖeння). У вiдповiДностi з ци]r{ t noля мo:rсуmь буmu cкаляprLuмtt
iПoJс темпеpaтуp) ' вeKmoрнu.||tи (пoле IIIBиДкостей) ' meнЗopнul|u
,По.:lе нal1pyг).

Як вiДoмo, .IIля BизItaЧеIttlя сKaляpI{oIо пoля tOсить зaДати oднy
.!r'нкцirо u = u('х, у, z)' l.ля вектopнolю _ oднy BеKтopнy

F(*, ]', z) = P(х, у, z)i * a(..")7 + fi(...)Е Q2,21)
.iбо тpи скаляpнi P(х, у, Z)' Q(.')' R(:..). ,Цля визнaчення теIlзop}toгo
:]o''Iя в тpивимipнoм1' пpoстopi

{o} =
l"tt otz o'u 

I

|"э' 
Czz o,,I

|o,' oзz o,.I

нсoбхiдно 3а,цaти,цев'ять сKaляpних фyнкцiii.
Геoметpиuнi o6paзи пoля даюТь з}{oгy наоЧнсr yя8l4Tи його

стpyктypy' xapaктеpнi oсобливoстi тa iн. Геoметpиuними oбpазaмtl
JкаЛяpнom пoля e пoвеpxнi (в R3) a6о лiнiТ (в R2) piвня, piвняrtня
якrrх и(.x, !, z) = C, a6o и(х, y) = g.

lJ.ля вектopl{oгo шoля геоI\,lетplrЧнимlr о6pазаN'и €' Bектоpнi лiнiТ, в
кt.uкнiй точцi якиx ДoтиЧнa збiгаеться з l{агIpямolv{ BеKтopa (силoвi
.liнii. .тiнii. тoкa та iн.).

Пrlля, eеo.lцеmpuчtti oбpазu я'iL.х не зltiiltонэruься 3 nлllнОn,|. ttQС:-.

IlQ)LlваlombcЯ сmацioна'pнuмtt (piвняння i.т не. мi,cmяmь чаcrlв6i-;.ttiltttо| в явI|oJ|,|у вцеляОi).

5o.4iнеаp19стi - вектopа пoля (12.2I} i веKтopа леpемituення
,11 = (сlх)i + (d'')j + (ttz)T виплиBaIотЬ 1uфеpеltti'iаltьtt7 piвttянн'r aек'
InоllнL|х ltiнiЙ:

tlх_dу_dz
PAR

- 
f\, iJнaill'и вeктopнi лiнii плaстинкlt, якa o6еpтaсться зi стa,цoю кY't.6вoю tll!]идкlс.]к)

l) o з в^яз a н ll я. Лiнiйнarпвl,tдкiсть' як вiдоt.tо' с tseкToрttиI\{лoбуткcrlii.
кr ltlllсli rшвlrдкoсr.i 6 i радiуса-вeктopа 7 дaнoТ тoчки

lj 7 rlF=-х7= |0 0 '|=_ш1i--х1=.|х y 0 
|
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ПЦ

Звiдси рp6gкцii вектopа
Bll Г.llяд

а0o

rпвrrдкoстi P=_|Dу' Q:.х' л=0 i piвняння лiнiй мaе

dх dу
- aу oх'

хdх+уdу=0.
Iнтeгpуroни, знaxoдиМo

х2+у2:n2 (n2=C)

|2.5.2. 3мiна xаpактepистик пoля

Рoзглянемо спoЧaткy зМi}ry сKaляp}toro IIоЛя (вiзьt'lемo tвoBимipний
BипaДoK) u = u(х, y). Змiнa пoля хаpактеpизy€'ться пpиpoстoм

ЬLt = du : # u" * * o,= ЕгilI u . ll =Yu . цсtl,

Де oпеpатop <набла> Мас BигЛя.ц

v:т9 +79 + Е+.dх -dу dz

a i, _ оДиничний дoтичний Bектop змirцення. oт>ке,

dtt
fi = ц. grтd u.

Taким Чllнoм' oцiнroroчи змiнy скаляpнoгo пoля' пpиxotять Дo
веKтopa (rpапiента) ' ЯкиЙ оцiнtое ruвидкiсть цьom змiщення.

Poзглянемo тепеp змiну вектopl{oгo пoЛя' якa хаpактеpизУeтЬся
пpиpoстoМ

ЬT =v_F = { а., * * а,: 1й * \ цdl.dх dу

Звiдси

(V*|1=

V*F:
ldP
|а,
lаР
|ф

теIrЗop дефopмaцii вектopнoПf, пoля.
Tаким ЧинoМ' oцiнюючи змiнy вектopнoгo пoЛя' tlpиxоДять Дo

Пollяття meH3opа.
Tензop, як i скаляp тa BеКтop' r o6'ективн0ю xаpaктсpистикolo

talloго пoля' Пpоте, якщo змiнroвaти систеМу кoopдинaт' тo пpи
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цюМV зt!,tit{ЮBатиМyтЬся Й yсi Йoг0 кol!{пoненти (+, +' g' P)'td,'d.r'Оу'd.",l '
а.'Iе oскiльки сaм тен3oр зaJIиIIIа€'ться без з.мiни, тo мi:к йoпl
кoМпoнеЕlтами iснvroть стiйкi зв'язKи (iнваpiанmu), якi ДаютЬ змory
теl{зopy 3аЛI{IIIатися сами}.{ сoбorо.

Aналогi.tний випадок спoстеpiгаrтЬся пpи вивченнi лiнiй дpугoгo
пopядкy' кoли 3мiна систсми кoopдинaт зт'tiнtос piвняння кpивoi, а''lе
не iТ фopму' 3ав,цяки наявнoстi iнваpiaнтiв. Як пoказyе аналiз, тензop
:ефopмaцiТ спpaвдi МаC два iнваpiaнти: вектopний, який називarоть
DottaDoм*)

ioTF=VxF=

пpи -rR : 0
i скaляpний, якиЙ нaзиваIoтЬ Оuвеprенцiсlo**)

dir,F:VF=9*Р*s.dх Оу Оz.
o6lrДвa Boни 3B'язltнi з otrеpатopoМ Гaмiльтонa+**) i об),мoвленi

HCoднoзHilЧнiстю oпеpацiТ N{нoжснHя Jля Bектopiв.
oскiльки гoт F i div F мiстять yсi кoМпotlентll тсIrзopа

:сфopмацiТ' тo с всi пiдставlr Bва)кaти, Lцo 6ез ньoго Мo)кHа o6iйтися.
тoбтo змiнy веKтop}roго пoля Мo)<на oll}lсaти в pамкаx пpостiшrого
веKтop}roгo аналiзу.

12.5.3. Poтop вeктopнoro пoля

З'яс1zемo фiзинне тЛVмaЧеtrtlя pотopа сToсoвIIo вектopа rшвидкoстi
F. для Чoгo гIoBеpнеМoся дo пpиKлаДy 3 п. 12.5.1. 3а фоpмулoro
(12.26') Мa€'Мo

БТF =

I

0

0х
_@у

тобто poтop пoля лiнiйнlrх rшвидкoстей ДopiвнЮ€' rioдвoенiй кyтовiй
lшвидкoстi (звiДси' зoкpеМа' й пoхoдить теpмiн). Якщо мaеМo pуx
сеpеДoвиIца! яке дoпyскас Дефopмацiтo, тo a i rot- F змiнrоroтЬся lrpи
леpеxо:i вi: oднiсТ тorlKи :o lpугоi.

17 1т
lа a 6
l;- -- -^

Idх dу dz
IP o Лt-

= (# -i:)'

i rlo с||_l
Оу 0,I
(Dх 0l

= 2Ta = 26,

*] Biд аu,,. rolary - п()Boрoтll1lr"'' o6ертa.пьнlrl:r.
**/ Bir аltн. divеrgеtlсе - роз6iх<rriсть.*++/ B. Г a м i л Ь т rl l' (l805-1856) _ аtlг,riliськllri vaТеItат}|к
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Bстaнoвимo 3в'язoк мix poтopом i циpкуляцiсю всктopа цJвидкoстi,
",].]я r{oгo застoсyeмo фopцyлy Гpiнa (12.1б). У лiвiй ij частинi lt,tас'мo
uиpкуляцiю Г вектopа F = Fi + fi пo заМкнеI{oМv кoнтypv l:

г = .Г F1-t, 1)Z = f '(*,9dх 
+ Q(.t, у),1у'

Пiд знаком iнтеrpалa МасN{o скaляpнпЙ лo6утoк poтopa*векTopa
F на вектop елементаpноi ,цiлянки lS = T'rLхd1.

oтxе' фоpмyлa Гpiна y вектopнiй фоpмi М3€ BиГl-IЯД

/ J *т FdS = Ф Tvl (12.22)

Pозi6'смo oбласть D на е,rементаpнi нас-
тиl{ки i poзглянемo обеpтання piдини всеpe-
Дllнi кохноi з нtlx (рис. |2.12). flомiчасмo,
rЦo }Ia лiнiяx пoдiлy частиtl D ruвидкoстi,
oднаковi Зa Мoдyле}{' МаIоть пpотrrлехнi

L напpяN{и' oтже' Bони B3aсм}lo кoN{пeнсylотЬся'
i тiльки нa мех<i о6ластi (нa кpивiй l) вoни
збсpiгаються' поpo.ц)кyЮЧи ц}{pкy.,lяцiю Г.

Такltм ЧиHoN{' фоpмула Гpiна BI,tра)кaе
зсtкtsн збepе'|:е|t||Я oбеpmсь.tьlto?o рух'''

'3астосовyroult дO "'liвoТ ЧасTи}Iи фоpмули (|2.22) теopеilty пpo
сеpс'цНr ЗнaЧlнtIяJ ]v1асh{o

J J т"Т F(P) as = iоj F(P') sЕ.

Пеpеli.uемo до грaнrrЦi пpи S * dS * 0, P- * P, Г - tll. 10' заBдяки
чОМу

-JГгo[f=rn.

Ту'т пtасl'lt.l noхiОну,' no nлoщi, У певнoму' poзyмiннi oбеpнeнoю
опсрaЦiсrо дo такоi похiднoi e пo.цвiйнlrй iнтеrpал пo змiннiй oбластi
l) (двoвlтltiрнrrй aналог }lеBиЗнarlенoгtr iнтеfpа;rа).

Bластlrвост.i po,гopа пoЛя вItп-ЦиBаlотЬ 3 в-'IастllBoстeй вектopнoго
;с.б1''r.ку i пoхiДноi.

i. гoТ (&1п + k,4)= i " (ft't + k,Ц) =,t'V x ц + tс,v хЦ=
= t гoг{ + k,iot 1 (i(l. t2 € R).

2. гot (u_16") = V x (rlfl : V х (и1 =ffi цF + u|ЫT
(r; : tl(.v, 1'), стpiлкorо пoкaзalro Мнox(ник' Дo яKoгo зaстoсoвyeться
tlпеpатop) '
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3" гБт (4
.f!.-

+flotv.lLz.
Запиruемо

x Ц) = v Х (п xT,) = ({c.aa){ _ (4вrаd) 4 +

виpaз для .оt F y тprlвимipкоNty пpостopi. ilfaемо

i6ТF=
lt
dа-:_ :*dv oz

arR

L2.5.4. ДивepreнЦiя вeктop**оrG fl oлfl

З'ясvrмo фiзиuне т,.lyN,tаЧсI{I{я дllвеpгсншii гto''Iя ц1вllдкостей рiдини"
Pозглянетvrо фоpмyлу.' яка в,{paх(аe потiк piavтни Чеpсз поBерxнк} {;
(f,tIв" л. L2.4). 3астoсoв1zтоvrr теopем:'' гipO серrдн'с з}lа1lе}ll|я

'пpиIrусTиМo, Щo вo}lа викoHусться) i ввaхaючи. uto

oo = A.vA1, o.u. = ЬуДz, с*.. = AхAz-

:iстaсмо

i
a-:-

d.Y

P

/ ал do\- { оt< al).l- | a{' аР\ '= I--:---=ll- | ^ --lr+ I-* 
-iA.\ d-' a, )" l d* О, )' t. 0.т аl',J 

.-.

, оt? йт.'1";'=vl.
i.i Z

Звi:си

П = Р(^Il)'A.уAz + Q(!t{,}Ь.tЬz +.,?(,И.)A,v'l.t'.

i ttР|,\4 ,\ dО(It . } j'ii{.\y', 
) i

ЬО = сlО = j.-'-l + _:___-. 1 - ^ . I J.тA''.l:.I ,J"Y d)' :r-- 
I

Пpоте Д"vz\,rAz : ДИ Пеpеходяuli
\,{ . + tЙ ' M l -- l'!, l\'f , '+ 74, зI{аХo,цIlL4o

divT= !!.=ц *а9
|! v dх 'i''

Дir гpаriпцi t!p}t .\l., * C'

rl2;.:

У цiй форьяr,.',тi l\{;tСilio пo.ti,|1lLу liо о€ с"+t ''- i)ii;рrrсil.ll;l i.!т.1i:;i.tl];i,i]]
1.\.т (. r!t}грiйtrlttji iн.r.:гi-l;t.т.

Згtдн"t з (i2.23) ДtrF,ilrfgрцj li ПL.}л'{ l]Je!1]iкt..i]тl']ii рi'l!!}-ll,J I.- {jd.Сl!l,l.'.ll
г\'L].r,t}t{]Ю пОтt'>кitостi ..l,''(,i..t'..: рilliiн!1 ii :'l}iil'li ,i;iiiL]; тt]Ч!ij1. 9i..i;i.l .

fл\сpе]lLr. l.с .'riнii tlL!,Тt]i:}' рiэзiiiгаt.эrr...l ii;.l i.,n0lLi t; \''r]i 5Зi:il, .;...
т:pьrirr ((диBеI]гсitцiя>,.йкьiс в д;нi;r i.J,:l:. r. i:тii rl.!.1.l i';tjl.1.i'j ':;,,.]
пo1.t]Kv ..i6i!.;ih}1'}'сJ:. nt.iLlv10 ilонвсptеri;-t'iю"] flц:itl''. :.:i Ё 1..:. :1

'jlr 
.F 

= iJ. тtl п н:ili t.tr..it liij i!1а.. rr, J)}:.'ij.-',1:.. Ёli .1..t t!

Bлa.,гi,tвОс-rl jиBсрl.Сilцit Rtiп-'iiIгJа1ст}i ; it;ii]ii:Т}:;a;}|.Г*;{ i-i.J.];'i]:..':.'
'1..iб1'ткv г;t rtох i-tноl..

i. tiil 1',' Г -: ;..Г. . f,.,. - 
' i.F,..'.." ,.- - , '.,. ..

:-L cш.Т.' .i ;;. jiт Т. V,{t, .t. с R
*i 1311 1ri,t,t. 1'1:п.,.01"f.1'!1{-( -- .iirirr:i.i.-rr,.



ill*'

(12.24)

3. dir,(4 x F,) = V (4 х
=4.otq_4'.бтF;.

2. div (uT) : v @n: V(,,._о * n rЬ = Е;аa uF + tldiv F..

4):v(4Х4)+v14,\)=

12.5.5. Фopмyла oстpoгpадськoгo-Гayсcа

Поьlнolкитrlо спorlаткy o6идвi частинlt piвнoстi {|2.23\ нa сlV' a
лотilt вl.rpaт, який oтр11мали с/П = divT сIУ зitlтеrpyсмo пo всьoму
oб'смy. .Ц,iстанeмo

п:.ГfldivTаv'
t'

Це кiлькiсть piдинrr, щo 3'явилася всеpедI,(нi У зa oдиЕl[lцю uасy. Hа
oснoвi ЗaКoнy збеpе>кення кiлькoстi piдини вoнa пORlltlна дopiвнioвaтrt
lТ вlrтoкy tlеpез пoBсpxнro o' якa oбьlеxус цей oб'Cм, тобто

tr= ! I Tdo.

З ;Iвоx останнiх фоpмy,r мас'}{o фopмулy OстргpаДськогo-Гаyсса
всктоpнiй фplti

f t { а'uFt|V= I I ттa'

5IКa BсTаt{oBлtос Зв'язок мi>к iнтсrpaлirN{lr по 06'сму i по пoвеpхнi.
М.B.oстpoгpa.цсьKиI"r вивiв цю фopмyлy чистo МатеI\4атиЧ}Io. вивЧаю1{I{
зв,яЗoк мiх< iнтеfpil'IiМИ piзнrrх типiв. К.Га1.сс дiстав uю фopмулу
пp}! в[lBЧеннi t',laгнiтнtlх пoлiв як закoIr збсpе;кення lrагнiтних сиЛoвplх
лiнiй. lr{и f,iсталlt iJ як зaкон збеpе>кення poзхoд}, pi.rинlr.

У кооpДинатнiii (скaляpнiЁr) фoplri oстаЕir{я фоpr"lyла набиpас
RиГ;.lЯ,{}
| ? f |;,Р aО :,,\
I Г Г I=.:+?+?\,t.r,l1',t,': l J l,1х.1'':1tl1.tlz +Q(.Y. 1.,z)d'rtlz+.] " l,'.т L]у tl:J

* R(.v, у, z)dхсlу. (r2.25)

ЗAЗнаuиlto, Iцo саМе (|2.32) с фоpмулorо oстpoгpа]lськoгo-Га1'ссa,
оскiЛЬKи пoняTтя всктoDа ввiв Хевiсайд*) значнo пiзнiIше.

L2'5.6. Фopмyла Cтoкса

Фоprutу".тa Стoкса+*) r yзaгаЛьнCнняМ фоpмy,rrl Гpiна }{а Rз.
Зliпr'rrшеьrо_вiДомrtir pL'l]\.JЬтат ;i''lя rlастIlнкtl повеpxнi Ao з нopмаЛЬIl}I}f
3сli ГL.)p()}l {:

o.!'с:s
il.Сго

iс а ii l (1850-l925) 
- англiйсЬк1l}.l е"!еK].ротехttiк, rt1tt'мilТl'K

к с (lti19-l903) _ аttг,'liйсt'к.tй t.i]lDoусхаltiк i \lаТс\'{aТик'



Tут r'rасмo пoхi.]H]/ пo пoвеpхнi o. oбеpненolо oпеpацiсю с oпеpaцiя
пoвеpх}rеBoгo iнтеrpvвaння (зi 3мiннoю пoвеpxIIеIo). Пoмнo>кивцrи
,|2.26) Ha ido i зiнтеlpyвaвIllи пo o' ДiстаFIеМo

г=![vdFdo.

Пpоте

р:ф trЙ,

Bилyuarouи Г, ма€мo фopм1zлу Cтoкса

I JтeFt]o:ф тd\
,тL

llбo B сKаляpнiй (кооpдlIнaтнiй) фopмi

f г (ов' do\ (оp а,R\ |Оo| | 
-| 

d\'d: * |^ _ ^ |dхdz+ |-' n' \ аy 0z ) 
','"- 

\0z о* ) 
*.-"- 

\ d*

:ф еd.r+Qdу*Rсlz.

Звiдсlт випливаIoтЬ УМoBи незалe>кнoст.i вiд лiнii iнтеfp-vвання
кprtволiнiйнoгo iнтсrpалi] в Tpивимipнoмy випаДку:

D Ф Pdх + Qtt1'+ RtIz:0|

t\ dR aQ 0l, _ аR i]Q _ i)P 
.'t -:- =*;-. - -d;' Оz ' il: u'r 0-v d1. 
.

3) З и : И(х, у' z)'. Pclх + Qd'' * Rr]z : tlui
4) T:gridu.

L2.5.7 ' 3астoсyвaння oпeратopа Гaмiльтoна

oпеpатop Гамi-rl,тoн;t V в теоpii по.rя вi:iгpас знaЧн\,pо.rь' За
itoгo Дoпoпroгolo виpilжilсться змiна як Cка;:lяpнoгo (gгаТ rr : Vrr), так

i вектоpнoго (V * D пo..Iя. а тaКo)K iнваpiанти oстаHHЬoгo. якi

виBЧають зпriну RектopнoГo пoля Ii дoтиЧнo}{v 1гоT F = v х D i

ilopМа'lЬHoJиУ (divF = VF; напpяг,lах.
Зaстoсvвання oпCpатopa Гамiльтoна в 1'сiх BltпадкаХ ,цаr змoгy

сtlpoстtlтIl BlIКЛaД}i}l! oсoбливo пpи багaтокpатноlty застосYваннi
опср;tuiй. rpалiснтlr. poтоpа. .rивеpгснuiТ.

аP\
- ^ | uхrlv=dу1

(12.27)

(12.26)



П. l' Зtrali,r.и div roТF.
Р Озв.язa н н я. BrrкористoвуючиoпеpaтopГaмiльтoнa, мaeмo

V.VхF:0
'Iк сKа.'lярн}tй loб!.гoK-пеPпеll.]иК}'..lяpниx вeктopiв, двA 3 яких кoлiнеapнi.

I|. Z. ЗнaЙrи ro1 srad и.
P o3B.язa i н я. КopисryюнисьoпepaтopoмГaмiльтонa, мaсмo

(VхV;и=0
лк всктopний jс'б\'1oк ;1вох ко.'iiнеa1rних вектopiв.

lI. 3. Знairти dlv grЕil и'
Ij Oзв.яза н н я. KорlrстyюuисьoпеpaтoрoмГамLrьтoнa, масмo

div[Гйrr : (v . V; и = V 2u = Ьu,
.({ A - cпеpa]op Лarтлaсa.),

'а2a2a2
. . 

6.t? о\.2 dz2 
.

12.5.8. oкрeмi виnадки вeктopl{их пoлiв

Сa.,iенoi&tе ( ffip1,бчi1grnE,) nоле xapaктеpизу€'TЬся в yсix тoЧкax
\'\lL]вою

divF=0, ( 12.28)

'l 
ji:а хapактepи3уr Bi,цс)'тнiсTЬ B}lToкiB Чи сТoкiB. ,Ц,;'Iя T0Кoгo Пo.ЦЯ

l"f аСllf Lr

!-I тido=0.

Пoвеpхrrю o пoдaМo у вIlгЛядl O=coUo'Uo,. Tоli tl тitlo'+
o1,

+ ! I FЙ t]сl: I I Fi do = 0. oстаннiй iнтefpа'rт дopiвню€' нyлЮ'
'-2 uo

ОсКiЛЬкtl ouF .:-'i.
oтже,

- I I Tido= [ I Tirlo.
o', o2

},Згoд;кr'rочlt I{апpяlt' л з напpямoj!{ p\,хY piдини, зтntiнюю.lи йогo
на пpотиЛе)KI{ий' i!1ас}1()

!JFirto:fJFirto
,'l "1

(i]сpшlr1"r iнтегрa.:l (lсре,'ti..l по iнrшiЙ стopoнi rioBсpхнi ol) ' т06To B

сo,jенОlдt{о}I\ floлi з6сpiгасться вIlтpaTа piдини B тpу6цi пoтoKy.
Aнa.lrогiчне пoлC xi:lpактсpnе й д-IIя сoле}loiдa (в електpицi)'

Пry

.) 
tr.С. .iI a п ..l lt с (l7.19-1&z1) * фрltlttlr,зькиiYt }lаlсМаг}'к



Piвняння (12.28) нaЗиBa€'ться в гiдpoмеханiцi piвнянrrяМ }rеpoз-
pивнoстi HестисЛиBoТ Piдини.

IlomeнцiальНе noJLе хаpактеpизyeться тиМ' Iцo в yсiх йoго тoчках
бТT: 0.

Звiдси
т:grтdu=tu.

ПoтенцiальI{е пo"Tе' B якoму нeма€ завихpеI{ь' якi надають piлинi
о6еpтaльнoгo PУхУ, BиЗtlаЧа€'тЬся тиM' lцo ,цЛя iioгo задання тpе6a He
тpи функцii P(.r, у', z), Q(.u,у' z), R(.r,у, z), ЯK у загaльнoМу виtlадкy'
з тiльки 

:o"u 
, : ,..'. . 

,.]. 
".^'"Т; 

.Lt],_"..,, О:Y. R:a.d.Y dу . d.

Гаp'ltoнiuне noJxе хapaКтеpизyrться виKoI{aнняМ у всiх riorю тoчкаx
fвoх YМов - за6езпеЧе}{I{яI\,{ IrеpoзpиBнoстi divF=0 i вiдсyтнiстrо
ЗаBихpенЬ p:sid,tt, то6тo div!.iТсIи:0 Чи Aи:0 (piвняння
Лaплaсa). Гapмoнiuне IToЛе зaдoвoЛьняe piвняння Лапласа, яке oписye
с.ilектpиЧне, магнiт}tе' сла6ке rpавiтaцiйне пoЛя (6ез ефектiв загальнoi
теоpii вiднoснoстi) i пoле rшвиДкoстей безвихpового pyХ)i нестtrсливoi
piдини. Tа oбставltllа' lIIo piзнi фiзиvнi пpoцеси oписyЮтЬся oДт{иМ
i тим саМиМ piвнянням, свiдчить пpo глибoку Тх сднiсть i пpo
ltoxлlrвiсть NIoДеЛIoванHя o.цн}rx пpoцесiв за foпoNtoгorо iнruиx.



P03Д|Л lз
PяДи

Poзглянеr'ro суму
S:l-1+1-1+1-"..

Bвaxатимeмo, щo ДлЯ таKoi несKilrЧе}rнoi сyми викoнy€'тЬся
асoцiaтивний зaкoн дoДaвal{ня. Tодi сУму S poзyмiтиМемo як

S : (1 - l) + (l - 1) *... +S =0,
або

S= I + (- I + l) + (- I + 1) .|...+S= l.
Пpипvстrtпro' цlo 3 нескiн.tеннoi сvми Мo)кна ви}lссти сгIiЛьний

N{Еlo'(I{ик '
То:i

Ir
5'= 1 - (l - I + I - I +...)+S: 1 *S+S=;.

oт>ке. :].'Iя oДнoгo i тогo саN'oгo виpaзy дiстaли тpи piзнi 3HаЧенtlя.
Пpoте onеpаuiя дoдаRaння oДнoзнаЧI{a' Звiдси BИП;'IИBЕIC, щo E'Ля
нескiн.rенниx с-YМ i асoцiативний закон, i властивiсть одt{opiДЕloстi
абo не спpaBt)Kyються. а6о викotlvloTЬся з тIеB}II{мlr o6мех<енняМи.
Зг;i.r;'tсчо. шlо в..lастивостi а.]rtтивностi д.тя гpанrrцi, пoхiJнoi. iнтсгpа.та
мrr dlоpмv'пЮBа;TИ ЛtllUt) JЛя скiн.rснtloгo uисла фyнкцiii.

Tакlgрt rIиIloм' властивoстi скiнцецниx сyм Мoхуть iстoтнo
вi:piзнятись вiд властtlвoстсt"t нескiн.iенни.х сyIvI. Часткoво з oгЛядy
tiit ]!е \''I.I перехoдI-{Мo дo в]{BчеьlIlfl тaкт,Iх с}'.NI.

13.1. ЧислoBi PядИ-)

13.1.1" oзнaчeння pядy та йoгo з6iжнoстi

I{схarr }1;iLп,lс} пос'тiдtlвнiсть {rr,,} ' д,.tя е-'1еЬ!снтiв якoТ Bi{КoH-\/eTЬCЯ

oпеpaцirr,]o']iilBа}trjЯ.

П-

) }.,, i3.l 1-_l3.i'J ;i.lс'lr'ся ii lrро всi itiIIli ря,llt, а I]е.ltlltltс ltptl vис.псlвi.



'-г"

О. Pя0oм, скltаОенll.м з еле.ttl'енmiв пac.ц,idсlвttocmi {anl , нa3u(1а'сmьс'L
сuмвОл

.11 + ц2+... + Qn*...= Ё ,,, (l3.1)

stк Lt ii 1l o з1l цi ra m ь с rt е t 1i {ULь t7 u.ht ч ult o -L|.

У запису (tr3.l) а,, .на3иваIотЬ 3с1еаJLt'|1uм або л-м чJ,LеllО'ц.
Утвоpиlro тaк звliнi часmKОвi с;:ии (l3.l)

Sr : tl1'

S,= а,* {t,,

Su: Q1 * Q,*...а,,

i pозг;lане*rо послiдовнiсть ix {S,'}"
О. Pя,О на'llrвa€mьсsl, збiэl:цLt.ц, ЯкщO iсtt1,g скittченна dР(l|ruц57

tioс,,ti1oвнaсmi Йozo |tа,сmKoв|l.Y су,]+1'

J'-ч ', ='.
О. PяО нц3L|вirСmьсst poзбi:кнul|' s.i<lilo ZpaltuцЯ nocлiОt;вttoсmi Йoеo

||QcrnuН||Ll}: су.пt абo неcкitt,tенна, а6o не iсн7'с.
О. Cууg1g pstОу ttазttвасtn|)сsl ZpанuцаL nac'.LiОaвнoсrni rttlzо чаcmцl|-

|!Ltх L,уt1, 5!'Kщo вО|tQ icttу-с, rnoбmo

S = lrm S,,.
l+ф

oт;ке, S r"to;ке бутll скiнuеI]ниt'{ ЧислoМ абo нескiнченнiстю.
ГI. l. Дoслiдlrти на з6i>кнiсТЬ ряд

1 
-l + *_-l .+ _ч *. r 

- 
03'2)

| , 2- тJ * ... +;u,1 ц." = 

''+,;..J'*т
Р O з B я 3.t ij }l 9. \,[а€)Мo

',, 
--,,+ * *э- т1;*,* щ*Т,

----r*--:!.t R
Д(/t 'l* I) ri rr -i- I '

lвit;tl l =,.l(lt + |') + IJI'
3lla.ii]эмo А, I] 3^ ;10По}1()l.0t() с,гaiiдарг1{их rtiркvвartь. \{асмo '4 = l ' /J = - l.

i )lхi.. oсTa-тoЧt|Li

(rr*i)ri il П+I
l]а,jгilсv;iiвtш;; :!еii l)гз1,.TЬla j ;Iij K0)кtlО!l] дo;lаtiкil, .tlс t:rllсrr{t

'' --,1-.-!*i*1",1 -l* "!---r--i 2 i. з j 4 .'. ;l ilii'
i )illi

I
,.ii ,i _: i ,



ЗBlДкI1
/ll,limS.=lim ll- 

-r=r.п+т .. ,i** \ n+ |)
oт>ке, ряд (l3.2) збiх<llrrй, S = 1.
П. 2. ,Ilослiдитl'l нa збiжrliсть гeoметpи'rrtltй ря;t, тoбто суму нескiнченltoi

геt:lметринnoТ пpогpeсii (o * 0)

а+(!(i+Q(]2+ '-.+od|-1+...:(l) с'_ 1 (l3'3)

Як вiдомсl,

L] 1 а,]+ Ll(,i2 +....- сlц1,-I =o._od,, s = 
u.- o.|'

| -q 'r I -iJ
Po3глянeirro тaкi випаjtкt,t
I виlaдoк. I{ехali |4I <1.Tодi

n - n,l'1
lim S,, = Iifi у-:-!-9-: *1l . ъ л+ i . ч

Оr'xle, ряд збi>кнlrй, S : 
-(Lt-q

il в и It a д o к. lJехair iql >l. Toдi

iim .S. = |in L :_Цd'_ = n,t-n " ,r-= r - tl

oтвlе. pяд poзбi*lнllii. S : х.
jll в ti tI a Д О к. Тlcхaй q: l..l'оцi

S,,=с+а+....!а:tltl.
lim S,. : lim 1па1 = t.

]1-'' n'Ф
()rx'е, рrl.1 poзбiжlliiir, .! =. х-'
iv B }'t Гl .i Д o к. I[схаii q = - l' То;ti

S,, :o t! + а _ а+ .'. + (_- l),,*1.?,

с * '.r. 'i\lЦo 
ll Hе!I.lpltl]:.' - ., 

0. яKll11l ll ПаТ]l:L..

(Jскi-.tьхlt а * 0, rо tti,с.'i.1rrrlнiсlt, {S,.| кr'.'lliваc:гьiя i грaliltt1t llе \l.lЕ.' Pя:i рlitзбiжlrrrrii
{.}l:;<е, ряд (l3.3) збi;кriirl:t пprt |4l < l i роз6i>хт;llii rtрrl ixI z i.

1з.1'2. 3алишок ряду. ЛiнiЙхi опepац[f

l,озг.пянеlто pяд

ii' l l.+ ... + Ц,, * Q,,* i * ... = $.

О, Зt:'-tttLut;t)-\t p'Iа!' п!L'-'I'L n-io LlJ1с|ri1 tttt.lttвакlrпt' 1lstd

,/t =.r,,- *Jr-.+....
ТOc.i!

C 
- t- ;, I'



Зltгriсть <<3it.1}irпoк Ря,ЦУ пiсля /?-гO ЧЛенa> каx\.ть iнoдi <<3aЛиIIIоK
pяJ).>.

"Г. |. Pяd i Йozo 3(ulLrul0t( сtбo oОttoчас,нo збiеаюmься, абo oОнoчаctto
рo:;бizакlmьсsL.

l У виpазi

S, = 4. + ... + аr* clu*t * .., * сt,

П()ЗljltЧиМo

С,ц = Qt + ,.. + а|, ou-k: ar*, * ,.. * Qn'

.I.одi

Su: С,. * О,,-k, Ja ,,,: сr'*,J:1 
",,_*.

ЗнilсlI виПЛ!ltiас тБсl]Д)l(еtj}lя тoopсN''l. E
Рoзглянсмo лiнiйrii опt-.pацiТ нilJ рядаl,tи.
1.. 2. Нс.rаЙ мас,'"''rrl

L1 I + а- * ..' = S(] j. (13.4)

. Д. * b, * .,. _' .S(2). (l3.5)

Т'сlОi
|1 якugrl r i3.4) .;ljr;сl.,I|jьс5L' rlitl V с. G R 7;:l0

L'i!, + са1 .t ... : Si'.
rпе:'к збizur-|nbL'Я i.

S']' = сS l'.

2 ) st,кLtчtl 1lлdtt ||З'4': t \13,5) ''tбLttiI)tttь.:'!. tnt; ;;я,0

{l; i. Д. ) * t.сtz.+. 1,.) + = ,!..4]

titt'х: :збicаr,tпt'.,st i
.S'=Sl+,\:.

.lcвCдСнt';. 'тL't]р(]\):i (- rrlllrlфiкllЦit:к-. lti]rloвi.]tli:х 1.L-oi]сl\,t Лptl
. pil :{'tцЮ пllt..t i,lttч ri..l'.'l...

'i.3.1'3 Нe*6нiдна oзна}iа збiжtloстi

!-"ir.г-i:tнl.rt.l ().r)];.lкli. :i.l l.l)пo}l._..lЬ.) 
'l}.l{) 

Ir1rl,*'lii. згтаi,..lяttти d-}ак '
.ii':+.to'.'ll цl: ').)j.t:,i II l\ 2',,1.11. [.i.,1l'.:r'l.)17.1 1;;,,.,^..'i ,,.;.:,,;,.,р;1i .l;l:, 1:!^it
].еl]p.М;i.

''. 
Я'':;, . ,.'.. '..:; : /. .t'j, j,]. ]iJ'-.-''||i1| ,,; , :)..] ,{ ]r' .,. ..;'1 1.i,

i)i) r :f"'25i., ft!(.)(!ititr ,ii:itti) 1;.i,.; iiJ.-i.' .;r;., Li;.ii.t., t. itlt)



S,:4. * а,*'.. * Q,: S,, _ , * 4,,,

Toбтo
с7,, : S, - Sп _ t,

звiдки

I'* "':,lч'" _]ч',-' : 0. I
doведена oз}iака е неoбхiднolо' але не €' toстатньоrо. Зазнaчимо'

що гapмoвiЧнI{I"r pя.ц, тo6тo pяО

s 1=r+1+1*...+1+.../rn)1 n

с pcзбi>кнtt.l,t (Цefl Ь,*' oo"*".1,o l,.",*е), хоvа

lim с =lim ]_:0.
n+ф ', ,,.* fl

.Ц,ля з6|кнoг0 pядy (13.2) мaемo
t

lim с- = lim --f. . :0.
,|+х '. u.* n\n+ |)

1з. 1.4.,[остaтнi ynлoви збi>кнoстi
знаl(oдoдат1ll{x рядiB

Flr,r>кче poЗгЛядат}rМеIvrо тiльки знакододaтrтi pя.i''t (13.1), тобто
pядt'1' B яК|4х dn > 0. Згiдно з теоprмoю 2' 13.1 .2, немас неoбxiДнoстi
OкpеNto pозг.lяДатlt BliпадКи 3накoвiд'€'мних pя:iв.

Нaгaдаelro o,ци}r pе3уЛьтат З теopii гpаI{иць: мUtomol!I!О zpocуrlаЮчa
ti oбмехetLсt 3веpху noс'liОoвtticmь .мaс Zp(lНLlL$|{).

Tепеp пеpехoдиМo Дo oзIrак збixнoстi рядiв.
oзнaкa ПOpiBнянtlя
"Г. l{ехсtЙ .цас.lto llяОtt

(1) (rr + a2 + ... + eu I ...,

(.2) br + b2 + ... + h, * ...,

|IpL|L|oJ\r)' а.., З b,,. TaОi iз збizснoсmi pяОу (b вunJ7llвilС збi;кнiсmь pяО1'
(1), а :з рoзбiхнoсrni pяdу \|) вunлuвас 1loзбiхсttiсmь pяО1' 0),

l {oведепяо пс.pil]е .гвеpджен!{я. Hеxаli

'S},r] 
.* 4i + сt. * ... * Q',; SI,', = 6, + b2+...+ 6,.

Зa vпtсвоrо теорс\,fll

,l'11 
tt', - ,t(2),

0,r.'ке.
Sir r<St:rSSl.r))

21,1

П.k,l



тoбтo пoсЛiдoвнiсть S|,l) обмеxенa 3Bеpхy ЧислoМ S(2) i с оЧевидIdo
JpoстaюЧoю (Bсi ЧЛсни pя.]\ .]o.цатнil. Toдi iсн1.с гpаниця пoсj.li.цoвнoстi
{S;.,}. тoбтo pяд ( l l - збiх<ниli. l oп5,стиМо пpoсте дoвсдення
f p:r'гoгю твеpjl)кCнtl я.

П. l. J\ос"riдитlt ttа збiжнiсl.ь pяд

S .in -т

,,?,-... л('l + l) .

Pозв я3atltlя. \lасМo

a =sin a < п =h i ^:-i '"]| ll{tl + l1 _ 
l11r1 + 1,1 "n' 

nz2|"ll 
,, 

,,1,''t\п + |1'

oстaннir,i ряд - ltе ряд (13.2), вiн збiжний зa oзHакoК) поpiвttяlrня

oзнaкa л'Aлaмбеpа.)
"Г. 2. Якщo аn - :jасLlльнul) цлеLt ря'Оу' i

аr. l, + Illm-=1,
lJэ шn

a) nptt I <
6) nрu l>

р'L0 1бix(нLlЙ,

1lяО po:iбi;кнuЙ,

( 13.6)

d-lя якц-r

TоДi Д,тя

( 1.1.7)

в) пpи l : I o3нсtKсt |!е LlIlн11а: icнуtorttь pяОtt :;бi:кtti,
|, : I i осlзбiэl,:нi, dltst sLкLtх mе,с l: |,

I а) Зaстoс},емo oзнаЧеtII{я гpаIrицi ,цo pяДу ( l3.6) .

довiльнoгo e > 0 iснус такий I{oмеp Л, rцo пplt n > i/
Ц'. 

'

(1,
<€.

Biзьмеtrto тaке ДoвiльI{е 4' щo l < сl < |.
Hехaй в }Iеpiвт{oсТi (lЗ.7) €_q- /, тoдi пpи л2N

ап + 1< Q|lq.

Pса,.Iiзу'еьro остaннfi) нсpiвнiстЬ IlрI{ n : N, П =,\'+ l i т.д.
Дiстаемo

сlN+1 < illl]' .J,rtz < сt. .-* p < u,.7]. ...

Pозглянемo pя.ltt
*N* 1 * .1\ *2 + ... , Сt''Q * tt,,L]1 + .'. .

.Шру'гиii Ряд збiхнrlii як сr.мa гсol\tетpиЧнoТ пpогpесiТ (l-1.3). в яll ji!
0 < ri .< l. Псprлllli ряд З6iжЕ{tlй згi,fнo З oзнакo}о пopiвняння, it'r:
лсрul1!t:i pяд _ це 3a,.IишIoк виxiднoгo pяд)' пiсЛя tt.'тенa (l\'. Бсpl..i;'

A,r а .'l б с р (l717-'i783)- (lparruузr'кl.rii \l1l,lt'\1а.гI,1к



34,*

n n+| х Э+

Plrс. l3.1

l Запliнипro /(.т) кYскoвo-сталolo' як пoказaт{o на pис. 13.l.
Л.iстaнемo сT\rпiI{Част. фiгуpи, з яKиХ п"loщa oднiсi не менrша (pис.
l3.1, с), а лp1,'гoТ - нс..бiльша. нiх< плoщi вiдпoвiднltх кpивoлiнifйиx
тpапсцiй. ,Ц'ля S!lr.,, (pис. 13.l' с) i для S3.).,, (рlтс' 13.1, б) мaсмo

:10

П]-

;]o \'Bаги 03накY пoplBrIяння pядiB, ,цiЁt.цет'tr.l вItснoBкy' щo заданий
pяд те)к з6i>кний.

oпустиr'lо HeCKЛа[He дoве,цен1{я пунктy б).
в) .I[,'тя pяДy (13.2) i .rля гapмoнiчнoгo pядY llraсМo

lim 
сL{ 

= l.
'+r 

Ц,,

Пpoте пеpшrиli - збi>кний, а дp1,гий - poз6iх<ний. f,
П. 2. Дос.ri:rtтlt на збiжlliсть

Застсlсvеvo 0Знакv д'АЛаМбеpа. Nhсмo

,'v.? :,;'^-ffJ! = ig-t;'* = i r= \' t

oт;ке, ря:t збi>кrrltli.

iHтerpаJЬЕlа o3Haкa (Kошri_Mаклopeнa)
T. 3. Якщo .|..IеtlIl psLО7' (13.l) уmвoрIolomь неzpocmаIoчу

ttoслiОoвнiсtttь (а,, + I s q,;) tt iсн1'с t1е3pОсnaloча нenеpеpвttа невid'вмна
Qlуttкtt,ist .f(.u) mака, uyo

fll) : сr,, 'f(2) : (l2l '..l fQt1 : Q,,; .','

ttto 1lяО (13.l) , I|евлсrcmuвIlli iнmеrpaл

j 7'-1а.,

збiгаrоться абo poзбiгаIoТЬСЯ oo'.o.,u."o.

( l 3.8)

.,
Sr ,l->_Ц)n

/ (r)

J+
a

s=fa)



S,,= d1 + а2+,,, * Qn- аI 1 + а,' ! +... * аn, | :
n+1

= S!l]+ > s[.Ьl., = l 1х1сl.r,
1

тoбтo
r+1

.s,, > .Г f(х)сt.t,
1

а2+ а3+... + Q,,= S,,_ atSsl.'o] ,* =,'s ц.,1а*,
1

тoбто

su. at-i r(")u*.
1

З Двох oцiнoк д':tя S,, дiстaeмo
n+ I tl

! 1.rc1а.x s sn s а,+ t f(.t)d.r' (13.9)

i1

Hехай pяд (1з'8) * з6ixнrrй. Toдi

ti,niдх;a.r=1.
ilaф 1

3 неpiвнor:тi (i3.9) Мitе},to

S,,sa1 +1.

то6тo пoслiдовнiсть tS,,} зpoстaе i обмеxена звеpху (числoм а, * I).
oтlкe,

,|'-ч ', 
= 

''
зa.цаний pяд збiхний.

Kоли iнтегpaл (13.8) pозбixний, то
n+ l

lrm ! fiх)ах=*,
l+! I

Blrкopистoвуюuи лiву qасTи}ry неpiвнoстi (13'9), Мас'Мo, Iцо

,tt* '' 
= *'

тo6тo pяд poз6i>книii"
Реrшта твеpд)KeI{ь TеopеNrи доB0диTЬся aнaлoгiчнo. l

i11



JaуBа)+(ення
|. Tеopелtа 3 сnpавО:l<1'спtbсЯ, яl(u|1o ttocлidoвнiсntь \а,,) заdoвo.,tьняс у"цoвu |rlеopе.I4u'

l1оч11||Qto|tl1 хoча б 3 оеяKo?О |to.|Iеp(l (пtoОi кopuсnt|'сItocЯ пtеopе.]|'oю 1' п. l3.l.2)'
Tе cа,lrе с|||oсусnk,ся t|l неpiвнocttti а,, = bn в |||еopе,мi l цыtzo nунк|||)'.

2' Яtcu1o pя,d збilкнuti, ttto, пеpейutoв|Цu 0o.pанL|цi с (13.9)' diсmане-uo oцiнку

J .lТ.t).iх. S. J !$)dх + а,.

П. 3a дсlпoмtlгoiо itlтel1rа.тьн0i 03нaки дoсЛiд}тТrl Ila збi>кlliсть узaгaльнений
гаpмoнi.lнllli pяд

! !. л е в. (tз.lO)
,,1 1'tP

P o з в, Я 3 a rr tl я' \'Iаспrгl

I
t\х) : 

хp 
.

Фyнкцiя -f(.т) зaloвoльr{я(; УмOBLI Tеopeми 3. Poзгляtreмо iнТerpaл

l: J *dх.t^
flpиp:l

t _- Г l!!: lim lll l.\. j || = *
,' 

'. |l+ф | l

iнтегpaл iзaданltri ря;t (.l{l pс.li, гаpмoнi.lнlrir) poзбiжнi.
Hехaiip*1.Тoдi

'=j +-li..i-'-Р; 1f =ri* (*---'-]
| х|,_;.:,'.''1 _p l1 j-.-\t_p |_p)

Якrцo p> 1, тo I :-+i якltцo P< |, тo I = a.Р- |

oсгатo.rнO дiстаеvo; ряr {l3.10) poзбiгaeться ПpуI p < l i збiгaсться прlr p > l.

13.1.5. 3накoзмiннi pяди

Зttсtк<.lз.tttitttt.t]rLt С mакi pЯ0u, ulО l|iс|пЯlnb несKillчеItн'' мLra^Iltl)1

'lK оoaamНrl.Y' |nаK i вiО'с"lttltсr цлеIriв.
PoзглянеIvrо спoЧатК\' oкpеNrllй випа.iIoк знакoз}t{it{I{иx pяДiB

Зttlt Koпсpеl\{iх<нi pяди.
О. .Знакonеpе}li 

^It|l.|| 
ltаЗtlв(1сttlься pя0

(!I - а2 * u, _... + (_ 1),'+|сt, * '.., 4,, > 0 дЛя всiх л. (13. lll
oзнaку збixнoстi таКrтх pяДiв Мiстить настvпна теopег''а.
-Г. 

( jIetiбнitцсt). Якuчсl ttoслidoвttiсmь .|,,Lе|liв pяd"v (l3.l l)
1,) с спq1нorc\ (аlt*. ( (',,),

2\ nакoltl, u,o 
,:,: 

0,,: 0,

1?ti

П-



ii) pяjl ( 13.l 1) збiгaсться,
б) якщo .S * сyма pяд-v (l3.1l), тo 0 < S < a'.
Ёt Розг.пянемo пос,тiДoвнiсть Часткoвиx сyМ (l3.11) З паp}rиМи

LlоI\'еpаi\{и. Маеrr,ro

S,,,= Q'* сI2+ Qз_ '.. * Q2,n: (аt_ а,) + (сt,_ а') + .'.

... * (а,._'_ a,,,) ) О, 
.

оскiлькrr Ko)Kt{а Дy)Kка дoдатна; запиtllе}fo S,,,, у виг,тяДi

S2u. : 4t _ (.аz - a,) _ ... * {a,n,_2 _ d2,,-') _ a,,,

Звiдси 0 < S.,,, < сz,, oскiльки кo)кна ду)кка знoвy-таKи дo,цaтна.
Бсpvurr дL] \,ваги' те, шltl псlслi,цовнiсTЬ S,,,, Зpoстаючa й oбме>кена,

] lL]тiie}do

,]Ч 
S'. = S.

{ля сум 3 liепapниtfrr нс}Меpами Маемo

' lirп S2u,*1= tim (S,,, * Q,,n*t) = lim S,,,, * lim a2,,n1= S.

oт>ке.

lim S,,, = S,
п+ъ

тобтo (13.l1) з6iгасться, кpiпr тогo, 0 < S ( rtt. l
13 а у в i1 }к е н II я' .[.еrlрс'.ttа JIеtiбнiца сttроtlОlку-сtльс5I' якul'o пос.li1ottнit:пti'

t!-:!('НiG { l3'lI ) r: сttаОнoюl хо,tLt б з dеякоzo нo.\Iеpo.

H a с Л i д o к, Оcкiл,ькLl з(lлuttlОK ( 13.] ] ) R,, с в свОIo черrJ|

lнаriОnеpе.l|iэt':нuм p яОoм, rnсl

sign Л,, : sign a'l + 1, IR,. | < | а,, 
'| 

.

Л. l. О6.rrrс.lrllтlt iз тО.tltitl.гrо дo 0.l сvмv pя.l\I

/ !,rr+l 'т r:']_)_-'='_l*.j _

Il PiI ]i li(ll O збi,кrr''. rl
Р оз в.' зa tI lI 

'i. 
lJгi]rrозTеopеМo|оЛеi,.r6rliltа, за-lA}ll1r"1 рядзбiгirс;тьсil,

R,,,. *. t1.,.ii
.i'rr;ti за itliс..'li.tt<oli з Гt-.()р('\lrl -llсiiбrrilla

s:r*i*l--1.'1*-l*l I I | '
;].i j-.l_J.-s_с-т 5-.r'-Тб_',.n

iJорiвiiяii.lс IlL'ii ря.l з t.аilltrrlli'tirl:"'t' якltii r.; рrlзбiжltltrl'

-.74



Пеpейлемо .цo tlзнак з6ixностi знaкoзмiнниx pя.цiв.

Т. iз збiу:нoсmi pяd,l | |а,,| (]unлuвсl€ :lбiуснicmь lнакaзмiннoea
il=l

.тr
11sto) z а|1.

Зaувa)кенl,l я' (}бе1энене mвеpdяcення взu/сlльl|o.цу вultаdку- не вuKo.
||.\('|liься (:ив. П. l).

хG

О. Якu1сl ёля знакo'з.1IIIrнoеo РЯФ'2 а,, Ряd \ |а,.| збitасmься,
4L. n= )

t|Io 3нaKОzn4iнttuЙ pяd l1а3uв|7lornь абl:oлюmцa збiхiltuм.

с'. Якщo знакt-l.l.ttittttttt,i Pjld f ,,' з6tхttuЙ, а pяо f ,o,.. na, i] ' 
л=l

;lсlзбi:lснttЙ, m.a 3н(tKО:]'ltittttt'ttt pя0 назuваlОmь у.^.rОв|1О 3б!'КIl,uм,

Il. 2. I)яд y I10Пеpg;llIl,lJN'\ rjрliкjiaдi !lI'trвl]o збi;кrrиli, a ря;t

51 sin дх
,,?, rL'

iiбсil-lti'.гltО збiжнl.rй' бо

-i 
sitr Jt.т * . 1,

п- ,li-

З:iзrтаuиt'tо' IЦ(l s 16сoлю.гнo збi*<rlомr, pslJ: ЧЛ('Ittt MO)K}.Iа
llсрестaвит}l як заBгoilнo. Цс нс BfiJ"lt,tвiiС riа сУМ"v. а в yl{or.}но з6r;кltoму'
рllJi ДЛя ;loвiЛь}roго LI'тсla tr4 MoXI{а знайти .гаKУ.ПереСT.lн0Bк-\' Члсlliв
pяд'', lцL\ сyN{a йoгo s : n/' }r:lBiть }7!: сrэ (тсоремa Рir'lаrr:i)"

i{с ТBCpд)Kеilt{я сBt.lго чflСУ ITос"r.аtsиЛo Пiд сумнiв заст0с'iBаt{tt'i
pядiв д":я на6ли;icенlrx О5uислснь, np0з.;J цс rrе Tак, тpr0.i l'iЛькrr
poзрi3няти ;i6с0ЛIoт}rу Ёt vlroвнv з5iхнiсть рядiв i вpахоrtyвa1'I4
в,rастltвосз'i Тч.

1 3,1 "6" Числоrrодiбн; pяд,l

..'iо чrt.':,чoriод16I{lij. ря;iiв rta,";i:хiiт'i; p;]-lil З к{}l,1l}-!сi.:с!.irjпli,i . !]скт..1l]-
гj l.i ll tt. ТеHi]OрIl ltiuи ( Nl llт рllЧ f-| l : I\t ti) .l,1съt;l Ir,ILl.

Ряo} .; |с{).\|,|,:)iеKL'r||,i'\'iii |{.|rеI!L!-\li] *. lU.- l]tii]'

z * z, r- .., -l- 2,, -l . .{:,, - ."f. *' i-,,; i.

il11 ir..,']пt.:tоtr'';ll ..lIi.-н.. ' .l:Ih|{l l{;:;.'.lll,,. r.r,:) ,.l.].'.l;\il ..t.: U.r Ii,

' - 1.. I ., -l * ..-

;tl l:. t.o)l..."г. , t;.:. Jбi;i.l.,.' ti. .,l, ,;r; .t, i:-,,.. '..- ,: ].,:':,. .\'i.\1

{1.]i1.i .i t]'ii].. рОЗбl'K.?li]:l. ]:] !){l :i.: - 1'с lilili'н;,:;;. Я.lшi'.l l:i.i:''с.;tlili pji':l

; i\:!;. 1]-'liв l:..: .-. ! '.-,. 
.t. 

.';. ' li.t lj'ijr Пi..l ; lt..1ii]1.; j1iГi} .i;)..,.).'ri.]; t-'. "j;Ji,.ti!}ttn'.

-t !,j .

Ц.r.f



Pяd з вrKmzpнun|Ll члrнan4ц ма€ вttеltsLl

а1 + а2 + ".. + ou* .,, ,

.ц(] Т = (''-,,, Уn, z,), Ty' }{аel\,{o Tpи pяди
пoI1сpсднЬOl,ty виIIa,цкy.

Pstd з mеIt1opнtr"цtl ll.|tеl1Q.цIt _ це pstО

А| + А2 + .." +.r1, * ... ,

"1е

i- I 
oPi аri|

|"gl oЧ')|

Tут мaсмo ЧоTl{pl,l pяди

а\L| * а(,2'} * all + ... , а\1) + a\2] + а\з) + ... ,

ct\\] + а|,l .l. rrril + .., , аfl + а|!] + alJ + ... '

Мipкусмо, як i виutс.

13'1.7. Hаближeнe oбчислeння сyми pядy
Пpискopeння з6iжнoстi pядy

oбчисленя;t суМи pя.;ly викollyютЬ пiс,tя тoгo, як RстаI{oвЛеt{O
з(riх<нiсть РяДУ. Знахoд'lTЬ сyMу зa дoпoМoгоrо заь'tiнlr S на S,,' Пpи
ЦlrOlttY дo[lyскaсться пoхибка

/?,,=.S-S,,= Ё (Iк,
l( = it + I

oскiльки BелI,l.tин:1 допvстипtoi похибкrr a o6vмoв".lена зaз,]ilлегiдь,
тo (lис.lo членiв N :.rя пi:pахунку МoЖ}t;,l знайтlt з нсpiвностi

lS*S-l <<r.

ГIpи великомy N (або тIpи мaЛol,ly e) пopядoк R,' мoxнa оцiнити
3а дol]oilfогоlo B}rpа3y

lt\- ! цх1ах, fчn1:сt,,,
\'+ l

тсrбто фоpмyлa ДЛя зtlахoд)Kе}lilsr неoбхiднoгo tlисЛа члeнiв pяДу пpи
r.l6чrlс,rеннi йогo сyми Мас RI,tгЛяд

l l 11.r1сlxl <а.
\+_[

Звiдси зrtaходиМо N, а пiсля цьoгo Nro)кHа в)ке гoвoprlти пpo
lдвидкiсть з6ixнoстi: .tиьl 6iльlде ,Ay', тим цяt швидкiстЬ мrншIа.

мipкусмо, 'Ilк i в

l8t



[fn

П. l. Знaйти нeoбхiднe чrtслo.t:leнiв Л, якe зaбезпe'rус oб.rислeння з эo.ttriсгю
r: =. l0_з с1,ми pяду

s = у _=]-.
frott'+ 1

]) с,i з в ' я з a lt tt я. Зr'iдно з (l3.ll)'

J if7:аrсtаn I :+_ aгсtan(N+ l) sa,
N+1^ '. ,V+l

ЗBillK!.l 
N+l< сО1 (t-l03, N:99.

Якrцo iнтегрaЛ 3наi|ти Bажкo абo взагалi l]еМo)кливo, тo 3атr'iсть
{t,, МO)кI{а взяти екБiBалентнy ttесKiнЧенI{o мaлу' 3aв'цяки Чoмy
обчислення iнтегpала iстoтнo спpoЩ)/стЬся, а pсЗуJЬтат не зМiнtoсться.

П. 2. Розв.язaти Гi. l' спрОс].ившiи спoчaТку пiдi}rТегра''lЬ}lу фvнкцiкэ'

r,oз в.я3 а ll ll я. N.tас\'o71l -\ np,, ll*о. Урaхoвvlочи (l3.l2),

]iс rAс;мi,l

ior= I = I -J 
"2 

= _i lt-' :'i 
' 

<с< ]0_3. N-99'
\ + l"

тtlбrо тoii )ке резYлЬтaТ' rItо ii l, rl' 1.

П. 3. Знaitтrr тaке N, lt\о забезпe.tус Oб.lrrслеrrltя 3 Т().l}tiсIIt) t,: |0-.. су*'' pu.l.,'

) rz {Г+,Т
л=1

РoзB 
']3al{ll 

,l. oскiлькpt

r*- - :,,.Iti- + I tr',

r() з }'paхувa}rням (l3.l2) мaсмo

Г +^: -|t. :+ <сz, N:4, l0б.v.\ l\-1 VN+l--'
N + 1"

Як 6ачимo. pяf сХo]ltтЬся пoвi-.Il,нo, oбчис-rсння йoго с\,Ми
пoB,я3а}tе зi знaЧниМи тpyднoщам}l' oсoбЛиBo пpи pучнoМу po3раху}l-
кv. який Застoсoвy}oтl, навiтЬ l-lс 3ва)ка}очи на наявнiстЬ псpсo}l;t.lь}rих
ЕoМ (пpи piЗниx oцit{ках' пpикидках тolцo' неoбХiдниx, напpикЛа.ц'
пplr. фopмуваннi матеМaтиЧIloi Мoделi) '

1дея npискopення збi>кнoстi pяДy наЛе)кlrть o.М.KpиЛoBy.). Bона
гloЛягaе B тoмy' ЦIo,Ц;.IЯ,цaнoго pяДУ а| + (12+ ... * Qu * ..' пiдбиpаrоть
p'IД З вiдoмoro сyМoIo G = b,+ b2+ ...} b, * ... такий' Щo а|1 - b,,

,) 
o' м. К p lr ..' ll |} (]863-ls45) - pосiirськlrй YаТеvа]ltк' ЧехаIliк,

кoрaб.,rебvдiвнltк, спetliaлiст з ttаб,'trlя<еrtltх об.tltс-цеttь.

rя)



пpи п r ф. BиxoДячlr з властивостей еквiвалентниx нескiнченнo
NfаЛих' l'lаеМo Q, = b, * y,,, Де |n = 0(а). Tolt

S = o' * а,*..': (Dr + b2+.'') + (yl *Уz* ''.):o+2 У,,

де oс.г:tннiй Ря.Ц з6iгаeтЬся IIIви,цIЦе.
Зa дoпoмixний pяд з вiдoмotо сyМoю беpyть Дзета.функцiro Piмaнa

(,циB. узaгaльнений гaplтoнiuний poд)
ф1sr

ь{p) : z "p'
т2

якa зaтa6уЛьoBaна. Д л я Д o в i д к и; с(2)=т'

,'.(6) : й' A(в) : 9450 .

П. 4. Прискop'lтll при с = 10-3 збiя<нiс'гь ряду

sJ_-L.n2+l'
п= |

я з a н н 91. oскiльки -"-. - *, 'u l{orrомiжttltм pядoМ C
tt+l t(

)
\ l _л-L,,,r_ 6

^: l _ l= -lIл "п 'л lt2 + l ,t2 ll21lr2 + l; '

rсlбтo

.:-._у l" б ,,1,n,{u,*|1'
oцiнlrм6 шrвидкiсть збiжlroстi tl(]I}oгo pядv:

l l ," 
t!х I ,- |

.=т-- .' t --:_-..-Тr. ' =--;>d
l|,(п, + |) ll. \,* l.(. 3.YJ l^ + 

' 31N + l)j

oт;кe N: 6. Toдi

^ л) (l l l l l t \\=-_ l:+:+:+:+-:+- . I -ln?я" 6 \2 2u 90 272 650 1 332/

HaвеДеl.tий Nleтoд м())кtIа' зви.lаiiнo' 3aстoсовvBаTt,l пosтoplIo.

с() : #,

l'озв

Мaемo

2tt3
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13.2. Фy!.|кЦioнAлЬHl Pяди

13'2.1. 3бiжнiсть фyнxцioналЬliих pядiв

О. Функt1iot|Qльtl|t'^4 н аl|lва€mься pяa

S(.v) = и'(л) + lr,('v) * ... * и,(.v) *

Ое вci функцii un('х) вttзtlа'tеtti ttа neвttiti
Як i д"rя uислoвt,tx pя:iв

S(х) = S,(л) + Л,,(.Y), S,(х) = и'(х)

Hехай в (13.13) .t =.tf,. € Х' Toдi

S(хo) = u'(х) * и,(хn) + ... * и,(хo) = ). и,,(х9) * ЧислoвI.rй poд.
n=L

o. ФункLt,ioнаltыtuЙ 1lя0 (13. 13) tt(]zllвасmbс'L 3бi)KнLш1 npLl
'Y = .Y6l якщo вiОnoвiОнttЙ цtrcJloвuli pяО, уmвopeнttй з дяdу (13'l3)
nрLl х: хO' 6 збiэtсttttll,

О. ФуttкцioнаLtьнu,ti ря0 d3,|3l назuвасmbсЯ збiуснuм на мнoхuнi
Х, stкщo вiн збilснLtЙ V.т € Х.

Bведемo Iriе два пoнятTя.
o. Piвttoмipнuм (цeбutцoвcьKun4" ) ) вil.ruленням ф5'ttкtчiЙ f(х) i

,p(.r) на Lсl, b| назLrGQСnьC'L велuL|llt1tl

ro(.f ' r) : maх |/(.Y) * Р@)| ' .v e Iа, bl
L cepеОнiм вilх*-tення,tt _ ве'тt|L|Ltнa

b

p,(f 
' Р) = { ''(") 

_"<p(х)| tt'х'

Piвнoмipне вiдxltлення Мo)Kнa застoсoвyBaти дo o6меxених
фyнкцiй' в paзi ж з6ixнoстi вiдпoвitнoго iнтеrpа"тa i y виnaдкy
неoбмеxениx функцiй _ сеpед}re. Зaмiнивtuи в (13.l5) пiдiнтеrрaльну
функшirо нa ij ltаксиМaЛЬне зHaЧення i oцiнивши iнтегpaл, дiстaсмo

p,sppIb_а|' 0 3.1 6)

звiдки BипдиBa€' rЦо пр!r м,aЛИx pp М;lдиМ 6упе i Р,, о6еpнене
TBеpД)KеIlня нe зав)Kди пpaBиЛЬне' тo6то piвнoмipне вiдxи,тення с'
жopсткirшoro oцiнкoю. нix сеpе.uнс.

o. Функцioна,lьнttti ряО (|3.|3) на:]Ll(1QСmьL'я 1tiвttсlмiрtto збiэкнtt.м'
на |а, bl, якщo

,lt*'r(t's,) = o

''.=Z u,(х), (l3.l3)
rl=1

'ng'tcцttL 
ttаnpuклul X'

* it,(х) * ..' * u,,(х).

' (13.14)

( 1 3.15)

284
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i збixнtt:tl в cеpеdньoму, 
'tKu|o
j'-ч p"сs' S") = 0.

З неpiвнoстi (13.1б) випдиBае' що piвнoмipнo збixний pяд e
з6i>книrи i в сеpе,шньоr'rу, о6еpне}rе тBеpДxе}lня Ilе 3ав)к.ци пpавиЛьI{е.

Hастyпнa теopема BиpаХаe Д0стaтню yмoBy piвнoмipнoi з6ixнoстi
pя,rу ( l3. l 3l .

T. (Betiepшmpаcса*| 1, Якщo V х e Iа" b\вci члеttu pяф (13,|3)
заОoвoльttяюmь неpiвнicmь | и,(х) | S а,,, npLrloму pя0 2аn збixнuЙ,
mo pяО (l3.13) piвнo,lti1эtto збiхнuti на Iсl, b|.

f За дoстатнЬoЮ oзIlакою збi><нoстi знакoзlriннoго pядy' згiднo
З yМoваМи тropемI{' pяд (13.lз) aбсолroтнo збiгаеться дo s(x).
I'оведемo, Iцo ця з6iх<нiсть с piвнoмipною. Poзглянемo piвнoмipне
вiдxилення

) ,u(r)
A=&+1

х€|а.blk=?-,l ^. .| к=7*t

яK ЗaЛиIlIoк збixнoгo ЧLlсЛoвoгo pя.цу l
П. ДoслiЛltгir на збiхttriсrl,

|liPsinllх| : ',p |sifl Y| < ,,Р =-i . 1

1 + п4 l * rt.1 -.-... 
_ 

| I na п,t-Р(| + tf1\- n4-Р
ПpИ q * p > l pяд piвнolriprro збiжнrrй на (_ rc, e).

Lз.2.2. Bластивoстi piвнoмipнo збiжниx pядiв

po: 
rч?"!u, lrf.tl - 5,,(*) 

| 
: 

,Tfli,

Pозв я3aння

Т. |. (непеpе1lвнiсmь сJ]|u).
psLlу, склаdенozo З неnеpeроl||l.Y
[а' bl,

I Мaемо

S(х) : S,,(.v) + Л,,(.r)'

С1'.ttа piвнrl.lttipнo збi:rнozo на Iа. b 1

на fа, b| функt7tti, с 'rеnepеpвнo|o 
нa

AS(х) : AS,,(.r) * AR',(.r).

B oстанньомy спiввiднorценнi пеpейдемo Дo гpaницi пpи Aх * 0.
oскiлькlr скiнvенна сумa непеpеpвI{иx фyнкuiй непеpеpвнa' тo

AS,,('r) * 0 пpи Aх - 0' З piвнoмipнoi збi>кнoстi pялу маeмo

p,= 
,2tr;o,|Л,(х) 

| +0' n+ ф.

/K. BeliеprшTра сс (l815-l897) _ rtiмt.t1t,кltil чlllсrlатltк
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oтxе,
mаХ lAR,,(х) .+ 0, n + ф.

,r € Iс. n]

Тепеp в piвнoстi lim AS(.t) : lim AR,,(.v) пеpейдемo дo гpaницi
^(э 

o At+ 0

r1pv7 n - -' oскiльки AS(.v) т{е 3аЛе)кить вiд n, тo
lim AS(.v) = 0. I
'\t+u

T. 2. ( zpаttu,tttLtti nеpе.viО). Piвнoмiptto збiзtttuti ltа Iа, b1
d<lnускас нa цьОм)' ittmеpваli rpанu,tttut|t nepехid, moбmo
.т.. € (с, D)

lim (и'(х) + и,(.r) *...) = lim и'(х) * lim и,(х) +...
r+xO xфxO .t+xO

T. 3. (iнmerpування pяdу). Piвtloмipнo збiэtсttuй на Iа, b] pяО
itttnег poвнttх ф1ltкt1iЙ .|Io^Hа зiнmегpуваmu на цьoм'' iнmepваlti,
rпoбmo p{tB
V Iа, F]С [а, bI .Г (,,(.') + и,(.t) +,,,)dх = ! u,(х)dх + t u,(х)dх +,,'

Т. 4. (duфеpеttцiкlваttttя pяОу), зai*nuii ряa з au}еpe,,цiпОвtruх
ttсt |а, bl функцitI Оonусксtс noчленне ОuфеpенцitoвQt|11'L 3а уJ||oвu' щo
пpo)Ltфepeнцi,tioванttti 1'lя,О piвнoмipнo збiхснttLi, moбmo

(и,(х) + zz,(.т) +...),: u',(х) + u,,('u) + ,..

Tеоpеlrи 2_4 пoдaсшro без ДoвеДення. I{i теopеми даютЬ вiдпoвiдi
Iia pяt питaнЬ' сфopмvльованих нa пoЧатKy poзлiлу <<Pяди>>.

П. P.зг.rянеvu oo,,,i, i#. oскiльки |ч#| = { . .o ttеЁr pяд збi>кний.

Проте pяд з пoхiднltх l,.tого ч;tt.ttiв' тобтo pяд ) ,r2 сos lt]'t - pозбiжlllrli. oт;ке, yмoвa

рiвнoмipнoi збiх<нoстi llpодифе;lенl1iЁtoванoгo,o"i,, T' 4 iстoтlra.

13.3. стЕпЕHЕBi PяДи

1з.3.1. 36iх<нiсть cтeпeнeвиx pядiв

О. Сmепеttевtt,lt pяОo'v trатIlвасmься pяd

' Q',* tl'.т*4,.Y2{...=) u,,.'',
l=0

аo* а'(х _.vo) * сl,('r _.к'l)2 * ... = ) 4,,(,v _.r..),,
,'=11

ш.k

pяa
Оля

сtбo

(13.17)

(13.1 8)
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Poди (l3.17) i (13.l8) називаIoтЬ pядаМи за стеIIеняМи x i
Y _.Iо вiДповiДнo. Зазнаuимo, щo 4l с R, .r., € R. Bиконавrши в (13. 18)

замiну .Т _.{o = и, Дiстанепro (l3.17). oскiльки pяД (l3.17) зpyuнirший
за фоpпroro, нilк pяд (13.18)' то' кoЛи це МoжЛиBo' кoристyвaтиМеМoся
pядoм (l3.l7)' Cтепеневий pя.ц, oЧеBи.цнo' с oкреN,rиМ BипадKoм
фvнкцioнальнoгo pяДv.

Збixнiсть (13.17) pегЛаМеI{тv€'ться IlастYпrrоiо теopеI{oю.
T. (Абе'zя-) 1 а) Якut,o crnеnенeвuЙ, 1lя0 (|3.|7, збil:нuЙ npu

.r =.r*' mo вiн сlбcoлюmнo збiхсttuЙ i npu .х |tQKц.Y' щo |"r| < lхn|.
6) Яrcщo cmеnенeвuti ря0 ,ll3.1'7) poзбiхtнuli nрu ,r = Х*, ma вiн

ptlзбiхttttti i npu х mаKu.Y, uчo |.u| > |.r* | .

l а) oскiльки pяД Zа,,.Y,, збi>книli пpи .r : .т0, тo збiхним с
чrrсловий pяц 2а,'хi. Звiдси

,lim 
A,,.tn = 0

(неoбХiдHа уМoBa збixнoстi) iaM >0, Цо
l сz,,'т,n l < ,4/ дjlя всiх n'

Tvт скоpисТаЛисЬ обпlеxснiстю пoсЛiдоBвoстi, яка Nfае Гpa}IицIо.
Запиruемo так}. pittl-liсТЬ;

2Q,,.\,, :2{^l,.х,|. (13.19)

ж*.'ff

Toдi для членiв oстa}rньoгo pяДy

| , t"

l',,q [*l
Pяд | \'-t,/

:лr IlI
l*o I

з6iгаеться як сyМа геoметpиurrоi пpoгpесiТ зi зfla},Iеtll{икoМ
I r l" | . I

q = l;l . l. |x| < 'т.'. Бсpvvи Jo yваги тс. tцo |*| . l i piвнiсть.-.1^*ol l''"1(13.19),. цiстасмo ДоBoД)кyBаЕlе твеpДХення теоpемй.
б) Це TBеpД)I(еirIiя випЛиBae з пpoсTих лoгiчниx мipкувaнь. l
Урaхoвуrouи те0pс'М}/ Aбеля, стpyKтypу o6;тастi з6iх<нoстi (13'l7)

NIo)Kнa зoбpазити так' як пoказанo }lа pис. \з.2. Пеpе6иpаrоuи
ЗIlаЧення 'r мix 'tro i .t*, з6,,тиxylо.tи 'vo i .Y*, МаCМ0 випадок: iснvе
такс ЧисЛo R, щo pяД збi;кний пplr |.v I < R i pоз6i;кний пpи

Мат

/,\t-l
\'to /

имеМo

I ttl

MILI .

l .Yс, 
l

/Il. Г. Aбeл ь (1tt02-.l829) * нoDвезl,к}lii МaТеМат}lК
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l.т I > R. Tаке числo назиBаIотЬ pадiyсoм з6i;кностi pядy.
Мo)KлиBo' Iцo R = 0, л = oo абo 0 < -R < *.

Pадiус збiх<нoстi мoх<Ilа Знайтrr за ,цoпoМoгolо озIIаKи ,a

ll*

Ouевиднo

',{,там6еpa

,,' |,..,*,i:ti' la,,*'x]*,|= lхt t;m,.*-l uл i ,,-"i QnX,, ! ',.,
Qn+r

Ц,
<1.

Poзdiltн!сmь 36iннi,сnь fuзiiхнitтnь Звiдсlr

|а--i
l.тl < lim ljl : R.

"-*l4r*tlU

Рltс. l3.2

П. l. 3нailти о6ласть збiжtltlсз.i ;lядv

I, o з в' я 3 a н tl я. \{irс.мo

.tr , -r't-lu]l\'i] :т. l/l;*l\Х,) :, 
+ i

Зa ознaкою ii'Aтaмберa

li* i1Ц_.| :',* i r,,*1lr..i= i.rI lim j.: t'r.
,-- j Ц,,| ,,*"l1lr+l;.t'l] u-a-||+|

ll
Pяд з6iгaсться прll 1: l-t| < l, гобтo пplr _ ] < .t < l. }Iага;taсМo, !цo Прil

/= 1. тoбто пpи iхl = l. сlзtlaкa д.A'lallбepa нe ч}!ннil. I)oзг-.tяlleмO t1glYt вltпaдOк.

I{exaй х: 1. Тoдi МaсМ(-] p'д ) * ц.o ряд pозбiжнlrrl.
,=tn

IIехаЁr..т = _ 1. Tодi \1ас\l() p'I-] ) i_ ,,,,/,,.
л=1

Ilе зttaкопepеlti;кнltli ряд. якl,ti:l l]бiгa0ТЬся 3а L)знаKO)0 Леiiбrrilrа' oс'гатo.lllo для
об-rас:тi збi>кносr.i зaдaнoго p'Iд}' !lar}'с) _ l < -т < l .

. Haпpикiнцi заЗIIaЧиМo. Rpахoвytoчи в.Tаст1tBостi piвFIoN,{ipно збi>кних
pяДiв i теopему Aбeля, Iц0 стe пеI{евий pяд piвномipнo збi>книi,t
BсCpедIIIri областi збixнoстi, сyМа iloгo непеpсpвна, а сaM вit{ дoпyскaс
пoЧЛенне Дифеpенцiюват{т{я та iнтеrруваF{ня такo,х( всеpеДинi oбластi
з5i><нoстi. Завдяки iвом oстанIIiМ oТlеpацiяr\l irrодi степсневий pяД
Мo;кtlа ЗBестIl ,цо iнuloгo, сyl}rа якoгo вiДoNrа.

13.3.2. Pяди Teйлopа i ПЛакЛopeна

Cуьlorо степеI{евoгo p'I,]y (13.l7) с'' 3впЧait}lo' Дсяка фvнкцiя.
Blrнrrкae ЗarПIтaьIНЯi Чи не Мoжнa ДЛя ДoBi,'Iьнoi фvнкцiТ /(.v) пiдidpатrl
Taкi кoефiцiентlr сt()' а|, Q2э..', Цoб pяд (l3.l7) з6iгався сaМе .цo

r(r).] Щo6 вiДпoвiсти на це 3ат]t1тантiя' вва)кaтIi}!1сl\'to. шo /(.v) с
t{ескitlt{е}lнo дифеpенцiЁtoвнorо i
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,f(.r) = а,,* сt'..v * а'х2 * а,.r3 * 4..r] +...,
]е r.0' Q1, (l2l ... _ невiДомi кoефiцiенти.

Знaitдсмo пoхiДнi:

f,(*) = а' * 2а,х * За,х2 * 4а'хз *''.,
f,,(х.) = 2а, + 3' 2а,.t * 4' 3аoх2 * "'.,
f',,t',) = 3.2аз+ 4. 3.2а,х +...

Якщo f(х) i всi ii пoхiднi визнaченi в тoчцi Л = 0, тo' 6ерyчи
.т : 0. дiстасмo

-f(0): сlo, f,(0): а', f,,(0):2a', f,,,(0) = З.2а,, '..
У загальномy випадку ,fl,) (0) = n |Q,,,

f(х)=/(0) +,f,(0t.т -+.т2 +.. -ry.t'.+... (13.20)

Pяд (13.20) нaзиBaсться pяДoм Маклоpeна лля /(.r). Якщo (х) a6o
:еякi ti поxiДнi I{е BI13наЧенi пpи.(:0, тo I{а oсновi pяду (t3.l8)
3вAXO,1!IN{O

,f(.к) =,f(хu) +,f,(sn) (.т _ .Y0) + {P (.v _ -r.,)2 + ...

f ,'(х,,) t t3'2 l l
',. + nl (.t _.т0),'+..'

Pяд (13.2l) назива€ться 1элОoм Tеiilt<lpсt dля f(.u).
ПoДамo без ДoвеДенI]я таку теopеI{y.
T' Pя0 TеЙ,лopа (Mак'lopена,) Оля f(.r) збizаспlьс'L calL|e do f(.r)'

:tкttt,сl icttус 
^4 

> 0 mаKе' u|o

lf(.r)l < M, lf'(.r)l < M, l/"(.r)l < 14,...

}. деяKоМу окoлi тo.lки .t = .Yo'

l3oбpa>кення фyнкцii /(.r) у вvtгля:ti (l3.20) чи (l3'21) нaзиваCтI,ся
рO3BинеI{ням ,f(х) у вiдпoвiднlIй pяд (за вiДпoвiдн}ltиlr сТспеняtvrи)"

13.3.3. Cтандapтнi po3винeння eлeмeнтаpних фyнкцiй

Bикoнaсмo poзBиненHя .цеяK!lХ еЛеirrентарЕrиx фyнкцiй У pЯД|4
\Iаклopeнa.

1. Нехай ,f(л) = с.' Масьlo

,f(.v) = f'(.u) = f"(.r) =... = e!,

/(0) = f'(0) = f"(0) = ... = eo : l.
Згiднo з (lЗ.20)
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I

ll,-!т

r , ..,.y2,.y.* *{rg\ : l +.r+тoт-г..' t --т,1 ..'
\- .' Р)

Пiд з}lакoМ piвностi записаHo iнтеpвал, IIa якoМy
з6iraеться Дo e'. Cпpaв,цi, Для pядy Q3.22)

.Y', хn + 1

llll\х) = ;1' Цn+I= (n + l) !'

.. l,r,*rl ,. I .r-n+rfl! I | | I

ltm | = llm |:----.--тi-;-l = |..rl llm --i-- = 0 Vх.
,;;'; I un | ,,*- l(n+l)lrc'l I l,'--n+L

oскiльки /(х) i всi fi пoхiДнi oбмexенi на Довiльнoмy скiнuеннoмy
iнтеpвалi [с, D] числoм M = 0, To, зa теopеМolo з п. 13.3.2' BиплиBae

сПpавеДЛIlBiсть piвнoстi {|З.22),
2. Hеxай f(х) = sin.v. Маeмо

,f,("r) = 6с15.1' f,'(х)= _ sin,r, f,',(х) = _ CoS.Еl

f,(.r) = Sin.r, .'., ln)(х) = sin ['x 
* ,Ъ\'

/(0) = 0, /'(0): 1, /"(0) = 0, f"'(O) - - 1, /"(0) = 0, "'
ll"r(.x)l < 1 V n.

Bpаxoвуюuи (13.20)' дiстаемo

(.i6r. 
-_- 

.-'"*'"- +/-11,,*'-='Y2"--! ,.r... tl3.23l)lll.t-..т.r5I_...т\-l,,|2n-1)!....
\_ ф.a)

l{oлo з}rакa piвнoстi в (13.23), тo тpе6а 3aстoсyBа.ги тi сaмi
мipкування, rцo й для гroпеpеlньoi фyнкцiТ.- 3. Hсх;rir I(.r) = сos .т. I\,lipкyloЧ}I aт{аloгiчнo, шtасмo

- 1 .Y' - -{t - + (- 1\,, ,=t''l , + ... 03,24)сos.Y : | _ 
т.| 4\ 

_ ..' т \_ 'I Q'n)|,- 
.

Фоpr'tулу Ейлеpа тепеp МoХна дiстaти з (|3.22)_(|3.24).
4. Hехай .(.r) = (l *.i.).., с € R. Маемо

/'(.v) = a (1 +.t)"-t,

.f,,\.t) = сх (с1 _ 1) (l + х)"-2,

f','(.u)=а(а _ 1)(a -2)(| +.v)"-3,

fll)(.Y) = сх (а _ 1)...(" _ ('n _ 1)) (1 + х)"-"

,f(0) = l, .f (0') = а, .f',(0) = с (сt - l),...'

l,rl(0) =,х{а _ l) ... (" - (, * l)) ...

(r3.22)

pяд спpаBa
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W

oстатoчнo

'.. * (с(с 
_ l)... (a--.(n _ l)) х, . (13.25)

@-"'
Ряд (13.25) назива€'ться бiнoмiальltuм. .Цoслiдишlo йoгo нa

з(liхнiсть. Знaхoдltмo

oтrке'

а(а _ |) ,,' {а _ (n _ |)} (а - n) n|, fl-llim
Ll, n '-

LI,
= lim

звifкlI _l<.т<l.
oпустиtvto,цoRедс}rня

( i + .v)".
НаслiДoк l

(л+i)

l.rl lim

тoгo

I

l*;=l_х
l_\t] вип,rивaс з (I3.25)) xoЧa

'tк с\'М\. вiдповi:нtri пpoгpс'сiТ.
HасlriДoк 2

, 1 ,-1-l*'т,
5. Hехaй -f(.v) = {lгсtiln.Y'
IvIаeмo

_r1
arсtаn .' : J т-j - а.v = .Г (l _-{r l+.rz 

u

тoбтo

фактv, Iцo ( l3.25) з6iгаeться дo

* .r2 - .rз + хa - ... (|3.26)

rioгo мorкна Дiстaти й безпосеpедньo

х2 + 'ra _.r.j + ...

J2 + х] _...) с/.v:., _ * + {: -....3 5 "''

аrсtаn.Y:'-+++_...
(-I.l) J J

б. Hехай f(.r) = ln (l + .т). Маспto (див. 13.2б)
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П,'--Ё

ln (l+ х ) =,Г.* ",',:i r' -.r +.v2-.rз+ ,',)dх =* _ 
#* +_ f;- .' 

ъ l f х l,

тoбтo

ln (1 +.*),='- _ Ё"+_ + * ...
r- l.l) L

Зназначимo, Щo 0<'t< 2, 6o _ l < l +.r< l.
У фopмvлi Для ln (l + .r) замiнимo .{ нa _ .r. ,Цiстaнемo

ln(l -*),= -.Y_t-€-+_
(-.1 .lr L

Ttl:i

r" I 
*'l 

= ln (t +.v) - ln 1l - .r):2 [.. *',1 * { *. ),l--Y \ r J )
тooтo

rnl! -z(.*****..)I -.Y,J_l.l) \ J J )

ЯкЩo _ 1 <.r < l, тo o. Н < o, то6т0 дiaпазoн застoсувaння

.l+.Y .' ln(l+.т)..]Ля ln l _ 
^. 

3наЧнo шjиplll]l1l. ttlж J.'Iя

1з.з.4. 3астocyвaння стeпeнeвих pядiв

Cтепеневi pя,ци застс)сoBvютЬ зoкреМа ДЛя
1) знaхoд>кеt{ня 3наЧень i гpaниць фyнкцiй, наб,lих<ення функцiй

N{}toгoЧЛе}tаМи;
2) iнтеrpyBання функцili;
3) знaxoд><rння Чitстинних i загалЬHtlх poзв.язкiв lифеpенцiальниx

piвнянь, poзв'язкiв iнт.егpа-тьнttх piвнянь.

П. l. Зrtаl-tт.lt 116 IJJJJ (пt.1lrrrlt с-тдttд1tpтlra Гpaниц'|).
t+0 '\

I) сl з в 
'I з a }l ll я' \{aсrrrtl (дlrв, l3.23)

.,'- l +..* j, siп'т:-r.-t'. .n, ':' _|' Л.ТТ= (1 +-r11/z - r *}.,.

П. 3. Зrrайтlr (див. II. 1).
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l) oзв.я 3a н н я. lleй iнтеrpал }lе BllpaжaeтЬся ЧеpезeлеМeнтaptli функцiТ.
B ttеeлeмeнтapних же Мaeмo

,- r (, х2 ' *. ],... .'"_ ... * '' -J = J ll _т+т_..'l d.т=с+.т_з. .]l 
* 5 j: -

J

П. 4. 3нaйrти чaстltнtlltli poзв'язoк piвнян}{я

)''=х_ 2y' у(0)=0.
Це 'тiнiйне piвнянllя. Bltкoрltстoвуtоqи pяди, мaемo

у(х) = 40 + at-t + а,х2 + а,f + с.х4 + с,.r5 + ...,

.v,(,t) = a' + 2а2х + 3а,х2 + 4a,l + 5o,-t4 + ...

Пiдстaвивцrи поЧаткoвi vМ(l'}rt в у(x)' aiстaсмo о = у(0) = сo. Пiдстaвимo тeпep ,
j .1'' в piвняння. МarN,to

" :il" :,,.: ;:; : ;:;i ;,.,1 - 
:

l.Ipиpiвнясмо кoeфiцiенти пpи oднaкoв}lх стeпeнях х в oбох Чaстинaх oстaнньoi
pi вtl()сTi

.т0.o'=g,

х1:2а,= | - 2аt,

х2:3а.._-2o,,
хз .' 4ao -_ - 2o.,,

-rl:Snu--2ou-
Знal:iдeмo вiдпoвiднi кoeфiцieнтrl i скoристaемoся piпttiстю (|3.22'). ]\taтltlteмo

L)с'l'Aт0rlнo

'=l'-"-i*i
П. 5. 3найти poзв.язок piвtlяння

.у,(.т) = 'I2 + .l2' 1'(0) = t

\' ljиl'лядi мнoгoЧЛeнa дpyгогo степеня.
Рoзв.я3aння. Мaемо

.т(.t) = .\'(0) + 1',(0;.t - J:Р.т] + ...

)'(0)=l f.ou*n"'ool.
]bдi

.t''(.t) = 2х + 21,1''' .}',,(0) = 2.

()стRточнсr

J(.т) = -т +.r2 + .'., )(х) _ -т + .т2,

Зaзнauимo, щo rrе кoжнy функцiю мoxtlа poзвинути в pяд Tейлopа
(Мaклopeнa), тo6тo тaKий pяД с силЬниМ' aЛе не r,ц'{ни},{ зHapяддям
нa6ли)Keниx o6uислень, тoМy пoстaс' нeoбхiДнiсть мати iнrui pяди
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13.4. Pяди ФyP'l

1з.4.1. opтoгoнальнicть фyнкцiй

o" Сuсmе,уtа функцiti {p,,(х)} натuвa€mьcя opmozo|rсLпьrroю на

[а, h|. якщo
u, ( o, m#ni 03.27tJ p,G) p^(х) d.Y = lc # О, m = n.

П. lla [_ ,. 
' 
l ioсuou"аТи сис,lему oo'o..l*u,o,,"* гIоЛiнo',iв Р,,(х) виxoдяни iз

{.|1с.lt'}'lt i, х, х2, ...,.Y,,. ...
}'oзв'я 3aн н я. Ilepшi двi функцiiоpтoгонaльrri, бo

- ,1
r 1l

!.t 'а-=\| =0
l-r

ToNry Рg(л) = l, Pr(х) = -t. НaстуIrlta Пaрa x i х2 такolк oр.гoгoнaЛЬнa' aлe Пapa

] i х2 вх<е нe opТoгOнаЛЬнД

J |..'|dх=i*o'
-1

Чeрез те зaмiсть .т вiзьltемo ква.rpатltrlli трl.lll.пен P:(,т) : rr.т2 + Д.r + с i зlraйдемо

i'iого кoефiцiс}lт}l 3 yМoB Op'l'oГoнa.qЬнoс,гi дo Pri(х) i Pt(.r):

! @r, +D-t+с)dх:0, ! @', +Dх+с)хd,t=0'
-1 -i

звiдсlr b : o, а: _3с, a с Мo)ке rtабvватtr ,цовi.пьнltх з}latlеl-{Ь. Hе-xali Д",lя пpoстoгtl
I

Pr(l) : 1. Тoдi c: - 1. oт>кe,

Aнaлoгiчнo Pз(х) : }n - *-i- i т.д.

Пi мнoгoч-пeн!{ впeрIxе бyли дoслiдх<eнi A.]v{.Лeжан]tponl*) i нoсять lioгo ilt.я.

iснye бaгатo iнцrих opтoгoн;ЦЬниx мнoгЮЧЛенiв. Taк, П.Л.Че6иrцoв
на oснoвi ДoДaткoвoi yмoBи нaliменrшoгo вiдxилення МtloпoЧленa вiД
нvЛя нa [_ l, 1 ] пo6у.Цyвaв системv opтoгоналЬIlиx мнoгoчленiв
].o(.v) = l, Т'(х) :.v, Т,(х) = 2.r2 - l, tп.(х) = 4х2 _ 3.т i т'д' Шиpoке
застoсyBaнI{я Мaютr, Tакo)( opтotoнаЛьнi мнoгoчлени Еpмiтa, Лаrеppа
Тa lн.

О. Tpuzoнol|еmpu.tнoк) сLlcmeмoю функцiЙ нa3uвa€mbcЯ cucmе.^4сl

1. сos Jс, sin х, сos 2х, sin 2х, ..., сos /lх' sin rrх, ...

lП:-..*

,,=*-,_Ь
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.I. Tpueoнoмempuчна, сuсmе.Llсt функцiй opmozotlсUlьнa на I_ lт, w7.
lldоб дoвeсти цIо теopемy' пoкa)KеMo' щo

лпa

t dх = 2л, ! сos2nхdх = tt, { sin2nхdх : п,

n-n:";"

J сos n хtlх :0, / sin nхсJх = 0, J sin mх сos nхсlх = 0,

/1 f,

/ соsrr.rсosnхr/.v=0 {m*n), l sinm.rsinn.rсlх=0' m#n

,^"'. ,,,.,,,,. 
ё л

Bиписaнi спiввiднorпенI{я мoxнa пеpевipltти, вpахyваBIIrи' щo
sin nл = 0, cos Шт = (._ 1),, n € Z.

13.4'2' Тpигoнoмeтpичнi pяди фp'e-)
Heхaй мael,{o систеМу opтогЮI{llЛьIlиx нa Iа, bl функцiй {p"(х)|.

Tpеба за il дoпoмoгoю дiстати ppзBинеtIHя заданoТ функшii f(4 у
виглядi

r(,) =,,)=o сt,,,p,,(.t) = flaРo(r) * ауp,(х) + ...,

,]е ./,' _ Деяка пoслiДoвнiсть кoефiцiснтiв.
Пpи цьoьty BиtIикаIoть тaкi запитaння:
a) ЦЛЯ яKих /(.r) I{o)KЛиBе такr poзвинення? б) як знaйти

кoефiцiенти? в) як збiгасться oстаннiй pяд?
Biдповiдi ,цамo пiзнirше ДЛя тpигюIroметpиЧнoТ системи, а пoки щo

зayвaхиI\{o' Iцo кoЛи виписанс poзви}lеI{}rя Мox(ливе для Дoвiльнoi
Фvнкuii /(.v)' To вiДпoвiДна сIrстемa фyнкцiй {р;(х)} }IaзиBaeться
пoB}lolo' y пpoтиBl{oм1. paзi _ }Iепoвнorо. Hепoвну системy Ivroxна
пеpеTBоpити в IIоB[{Y.

О. Tpttсoнo.мempLlLtнuм pя1oм нсlЗuвa€mься 1lяО

) * 2 4,l сos nх * p,sin ruх, (13.28)

:е {с,,} , {F,I - дoвiльнi пoслiдoвнoстi дiйсних кoефiцiснтiв.
Pяд (13.28) склa,цений з пеpioдиuниx фyнкцiй. oтxе, йoго сyма

те>к пеpioдиЧна з найменIшим пеpioдoм 2z.
Hеxай мaсМo Zп-леpioдиннy фyнкцiю /(.т). Знайдеrvto кoнкpетнi

послiдoвностi кoефiцiентiв {a,}, {6,} тaк, щoб

.) x. Ф у p.е (l768-l830) _ фpaнlryзькиl'r iнжeнep-тeплоrехttiк iМaтемaТ}tк'
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Пf-

сl^ :
,f(.r) : ; + > ..li сos l?.Y + D,, sin л.r.. п=|.

Знайдемo кoефiцiснти. Heхай /(х) iнтеrpоBaнa на
{1З.29) Дoпyскa€ пoЧЛенIiс iнтсrpyвaння нa I_ п, лl.

I fв)ах=+ ! r1.r+| с,Jсosnхсt.r+b"t
-n - -л n=|. -л

Звiдси, 6еpyulr дo yBаги спiввiДнorцення, зaписанi
Теopеми з 13.4.1' NlаgМo

1л

.]',=L I f(х\сlх.
" п |n

Пoмнoxивц.tи обидвi Частиt{и (13.29) нa сos ,n,Y

дlстaI{eМo

' Qu nn

I л*1сos n.r/х : i I
/с= 1-.a -a

л

+ br I sin t.r сos ,lлdJr.

Звitси, як i виl.Цс'

Q, fQ'1сos nхclх.

A}IaлoгlЧнo

сos nхсl,r + ) а' | сos t.r сos л.rd.Y +

( 13.29)

I-п,л] i pяд
Tодi

sin лхd.r.

пpи Дове.Ценнi

( 13.30)

i зiHтеrpyBaвцIи,

( t 3.31)

( 13.32)

( 13.33)

t-_-: 
I

-т
o. Koефiцiснmа'ltttt Фуp, с Зa mpL|zo|ro.]||еmpllчltolo cuсmeмoIo

iнmeгpoвнo| функt4ii f{х) tlа3uaаIomьс5L кoефiцiснmu, oбчuсlLеtti за
фopмуламu (13.30) _ ( |3'32) .

О. Tpuzoнoмempu,tнuti pяО (|3'29), кoeфitqiснmамu 
'LKozО 

с Koефi-
u,iснmu Фуp' с, нсIlLlва€mьcЯ rnpueОнo.l|еmpuчнu,l1 pяОoм Фуp' с'

Чaстo B ДBox oстaннiх сtзначeI{Hях слoвo <<тpигot{oметpиvний>>
oпvсKaтиМеI{o.

Не мaю.rи пoкll щo iнфopr'rаuii пpo з6iх<нiсть вiдпoвiднoгo pядy'
зaIIиIцемo pяД Фyp'r, який вiдпoвiдас фyнкцii y'(х)' y вигляДi

|л
b, = L Г /(.r) sin и.rr1х.

Ha пpaктицi IU,rрoко застoсoByютЬ pяДи Фyp'с 3а iнrцими
системами (зoкpсма, pяди Хaаpа, Уoлura).
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ы ffi

Tспеp poзглянеN{o piвкостi
{l-i'нкцiй f(.r). Для паpнoi та
вiдпoвiДно (згадайтеl)

4l. соs l?.r' Сlo =

(l3.30)_(l3.33) для паpLIIrх i непаpниx
trепаpноi функцiii g.(.t)' g.(.r) маемo

,f('t)соs п.ra]'т'

4аo

J g'('т)d'х = 2 t 8r(х)r/х, -Г c2(.Y)(/'{ = 0.
-а U 

"

H а с л i д о к i. Якrцo Паpна' тo

/(л)сl.т' d,,

2. Якrцо /('t) t{еIrapна, тo

аo
.|
L

n,l

=-- |п .,,

/(.т)
.'пьГ*-t
r urt.r( r') *

На oк

+Y'Ll

tп

a

l л.'1 sin n.tr1-т'
U

З
it

Сфоpмулкrсмо 6ез ДoвсдеЕrня oз}tак\' з6i;кrrостi ряаiв Фyp'с.
T. (,\ipiхле). ,[I,лл 2л-псрioОutlttсli,, К)r't(()Lf()-Нс.llL'i'еi,4||оi rn.о сtiмс-

,i:tllt{lt, ttа i _ lт, п 1 фl1'ttкц!i f{"r) It" ряО ф3.р' с .iбi?{tспtt,t.it, |'рuчОn4у в
iIIоtt|сQх ttе|1еpсрвjl()t'tnl f('.<\ aО эttа,t€ttь i(r'| 1Lau't ft|Очi<tt.\, (i в tnОцEii;
]r(];'l)l/G)| _ i}r., t'c1,lсfu11.11.,,, L!рil{'-цеmL!цtroio rsdttaсntОrэrstllti.ч ip.!ltl1u'i}

'i 
.'.) j. ;4и.t ||l(}tlК{i,\, tritlбlпrl Оо

i liп-' .i(.т) + liпз ,{r: 
'1,, ,,*!r .r-'.r. +i. j

,]i, .Yll *. In(}|tKсI 1'l11-;1:ii1l'l.. ,[t.s'1.
';i;i lli.tr:ilrr t.i; рli.r)' Тi:ii-rсlр:;. яiltti, t;ii;t:i;roi.:lt, i.:ц..'а;ti:tl, sii-'.

Г!ilч!.tii!iХ r-iэvliкr;.iТ. il':; Ф. 1.l 1- цiсl '.!... ir; l,,. lil''. ..,]., !illl:1!; ]ll'.\.]Ё]i:1]i:
iif1]i.lIoгс! ря,l.\'. l.i}.{l lliiIj"'tt.!ii11{-,l 1.iiОpjil!li lii1li..''l;.

lj'it.lrlдкtuтt, ';ili;хi.li-lс'i i i-l'i,.]\ ц],. l,.L' lзlt3liа.t.:....ii!С; !ljiiii..ll.:.l.:i- |':i.t,.i,.]t{iii:
.;,''.1 у1'.;j1l;.,-lt]ilз ' i,;, l,..,; ,i.l,l.')il.]i.',:. !:l'il'. , .'..
.l!]l!. i;.]'i l-.,l : iIttitVj.l'.i(:itjti' (- i1Ёitв.ii. i;t:.'':г]r.litii}l ]'.L: т:i .:\1t;. ,.li,..'1ll

:.r:: 1r \ j lj.f-i,!in !jl. -t , I i,,l i,i,.'

:.: i.. i ! i

r ::i;

i
i

I .!

. i .'r r..r:.,]\

i.l:' I r



Пl|Цt

Я*що (.r) непеpеpвна B тouЦi .ro, тo

lim /(.r) - lim {.r).r+r,,-0 lJxO+0

Toдi
l"-I,,,=* ! r'в1sinл.vс1.к:* 1 lim 

^I'(.Y)_,. J0 
\х+x0 

+ 0

1п
I f лll ,_ ;i J I''1х1сos nхl.t.

-n

Якщo /,(л) Ivraе poзpив y тouцi х' тo o, ^, #. Якщo /,(л)

}rепеpеpвIrа в тoчцi .v0' тo o,, '', \ i 
'.o.

- Зазнаuимo, щo y фopмyлах (13.30)- (|3.32) iHтсrpaли мoxнa
o6числювaти IIа дoвiльнoмy iнтеpвалi ДoвжI{нoю ?л: I{апpиклaд
I0,2rtl.

П. l. Poзвlrнути в ряд Фvp'с функlliю
.,..' _ [_ l' якпto -.т < х < 0;/(.\):.[ l' якщo 0sх<z.

''('т + 2z) =,f(х) (pис. 1З,3).
P o з в' o з у B a н ll я. oскiльки/(х)-

неrlap}ta нa (- z' z), тo, згiдrto з нaслiдком 2,

sl ,2r
l(х) N z b,1 сos l|х, b,, = 1 J ttr1sin лхdх.

Рlrс. l3.3 Маемo

b =эT sinltхсlх - -2.o,,,l":-п Jr J "..^'....^ .,..""... 
|o 

_

)- , [ 0. якIIlо ll _ пapнe (п : 2t);
=_:l(_l)r_t)={alUт \. l 

|й' "*u'n 
,l - нeПapнe (п = 2k _ |)'

I

rrtilтtt Dt = oL_ |-, kСN. oгжс.

o.n -Ё, (2/.+-ll.sin (2t _ l) -: 
1 i, ;:ffi 

': 

..; 
. 

(I3.з4)

.гvт 
сКoр'Iс].a-qися тиМ' lIl0

il ,Iак0)к тropеМolo fiipiх.rе.
Ilехаri в (l3'34) 't: * ' тодiz

.'0я

lim /,(.r) сos лхo\ _
\*lo-tl 

)

* r lim .ri.r.) + tim /(х)\.l'т-о_/l i+!)+0 l

:tr,-t+r)=0,



t

зB1ДКи

#*

, 41. I I I \|=_||--+--_дi.т\. з 5 7,..J.

,lll;r
3 5 7 " 4'

. Tаким ЧItIloJr{' кopистylочисЬ poзвиIlеlll{яI\,{и в pяди Фyp'с пев}Iиx
фyнкцiй, Ivroxнa ЗI{ахo,цити суми вiдпoвiдrrих ..ислo""* p"дi".

П. 2. Poзвинути в pяд Фyp'e фyнкuiю

fr*l:[_ l, якщo _zsх<0iJ\.'/ | х' якщo 0<x<т,
.,i .т + 2z; = /(х).

P озв'я3aнн я. 3aстосуeмoфopмyли (13.30)_(13'33). Мaсмo

l*oлаo= п I rв)a*=* t е\dх+L ! хaх=)-l.
-n 0

Зiнтеrpуемо чaстинaМи:

'tto"rnn,=* l /(x)сos nхс!х=* I t- сosnх;d.t+! J

* * ((, +.т) (_ ll,, _ t) sin лх:

_l, якщo _z<х<0;

-}, "*.uo.т=0;
х, якщo 0<х<I,

-.''fl.l';l = *.-, + ц = _ :r+rJ+u ) "

l3.4.з. Pяди Фyp'e для пepioдичних фyнкцiй
з дoвiльним пepioдo]tl. Гapмoнiнний Ьнaлiз.

Hеxaй МаeМo iнтеlpoвну фyнкцiю f(.r) .з пеpioдoм T = 2l, l > o.

У фopмyлaх (13.30)-(13.33) зpo6ипro замiнy .': * l. Tодi

(.v е [_ l,l]) + (l е t- -, Л|).

мae пеpioл 2z

х сos пхdх = L (r- l), _ l\.
,lJт \. . /

бo \ 1 ll' 11,1 *- lt*o-o

oтхе, 
' (:')
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аncos n| * b,, sin nt, -
11 \ /r

r IL,\ ..U д \J |n,| - 1 .О
\ ,/ Д=l

oo = *' i r (*,) u'' o,, = * !', (* t) cos пdt.

Пoвеpнeмoся Дo стаpOТ змiннoТ Э ." = l. Toдi

La,1

f( Y\ - --:! lFJ\"' 2

T

цn _ 
|.L

Лx
(/,l сoS ,? 7 .' + Dn sln 7 .Y'

/(.т) сos n|,t.,,

tlсiIар}i}1\{ (pис. l3.5). !. ltеpIltilrtr' вrtпадкr' b *

1t^
аo= i J ,f!)dх'
. xт (13.35)

s|n n 1 хсlх.

l,ис' l3.5

Iy ;tрt,I.()1!{\' аu- 
i2 

(пеpевipге!)

b,=+ 
!,

t
,Z-J

I

B iнxенеpнiй пpактrrцi частo Bиникar неo6xiднiстЬ poзви}tyти B
pяl Ф5,p'е IIеопеpioдIrЧну фyнкцilo f(х), зaдaнy на вiлpiзкy |а, b|,
якltй e скiнченниlr. Tаку фyнкцiю мo)кнa poзвI,rнyтIt B pяд Фyp'е,
Зaпtiнивlши для цЬогo ir фyнкцierо

fp'("), х € I_ l' аIi
.f(.v) = ] /(.'), х € Iа' h];

[я,(.r)' 
.r € Ib' l],

де р'(.т) i p,(.r) довiльнi iнтеlpoвнi фyнкuii i поrшиpивurи ij
пеpiодиuниьt спoсoбoм на Bсto ЧисЛoBy вiсь. 3poзумL'тo, щo тaKа
пpoцеl]ypa Мol<е бутrr викoнанa неoДHoз}taЧнo. Звичaйнo l('r)
вибrtpaють Tак, шo6 rшвидкiсть збiх<ностi oTpиI\|аt{oго pядy 6yлa
наiiбi"rьrшoю 

l l l
П. I'oзвинv'гit в ря:t Ф1,р.с фr'rrкuiю {.Y) : I' .Y € l0. 

'1.Рo3в.язaHl!я Фvнкцiю.('т) мo>кнa дЪltовilrtгlt до фvнкltiif(.т) з
.tсрiсlJolt' нaПprlкЛaд T :2 |1лsl зpyЧI{oстi), двсlмa сrroсобaМ}!: tlilрll}l\1 (pис. l3.4) i

{ ),l же, siддaМ0 IlеpеваЦ, ;lр\,Г()\r\' B''Пa-lку.

LlJrtpoке пpaктиtlне застoс\'B:tнHя pядiв Фуp.е oбупtовлене не тiлЬKи
iх низькoю вит\{oгoк) дo якoстi вi:пoвiднoi фyнкцiТ .f(.';), а, гоЛoBниМ
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rlиItolll' i тим, щo poзBинення iJ B P-яД зa кoсинyса}rи i синyсaми нес фopмaльниМ МатемaтиLII{иМ зaсйoм, а вiд6йвае дiйснy кapтиrry
даI{oгo фiзиuногo Ilpoцесy' якиil фaктичtto €' сyпеpпозицiею кoливaнь
plЗнIlХ скЛа,цoвиx чинникiв ДаI{oг0 Ilpистpoю Чи пpoцесy' IтoчинaIочи
вi,ц itтoмiв, якi кoливаrоться' I{аBкoлo вyзлiв кpисталiuнoi rpатки, a>к
Jo Кo.-lиваHь систеМи в цi.roмv.

oскiльки енеpгiя *o,'""а"i пpoпоpцiйна Дo кBадpатa амплiтvди'
тo' виЗIlaчaюuи кoефiцiснти розви}lеIlI{я Фyp'е, .цiстaс,мo iнфopмaцirо
пpo poзп-oдiл енеpгiй з:.t piзнимtr виДами коЛивaнЬ' щ0 xapаKтеpизye
ii стан. Hа цьомy 6аз1,roться всi видтl неpyйнiвнoгo Koнтpoлto станy
систеМи' ij технiчнoТ Дi;tгнoстикlr тolЦo.

Пpoцес i pезyльтат poзвинентrя в pяД Фyp'с фyнкцiТ /(х) називаroть
tct1l,+toнiнttttм анaпi:to.ц (нагадaемо, щo синусoцнi кoливання I{aзиBa-
ЮTься гapмoнiuнимlr). oсoкiльки частirце ДoвoдитЬся МaтI,t спpaвy з
емпipиuними фyнкцiяr'lи' зада1IиМIr гpафiuнo чи тaбличнo' тo illaeмo
сIIpаBy з npаrcmuчIIЦ.I|| iQР.IIottiчttttм аttалiзoм, якиri pеалi3yloть' як
пpаBиЛo' нa oснoвi фopтuryл пpямoкутникiв.

Пplt цьoмy вiдpiзoк I_ l, l] poз6иваrоть на m ЧaсTуIIt- дoв)ки}Ioю
)l 1t

^.Y 
: 

; 3 тoЧкaми подiлу .Vс, : _ l' .tt = _ l * ;' ...'.\||| : l, I'Jlя як*lx

3нахoДиМo }6 : ,(.v..,), )'l :.F(.т1), ..., }, = -f(.Y,,,), пiсля tloгo дiстасмo
коефiцiентrr Фуp'с:

т1I1lfi
'L\с1/(.\i) сos n l .\d.Y = * 

^4,"/(.r^) 

сos ! n..r'

(.t) sin n|.u,t." = * Ё'/(.t,) 
sin n1.,u.

13.5. iHтЕгPAJl i г|ЕPЕтвoPЕHHя ФУP'e

13.5.1. Кoмплeксна фopмa pядy Фyр'r

У фоpмv-ri Ей"rсp;t

("' = сoS .v * l sin .r

замiнимо .Y ЕIa -.t. Mасмo
(..,t : сos .Y _ i sin .r..

Дo.цаючи i вiднitrtаюuи останнi двi фopмr,ли, дiстасьlо

сos 'Y : 1 (..,' + e_ l,L). SirI.r : ! .",, _ e-i,}.'2 /' 2i'' 
! 

'i
(t ur\.rбо ll_: _ i. o,= t|\" ' I

|ГQr:1J
'-l

'lt"or= j J
' -t
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| , io.., _ia.'х.
сosс,-r =;(еi"", + е-^,,), sindлх = _;(,,.n'-,-*n,)'

Пiдстaвивrци oстaннi BllpaзIr в (13.35)' знаxoДимo
ao € | i',.'-,. -k.Y' |'.'io-, -k.Jt./(х) т* L,1a,,(е,' * е ^)_1b,,i(e n - е n)=

ao i I 1 -tсх
= i * 

-|, т в,, - ibn) do,,, + i k,, t ib,) е-',,n^.

Пoзнaчивrп^ 
n_,

QolI
сo : i, C,: 1@,_ ib,), с-,= ;\аn * ib,,),

МaтимеМo кoМплексну фop*'у pяду Фуp'е

f(х.) -,F--,n,''', (13.3б)

:rе (пеpевipтe oкpе},to [ЛЯ C6l c-n, cn)

tl 1l
с, = + I fк.,l(сos dll.Y _ l sinс,,х) ./.r = т ! I(.-),- 

*,tа*.
at -! 

., _l

Bеличини e'..,,,' 
',,з"аЮть 

zаpltottiкa.^,|Lt; а1| - Хalll1llОall.|цLI ц|IcЛ{l.I+,|Ll;

с]] _ Ko.IvtnлеKcнLl.\|Il амnлinlуdа"ltlr,. пOслiдов"i."n 
{n +I 

_ cnеKmpont'

якиri нoсить дlrскpетнllй хapактep; вiдстaHЬ Мik дЪомa сyсiднiмlr
lll,lсла}tи спектpа .Цоpiвнюс ьа = 7 = сonst. Ko>кнoму л вiдпoвiдaс сBoя

аNlплlтvд.l r',l.

13.5.2. iнтerpал Фyp'е

i{ехаЁr фу"нкцiя 1. :.('r) абсoлютнo i}IТеrpoвIrа на R, тo6тo iснус
x,| >o такс! rцo

!-|I@| сl.ч < |v{.

т,
oскiлькlr 

^а 
= i ' тr.' pяд (l3.зб) зaпишtеNl0 v вltг'тядi

r*l
/(.') - ) с,,,t,-,..,.' = fio n=-* _l

1 .i i*, (tn -.. \

=+
\-i I

з02

r



]\rаC BигляД iнтеfpaльнoТ, зaмiняeться iнтеrpaлoм. oтxе, 
.,.

li : (13.31) i
I(x) = i: l е*сlа J I(t)е- ^,dt,

Цей iнтегpал наЗивaсться iнтеrpалoм Фyp,с i е poзвинеIIням
.(.v) за неIIеpеpвниМ стIектpoМ'

1з.5.3. Пepeтвopeння Фyp'e

Пoдамo iнтеrpaл Фу'p'. (13.37) y виглялi лвox фopмyл
1ф

F(а1: _# r f\\е-iud|,уz7t. -',

л.\.) = д:t ,.ё",t1а,

якi називaюТь np'L-|||LIJ|| тtt oбеpнеltuм nеpеmвopеннЯм Фуp'с вiДпoвiднo.
Якщo /(х) пapна' тo D,' = 0. Мaемo кoсиrryс_пеpeтвopeння Фyp,е

'ГТ "' 'ГT '.
F,(а) = |: I fQ)сosа tс!|, !(.u) = |: t {(с) сos а.\lа.

IJL ft u" 
o

Якпlо fl.g;' Дe a, = 0' непаpна, то l'tасМo с!r}rvс-пеprтв0pсl{}{я Фуp'с

'ГТ 
.. 

^Гт 
..

Л'(o) : |: I .fQ) sinаttlt, ,i(.r) = |: I Л.(d) sin а.rtlа.
,.' ll i, "

B-rастивoстi кoсtlнvс- i сttrt1'с-пеpствopенЬ Фуp.с тi x самi. щo й
влitстивoстi сaМoгo lтеpетвopе}rня Фуp'с, Дo як}lх }|I,I Заpа3 пеpеХoДиМo.

13.5.4' Bпастивостi пepeтвopeнцq Фyp'е

Пoзнaчимo пеpехiд вiд фvнкцiТ до пеpетвoреI]Hя Фуp'е ЧеpсЗ
-(.r) - Л(a).

|, JIittitittiсmь

k'f 
'(.u) 

+ k,f ,(.t) - k'F'(а) + k2F2kх)' ,tj, i2 € R.

2. 7lttфеpeнtt,iк>ваttttя :]Q nzрсl.цеmpo.u. ЯкЩo f(х,т) * F(а, т), тo
ll*9!.от от

Ця властивiсть виплrtвас з теopеМlr Лейбнiцa пpo .rифсpснцiювaння
iнтегpа.lа. Зil-'lе)кт-loгo вi: nаpаметpа.

3. Пo1iбtticlrzь. Якrцt.l .f(.v) * t(a). то
. I /сr\

./'(l v; + ;;, Fl; r., |l.i \Аj

( 13.38)

(13.39)

3fi3
j



f Cпpaвдi, B}IкoI{аBIIIи замiнy змiннoi, дiстанемo
l i r |l=J.t 

.i t .. -:i,. t./с\
r* J fQt1с-iatd!-1l,',=llt|: nJЙ J.|u,)е-т'1tI|_ i,t ,',l.

luli-^ul) J'" 
t \r^r/

4. З.uiu7ення' Якlцo .f(.v) * iг(с), то

f(..к - ,31 + е.- iaap1o1 V d.

П Тут те.к Bикo}rаeМо заrrriну змiннoi:

lг.

lЙ J f(t_ёJе-iвidt= {l-ё=l.. t]:=th}=.",

= й,_,"' I fttl}е-,"'dtl = е*iJ.F(а). E

5, llе1lеmвr,}pе|1L!'i пrl.tiОltot.. Якщo .f(,Y) * .г(ст)' го /,(.v) * iсlF(а,i.
П Спpaвдi' iнтсt,р\,к.l.lll 1liiстIJнa}l1!, дtстаCМсl

l ;. ". !.с_ i'| = !!.' ,,! t; : _ iас-'''c|,,
1R;J.l ltl(-'''-Ltt ={-,. ' r:
o **t-*r=' 

iiitit ; "*'- ,,t," i: !,,t 
",-l* 

,,,'i,,i\*'iZ; 
i.' r<

t{i.i-'с..t ,l;. rц..l 
',r|,т) 

зii.lili]l] н:t |.l. & i. i; o } =- ,ri_ ос j =. {t^ ж
!3ttкtlpl,:ст:]ltня цlr-'i П..lli,'т}1Fi.;Стi J.ii] 3\lJi.\,l Псpсть0риTli дt,rф..].

i)Cir{i;i.1l;tiii i'iвiiяянri ll скiн.lilнllе. рt.;]Ё,li3i..,!. li}ioГo' i(',t0;t,:'ll'lЕ,Э- 3нi.lil гl.
ll c Bt1.t,l.i{).

tз' !.i t:ilсу;;t;tlрС!! ||'| !:itlit't. iii!,,,.itl t,,;'. i .{ t r = :' ,'r [.r], ,i -/t l. I , 1{:,

'l i.,

гi

ffi



P0 зДl,п 14

Pi BHЯ l-|Hя MAТЕl\дAтиЧFto[
Фiзики

l)icttst;,ttlt -|rdtII(.|toI!!i!l'1111l'фti,i11цt1 .- t1с piвнпння. якi описr.tо'гь рiзнi
tpislt.rtii rl нii|'Да..1'o такitх рiвняttь t-iа.:Iежат5;liвня;lня tз (lасТ1lн!1и}.
гtохiднrt.';, iнтсгр;lльнi, iнтсlpодirфеpснЦiaльнi тii lнuri piвн;iнгiя. a.1с Оi:ttс.
tt\ |.litiц j1111, Niil гl.'М;lтllilllo)' dliзlrкli Ст;ltloBjrятЬ.'iiнtiltii рi знянlrя Jp\'t.(lГr.; r]:

i''-lN'' t ll;i(''l liHНrt). по.ti,itrili'. .ll..t iil.J.. тl. l.}ОзI.,il'lн\ I.i B цЬU\l\ роз,ri'r:.
Осiiilвсп.-..l,]7Klttrкаlrli i"i;].i..:rаТ'lЧ!lr.ri фiзики с }.. Фi р'r. i ,il. h,lаi.:свс.ч+),

1 4. 1' 3AГ'LГlh i.{ i tsi;tonfi ОсТi пFФ Рi3}tfi i-l Н я
B iAст}1Hl.|l4х п*ХiдHL4Х

].'+.1.1 " Kласифiь:ацiя рlвнянь

i';1..ll]i'(] i]t]n'l.:i};1* Ii i:;1i:1.l]l,:iji,lх;i'.1l''l!JI:1i 1{.i.] l]]lJ.,ii:],l

.ti,,. - ^1., '-,, ', i ,i'i.l,

. -*- ,li\ l.liii;. il;il i1r.i:ili.

i)!i:i:i1г:ir;'i ; i.!i1ittij .1i]i ir'..Ll,iiti_

r. i ai:. !'

i.i.i: lli ! ";i i.:



6=аc_b,.
Зa аналoгiсtо з дiнiями Дpyгoгo пopяtку гoвopятЬ' Iцo piвтrянIrя (14.l)

при6 < 0мaс еinepбoлi,ttlttЙ тип' пpиd : 0 _ nаpабoлiннut7, а пpиd > 0

- елinmuчнttti.
iнuli iнваpiaнти (|4.l), якi I{азиваIoться йoгo .\аpаKmеpuсmuKс.JvtlJ'_

це poзв'язки дифсpенцia.'Iьн Их pi в}tянь

ф _bt|:8d.r_ а

(14.4)

Пl-

( 14.3)

Пoзначимoiх uеpез p('r, у) = c i у(х, У) : с.
Згiдно з (l4.3) piвняння гiпеpdoлiuнoгo типy (d < 0) маe двi сiм'i

дiйсних Хаpактеpистик, паpа6oлiчнoгo (6 :0) _ o.цнy i елiптичнoгo
(d > 0) - двi сiм'Т кoмплексIlo спpяxеIrих xаpaктеpистиK.

L4.L.2. Канoнiчна фopма piвняl{Ь

Якщo в piвняннi (l4.1) пеpейти Дo нoвиx незaлexrtиx змiнниx € i 
'1 

,

Тo RoHO змiниться, aле xаpактеp}'стиKи 3aЛиIIIаTЬся ти]\{и саlvll{N{rr. Якщo

пp,r цЬoМУ вBаxaти' напp}ткЛаД' rшо $: p(*,у),тo в (14.1) 9!\ = o 
^n'U<

гiпеpбoлiuнoгo й елiпт}lЧRoro типiв, а Для паpаболivнoгo типу ще й
-,2ott

ut un 
: 0. [{i властивoстi piвняння ( l 4. 1 ) вI{кopиста€'N{o,цля зведення йогo

дo кaнoнi.lнoгo вplгля.цv.
1. Hехай v гiпеpболiuноrrry piвняннi € : Р(', у) i ц = Ii,(v, y). Toдi

N{атиМеIv{o тaк зваI{У пеplпy канoнivнy фopмy piвняння, тo6то

#ь-(...)=0,
де в Ду)кках мiститься BиpaЗ' в якoмy ltемaс дpyгоТ пoxiДнoi вiд и.

Якщo RBестII нoвi змiннi 6' = 6 * тl iцt= Е - Ч, тo дiстaнемo дpyгу
кaнoнiчнY фopмy гiпеpболivнoгo piвнянн Я

ou ou
.-l=+(...):0.Оц. ()1;

2. Д'лn 3всдснIlя ,цо канонiчнoгo BигЛя,цy piвняння паpаболiuнoгo тиI1y
ос}toвI{oК, сiпt'сro ввa)кaloтЬ сiм'ю хаpактеpистик € : Р{.v, }'), а за дрyгс -l,1 = у,{.v' -t.), ле r/,(.v, }'j - ,цовi.:тьна фyнкцiя, яка нс 3?Лe ЖHil вi: р(.v, l). Ilри
цЬoN{Y д iста тrептo кaнoнi.tн\. d;оplt1' piвняllня паpабо,r i н нoгО титl y
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О2ц

-+(...)=0.Оц.

3. Д,ля зве,:Iенtlя .цo кaнoнiчнoго вигЛядy piвняння елiптиuнoгo типу
вва)катиIt,fеМo' Iцo

. L, I
€ : )(v + чi) : v(х, y), ц ='(ч' - Р) = w(х, }).

У pезультатi Дiстанемo

^2 ^2oll tJui+-+(...)=0.0€. 0ц"

П. Звестrr:o канoнiчнoгo BигlяДу piвняння

щr: p-u'Y' plR.

Poзв,язaння. Мaемоa:p2,b:o,,-_|.oт;<е,d = аc- b2 = _p2 < 0,epiвнянням

l.iltербo.пiвнoготипу.Хapaктеp}'стихl!,-,o,ofi==Ь- сiм,яrlpямltх х=pt=р(х,/)=c,
х _ pi = v(.т' /) = с.

Bвсдемt-l rroвi змiннi:t : 't + pt, 0 = .т - p/' Tодi

аrl Оtt ;)0 Оtt ()n Оu ittt ( 0 d \.,-=.:-; :т-it.v dg оr . оц b.r 
_ 

а$ - оц - (а3 ' ,ry,/ 
...

ilu tэu 6u ou dп |du 0и\ t o а \. 
- 

т 
- 

. 
- : D|-;? -.-| :,l^- _ 

-|u.6у аd dу oц d.v .lа€ aц) "\n,. dry)

Знaliдемо ]tр1,гi llоxiдtrt:

^2 -,2 ..2 .2 .2dtt lO d\ du ^dt! du
;: l;а* aцj u = 

u€, 
*,^а d,t- 

^.t,'
^2 2 l-2 .2 -2 \d u 2l rt r, I ld u - d lt d ul 2

-: 
D i-т _ -:-l Ц = l_-: - z-:.|--:- + ...-|,)

d}', 
, 

l ". 
d\ ] l\uс, 

- dЕ dц ' i,ц, 
)

rliцстaвlrмсl iх \, зaдaне piвllяttllя' :liстаlrемо лepшу кaнotli.lltv {loрмv

..21U
o€ 0q

14.1.3. ocнoвнi типи piвнянь (oгляд)

Xвtшьaве рiвнstнttя Мaс вltгЛяД

Ll,,:v.ЬLl, v€R,



П\fu

i), A, а,
ДеA = . . * i +:-э_OпеpaтopЛапласа.L(еpiвняннягiпеpболiuногoОх. 0v. Оz.
TиITy' Boнo o.,,,iy" кoлIIBa}iня пpoстopовoго тi"тa.

Piвняння mеn,лonpoвi1нocmi мae вигляД

Lt', = v'^u,

I{е piвняння паpaбoлiuнo"o '".,,, вoнo oписYс' пpoцес теплoпpoвiднoстi
в тpивимipномy тiлi.

Piвняння Пуасcoна*)

Ьu = f(х, у, z).

. I{е piвняння елiптичногo типy' в R2, нaпpиклaд' Boнo oписyr пpoгиIl
мем6pани пiд дiею нaBаItтaXеIlI{я.

Piвняння ,Tаnласа

Aи=0.
I{е oкpемий випaдoK piвняння Пyассoнa, Boнo мaе, елiптичний тип i

ollисye елеKтpиЧIlе, мaгнiтне, гpaвiтацiйне пoЛя' a такoх( пoлe IIIвиДKo-
стeй 6езвихpoвoг0 IТoтoKy iДеальнoi piдини.

l4.2. кoлv.BAHHя стPyHи

L4.2'L.Хвильoвe piвняння

Poзглянемo стpy}ry з лiнiйнorо гyстинoю p кr/м 3ав.цoвх(ки l, якa
зaкpiплена на кiнцяx i нaтягнутa iз силoтo T (pис. 14.l).

Рис.14.l

Hехaй u(.v, t) _ вiдхилеl{I{я стpYни
(амп,riтyДа). УpахoвyватltМеМo тiльки малi
Тoдi

Pttc. 14.2

вiд полo>кення piвнoвaги
вiдxилення (u <<l, u'.. t).

*) с. 'ц. Пy а с сo н (178i_1840) - фрaнцyзЬКиЙ МAтeматик
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ds=Y|*u,1 tlx=сlх'
Poзглянемо сиЛи' пpикЛaденi дo еЛеМеI{тa стpy}lи r/S (pис. l4.2). Це

нaтяг стpyни 7 (з"'tiва Т,, спpaвa T) iвara dQ = pgtlх.
Пpоектуюнvl cl,lЛ:.4 нa вiсь o.т, мaeмo

_7'сos9'*?n,сosO,=0.

oскi,rьки сOs6, * сoS8, = l, тo 7, _ Tz= Т = соnst. Tаким ЧиI{oм'
сталiсть натягy стpуI{и _ цс нaслiдoК Мaли3}ll,t ti змiщення.

З'ясyсlrо, tIи слiд вpаxoBуBaти Bагy стpyни. .П',rя цьoгo виKoHаeМo уяB-
ний скспеpимrнт. Пoк,lаДсNro гiтapy гopизoнтаЛЬ}lO' тopкIlемося стpyни i
пoтiм пoвеpнемо гiтаpу У Bеpтикaльне пoЛoxення. B пеpIIIoМу випatKy
с!{Л1'l BагIt псpпеtlДl,IКyляpl{a дo стpуItI{' в дpугoМу _ нaпpяМленa B3дoBx
стpyни. Пpотe звyк пpи цьсlму не змiнroеться. Oтx<е, логiчнo вBaxaти' щo
вагoю (a не масoю) стpyни мох(нa I{еxтyBатI{.

oскiльки й'цеться пpo мехaнiuний pyх, тo' зaстoсoByюЧи дpyгий зaкoн
ltеxaнiкlt' М:lс}t,to

u',,' P,1." = T t,, - T 2,,,

iндскс и oз}l.ltlAс' щO взяTo прrэекцiю 7 нa цю вiсь. oскiльlкИ T',- _Zsin0,

T,,, =TSinЧ ' пpиtlolty

sin9 = tan9 = url 
"o

sinO, = tanO, = Zl'I,' * сlх = Lt,|,сl.r * и',, l.r1.t + ... 
'

T,,' *T,,,=Tll',r1х.

oтхс.

Tодi

|t,,,,p,!х = т,,*а* (r/.r + 0).

Фiзи.lнi розмipностi:г]г]|Kг,i\'i iKГ| I

iс. I,, ll'1 | рI I _L I
.1сякoi шirr;кйтi v \vz = T, р1.

Tакиr'r lI!Iнo}{r

" T tl
LrIt - ^ 

Latxl

Гn',l . Т
= | 

*' 
l ' 

тo0тo_ Mас poз\tlp}rlстЬ КBадpатаL..l р

309



tt 
2 

tl

LLtl : у"LlxY. (14.5i

IJ'е piвняння гiпеpdолiu}IorЮ типy маe tвi сiм'i хаpактсplrстик

.r, I vt = C, X _ vt: c. (14.б)

.Цля пoвноТ хаpaктеpистики кoлиBaнь стpyни' I{aпpиклаД в гiтаpi, не-
oбхi:нo ЗalaтИ пoчaткoвi yМoви

и(х, 0) : f(х), u'.(х, О) : 9@)

i гpaниuнi yМoви

tr(O, r) : и(/, r) = 0,

якi в сyкупнoстi стaновлять кpайoвi yмoви. Toму заДаvа (l4.5)_(14.8)
нaзиваЪтiся кpаrioвoro зaДаЧеIo,цля piвняння кoЛиBaнь стpyтrи. У пoДаль-
IIIoМy для пpOстoти BBах(aтиМемo, щo p = CotlStl a oт>r(е. й y = сonst (oд-

ноpiднa стpyна).

14.2.2. Кoливaння нeскiнчeннoТ стpy}|и

Poзглянемo нескiнченну стpyHy' Для якoТ yМoBи (l4.8) вiдпадaloть .

BвеДемo нoвi змiннi 6 : .v + Уt, |l = х _ уt i пеpейдемo Дo пеpII]оi ка-

нoнiчнoi фоpми piвняння (|4.4), iнтеГpyвання яKоrо по { аaс ff = !,@),

Де l|t _ ДoвiЛЬна фyнкцiя r7. iнтеlpyroЧИ t|О \ l мaeмo

u: ! vQDd? +Ф(6): p(ц) +Ф(6):Л(л -vt)+ Ф(.r+ vl), (l4.9)

tе ,Е i Ф _ дoвiльнi фyнкцii. Tаким Чинoм' загaльний pозв'язoк (14.5) 
' 
с

сyМolo Двoх Дoвiльних фyнкцiй.
З'ясуeмо фiзиuний змiст (14.9). Bва;катиМеIv{o' ruo Ф(|) :0. Toдi

u=F(х_vt), u =Л(.v) лpи t =0. Якrцоl>0,тотакесaN{езмiщеIi}rя
стpу.Ira матиМев тouцi .r * vt.Cпpавдi, F{х * vt _ vt) = Л(.т), тобтоЗа Час
l вiдхилення F(х) змiruусться в3Дoвх( сTpуни зi rrrвидкiстю v. oтxе'
ф1.нкцiя Л(.v _ vl) oписус pуx впpaBo вiд пpямoi хвилi зi rлвиДкiстro y.

Aналогiчнo Ф1.v + y/) oписус pух влiво вiл о.rеp>канtrТ хвltлi зi ulви.цкiстю
y. Рoзв'язок (14.7) с супеpпoзицiеro пpямоi й звopoтнoТ хвиЛь.

Знаroчи зirгaльний poзв'язoк i пoчaткoвi yМoви' Мoх(тlа знаtiтlт Частиtl.
нtlй poзв'язoк задaЧi. Пiдставltвtши (14.,7) y (l4.9), дiстанет'lo

"f(.v) =.Е(.v) +о1.к), ff= y(Ф,(6) _ F,(ц))l,=o=Р(.r),

тoбтo Ф'(.v) _ Л,(.r) : 9(.r)/v' Звiдси

3r0

(14.7)

(14.8)

(14. l0)



Ф(х)_ F(х)=!!eQlа,.
t*o

Poзв'язyrоuи (l4.l0) i (14.ll), мarмo

!l:
Ф(.t1 : |t4 : * I"rQ\,]ц Л(х) = J{D _

ПiДстaвивIши Ф(х) y (l4.9), знайдемo

Pозв.язaнltя. Мaемо

r x + ll
' [ .o' : ri: + |1sin1х + Уt) - sin(х - vt) =,=Б,:],,.'"-(l. t 

2y\sll'\^ 
l

I:=сos.тsinyr.
v

якщo r: 0, -t'о tr : 0; якlцсl t : \' 'n.l 
: f .o,'*.

П. 2. Знаiiтrr чaстинний poзB.язoк (l4.l2)' якщo

Лr) = х2. р(х) : 0.

Pозв. я зit tt tt я. N{aeмo

,: |t t + vr12 +(.t - vr121 : ,2 +,'t'

3' ясуeмо фiзlr.rне тЛyмаt]lнtlя (l 4^ l 2). Bвa>катllмсltсl Р(.т) = 0' Toдi

u = }t{,' + v/) +/(х - vr)).

.l'vт 
маеN'O сyпeрпoзицilо noo*o.io звopoтнoТ хвиль.

Hсxай \'N{o1\{сllт / : 0 зт,rirцсння вiдxилення вiд нуля Лrlшс на iнтеpвалi

еt, l, (pис. 14.3). .[I'ля тoчoк.Y > / y МoМент ,',: Ч Тх.цoсягас пе-'v
pеднiй фpонт хвItлi' а в МoМе}lт ,, : L! Тx залицrас заднiй фpонт ХвиЛi,

тo6тo цi тоrtКll зtIаХO,Цяться в pусi V l € (1l' l.) 1 залlтrшаютЬся в спокtli
pеri]т}J tIасу. Ця схе]\.!а pеa,riз3'сться в IIIипкoвtlХ }lv3riЧi]Их 'rнстpупrснтaх.

04.11)

-t + l,t

f
.\-vl

,p(z)dz. (14.12)

з! !



Пц

l'Ф(.т)=;'f qiz)сtz.tv _,

Toдi

u(х' t) = ф(х * y/) * Ф(л * vl).

Тут тaкоx< мaсelо ITрямy й зво;зот'нy
xвltлi, :Lпе }rе сvмy Тx, a piзнlrцю. Нсхaii для
rтpoстoт}tР=fо V"r€t'_l, l) iР*0'
V.т € (_1' ф triя Схсмa рса'зiз1.сться' нii-
пр?rклад' в роя,li}'

ii,. :.i;i! i.i,.' illtllir.'-
, .. . . I : i,r:.i. :,li; ,: | .< :. !. i. . t..: t

POзглянемо випaДок' кoли/(х) = 0. Масмo

I * *rtt

tt(х't)=fi J 7Q)dz.

Пoзнaчимo пеpвiснy фyнкuiюp(х) ;;",

z0l
Рttс. ]4'3

Тоlri

[0, якiuс .r < /;

ie.. l.]' ,:r. r j. чь'ulО т С [ -.1' l l'(lii.ri = ),2,,,,' "'
ii
If.:" : li. якl]:i.: .t: > i',

;ij. []i;rt t - '1. 1.i.'li.:i.t .l * 8 :".ri:.3rr.iС rr;й6i'.tt.шUr*'1,
I

..;.:\!..lr iiIiq i . .. i ь l]i.t.i.]Ьill ]\!, .rJ .,п'r' Яrс.i;,.; нс З\l.llh)!'i.i'r 'i. itli,.

т.(lli;'.il i-.ii"}\..iJ.i ].i'1!От|r i,l.ili.";i,'lr,i:;;;111iiii]..ti1' i:. цi-ll'ii,:ii.; ; .*' i i.чi * i .J"rlii'rll
ii1jli.:i;\]i.:;]фill.''llз.ьl.я. lit'l.'.+ l (.). l.l|:.iti.tJrl;il.: i.{;-tti:{;ti:iit';]{i.,}1{l!..,?'

]i,.:кi:r..1]l,.il. :;!ь: 
'i.--.j!...i'll'\.': 

i. i-i;l:;lt,iY !1ii)}:il,lt lk.j.j!1.!iij;!.rti 3:! .i('!ni]tlОl!]1i] iii;.
i.r.l.il .r;;,-. l{.i.l ,; ,:i;f ;r'i

]-l.i.-:.;.;',. i.l..!i1li']зi . ;.'] ::i i]i

:i',;:;:1.1.";1,,' -' ij:lili;'iil:i: !. i



-r 1 / -,' Ф(a)\ -'"* | ( ^,' . Ф(a)\ -'"v\а') = iiлr", - 1i;)е-|ауl + i1лt", *:-sl)e--'',.

3aстосувавши тeПер oбеpнене пеpетBopеHня Фyp,е, Дiстанемo

и(.r, /) = *g.r. - v|) + f(х + vt)Iу * *",i,,*9Q)dz.

14.2.3. Кoливання скiнчeннoT стрyl{}r

Знafiдсний вище poЗв'язoк вiдpiзнясться вiд тoгo, який спостеpiгаеться
лpи гpi, нaпpиклaд на гiтаpi. [е пoяснюетЬся тим' щo pозв'язoк був oтpи-
маний Для нескiнченнoi стpyни, а в Дiйснoстi маroть спpавy зi скiнченнoю
стpy}roю 3 неpyxoМO зaкplпЛеtIиMи кiнцями. oстaннс внoситЬ y llpoцrс
iстoтнi змiни. а сaмс: хви-.Iя, дoсягаюЧи кiнця стpуни, вiд6ивасться вiд
ньогo i в пpотlrфазi рyxaстЬся Bздoвx стpуIrи B IIpoтиJIе)(}IoМy }rапpflмi. Tе
саМе зl 3вopoтHoю хBилею.

У момснт 1= 0 стpунa 3а3нас МаксимaЛьнoгo змiщсння ввеpx. floтiм зa
p;lxyнOк взасt"to.цiТ пpямoi й звopoтнoi xвиЛI, зi свoit'tи вi.uo6pаxенI{ями в

t2l
N4оlt{сtlT l =: вo}tа займасIToЛo)KeнIlя Diвноваги. Умоментl =: вoнаv'v
3a3нaс Максиt{алhнoгo зьtiцrення BIlиз i так далi, тoбтo коливaс'ться сaМе
тaк' як ми це со6i й yявлясмo.

Tепеp poзг'ЦяHемo це анаJ'liтиЧно i poзв'яхемo кpaйову 3аДаЧy (l4.5) 
't14.7 l i (]4.8), зaстoсyваBtЦи-мстoд Фy-p'e.Poзв'язoк шrvкаT}lмеlvro y ви-

г'rядi 
. : --_!..-*

rt(.r, l) = х(х)T(t). (14.13)

Llагaдaсмo, ruo и f 0. Пiдставивши (l4.l3) y (l4"5),,Цiстанемo

XT" = v2.y"T"

Звiдси, вiдокprм,rюю.tи змiннi, знайдемo

oстaння piвнiсть (злiва _ фyнкцiя аpгумеHтy.r абo сталa, спpaBa _
фvнкцiя aprvментy l абo стaлa) мoxЛ}lвa тi,rьки за yмoв}l' щo^лiвa й
пpaBa чaстини дopiвнюtоть сталiй. Пoзнaчимo цю стaЛy неpез _,1. (знак
прoкoМе}rтyсмo пiзнituе) ' B pезультaтi дiстанемo Два piвняння

'rc,,+А2х =0 i 7,,+)'2v2T=0,
p0зB'я3ки якltx (.z1, ,B, C' D € R)

X = Асos,l.v * Bsin )"'r i T = ссos Аvt * Dsin,lyl.

.v" T''
-=т.u v"T
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З'-!l

oт>ке.

и(.r, l) - (z4 сos 1х t B sin,1х) (с сos ivt * D sin,lr'l).

ЗастoсoвуюЧи гpaниЧ}li yr"roви (l4.8)' маe}Io А = 0, B * 0, якщo
u f 0. Toдi sin ),l : 0' Аl : пn, n € N. Tаким Чинotvf' i мoх<е нa6увaти

.1tllliе певtlих знaЧенЬ або, як кaжyть' BласниХ ЗнaЧе}lЬ l = Ч. Якщo

Bltестll lro3н.1Чсння не * i2. a )'2. тo

X: Аt, + Bе-Lr,

tЦo не ЗаДoвoЛЬtlя€' гpаниuнi yмoви i не вiдпoвitае фiзиuнiй ситyauii (кo-
..IttBа}lня вiдс.v*тнi). Якuroi : 0, тo X = А * .B.r, щo не вiдпoвiДас фiзиuнiй
с1,тi зaдаui.

.Ц.ля кo;кнoгo и масI\,ro вiдпoвi,цний poзв'язoк

tt,,(х, ||: {с,,сosfft + D,sin\I0.inЧ{.

Bяаслiдок лiнiliнoстi piвняння ( l4.5) , сy}v{а ,lll такo)к с йoгo poзв'язкoм'
oт>ке.

rr(.т. t) :,,Е,,.,,,.,' 1) =,,>l((',,сo'fft + д,,sinfflls'"T. (l.1.l4)

Щo6 знаr"lтп С,, i D,,, скoplrста€I{oся пorlатков}lМri Yмовами (l4.7).
\1асruro

Л'.' :,,Т,",, sin,l }.r. Р(..) =,,?' sinл 
}.т.

oстаннi piвнoстi явЛяЮтЬ сo6oro poзвиrrеЕI{я в pяд Фуp'с за сиHусаМи

ф1''нкцil,r(.v) i.p(.r) з кoефiцiснтaми С, i D,,+.Cкopиставlш!{сь зaгалЬ-

нr,rпrи фopм1,'ЛаIlrи ДЛя кoсфiцiснтiв Фyp'е, B цЬoьry Bипадку Мaсмо
.1l т .1 ! т

,,,= i { n-, sin,l } .t d.r' D,' = * l pt,*l sinп }.r r1.r.

Якшo pя.r (l4.14) з6ix<ниl'r i pяди, yтвopснi пiсля lвoхpатнoгo tифе-
pенцiroваrтня rioгo пo.v i l, тея< з6i;кнi, тo (14.I4) i с единllм рoзв'я3кoм
rанoi кpаirовоТ задaui, звlt.lаt:iнo 3 уpaxyваIrl{яМ зllаЧенЬ C,,i D,,,

oтя<е, oсновнi осo6ливостi Метoдy Фyp'с такi:
а) poзв'язoк rшvкa}oтЬ t' виглядi дo6утку, rцo дас змoгl. вiДoкpемити

зIrtiннi]
б) загальrtl,lti poзв'язoк lI1укаIoть } виг;Tя.{i сvМи Множltнlт pозв'я3кiв,

3rtaliденrlх дЛя кoХ}Ioгo вЛitснoгo ЧисЛа;

зl4



в) ДЛя ЗaДаних y поЧaткoвиx ylroBаx фнкцiй f(х) i 9Q) знаxoдять Тx
pозвиflення в pяд Фyp,е за сIr}ryсaми' щo.цаr змoгy о6uиспити вiДпoвiднi
r{'oеqplцreнти.

З'ясyсмo фi3I{чне тлyМаuення poзв' язКУ 
' ДЛЯ чoгo кoжен член в ( 14.l4)

пoДаIvtoyвигля,'i 
- / (,

tl,,(.v, /) : Yс; * D|, sinn; ' |Еtт, сosn 
,} 

vt +

* -!: sinn\rr') :1,, stn(a,t * p,),
\С:,+Di, l )

де o,, = {ф ГЦ sin}.' а.tt,lnлimуdа, ',: n | * ч(lcmoma'

p,, = аrсtаn(с,,/ D,,) - фазсt KoлtlваIrь.
Пpи ir = l дiстaемo oсttoвtluti moн Koлuв(tttь, якиil ви3нaЧас Bисoтy

3BYка

.tv п |Ttt=T=7 
| p

Biн зале>кить вiд дoвxини' гvстини i сили натягy стpyн'r. Пpll n > l маемo
o(lеpmoнu, сук1zпнiсть якиХ yтвop}oе mембp звyЧання. oскiлькlr o6сpтoнiв
нсскiнченно 6агaтo, тo тембp кo)кноI! iнстpyмента yнiкальниЁt.

Якцrо стp).нy pоз6ити нa m Чaсту1н i кoх<н.v з ниx замiнитll'мa-
г\.рiа-'Iь}tоtо то(lкolo' тo для кo><нoТ з них Мo)кitа Flапtlсати piвняння кoли-
вaнт, Lt', + о.liu: 0, тo6тo в pезyЛЬтатi дiстaнемo систrI\1v rи piвнянь. Пpи
ll] + cо т\{;lтиМеN'o систCМ\' з нсскiн.lенHим ЧlrслoМ piвнянь, еквiвалентнv
oJI}{oI\{y piвняннro (l 4.8).

Тaха спецltфiка piвнянr, в Частиl]Hих лoхiдних.

14.3. тЕгlЛoпPoвiдHiстЬ стЕP}l(}lя

14.3.1. Bивeдeння piвняння
тeплoпpoвiднoстi стepжня

Нехaй poзпoдiл теМпеpaтypи в стеpxнi зав,цoB)ккtl / oписyс функцiя
lr(.v, l)' Фiзичний закoн' який oписyr лpoцес тепJ:Ioпpoвiднoстi, встанoвив
Фу*p'с: rшвrrдкiсть 3мiни теп,тoти пpoпopцiйна дo фaдiснтa темпеpaтypи
du-; t Iт.TotЦt J пoпсpеtll{oгo пеpеplзy стеp)кня

( I 4.15)

3t5
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Знак y пpавiй чaстинi lloкaзyс' щo нaпpяМ pyxy тerrЛa пpoтилexний
Irапpямv Гpaлieнта тeМIleрaтypи (теплo йде вiд тeплiшоrо тiлa дo xo-
..тоднirпoгo, а фaДirнт нallpяМлеtlиЙ у 6iк зpoстаIrня тeмпеpaтypи). Koe.
фiцieнт,t назrrваrоть кoефitчiснmolи' mеnJLonpoвiilнocmi. Piвняння (14.15)
)' 3адaЧах теплoпpoвiднoстi вiдiгpae такy x фyнДaмс}rтaлI,I{y poль, щo й
:pугий 3акo}l меxaнiки B зa.цaчax мехaнiчнoгo pyxy тiл. Cлiд зaзнauити,
що цей закoн Фyp'e вiдкpив зaвдяки аналoгii iз зaДa.reю пpo пpoтiкaння
iдеальнoТ piдини пo пoхилiй плoщинi, яка 6yлa poзглянyтa Л.Ейлepом (в

Оttнiй * _ кyтoвий коефiцieнт HaxиЛy Iшorцини). Tакa aналoгiя для Фyp'.
булa не випадКoвoю, oскi,'Iьки вiн дoтpимyвaвся теopii тellлopoДy *
iдеaльнoi невaгoмoi piдини, яI(a пepеIloсить тeплo. oскiльки oбидвi piдини
i,цеальнi, тo й зaкoн pyxy' нa дyмкy Фyp'е, IIов}II{ен бyти oДнaкoвий.
Haйвpa>каrоЧе пpи цЬoМy те' Iцo хou мipкyвaння Фyp'e виявI{Лoся нeпpa-
Bильни}t{ (нa змiну теплopoДy пpийшлa кiнeтичнa тсopiя тепЛa' oс}loви
якоi заклав М.B.Лoмoнoсoв*,), зaкoн (l4.24) пpaвильно oписуe явищe
тепЛoПpoBiдвoстi.

oтх<е, за час l Чеpез пoпеpеuний пеpеpiз стep)кI{я з a6сцисoю 'r пpoxo-
дить кiлькiстЬ теплa

сJo' = _kS dt у |d, l,
il Чеpез пеpеpiз x * A.r _ кiлькiсть теIIЛa

rlll I

dO" = -kS tlt#l =сlх llr+A(

Оtt2* ----;
Ох'

тoбтo на дiлянцi t]х зa чaс сlt зaлитllaeтЬСЯ Т€п;]Io

.,2

lQ = tlQ, _ ttQ, = kS сlt u- # '

шo oбyмoвлloс пiдвиrцення теМпеpaтypи нa сltt = * u,,

Пpи цьoмy тellлoтa r1Q, темпepатypа du, тeлЛocмнiсть с i мaсa
сlrn' = РS с1х, дe p _ гyстинa сTеp)K}Iя' зв'язанi мix сo6oю залexнiстю

tlQ _- ссIm du = сpS ff а, а* .

Bилvчатoчи с/Q, знaхoДимo

----т-+/\{.B.Лоvotroсoв (17l 1_l'765) - ooсiliський Y.tertитi.
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Bелиulrнy * : o, }l.1ЗиBаIoть кoефiцiснтoМ теI!{пеpaтvpoпpовiднoстi,-сo

'[}(I|LI 
ДлЯ oднopl,цtlогo стеp)<I{я e стaлolо веЛичиI{oIо.

Тaкипl ЧIlнottt'

.. ^э

# : o,!З. (l4.1б)ot Ох,

-I{е piвняння теплoгIpовiднoстi стеpx<I{я мaс пapaбoлiчний тип' o,цнy
сiм'ю xаpaктеpистик i o,ц}ry кaнонiuнy фopмy. II{o6 pозв'язати (14.1бi,
змiнимо масtпта6 часу, ввiвrшll нoвy змiннy т = а2 t. У pезyльтaтi дiстaнeмo

Оu 0.u- :--;"(Jт Ох., (14.\7)

L4.3.2. oxoлoд>кeння нeскiнчeннoгo стepжня

{ля pозв'язування цiei задаui дoпoвнийо piвняння ( 1 4.1 6) пoЧaтKoвolо
Yl\{oвolo (.roму oднiсro?)

u(х,0) = f(.r), (14.18)

якa зaдar pозподiл теМПеpaтypи в стеpN<нi в МoМеIlт l= 0. Гpаниuнi yмoви
тvт вiдсyтнi (uомy?)

ЗастoсувавIlIи пеpетвoprнIrя Фyp'е, дiстанемo звичайне ДифL.-
pенцiальне PiBняння з пoЧаткoвolo yпroBolo

v''(с,) _ _а2v7а), v('а)|"=o = Л(a),'

poзв'я3oк яКoг!

v(а, т) - F1а1е-*2,.

oбеpнене пеpетBopення Фуp'с дae poзв'я3оK' oДеpxаний Пyaссoнoм,

l -. l.. -,т)2
r(х, r) = тi; !.7ц6lгt аg.

Poзглянемо Пpоцес пеpеlаui теплa в стеpxнi, якщo в пoчаткoвий мo-
Мент 1:0 (pис. l4.4)

й, .'- lt. якlцo хе(хо,хo*Ax):
/ ('r) : <^ : ', 

|U' яKIцo х C (хo' 'ro * A.r).

з|7
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За теоpемоro пpo сеpеднe 3наЧення фyнкцiТ МaсМo
2

kЬх -+
l/*(х. r) = э J- е

L YJtт

ЬQ: сPkЬ.r, k: ЬQ/pсЬх,

звi,цки
2.^o+

ll*t.т. r) :;__-_? е
2pс у 7vт

ЗгiДнo з pис. |4'4 кpивa u*(х,т.) l,ля
фiксованoгo Чaсy т1 асиМIттoтиЧllo Нa6ЛИ-
)ка€'тЬся Дo нyЛя пpи |лI - co. I{е oзIlачаe' rцo
в poзгляДyванiй моделi rшвидкiсть пoIIIиpеI{ня
теп-па Дopiвнюe }rrсKiнЧеI{нoстi. ЗaвДяKI,I
спецiальнiй теopii вiДнoснoстi вiдомо, rЦо
шrвиДкiсть 6yДЬ-якoгo фiзиuнoгo пpoцесy Hе ]vlo.
же гtеpевиlцyвати urвltдкiсть свiтла y вaкуyмi'
а пеpсДаЧa теплa вiд6yвaсться 3а paXyнOК пеpе-
даui енеpгiТ кoливань вiд oднiсТ NIoлекуди Дo
iнtпoТ - пpoцес ДoситЬ повiльнlrй' Пpи цьoму
вiдмoвлятися вiд piвняння (14.15) rrе слiд.
oсКiJ.Тьки вoIIo IтpаBt1ЛЬЕIo oписус пpoцес псpе-

дачi тепла в скiнченнoмy стеp>кнi. Tpеба паМ'ятати, щo це BсЬoгo Лиluе
t{oДель явища. якa вiДoбpa)Kас oснoвт{i (алс не всi!) йогo plrси.

Постaвивrпи питанIIя пpo швlтдкiстЬ пoIIIиpення тепЛа, мlr вийrшли за
pс;ки}{ },{oх(Л,{вoстi мoделi. B пpинципi аналoгiчна каpтиIra сПo-
стеpiгаеться пpи аI{а"'Ii3i 6yдЬ.якoТ мoДелi: pано чи пiзнo виникаC пеpеIIoIlа.
За якolo }IoДel.IЬ }Iе l1paцюс' Taкy кapти}Iv' нaпpllKl.Iil{, МileМo в зaДачi
кoЛиBаI{ня нескiнченнoi стp1,ни (ьrи i] pанirпе гrpoстo не пot'tiтlr,rи). Як
бачипro (pис. 14.3)' IТpи / + oо вся нескiнченна стpyт{а змiстилась на
скiнченнv BеЛиЧиIIy h, aле Для ]l.ьoго тpеба викoнати poбoтy нескiнченнoТ
веЛиЧини (a ми лиrпе вДapllли пo стpyнi МoлoтotlкoМ зaвшиptлки 2l),
Cпpава B тoI{У' щo з сaNIогo пoЧаткy ми цiлкoм пpаBllЛьнo знеxтyвaЛl{
вагolo стpуни' а oскiльки стpyнa I{еBaтоМа' тo i pобoта не бyле нескiнченнo
вrЛикolo.

Tе саlrс мaсмo й для стеp;кrrя: I{ехтyсмo iнсpuiсro мoЛекyЛ' тoму r.i

МасМo нсскiнненн1' tшви.:кiсть пotшиpеH}|я. Щo стосустЬся стеp)<Hя певнoi.
.]oв)Kини. тo таКе пpипytцеHHя цiлкoм пpийнятне.

1 4,3.3. oхoлoдx<eння скiнчeннoгo cтep}кня

Poзг,rянемo кpaйoвy ЗaДаrly oхoлoД,кення скiнченнoгo стеp>ккя. .Ц'o-
пoвниМo piвняння (\4,1.7) i (14.18) гpal{иЧними yМoваNfи

Pv'с 14,4
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и(0, т) = u(l, т) = 0, ( 14.1 9)



- яКl (Для пpoстoTи) o3нaЧають' щo кiнцi стеp)Kня за}rypенi в лiД.
Для pозв'язуBa}rня цiеi зада.ti скopистаrМo.o 

'е'oдo' Фyp;i. Шyкaти-
}1е]\'o u 1, виглядi

ц=X(.r)T(т), u$0.
Пiдстaвltвtши и в piвняння (1 4']r7)' Дiстaнемo

7,,/T:X,'/X=_)"2.
llалi мaсмo piвняrrня

X'' + 
^2X 

= o, T, + )'2T = О'

3 яКих зIlaхoДиМo

тoбто

X: Асos,t.v *Bsin JLх, T = сl-),,

"2u = ('M сos i.r * ,л/ sin Ах)е-,, , 
,

M = i|C, N: BС.

З yмсlв (14.19) Ма€'Мo fu1 :0, N # 0, sinl'l = 0, звiдки ,н.ixo,циI{o
виpа3 для в;.IаCH}IХ ЧI1сел цiсi заДачi:

).:Ч' n€N.
I

.l['ля кoх<нсlгo вЛaснoгo rlисЛa NlaсNlo

,'rr2,- - 1- Ttnхll',(r, т) : Nne ,. sin:i'

.l Bн{tс'fiдoк лiнiйностi piвняння теплопpoвiднoстi с\,ма
22

и(.v, т) : j ,,,,1.., .) : Ё м,,,--f sinn\.r (|4.20)
п=l n=1 I

тaкo;t( е pо3в'язкoпr piвняння' пpиЧoмy зaгальI{иМ. Kopистyrovrrсь ( 14.18) ,.]lстасМo

.(.v)=) ц,'inn}.'.
,l=1

Це - pс.lзвиHення функцii/(.r) у poд Фуp'с Зa сит{Yсатlrи, Звiдки

3r9



(14.21)

Якщо pяД (l4.20) збiгасться i збiгaються pя.ци' утBopенi з (14.20)
внaслi,loк ,цвoкpатFIoго дифеpенцirовaння пo .Y, тo (14.20) i (|4.21) дaютЬ
с.]иний pоз в' язок poзгЛядyBaнoТ кpайовoi зaда ч i.

14.4. РiBHяHня лAплAсA

14.4.1. Cтaндаpтний poзпoдiл тeMпepаrypи в тiлi

Poзпo.ri.r тсI\tпеpат}'pи в тpивимipному тiлi Мo)Kllа oпttсатl-{ piвнянняl't

'tl
,V, ='.- / 71х;sinл 1.t,I.к.t{tl

tnе.т

(14.22)

{ля poзв"язvваI{I{я кOI{кpеTrroТ задаui, крiМ piB}rяння (14.22), слiд за-
датrr й гpаниuнi vМoви' 3аЛежЕIo вiд яких poзpiзняють тpи кpайoвi задачi
дЛя piBняЕ{ня Лaпласа:

1) зaда.rа flipiхле, в якiй 3а'цанo темпrpатyp1, пo всiй пoвеpхнi o

tt| 
" 

= 9(х, у, z); (|4,2З\

2) зaЦaчa Нс.ймaнa*), в якiй зaданo t'pадiент теМпеpaтypи пo пoвеpxнi,

(r4.24\

де /.l - ноpltальний Bектop повеpхнi;
3) мirпанa за,цaЧa' в якiiI нa оtнiй частияi пoвсpхнi за,цаHo yМoBy

(14'2з), а нa lpyгiй - yМовy (|4.24).
На пpактlrцi чaстo 3астoсoв\'Ioть piвняння Лапласа в цилiн,цpиЧнiй

сltстсмi кoop.]инат

I о( 0u\
n ф(ф)

| О2u О2tt.1. -; 
-;. т --; = U.p. О9. dz.

*/K.LIсrivltr ([IoЁrмaн) (1832-l925) 
- нiьtецькиit r'aТеМa]ttк

(r4.2s)
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П. l. Знаriтlr стaшiонаprrrtй рoзподi.r теМперaтури в стеp>кнi завдoвжк9r /, якuro

,2t:t U---_;

Poзв'я3aння

: U. Jвlдси .. :

Oт>ке,

ir(0) = иo' u{t) = ut

З piвнянilя (|4.22) дЛя oднoB}rvipнoГо BиПа]lку и : и(х) Мarмo

Ах+ B. Згpаtlrt.tниxyМoвдiсTaемo B: uо, i:u';"'.

I

t
t

ц1* u0
u=- t-,f,+иП.

П.2.Зtlafпи рoзпoдi.,r ТеМПерaтуpи lrф) у п.llоском1'к1.rьцi, о6мех<еttомy кoлами pali1'сiв
R' . Ri, якIцо tlA iioго гpatll;t1яx lli.lтprrмveться тeмпepaтr'pa trn i tr,,

Рoзв,язaiIttя. Зpiвнянrtя (14.25) д. я u: tlФ) e: + = 0l *l."n
\oя dz )

1t,Ч\ =o.ар( аp!

Звiдсpt lt : А|np r- B. З пoчit-гковrlх vМoв знaxoДимo

L0 = .'{ll1Л0 + B, u' = , lnR' -t- Л.

Ttlдi

u1 -llo р:':]] + _-_--.---ln-.. '.o ' jn(Rr/RJ) ... 
дl' 

.

L 4.4'2, Бeзвиxpoвий pyх iдeальнoi.
нeстисливoT piдини

Poзглянеtvlо пoтiк piдlrtlи ЧеpеЗ ПoверХttю o' яKa обNlеxус oб'с'м У
(pис. 14.5l. Bе,тичина цЬoг0 lloтoкy стаtloBIIть

t

e: IITido.

']е F - вектop шIвиДKo;i piдини.
Масу пoтoкv мoжнa Дiстaти з oб'rМy пoтoкY. пo-

lltlo)кивIllи йогo на гyстин\'' тoбтo

мt=I! ртido.

За час Al uеpез o 
".',o*oo,,'ь 

piДиHа Масoю

Ьmу=Ьt!fpTiс1o.
ll 2r4

2t--t,

Pис, 14,5

1l r



Я*щов]\,1o}rенT 1всlб'спti И рtiс,rlrтt,с;t jlf;iil;l ia = l[! рel'у ,тoзJчас

Al вoна зr,с}Iш!vстЬся ri;l

.1^

ЬЙ.: ГГГ :Fьt.t,.
' '\: {tl

Якшo вссpсдr,lнi У не}{аС нi джсрс.r, lti вrrтt,кiв. тоГэто Alll , = Arr1. (закоiт

збеpсxення пtасlt piдrtнlt), тo

!,I pTico:tlIffа,.

За фоp lr vлo tо О;трогpаДсь кoго_ I.а усс:1 ь{асмo

с f f f P ."

J J ртi jo = ijJ сirGэ T1ttr.

Tодi попс.pсднiй виpaз набиpaс BигЛяд}:

^ 
n n lrtD :. l

J II |;, _ divt,а F) l ri И = 0.

}'pахoвyю.rttтс'цtroоб'спt}.дoвi.,rььltii.iнтсr,p;lлrtroхедopiвHK]в3т!lpЕi!;.]Ю
тiлькц тo,]i' кoлlt,цopiB}iтoс нy.rrо пiдilrтс/pальн;r функui я, [lас]\.ro

Ltp

* = divLрn (|4.26)

- piвнягlня н.poЗpliвнoстi стислltвoi pi,lини. Якшo Ж pi.l}iна нестислива
(p = сoпst)' Тl! з (14.26) Дiстаeмrэ piB}rяння нсpoзpиBностi нсстitслllвоt.
piДrtнrt

сlivF:Ц*!9*dR=orr.t d r' 0:

Якrцo пpI! цЬoм\. в нiй вiдсvтнi зaвихpенIJя' тo F = Епа rl i замiсть
oстilltt{ьoгo NIа€'мo div grаd tt, : Ьu : 0.

Сам Л:tп-rltс дiстав tlс piBняЕlHя ст()с()в}to l,pавiтаuiiiн(.}IQ no.'I'I i вtlкoplt-
став йoгo д'пя сrбr,pунтYванt{я ii poзвиткv тсopii похoд)ксI.lH'i Сoнячноi
сllстеМи З Г;tзoпlt..IoвоТ хмари.

Piвняння Лапласa e рiвнянням елiптrtчнoгo типу (6 > 0) i вoнo т'lае 'цяi
сiм'l. коtutплекснo ёпpя;кенIrх ха pilKтеpисTtrк i oднv ка нoн i ч нv фоpпtv.



14.4.3.3адaнa .Q,ipiхлe для кpyгa

Poзглянеlutо кpyгЛу плaстI{IIKу paдiyса po, pозпo,Цiл тrмITеpaтypи в

^. 
,,

якiй опlrс5zсться piвнянням (l4.25) пpи:* = 6ar

1. -9 ('у\+ 9,...:0.p oР [ сlР ) p'aР,

ilбо B poзгоpFtvтoмy вигдя.ri
..2 ^ ^2p,u':*oY+Ч=0. (14.21)
Ор. oP О9.

Нехаir нa гpaницi зataнlril pозпoaiл теМпеpaтypи

,rlr=oo= f(p).

[ю кpаiroву 3адaЧУ poзв'яxешto }lетotом Фуp'е. Hехай u = Ф(p) RФ),
Пiдстaвrtьто цсit виpaз у piвнянltя (I4,27)

p,ФR,, t pФR, + ф,,R = 0, %- 
_ _p,R,' j pR, 

= _k2.

B pезультатi Дiстасrrrо два звичаliнi дифеpенцiальнi piвняння

Ф,' + Ё2Ф :0, р,R', * pR, _ k2R = 0.

Рoзв'я3oк пеplцoгo Мaс BItгляд

Ф:.4сostp*Bsintp.
Розв'язок дpyгoгo IIIyка€'}{o у виглядi R = Р,,.Пiдставlrвrпи йoгo 1,

(14.27). знаlilемo

p'*(m - l)p"'-t + p^p''-t-k'p"'= 0,

a6attt2_k1 :0, m= +,t,тo6то

R:cpk+Dp-k,
де t лoвиннo (lути цLrим, оскiльки фyнкцiя{p) пoвt,lнна тurатlr пеpioД 2л.
N4асмt.l

tL: (А сos li.p * .B sin kР)|,p- * DP-r),

звiдкlr вип.'IиRас' щo пpи Р = 0, тобто в центpi пЛастинки ;1 : со, 3Лe

фiзи.tнo цс Hсpеа'тьнo. oт>кс. D = 0. ПознaчивIпи C:| = ]|{' СB = N,
" пoпli.litcМo} 1IlO ]Ля Koжttoгo A = 0, 1,2, ...



uk: (Mkсoskg * N*sinkg) p-.

Сумa uu BнасЛi'цoк лiнiйнoстi piвняння Лaллaсa с йom зaгaлЬним
pозв'язкoпt:

,w
tt(p, f\ = *; * ) t,lzuсos ttp + N*sin kp)po.

- A= I

BикopистoвyloЧи гpаниЧнv yМoвy' tiстa€'мо
M

I(p)= 
' 

*)$4ucosk,p *N^sinkФp|.
- k= t

Мас'мo pозвинеt{ня в pяд Фуp,с фyнкцii/(p). oтх<е,

l,t1л
h{r: -\ ! f(t)сoskt dt, Nu : i ! 11t1sin кt lt..тPо nРu

Якrцo pяд Фyp'е з6iгаеться i збiгаються pя.ци, yтвopенi з ньoгo ДBoKpат-
ниlr дифеpснцiюванттям зa р t g, тo маCмo eдиний pозв'язсtк poзгЛяДyвa-
ноi зaдaчi.

Пoдaльrui пеpетBopсння, якi сBoгo ЧасУ викoнaв Пуассон, пpиBе,lIи дo
тit к 3ваЕloгo iн me ip ал сt П 1'сt c с сltl сt
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тЕoPiя ФyFl}tцiЙ
кotlлпЛЕксHoТ змiннoТ

15.1. ФУHкцiТ к.oмплЕксt{oТ змiннoТ
тA lx пoxlдHl

15.l.1. Кoмплeксна змiнна

У п. 7'l 6уло вBеlIенo кoмплrкснi числа i дiТ над ниьrl'" встaтtoвЛеI{о
такo)K псвнi паpалелj мiх< ниt\4и та всктopаМи. аЛе на вi:мiну вi.f oстаннiх
BoHИ М:lЮTlr oпеpaцirо дiленFIя' шI0 зв'я3aнo з с,цинiстtо oпеpацiТ мнoxrнI{я.
.]'-.tя кoмплсксll}lx ЧИCe;-I не iснуrоть пoняття <<бi;1ЬЦIe>>, <<1t,tеt{1Це>> тoмy' щo
цi uислa (z = rеi') Bи3нa\Iaються Двotola паpaМетpaМи, якi не зiставляroться
o]ltн 3 oД}lиМ. ГеoметpиuниЁt зltiст кol\lплCкснoгo Числа - тoЧка пЛoщиtlи"

Kомш,rексна змiнна - Це тoчкa цiсi плoцlини' яка ЕlаЛсxIlTЬ' нaПplrк-
.rад. певнiii r-rбластi o. oДнo3в'язнiй чи мнoгo3в'яЗнiir (див. п" 12.3.3).
.loвiльнr,мнoгo3в'я3н1 oб-rасть 3a.]oгtoмoгorо вi.lповi.:нllх poзрiзiв I\|o)кllа
пеpетвopити в oДнoзB'яЗну. Cтупiнь зв'язнoСтi oбластi п = k + l. де ft -
нсo6xi,цнс tl'lсЛo poзpiзiв, якi псpс.твоpЮютЬ дану о6ласть в oднo3в'язну.

Poзглядaтlrшreмa вiОrcрuml oбластi (для довiльноi точки областi iснус
t-lкiл тoчки, який повнiст}o нa.;1е)киТь областi) t зв'язtti (двi довiльнl тoчKII
o(lлaстi мо)кHa сIIoлvЧитIl кp'Iвoю, яKа Hе вI{Хoдl'tтI) за тntсл<i oбластi). Hа-
гада€'Мo' lцO дoдaтниN{ нaпpЯI{oм oбхолy rrlс;кi о6.пастi с тоil, пpll якrэillv
область 3аЛиЦастЬся злiва вiД вiдпoвiдниХ 'пoTllrlнlrх дo ll' гpаH1rЦl.

15.1.2. Фyнкцiя кoMплeкснoi' змiнноТ (Фl{3)
Умoви Кoшi._Piмана

oзна.lсння ФKЗ ана,roгiчнс вiДпoвiДнопtv oЗнaЧсHнI.J для дiliсноТ
зьriннoТ. Bзагалi, ФKЗ 6агатo в Llol{y агlалогiчна функцiТ дii,lсноТ зьtiннoТ,
кotlil C.3вtt.tайнo, iпсвнi. часто iстотнi. вi:мiнностi. Псplшll вi.:пtiннiстt,
пoЛягас, в тoМv' цlo ФKЗ нс Мilс гpафiкa (нсlto;к,tивo зо6pазltтrr гpафi.rно
tloтиp!{ змiннi).

oсновнi пtlнятTя й фоpмулrr аналiзу ф-vнкuiii дiйсноТ зtrtiннt.lТ псpс}to-
с,=lTЬся }ta виIIaдOK ФKЗ rr, = f(z), а саМе:

l) гpаниця функцii
tVг>0зU. Y z€l,J.\{:}:'0 -0

l/(z) _ z1I < с) ё lim f(z) = А);
:+:n



2) непеpсpвнiсть в тоvцi z^

r]

3) пoхiдна

4) дифеpенцiал

,1у9: f'(z)сlz.

За3на.tиtvro, Щo z э zoни Ьz - 0 Дoвiльним спoсo6oм, вiдпoвiдний pе-
3yЛЬтат не 3алеxить вiл пpямyBа}ItIя z Дo zo чtl Ьz дo нy,'lя'

Таблиця поxiдних ФKЗ т:rка сaМа' як i та6лиЦя пoхiдниx фyнкцiй
дiйснoi змiннoi.

flpyгolо iстотнorо вiдмiннiстю ФKЗ e зв'язoK мix фyнкцi ямtl u i v:

w: f(,) : u(х, y) + lv(х, у).

Cпpавдi. нехай z : х * z)'. Tодi

г1l.\ _ dw _ tl(u * iv\ _J \. l_ tlz_ rl-к+id1'
(Lt * iv),'d.r + (и + iv)'!у

сl-r * id1'

(u*iv)',+((и+jv),_ (u + iv)',t * Qt * iv)',, * \'_ - / I \\-_ -'l.l

t+i t+i
oскiлькrt .v i .y нез;t'rех<нi змiннi, тo с1.v i с/1', lt отxе, i / на6vвaють

.ft-lвiльних ЗнаltенЬ. Якшrо /,(z) iснуе, тo в данiй тoчцi вoна не зале)<ить
Blд r' ii цс llfo)кЛиBo тlЛЬки 3а УМoBи

(rr+lv)',=i(u*iv)',,

f сl.r l

lal' j

(rr + iv)',)-t

] RlдкrI

{оу _ оv.
l сl.Y ov

| Оv Оtt

| 0.r A1''t-

J''l|r Ов сt.1|| u K t l ttt i - I) i,+t сt t t сt

(15.r)

( сtбo Еtt.,Lepа_Упloвrt (l5.l) нaзиваЮТI)ся
,I,' а.,Lсt'ltбе р а/. П pи цьoМу

., О\' . Оv
J(:)= - *t-

O.Y .,.f

CпpавсДлlr вишl с такttii pсЗvЛЬтат.



Т' l{ля n1o?О' щ{lб ф1.itкu,ist- lv: f(z) була duфеpeltцitioвна як ФКЗ у
|||ОLII4| Z, t|еоб.\iаi!o ti )tlсmаrnttьО, щoб npu вi1пoвiОнu,Y \ttачеtrlrЯ.|.v t' у
i1l1,цц''i1. u mа v булtt Оuфереtttt,itioвнi як фуttкцii.0вo.r ОiЙcllu.r змiннu-ч i
Lj lr Kor ry1всUt|rсь умОвil ( l 5. 1 ).

З уpаx1,ваtlням (15.l) rirасмо

f'(r): tt'..* iv',: v'., + iv'r: p:'."* ilt'..: v'r- iu'r,.

Звiдси вt,ltlЛивас' Iцo ДЛя пoхiдноТ ФK3 викон1,ються всi пpавилa лифс-
pенцilовання! A такo)K фоpмyли таблltцi пoхiдних.

О. Ф1'ttкL7ist нtl;ll('LlсInьL.я ана'.Limuчнolo в dеstкiti |71ОLtЦi, 
'|кu1О 

вoI!а
ОLLс]lе1lеtttt,itioGilсI G tqiii ntrlutt,i i в dеякa.ltу i1. oксlлi.

О. Ф1ltкtt,iя н(lЗ|r{ЗL.!с.||1ьL'st ttttQлimu,ttlo|o в ОеякiЙ сlб-:Lасrni, 5tKulО вorr{1

сtttQлimЦ.lttсt в кoz'ttitt moчцi цiai oбlLасmi,
Тoчкrr об,rастi, де фyнкцiя аналiтична' I{азиRатoтЬ nРilвl!льtl|lмu' a

ТoI{Kи' де I}oна не ашалiтичнa, * oсoблuвIt}"lu'
Якпlо З ),N{oв (l5.1) вилуuити v(х, y), тo

О1tt О2u

-+j:(Aи):0.с,.Y oJ'

анaлогiннo, яKщo виЛУtIитът tt(-t, 1l), тодi Ay : 0' Bнaслiдoк лiнiйнoстi опе.
paTopa Лапласа ма€'Iv{o Aiy = Atl * iЬv = 0, то6тo сtнQлitпu.tttа ф1'ttкtt,iя пtа
iI ск.'Lа1oвi u iv a'eаplltotti,tttttмLt функtqistмtt' oт)Kе' 3aдoвoЛЬtIяюTЬ piвняtlня
Лап,raса. Звiдси МаеI{o: аналiтична ФKЗ с poзв'язкoм piвняння Лапласа
,r.rя Rr. тoбто ii Мo)<н;l iнтсpпpст1zвати як фvнкuiю. яка описyс п.rоскi
е'.tеKтpиЧtlе, магнiт}rе, фaвiтацiйне пtiля чи пoЛс uIBидкrrстсii (lсзвихpoвtl.
Гo HеpoзрllвHoгo pyх} pi:ини.

Умови ( l5. l ) дають зпloг\' вi.]нoвити аналiтиuнv фvнкцiю.'lиtше тi"rькlt
зa tl дiйсною LII{ YяBIloк] Чilстl,lнoIo.

П.Ilехаli y : у _'t. Знайrrt itllil-tir'llиtlу ФKЗ w : tr * iy.
POзв. яlзаtttl я. З умoв (l5.l) rrасyо

I ()()Т()

]1 rnr.rrri \'\!l)пti I l 5 I r ]1 =,'у
'IOrПto

Y+-l+с+.('t_.1.)
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riF.,ll

1 5'2. iнтЕгFyBAt"|ня ФyнкЦlЙ
кoПЛпЛЕКсHol 3iЛiHHol'

L5.2.L.Teopeмa Кoшi

iнтеГpал вiд ФKЗ iдентrr.rнrtй кpивoлiнiliнolrу iнте1pалy дpyгогo poдy

! 1Q)сlz = lim 'Ь,,{,b o,,,
mах 

^:i] 
+0

!(,) = Lt * iv' dz = d.r + ittу'

oтх<е.

l |-Q)dz = !ut!х _ vtlу * i ! vtl.к * utlц',

тo6то iнтсl'pал вiд ФKЗ зводиться дo лiнiйноi кoмбiнацiТ двoх iнте1pалiв
функцiri дiliсrroj зlriнтtоl'. тo}{)' вJaстивoстi такrrх iнтеtpалiв збiгаtoться.
Зокpспrа. пBи змiнi HаПpя,\{\' на лiнiТ l знlк iнтсф;tла зt'liнюсться на
Гt poти,'Iе*( H trii' Kpiм тoго.

|! 71:1,t:l s "Г|161а' 
< ML, (15.2)

!r I r' I

J'е x4 = mах l/(z) i, L _,]oвх(ивaлiнii ly пpавiй чaстинi (l5.2).
--E/_

П.Т)6чlrс-,trtтl,t I #:':tеl-ксl.пo z= za+ Rе,lзLцентpoм\,Тolllli ;OipадiyссllrR'
Ll

Рr]:}в. язii tt I; я. }lar'rtо

Г !- =,f ' 
* tф : ,,, (l5'3)

] =_=u .n 
Rе,,

Прrtl вrlвuсннi кplrволirliiiнtlx iнтсфа.пiв f t, ,l'r + Q nl' вСтiiнoBl.ICHo

\.rioвI,1 ttеза-:Iежlioстi Тх вiд i:

!!: -_ lp0'т Оу.

Уpoзглядr,,ванoМуBliпaдкv P = tt* iv, Q= _v* iLt iyмoванезlt-
":lе><ностi ПpивotитЬ дo vN{с)B Korлi_Piмана, тoбтo iнте/pал вiд ана,тiтичнoТ
ф1;нкuii Еtе заЛс)Kить вiд rпляхv iнтеt'pyвання' oстаннс o3}rаЧас'. щo для
aна"tiтtlчнoi фyнкuii iснvс невизначениri iнте/pa"r l дz1 ttz = F\z) * С з
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v)ке вiДIrpа цЬoвaнoю теopi сЮ (таблиця iнтефaлiв, способи i нте l,p.vвання),
а тaкOж спpaвд)кyeться фopмyла Hьютона_Лейбнiца

:2

t 1zi аz = F(zz) - F(,,),
:1

iншorо еквiвалент}to}o утlroвolо незaЛеХностi iнтсll,pала вiд лiнiТ
iнтсl,pувaння с

trа'к+Qdу=fl.
L

У pозглядуванOмy випадкy ма€Ivtо

l fQ1 аz = О (15,4)

oтже' сI1pаведлиBе тaке твеp,ц)KенIrя.
T. ( Kotцi) Яrcщo f(z) аньпimuчtlав oОнoзв, язttiЙ oбласmi D, o6.uехсttlti

Koн,mуpol|t L, mo вuкoнусmьсЯ piвнicmь ( 15,4 )
З a у в a ж е rl tt я . Tеоpемa Kоrшi спpавeдrltвa Й д-.tя мt tого3в'язt{оi o6Лaстi. ,Ц,ля доведeння

ttьoгo фaктv пеperiдемо дo o,]нозв.язнoТ облaстi, в!lкoнvI()чl't pозpiзи- ЛilliТ pозрiзy прoxoд}!\,l(l

lвiчi в пpoтилr:ж}rиx нaпpяМaх. illтeфaЛи нa н!lх в3a€N,{}io зн'{щvються.

L5.2.2, Фopмyла Кoшi. Hepiвнiсть Кoшi

Hеxай f(z\ aнaлiтvl.tна в деякiй o6лaстi' Розглянеlutо в цili oблaстi кpуг
3 центpoМ y тouцi zo i pаДiусом r. Piвняння вiдповiДногО кола z = zo + rе,'.

B vтвopенili .цвo3в' я знiй oбл а стi poзг'лянеМo фvнкцi lо

f(z)
Р|z) = z 4.

яка aнaлiтична в цiй облaстi, кpiм xiба щo тoЧK}t zo. ЗастoсoвvloЧи пoпе-
pеДню теopе},lу д-ця двoЗв'язнoТ oбластi' Маl]!'o (див. Iце (l5"3))

f(,zo* VQ) -.f(:J)" f(:\ dz " f(z\ t]зt.r -__ lL_ I
' *JJt-aJz-z

L- '(t L " I

" 
/(:'' + rс''1 _ 

'f(zn\-j- 
"

,t-
f цLdz=lIzll-+
I t - "o--o

IIrе
irе'' t'!t = Lтif(z) + i I (fQ'] + rе',.1 - fцz,,\)tlt.

Lt.

Hехaй r - 0. Тодi дp1.гlt li iнтеt'pa,r в oсTit}l н ЬoМ Y в и pа.зi aРяМус дO t{уЛя

внаслiдoк непеprpBнoстi f(r)' 7\iсmасмo iнmеfpсьzьttl: фсlp.lt'l'л1' Kotui

1)о



lП-

( 15.5)IРa) = J*; l,:+
-"' t- - -o

Iифеpенцiюючи (l5.5) 
' 

МаСrrto

f,/.\_ I f |(z)сlzr \.(t) - Lti J, (z _ ,o),

( 15.б)

oтхе, ана,'liтичнa фilнкцiя ьrае всi своiпоxiднi. Це rцеo.цна xаpактepна
t]сoбЛив iстЬ анaлiти.lни x ФKЗ.

Bикoprlстoвуюuи (l5.2) i (l5'б), дiстаrмo не1эiвнiсmь Koцli ( де &t _
TаКс саме, ruо й y (15.2) )

Ц|, 2хrir4 fu{n|'
'l*' *I = ,ЦLrr

f'(zI < 14/r.

За дoпoмогoю цiсi неpiвнoстi Мoх(на дoBесТII настyпниii pсЗу-TЬт3т.
.Г' (Jliувi.'ьlя') Якu1o фуttкtt,iя, aнQлimuчна ttа всiLi п.';ouчutti ti oб,ttеэкеtlсt'

i!1,o {tО|1сl сtnалQ.
Спpавдi, BBаЖa}or{'l' u{o вся ПЛoщиI{а _ цс к pyг 3 нсскiгt.lеннo BсЛtIКrt i\4

pаliусоt'я' З oстан}{ьoi' нсpiвностi при r + ф }'lас},ro f,(z) = 0. oтx<е.
Л-z) = сoлs1.

}. по.r;t,r Ьllto \l.r' rJ(}ка )кс \lСl' LЦo п pи гi:p;tв-.t i ч ноьt r' т.',l Y t,Jа.]сн н i

:ttl:iлiтltчноТ фyнкuii .(z) пoхiдна /,(z) зв'язана зi ш-tвидкiстю потt.lь:t'

рi;]Ii irir тlа плоrцинi' oсоблrrвi тotIкI{' aе f(z) не а на.тiти.r нil' - це збу.пникir
p.,хv piдllнir (.])кеpеЛа' витoк}I' зaBиxpсння). Якrцt.l на п;lощltнi нс}lаС
т:lкrlх збудникiв pyх)'. тo piдlrна пеpебyвас в спoкoi, а rl.швlr:кiстЬ' o1.,х'с]
t -t,(z), Дopiвнюlоть н\'j1ю.

1 5.з. Pя,ци ФУH кцiЙ кotvl tlл Ексl{ o.t 3 пЛ il-l t.| o.l

15.3.1. Pяд Teйлоpа

(jtt ,.l*l. ll lt tll}.,iiгlt'tнit t] (.t.lttt)зti яЗнiir об-rастl фr нкцiя ьt;tс нt.i похi;rнi
Гir'rl'N.!Lr)кi-tlt гtt..!J;tт!{ r'вliг-тя.ri сl'шrll iТ Р;iдУ Tсiiлоpir. тобтo

Аrта;rогiчtto Vп € N

/'')1z1 з

Зокpема, пpи n: l

Ап\, , n! , lQ) tI:
l \zl)= 2oi ] {,_.\*т



'..ъ!П-

l'''(,J l f IР)С,,= __,|_ 
= 2ni J, <, - 

^. 
u,.

Усi стандаpтнi pозвинення фyнкцiй y степеневi pяди 3аЛишrаються без
Змiни' 30кpеt''а'

t: i !l-=I*z*-*-*...LI JI

зs7- a'
sinz= z-;; +;-...

JI JI
)!6

ar1сosз=l_;+a-|+2t 4t 6! ' "'
-2 .з -1ln(l+ z\=z-?+L-1-+- 2 3 4 ""

t.т-_r-_:|+z+,,+,'+,',
t-L

(|zl < о),

(lz| < cо)'

(lzl < co),

(lzl < l),

(lzl < l).

Bваxатltмемo' Iцo наведенi еЛементapнi ФKЗ Bи3наЧaloтЬся як суМи
вiдпoвiдних pядiв.

Якщо в (15.7) co : f(z,') = 0, тo

f(,): (z - z,,)(с' * с,(z _ ,J * ...) = (, _ z,,)9,p).

Пpи цьoму z: Zo С IlvлеМ пеpllloгo пopя/цку. Якrшo сo = с, = 0, тo

-f(,) = (z - а)2(c,* c.(z - zJ *... ) = (z _ а)29,Q).

Пpи цЬoMу Zo е нyЛеIи дpугoгo пopяДку. Якrцо
с.' : ('l = ... : Cn-I:0, с',, # 0, тo z:z0 С нyЛеtt,' пopяДкy л iтoдi

f(z') : (z - zo)",p,,(z),

пpичoMv z0 l{L. l нvлеlvl ф1.нкuii p,,(z).
Зaзна.lllмo' lllo pяд Tейлopа нe чинний у lrнoгoзв'язних oбластяx.

15'з.2. Pяд Лopана. oсoбливi тoЧки

Pяд Лоpана*,_ .. pяД' с!,Iиа якoгo с фyнкцiсю' анaлiтltчною в кi;тьцi
r < | z _ j.., l ( R' вiн ]t,rаС вIlг''l'iД (pис. 15.i)

*, II.A.JIоpаrr (l813-l851) 
- францyзькрrй МaTемltгLtK'
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l-F.,!i

с.. c.
.i(z)=...+. *+...+ -' +(z-zJ" Z-2o

* сo * с,(z _ 
") + ,.. * c,,(z _ zo)n + ...,

x

Pис. l5,1

Hа вiдмiнy вЦ pяДy Tейлopa cn* fn)(zo)/n|',
оскiльки поxiдна ПpуI z = z.. не iснyе i iнтеI,paл 6еpеться пo дoвiльнoмy
кotlтypy L С D.

У pядi Лоpана poзpiзняють гoлoвнy й правильнy ЧастинI{ вiдпoвiднo
с_. c-1

'..+;.iт+... +;-.. C.-.* сI(z_ zo) +...+ с,'(z_,,,),'+ '''
Г[.3нafr,ги l1oзвиЧеltн'] в pяl JIoрarla фvнкItiТ

tlIt:j =--i , * 2_;
Гсl3в я3:trlttя. Зас.ос}.,r1.'фоnvl..'tr'с1'мllнсскitl.tсIttlсlit.lоvс,грlt.rlrоТпрогресiТ.
Rссpе;tlrнi rlp.vгa i;i < l.

r ! r r/ - -2 \L :1. r.-=lrt*!*!-t 
I'l--- Z , : 2r' 2 4 )'r*1

,, _ 1 r fk)с]z-n_2лrJ' (,_ "lЛ_l.l- \- -с]

i
t'(:t -- 1l +
'l

\

lJ,:i'ое.]rlr;: к i.rьl lя

rlrllt-,.r-' l:;*-j+-l*\i

)
tl:z

2-z:Т"J"Т,

1illrr' +----t - L-+*--r-
,l *!'2 2 4 8'
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О. Toчксt Z: Za нclтLlвaСmьсsl iтoльoванoЮ oсoбJLIIвoю moчKoIa f(z)1
якш9o f(z): m, ;lЛe iснусoкiл zo mаKtlli, в ЯKo-||1'1 f(z) utалimuuнa

Мнoх<ина iзoЛЬoвa}lих oсoбЛивиx тoЧoк скЛадаrтЬся З ус)'вtlu.\' noлюсiв
тa rcrnomIro Оcoблuвu.\, тoЧoк,

О. Осoблttва moчKa функцi| нсlтuва€mьcЯ усувl1o1o' ЯKu|o pЯa Jropаttа
ф)lнкцii зсt |t|ie к) moчKОIo LIе .^|а€ еoЛoвнoi чaсmutru.

Hапplrкла:. ф1'нкцjя

f(') =!1- = t - ",t* + - .'.,11o) : I
: Jl JI

N,{aс усyв}rу тouку z: 0.
О. IзolLьoвсtна oсoблLlc(l mОLIKсr функцii.назLl,вa€mьсЯ noлloco.^| ttopяdку

k. якщo вiОnoвiОнuti pя,Оlopаtlа ма€ eoЛoвtlу Llасmlrн)''

-t

) .,,(. _ zo.\'', с'-^ * 0.

Напprrк.па'f , функцiя

сosz I z ,,
'/(:) : , =t-t *4: *"'

\,fa€' пoЛIос пеpIпoго пopяДк}, (z:0) 
"

О. Iзo;Lьrlвсtна oсo6лuвсt tпoLlKсI ф1'ttкtgit t|LlrjLLвQс|nbс'l lL'moml!oto oссlб-
.-rIlвolo moItKolo, stкtt1tl вi,)ntlвiОttttЙ ря0 Jlоll,ttt,l .1IdC в ?tl.trlвttiit ItuL'nllltli
Н t'L,Kl H tt ( t t t l t' It lIслo,t -.tс tl i t].

Нaпpик-.laд' фyнкцiя

f(r) =..' : I * I + *, * ], * ...: 2l=' 3l:'
ьlас' iстr.rтнv oсOб;]ItIBt то.lк}, :: 0.

15.4. лишКи

i-iехаii .{(.z) 1l тоuцi :: j,] :uIаС ПoЛЮс 
'lopядк\l 

,r, тобто

с,'
.li.) :;-. .^;.-i- ..' -}.*. 

-..: 
-]- со * t,liz _ zг,) t-t,!z _.u). *'..

i- *;0 I "

3зз
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О. Koефiu,i,сttm C_, palвIlllеIr}|Я фуttкцii'f(z) в pяО "Цopана в moнцi zo
t|сlзuва€tnbсЯ лLlllttсo.]\l t1iсl функцii сmОcОвнo motlKl| zo' moбmo

Rеs*) ff(z;, zo) = с-t = * { rG) аi,

звi0кLt

t 1z1 аz = 2zl Rеs VG), 'J,
T. (oснoвнa теopеIuа пpo лIIIIIKи). Якщo функцiя f(z) анudmuuна

вcepeОuнi Оея,кoe o Kotrmуpсl Г, кpi-ш oKpe'foto GЗЯmuх moчoK Zу Z2t .. " 1 Znl

тO

n

I fQ) а' = 2тi>"Rеs (/(z), z,).
r t=l

ПоДaсмо цю теopеIt{y без ,цoведeння' воHo Досить пpoсте. Tепеp пpo
знaхoД)KенЕIЯ I.IИIIIKiB.

Hеxаli zO с oДI{oкратниМ пoЛюсoМ аналiтичнoi фyнкцii/(z). Toлi

f(z) = + + ) с',(z _ ,o),,,
v 1i=\J

f(z)(, _ zo) : c-t* ) с,,(z _,o)''*'.

Нехай z- zo.ТoДi

lim (f(z)(z - ro)) = ('-1,
:*..сl \ /

Rсs (.f(z)' ,.) :,,11 (fQ)('z _ zn)).

Якrцо Z.r с rtoЛюсоlt кpатнoстi m ДlIЯ f(z), тo Мo)к}lа ДoвестIl' щo

Rсs(/(z), z,,): (|n5 :у"(#+ (G) G_ ,o)),

П. Знaii-rr.r

/ .. ^--ксs |$1 . оl\" /

Ptlзl]. язll iIt] я. }Iасrrсl (lrrв. l5'E)

tt/ Bi;l .l-.ir rеsiсiLttl, а}il.-'l' rсsl - рeшIla.
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.' i сt'sz li'пl i;-__1 = 1.

:*o\ z j

B lrко p;rстов vюЧи ЛиIIJKи' Мс)к$а з fi iэ ход Цтi,r деякi iнТегрa'Ци "

!.I. Зl:аii гll

- с соscхяхl= l -;-*i с'.z>0'
LJ a +х

['o.:в'язaнlrя.!'ОзгJ:яirемсф'.,tlкuiю !(.z\=е!.,.it'} +,21.Bo,,,atra'.]iтltчllaувeрхнili
ttiвп.Iоiiiивi. кpilvt тtlик.rl z = iа ',{,я якoi (псревipте!,)

Rtsi 11:j' i'-t\ - Ц е-*
(1

;;!ji\ tlllt(tlil-l,lirttiiу .:;.'31.1*,.', зtli.iх();],lrN!о

l с'Jw.f 'с -.z,t Г CОУl.( , :т -Gil .-._*. ...-'.._ dY = -,tJ | _-- л\' = 
- 

r'

-цti +Y * grl *'(

1 5'5. кс}l-lФoPl!! Н i B iДoБPA}|{Ен }|я

1 5.5'1. 3агальн! пoняття

З'ясvв;rтpr хi-lрaктсp вiдобрa>кенi{я oдHirТ Мнlf,x,lt}I}I нa i}rДJy ДJя фyнKцii
Lr.]!{iСi зt'rii{!it]i }fL])r\на За ДоijoмoгоIo гpaфiкa цiеТ функriiТ. Фyнкцiя кoмп-
Лекс}{ci :;NriFII-loi }iе Nl.lс гpaфiка i говорrrтtt пр{J Е''l;iст}IБoстi ФKз мо)<нa'
бу_Дуrr:.rrз }t;i гIлОtцllrti z =.l * ;1' 

'rеякi 
lipивi .tl) = х(l) + iу(t) i

дoслiдI(\.Юrltl iхнi oбpll311 в плouIltнi 11' = l{ + l.v = j{z).
oсоб".rriвo Rа)i(jIив,iМи €' BiДoбpа.х(еIrня' зд;;iсirтованi ;iLlii.пiтtlЧниlt{Il

фi. tкr1iяъtlt. BiэььtL:rt.. г'кi.l гоtIKll :., i вtJповiдниii iir oкiл },!,. : 7.(;.) (рl'rс.

1 5.21) "

,l

I r*-"
i/,/'

,'kt_
l'iт I.', :
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Пprtptlстv Ьz = z _ Zo: |Ьz|е,f Ha пЛorцинi ш вilпoвiдас гlpиpiст
Ьtу = w- 1.1:., = |Ьw|еig. Пpoте Ьw * t]уу : !,(z) Ьz, a f,(z) : kеi,,, Дe k i
(l - мoДvЛь i аpfl-vмент .f,(z).Tаким Чиtloм' Ьиl: k|z|e'Фt o), IAtyI :
сk|Ьz|,0:Р+сt.

Д'ля аналiтиuноi фyнкцii весь oкiл тoчки zn Змiнrocться в Ё pазiв i як
e,цI{rrе цiле повеpтаCTЬCЯ нa кyт с. I{е пеpетвopення пoдi6нoстi, пpи яКoМу
всi фiгypи, якi налс>катЬ цЬoМv oкo.Ily' з6еpiгаrоть свoю фоpмy. oсь uому
вiОoб1lа:lсеttt| 

'L, 
30iЙсlr Iocаtti ансutimuчнlln|u функtt,ist.lrttt' tlаЗllваюmьc'l KОtr-

Qlop'мнttмtt (тiсi x фopми). Пpoте вiд тouки.цo тoЧки знаЧення k t а
3мiнюlоться. i фopмlr скiнченних фiгyp змiню}oтЬся тсЯ(' хoЧa кyти мi)к
лiнiями, якi псpетltнаютЬся' зaЛиIIIаIoтЬся 6ез змiн. oсь чoМy кoнфopмнi
вiдобpаxенFlя,xa}oтЬ змoгy,Цiст;tвати 6сзлiч систеМ кpивoлiнiйниx opтoгo-
FtаЛЬЕlиХ кoopдиriат (рис. l5.3).

Pис. 15'З

[ля кoнфоplrностi вiлoбpа>кснtIя неoбхiдtlo й дoстатньo, rцoс) фyнкцiя
у, = f('z) i oбеpнснa дo неТ z : Р(w) 6ули ана,'тiтиrlниМи i взасмнo однo.
3lIаЧниМи. oскLrькrr

сlz l lr t"1- rtw- tlw/dz- f'tz)'
тo З vNtots анаЛiтичностi неoбxiднo' щoб f, (z) * 0, f, (z) ;* oo. У тol{Kaх' Дс
це 1]е BllкoЕlYсться, конфоpмнiстЬ поpv tllyстЬся.

L5'5.2. Biдoбpа>кeння за дoпotиoгoю лiнiйнoТ фyнкцii.

PoЗгляlнсlro лiнiйнv ф1,нкцilo w : Qz * D: Rе,..z * 6, Де z, 4, D - кot'r-
п;lекснi rlllсЛa, 4* 0.

Т . B iОoб p сt эt.: еtr н Я, 3 (1 Оo п oм o e o кl ltiн iit н oI. фу tt кt1ii с вЗ q с'ч |r О oОн o :1 н Q,t.
rt u.'l вidaбpа^е11н ЯJ\| Ko.цn.'lеKснol. nлoщu tt tt са.uoi tt а себе. Itе вiОсlбрах:еlttt я
кrlttфoр"ltttе i:lвodumьсst 0o с1'ttеуlnoзuцii mакu.t tlеpеmвОpеlrь: а) noвapom
tl-'LoI|LLl11ll на KJ'4 аi 6) po.зrnяC)'ваHt1яii в | RI pа:;iв; tl) :l.uitttеltttя ii.сlзaoв:к
tзекtttoра h.

33б
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l Koнфоpьlнiсть i взас'МIIa однознauнiсть вiдобpа>кення I]ипЛивaс 3
1,bтoгo'щo z:Llу _:,тобтo z: Q.w+ bу a w'= Q,а* a,a#О.

Pозгляtlемо окpемi випадKи.
Якrцo rr: l. то tll = z * b.

Це пеpетворенHя змirцсння I{а вектop 6.
Якщo D:0, тo

1у= аz: |а|еi*|z|еiA = |а||z|еiG+e).

Уся плoцtинa змiнroсться в i с | pазiв i пoвеpтaеться tlа кYт a. [е пеpетво-
pе}rlrя пoдiбнoстi.El]я вСiСi IlЛсJtjlиllи в цiломy. l

15.5"3. Biдo6pажeння 3а дoпoмoroю
дрoбoвo_лiнiйнoТ фyнкцif

Спouaткy 3'ясуeьro I]3а€,Мну оДнозначнiсть i конфоpмнiсть, застосoву-
rоurr вilo6pах(снt{я за д(iпol{огоlо дpо6oво-лiнiйноi функцiТ, потiьr poзгля-
немo вi.цo6pажеI{Itя' с)/пеpI.IoзIIцiею якиx с 3азнаt{снс вiДо6pа>кення'
Схемa мipкyвaнь нагаfус схеI'tу дoBедення I1oпеpс,lltЬoТ теоpемtr.

Мaсlro дpо6oвo.лiнiriне пеpетвopенЕ{я

аz*b ^ а Ь
=;*,t. с*0, i*i. аtl*bt'.

Пpи с:0ьtасмолiнiйнyфvнкцiю' пp" := j, 'o6'o 
а=Ас,b= 7tl

мaсМo 'tp = 7 _ тex лiнiйнv фvнкцirо.

,Цалi дiстасмо , : 4Ч * теХ Дpoбoвo.лiнiйне пеpетвopсння,
|fс _ {l

w- (аtl _ hс)i(аz+,1),.

Bведемо пoзI{аrIенF|я |:сz*сt' T-!. ,u -9++Т. Тут
гlсplше i ост:tннс - лiнiiiнi псpстBopсHHя, {,l дp} гс наЗllti;llоть ittверсiсto*),
9| ка в oснQBнorrr 1' й ви з н lt Час в,.Iастll востi дpобовo-.'r i н i й н oТ фvн к цii.

.L[ля вrrвне}lня BЛасTивостсp1 iнвеpсiТ poзгJ.lяHсь,{o внутpirпнiсть i
зс.lвнirrrнiстЬ ollиниЧнoгo кp\lгa (plrс. t5.4). Рiвняння KoЛа' яке i'x
вiдoкpеьrлroс,

€,+ц,=|"
*) Bi:t аtt,.I. iП\.t'rsе - 1pllрntttltil..ц1срlrсtttlй



a

Пt_

э(Ё,+rf1 +в[+Сt1 +D=0'

Застoсoвylо.llI j нвеpсi ю. Знa-xoд}tN'o

,T.o'rки ,{ i .4, вазrlвarоться сиМетpilЧ}l}It"{!i
вi.rноснo цЬoгo кo"'lа. якlдo вoни poзмiшенi на
одI{oNtY rlpоменi i дoб:утoк Тxнix мо-]t'лiв
доpiвнlос одиницi' тoбто

il..,,l lt. | : l.

Дл,,l А Маrl\{o

Т,, = r', giРl,

Розr.лянемо тoЧкY :1,,, спpя;кеtfv 3 тoЧ.
коrо .4,:

!=|l:,f1:r,,.,Г,-|=

( i 5.9.i

Рис' 15 4

Такии ЧllНoМ' iнвеpсiя Кo)Ktloi тoЧNи .4 всеpс;tинi кpvга став},!тЬ i
вifтlовiднiстЬ тoЧкy ,4,, зoвнi ltЬoгo i навlrаки, т0i3тo пiro6pаx;аr:
tltl.,;Тpiu]нiстЬ o.iиtl}{ЧIloгo кp}'Га нa itогс Зoвнiшrtiстl' i наBпi.кtt, пpltЧО!{\l
т.t-tuцi /:0 вi,цrlовiдaС T : oо (звiдсlr вIlпЛиваC il сдинiсть)' З Умовlr irднo.
3ttll.riioстi вijlо(lрitxснНЯ w1 # }1,'. Bип,-т{iaас z| * z1.

ЗIlаiiдеrrrо ос116лrrвi тor{K'I' де вiДобpа>кrн}iя }iс кoнфОрetыс. 3азначирrqэ,
tцо ;1', :0 прpr z: ф i ty = cо IIpИz = _ t]-/с:.

iнвеpсiя ]!tаЕ так 3B[|I1у KpуZОву влаcmuвiсnь, якa пoЛяГаС в т(lМy' lцсr
}.t). lo l jеpстBoрЮг-тЬся iнвсpсiсlо в KoЛo. Cпpавдi. I]ir]IlЯння кoЛЗ на п'rошtинi
i = E + iп i!l;lсвиг'iяд

I tt_il, ь ll -y: -.---l + i = --l--;, tl = --i----tt*iV t/+t' - rt''+V,''' tr.+rr"
.t

L!I 
-' l,l)

Iiiilстав-тяюнrr { i 4 вpiвняrtнякo"r1а' i"taсIvlО

| * Dlt - Су,* (u2 + v21D = О'

т..lб-io ;tо":;с il.t;t..ttl.] i]0.].aliiltctlс. з iнluи.u: pа;li\'сLrli. ]-jilкр.;м;, llpll l):0 колс
(l5'i.}) Лср.:l{{]:il ]-ь v lipfi}1'i' '4 + Jj:i * i'r, = {i (or:pсl'iт:й liilnlt:Iок lioла 3а
.ь'lltlBiI -Q+:-:)..\..;i ili ll,-iл.."l iiвL.li:-r.j iilтасдгг'6tlвil'лilliitl+;.iф.,,нкц'i:;.!E

ззя
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1 5.5.lt. Biдoбpаx<eння за дoпo]uoгoю
стeпeнeвoТ фyнкцil'

Hеxай w: 22,тo6тorу = (х * iу), = (*, - y,) + 2iху,a6o u: *, _ у,,
v = 2ху.

Знaliдемo тoЧки' в яKих не 6yле кoнфpмнoстi. Мaeмo w, = 2z. oт;ке,
и,, = 0лpиz:O, w, : ф Пp:lzт t: *.Зyмoвиoднoзнaчнoстiw, # }'2 Maeмo

(zr-zr)(zr*zr)*0,

звiдки тpltвiальнa уМoBа 21 # 22 i нoва yмoва zI * _22. oстаннiй

Pис' 15.5

вiдповiдае, напpикЛаД' Bеpxня пiвплoщина y > 0.
Poзглянемo лiнii y : сonst i з'ясyrмo, яким 6уДе Тx oбpаз на площинi

lt, : tt * iv. .Цля цьотo З виpазiв и i y BиЛyЧимо .r. .П.iстанеМo и т
: _)2 + v, t 4J.2 _ piвняння сiм'Т паpа6ол. iз збiльruеHHяМ паpамстpа y Тх
веplIIини зtvtirЦyrоться влiво, a кpивинa 3меIlIЦуrTься. Biсь абсцис (y : 0)
пеpетвop}oстЬся нa плoщинi и в пpoмiнь u > a. Hа поuaтку кoopДинат
конфoptnтнiсTь пopуIuyeться: кvт в цiй тoчцi на плoЩинi z дopiвнiое zr, а на
плoщинi },,ЦopiBнIor 2п (pиc. |5.5).

Pозглянемo лiнiТ .r = сonst i з'ясy€'пro, яким буДе Тx oбpаз на I]ЛoIцинi

ч,' /]ля цЬoгo з виpaзiB и i v вилyuиr{o )'. .(iстaнемo ,, = ,' _ v,/4х, -piвняння сiм'Т паpабоЛ' веpIIIиt{и яких пpи збiльrшеннi паpаметpа х
зtltiшlyються RIIpaBo' a кpиBинa ЗМеI{шIvстЬся. ЛiнiТ .t = сonst, )' : сonst
вЗarмI{o оpтогоIraльнi. Пoкaх<емo' щo й вiДпoвiднi Тlr пapа6оли теж
взa€'Мно opТогoi]аЛЬI{i. !'ля цьoгo Мaeмo u| | = v/2у2 , u-' , : _v/2.r, , звiдки

,'2
Ll,.' L!, ]: -;;; - _l, oсKiльки v=2ху (пpигадаiiтеvМoвy пеpпе}rди.

ti\ Лярl{Oс1.l пI)я Мllx) .



Plrс. l5.6

У зaгaльнoмy випаtкy w : Z,', n > 2. Як i paнirпе' I!{аlмo взaсМнo

oднoзнaЧне вiцoбpaхення вtlутpiшньoТ Чaстi{ни кyTа .Р : + плoЩI7I7'1 z

на всIo ilлoщинy }y 3 ви"'lvtlенIrМ Пpol,{е}rем rl > 0 (pис' 15.6). ГIpи цьolv{y
конфоpмнiсть ITopylIIу€'ться такox v тoЧкaх z:0 i z : q.

15.5.5. Biдoбpaжeння зa дoпo'мoгoю
фyнкцll Жyкoвськoгo*,

Ф1.нкцiя Жуковськoгo Мaс виГЛя,]

1 , 1.,:1чz * ,).
tl

oскiльки w, * i (1 - ;)' тo кoнфopпrнiсть вiДсvт}l-q в тoalкаx Zt = 0'

zz:О, zз:|. з y'oJ" oo"oi'ou"o.'i 
",uмou*"" 

IIяw1 *}1,) ма€'I'lо

1

(2,-- z,)(l -:) * 0.Ztzz'

3BiдKи, кpiм тpивiaльнoi v]l1oBи z1 * z2' I!'.AсNlo }toв\l zr .zz:1. oстаннtl-,r
;тмoвi вiдповiдaе внyтpirпня чи зовнiшrня Частllнa oДIlнI1Чt{oго кpуга (pис.
i5.7).
. BiдокpемЛюIoЧI{ у фvнкцii ХYковського дiirснy ii 1'явну l{астplнl1,

liстасмo

u : \(. * 
+) 

сosР. y : 
tr'., + !; sinp,

звiдкlr бачиrurо. lr]c кoЛО r: 1 шлоrдиIrll z пеpсхoдIIтЬ }'вiдрiэoк [*l, t ]
iTДoIЦинII rv. Kола r = R > i пеpеxо.Цять в е;riпсlr

+, M. С. -}( 1'к о i] с Ь I( tl t,t (184,--1921) 
- pосiriськl.til теоpетltк -ti'гaк0бvдr,вitнtrя.
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, ) 12чLl Чv*_-.----; f --*-_--т = 1'
(R + l/R)' (R - l/R)',

якillряМyюТь.tloKiлпри R + cё.ПрoМе|li9: сonst наIllTolЦ'l}ii t, стаIoтЬ
гiпеtэбола мlт

22-!, --+r-=l'сos-P sln-Р

OpToГ0Нfl lTirН 1rh,Iи poЗгЛянY I.иМ еЛlпсaМ.
у

U

Pис. 15'7

Pис, 15.E

)Кvковськl,lйi вttкоptтr':т'аR рo3гЛя}ivтv фvнкш.iiо так. Biн гroб-vдyвав кo,]o
r: .R > l, доти.tне Дt] кL],'lа Д: i (pис. l-{.8)' пoтiь,r пo6yД-1"tsаIr зс}Еrнiш+ic
lrбтiкання I1срI]l(]г() кo;lа !ТЛt]сKo-rraрitлс,qьнi1t,! п(.iтoк(li!1 рlJиilIl. Застосv.
вiiвitlLt JilЛi рrll]г'rrяtl3'т.; rfir'riкi1iЮ, вiн дiсi.iiв о6тiкаtiня кp}fЛа гr-loскO-паp;l-
..lс.ll)l.{;i\l тioт()К()I-,'. Hjl o( trr)lli rloI'o виЗI'lа.{rtв йогo ni.rЁrоьtнr. Сti-rr. i оЦiнив
itсрoдitlj{iNi i ri li\''ткrс.Гh'

BllкОtrittliult вс"тttкпii о(-rсilгрозpаху.нкiв, Хvксlвськиii знайцrов Dя'D. l;еp-
сгiсr'Т}{tliltl}i rТil{.'rGji,-Iirr, якi зil;iсpоДИъial4iЧн&{}{rr яКoСт'iМ}1 i1r,ли кpаtлимrt зa
пpоqi'li it\!|]p}lKi'ltii.ll;liИХ. ilсpoдиLIаioIiKiB, oтprr]lrаi]их в рCз\'":rЬтаTi 6агатьох
.г14с'I1t гIl].'1:]),iзtrк jчrr tx ьtс1с..tсii B асpoДIrFrа\riчнii"l трl бi.

ljг;t:tll!rlо lji.!:iil.t,гu'ilrl;i' ttкilti гк3з;]i]. ii{(] Еlс\li] t]itlr.Г(] ilр.lктj.1!{i{lIllGГi] Зit
.]Lrбlj\. 1-.ОDiЮ.

-**l-'r,t

-*-{ a
t



P03дlЛ 16

3AстoсyBAHHя тЕoPii ФyHкцiЙ
кoil,lплЕксHoi 3tt'iHHoi

16.1. зAстoсУвAHHя ФyнкцiЙ кolvlплЕкснoi
зt\,tiHHoТ в гiдpАвлiцi

16.1.1. Плoскe пoлe швидкoстi piдини.
Фyнкцiя тoкy плoскou- тeнi.

Poзглянсl'ttr двoвимipне пoле ruвидкoстей

v=vJ+vj
з лiнiями пoтoкy

? :7: -V,dх * V'сlу: Q. (16.1)

Зшriнy пoЛя хapaКт*".,n-',o'oo

гot 7 = tr хT :o (+_ +]'\..{ ц' )
зв. язаний 3 ц1lpкvЛя цiсю tл вlt.]кoстi

г = .Г T t[I = ! v-d,r + V'tlу
LL

фopпryлoю Гpiна

//;ыTdi: Iтdl
DL

i дlrвеp/енцiсю tпвидкoстt

div7=trт:+-+'. dх dу

зв.язанoТ в сBoю Чеpг\'3 BиTpатoЮ piлини

Q= Iii,tt = l _ V,сL.uI V'tl1, (1б.2)
LL

3 а ДoПt-l1!1oгою фоpмyли oстpогpа'lськoгo_ Гауссi

o = 
{I 

diуT rts = [ тi dl.

з42
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Liсхtllt в о6лaстi o нсrvlaс .цжеpеЛ i витокiв pi::ини. Tодi, як вiдоlrо.
Bilh()l]\ Стlliя рiвнiсi.ь (pirrI-iянllя нерo3plrвнoстi нсстltс;lивоТ pi.rини)

dv.. о1/.*;'+ t;:r=o (divV=g,1.
o.Y LJ)'

;rбо

.,lV' 
= 

a('-уl)
i]-r Оу

Порiв*lв-rrоuи (l6.l) i (1б.3) 6а.tl,rltсr, rцrl j.IiЕа.iастинз (!б.1i
]иф*рс}rцiа.:l,--rм дсяr<оТ фyнr:цii 7,(.v. y), то6то

;t! !,

-V'tl.t+|,:lу:*d.r*

Спpавдi' з oста}t}lЬоГo Bиpaзy Ь{аемo

{/ - (1б.4)

,i l l tllг шснцiтоlо-ч и r:.i RI'ipaзI,I' Знa хoдIiМo

(16.з)

с ЕIФBаиМ

dtrl,--:-' (l\l
'i''

_ ОФ'

0x'у ' V''_
tl' !

!!,, - о,ч,

tl.т dy 0-r -ц - 
tl2ц,

dl' 0.v ey

Bваrкаrо.;и, щt-l дp},га мitцанa поxiдна Еtс зii'.rсх(ltТь вiд поpядкy лиtpе-
pснttiговання ) ЗitоBy lliстaсмо ( t б.3) .

З;tзначrlirrо. ruо в pазi iснування фvнкцil v'(.т' l.) :r,.lя задання пoЛя
lliвll,iкосlсl:t }Ir) тpe6.l 3адаBаT'{ двi функцiТ V, i \/,' а тi;lькtl t-lдну ф, а И, i
I,,., зааriтit i]а ,цtlгIo}"{oгою (1б'4). Пplr цьoму сгlpсiшr-r,сться рiвняння лiнii
flOтoii\,/y' = g' звiдi:ri V'(-t. .l') = С', тoбтoфvньlцiя пoтOь:\'сстa.roioнаltанir:i
'liiti{ гt..ток'''. При rlсpсхlэдi дсt iнrцоТ,riнii пстoкV 3ьtiнюl(,.гьСя С. Звiцсrr li
tlаЗBii r7' ** d;},нкцiя пoТoцу.

З,яс\,смсl Тr гiдpавлiчнrrii змiст, дЛя Чoгo виз}iaЧ}lМtr вrlтpатv piдIrни Q
l'li;t :iвilмl1 1'--1lg!.ч.а,'111 лiriiяпtlr пoтoКY. На oсновi ( 16.2) масirrо (plrс. lб' l).

lj r.i-v * \'.t11' :

= у,{Itj _ v,(l).

(iтж'с. 4-yнкцiн !.lt)l.('Iri\, llii-ii Т;.!кt гiдpавлrчrlс
'l.-'i\lr,lilrlг}li]'i: ilгl}Ii.t "i(1[)ii, lil1 }., tilттp;iгi pi;i'iill ,''ltх
.iitl{or.l -'tiнiCirr ПoТr-ri, 1'. l. -l.-i;ь:oтtj iilцtr-l'l FЗятоic 3ij
|ili! l.iт{'l!' Еjlj'Il Kv.

Q= j -
t_

i1'

: J,t'7'
..1
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16.1.2. Пoтeнцiaл тeчlf . Кoмплeксний пoтeнцIaл

Hехaй в o6ластi D пoля вiдсyтнi зaвиxpeння, т06т0 БТ 7 = U. Tодi

Щ=oV'd.r 01'

a тaкОх

!=- do- О,p-
"фаdp=*т *Ё7= vtr+ vj,

звiдки

у.=Р, у,,=*, (16.5)^oх,o!
Tаким Чи1{oм' нaявнjсть пoтенцiа"тy теuii р тaKox спpoщyе зa,цанtlя

пoля IIIвидKoстей: заДaloть тiльки (P, a VX, I,.u визнаuaють зa фоpмyлoю
( 16.5) .

У пotaльшoМy виltагaтиIr{еМo oдI{oЧaснo' urо6 div Y = 0, бТ 7 -. U.
ToДi однoчaснo BикоI{yBaтиМyться (lб'4) i (16.5) ' Bилyuивши знъlхY,iV,,
дiстaнeмо

у=a! у=_lL
E.т dy ' dy 0.v '

тo6тo 1,мoви Koшi_Piмaнa, якi Bиpaxalоть тoй факт, щo функцiя

w=Р*Ф
аналiтиuнa, тo6тo iснyе

dw Оw Оp ,ev,

- 
; -i-- = =- * i:L = V- - iV. = V.Uz oх dх oу

Пpи цьoмy w гIaзllBaютЬ KoМIUIексIIим потен цiалoм' a И* комплекснo
спpяxеIroю шtвидкiстrо течiТ. PoзгляI{емo пplIKлаДи кoмпЛrксI{иx пo-
тенцiалiв.

П. I. Плoскo-пapaлeльIl^тetIiя визнaчaеться нaйrrрoстitllим пoтеl{цiaлом

|у = аz'

Якщoaдiйснer,гol{:p+iФ=ах+iaу'Jl!нiiпo'гок1.--rtpямi|р=aу=С,плоскo.пa-
pa-'rсльнi oсi (]х, лiнiТ пoтенцiaлу _ пpяМi 1y'' = ах = С , traра.rе;lьtti осi oy. Kомп.'lексllo.спpя-

. .- dь.
>кенa швltдкiсl.ь тенii fr = а = |,o, зь1дки У, = аt, Уу = 0 (pllс. l6'2). Якшtо а = Уoе'.,,'ra

мaсмo пoтiк' nовеpнутий нa Кут а (pис. l б.3) .

п' 2..ц)керrлo, poзьritценe п пoчатку кooрДинaт, мaс кoMпЛексIrий пoтellt1ia;;

з44
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Pnc 16.2 Pис' 16'3

rr'- .l, * it =.!,,nr,2:т

.tе tto,I'l,жtLiсl.t, ]l)!(срсJlA p 
- {rl]iс) -. ]iI:1сне.lllслo. \1асrtсl

11, : v^ .. i. = 9lnrra;o) = 9In, + l Ц.z:r 11 la

lllti.;lкl,t;liсtаr;rtrl,lt(t-rлittiiгtilItrкr,,u ='Щ = С-пгtомеtti,а,,iiнiТttоlсtrtliitлvФ =&]n._*o,u.. !:т !,т
l lри Q > () rtiir;rtо,1)}iсpс.'I(), rrрlr Q < 0 - вlrriк. Рa;lia.'iьrrа ск..Iil't()llit lllвlt:lкОстi

.- d,l О,Г az- Z:tr'

.io'l lr'rlral

v.,=9Р,=o',, dч

П. J. tiirrlttхрсltI|Я. l)t)'l\iijttl.Ii. Il IIUlI:i l к) кo()p.lll}l;t], vас }.l)\lIt.tL'ксttиit ttot,еlttLiа.r

.Гуt'=Р*iчl=;Inz'

,tс l.-. illr.сrrсltвtl!стt, зllвrt-хрсttrtrt. Якщ0 пoрiвнятll з Br.tIlaJКOM;lжерt'-'la (П. 2), тo гvт,'titrii
Il()l()к\'i Il{lтtltrt1iil.rv lIеpгvl()lЬся Pit;1iA-'Iьttа йдотичrtlt ltiвlt.Iкосli r, вi;Iповiдlt.]

|,: О' i,o = I'/2пi,

3нaiiдс:rrtl t 1ll1-lкv.rяt1itсl lItвtt,lкt)сr i в3дсlвя< :tilIiii пo.lокr.

t." . ГГ.l=- | Г ф = l,=..'.l : Г,.l' z'тl " : t l

()l;t'r'' ililL.lILlttllliсiЬ з.l11lI\]).ll)lя lt'рiBtlt('с ttltрк1..rяttii tltRtl.lк(t(li tl,lLовж .lовi.rьн.rТ -.liltii
l l()'l ()к\, 

'

2З'жеpс'.lil ii завltхpснr]Я - цс Taк званl ЛoгаpифNtitrнi oсoблltвoстi. Якщо
Boни pозNlil,Цеlli t{е B пo(tllтку Kooрд}Iяaт' a в TоЧtti Z: Zgэ.гo в П. 2 i П. 3
NrilСМO вi;lпoвi.]Ho



tiF-

н,:#,)шr(z - z,,)' }l, = _L lп{z - z,').zJт ai l

oскi"тькrl piвtrяння Лапласа лirriйнс, тo з йoго pозв.язкiв (atra.liтичниx
ФKЗ) ьrсlxна скласт!1 лiнiЁtнi довi.'Iь}ti комбiн;t;tiТ. якi тс;к 6yл-vть його
i)().lB я3liаNlrt. шlo стaнoB..]ятЬ кo\ln..It'кснi пoтсt-iш'iа.''lt нoпil)i тсчiй.

П.4. Рilзl.-lrrltеvo комбirtаЦiк) джере-1а iвl'tтсlкv рiзttoi lltlсrtсltвнuстi вi:itloвiдr{() в ТoЧкi.х

кoМП-'1еKсl],1ii потеttцia-'t .гaкоi кrlrtбiнal1ii

n, - $1lrr1: * A;) _ lп:) = Jl l,' i,i * s i'
za La \ :i

IIаб'llt;кr'cатltrlt'lrо tti oсоблrtвOсli (^; * 0), a-rе тliк' lt1ilб зllilliеtl!tя Qhz : ltl бу".io стa-
,'II I \I

lim }'. = tiш ;4- tn |t - 5) : ,,' :lr (1 1a.'1. 
.. 

: 3.
\:_.L-+,Z,i/r-\-1.!.=oa,r-t .-.t

0тprtма llа ко'rбitiaцiя }|llзl1t]i r, l |'|'\ ()LlIlО-1е,|!*J (рис' l6' 4) , 
.l.v.г ,,l - моltент диtro-rtя. .IIiriii

il() t ()к\' ii llОТеlllliil-'l.''

.,,:--+J, :C. r: --!]!Ln= g
2,тt.t.+.т.) Z:(.v.+.у-)

t сilt.rjt(l Oр'гi)гoItа.]]Ьll}lх кi.t. ЯкlIltl Jt-lIlojlll зrliцlеttttit \'Тt)tlК\.-: : r. l()

\r':п11z;t(z-za).

Зrriстrlltil -t}1ПoЛЬ v rreскili.lеttilО вi;L:la-rснr.'гОtlкv зa;lollOvсlгtltrl itiпеpсiТ;: l //. jliстeгIеvlr

't 1,l , - кovП.,lексHllй пОТе|ltIiа.] ll.1oскo-Парil-lc-.1l,lt(rгo П()lп} r . rобго осrltttriii rtор.,:1.

)li\'.]] }}с'] рo:t\l]lцеlJ}l},t у }tеск1нrlеHlIос.II д1Iпo.rlеМ.

Pозглянr.тi BипIе oсoбливoстi на3Ilвaloть еЛсМентаp}rиlv'}l. Kомбiн]zкlurr.ir. цlожна пс16} f,yватlI l\to,]с..tЬ бy:ь.якоТ теЧii, яка нас цiкаl]}'тЬ.
П. 5. I]prв.ttlrll течiю в vерl,rдiанrriй ПЛolItttIii вхiднoТ кoробкll }}L.||l}ljlяl.oрit, !ip}13tla1iеrillя

!!к{)Ii) - пOвL'рll\.] }l rrотiк нlt 90. вi;l венr l;-'lяl-lilitroгo кaнaлv jl0 Bс\toктt,Ilа}]ня рirбtl'tогo кo.lесa.
[)iвнсlrtiptrrtii pyх пОТoк}' в кllнlt.lli з|Мiтусмo Тl.1oсКo-Пaра-itеЛь}l}lN,l iloтОtiсlм (П' l)' а

рiвtltl.rtipнltit вхiд пoтoкY B к(),'lес() - рiвномipнсt pозподi.leнltм Bитoко}l нa (- l ' l ), комtiлек.
сtlltli псlтенtliа.c якoгo (plrс' l6.5)

tn(z - l) di

;l() ( - 
ljl]ollс}'!]t|!сТЬ рo3пoдl.'IенoГo B},ITOКУ' якa дopItsнюс q Зiнтефувaвrлlr, МaСмс)

"'--{rv I)l!r(: - l)- (;+ l)ln(;+ l) +;).

--lвi,'.,.,..ltl'к.<.:1tlllo,Ioс'>-;lt]оIl(J.'Iюсtlrlк.
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Pис. 16.5

Kоrtп-.tскснovr. Itoтcнuiа-rv П.loсКo-пaрaЛельlloi тeчiТ наfaМo вигля;l\, !r,: l,0:, де l,0 -
шrвltдкiсть }iезбуpе}loг0 пoТoкv }lа нескiнчeнностi.

.II0.tавttllt .1вlt oстaннi вl!pазtt.Lля w, Дiстaнeчo

tr = voz+ {tG- llln(z - l) - (z+ l)ln(z + l) + 2).

16.1.3. 3адaнa Жyкoвськoгo

Poзглянемo циpкyляцiй}rе oбтiКаIrня oДиниЧн0гo кoЛa плоскo-паpа-
ЛеЛЬниМ ПoтoкoM' Для Чогo викollaeМo сyпеpпoЗицiro тpьoх тCЧiiI: плoсКo-
пapaлеЛЬ}roi, вiд дипoля i вiД завихpенHя' poзмiruених у пoЧaтку
кoоpДинaт. Пpи цьoмy дiстанеМo

l. Г .lt'= Уu(Z + -) + Й|az.

Bi,цoкрсмrrмo Дiйснy i vявнy Чaстиrt}I }у..

f= uo(, + 1;соs0 + +, V, : y.,(r _ ];''no| tn,.r. LJr r. LЛ

.(ифеpснцiro|oчИ 9 ' 
Зrraй,цемo pa,цiaЛьFIу i,l Дoтlrчнv складoвi tшвидкoстi

пoтoкv

u,= #: Иo(l _ ];.o,o, ," = .% : _Vo(r + .}),lna - *
На колi r = 1 paliа"зьна склaДоRа lЦBиttioст\ V,:0' тoбтo piдинa Чrpt-з

КoЛo не пrlpетiкас', oт)кC, кo.lo е лiнiеrо пoтoKу. Cпpавдi, 3 виpа3}i Д'-ПЯv|
NfаСМo V'_0пppтr=l.

31',I



Розглянсьтo rшвидкiсть oбтiкання кoлa paлiyсa r = l. З виp;tзу Дilя vА

N1аC]!1o

vol,=, = * 2vosind

Poзглянемo Чoтиpи мoх',lиBi випадки.
I випaДoк. Г = 0, |,,: -2Vosin6. IlJвидкiсть o6тiкaння пеpетBo-

pюсTЬсяBн)'"TьyToЧI(ах АiI],дea'.t= fl, 0в = 0 (pис. 16.6). Tу"твiд6ува-
Ються poз.цiлення i злиття лiнiй пoтoку.

E;1с ] o.o Pис' 16,7

Pr4c. 16.8 R,{с, l6'9

+*-
ITL

г.
{l вип.iдoк.0<Г < 4лV.,, |,,= _2V,,stn? +,;.Tуттaкoжмас-

NtO дBi кpltти.rнi ToЧки ,,1 t 1l, сиltстpичнi вiднrr.no o.iЪ-,, i змiшiснt ввсрх
1pис. 1б.7). Kоoplинати iх знахо,цимо з piвнос:r.i

3,t8

sinO lв=Г/4лVо<1.



III вlrпадoк.Г= 4лvo. У цьol{y BипaДKy sin6,.,,:1' 0u=0u:
= ,n,/2, тoбтo o6идвi тoчки А i B зливaIoТЬCЯ B oДну (pис. lб.8).

IV в rr II а .ц о к. Г > 4itVo" У цьoМy виIIаДкy oсoбливa тovка вiдpива-
сться вi.r o.]tlHItЧHoгo кo.rа i змiшустЬся BBсрх 1. пoтiк. а }lавкo.1o тiла. яке
o6тiкaсться' yтвoploс.гься сильний циpКулiоIoalиri pуx пpиrднанoi мaсI{

Piдини (pис. 16.9).
Bах<ливоro заДаЧсIо с визнaЧення сили тискy пoтoку на колo' яке

oбтiкасться. ПpoектуrоLlи ц}о сиЛy }Iа oсi кoopДиHат' маСмo
2з 2l

х = f p сoS0 da, y = ! p sina tl?,

.]е Р - тиск y пoТoцi. Д,,|oсu,.,"""' ,"'".}а.па скopистllсЬ{oСя piвнянням
Беpнvллi*J

]]с p _ гYстинa piдини. ПiдставляючI4 p у BИpaзИ E,ля X i У, .цiстанемo
Х : 0, у = pYuГ. oстаl{нс pjBняння Bиpа)KаС теopсМу Х3,-кoвськoгo пpо

пiдйoтrrнy сlrЛY кpиЛa. Як 6ачимo, пiдйомна сиЛa пpoпoрцiitна lo 1lIвиД-
кoстi пoтoк).. г\'стlrHti pi:rrни i шиpку.rяцiТ urвидкостi навко.'to пpофi-rro.
ЯкLцo Г = 0, тo X : Y = o, P:0. то6то >ко,lнi сили }rс .]iЮтЬ на тiлo.
Тaкий pСз\'l.!ЬТ3т, якиit не вiДповiДaе дiйснoстi, нa3ивасться napа1oKсo"ц
Е it..tс 1lu-,T . 1-'i u-r'tбс lt сt' вi rr свiд читЬ г| po oбьtеrкенiст Ь МoдсJ i i:еальнoТ
piДини, яка поBoДить себt] ЯК peД;1ЬH3, кpiМ otнOгo винятку: в нiйr вi,цсvтнi
Bтpатu енсpгiТ' a саме втpатa енеpгiТ обyмoвлrое нaявнiсть сили oпopу Х.
Щодо скЛаjioвОi У, то теоpеМa )KyкоBськoгo визнаЧaс if 3 веЛl1Кoю
то.rнiстю.

16.1.4. Кoмплeкснi пoтeнцiaли й вiдoOpaжeння

Пprт дoслiд>кеннi piзнlrх видiв течiй найва)кЛивilu}tN{l{ с' такi двi 3адаЧi.
Зaдaча l. Biдoмi кoмnлекснi пoTенцiаЛи rv(l) i rv(z) течiй на пЛoIцинах

r i z' Tpебa Знайтtr вiдoбpах<аlouy функцirо z(t) a6o tQ).
oскiлькrt шYкaсмo вi]пoвiднiсть Mi)к t i z, тo т}{l\{ сaN{и]\{ стBrpд-

жvсTься, rцo течii тотo>кнi одна oднiй, тoбтo w(z) = lv(l). Рoзв'язyrонrr
oстaннс спiввiДнoцlення вiднoснo l aбo z, з!lаxoдиMо цi фyнкцiТ.

П. I.Зriаiiтlrвiдобpaжсritrя,яКеI1ереBoдttTькi,rьцeвсNt\,Г},(рис. l6..l0).
oскiлькl,т r'Blrпaдк}.д){{еpt].rа .riнii псlгенцiалr'е ко-пa (;1вi сyсiдrri.пilriТ 1'творюкlть кi.тьI1е),

il \'B'1падК\, IIЛoскo_пaрa'цс,rьtrоТ те.tiТ - прямi (двi сусiдlri .lilrii r.творюють смуrу), тo,
ttрrtрiвнтоюrlи кoмплекснi tto.гellL1ilt.ltt -l)кеpеЛa i плoскo-пapa-пe-lьiIоГо пo'гокv, ()п\'ст!lBIII}l
.Illс;loвi кoeфirцiснти. дiстaнertо фvlrкriiю t = |nz, якa вiцoбражас кiльt(е на см1'ry.'llя
t[rr.ttкrtirl вi.riгрlrсвс.1tlк}.рoЛЬ\'' 11'1'рiiтr'pбомаLuин':езаiJ:oпоvol\)юрсз\'.1t,Тагlt,tос.li..lжеtttlя

a*, [.Бt'ptrr'-.t.'ri (1700-1782) * IILе ОдrtIl ПредставlI}lк вi;toмoТ сiv.Т Bllеtl}lх.

.2
' 2уР+рт
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Plrс. 1б.10

oбтiкaння лoпaтoк вiдpцeнтpoвиx мaшин мo)кнa пeрeнeсти нa oсьoвi МalЦиt{и (pис. l6.10).
.II.ля oбеpнeнoгю пeрехoду Мaс\4o z = еt.

3a.Цaчa 2. Заданo KoМIIЛексIlий пoтенцiал течiТ ry(l) нa плoщинi l i
фyнкцiя t(z) , якa зв'язy€ llЛoщllни z i t. ЗнaЙтц Ko]vlплексIlий пoтенцiал
течii w(z) на rtЛolцинi z.

Пiдстaвивullц t (z) У lt,(l), мaтимемo

tr(t)'= w(t(z))'

П. 2. Пoбyдувaти мoделЬ o6тiкaння внyтpirшньoi Чaстини кутa АBC з рoзKpиттяМ
0 

' 
_- т/ n' в3явlI]и зa oснoвy плoскo-паpaлeльний пoтiк нa веpхнiй пiвплoщинi f (pис. l6.1 l ) .

3вepнeмo yвary нa те' щo пЛoщини t i z з,B'язуe стeпel{eвa функuiя

t: zo.

Koмплexсний пoтeнцiaл тeчiiнa площинi / дopiвнюe

w(t) = vot'

З двoх остaннix piвнoстeй дiстaeмo

VO:#=yon""-\ (16.6)

oбчlrслltмo знaЧeнrlя rшвидкoстi у вepruинi Kyтa - тouцi B

[0, якщo n> 1, e ,< т;

T":4v* якIrIo ,1 = |' 0в= т;

L-' "**o n<|' 0,>эt.

Пeplлий peзyльтaт oзнaчar' щo ЧaстиI{a piДу||1и, якa
зI{aхoдltться в тouцi ,R, oднouaснo повиннa пepебувaтrt у
двoх pухaх - вздoвrк.4B i вздoвж BС. .Цля збepeжеttня свo€i

n

с

3s0

Pис. lб. l l
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t(iЛiснoсT.i вонa Пoв}-tнНa бутlr гrеpуxомою (Уn : 0). У
ДpуГому резульr'aтi.B _ сpдlrlraрна тoчКa oсi абсцис'
вздсвя< якоТ гiотiк рухасться зi стa;Iоrо urвидкiстtо У,'.

Наliцiкaвirlим rтpеТiй рез!.лЬта.l (рис. ! 6.l l ): нЪму
обтiкaння зaГостpенllя iдеа,пьноlо piд''rloю прoхoдttть з
Е!есKilJЧеI.Iнo}o u:ви;qкiстrо. Cпpaва в .rсlМу' щo взд0вж
лiнiт потoкv зберiгаеться uиpк5'.'lяttiя ulвидкoстi
Г = ЪтrV, a рaдiус кpивин}l r стaе rlcскiн.letlнo мar'l}!м'
тсtlту u.lвидкiстl' стar нeскit!чеянo Beл!{кoк).

У peaльнii:r piдинi lпвидкiсть И не рlorке стaTи ду)Itе
веJi['ко10' оскiльки пpи цЬ0му си.1Ьнo пa:iас тиск i рiдrнa
зaкиilaе' ii суцiльнiсть рoзриBaеТЬся' пзстaс кaвiтaцiя
(рис. 16.l2) . Чеpез тe зarrrсrрeння с;tiд ri.laвнo 3гJ]aджy-
BaТ}t.

У бaгaтьох вlrllaдi<aх L}tвЧaти теЧiю нa п-зощиtti ;
зpуuнiure' знax.}дяЧись на rrлorцинi i. 3 цiею Мeтolo пe-

рeтвoри}''о (1б.6), викорrrстовуlочи тoй фaкт, Щo t -- zп

Pис. 16.l2

Мaсмо

0 6.7)

Дem=ftУo, а=Bв.

16.1,5. Фopмyла Кpiстoфeля-Шваpцa+)

Tеоpемa Piмaна стBеpД)l(y€.' щ0 якими 6 не 6yлrr 0д}ro3B'я3нi oбластi D
i D* з бyдь-якими задаI{итv{и тoЧками zo l' D i wo € D* i числoм с0 l R,
iснyс eдине Kolrфортvtttе вiдoбpа>ксн|7Я ',у = f(') D нa D* таKс, iцo

f(zo) = wo, arсtаn,(zo) = сo.

Знаxодxення тaк0г0 вiдo6pах<енt{я не стaноBIlТь тpyдHolцiв, яKrцo вiдoмi
ко},rпЛексIti пoTeнцiал}r. Я*''дo ;к кoМплскснi пoтенцiaли }rеЪiдol\4i, тo Ilе
п[1танI{я зaлиIIIаrтЬся вiдкpиТиil{. Bиняткoм e Bitoбpаження Bеpxньоi
пiBплощини l на внyтpiшнiстЬ мHoroKyТ}Iикa IIлoщин}t z таK' щo йoг0
всpш]инам А|, А2' ,,. , Аn з кyтaми пpи ниx а', ' а2, ... , dn вiДпoвiдаIoтЬ
тoЧки Q1; Q2t . , . сlв oci абсцис пЛoIцини l.

Згiднo з (16.7) ЦIBи,цкiстЬ в oкoлi BеpIIIиIrи Мoxе бyти oписaна тaк:

Рoзглянемo toпоl{ixнy фyнкцiro

p(z) =T(z)/(t - a')'_а1./n ... (t _ Qu)'-"u,n '.' (t - on),-"n,n ( 1б.8)

*/Е.Б.Kpiстофель (1829-1900) iГ.A.lllвapц (l843-l92l) 
-нiмеr{ькi мaтемaтики
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Boна нiДс не набувас ЗнаЧснIlя нyля чи нескiнченностi, oскi.rьки пpи
l э 4A oдЕ{акoвi oсoбливостi в чисель}rику й 3наменнтrкv кoмIIсЕlсyIoться.
За теоpемoю Лiувiлля, ця фvнкцiя дopiвнюс сталiй

У веpхнiй пiвплоrцинi l маeМo IIЛoскo-паpfiЛe;-IЬHt течilо з кoмIIлeкс-
t{tl]!l {IoTенцia'rом и'(l) : И'' o6чltслиwlо

т' Jn' dw ,lt ., tlt
tiz dt tiz ' ,-сIz.

.Ц'ва останнi BиpаЗlt {длsl |, i tp) пiдставимo в (iб.8) 
' 

B pезvЛЬтaтi чoго
]vtас]Мo

Vo{!t/ dz Va

{t _ сl ,,, 
l _.z1.,л 

(t _ сl ,\|*",,,'' M'

зB1дки

dz = jvI(t - {tr)(,,t..)-t .. . t, - o,,r\21-' U .

Зi нтеl,p1'вa вrшlr оста н н i й вIl pа3, дiстанепto

^ "l , ",' ,

- - 
ll t /t . r-:- I (t 

- ,' t , -.,lt J- l\!- _,vl J ({ _ с.t,' ... tl _ (.].,. QI т I\ ( l б.9)

IJе e фopпr-'.ла Kpiстoфе,'lя-LШвapЦa.
oскiлькrr пpи вiдобpa>ксннi мo;кнa дoвiльнс.' з;tдати ltoЧAто!{ кoopДliнат

i оpiентаuiкl пЛoIЦин1l (паpапrетp сo в теоpеIvti Рilrава) 
' 
тo мo)<на дoвiльно

Задllтtl тplr дil'lснi пilраNrетpи. Як пpaвило, цi тprt ступCtlя свободlt вttкopr{_
сToвvloтЬ ,цJя 3aдання 6Yдь-якt,tх тpЬoХ паpаметpiв с... Якщo Rвaжат}l
с11' Э ф, тo вiдповiдна ду)<Ка у фopмулi Kpiстофе,тя-ll]ваpuа зникас i

Зl{AхOд)Kення l Hтегp;lЛa спpoшt\'Cться'
Фoplrl'ла Kpiстоtpсля-lliваpца l'{0)ке бутlr застoсoвана не тiльки дo

зAN{кIIениХ (звичайних) многoкyтникiв, a й lo узагальненl1Х (незaле>к-
нirх), тpе6а тiЛьки, Iцoб стopoни бyли пpямиI!1и' a сvlllа ку-тiв заДовoЛьняЛ:t
{lopIvrу''ry Ейлеpа

сl, * а. + ... + а,, : эt('n _ 2). (lб.l0)

П. I. Зtt:tltltl lti'tобpажсtttt't nt,p\irьrrТ Iliвп.lirLцltltи нa вIlr'tрilltttiсrllt\!lГl1 зitяlttltрluкlt l1,
I'сlзв.stзанtIя. Згiдlroзрitirriстtо(l6'10)мaсмo, IIloс\,{vгa-llе<(]IвОкvтll}fк>зкvта\{!l

ttglrrllерuIrtнirr-l: (1в:0'Cкорrtстасvoсяpiвнiстlо(lб.9)iвiзьlrсмolprlТollкllвi]обpirжеtlitя
lilк: /'1 = _1' tв __ l' I. : е'

(lстаltlriii iгl.ltLi tiа ll'цсlltittlli вi.ttlLlвijtir. ToIIкl1 ;(. = 1-l-1. i.lас:lrtl

т/Y^
/1 

- -__:!
iYI
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Z = Ivt [ (r_ l)_l(t + \-Ldt - ; = уlnfr n ш.

[[oстao}{Мo vrrову, щоб z(0) - 0. 
.Гoдi lr''0. 

""u*uou,o, 
ulo 

' 
+ Ф' 3нaxo]lимo

iн = \м ln(_ l) = |ll n,'" : !ьrы'

звiдки,l/ = 2II/т.
oтжe,

z: IIл . I -ttnffi
fI. 2. Знайтer вiдoбражеrrня веpхньoТ пiвплoщини нa пiвсмуry 3авlllирuIки l/.
P oзв. я зa lI ll я. oскL,Iькlt пiвсмvгa _ цey3aгaльнениii тpикyтrtик3кyгaми aА= аB=

=.i ,',: 0, якi Зlt!oвoЛt,}lяЮтl, piвlriсть (l6.l0), тoскopисТacМoся (16.9). Tри вiльнi паpa.

rtет1rrtвltбеilемoт1к:r{ _o,tв- ф' tс = l'Kpiмтoг0,z-l =ts=o.Toдi(дlrв. 16.9)

z = Ьt f Г,,(.t - |)-|dt +ir' = i/ln $ - 
"

()скiлькlt;(0):0' rоN_0iзспiввiДrrorценняz(о)=i}/мaсмotr|-_II/т.oстaтoчно

H. l_lГt
:=-ln"::.--.------.:t | + lr

16'2. oпЕPAцiЙHЕ числЕння

1 6.2. 1. Пepeтвopeння лaпласа

oпеpацiilне ЧислсI{IJя - це щe o,цнe eфектиBне застoсyваI{tlя ФK3. B
IIpи}rципi пpo olTеpaцiйнс численrrя йIIIлOся' кoЛи po3глядалoся пеpетвo-
pсння Фуp'. i його застoсyвагrня до poзв'язyBання piвнянь матеt"lатичнoi
фiзики. Пpoте пеpетвopе}rня Фyp'е Маr дoситЬ o6меxений дiапа30н 3астo-
сvва}tь внасЛiдoк хopстKoТ виМoги.абсoЛютI{oТ iнтефoвностi вiдпoвiДпoi

ф.v"нкцii I{а Bсiй ЧисЛoвiй oсi, тoбтo J t/(.') | d'r = А.

iнruе i нтсфаль}lе пеpетвopен"'-,-",,.p-" poзгля}rутс Лaпласoм, бiл ьrц
унiвеpса,rьне, аЛе uесть вiдкpиття oпepацiйнoгo численtlя налеxить нс
Лаплaсу. oпсpauiйне Ч}IслеHHя (нa 6азi oпеpатopа Лапласа) вiдкpив
Хевiсайд, якltir застосував цей аIIаpaт Для poзpoбKи питаIlЬ <<пpaцeздaт-
нoстi>> тpансат.'rантиtlнoгo тrлегpафнo-тс.Iсфoнногa ка6еЛя, ulo з'lдtlав
Alrеpику i Свpoп1, напprrкiнцi ХIХ ст.

Hаведеr*ro oсновнi o3т{аllrI{ня.
t 1' 12Дa 3sз



О. Opuеiнсtлoм заЛаnлсtcoJv| 11сtЗuвa€mьcя функцiя 0iЙcнot з.lliннoi I( t ),
якct набувас KoJцnлеKc|!uх 7нсlцеtlь i заdoвoльн яс mакi у.rьtoвu..

|) куcкoвo-неn'еpеpв|.сl pаgoм зi свotмu noхiОнцмu нa чucлaвiЙ oci;
2)f(t}=0пpиr<0;
3) э M, So: l(/) | < Mеso'.
.Ц'o pеui, фvнкцii, якi зaдoвольIlяютЬ yмoву 3), нaзивaroть фyнкцiями

e к c n oн е tt tt,i сt'lь н ozo p oc mу
o. ПеpemвopeннЯ'I|l 3а Лаnлаcoм opttziналу I(t) назuвa€mьcя

iнmеtpальнttЙ onеpаmop JIаnлаcа (p = o + jS)

LVФ) = p(p) - } ,-o' 1,1 а,. (1б.l l)
0

Зavвa>кення. Умoвao > 0зa6eзпенyез6iх<нiсть"е"лhс,,"o.оiнтer,paлaв (t6.ll).
B опеpацiйнoмy Числе}rнi зaстoсoвують такi пoзнaчеHня:

FФ) = L(U(t)); f(t) * F(p)' I(t) = FФ),

|6.2.2. Елeмeнтаpнi властивoстi oпepатopa лaплeсa.
3oбpaжeння дeяк}rx фyнкцiй

|. ЛiнiЙнiсmь

(LU) = F', LV) = F,) - (L(c'f, + ,J) = СlFr + c'F).

Bлaстивiсть l пpитаманна всiм iнтефалам.
2. ПoОiбнiсmь

(Lv(t) =,F((p), 4 > 0) * (цдаD1= *,(*.l)\.. а \"))

Еr(f@t)) = !е-Ptf(аt) а, = {1,,l: ,'..| = |j uЁ rru)сlu = l.(g)..

,.-,",'',,,on,i 
|а uI = аuJ o.n o \а)

(LVФ) = г(p)) + (L(e-"'f(t)) = Л(p + с)).

a L@.,,,f(t)) =i "-,,u-,f(t)dt =} ,-"**j(t1 сlt = F(P+ с) .l

4. Заni:;ttеtttrл (fo > 0)

(LVo) = л(p)) + (L(f(t. lo) = е-P'oF(tl)),
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- l За oзначеI{IlяМ opигiналy I(t - tJ = 0 пpи | _ |o < 0, тo6тo пpи
'0

/ < /o УpахoвyюЧи' щo 
"Г 

... = 0, мael{o
0

ф|oф
L(f(t - tJ) = l e-p'f(t _ t}dt = l e-plfo - to)dt + tе-ll\t - t)dt =

00ln

-ft- lo=и.l _._ 
1сtt= tlu | 

_ ! u-ou,+|dI(u)du= е-p'ot e-P',f(u)сlu= e-P,oF(p).l
l.*'J00

За дoпoмoгоIo oзнaЧeння oпеpaтopa Лаплaса i йoго властивoстеЙ знaй-
лемo зoбpахеlIlIя деяких фуrrкцit.

l.. oдиничнa функцiя Хевiсaйдa (писaтимeмo f( t, = |)

[o' r<o;Tt\t)= lf, lrO.
-t

L(ц(t))= .(1) =j е.P,dt= _ !u.,'j = !.opьp
2". f(t) = с,. Маrмo

L(ё) =} е,е-Р'dt =} "-"_,,,lt = =+-o o P- r

3". f(t) = rot. 
r

Зa влaстивiстю 2 маемo L(еo,\ = p_а
4".f(t) = sinaf.

oскiльки sinal = *@',, _ е-'o,1, To, кopистyючись зoбpаxенtlям clo, i!.r'
,riнiйнiстю oпеpатopa Лaплaсa, мaeмo

Z,(sinс/) = + r=+ - =+=] = _#, ., zI \Р_сl p+аI) p.+а.
Мipкуюuи, як i виЩe, KopистyюЧись iнцrими BлaстIlвoстямиoпеpaтopа

Лaпласа, знaxoдимo

L(cosаt) = p/(p2 + а2), L(сhаt) = p/(p2 _ а,),

l(shсl) - o/(p, - а,), L(e".sinаt) = сl/((P - a12 + а11.

Z(e",сosс/) = (p _ а)/((p - а12 + а2)'



Pис. l6.l3

rftц Пlll0. r ц t
Pис. l6.l4

Z(sin(f - p)) = е-'p/(p, + 1), Z(сos(t _ p)) = pе_9e/(p2 * |),
Kpiм тorо, iнтeгpylovи Чaстинalr{и i 6epyuи дo увaru L(!) ,мar]r{o

L({) = n|.p-"-I, n € N.

П..Цля тorв, щoб пpoслlдкyвaти зa хapaктepoм пpoхo.джe-н}r яcнпlaлу вкa6елi, Хeвiсайдунeo6xiднo бy. лo oписaтй зoбpaж-el{ня стa}rдap,",* с""*,a,i" a.ъy"; й"p*i;ii.ii^ i 
'"pel. д,'цьoro вiн ввiв фyнкцiю (pис. l 6.13)

9Q) = t1() _ ?lG _о = {i' 
якщo /€ (0'т);

[-, .rкщo rЕ(0' т)

i дiстaв

L(o\=I _|,-F = (t --д\.-p p х _е.)/P'

Щe oднa стaндaртнa фyнкцiя Хевiсaйдa (pис. l6.l4)

' 9* G) = IG - o _ n(t- тr) = 
{i: ;х: ',Zt''i:]'

маe зoбpaя<eння

L{tp*): iU* - Ir-*t - (r-F - r-Fr)/p.

r62.3. oснoвнi властивoстi oпopaтopа Лапласа

|. Зoбpа.xeння noхiОнoi. Якщo L(Л = lг(p), тo

щr)=pFФ)_f(0),
ф.

dLVGD = ! e-Pt71t1dt = |";,e^P! aч = _p"-p'at| 
=o I f(Dat=dviv:fg I-

= e-P,f(t)I + p!е-rtfQ\сtt = f(0) + pr@). Eu0

3s6



Tyт викopисTаIlto Те' щo/(l) Мar експоненцiальний рiст. ЗастoсoвуIoЧи
IlIiJ фopМyЛy iТoвтoрIto' МarМo

L(,')t1) = t),,F(p) _ tp,'_ 'flO) + р,-,f,(a} + ... + l, ,,(о))'

2. /Iuф е p е н tцi ttlванн st 3 {l п aIJ а.цe m po.Ь|

\LV(t,.т)) = f.(p' х) + (L(/,-(t, .r-)) : F,,(p' х)).

oстанltс г.ИrlлИr,aе з фoprotу,rи Лей6нiцa дiтфеpенцi rоваlltlя i н'ге1pалli
B!д пapаr{еТpа.

3. 7luфеpенцitовання зoбpаzсеttttя. Якut,t'l Lv(t)) = Ftp), го Л'(1.,l)=
: L(- tf(t)} ' щr: oЧевI,rдЕ{0.

ПoкаxеIvto тепep деякi Застос}'ваriня в,lастrtвостi 2:

L(tе"|):'t., ..', L(I,,еo\ = J 
-'(p_а). '...'-\.! l 

(!,_а)nt''

,,2 - .,2 1oа
L(iсоsal) = _+-.: . . t(rsinсr) = -:L--p\.ьvJи.,, 

tp, + ц,), ' 
р\.J|L!'|) 

(p2 + о, 12

16.2'4.3гоpтка фyнкцiй ! !нтeгpап flюaмеля*)

О. Зeopmкoю фуttкLl,itil(r) i р(r) |lo-тuв(l€|tLься iнmсt.pаlt

Рис. l 6.1 5

V*ф: !f(').p(t-т)tlт,

oпеpаuiя ,"o,'o"*l* функцiй t,яас такi Bласти-
вilстi:

|.f*Р=Р*.f',
2. Якщo f i p _ оpигiналtr, тo f *,р - таK{JХ

оpигiна.п'
T, Якtlt,o Lvo) = p(p)'a L(,P(t)) = Ф(Р,), то

неpiвностяпrrt 0 <

L(f * p): Л(p)Ф(p).
ф|

r r(.r(0) * р(r)) = ! ,-,, {! i1)p( _ т) ttт) rlt =

= f ! е_p'/(т)p{t _ т) r.lt rlт,
г)

де область Л в пoдвiйноnr-v iнтеt'paлi визнаuасться
S l( Ф,0 s т < /(pис. 16'15).

-,^ 
".мел ь (l79?-1872) - фpаlrI1узькlrй МiтеМaT}tк'

t /, *12 rto 357



Зaпиruеlto пoдвiйний iнте/pал чеpез пoвтopний' але вже в irrцJoмy' напpямi (зашriнy викoHyсмo y внyтpirшньoмy iнтЬt'pалi):

II "-,,f(,) Р(t _ т) а, =} fQ) сIтi u,,,,, _ т) dt =

ft_т=ul .".,...
a t, :;'; | = t 1т1 ат t ,-ou'*,)9(tt) du =
[t J t) o

= i "-,,1,1 
а, } ,-," 9@) du = p(p). Ф(p). E

H aсл iдoк (зoбpсlхен|lЯ iнmе|paла). Якщo L(lo) = F(p), mo
il

t(J fG) dт) : -: p1,1,
r ' It

ш цf rt,l сlт) = L(f t |) = L(f). .(l) = * лсpl. з

B iнxенepниx застoсvвaнняx oпepацiйнorо Числе}rня зyстpiuаeться
спeцiальнltй Bипадoк TеopeМI,{ пpo зoбpаx<ення зIЮpтк}l' а сaМе:

pF(p)Ф(p) = (pЛ(p) _ /(0))о(p) - /(0)ФФ) _ LV, * Р) +

I

+ fp)РQ = ! 1,1т1,pQ _ | сtт + f(0) 9@.

iнтеrpал y цiй фopмулi називaють iнmеrpа,loм ,\toамеля.
П. Знаl"t гpt сlрltгiнaл за зсrбра>кeнням

д(/'j = (p -+-- 2)

I)03в. язit нll я. Kopltстr'Cr,'oся пoПepcдt|Ьoю тeорeМoю

-..---L ^ =_-' . l^ = L(е, *,,') =,(,I,,,,(,-,)d,) =Ф-l)(p_2) p-lt p-2
U

I

= L(,,2, ! {,а,1 
= 

ь1е2|1t _ 
"*,)).

oт>ке. 
flt) = ,2,(t - "-,,).
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1 6.2.5.,fl eльтa-фyнкцiя,{ipaкa*)

У дeяких зaдauаx фiзики toситЬ зpyЧнo poзгляДa-
т}1 кopoткoЧaснo дiюui сklI|у| ЯK миттeвo пpикладенi, I
aлe тaкi, якi матоть скiнченний iмпyльс' 

-Щe 
мo>кнa |/n

зpo6ити зa дoпoтt{oгoro дельтa-фy,o*цii .{ipaка, який
теopетичIlo oб1pунтyвaв наявнiсть aнтйчaстинoк.
Taкa фyнкцiя нЪЬлементаpнa i ввести ii мoxна тaк(pис.16.lб). 0

Poзглянемo .Цoпoмiх<нy функцilо

ц{t, h) = f,roс'l 
_ rlG _ h))

i знaйдемo iТ зо6pa>кення:

n

Pllс. 16.16

L(ц |(t' h))

Hеxaй Й, * 0. Toдi

d(0 = }ч
дe d_вкaЗallaфyнкцiя.

ц,(t, h) = !,\ "!, 
(t _ 

"-o,) = t,

=*(I-.r")=*(-, -Ф) 
'

BикopистoвyЮЧи ре3Ультат, пoв'язаний iз зo6paxенням iнтеt'pалa й
oзнaЧеHня d(/), дiстaнемo

tt
L (f d(0 аt1 : r$-61t) (]o = ! .

ЗвiДси
t

t ёФ dt = ц(t).

Якщо iмпyльс .,o,*,u,*"ТB МoМент т' To зaвластивiстto.3апiзнення
I\,laeМo

L((6(t _ т)) = e-p,.

1 6.2.6. Teopeмa oбepтaння

T. Якщo LV(t)) = F(p), mo
1 у+iф

f(D=+ l Fф)d'dt'
у-|ф

*) Д i p a к (1902_1984) - aнглiйський фiзик.



IJю теopемy IIoДarN{o без ДoвеДення.
oстaннiй iнтеlpaл 6ереться вздoвх( нeскiнченнoТ веpтикальноi пpямoi

6r = y в oблaстi з6ixнoстi пеpетвopeння Лaплaса. Моxнa Bвах(ати' uro кiнцi
цiеТ пpямoi, спoлyчак)Чись v нескiнченнoстi, залиIIIaIoть пiвплoщинy, де
збiгaсться iнтеlpaл, пpo який йдеться y теopемi. Tодi, зa теOpе}vtolo пpo
ЛиIЦки' h{aeМo

у+iф m

{ F(p)dtttp = 2Лi2 Rеs (Л(p)/t, au),
у-i- k=1

Цe a*_ oсoбливiтoчKи F(p).З дBoх oстaннiх фopмyлдiстасмo

^0 
= Ё,Res 

(f(p)dt, аr)'

Застoсyвавrпи фopмyлy,цЛя з}rахo,цxeння ЛиIЦкy' МaтиМеМо

Rеs(Л(p)y',, "J = ,j1у }'у,tr,.. 
сtu'),'kF(р){)no_'.

L6.2.7 . Рoзв'язyванl.gя дифepeнц!альниx, iнтefpaлЬних
i iнтerpo-дифepeнцiальниx piв.{я!{ь та с!{стervt

Pозглянeмо poзB'язyвaння задачi Koщi на пpикладi лiнiйlнoго I{еoДнo-
piдногo piвняння

.Y'' + {t,х, * а,х * /(0' х(0) = лo, .r,(0) =.t,o.

BвaxaтиlrеМo' щo .rG} ifФ _ opигiна'тиt L(х(t)): F(p), L(lG)} =: Ф(p).Зaстoсyсмo ollеpaTop Лапласа дo умови. Tодi

p2FФ) - РXtl _ х, o + а,(PF{p) _ .t0) + а,F(p) = Ф(p),

звiдкrt

F(p) = (Ф(p) + pхo * -r,o + а,,х)/(p1 + а,p * а,}.

Дaлi знаxoДимo оpигiнал за Л(p) ' 
кopистyloчись та6лицеro зo6pa>кень

Чи теopеn4olо oбеpтaння.
Bеликy poЛь y нayцi вiлiгpають iнтеt'pа'fьнi piвнянtIя' в яKиx IIIyкaнa

фучкцiя мiститься пiД знаком iнтеt'pала. Harтpиклaд, piв'няння Boльтеp.
pа}, яке oпIrсyr poЗвIrтoK 6iолoгiчниx систеМ' Маr вигЛяt

I

{t1 = 1 ! *(') K(t _ т)rtт + f(t).
0
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Фyнкшiя K(lr), яка BpахoвУс pеaкцiю самоi систсми' }|aзивaстЬс'I яд.
poм вiДпoвiдного iнтеl,p;l,I{Ь}tcгo пеpетвOpe}Irrя, "v(l) _ шIyкана фyнкцiя.
oпеpaтоpнa фoplra цьoгo piвнянI.rя мa€' Bl,lгляД

(r(.к(')) = F(p)' L{KQ.)) = К(p))' F(p) = }'r(flK(p) + Ф(p)'

Зt]lдки

F(D:Ф(p)/(|_Ак(p)).
Зa FQ) знайдемo opигiнал .v(/).
Aнaлoгiчнo poзв'язуlоться iнтеfpо-дифеpенцiальнi piвrтяння' Tyт шy-

кана фyнкuiя вxoдить як пiд знaк iнте/pаl'T3, T3К i пoхiдноТ.
П. 1. Poзв'язати задa.rу Коuti

.t., = {l) + J(r)' х(a) = х'(0) = c.

Зaзнa.lltмo, rrlo пpавa ttAст}1tlA рiвняння _ цe poзp}rвlra фуlrкr1iя (за paх1'нoк d(l)).
l)t)зв.язill.lt tltj рiвltяltlrя м(lxlttil т i.'lькlt orlераЦiйrrltм спoсобоv. Застoсoвyю'llt отlepa.гop Лaп.

р,l-(,p)=Фiр)+i,

Ф(а) I
t./n\-.gд-t\t'!- 2 , 2.pp

()тжr,

(т
.т(t): r + l а' !fQ1d".

00

fI. ]. Р03u'я1]1i,тi,t с!'стеМ\I рiвriurrF

i.т,+t'=e,;

l., - ' = e-', х(0) : ),(0) -. ()

IIсхar'l 1-(.т(1)) -_ r'(p)' ^l,("t,(l)) 
: г',(p). Тодl

In!'.,(р\ - F.'(pI : 1t 1p _ 11:l r*
!рГ,{p) - ].',Фl = i l1p * I}'t'

1]llс.гaltttrх>iсl!сl.('М}1мar:*lti/'.tЛ)=1,,(p2-i)'.li;irкll)(r):shI''\,(t)=.r.,*t/=slrl.

П. 3. Poзв'яза'т}l рiвI|яlIllя

,.,(t) _ 2 
,! 

,,_..r(т) с/т = 0, .t(0) = l.l
ll

рI,(р) -,т10,1 - 2l(с, * .\(I)) = 0,

lt{aсмсl

3(r t



РI.(p)- I-2_L Л(p)=о'n- |

11,1 =-!---L_ :2t3 * |lз
p,_D_2 p+l p--2'

зtli.tкlt 

) _, I

.r1t)=|е_|+!е2|.

l 6.2.8. 3астoсyванFlя iнтeфала,Qюамeля

Poзглянсмo лirliйне piвняння n-гю поpядкy зi сталими кoефiцiентатvrи i
дOBlльнolо IIpа вoю чaсти}lсtЮ

L(х) = f(t)'
тvт l _ лифеpенцiaльниli oпeрaтop

l(.v) =.r.,,)+ a,.{(,,-.)+...+ Qnх,.t(0) =.т,(0) =...:.t(,,*',(0) = 0. (1б.l2)

Kpilr цьoго, po3Г;1янeМo Ще piвнянн я I,(.0: l теx з нvльoвиI,nи пoЧaт-
кoBиМи y}roBаtv1l{. Po3в'яЗок oстанtlЬoп} позI{aЧимo .tеpсз.r,(/), а l.ioгo зоб-
pажсHI{я _ Чеpез X 

'(t,).Тoдi 
t(.r) = l в oпеpатopнiй фоpтvri мaс вигля,ц

x,(p)L(g = L,
у

хе.L( ф _ хapактеpистlt.Iний Мl{or0Члеtl' кoефiцiенти якoгo з6iгаroться
з кoефiцiентаьrи дифеpенцiaльнoго oпеpатopа. BЬaxаючи вiioмими х,(l) i
Х'(p)' знari,цетvto

L(р) : 1/pX'(p).

Рiвняння о6'|2) в oпеpатopнiй фоpмi мас в]{г.Цяд

х(p)L(p) = F(ll),

3вlдKи

X(1l) = г(p)l L(p) = pX lр)F(p).

".^i^1:]:.^,"мo 
iнтe/pал .Цюамеля i вpaхyeмо нyльовi пoчаткoвi yМoви.

lllстaнеМo
I

'т(1) = 
{ 

*''("') f(t * т) сlт. (lб.l3)

зб2



flr-

oсoбливiсть цьoт0 метoду поЛягae B томy' що Для зI{aхoД)Kення х(/) не

Tpeбa 3нaти Л(p).
П. Poзв.язaтlr задaчу Koшi

2

,т,, *.t = с-,, х(0) = х,(0) = 0'

Po3в'я3aння. зa3нa'IlrМo, щсl фyнкцiя y пpaвiй чaстинi пpи iнтегpyвalrнi нe виpa-

)к1rеТься Чeрeз елеМeнтopii.ffi"ii, iЬ"yЪ'a"и'й iТ зобpaх<eння l'емoж.qивo. ,Цoпoмiжне

рit}}Iя}II"Iя мае в}lгляд

л,,*х=l.

B oпеpатopнiЁl фopмi дiстaeмo

X\{op2 + X{n): f,' ,',,, = llp(pz + l); .t,(f) = l _ сos/.

Kopltстvltl.Iисr' вирaзoМ (l б. l 3)' знaxoд,имo

t2
.(,) = J sinтe-(, -') d,.

0



Po3Дlл 17

ТЕФРEя ЙмоgЁрF!ФстЕe{

1 7, 1. 03}'tAЧЕl{!{я i,ilиOB!рностi

1 7.1.1. Класифiкацiя rтодiй

Г1одiТ B iiatsкС}."t'lш}IlЬoМv свiтi },lo)кнa пLlДiJIrTи на вipoziaнi'
iit''\tОi]ijluBi тa вl.iпсlОковi. Пеpшi пplr pеа.riзацii пс'втlого к0Мtтлеt{сv
\.,'.lв lгIpи вttпpоб., ваннi) вi.lбyваються зав)i,'Jи. rp1,гi - нiко..lи, третi

- 1!оlK.\'.]'Ь llк giJ6} в:l гitся. так i не вi;rб1.r.атися. Еiднессtlliя певноi'
riс-.til:ti гrс.i а6о illLloТ гprrlи iстотно зaJс)K}lТЬ вi:1.ьtов випpоб1.ваrlня.
НаприклаJi. p{fзг-:lя}iе!ro rroдirо, зв'язану з lTоflа,ца}rт{ям v мiшlень' .Цля
шього тpсбa, tЦоб xтoсь стpilrяB, п{о6 6yл;l lriш.lси,,,, E]o6 6ув засiб
pсaлlзаrriТ пorтаДанjiя' tцо6 цей засi6 6yв дост1,'пнlIй (спpeвнtrй), що6
б'}'.i3 3аtr]сЗпеЧена llевЕ{;t нiдстань до мitценi i т.д. Якшо яКiCЬ 3 }М0в
iJC I]икoнаЦа. то псдiя 6)'де нсlцox;'IИBoЮi якЩо б'v.ll,ть виконапi *сi
llсtrбхi:llli i Дcr:тttтнi \.\tcвIt, тo пoДiя бyДе lостовipною (ска;кiьtо.
пiстt-lлет \lпrIрa€:тЬся в lriu-rснь).

{ji":liовнllьt Тут L ГroняТTя випрoбvвaннst' Пi,ц вaтпрс41.ванняrr,t
р.)3\'li1iiС!!o зaбезпечсння всiх нео6xiдних \'М0в ДJ']я ГiоЯBIt ,'.'oi цс.;ii,
ilо;ii lозliаii.lюTь лiтсрllьт,t ;атинськоi абетк.l :i, ,ГJ. С, '..

Bигr;tjtковi подii заiiьtаrоть пpомi:кнy гозlrцiю r..iiж'.заt!)K']l,t'' i
'.itiко;tи',. i lлох<Уть }tllст.ilRаTи Чи F{с }lасТaватrt R даНohfy вrtпрii6tr,ваннi,
i] llкoьt\' вl'rкоltанi всi нсобxiднi yмoви ПОяBи Тх. Стосовнo ,]остатнiх.
"\ 

\!()Ц з;3нll.{l{N{(l' lцо вс|нll Hс зllвжJи ltijlкснтpо.rl'lri. а lт1,lo lсякi ;
ill{ji Ril)fiк1) Jl(.)гilдати(.'. Taк.-I\rи l!с кoнтpо..ltL.}Lt.{o пoptlRу i+ir.pt' .;lr
Lljit.1i'iх\, (lлискaвки, якi irttrг.lи стlриllt!нr{ти н;]lli пpoьlаx rто вtitшенi. У
r;i кitt ситviiцii нс lv{oжFiа o6lrеж rrтися oДин!1ЧнI,itilti випpo6yв;ti{ЕIяt'l!,!.
;: тpсбii Iv{'tТl{ якolv{Oг;l бiльшrу Тx кiлькiсть i пpоана,'liзvвати всю
t\1l-lo],i(l{н-!. {.)тp}iN!аниХ Рсзr:льтaтiв. Ця мнo)t<I]}{ii е бiльu-т стir"rкото'
сltlкiльки одна ЧaстиЕIа пoIIадaIiь вiдxилясться в 0д'lI{ 6iк, a дpугa B
3р.,"гrtii, i цi випаfковi вiдxrtлення BзаClii]o ко}'fпеF{СyЮТЬс'IJ
Б;Jt'pИtl.lЮllt! !IlЛях дo з;tкoнoмipностi.

Cсь Чol,{v теopiя iilrовipностеl:i як нayк;l п!,^o чисJoвy Мip},
Iii1гIадкoBoсТi подili nt.рс.rба.tас БивЧен}iя Ftс o,ц'tНr!чitих, а масoвих
r-.lдноpiдншx випaДк0в}rх пoдiй, якi пiдпopяfiкoB}IoтьCя стохастичниl,to)
)ilЬ.0HoI\iipFiост,I}.,t. Bстаllott.'lеtjня якиx iе rJ оснoьнoЮ зi,|.]ilЧе}о,

+, Bi; грсtlьк. ',с.t.сlхастit].. * З.l0гаi]кi1



=f

Bияикнeння тeopiТ ймoвipностeй o6yМoвЛeне спpo6oю пo6удУвaти тeopiю aзapтних
ij.ф' вiднoситЬсfl дo ХVI_хVII ст. i зв'язaнe з iменal''и тaких уtlенlrх' як .(ж.Кaрдaнo,
Б.Пaскaль, Х.Гюйrенс, П.Феpмa. }Iaйiс'готнiruим дoсягнerrняй iТ пeрtшoгo пеpioд1' с
вi;lкриття,t{.Беpнyллi зaкoнy великиx tlисeл. ,Цpугий пeрioд poзtsитI(у тeopiт ймoвipнoстей
зв'язaний з iмеllaми Лaплaсa, Ilуaссoнa, K.Гayссa' Iiуняковськoгo (ХVIII-ХIХ ст.).
Як tlаyкa геоpiя ймoвipнoстеit сфopмувaЛaсЬ ria мсжi \'IХ-ХХ сr. завдяки зус,rqлям
f[.JI.Чсбиrшoвa, o.М.Ляпунorla, o.o'Мapкoвa, P.мiзесa*/. Пpoтс в 30-х рокaх наlДoгt)
столiття вoнa сTaлa пoвнoцitttttrм рoздiлoм Мaтeмal.ики (до цьoго вва)кaласЬ пpplкЛaдною
дисциплiнoro) зaвДяки чiткoмv пoltяттlо ймoвipнoстi, дa}loмy o.М.кOлМoroрoвим.

ПоДамo кiлЬкa oзнаrtень.
Bипaдкoвi пoДii пoдiляIoть }iа суilicнi й неcумiсttl. У пеpIшому

в]lПaдKy пoяBa оДнiei пOдiТ не виКЛIочa€'' а B ДpyгоIu{y Bикл}oчa€' пoяв!'
дpyгoi пoдii. Hапpик".lа:, осiчКa i непoпадаl{tiя B цiль - сумiсtii.
oсiЧка i пoпaдaння B цi'lЬ - несУмiсt{i пoдii.

Kiлька гIoДiй yтBoр}oIoть noв''у zPУnУ, яKщo Ilоявa xoЧ од}riсi 3
ниx _ вipoгiдна пoдiя. HaпpиклаД' пoява aвеpсa i pевеpса пpи !(и,цаннi
Nloнети' пoяBа Числa oЧoк Bit oДиницi дo IIIестI{ пp}r ки,цаннi гpально[
кoстi' IIoпаtaн}Iя i пpoмаx.

Kiлька пoДiй на3ив a|oтЬ p iв 11 o-r4o ж лцв|r.hlu. якI'Ido {lpи вl{пpoбyвaннi
вo}iи з,являютbся oд}taковo ЧастO. Так, aвеpс i pевr:pс pinнo}',lo)кJивi'
сi;:le П0Пa.(iliiня i пpоl{aх' як пpавил0' _ tii.

17 .L.2. oзнaчeння ймoвipностi

.П'еякi подii настyпalотЬ ДoситЬ Частo' а деякi _ ttаBпаки' дyxс
рi;ко. Bвелеn,to чисJoвy' хаpактеpистикy пoказHllка Гl0.]iТ.

a. iмoвipнiсmto P*+) dанoi no1it А назuваo.mьcя вiaнoЦlе|tl|5l, L!|lсj!а
вuпсIaк,iв m, яKi cnрuЯIomь nО'Lвi aанat no&ii, 0o заzальцoеО ||L!сла n
piвпoмсl:к'пuвuх i сОuнo .Lto)lслuвuх pе3ульmа,rrliв вi|n!}{}б\1вaнь, )1Ki

}1t||вoptОIornь nОвI1у ёpJ'n:\'' nroбmО
P {А) = 7n7,. (r7.1)

Нaведене oзнаЧеt{ня !{;lзиBaеTься KJLaсLrLtнLlJ\r,
З oзнaчення вйпливаrотЬ BЛaстивoстi ймовipнoстi: дЛя вipoгiДниx

rioДiй P = I (m = rl)' дЛя нсIиoxЛиtsиx Р = 0 (iи = 0), для виrrадкOBих
0<P<l(0<m<п).

П.1. У гpупi з 25 стуlеrr'гirl lt.ять дiвчaт. Зlral"tти liмoвipнiс'гr.-гс|гt)l lilo з цiсi цr'r.Ilи
llеptuoю дo ayдlrТopii зaliде liв.rrtнa" (

Р o з в я з a н н я' \fltс-мo P(А)= *=0.2
П.2. Знaйтrr ймoвiрttiсIь Т()г(r' шo пpи кll;laнlti гра.rьtloТ Кoстi Bиt|il;lс грзIIl,3 napl!oю

Кi'.IЬкiстю oЧок.
P o 3 в' я 3 a ll н я. \{lсчo lt - 6, пt- 3. oт>кe Р(,a)=0.5.

*, Д >к. K u p д a н сl (l501-t5?6) 
- iталiйtськltй Матемaт'rк: Х. Г ю й r е н с

(l629-1695) * гoллaндсЬкltpi мaтемaтик; Б.Пaскaль 0623_|662\ _ фPaнцузькprйr
МатeМaтик; ts. Я . Б у н я к O B с ь к и й (1804-1889) _ укpаТнськlrй мaтeNjaт}lк;
o'lvI.Ляпунoв(l857-1918)-рсlсiliськrrliМaтемaт!tк;o'0.МaрKoв(l856_l922)
- poс[йський ]!taтeМaт}lк; Р. \,l iз е с (1883-l953) _ rriмeцький матемaтrtк iмеxalliк.

**, Biд aнгл. pгobabilifu - йrмoвioнiсть.
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Kласичне o,",.,.*"u ймовipнoстi. 3 oднoгo бoку, пpoсте' нaoчHс'
кoнстpyKтивI{е' а 3 Дрyгoгo 6oкy, вoнo Iviae pя,ц сyттrвиx неДoлiкiв,
а сaМе; }Iе ЗаB)к,ци мо)Kна пoДaтII pезyльтaт випpoбyвань як сyкyпнiсть
plвнoмо>клиBих резУ,rЬтaтiв: m i и скiнченнi, але це не ЗавжДи тaK;
piвнoмо><ливiсть i рiвноймовiрнiсть * синoнiми. oтxе, (l7.l) не с
Koректниl{ oзнaЧеI{tIяI{, З L{иМ' звичайнo Ilе N{o)KI{a 6yло пoгодl1тисЬ.

Геoметpиuне oзltаЧеlitlя ймовipнoстi 3'явилoся 3авДяки спрo6i
вi,цмoвlrтися вi,ц скiнченнoстi величцн m i rr. Boнo пoлягaе в тoп{y'
щo

Р (.4) = ч:# 'mеs(J

де mеs g i шrеs G _ мiplr (дoвх<ини, nпoщi, oб'емy) пpoстс)py всiх (Ф
i спpиятливиx (g) pезультaтiв'

Гl.3. IIза студeнти дoj\tol;}t"'It'ся з1,стpiтися B пeвнoМv мiсцi мi>к 15-ю та l6-ю гoд'

у
ц

I.Ieрrший. хтo пpийдe, Чек.lс нa дpУгюгo нe бiльrпе 20 хв.
Якa ймoвiprliсть iхньoi зyстpiяi?

Е{ехай ,t - чaс гrрrо(ory пеFlrom, a -у 
_ др'vтoro сrylrЁггд.

lbдi mes G - гшощa квадpala зi стФоноо, яка лoрiвlлс.oшллad

(рlrс. l7.l). Умоn ryсцi.ri М'lс Bl{г.ItsIд l)'- .тl s;' т0бю

ll
.т-*<].<х+*, звiдкlr МaеMо пlеs g:5/9. oтжe.

P (А\: 5/9'

HавеДемо стaт,iL-тIlЧнe oз}rаtlенllJI ймoвipносгi.
oснoвним пo}lяТTям тyт с BiднoсIra Час-

Toта пoяви п0Дiй в pез1zльтатi llpoведениx вllпpо6yвaнь:

w($=#, (.J7.2)

де r * ЧислO г{poBедСI{}lx Bипpo6yBaI{Ь' a m _ Числo випpo6yвань,
в якиx вiд6yвалaся пoДiя .,1.

Iмoвipнiсть це теopетиЧнa BеЛиЧинa' обчислснa до uи 6ез
llрoBсj]сння Bипpoб\'BаtIЬ. вiдкoсна Частoта _ веЛичи}lа емпipиннa,
обчlrс',-tена З3 peЗv;.1Ьтilтai\tl{ виiIpo6yвань.

Bизнaчення велиЧIar:lil W {А) ,цля piзниХ пoдiri показаЛ0' Iцo B
0дIIlIx BrrПaдKaХ вoнa ДЛя piз}iиX сеpiй випробyвaнь змiнтoсться малp,
а в Дpугиx iстoтвo. Якщо W(А\ = g. тo подirо .4 називa}oть
сlnаml.сmЦ-.tнo сmiiiкa}o, R pеltlтi випаДкiв _ нестiйкою. У пoДалЬ-
Il]oМv oстаI{нi ситyаuiТ не рoзглядатI,ll\,{емo (цс, як пpаtsило' ситyaцii'
обyмовленi <<.пюДсЬKиМ фактopoм>>).

Пеpевaxна 6iльцriсть пoМилoк' зB'язaниx iз застoсyван}lяМ теоpii
iiмoвipностей. пoяснюсться iТ спpoбаь,rl{ aнaлiзyвaти т{евизHаЧсt{i пoлii,
якi дiстaнеМo y BиIlpoбyвaнняx з BеЛиKиМ чисЛoм некoнтpольoBaIIих
vмов (пpo яKy ймоBip}riсТЬ вIIгpаIIIy кoмaнди l,{o)<I{а вести Мoвy' яI(що
тpснеplI зaзДалeгiДЬ дoмoвиЛисЯ пpo нiuиtо) ' Чеpсз це в oзнaЧеI{rri
вltпaДкoвoi lloДiТ o6oв'язкoвo слiд Цеpед6aчI.iти iJ статистиuнy стiйкiсть.

3б6

I)ис. l7.l
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О. Сmсunuсmuцнoю Ймoвipнicmю noОii' А н(!зltва€mься L.tlсЛo' нaвKoJlс,
яKoeo ZpуnуIomьсnl вiОнocнi чаcmomu цiсt nфit aбО са.ма чаcmomсL

P.Мiзес встaI{oвиB' щo ДЛя випaДкoвих пoДiй
P (А) = |ir$ W" (А)

(Для невизнaчеItих пoдiй такa гpaIIиця не iснуe).
У 1900 p. вiдбyвся ,Цpyгий всесвiтнiй МaтематичIlий кoнгpес, нa

якомv [.Гiль6epт*/ вIlсvнvв 23 найвaxливiтпi пpo6леми. IIIoстa
прo6леruta Гiльбеpта _ пo6yдoва лoгiчнo IrесупеprчЛивих осI{oB теopiТ
liм.-lвipнoстей. Цю пpoблему бyлo poзв'язaнo r|rpез 33 poкlt o.Koл-
МoroрoBиМ' який заIlpoпoнyвaB тaкy системy аксioм, якa дас
oзHaченItя ймoвipнoстi:

l) кoxнiй випaдкoвiй пoдii .4 вiДцoвiДaс невiд'€,мне числo P (А),
яKе l{aзивaeться ймoвipнiстlo цieТ пoДii,

2) для вipогiднoi подiТ ,4 P (А) : |,
3) iмoвipнiсть пoяви xoчa 6 oднiei з пoпapнo несyмiсtlих пoдiй

дopiвнroe сyмi ймoвipнoстей циx пoдiй.

17.l..3. Eпeмeнти кoi.rбiнатopltк},l

Фopмули кoмdiнaтopики стaIIoвлять теopетIrчнy ба3y пplt BиKOpи.
станнi KлaсиЧIloгo oзIlаЧеt{t{я ймoвipнoстi' яке в пpиKлaдних зaдаЧах
вiдiгpaе веЛt,Iкy pоЛь.

oснoвними елемeнтaми кoт'i6iнатopики (теopiТ спoлyк) e nеpесmа.
tloвK|l' poзмiщeння, кo'+tбittацii.

О. PoзмiщeннЯмu 3 n еJlе.t4енmiв no m нQт|!ваlоmьс'. cnoлуKlц
Ko>:|1сl 3 

'LKuх 
лiсmumь m еле,ltctttniв, втяmuх 3 0анuх n, i

сliОpiзнясmься oОна вi0 oОнot пlK еЛe]'|eнmа.мu, mаK i nopяОкoм i.r.
Числo poзмiщень 3 

'? 
пo lz дopiвнюe

АT = n(л _l)... (n _ (m - |)) = (-! -.\|.\n - m)!
О, ПepесmанoвK{t"|||u 3 m еJlen,|енmiв нсtзuв(1lomьс'L poзмiщeння з

m еле"цен|niв no m.
Числo poзмiurень з ,?,? еЛеме}tтiв пo lи елсментiв ,ropiвнюс

P,,: АT, - ni. ,

О, Koмбiнацiямu з n елeмeнmiв no m наЗllваЮmьcпr сnoJ7уKll|
Ko:кна 3 ЯK|lх мiсrnttmь m слеменmiв, в3Яmll.Y з aаtttlх n' i
вiОpiзняrmьcя oОна вiО oОцot mi,lькu елeменm(Iмtl'

Чlrслo кoмбiнацiй з m fIo n дopiвнюe

n,, - n(n _ |)... (n - (и - l)) 
- n| 

-,
9Л = 

------i

' ml (n - m)1. m!

*)д.Гiль6еpт ( l l{62_ l 943) _ нiмeцькltl"t МатrМAтик.
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Bикоpистання ксrм6iцатopr,lки llереД6аuас Bilкo}lа}li{я !B0Х ITpаBИl'Ii
I]paBиЛa сyrttи (Якш{o /4 мoЖнa вибpати m' a B _ n спoс06aми' то
11 a6o -B ltox<на ви6pати \rn + n} сrroсo6ai{и); пpaвилa дo6уткy (якrцо
,4 моxна ви6pатr-r m, a }] - n спосо6аh,ш{' тo А i B Мoxнa ви6paтlл mn
спосо6ам и } .

fI.l. Cкi-'rr.кrr тризllaЧllllХ цисeJr мо)кнa склaс'ги з uифр |' 2' 3?
Pозв'язaннq.Мaсrro

Р3=]!=5.
П.2. Скiльки двoзF|аЧнl,'x rillсеJl МО;кHa скЛaстr,r з rirrфp L' 2' 3?
Poзв'я3aнltя, l[aсмo

з]=.-1 =-=u
' Гl.3. Скi.iiькомa способа:l}i \rо}кнa ьи6paттl двi дотa.ri з !0?

Розв'Я3aння.\4асмo
-. r l0!a.^=:=J(чi{1 - 2| 8! -',.

t7.2. Aftг€БPA гlФД5и

д l"2.i. Aлrеsра гiФгiкE4

Пpи коplrст}'Eат-ltlt кJlасl{Чt{иiи sзi'l;]ЧеIlЕ!яhя iмовipностi peзyлЬтат
_!riiпр06-YBai{Ь' якrrii il{o]1{}ia poзIJTядати яi< ОДI{y склaдiry гioдilo'
Еrе06ХiдкO IIOДати v в}rгЛяlti сyкynностi ЁlTсMCliТlp}tиХ noдiй. Taка
опеpацi-ol }tазilBaстЬгя де(oi{Г{oзицiсю. Iстотrro вptникас' нео6хiднiсть i
B 06еp}rе}riii опеpацiТ - кoil4тIo3ицiТ, коли з Еdlioжpll{It елеlr4ентаpl-IиХ
;rо.1iii форьtj стbся o.f tiа скЛадI]a пo.]iя.

o6идвi tti rэпrр:rЦii виКott) к)ТЬся rl3 or.Hсtsi аЛгсбpи ЛoгiKи"
oгJt.раIiiяIiti! якo; Ё 3iiIIеpеЧеHHя' },fI{o)}iеIlI{я' .цOДаваIitlя подiй
(поpiвняйте З СlгIс]pацi9{ьtir пеpерiзy Тa 06'€ii}{qь{I{я n{lтo){лI{)"

О. IIpomнлех:!!t1'\1|l Lta3uв|1-|оrr1.'ьcst naОil.,,1 j A (не A), якi yтBoрrofоть
iIots}rу Гp)/пy (Fис ' 17 '2i.

Pуtс. 17.2 t,ис. l 7.3

Пpикладol"t А i А с гIояBа аBерсa i pевеpса пpи киДаHн1 мoнети'
О. ,\oбуmкoм (nеpеpi:jon4) nОaiu А i B l1(t3u(1а€mьcя noОiя АB,

Яliа naЛslz(I€ в aaнoцaсttiЙ пaявi А i В (див. plrс. l).
О. Сумorо nОaiй А i B назuва€mbС'I noaiЯ А+B, ЯKa

nОЯвi А абo B ( абa АB ) (р:lс. 2).
Aнaлогiчнo Bи3IlаЧаютКя to6утoK i сyмa 6iльrпогo числа

3б8

nОляzа€ в

пoдiй.
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З pис. l i 17.3 вI-iпЛиRаIoтЬ сniввiдноrпенtlя АfJ : B,\, А = АE +

+ АB, B 1 BА + ,,tB. KомбiнYючи Двi останнi piвrroстi, Маrь{o А + BА =:R+АB.

L7 .2,2..{oдаваltня йьt овiрнoстeй

Т"1. iмoвipнicmь с,7',+ttt сумict'lцх noaiЙ А i B Оopiвнlос
P(l1 + R} = P {А) + P \B) - P (АIз).

Tеоpемy Мo;кнa iлt.lстpyват}r за Д0IIОМогorо pис. i7.3.
H а с л i д о к 1. Якщo А i ]] tLесумictti, m() АB=Ф,

P(АB\=0 i moai

P(А+B)=P(,4)+Р(B).
oстаннg спiввiдноtшення N{o)кt{A в}iкОрriстати як 0з}lаЧсння }Iе-

сумiсних подiй.
H а с л i ,ц o к 2, Якщo пoОii 'i\t, Аz, ,.' А,, nanарtttl ttесу.uiснi,

tnО

I} (А\ + Аэ * ... * -,1,,) = P(,1r) + {' (Аz)' +'.. +Р(,4,,)

( mреrn я. сtксioма А,Ko"'L.uoг o7loва )'.Г.2. L'у.uа ti.ltoвipнoс,m(Й iIot1аl)lIo ;lсс';.-иlс';tt;.r tttll)iЙ, якi 1.tttвtl1ltо.
|ОftLb rlОGtlу- zpу|Iу' Оtэ1liвttкlс с,Оtltlutl!:

Р (,{) + f,(,,i,-) -+ ^". !' (,{,) = l'
H ;t с л i д о к. Су'-ttсl ti,ttсlci1lнoсtltсl], 6зLI€.\|('ni)Оt1!tl.'-lс2:lt|tх цaОit.i

dopiвнtос o0ultut4i:

/, (-.4l) .+ Р (,Т) : l.
Tак' якrцo тiпяовipнiсть B,..IyЧеi{I{}т в t1iль Р il):0.8' то i-rrrоsipнiсть

IlpoМaхy Q = | _ Р (,4) .= 0.2.

L7 .2.3' f,Л ножeн+.tя йкловiрностeй

ПодiТ ,,i i "B мох<утl, 6утъl за-:ttэхtttl,;,ltt il |rr.,:заjr,е)кil|!-\rи. }. псpшrсьr,v
BипaДкy пoява;1 вплlтвас, а в Дttyгort{Y Еiс Bт1.циBitс fiа iiмовipнiстr,
появи B.

п' У яlцllкy но,гирll бi-lrts irрll uорtlих к1.лi. B pс'.lv.:ьтari 11ерIltr.)г(-} вl-tпро.5ування
(вlt"'tl'чеttня кv;ri з ящика} з'явrt,цася Чoрн.i кYЛя (подiя A). Зltitiiilt li'tовipl;iсть гloяlвlt
бiлоi кулi (псrдiя B) в др}'l.О}r\' вrlпр0бvваltIli' якш1о: a) ку'qю il01iертають в ящlrк, 6)
к\,Лю Ilе пoBертаtoтЬ пiсля гtеpшti-lгсl вrtпроб\,вaння.

j\Iar:мо a) P (B) = 4,/./ * нeз:ule>кita пoдiя; б} P tB/,7)'= = 4,/6:2/'3 -- заЛе)кна
Пoillя,

О. У.lуtoвнtlкl tiмoвi1iнtс,mн-l ГtB/А) нсIluв(lСmьсл {t.ttoзipttiсmь пaaii
I) :за, 1,у1161t, щo nоОisL ,1 с:n+пася.

T,7. И.voвi,pнi'сmь сJ'.||iСtlol'nОЯвll )вo't iJ{rJl{')кItl,!.\ nоdiЙ А i B
Оopiвrtюe P (,4B): P (А)P (IJ/l|) =,{, (B) P (А,/B).



orryстимo ,цoсить пpoсте ,цoBедeння цiеi тсopеми.
H o q л i Д о к. Р(]3/А)=P(АB)/P(А).
Т"2, iмoвipнicmь 1oбуmку неlсI',.ех|ru.Y noОiti А i B Оopiвнtoс

P (АB) = P (А)P (B),
IJя теopема BиIIлиBаC 3 пoпеpеДHьоТ. Kpiм тогp: мo)кна дqвесTд' щo

кo:-rlt,4 i B незале>кнi, тo нeзалеxнi такox А i B, А i B, А i B,
Пoпepеднi теopеми узaгалЬнюкrтЬся нa BиIIа,цок скiнченноТ сyми

псrдili пiсля вBeде}tня lloltяття пoпаp}Io }IeзaЛежниx пoдiй.

.. П l. iмoвiрнiсгь вJry.lенl{я в цiлt, пepшoi г{rрМaти P И) - 0,8, дрyгoт _ P (B) - 0,9.
Зttaйтll ймoвipнiс,гь влу'tенtlя: a) двoх гapМaт' б) хoча 6 oдlliсi, в) тiльки oднiсТ, г)
хi(l,lIIoi, якulо ..1 i .B незaлежнi.

|/2 Poзв.язaння.Мa€мо
^, 

P(АB)= P(А)P(B)= 0'8 .0'9 =0'72;
Ф P(АtB)= P(А)+P(B)- Р(/tB)=0'9s.
в\ P (АB + 7B) = 0,8 .0,l + 0'2 . 0,9 = 0,2б;

r/: r) P @B) = 0,2 ' 0,1 = 0,02.
Звepтaемo yвaг}' нA Te' щo P (А + B\:

t/2

= 1- P(TB).
П.2. Iмoвipнiсть BЛучеllltя oднiеТ гаpмaти P :

0'б' Знaйтlr ймовiprriсть вЛvtreння в t1iль при зaлпi
з п'ятlt гаpмaт.

Pозв'язaння.Maсмo
P (n1 + ..' + .4s) =

= L - P(lr +.. Zs) = I -(l -p)s=Рис. l7.4
:l-(0,4)s=0,99.

П.3. З lryнк'ry'C в щ,ю<т -'1 мo>кrа пoгpaгIlrrи з.l схемoю' пoданoю ta plc. |7.4. З
K())(|Otо ггункry в'о(oдять кi.lька дopiг, iмoвipнiсгь ви(юpy яюrк вказar|a. 3rийги ймoвipнiсть
Пo,lрапLlтll з ггуrfl<ry C в щтlкт .4.

Р 0 3 в я з а н н я. Згiдllo з plrс. l?'4
.. I I I I I I ll
"= 4 1* 4.t* 4 1+tr'o=24,

17.2.4. Пoвна ймoв!pнiсть. Фopмули Байeса*) -

Т. (Повнa ймовipнiсть) ' iмoвiptticmь noaii. А, яка .Ьro'Kе llасmаmujа уt|oвL. odнiс[ 3 не:iа.|Iс)кt|uх nОaiLi B, якi уmвoploюmь nОall'| ?pуnу,
]IQe вuZJI,'r1

tl

P(А)= ) р(в) Р(А/B).

oскiльки

А_' АBi'
LJ

(|12|_|763) _ нiмeцькrrl"t матемAтltк

G|щц
(,,/ъч

в+

G)B1 Bj

;iхт,,/, t2

з?0

*)T. Бaйес



TO

P(А)=p |)дв,lt.-, I

= ) Р (Ав,1 = | t'l в, x P(А/ B),

П. Паpтiя деТaлeй в}lгoтoвЛ()на лвoмa poбiтникамlr' l[ерrший зрoбив { усix детaлеfr,

дpyгlrй - }. iмoвiгнlсть бpaкy в нltх вiдпoвiднo 0,01 i 0'l. Яка *nno"ijniс"o Тoп]' щo
взятa нaвN{aння дeтaль буде бpaкoвaною?

Poзв'язання.Koмбiнуютiитeоpe]\-rипporv!нoЯ<rнriяil]oдaвaнrtяймовipностeй,
ДiсTarNlo 

) lP=;0,01 +i.0,1 =0,04.
У зсякiй спpaвi слiд спo(laТку зiбpаr.rr нeобxiдн1, iнфoрмацiю' vзaгaльнити fi,

в}tсyIlУти пeвrti гiпoтeзи (нa oсновi гiпoтeз po6лятr-. прoгtloзи' якi пepевipяють
eкспеpиментаЛьниМ lILпяхoМ). Якщo пpoгнoз спpaвД)кy€тЬся, тo рoблять пeреoцiнк1' всix
гitlоте:1. 1.aк рoбить, I{aпpикпatr, лiкаp, стaвляни дiагttг.з: в}lсувaс гiпorс3и пpо vo>к-rивi
зaxвopювalr}lя, признaЧae aналiзи, за pезyлЬтaтам}l яl(их пepeouiнюс пepвiсrti гiпoтeзи
i сTaBить дiагнo3.

.Ц.aмo мaтеt{aтиЧЕ{е фopмyлroвання зада.тi: Irеxай г{otiя .4 N{ox<е

нaстaти при IIoявi oдIriсi з несyт\,1iсI{их I]одiй Bt, Bz,... , Bn, якi
yтBoplоIoть пoвнy гpyliy. I{i пoлiТ назBеМо ГiгIoтеза}rи' lмoвipнiсть
ПoявI{ пoдii ,4 виpахarться фopмyлoю IIoвtIс}i ймoвipностi. Пpoведенo
виIIpoбvtsаHI{я' в pезультатi якогo гIo.]iя I]aсTа.'Т:l. Як змiниЛисЬ
iтnroвipнoстi гiпoтез?

oскiльки
P(АBj)=P(BiА),

то
P (А) P (Bj/А) = p (l]) P (А/ Bj)'

звiДк}r

P (BjА) - 
P (Bj) P (А/ Bj) _ P (tsj) P \Аi l]jJ

P (А) п'
Е Р(B') P(А/Bl)

j= l,,.. , t1,

{i фopмyли }IазивaIоться фo1lмуламu Баtitlса.

l7. з. Bl4l]A.цКoвA BЕЛu,|Чиl.lA

17. 3.1. oзначeння випaдкoвoi вgличиttи

О. Вunаdкoвolo нaтIrcсIсftLьсЯ веЛuчlrt|а, 
'Lка 

t1аб|'ва€ СвoLv зна,tень
:j ||евtro!o tiмoвipнiсmю.

.Цo випа.цков}{x ве-'lиЧиI{ t{аЛе)катЬ. наIIpIlKлад, такi: кiлькiсть ouок,
яка BипаЛа на гpанi гpальl{oi кoстi; кiЛЬкiсть викликiв на автоматичнiй

31r



Tс,1ефoн}riй станцii; дaЛьI{iсть пoЛЬoтy снаpяДa; Час безвiдкaзнoТ poбoти
NlашIиЕtи. .Цеякi З циx величиI{ Мo)кyть на6yвaти ,цIlскpетних зIlаЧень'
pеluта _ дoвiльниx зI{ачень з пев}loг0 iнтеpвалу. Пеprшi вeлl{чинI{ r
,ц}lскpетIi}tт!l}r' jlpvгi _ }rеIтеpеpBниМи випaдKoвиМи.

o. !uскpеmнoю t7сl3I!в(rсmьcя вunаОкoва вeлuчIl11а| 311сlчеIrнЯмLl
якol с oкре.ui moчKtI ttttс,.loвoi. npямai.

Bипадкова подiя - Це oкpемий випа,IIoк дискpетнoi випaДкoвoi
ве-'rичиtII{, яка на6yваr ЗнаЧенЬ .Yr = l (А) i х2 = 0 (а).

Частo вrrпаДкoвi Bелиrlиtlи позI{aчаIоть лiтеpами Х' У тоrшо, a iх
Знatlен}lя .tl,.Y2, ...'.Yli ),t' J,z,..., }n'

О. Зсlкotttl,ll pйnoai,i)' ()LlnаaKОвo| велI||tLll!ll нсBuaасmbс'l \QKoн,
.:;Q sl.KI!I| KОх(нo.x,|у i.t. Зttсt.tенttto вiОnoвiОав nrвна ti'vaвipttiсmb цьoeО
:il-tаtlеннЯ.

Закoн poзподiлу мoхнa 3аДати:
з}l;lЧен}tя.тi i вiцпoвiднi ,tl;

mсtблLLчllo) пеpелiuивrпи всi

... Лrl

(1ti * 1t2 +... + pn= 1),

а Taкoж с1lсtфiuнo i ансtлitntt,l|Io. У pа3i дттскpетHoТ вс.:tиЧll}Iш дЛя
гpафiuнoгo зoбpaxення буаyють тoЧки ('.vt, Ili) i сполуuаroть сусiцнi
тoalкIt вi;rpiзками пpЯt,,{I,lХ. Утвopену фiгуру }IазиваЮть мHoгoкYтниKoМ
po3гIoдlЛУ.

П. У .потеpеi l00 бL.]етiв. llltпliдкoва lа'eJI|4\|ИIl;'

ttii6r'ваe т!lк!1\ Bilpтoсrеit: l0 грllвerrь (1 бiлет),
rii:lr.гiв). Знаitrrl закorl prrзподi.'tv Х.

Розв язaння.]Vlar:vсl

Х - сума вrtГраttlа по сl;1tlttvу бi.пец;
5 гpltвснь (3 бiлетer), l грllвrrя (10

xrO5l0
P 0,01 0,03 0.3 0.86.

I'lаведеltrr деякi стандаpтнi пpик;xflД}t вИП?ДкoBих BслиtIl!|{.

17 .з.2' Фopмyла Бepнyллi

}la пpактишi дoсить Частo викopистoвyloтЬ сХеNry oдI{аковtfх неЗале)K-
нlrх вllлpoб!.BаHI;, в кo)<tlollfv з якllx певна подiя ',1 насгас 3 oднiстo i
тiсю anмoкl irтntовipнiстю. Пpи цlюму 3}rахoдятЬ iмoвipнiсп' тoгЮ, що B /i
вr,lпF)бYBанняx пoДiя l нaстас' piвнo & рrзiв (0 . k o n)'

Poзглянсмо пОдito .B1' в якiй пеprлi & pазiв пoдiя l }lастала' e
пt.lтiм в п-t випpoбуваliIlЯ-\ Еlе нaстaла, тo6тo

B,=!,L;Jц.д
t л_^-

Уpахову'rоulт йс.за.lеxнlстЬ Пoдiй' МаgМo

P(1J,)=pkq"-o(O=I-p).

хх1Xz
PРtPz

I
;i

a
D

ш



KLrькiсть ваpiaнтiв, в якиx ,4 настае & pазiв, a нe настae n-k
pазiв, станoвить Cx. Hа оснoвi тeopеI\,rl{ дoдаван}lя ймoвipнoстей мaеrvro
фopмyлy Беpнуллi

P,, (k) = C|,poq,,-r = т#ы llrqn-k

;

a-
til

07.3)

п.l. У цеxу п.ять вepстaтiв. iмoвipнiсть тotо' lцo кoх(el{ 3 ниx пpaцюе' p = 0'8.
i3llaliтlt ймoвiрнiсть тoгo' щo 3 tiих пpaцroe &.0' l' 2' З' 4' 5 вepстaтiв.

P o з в . я з a н н я. Згiдн<-l з фopмулoю Бepну;шi
5tsl,

Ps(0) = ofr to,в)oto,z).s = 0'0003; Ps (l) = 1ft to.вl' (0,2)a = 6,966'
{r.,st"

Рs(2) = fii (o,в),to.z)3 = 0.05l; P5(3) = j; tо,вl3tо'z)2 = 0,205;

5tft.
Ps () = t';tо,в).{о'zl] = 0,4l; ps(5) = fr tо,вi'{o,z)l = 0,3zв.

5

Ilepeвiplrмо, uro ) л5 (li) : l (nсlхr,rбкa внaслiдoк oкpvгЛенIlя pезультaтiв), oскЙьки
k=0

rtorii yтвopюкrтЬ пoвнy гpУпу.

З цього IIpиKлaДy BIтп.'rl,Baс' щo iснy€' Taке k = to, яКoм} вiдпoвiдaс
наЙбiльrцa ймoвipнiсть. Tаке 3нaЧення rto lra3иBаю^rь HаIiiмoвipнiuluм
|tIlсJLoм noявII noaii' А. Мoxна ДoBести, Iцo

p(n+l)-ls,toSp(n+l).
Cхемy Беpнyллi слiд вiдpiзняти вiд iнrrrих аHалогiЧн[lх.
п.2. У М}rсл}lвrlя п.ять патptlнiв. Biн стpiляe д0 rlеplltoю BЛvIte}ll|я. 3rlaйтlt

riмoвiplriсть тrlгo, rцo бу,Цe вltтpа.leнo t - l' 2, 3 пaтpoни. якtltо ймoвipttiсть влу.leння
/r : 0,8.

P о з в . я 3 a н rl я. Haведенa схемa _ цe tlе схeмa Бeрнул..ri, oскiльки
tlt,t.ttv.tеllllй в}|пaдOк /< - 0, r.tlму фopмyлу Бepнуллi зaстOсosvвати tlе lrlo)|(lta.

Зa vМoвolo зaдaчi Мaeмo Рз(l) : p = 0'E. .Цaлi знaxoдиMo
P3(2) = P("T,t) = 0,8 . 0,2 = 0,16 (пeрurий пaтpoн - прo}laх, двvгий - влyчeння).
I{ареu-lтi,

Pз(3) = P (.тА,1 + ТtrТ) = (0'2).0'8 + (0.2)J = 0,04.

17.3.3. Лoкaльна й iнтerpaльнa тeopeiiи Лапласа

Пpи вс'ликиx n i малих p фopмyлою Бepнуллi (l7.3) коpисTyвaтися
незpyЧI{o. ,Ц,ля циx значенЬ n i p e фopмyли, 3а якиI{и мoxнa
Ir;t6ли)кенo o6числитш ймoвipнiсть зa сxеIиoIо Беpнyллi. Tакими е
фopмyлlr Лаплaсa, якi задaються вiдпoвiдниМи теopeмами (пoДаемo
Тх 6ез дoведеHня).

T. (Лoкаль}lа теopeмa Лаплaсa). Якut,o tiмoвipttiсmь nОЯвu noaii.
в с.|:aмi Бepнуluli Оopiвtttoс p (p * 0, p * |), npuчo.цу р I|але, а n
6е.|Lllке' mО

(17.4)

3',t3



Фopмyла (17.4) називаeться фpмyлoю Лaплaсa, a Р G) _ фyнкфero
Лitплаtз (pис'l7.5l. i{я фyнкцiя затaбyльoвана i мас тaкi власгивoстi:

l.p(r)>0.
2.p(t) _ паp}ia' 9(|=Р(t)'
3. mаxРQ)=rФ)=й

(ц'е випливае з тor0, цlo Р, 1ц = },"-,,o, i 3 пpостиx мipкувaнь).

4. Biсь l = 0 e асимптoтoю гpaфiкa .Р(t){|imp(t)= 0, f-rо).
5. p (t) = 0 пpи t > 3, t. -3, lцo виIIЛиваe з o6числень ч}l з

ана,riзу тa6.пlIцi 3H3ЧeHЬ фу*нкцii r (l).

0

Pис. l7.5

П.l. Знaйrтlr ймoвipнiсть l.сl|(), що з ll - 1ф зepнltrr зiliде рiвно it - 80, якщo ix
схожiсть p - 06.

I'. сl з в . я 3 a н н я' 3гilн<t з фopмyлoю (l7.4)' а тaкo)к з тaб'rltr(ею 3нaЧeнЬ'Ll,]-]*'"" 
r (o): o'a,

Proo(80)-Y=o,t

Т. (iнтerpаЛЬнa теopема Лап,rасa). Якщo tZмoвiptticmь noявu noОii.
o L,хeJ,li Беpну,uti dopiвttкlс p (p # О, p # I), mo Ймoвipнiсmь moеo,
uцo t1Я noОiя цасmане t;il) kt Оo kz pазiв, Оopiвнtсlс

Р,, (kl' kz) = Ф (tz)-Ф (rr), Ф 1r1 = # t,_) u.,,,

|;= (ki _ nЙ/{npq, i = |,2. (l7'5)
Фopму,rа (l7.5) uе фopму,.la Лaплaсa, а Ф(l) _ фyнкцiя

Лltп,rасa. [я функuiя зата6yльoвaнa i мас такi властивoстi:
l.Ф(0 _ непapна, Ф(_r)=-Ф(0.
2. Ф(0)=0.
3. Ф (0 зpoстae нa (_ -, *), oскiльки Ф,(0 > 0.

Фft)

Pис. l7.6

*/ 3на.tеtlttя р(r) aallсl в багaтьoх Мaтемaтичних дoвitrltttках



lt
4. Ф(0 =; rryИ / > 3 ,Ф (t)= _ 

' 
.p, t < _3.

Гpафiк .,oo.u,o на pис. l7.б.
П.2. Мeта,туpгiйниЁl завoд дiсrав зaмoвпeнняt дLnя Бикoнaн}lя якoго lreoбхiднo пpoзeсти

90 ксlндицiЁtнrц пЛaвoк. iмoвiрrliсть тoгo, пlo плавкa буДe кoндиltiliнolо' p - 0.9.Toмy
вttpitlrили зрoбитlt lr - l00 nлitвoк. Якa liмoвipнiсть вllкoнaн}tя зaмoв.пeнltя?

Р oзв я зa rI н я' Jllет.ьсяпpоймoвipнiстьP16g(90, l00), rurя якoi, згiднo
з (l7.5), масvо

90 - 0,e 100 100 - 0,9 100
'' 100 . 0.9 0.1 100 0.9 0.r

Ptoо (90, l00; = q' (3'33) _ Ф (0):0'5
Як бa.lltмo, дiстали не тaкУ вжe й великy ймoвipнiсть.

17.з.4. Фopмyла Пyaссoна. Бiнoмний poзnoдiл.
Poзпoдiл Пyaссoна

Hастyпнa теope}iа МiстиТЬ ще oдl{y фоpмулy, aналoгivнy фpмyлi
Беpнуллi

T' (Пyассoнa|, Якuчtl в c.tе.|v|i вunpфJts{lнь Бepнуллi p l|сL,lе (p < 0,l),
t| веJlLlKе' a np < |0, mo

l',, (k) = r-o а*/kt., Q = nР. (17.б)

Фopмyла (17.6) е oкpе,it!иМ випадкoм фopмyли (|7,3) ПpI4

ll э ф.
I .Ц.ля дoвеДеIlня зaстoсyel,to дpyгy стaн,цаpтtlу гpаницю. Bpахo-

вv}oqи' IЦo 1, = а/ n,мaeмo

P, (k) : Сf,рuq,,- 
р _ n (n - |) ...!n _ (k _ |))

_ ur n (n - l)... tn - (k - L)\ (,=Е ; ц'
а* |' l\ / ,)\

: i, [' - ;,J {,' -;)
{ , ,, | , , r, -tt''o\-o , ' -&

...ll_l.:_r] |[r*1е1) l [l_i] +
\ r? /\\ \n)) / \ n)

аr / / ;\ \ / \ -k

,,:_h." 
" 
[[' 

- *).:.'), (r -;) ,,]_' 
.

П. Aзтtlкtвoд вiдвaнтaжltв lr : l000 aвтoмoбL'liв. Ймoвipнiсть iх пoIltкоджetrня пiд
rlас lpal]спopт\'BанЕtя p - 0.00l. Знaйrти Ёrмoвiptriсть тoгo' шlо aвТoмaГa3Рtll o;lеprкltть k :
: 5 tlоulкoджен}lх aвтoMalu}ltl.

]' t'l 3 в . я 3 а н lr я' Зтiдно,.=.llouJ. 
0,00l : t,

I

Рroоrr (5) - i.-. = 0,003'

375

(;). ('

('-;)
rr\ "-i)

r Л-t
a\

--l =nl
-t



lЦllD

О. Bunаdкoвсl веJluч|lHа нсtтuва€mьcя poзnoОi,rе'rolo 3сl бiнoмнu.ьt
( Пуаcсoна) lаKo|ro.l|,|, яKщo KoхI|o.Л,|'у lт zнaчен||lo k вidnoвiОас
tt.мoвipнiсmь, oбчucленQ 3а фop.ltулoto Беpнуlt,li (l7.3) UTуаccoна
( l7.б) ).

Tеpмiн <.6iнoмний,> тToхoдить вiд тorо, щo (l7.3) e загаЛЬним
Ч;'IeHoМ фopмyли 6iнoма Hьютoна

У П.l, ГI.|7.3.2 фахтиuнo l{aведенo випatкoву BелI{чиt{y' poз.
подiленy 3a 6iнoМIrиМ закot{oм.

Tепеp Деякa зaгaльнa iнфpмaцiя пpo зaкorrи рзпoлiлy.

17.3.5. @ункцiя рoзпoдiлy тa щiльн.сть
випaдкoвo| Beличи}|и

o. iнmегpа'lьнoto ф1'tlкцiвto poзnoЙilry вuпаОкoвoi велuчuнu X
lrаzl|ва€mься Йltoвфlнiсt|1ь moеo' щo х нaбував 3l|ачеI!ь, мetlшцх вid
вKц1aнo?o фiксoванoсo :i|lQ|lеll'{я, moчнiutе

F(X)=P(Х<х). {r1.11

X ;е з*rчgrsьr .t, = l, .r., = 2, .tз = 3

n

(p + q), = > сf pr qn-o
ft=O

[0' якщo -о<.тSI;
д....' _ J0.2, якшo l <.т< 2.l \.t, l()'5. якщо 2 < .r < 3;

[l' якщо х>3'

п. зийrи i}rгgРBь'+' ф1ткItitо шtя ЕJlиtoФo4

L{щrtвiдаloь e.[\'oвiг'lФ'ri Pl = 0,2' P, -- o'3' pз = 0J
P o з в . я 3 a н н я. 3гiдно з (l7.7)

д,lя - ф <.Y < l мarмoЛ (х) -0 (злiва тoчки
.т: l знaчень немае); д,.lя |<.t<2 маeмo
/i (.t) - 2 (y uьоlиу iкгеpвa.li с л}lluе oдне
зtlil\lення Х з iмoвipнiсткr 0,2) для 2<х<3
Маrмo Л(х) = 0'2 + 0'3 = 0.5 (у цьoму
illr.epвaлi Х може нaбyвaтlr aбo знaчеrъ з
iмoвipнiстю o'2' afu> з iмoвipнiсгкl 0,3).

Haрurгi' пp}l .Y > 3 маeмo
г (x) = 0'2 + 0'3 + + 0'5 = l. Oтжe (гpaфiк F

f

Pуlc. |7.7

('т)) ' tlа pис. l7.7

I
I

I
o. Bцnаdкoва велu|ruцQ х нсlЗuваrmbcЯ неnеpеpвt|Оto, ЯKu\o

ltеnepеpвнoto с Г{ iнmегрсtльна фуttKцiЯ,
Bластивoстi ,Е (.r):
l. 0 < Л(.r).l (вип-пива€' з ознaчення F(,v)).
2. P (х1< x < .тz) = Л(.t,) _ Л(х').
l Cпpaвдi, F(х2) = I' (X <.rz) = P(Х<.r,, a6o Xt < X..r,) =

= P(X..",) *Р(хr < х<.v2) = Л(хr) * P(.rr =х< х2), звiдки ви-
IUIиBаe toвoд)KvBанa pЬнiсгь. l

3. f. (.v) неспадHа фyнкцiя, (хz >.rr) => (F(.r,)'F(.rr))'
(вип,rивae з властиBoстi 2).

3?б
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4. Д.ля непеpеpвн6i випа,цкoвoi величини ймoвipнiсть Bлyчити в
тoЧKy дopiвнюe нyЛIo:

P(х=хo):0.
l Cпpавлi ,

P (х ='тo) = limР (хo . X < х+ Aх) : lim (Л(хo + A.r) _
^.t+0

Arф 0

- л(хо)) =.Е(xo) _ Л(.ro).
Tyт застoсoвyвzlпи властивiсть 3" i oзначення l{епеpеpвнoi випа.цкoвoi

величини. l
5. Якщо знаЧеHI{J{ Х зoсеpедженi на [с,b ], тo /' (х) = 0 пpи х З а i

Л(.v):1 пpи х > b.
Застoсoвyeмo ймовipнiстЬ llеМо)кЛивoi й вipoгiдноТ пoдiй.
О. Illiльнicm ю po.зn oОiлу ( Оuфе p е ttцiаlt.ьнo to фу tt к цiс to ) в unаОкoвoi

вслll|Iutru в dцнiй mo,tt1i llцтtlваe mьcЯ zpсlt1uцЯ вiОнoulcння Ймoвipнoсmi
rnoеo' щo вttnаОкoва велLl||Lurа t!сI"1еzсаmu.]||e iнmеpвсь,lу, якttЙ мicmumь
cttttу moику, Оo 0oвжtl11tl l1ьozo iнmеpваltу 3сI умoвll' uуo iнmеpваlt
{'mЯсу€mьсЯ 0o Оанoi rnОчKt|' mo6mo

l/.\ ,'-P(х<X<.v*Aх)/ (.v) = ljч A'-.
Bлgatluвocni F (х)
t. /(.v) = Л, (х).
Cпpавri,
r,,\,,,-. F(*< x<.т+A.r)'.. F(х+Aх)_Л(.r) _/(х)=|lmff:llm.

Ar + t) A'.- ,^.т + 0 Aх 
F' (х).

2. f (.u) >0 (oскiльки./(.r)=Л,(х), a Л (х) - HеспaД}rа).

3. P(.rl sx< х,)= j f @)dх'
.r1

Спpавдi'
.r2

P(.r1 s 
'..r,): 

Л(.v:) _ f'(хr) = J

a. F@):571*1 ,t'.

Cпpавдi,

Л(.т) : P (X <.v) : P(- * < x <

5. lI(.r)r/.r=1.
C.,pl"лl,

I

.г..f ('Y) L/.к = J / (.r,) d.V.
r1

.') ={ f (.r) сtх.

13 2t1
l=P(_со<Х<oo)_ f (.r) d.r.
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1 7.4. Ч ислoвi xAРAктЕРистики
BИпAдкoвl,fХ вЕIIиЧиH

Зaкoн, функцiя i щiльнiсть poзпoдiЛy випaдкoBoТ величи}lи tаIсть
ПoвI{y iнфоpмацitо пpo неi' Пpoте ,цiстaти таKi хаpактеpистики Чaстo
не пpoстo. oскiлЬки, як пpаBIIлo, неo6xiДнa велика кiлькiсть певI{их
,цoслiдXеI{Ь. Kpiм тoгo' для poзв'я3yвaн}tя бaгaтЬoх пpактиЧнl{x задаЧ
Мo)кнa oбiйтися lraбагато меIlIЦим oбсяrом iнфopмацiТ, а в бaгaтьoх
виIIaдкаx ,цoцiлЬIrllМ €' сYМaрIrе yявлення пpo Bипадкoвy велиЧиI{y.
Чеpез те в теopii ймовipнoстей шиpoкoго зaстoсyBаI{Ilя нa6ули тaк
звaнi числoвi хapaктеplrстиKи Bипaдкових велиЧ11н' oснoввi з яких

- l\{атеМaTичне спoДiват{ня тa Дltспеpсiя*J,

|7 .4.L' Матeматичнe спoдiBaння випадкoвoТ вeличинl|

Hеxaii в peЗ!;:Iьтатi експеpимеrrтy ДiIЯ 3IlаЧень .Тt, .Т2l .., , Xk
випадкoвoi велиЧиIlи дiстали Bj/.lпoвiдь{o чaстoти f!|, f|2,... , /tt T€lKi,
lЦo /?i * tt2 * ,.' * nt: r. Toдi дЛя сеpедньoлo знaЧен}lя .v BеЛиЧини
Х ltaемo (wi _ вitнoснi Частoти, Рi _ ймoвipностi вi,цпoвiДниx зI{аЧеHЬ
.ti). УpaхoвylоЧll (17'2), мaeмo

л= (.r1ll1 * хznz +... + .rдц)/n:х'Ч* *,Ч +... + хuЦ=nnn
=.{i}?r * 't2и,2 + ..; + '\у||р= (w'= ll', W2= Р2,.,.,

||р =pу) = ХtРt * хzpz * .,' * .rрpр. (17.8)

О. Mаme'цаmtl|tнц.]|| с'noОiваннwа вunа)кoвoi. веJ|ItчIIr|u X назttвасmься
A€

M(х)_| хiРi, M(х)=t f Q)dх
i= I

вidnoвiОнo Ол,я Оucкpеmttlt.t i неnеpepвнuх велIt|lLl|r, rnуm .Vi

велцtruнLl' pi Ймoaipttiсmь u]Llх 3t7аL|е|rь. f {.r1
i,ttoвipнсlc ni велtLtсu tt tt.

з (l7.8) i (l7.9) МаCМo

M(X)=1,
rnrlбruo'цсlmемаmuчItе cnodiвання хаpаrcmеpLlЗу€ cе1lеОпс 3начeнн5t
вЦ,псlоKoвoi. велuчut|Ll i збеpiеаe n poзмipнicmь. Матемaти.rне
спo.f,iBaння с анaЛогiсю центpa т{aс систеМи МaтеpiаЛЬнI{х тoЧoк.

П.l. Знaeiтrr N|(X) для Bс.п'trlини Х. зaдaнoi в пDиклaдi з л.|7.3,4'
P o з в . я з a н н я. Згiднсl з (t7.9) мaемo

\1 (х) = l . 0,2 + 2 . 0,3 + 3 . 0.5 = 2'3.
П.2. 3нaйrтl'r ]уI в)' якщ0 &qя .f (х) - 2 лpи х€ (0'l) i / (х) : 0 пpи .тЕ (0'l).

(17.9)

_ 3l-lQllеl1l15l'
u1iльнicmь
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P oз в' яз aн н я. 3гiДно з (l7.9).мaемo, 
^\. .,

M(ц= l *f G)a"= I2х2dх=;} I =i.
00

О, loбуmкoм (cумoto) dвoх вunаdKoвuх вeлuчuн нсBuвa€mьcя mаKсl
вeJlu.tltна' мoхлuвi 3начеt|I|я якoit Оopiвнroюmь \oбуmкoвi (cумi)
.]||-oхл|lвu'Y 3наче||t, dанu.v GелI!ч|lн, а Ймoвipнoсmi nptt t1ьo'|1у mpeба
noJ'|нoж'umu.

П.3. Д," BeЛИчИIl Х (значення х1,х2, iмoвipнoстi p' i p,\ i Y (знaнeння у,,у,'
iмсlвiрнoстi p\) ' pъ)' пoбулувати хY i х + У. oчевиднo' щo

Pt*Pz_1' p.I +pЬ:|'.
Poзв,язaння.Мaемо

XY: хlyl
P: РФ\

Х*У: 'х1 *уl, хz*yl хr+у2 х2+у2
P: Pф'l PzP't ptpi pzpi,

Пpoпoнуемo пepeвipитlt, щo суMa Ёlмoвipнoстeй y зaкoнaх poзпoдiлу х + Y тa хY|
,lнайдениx 3a oзI{aЧенняМ суМи тa лoбyтку випaдкoвих вeлиЧин, лopiвнюе oдиницi.

B л а cnпl в o с |'| i l|| а ||| еj| tll'l.|чн o z o cn o d iв ання
|'Mс)=С'
l Cпpaвдi, poзгляДaloчи стаЛy як BигIaДкoвy Bеличllнy' яКa

нa6увас eДиHoro знaчеHня з iмoвipнiстк)' якa Дopiвнюс о]Irнltцi' мас'Мo
h4(c):c.1=c. I

2. M(X*IJ:M(X)+M(n для IIезаЛех(ниx x i У. Спpaвдi,
,цoсить ypaxyвaти poзпo,цiли oстанньoг0 пpиКлaДy' тoбтo Bиpази (l7.10)
i (17.1 1).

3. M (XУ) : M (х) M(Y) цля }rезaлежItих х i Y.
H a с л i д o к |' M(Cх1= CM(D.
H a с л i t o к 2. ]у,I (X) _ ]YI (x) = 0.
Cпрвш' M (X _ M (X)) : M (X) - M (M (x)) = 14 (X) _ М (X) =o
I1,4. ЗнaЙти M (X,' якщo Х poзпoдiлeнo за бiнoмним 3aкo1tоМ' тoбтo Х с кйькiстю

пoяв дeякс,lТ пoдiТ пpи n випщбувaннях за \'Мoв9l' щo ймoвipвнiсть пoяви пoдii в кoя<нoмy
випpoбувaннi дopiвнrоr p. Heхаfr xi - кi-'Il,KiсгЬ пoяв пoдii в iм5' випpoбувaнlli. 3нaчeння
Хi _ цe 0 aбo l, ймовipностi q i p1 oтже,

]|I(хi)= 0.q+l.p=p'
flaлi знaxoдимo

NI (X): M (X1 + Xz + ... + xi) = IuI (хt) + M(X2) + +М(Xn)=np.

хzУt хtlz хzlz
PzPt PtPz PzРz,

(17.10)

0 7.11)
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L7 .4.2..Qиспepсiя

Двi випадкoвi веЛиtiиt{и мo)Kyть мaти oднакoвi математичнi
сподiвання, але piзнс poзсiяння свoiх знaченЬ }Iaвкoлo мaтематичниx
сподiвань.

Haстyпна велиЧина хаpактеpизye таке pозсiяння.
О.,Q uс n еp ciс to вun а0к oвoi. велuч uII|| X н сlтLlвс|€ |fI ьс я .||1 аm емаmuчн е

сnodiвання кваОpаmа вiО.tttлеttня цiсt велuнuн,u вid i1. маmемаmuчнozО
с'noОiвання, moбmo

D (X) : IVI (х _ M \bf . o7J2)
Piвнiсть (1.7.|2) кo}rкpетизy€'ться tля tискpет}I}rх i непеpеpвних

BеЛиЧиIl вiДпoвiднo (якпro iнтеlpau збi;кний)

D\X): )(*'_ M(X)),p', D(X): /(.'_ M(X))T(х)dx.
l=1

Знaйдемo зpyЧ}tv фoplrулу ДЛя oбчислення D (Х). Згiднo з piвнiстю
(1.7.\2J ' Ма€'мo

D (X) : M (х, _ 2XM (X) + M2 (ф) = M (X, * 2M (X) M (M(x)) +

+ 
^4 

$f в)) = ьr в\ _ M,\х),
I\ля lvI2(Х) дiстаeмtl (якrцо iптеfpaл збiх<ний)

]|f в): ) 't,? 1l,, a6o M.\х) = { ''f (.r) l.r.
i= i

ПpакmLt,tне mлу';и|Q.t{.It11я ОLtсnepcii, noлsLzас в moму, щo вОt|сl,
.YLII)uKtnеРtr.?vс сmуniнь pозс'iяння вunа1кoвoi. велLlчuнu нсlвKoлО i1

мamемаmlшнorт cno1iванttя i вuмipюсmьc'L G Kва1pаmнLrх oОttнtttчstх
п oрieнянo з сlОuнttust мtt вtt.ltiо toвання вttхiОнoi. велuчtlнtt'. 

oстанне пpивoдитЬ ,]o BBе,:lення lце o:нiсТ xаpактCpистиКи
ссpеdньoеo кваdpаmtt,tнoеo вilхtLленнЯ, т.|IУ|\IaчеI{tlя якoгю таке ж' яК
i :rrспсpсiТ, а pозмip т:tкttй. як i вихiднoТ всличиниt а сагtrс:

o (X1 = |-б-(л.
зa v}-{()в П.2' n. |7.4.\.

н я. \,{асмrl
П.6. Знaii,r.и D (Х)
Poзв.язa}I

хdх

B л асttltt в o сttt i du сtt cp с i'i
1.D(C):0.
2' D(Cх)=С2D(х).
3. D(X!D=D(х)+D(,Y),
4.D(С+х)=D(х).

=,(+ _ 
+,..- а-,) 

l

D(x\=2i (.r-?\
ъ \ J/

'I
I

l8'

XiУ_нсза.rсжнi.



Kiлька слiв з пpиBo,цy BЛастиBoстей диспеpсiТ.
Bлaстивiсть 4 oзначас. 1дo з}'{iцIенHя веЛиЧини не змiнюс fi

диспepсii. .[испеpсiя дoбyтку двox веЛиЧtIн Мoже не дopiвнtoвати
:oбyткy писпсpсiй вихi.]них веЛиЧин.

Можна ДoBeсTи' tЦo дЛя бiнoмнoго poзпoлiлу i pозполiлу Пyaссoна
D (X) = npq, D (X) = np. Пoвсрнyвruись Дo Лoкfl;.IьнOТ та iнтеrpaЛьHоi
теopеМ Лaплaса, пoпtiчa€'мo тaм IуI{X)' D(х), o(X)'

L7 .4.з, iншi числoвi xapактepистики

О. ПoцаmкОвLl.l|l .\lОl|енmoЛ k-eo nopяОк\, вunаdкoвoi-. вeлuttuttu X
Il {I3Ltва€mbс'I вeлu|| ll ll а

v = M (X"\.

oчевиДно. щo
vl = M (X\, D(.X) = M (X,) _ M,tх):v| _v2"

О. Ileнmрсl,rьнu,v мo,\|еr1|noмI k-сo nopяОKJ| вL.nаaкoвoi вeлuчuнu X
tl а3 Llва€ mьс Я вl'лuLl LlI l (l

.tt=M\X-M{XDt.
oчевиднo. rцo

t.t = htI (X - M (X)) = 0.

pz = fuI (X - M(Х)), = D (X) :'V2 - V.,

тtrбто д2 = v2 - v:. Bзагалi, Дoвiльний цеI1траЛЬний момент МоЖна
It'Ipазити Чepе3 по!l{iтковi мoменти. НапpиклаД,

|lз = h4 (х _ М(Х)), = vз _ 3vp,2 + 2v1,

О. Mo\oro*) ьru(x) 1lсlзno\Lзу вuпаОкoвo|. Gелt!чtt|iLt Х ttатttвасmься,
:jl!ачeнн5L X, 

'LKО'\,N)] 
вiОttoвidас ltаtjбiльtца tiltaвipнiсmь ( u1iltьнicmь

iмoвipнocmi)
rnaх Л (X\ = P (Mo (X)) (mах f (.т) : "i (n/i](Х)).

П'l. Зr,raiirlr r1'(](х)' якlцгl J.(х)
л (i .| -t.''

Розв.язaнllя'\{асмо

/("Y) = * _.L- = 0. nlо(x) :0'
.т(1 + .r.).

Пpotroн1'eмо сa},'oстiii}|o з.ясvвaтpt! Ч0Му рeзуЛьТаТ сaМе так}lЁl.

О, Mеtlсaюю**) h,f е (X} poзno\iлу вunаОкoвoi. велuчuttu X на:tlt-
ва€|nьc5L 3нс||tе11Ня X, яке заОoвoльняс piвнiсmь

P (а < X < Ivdе(X'| = P (fuIе(X) s л < D).

BiД фp mode; лат. mсrdus - мipa, правrlлo.
BiД лат. rnеdiапа _ сеpеll}Iна.

*)
**)
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rI.2. З:яaЙти мфa.нy poзпoдiлy випaдкoвoТ BeлИч|nl|'' х' якщo
!tх1 =2'' х€t0, l]. .f(х):0'.хЕtO,i]

Po3в'язaння'Мaемсl
MеQ|1 1

2t х dх = ,,!,;41+ Mе(X) = 'rdГт?Y,
o. Aсиметpiеlо poзпoлiлу випa.пкoвoi величиI{и нaзиBасться Bели-

ЧиI{a

д5 = р3/ё.

1 7.5. дЕякi здкoни Po3пoд|лy HЕпЕPЕPBI{иx
випAдкoвиx вЕличиH

1 7.5. 1. Piвнoмipний закoн poзпoдiлy

О. BunаОкoва ве''ILlчutlа X назuва€mьcя piвнoмiptto poзnoОiленoto,
якщo ti щiltьнiсmь сmсula.

Hеxaй зI{aчeнHя piвнoмipнo poзпoдiленoi випадковoi BелиЧиHи
зoсеpедxенi нa Iсl, b|. Kopистyrouись BлaстивoсTяTvrи tцiльнoстi

фb
poзпoдiлy, Мaeмo I r в) dх : |, тo6тo / с сlх = |.

Звitси c = |/ (i_ 
"l' oтxе, 

a

[0, якщo х<а;
f (х)=]tl\ь- с), якЩo а3х<b;

[0, якшo х> b.

ЗнaxoДимo

M (X) = i , (х) сtх = i дх сIx: +а аu

Aнaлoгiчно (пpoпoнyсмo пеpевipити)

D (X\ : Ф :=o), .t2
Kpiм тoго, .

|0, якщo х<(fi
F(.r): ](r_а)t(b_с), якuro а<х<b:

[l, якЩо х> b.

Piвнoмipний poзпoдi,r Чaстo BикopистoBуtoтЬ тодi, кoЛи тiльки
вiдoмo, щo величиt{а нa6увae зIIaЧеI{Ь I{а пeвнoМv iнтepвалi, aЛе
нiчoгю нe вiДoмo пpо xаpaKтеp pозполiлy вслиЧиl{It. Bва;каючrl' Щo
Bot{а poзпoлiлeна piвнoмipно, дoпyсKarмo похи6кv, найменrшу з
l!{o)КЛиBиx.
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L7 .5.2.Експoнeнцiальний зaкoн poзпoдiлy

О. Bunаdrcoв(l вел|l|lLttlа X назuва€mьcя
нaнцiаltьнtt.ll 3аKotlo'ц, ЯKщo (pис. l7.8)

[0, .r < o;
.i (.t) : 1,l"*,. .т > 0.

\
.{ля цьoго poзпoдiлу МасIvlo (пpoпoнyемo

пеpевipити, o > 0)

M (X): |,/1, D (х): |/А2, o (х) = 177,

poзnodiленolo За еKсnО-

Рис' l7.8

_, l.0, якulo x:0;
r(.\.) Jl _ е-,', якrцo х > 0.

iмoвipнiсть тoгo' цlо 
"Ьл,.,'""a 

Х нaле;катиме iнтеpвалУ Iа,F! 'avMoB дaHoгo poзпoлiлу, ДopiBнtoс

P (o . х s p) = t f G) сlх = e_," - е-1p.

Експoненцiальний зaкoн IЦиpoкo зaстoсoByloть y теopir нацiйнoстi.
Hехaй T тpивалiсть 6езвЦказнoi pо6oти пpиcгpоIo. ФyнкI1iя

рзпoпiлу випаДкoвoi Bе.тиaIиIlи 7 вrrpaxае rhnloвipнiсгь вiдказу зa чaс l|

F1l) :P(Т< t):|_e-,,.
Пpoтилех<на iй фyнкцiя наДiйнoстi

л(/) = l _ Л(0 = P Q З T1 : p-1|

BltзнaЧae ймoвipнiсть бсзвiДказнoi po6oти пpисTpolo 3a Чaс l. Tут zi

- iнтенсивнiсть вiдказiв.
.[ля експoненцiальнoго зaKo}Iу poзпoдiлу ймoвipнiсть 6сзвiДказноi

poботи за Час / }rе 3аЛежить вiд пеpепiстopiТ лpoцесy, а зале>китЬ
лlrше вiд йoгo тpивалoстi 1. Cпpaвдi, неxай

P (А): g-)lo, P (B) = g-It' P (АB): g-)(t't{)\,

P (B/А\: n=(!Р) : i,,:'::, = е-,', : P (B),.-l P (А) е-)to
тoбтo,4iBнезалеxнi.

Tакy властивiсть IиаToтЬ paдiоaпаpaтуpа' 3aсo6и аBтoMатиKи Tс}щo'
тoбтo пpистpoТ, .Цля яKих пpoцес стаpiння i поступoвoТ втpaти якoстi
не вiдiгpаe iстoтнoi pолi. {я самa BЛaсTltвiсть хаpaктеpнa l:r для так
ЗваlIoгo <,пеpiоду BИПi;.lЮB2HНя> пpи експЛ)iатацiТ бyль-яких маIIIи}I'
гIrсЛя Чoгo lraстaе Irеploд пoстvпoвoгo стаplння' якии oписYIoть y)ке
iншi зaкoни poзполi.rу.

П.2 Час безвiлкaзlroТ p(li()l'tt еЛекТpoлaМпи poзпo;ti-пясться за скспntlеHцiальttим
зa.KotloМ / (/) : 0,0te- 0.01,. Зllariтrl ймoвipнiсть тOгO, шlо ,ца\{пa I1раIlК]вllт}Iмti
1: l00 гo:r.
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r*l'F

Poзв язaння.}'fасмo
P(r > l00) : Л (100) = e-0.01. 100 - 0,367.

17.5.з. Hopмапьний закoн poзnoдiлy

oзнaчeння li тлvмaчeння пapaмeтpiв.
О. BunаОкoв(t веJ.Lt|чuIlа X назuва€mься poзпoОiltеttoto 3сt нop.L|сulь-

iIIl.lt jаKolIo.\|' Якullo

I - ," - o1' ,.,2
/ (.\') = aw e

oскiлькrr ,/(.t) e Щiльнiстrо, тo o >0. Знайдемo числoвi xapaкте-
pЛстиKи зазначенor BеЛI{.I}II{и. Bикopистаемo iнтеfpa,r Гаyсса

!*,-, 
,, dt = \/Й.

Масмo

M (X) =-j ,f(,т) ri'r'' : #7 ""-u-o', 
,-, ={u# =.,} 

=
-. 

o '; -,2, 

-n 

o *n ',2. 
|tl,r=oсlt]

15 I tс-',,tt + 1fi [,-' 2 rlt = а.

Tут пеpшиri ;''..pu, .iopiвнtос ,.,,. 
"*i"'..oun 

вiд непapноi функцiili си}.tетpllrrнoьry iнтеpвалi, а аpyгий пopiвнюс y'27.
2

ф - 
(.т-4)

D 1X1 =,Г t'' _ |\4 (X)l2.f \.r) сt.t = -+= Г (.т _ с)2 с 2o2 tl.r =. o\/Ljт' '- -./

t(.v-rr) .-| : 
- '! 

ф 2

=] o _.|=# I I,е-',,]|.
|l.к:olt ] '-,-"

Зiнтеrpу'вaвIIlи ЧAстl1нllмll (u = t, rlv = te-, ,2dt), 
Дiстасмo

D(X)=oт, o(X)=6. ,
oтже. ЗнаЧення паpапtетpiв встaнoBЛеtto.
Hoрмальна кpиBa. Гpaфiк фyнкцiТ /('r) v Bипадкy нopмальнoгo

.jAкoнv нaзlIBастЬся нopМаЛьнoк} кpиBoIо. Я*щo сr = 0, o = \' тo
.ii.т) : Р (.Y) _ фyнкцiя Лапласa (п. 17.3.3.). У загальноlt,Iу Bипaдку
liopМaЛьнa Kpива _ це змirЦений I{a .Y = a i здефopмoваний rpафiк
.p (.v). Змiнa а Нa фopr'rv кpивoi не вIIливaе (це тiльки змiцrення
BзДoв)K oсi o.v). Змiна o не змiщYс кpиBy Bз,цoв)к oсi o.r, але змiнlое
фоpпrv. Зi зruti-.нrшенняtt{ o МаксиМYМ ,/Ъ'.* = (o^/-Лi)- 1 збiльruvстЬся' аЛе

3tt4



пЛoIца кpивo,]irriйнoТ тpапецii не змiнюсться

ситyaцii зoбpaxенi rrа pис. l7.9-17.lQ.

= r). oо'л"i

o-,,,,JI = Ф (p _ n) 
- * (" 

_ 
"\,

\"/ \o )

BеЛиЧинa Х налеxатиме [а, F1, доpiвнrое

Pис. l7.9 Pис. l7.l0

Hоpмaльний зaкoн вiдiгpае в теоpii ймoвipнoстей великy pоль
зaBtяKи Центpaльнiй гpаниннiй теоpемi Ляпyнoва' Cфopr'ryлrоer'ro ii.

T. Якщo X _ c5'мu велuкoi, кiлькocmi нeта!,lехt|uх вunаОкoвuх
(rе.rlLlчLltl X, якi l|аIomь Оoвiльнuй poзnoОilt' а вnлuв iх на X незнaинuй,
ttto X мас poзnodiл, блцзькuЙ Оo нopмальt1oеo, i ttopмальнuй, якщo
кilLькiсmь X npямус Оo нескiнченнoсmi.

Cитyaцiя, кoли Itа даниli Пpoцес вILЦиBас Be;'IИКа кLтькiсть фaктopiв,
зyстpiuаeться Частo. oтх<е, нopмaльний закoн фактиrII{o с центpалЬнIrм
заKo}loNt y тeоpiТ ймoвipнoстей. Biн rпиpoко застoсовyсться в теopii
noхи6oк' пpи кoнтpoЛi якoстi пpoлyкцiТ, в теopii нaдiйнoстi. теopiТ стpйь6
тoruo. ЗoкpeN{a' лoKальна й iнтеlpальна теopеМи Лаrrпaса с oкpеМиМи
виfIaДKaми теopеМI{ Ляпуновa. I{ей зв'язoI( стас oчевид}lltм' Koлll
згаДaт[l' щo y 6iнoм}toМY зaкoнi o = {Тpq.

lмoвipнiсть попa,\aння в iнтеpвaл Iа, F|. Hеxаrl вел}lЧинa х
pозпo,Цiленa 3а нopмa,'IЬ}IиМ Зaкo}Ioм. Toдi

lJ

P(.<X<p)=I,f(х)dх: 22..('L-с).,,o 
,]х=

2

1Р
lл

-t,a

n,llj J "

(.u-а а_а1 iз-a
l--=i, ц+--.| .|oollс=1 B-а|=Й J

|L|.Y=od|' р-' o ) #
I i,-!\Ir l r ;l=|Й,l."nЙ { l

\")
oтже, iмoвipнiсть тoru' Iцo

(17.13)
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П. Bипадкoва вeлlltI}tна Х розпoaiлeнa нoрМaлЬнo' a : 30 ' o = 10. 3нaйти
lirloвipнiсть тoго' щo l0 < x < 50

P о з в' я з а н lr я. ЗгiдIto з pisl.iстю (l7.l3)'
/{n - 30\ /10 - 30\Рtl0<x<50)=Ф |+i :Ф l_::-:l =ф(2)_Ф(-2)_- 2Ф (2)=0,95с'-\ r0 ) \ r0 )

Н а сЛ i Д o K |' ЯKuloвелuчuнаX с нopмаль|topoznoaiленoto'
nI()

l' (|X _ а| <е) = )ф

Cпpaвдi, Bpаxoву}oЧ}r (l7.l3) Пp|l а' = Q

Р (|х _ а| < е) : P (а _ е < X < a +€) = Ф

/.\l;l

/.\t-ltol

(17.14)

p:а+e'
/ я\_Ф l-:l
\"/

маr'Мo

= 2Ф (9).
\"/

H а с л i Д o к 2,Зiмoвipнicmю,блuзькotoОooОuнuцi' J||oxна
сrnвеpdxуваmu, щo 3IrQчеt7115L tropмaльнo poзnoОi.reнoi вunаdкoвoi
вcrurчL|нll вilхuлЯIomьсЯ вiО свozo маmе.маmuчнoeo cnodiванн'. не
бiitьulе, Hi'Ni tta mpLL cеpеaнix KваapаmuчнLlх вiaхЦJlеtlнЯ ( npавuлo,'tlpьo.Y 

cttzм'',),

Пoкла,цемo в (l7.l4) i: l. тo.,i

P(|X _ сl| < to\:2q1, (17.15)
t

oскiльки тIpИ t > 3 Ф (t)=;, тo за фopмулoю (l7.l5) масмo

| : 2 . \ = zo (З) = p(|x _ а|) < 3o),

тoбтo
P(|X_а|<3o)=1,

oтpимане пpавI{лo oзI{aчa€'' tuo pезyлЬтатalr{и вимiptoвань . з
вiдxиленнями вiД матеь,rlтIlЧнorю сподiвання бiльrrlс, нix нa тpи сигми'
нехтveмo як гpу6ими пL)l\l}IЛками. Taка пpoце,цурit даe змory iстoтнo
пiлвиruyвати надiйнiсть емпipиuних,ца}Iих.

t7 .5.4. Л oгapифмiннo нoptt'алЬний зaкoн poзпoдiлy.
3акoни''Хi -.квiдpaт'', 

CтЬдeнтa' Фiшepa-Cнe!6кЬpа

o. JIсlеарttфмiиtto trОp'цсIльI1Ll.l|l заKoнon| poзnoОiл1' вunсЙкoвoi
в(,.lL!t.!цr!u X tta3цв0сrnьcя mакLtti 1aKoH' Koлtl

.f ('r): |8n, ,_\|Eх-a).,2o.. (17.lб)
oу .!Jt

Зaмiна l = (lg х - сt)/o пpиBoдить (l7.lб) Дo ш.tiльнoстi нopмаль-
нoГо 3акo}l\, т1pИ Q: 0, o: l.
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Зa ввеДениlr1 зaкoнoМ poзпoдiляeться Чaс безвiдказнoТ po6oти тиx
пpистpoТв, B яKиx oс}roBну poль вiдiгpас ''знoс стoмлеIlllя'' (кpилa i
фroзeлях< лiтакiв, po6oui кoлесa BeIrтиJIятopiв i кoмпpeсopiв).

Heхай X1, i = |,2, ..' , n нoplvrальIlo poзпoлiленi незалеxнi
випaдковi велиЧиI{и' M (X'):0, o (x,) = l. Toдi BеличиI{a

n

х, :2 х?
j= 1

Мae poзпoдiл ',Xi-квaдpaт'' з t степенями вiльнoстi. Якцro BеличиtIи
не зв'я3aнi мiz< сo6oю' тo & : n. Якщo мi>к ними e' напpиклat'

лiнiйний зв,язoк х : L} Xi, тo k : n - |.nЦ
I{iльнiсть TaKorо pозпoдiлy мaс Bигляд

l.0 х<0f(х)-,- 
]e-' 

2хk,2-2/2k,2 Г в/2), х > 0'
rе Г(х) _ гaммa-функцiя Ейлеpa'

Якщo Z- нopмallЬ}ro po3пoдiлена випаtКoBa в&'IиЧинa, M (Z) = 0,
o (Z) = |, a Y _ I{езалеxнa вiд Z вeлпчцнa' ЯKa маe ''Хi-квaдPат
pозпo,цiл, To BeлиЧи}Ia

T: Z/,,/T7Е
Мa€ тaк званий poзпoДiл. Cт'roдента*) з ft стyпенями вiльнoстi, який
пpтt k + со пpямyе дo нopмальIloro.

Якrцo U i И _ незале>кнi випадкoвi велинини, poзпo.]i,lеHi за
зaкol{oм ;2 зi стyпенями вiльнoстi &t i ,tz вiДпoвiднo, тo велиuйнy

, _ u/kt
' V/ kz

на3иBaI0ть poзпoДИенolo 3a 3акo}loм Фirшеpа_Cнелeкoщ зi ступеняМи
вiльнoстей kt i kz'

IIJiльнiсть цьoпo pсrзll(),1i.:Iу мae вltг.'Iяд

[0, якщo .r < 0;
/ ('r) = 

]Co.,.*'-^,r 
z (rtt * tr.r)- (kl +A2) 2, якtЦo .т > 0;

/ tr', + l,^\
Co = Г |.#| k1',,ou,', Г -' 1k'l2)Г- | 

{k,/2).\')

17.6. зAкoH вUlикиx чисЕл

BипаДковiсть вiдiгpае в пpиpoпi знаЧнo бi,'tьtшу PoЛЬ, нi>к
тpaдицiйно вважаIoть. Haвiть сaмi <<зaлiзнi>> 3акoни пpи деталЬнoму

*) Aнгломrlвttltl.t псeвдottiм бDltтaнськoгю стaтистикa Г o с с е т а
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анаЛiзi е статистичtlиМ}1. Tак' вiдoмий зaкoн Kлапейpoна
Мен.Iе,rссва PY = RT с pезyЛьтaтoм випaДкoвиХ зiткнень велI{кoi
кiлькoстi ]rloЛeK};.l газу' ITpи якиx BипадкoBoстi BзаCМно кoмпeнсyються
i все бiльшl чiткo вrrl,lа.:rьoBусться ''зaлiзнa'' законoмipнiсть. oтxe,
закoнoмipнiсть нapо.Ц><yсться пpи зiткненнi ведикoi кiлькoстi BиIIaд-
ковoстей.

Kpiм того. зiткнеFIня кi,тькox зaкoномipнoстей поpoдxуe BиIIaд-
кoвiсть, тo6т.о випадкoвiсть i зaконoмipнiсть _ це двi сутнoстi, якi
дoпoBI{юютЬ oДAIа oдну. Пpoте тyт Hемaе пoвнoТ симeтpii: щo6
3apодилaся законoмipнiсть, необхiдна взаемодiя веЛ[rкoТ кiлькостi
RIIпаДкoвиХ ПoДiй, але rцoб зapotиJlася BиIIaДкoвiстЬ' iнoдi дoсить
зiткнення дBoх зак0номipностей. I]я асrrметpiя пopolx<yс ''стpiлy uасy''_ }rапpя]!{ 1zсix пpoцесiв вiд МItнyjтono лo май6yтньoго.

oписана ,генденЦiя наpoдЯ<еL{t{я закoномipнoстi з великoг0 Числа
BrrпaдKoвостеrt здiriснrосться не 3aB)кди' кpiм умoви n + ф' y кo)кIroмy
I(oнKpетI{oМy виIIадKy повиннi BIrкo}tyBатися ще дoдаткoвi yмови. У
теopii liмовipнoстей вони фopмyЛюIотЬся як теopеми пiд спiльноrо
нilзвoЮ .'зaксrt{ Bелик1{х .lисеЛ''. oдну з тaкиx теopем _ теopeму
Ляпyнова 6yло вх<e сфopмульoванo. .Ц'одатKoBа yмoва тyт пoлягae в
N'laЛoМY впливi коx(нoТ веЛиЧIl}lи Х нa всю сумy Х = Хt * ... * Хn.
I]их<.tе 6у':tс poзглянутo lвi фУндalrента"пьнi теopеьtи. якi сToсyютЬся
ЗакoI{Y ве":тtlкl{Х r{исеЛ. Розг-цянемo спoЧаткv пoвелiнку сеpед}rьoго
;tpифмстиv ногo oДtlаKoвo poЗпo.]i"'IеItиx BипаДкoвиx веЛиЧин i доведeмo
o]I}tv ва,KЛивv t{еDiвнiсть.

17.6.1. Cepeднe apифri,teтичнe oA}|aкoвo poзпoAiлeниx
Bипадкoвиx Beличин. Нepiвнieть Чe6ишoва

Неxай X;, i : 1' 2' '.. , П, - Irез;L'Iе)кнi oднaкoво pозllодiленi
вr,lпадковi ве'.TиLI}lt{I{, tl.ТЯ якllх M (Xt) : Q, D (Х,) = D, o (X1) = o.
Розглянеrnтo

(хl + х2 +... + x,,).
I

n

Знайдемо .trтслoвi ХаpаКтеpисТilки Х:

j|t iX) = '' |*(хl + x2 + ... + 
",)) 

L o, = o, ,

i} tх1= о I'J.; tх, + x2 + .., +

o (X) : VDЕ' =

",,))
o/li.

\ on = 1о'
п.n

Як бti.ttтlto, Х il{ас тoй сaмl-rй центp pозпo'li,rу, aле мeнrше
рOзсiяI{I{я, нix кoХнa 

' 
Xi, тoбто х надiйна i стiйка tс)

BI,тпaдкoвoстеti ве,rичrrна. Tопl1' пp}t експеpиМеI{талЬних дослiд>кснняx
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вIIМipювaI{ня слiд споЧаткY Дyблювaти, a пoтiм обчислювати iх
сеpедrre аpифметиuнe. Пpи цЬому пoхибкa ЗмеIrцrу€,ться в |i paзiв.

Згiднo з Bиpaзoм для o (X), limo (Х) = 0, а.це звiдси ще не випливаe'

щo пoxибкy мoжнa звестiI 
,Io* 

",,o. Cпpaвa B тoмy' щo кpiм
виIIaдкoBих пo]vfилoк вимipювaння, iснуroть систеМат}tчнi пoмиЛки'
якi tlс заJе)кать вiд п (на3иBатимемo Тх пoМиЛкoю пpnлaДу on),
Toптv числo вимiproвaнь л тToви}lнo 6yти oбме>r<еним спiввiднorценtlям

ЗB1дКll

ou, S o/^rln,

n . o'/lno.
Bелике пpиKЛадI{е 3нaЧення мас неpiвнiсть Чебишoва

P (|X _ M (X)| <.), I _ +D в). (r7.17)

пpoтиЛеxl{r пotll:
_ Iv| (X)| < с' .|х - ]v,I (Х)l > с.

IP(|X_M(х)| =.)=эD(X).

7il'oвiвrпrr цю неpiвнiстЬ, }уtaтиМеtиo неpiвнiсть (17.l7).
Пr.tтiм зI{aхоДиМo

D (X) : M (х _ M (X))' :.).p, (х, _ M (х))' =
t= I

=( ) +
. it lxi - n/ (.\) | < , i: lrt -,1/ (-\'i | 2 .

:
l: |xi _.11(,\)l.. ,.: |.t;-Л1(-\)|>r

:.,Р(I,Y_ 1|4|X) | '.).
П. J{aльнoмiр *лaсу *) 0.1 випriрюе вiдс.гань дo цiдi Х:2000 м. Яка l-tмoвipнiсть

{огo. п\o вiдx!1,1eняя вiдстlнi вir ii vaтематиЧH(lгO сПo;liBaння нe тlеревlrtltvе l0 м?
Знaio.lи клaс дaльrrоltiра. tllliHимo вeЛlrЧи}IY o

Poзглянепro двi

|х
l]вiдсtr

тобrтl

Кс-lpистуюиись

o=0,001.2000=2,

D:4.
нерiвtriсткl (I 7.l7)' ]liстaсмo

+/ к,'raс rlрI-l-'Iадv 
- 

l{e в}1l]а;,riеtlа v вiдсотках максtlМaЛЬtla похltбкa прlt.laДv.
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Бepуни вiДстaнь," ;.::;:::. 
< l0) > 1 _ -1 : 0,9б'

P(|х -2000l < l) > l _ ! = _ з.
Як 6aчимo, iнфopvaтивнiсть нepiвнoстi *Ь..n,, oскiльки ймoвiplliстЬ за-

вхlдlt нeвiд'rмна. Пpoтe tle не зв.язaнo з нepiвнiстю Чeбиrшoвa, oскiльки, вистaвЛяюqlt
lкop-сткi виМola{ дo вiдх}tлeння, тpe6a 3aстoсoвyвaти пp}lлaд виrllor0 клaсу. ''3 нiuoгo
не бу,le Чoгось'', - скa3aв ШIeкспip вyстaми iopoля Лipa.

17 .6.2.Teopeми Чe6ишoва i Бepнyллi

T.|. Якщo Xi, i = |,2, ... ' П, _ nonаpнo нетсIJ,lеxнi вunаaKoвi
велuчu|ru 3 piвнo'\|iРt!o oб.мeaiенu.|||.u Оuсnеpсiямu, D (X;) < C, Kpir|

I

moёo,X::уXi,monЦ
jlч, t, _ M (х)) : |,

Зaстoсoвyюuи lrерiBнiсть Чебицroва пpи D (X) = D (х)/\/i,
JlстarМo

D (У.\
P (|X _ M (X)l < r), | -.\1') > l _ *-+ t, д + о.n€. n€

Tеоpема Чебишoвa oбrpyнтoвуе' дoцiльнiсть викopистaн}Iя х
замiсть Xi гlpи BиI\4ipIoBаI{I{ях i зaстoсyBаIrIIя так 3ванoг0 вибipкoвoгo
\1стoД}, в стaтистицi.

Т.2. Якщо B кo)кнoМy з n незалe)Kниx випpoбуBань пoдiя .4 насTaе
зi сталolo ймoвipнiстlo (сxемa Беpнyллi), то

Jчo (|w (А) - p| < €) = 1,

де вi,ц}roс}ra Частoта w (А) : Ц, n _ числo всix дoслiдi B, И _ Числon'
тих 31{их' B яких нaстае,4. Пpи цьoмy мo)к}rа застoсувати T.1'
oсKiЛЬки l{езaлеxнiсть Xi виплиBaе 3 не3aЛеxHoстi випpoбувaнь, a
о6rvrех<енiсть ДI{спеpсiТ BипЛивaс 3 тoгo' щo

D(X)=pq=p(l_DsI=с.
oскiльки Х. _ кiлькiсть пoяв пoдiТ ,{ B oд}tolvlУ випpoбyваннi, тo

M (X;) = p, Мaeмo M (х) = p (M(х) = M (Xi)). Застoсoвylouи
неpiвнiсть (|7.17) ' 3наxoДиIllo

;*.. ^ (.xr l ... xu - \
,l,*,t|х_M(х)| <.)="''*"[' , _pl <с| :

)
lm \

=limPlt--:-p|<с| =l.n-, \ '1 l
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З теopеМI{ Беpнt'-тлi зовсiм нr вI{гlЛi,lвitс' lц0 liш lr'(.1) = P.

oстаннiii резyльтат дiстitв &,{iзсс' l{сi,r pезvльтат l]с . *"."iio* зaкoнv
BеЛ}'к'tх ЧlrсеЛ. 3бi>кнiсть llltстoт}r до ймoвipнoстi в тсоpеьli Бсpнyллi
ЕIаЗ}tBасться збixнiстю за iilvтoвipнiстIo. якll нiдpiзнясться вiд збi>кнoстi
в poз-r ьliннi пoнять ана.riзr'. :с

,|п|;=рi <€Дляn}N,
а ТуT для n > ,'V неpiвнiсть tutoxе й нс BItкoнуBатllся, бo пoxибка

кox}loгo спoстеpе>l<ея}l5| l.lе 3аЛе)китЬ вi,ц rl.

L7.7. сисTЕMи BипAдкoBиx BЕЛиЧиH

t7.7.L,Багатoвимipнi випадкoвi вeличини

l. Poзг,rянеМo спoЧаткy кoнкprтнi пpиклаДи.
Bеpстат-aвтoмат BигoтoвЛя€' деталi завдoв)кKи X, зовнiцrнiй i

внvтpirлнiй дiaметpи яких У i Z. Toцi pезуЛЬ'гaт кot{тpoлю деталi с
тpивимipнoю BIIпаДковoю BеЛиЧинoю (Х, Y' Z).

2. Зенiтна yстaнoBкa веде стpiльбy пo лiтaку, вiдстаI.lЬ .цo якoгo
R, азимут Р, KУт пliсця 0. Пplr цьoму вЛvtllння снаpяда в цiль с
тpивиtvlipнolo велиЧ}Itlоrо (R, p, 0).

Багатoвrrпlipнi веЛи.llltttt, як i oднoвимipнi, мoх<уть бyти дискpет-
ниNlи i непеpеpвнl{Мtl. У пoДaJ.IЬIIIoмy 06Межиtnroся BIIвЧе}IHяМ
двoвимipниХ величин' як сBoгo uасу o6мех<11лИсЯ вIтBЧенI{яМ фyнкцiй
двoх 3lntiннtrх.

o. Закoнoм poзnoОi.,t1' tilttoвi1>ttocmeЙ dвoвu.lti1lttсll' ducкреtnнoi,'
r;unаdкoвoi вел||чuнLl в' n нQ7llвсlсmься ttеpе,'tiк i.l' .ltoж'lttвц.\ 3l1ачeltь
i вiОn'oвiОttttх i.м Ймoвi1lнocm,eti.

Закoн pозпoдLтy заД:lють' як пpаBилo, у виглядi таблицi з ДвoМа
BхoДaNlи (табл' l7.1). Усi пoдiТ в та6лицi нес1,пriснi ivтвopюrоть пoвнv

Гp}гlу. внаслi.loк uo.o 2 j o, = ,.
i=l i=I

Tаб..tut1я I7.l



За тсоpепlоto дoдaBаHttя ймoвipнoстей iз зaKo}rу poзпo.Цi,ry (X, h
\lо)\нil 3itписати зак0H pо3пoJi"rv кo>кнoi з компoнент' напpиклaД X

l,l = Рtt * 1121 *,.. * Р,,t,..., Ptt= pl * Рz* ... * putu,

oбсpнtlнс тBеp.fжсHня в зitга.тьР{oNrv випадк}r не Мас мiсця, oскiЛьки
прll пi.]сvмoвYваннi iнфopмаuiя пpo oкpемi дoдa}Iки зникас.

Закoн poзпо,liл1' вltкopI{стoRYютЬ ЛиlIIе пpи Малих з}lаЧеHняx n.

L7,7.2, Фyнкцiя та щiлЬнiстЬ poзпoдiлy

О. ФуttкLчiсlo 1lo..ittсlr)i-'t1' вt,'.ttt,ttttttt (X, У) ttазtlвасmьcя

l'1.v, .t') = I> \X < .r, Y < )).
З гсoьrстprrЧнoi тOt|кlr З0p\' oстання iiьlовipнiстЬ _ це

тoг{J. ulo 3н.ttIення вttпlt]кt.lвt.ll. вс.11lЧltн},I 3нахoдитIlметЬся
з всprшинoкl (.v. j') (pllс:. l7.l l ).

функцiя

ймoвipнiсть
в квадpатi

'Ŵ
t ^? 

x

I,lrс. l7.]l l)rrс' i7.l2
B;1itCТ!ttloCтi Л ('т. .t') At't{t.:tt.lгi.lнi в.rастllвt.lстяпr Л (.т).
t. 0 < Л(.v, 1:) < l.
2' Л r.v..1') неспll.1Hil зil кO)<t{llМ аpгv|\'сHl.()l\t.
3. Л(_ *' ]') _ Л(.v, - -) = Л(_ m. oo) = $.
4. F (_ cс. oо; : |.
5. Л (.v' *) : Л (.т). Л (co, .1') = li (-1).

П'l. ЗнаiiтIr P (.'r . i.< .v:, ), < .\.) = l,l.
l'(r з в 9l з il lt tt lt. ll1l{tхtlR\,I()tItt l)}|с. l7.ll. rlitr-rttl

I't : F (.t.., .t') - l'(.t1. .r'.;.

П.2. Зllaй.lrr P (-тt < i.( 'r.l, .\'t < ), < .}'u ) : P:.
[) tl з в 

'] 
з a lt tl я. [}1laхсlв\'l0lllr.p}'с. l7.]2, rtаr;rttl

Pz= ]' (-т:'.г:) _ /.(.tr'.t':) _ (Л('t:..r.r - /-.(.r1..r.1))

О. Цf i",tьtliсmЮ Й.||o(iiрltОсt||i в(jlllIlllIlLt (x, }) Il(l..jll0QСltlЬ(,л rp5'ltкtt,iя

/ (.v' l) : lirn
'1\ + 't
.]lэ{|

/, (.,г S Х < .т * A.r, ). s' У< l' * A-r)

A.r At,

Bлаtстltвoстi / (-v' '1;) аHаЛt-lГi t'нi в-rастrtвсlстяМ / (.v). Haвс.rс-Irto Тх.



1 r /.. ..\ ,. a2F 1х, 1'1I. '/ (.Y' y) = -J;ф-.
2.f(х,y)>0.

з. l ! f в,у)tlхt]у:\.

4. F (.r, D :-J !-.f {',, у) d,v ttу.

5. /r(.r) = I f (х, у) сtу, fz (у) = / ! (.v, у) tlх.

B pазi *,",J,.*"o.тi Х i У
Л (.т' l) = Лr (х) F, (у), f (х, у) = f'(х) f,0).

oстaннi BvlpaзИ Мо)Kна вBaхаТи ознaЧеI{ня]\,{ незаЛе;кнoстi склaдo-
вих Х i У випадковoi величини (X, У).

L7 .7 .з.Умoвний poзпoдiл

Poзглянемo BиIlадкoBy BеЛиЧиttу (х, }) ' комIIotlенти якoТ
BзaeМoзале)I(нi. як вi.цotvто' Для зaле)к}Iиx BипаДКoвlrx пoдiir ,,1

P (B/А) : P (АB)/P (А).

o. Для вunаОкoвoi вел.lt|Lllr|| (X ' n умoвlru.|,| 1loзno1iлoм
iмoвipнocmеti Koмnolrенmu, X за )шtoвLl' щo Y = )', нaluва€mьcЯ
,\|tloz(uна у.t||oвLtuх iмoвi1lнocmeЙ P (XI/Y), P (Xz/Y) ,,, , P (X,'/Y),
|1рLl'.|oJ||,у

P (Xi/Y) : p (Xt Yi)/P (Yi).

Aналогiчно ви3наЧaсться vмoвний poзпoлiл iмoвipнoстей кoмпo.
нснти У.

.Ц'ля yмoвногo poзпo.li;ту ймовipнoстей спpaведлива така теopеI\ла.
T. Су.ьtа ti,мoвipнaсmеti, уJ\|oвнoеo polnodi,л1l Оo1liвtttoс oОttнutчi.

п

Cпpaвдi' oскiльки ) p (x' Y): p (У), тo
i=L

пl|',l^

I t, 1х,tуil =i P (X,Yi)tp (У;) = '*^ 2 o r,, Y,l = !]!2 = 1.
/=t i=l 

rt \ r' ltуJt,=t '(Y)

Зa ДoпoпroгоIо цЬoгo pезyльтатy мoх(на кoнтpoлIoвати пpави,'rЬнiстЬ
oбчислень.

Bелике пpaКтиЧt{е знllaтеЕ{ня ,Мaс' )'мОвtlе маmе-IrQt|ll,tttе с'noОiваttttst
BеЛиЧиIlи в' n.

XrY
iB
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О. Уlvttlвtttt.l|| .мQmе-]ИQmLlLl|!l!'l4 сnoaiваI1IlЯ.I| KО}rnoltенmц Y, сlб,tu<:.

-,tеttoi зсt 
'п.|oвLl, 

щo Ka.vnoненna х ttабула тtlаLlеtl|t5t х' !|аЗuaаemьС'|
{зе.п,tlчLl11{1

M (Y,/ X _ .r) = | у1 P(у1/ X).
j--1

Aнaлoгiчнo oзнаalасNlо

M(X/Y:У)=)*P(.ut/Y).
j=t

.П.ля пoб1.:oви такоi хаpаKтеpистиКи HаHессмo всi паpи смпipиЧниХ
ТoЦoК на пЛoщlrну XОY, Poзi6'eмo iнтеpвaл змiни X нa n piвних
частI,н. У кoх<нiй ви(lеpемо сеpсднi зt{аЧення .{l'.Y2,...,.К, i знайдelro
]|4 (Y/х: .rr) , ... , ]|| (Y/X = х,). СпoлyuипшIr шi тoЧки плавI{oЮ
кpивolo, Дiстанемo I|I (Y/X = д) = /'(х).

Aнaлoгiчнo бyлусмo M (х/ У=.-v) : f ''0).Пpи цьoму впевнимoся)
щсl стаT'Iсти.rнi фyнкцii,f '(.v), ,r.-(х) не BзасN{нo oбеpнснi, як звиuaйпo,
кoЛLl Маr},1o спpaBy з фyнкцiоналЬIlиМи за;]IeXнoCтЯмlt. Tvт не Мo;Kна
з гpафiк;t o:нiсТ фyнкцii дiстaтlt гpафiк .rp1,гоТ, оскiльки статистичнi
зaлех<нoстi не с ,<opсTKиМи.

L7 .7 .4. Ч испoвi xаpактepистики випaдкoBoТ вeличини

Kpilr вiдorvrrlx xаpaктеpистик l'1 (X), M ())' D (X), D (Y) тa iн.. якi
Хаpактсpll3ують кoХну кoМпoне}rтy oкpеМo' дJTя (х' n вBotятЬ
коpсляцirlнrrt.i мoмент pt"' i кoефiu,iснrn кopеitstu,il*I |r1'l ЯKi Хаpактеpи-
ЗvloтЬ веЛllЧllt{y сyкупно.

О. Kopeляцitiнt,t.ltt мo"Itеlttt|О.||1 вttnаdкoвoi. веJ1Ilч|llIlt (х, n lIQЗLt-
ваe|nьс5I вeлll{ruнQ

[.t : M ((x - M (x)) (Y - Iv4 (.n).

Уpaхoвvro.lи BЛастивoстi t'tатемат1rчнoгo спoдiвання, r"{аCМo

,u\1 = h.[ (Xt) - M (X) . M (t).
З oзна.{ення кopс,rяЦiirнoгo гt{oМеHту BtiпЛи вають йoгo в-rастивoстj.
l. Для незa,1еxниХ Х i Y !' = 0, oскiльки

tur6D=M(x)M(\).
Зaзнаuипto' щo Кoли l{^l' = 0, тo звi.цсlt Hе Зав)к,цIl випЛI{Bас

нсЗlt.lехнiсть X i У.
2. l7r,,l s o(X)o(Y1.
oп1.стиrto,foвсДе|{l-i'l цiсТ властltвoстi.

з94
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Kopеляцilirrttй момснт мас poзмipнiсть лo6утку рзмipностсЙ X i Y.
o. Koефitt,iснmoм кtlpелstLt,ii. вttnаОкoвoi' веJlI!.rulttl в' n tla3Ll-

вас |t,Lbс'| велLlL| Llна

r,n,: рo/(o (х) o l)).
Безпoссpе:ньo з oЗнаЧенl]я випл}tBас. щo дr). 6сзpoзмipна

велиЧина' а, кpiм тoгo' lr'l < l. Якrцo ro*0, тo кa)I(yть' u{o
вс-пl-tчини X i 1, кo1lеLtьoванi, a якщo r'!.= 0, To - lteKoРeльoвaнl.
]lсзале><нi BеЛиЧиHIt 3ав)Kди некopельoванi.

Poзглянyтi фyнкцiТ l(.v) i /-(1) нaзиваtoться ф''ttкt|iяlttt |lеzpесii*)
вiдтroвiДнo Y нa X i Х на Y. Якщo цi фyнкцii лiнiйнi, то вi,1пoвiднi
веЛиtlllнt{ 3в'язанi лiнiйlнorо кopеляцiйнoЮ заЛе)кнiсттo 1': kх + b, !^c

коефiцiснти lс i D мo;<на знайти метoДoМ нaйМеншJиХ кваДpaтiв.
Якrцо викoнaти ц}o пpoцсдypy' тo лiнiЁrна кopсляцiйна зале>кнiсть

набrrpас вIrгЛядy

У - 
^4 

\D =2r,>.(X _ M (X)),

Y нa X. Це анaлoгTака IIpяМa
рIвttяння ПyЧкa

Bели.lинit |.
oцiнити зв'яЗок

пprт |r.. l = l
пpи 0 < Ir.'. l

назиBасTЬся ITpяМoIo
пpяМиX.
вiдiгpас тvт фундаменТaлЬH)' poль, oскiльKи Дас зМoгv
пri>r<Хi}',асамс:
МaеМo функцioна-пьниii зв'язoк (pис. l7.l3) 

'
< l - стaтистllЧнttt"t зв'язoк (plrс. 17.l4) ,

,'.liнiiiниii Зв'яЗoк вiдсvтнiй (pис. (17.l5).

Рltс. l 7.l4 Pис. l7.l5

Ця велtr.tина вl{кopt{стoвv€'ться i в iнrцих 3l;-te)<HoCTЯx' напpикЛад
в rцiЛl,нoстi irмoвipнoстi двoвиьlipнoгo нopМальнoгo poзпoлiлу

,/(.t, r,) : (2лo,o'Y,Т:?)_'"*pr_----l [(.' --n'), *', 
.;, 

2 (l _ ri.) l' o,.,

* ()'- jr:) - 2r,,.1 L--gll 
I

ol 
!' r'r' or o.r j 

I

l'7.13

t) ]}i.l 'lltl, гt.grеssiо 
- 

П()BерtlеIll|'l
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ЯкrцoХiУнезалеxнi.то

/ (.r' у)

1 7.8. пoHяття ГlPo BипAдкоBi oyнкцiТ
тA лAHц}oГи ttJlAPкoBA

17.8.l. Ланцюг Мapкoва. Рiвнiсть Мapкoва

Poзглянемо сис:..еМ1'' яка Мoхе мaти k стaнiв Аt,Аэ,...,Ау, ЯКi
\,ТвoрIoють пoвI{y гpУп}' несyмiсних гroДiй' Haд }Iею викorryeться
пoслiдoвнiсть випpt-.rбyвань. ПoзнаЧимo vеpез P'](S) yмoвну ймoвipнiсть
тоГo' lцo в S-тrrу вltпptrб1,ваннi системa знaхoДиться в станi j лiсля
тoгo. як в S-1 випpoбyваннi Boнa знaх0ДL7лaся в стaнi i. Якщo P (s)
I{L' 3aЛе)Kить вiд резу,rьтатiв викoнaних рaнirпе вrrпpoбyванЬ (системa
бсз пам.ятi l . то nослi:овнiсть випpo6yвань т;tкoi систеl{и назtlвас'тЬся
.1аHцюгol'r IИapкoва.

Змiнa сисTе}{и Мoже tlpoхoД,lти v визначенi фiксованi uи 6yаь-якi
вшпадкoвi lltоМlttтIl Часv. У пеprшом1, вигlадку вiдпoвiдний дa}rцюг
\{apкoва HiЗИBаЮТIl Лаt{I{ЮгoМ З дtlскретt{иI{' а в дpyгoмy з
l.lепL'pеpBItиI\1 ЧасoNl. Якцtо yМoвт{a ймoвipнiсть Pa(S) не залея<ить вiд
}toNiера випpoбvвaнвя' тo6то P,;(S) = P1' .гo .па}Jцтoг на3rlваrтЬся
о-rнopi.lним. Якщo Чис..lo станiв систег!!!l скiнuенне, Тt] JанцlОГ
на3rrвaетЬся скiнченнlrl"l.

П.l. Il]aхтниli tlасoс Г().1()t!нOгo вО]lopoз'r9lI]у \,tO)ке
зilil\().ll!Т}lся в ТрЬ0х стаllах (pltс. ]7,l6): l) у рoбoтi'
2) 1' резеpвi, 3) -v pемоrlтi. Умoвlli irмовiрн0стi Перехoдv
с11сTс\,1I,t з (,дl{oгo стaнv I] ittttlltй зрr'.llItl По:Iaтt' t'виг.'lядi
\4а.rр}'1lii.']кa м.tс I.]}'Г.1l']f

Il,,, Рtl lltз
Р, = |Рll Р:l Р..з

! 1l: r 12..: Рзз

}, за гз.'tьltсlrrv вtf падК j Тaка \1аTр!{rt}l' rlк\. llitзt-lBaк)Тt'
va'rp}lIiею Iiерехoд}/. Маrj ts,tГ"'l5!]l

I

Цтo\o\'

Рис. l7.l6

()скi"тькrt B K())d}ioМ\'
/ B 1l\'lЬ-якlll1 llIl.l]lll1! t]к'

р'];lк\, \{аТi]lrIIi розrtitltеtti iiМоBiрilос,гi Пеpсхo;lv
vll!ll]l{)}{]ll, rl(\RIlv гpУПу' TО

T, -l.i=1..1....,{/ t :t

396

3 (l:lt|oгО сlаl|\'



}Jсхай Р,i(n) _ йт'rовipнiсть тoгю, Цo B pезуЛьт]тi випpoбyвaнь
t]llстсi\l.t пеpсхoдитЬ зi стaнy l в стан i. Пplт n = | масмo матpицIо
nсpсхiдяиx станiв Р1, €,nCмeHти якoТ P,;.

Знайдемо Мaтpицю 1)r], еЛeме}lти якoi с ймoвipнoстi pц(n), Цля
цЬoГo BBедсмo пpoмi>книЙ стан r мi>к i тa j' т06то вBах(асмo, tцo зi
( l ilFl.\. l систсМа зa ln кpокiв гIсpсхof,}tтЬ y стан r з iмoвipнiстto
l',,(tn), пiс.пя чoго Зi| || * m кpокiв зi ст.ану r вона пеpехoдить v
(т.lн / з iмoвipнiстю l),,irr_rzl)'

Kоr"rбiнуюuи теoрCМи дoдаван}lя та
]lс,I.а}lсl\1с)

Мнoжстlня itмовipнoстеli,

к

i'i1:n1 = | t,,,\m1l"t 1n -
/= l

piвнiс,гь Маpкoвa.
;i;, , тo6т.t.t Рi, МoХHi знайти pi1Q), тo6тo Pz i
= 2^ п = i. З piвнoстi Маpкoва маCl\{o

l1с i с luyКа}rа
Знаючи p,;(1) =

Сп1.111g;1, нехаii rz

i

^P',( 2)=т/),,' Lt'

Aн.t'.toгi.tно Рз = !}t. .. ' . ,')'i = ],l,i .

il.]. llIlrхrItttlt llL'IiIl:,|)llll}l rtiitlr'.l.tI.'
I lр()l]i1 l)|()tsatIIl'l !l())ке з}Iaх()]l}t гl1с'l ts ..tl}i)х ста | lit х :

I) r 1lо6огi, 2) r' prмorti.i tриi..l7.J7). \{a'грllrtя
ll.l)с\(\.l\' МаC tsi1|.-l'I:l

, ,- Io,a
10.3

iJнlltrlt Р;' l,з.
i' () з B . я З a н tl ;t' IlrtкtltIУк)l|}1 }l1lo.

)]iс'tll9l \{а,lрl.1Llь' }tilЕ]v()

&

ll { l) = Т ll,. l,., + P> = РlP: =I't \' I LJ l'tt ,'tj

{). б
0.7l

,' = 
"т 

= lli.] 3'9i i3.] 3'l! =

Рrrс. 17.l7

10.31 0,641

10.33 0,67 I '

l,.l = Рi = ili']] li'lii
lо,.1 0'6 ] - i0,334 0'666 

|

ln, o.7l-io,3J3 o.66il

!7 .8'2. Bипадкoвi фyнкцit'

I}анitдс рoЗгJядалlrс,I вllпадкoвi фyнкuii aслtll|lltiи! нсзa.rе>кнi вiд
.rасr.' ilpотC ll,с tiС Зir])t(.1tt тiiк. НапpиК;.I3f,, llJRll.]кiстъ.riтака - це
(lr.нr<uiя. зil.пса(}lа Bll LlilС).,;tJC саN'а ця фl.rrкrtiя зrtiнlосться вiд

|),]H()Гt.} пo.l1ьoТv дi) /.lругoгo.
О. 4)j'ttкt1iя itа:;tlвQС||!ьс'l вunаdкoвrltо| 5LKu|o в реЗ!:цьmа|nl

rtttп1lrl(l1'a{uttl {J(1lIQ.r,()ii{('ttсtбLtpаmtl maсo L!ll iIl!Цo,,o KОl1KреmItt.}.()

.,..''.,,..,,i., ttt,t:iitl't!Осtt ilt!|lt'!|(,(J i 'i(l..l|,^|to?o r]lr) .ltttltl14Кlв|t.t 'Itttttttlкiв.

397



|П.

Koнкpетний B|l.ГЛЯД випадкoвoТ фyнкцii B данoмy випpo6yваннi
HitЗIlвастЬся pеалiзацiсrо в}rпадкoвoi фyнкцiТ. Пoзначатимемo випад-
кoвi фvнкцiТ uеpез -r(0' l(0'... ' а Тх pеaлiзацii _ vepсз

,tl(l)'.v2(l)' ..' ,.r''(l)i ll(/)' y2(r), ... , У,,(1), ...

Розглянемо пеBнy випaДкoвy фyнкцilo х (t), нaд якolо Bикo}Iанo
l/ незaле)кних випpoбyвань. B pезyльтатi дiстанемо pеалiзаuiТ
.rl(l), .{2(/), ...,.r,(l). Зафiксyемo деяке знаЧе}II{я t, Пplл цьoмy
BlIIIaдКoBa фyнкцiя пеpетBopиться нa випа,цкoBy велиЧинy' якa
}l{lзIIBaстЬся пеpеpiзом випадкoвoТ функцii (peтc. |7.l 8). Tаким ЧIIнoМ'
Br,lпадКoBa фyнкцiя oб'сднуe влaстивoстi випа.цкoвoТ велиvини (пpи
фiксoвaнoм-v l) i невипаДкoвoТ фyнкцiТ (пpи фiксoванoмy нoмеpi
вlrпpo6yвання).

х(t

!:.rt)
хz(t)
\ (t)

,n, (t)

ffiфAлдe

Pис. l7.l 8 Plrс. l7.l9

oскiльки oписyван}rя випадкoвoТ функцiТ складнr, тo в багатьox
3адaЧaх кopистуIoтЬся сyKyпнIrМI{ yявленняМи' а сaМe пoЧаткOвими
й центpальниМи I\,toN{сI{тaми, mлoвнi 3 яких МаTеМaтиЧне
спoдiвaння й диспеpсiя Bипадкoвoi фyнкцii.

О. IуIаmeмсImuчн|l.1|| сnoОiваttttям вunаОкoвoi. ф1'tt кцii н(Il|lва€mьcЯ
невunаdкoва функцiя m*(t), яка npu KО,:l1otrIу ЗнQ|lеlltti аpг1'менmу t
Оopiвн toв -цаmемаmuчIlО.цу сnoОiваttttto вiОnoвiОнoеo nеpеpiзу вunаОкo-
всli функt1i{ (pис. 17.19);

m'(t)=M(х(t)).
Bлactnuвoctlti ttt'(t)
r.M(p (r))=p(t).
2. t,t (p (0x (0) = ,р (t) m'(t).
3. 

^4 
(х (t) + Y (|)) = m'(|) + mуQ)'

П.l. Bипaдкoвa фуllкr1iя Мaс BигЛя;l Х = U сos t, дe U _ в}lПaдKoва Bел}'ll}lнa,
Ilp}tчOvv М (q = 5. Знайrти llt'(f).

Р o з в.я з a н н я. KrlpистукrчисЬ пeршoю влaстивiстю пt,(t) (pис. l7.l9), мaемo

ltl,(f) = Л/ (х (/)) = |\| (U сos l) = М (фсos t = 5.

О. ,\uсnеpciсto вunсl1кoв<li ф1,ttкt1li. .r (r) нaтuвoсmbся ttевttnсldкoва
ф,-tlкцiя D,'(t), Зl1сl|lеtlltЯ якai.Оля Koл.снoеo | 0o1liвtttoс Оucnepcii.
вidn,oвiОнoеo nеpepiз1l вunаОкoвo[ фуttкцit, moбmo
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l]ля сеpсдrlьoгrr KBадpатиЧнoго вi,цхилення випaдковol. фyнкцiТ
l\'ас}to

o.(l) : 'fD;A
Bлсcnutвoсrui D (х (t'1)
1. D,\Р (r)) = о.
2" D'('х {t) + p (l)) : D'(0.
3. ll,(, (t) p (t)) : ,p'11t1 D,(t).
п.2. Зa УМoBaМ}l п.l зttаiirrt л (х (r))'
['0зв'я3aнrtя.Масмo

За допoшloгoк} випaдкoвlrх фyнкцiй мo>кна poзв'язvвати двi oснoвнi
lзitда.ri аналiзv i синтсзу систeN{.

ЗаОачсt аttаtLiзу: вiдt.lмi паpамстpи пplrстpoкl Тa ймoвipнiснi
хllplliтеp}tстI1Ки CИГH3l:It1 якиЙ надхoдитЬ на вxiд' Tpе6a 3нaйти
\аpакТеpистик14 вихlДtloго сIrгнaЛy

ЗаОачсt cLlHmе3у: заДанi r1мовipнiснi xapактеpl{стltKi{ Bxiднoto й
вtlхi.знoгo сигнzlJ-Iiв. Tpсба спpoеKтyвaти систеМy' ЯKa здiйснюе
r.)ПТtlr\Iill.IЬHe пеprтBopення вxi.цнoго сигt{zUIу 1, виxiдний.

якutо D(ID=3.

= 3сos2t'
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P0зД|Л l8

ПлAтЕ t\лAтиЧ нA стAти сTи кA

18.1. oсHoвHiпoHяття Й MЕтoди
M AтЕ M ATи Ч H oT стAти ст lАl<lА

18.1.1. Гeнepальнa i вибipкoва сyкyпнoстi

Maтеlraтичнa статrlстика poзpобляс lvteтoди prсстpаЦii, oписy й аналiзy
статистиЧниx ДаниХ; iТ завдaння _ 06'€'ктrrвно з6иpати данi, встitнoв,rю-
вaти 3аKoни poзпоriлу B,1Ilадкoвllх велиllItн' з}lахoдttтtt Тх паpамстpи,
пеpевipяти стаTIIстиЧfIi гiпoтсзи.

I-{ ентpaльниМ пollяття мaтеMaтиЧIloi стaтt{сти ки с пot{ яття ? е | I r p сLць.
ttoi 

,) 
тa ыtбi1lкoвoi сyкупнoстi, Генеpа,lьttа c1'куnнiсmь _ це .]цlroх:|llrа

oб, скmiв oОнакoвoi nрLtpoОtl, 
'Lrcа 

nОвLltlLtа буmu пе1lевi1lеltсt ltа nеtJlI)'
кi;Lькiсну LlI1 якicttу a3нQKу' Buбipкoвtt суку-nнiс'mь (на3иватипtемо

ви6ipкorо) _ t|е ttil.vttoiкtll|Q ZeнеРаjlьtlot сукупнoсml. Oснoвнttьlи паpа-
МеTpaМи Taкиx сyкуп}loстеii с N i n _ Тх о6сягlt (кiлькiсть oб'сктiв).
Blrбipкoвa сyкyпнiсть iснус oб'ективнo, oскi;tbки псpсд нсю ставЛяться
виМoги ITpaвI{ЛьIlo вiдобpажати пpoпopuii генеpальнrэi с1,кyпнoстi (бути
pеПpезеHтaт,r"нoю.-)). Cyть opганiзaЦiйноТ pепpезeнтлтивнoi вибipки
BикЛaB oДиt{ 3 кеpiвникiв iнститyту Гeллапа; для тoгo' utсl6 oцiнlrти сrrrак
с-vпy. I{е тpебa з'iдaти Bесь кoтеЛ' дoсIlть' дoбpr poзмiЦIaвut],t' 3'Tсти лиrпе
oДIlV ;]oXКy сyпy. Гoлoвне B цЬoмy pецептi _ poзмirшати, а цe
зДiйснюeться за pахуtloк тoгo, щo вибipкy здiйснюють випадKoBo' нaпpиK-
;IaE'' Зa,цoIToМoгюIо таб,тицi ви пaдKoв}tx ЧисеЛ.

Зaлех<нo вiд o6сягy (o6'сr'ty) генеpальнoi сyк5lпностi ви6ipкa моxе 6ути
як пoBтopтroю' так i безпoвтоpною (oб'скт пoвеpтaсться ЧIl }re пoвер.
таeтЬся дo генеpальноТ сyкупнocтD. Eлеменm вuбipкu t|ауuвaсmьс'L ва.
piсtнmoю .Yi, 7poC|flсlIО,ta noслidoвнiсmь ваpiаttm уmвoРrОс ваpiаt1ЙttuЙ pяО,
ЯкпIo /u BеЛике' тo pяд IIеpетBopюють в угpyпoвaння' Д/!я Чoгo Bесr,
дiапaзoн змiни oзнaки .v poзбltвaють на & piвних iнтеpва,riв i пiДраxoвyють,
скiльки знaченЬ nl МiститЬся в l.мy iнтеpвалi, пoтiм о6числюютb вi.цнoснi
ЧaсToтII ''уi = ni/ n i занoсять pе3улЬтати tо та6лицi'

-----;1-
- t1 

Biд uu.,' geneгal _ зaгn.rьн!rй.
i Biд aнгЛ. reprеsепt _ пpедстaRJIяти'
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l.Ipипустимiсть заlriиtl rlмoвipностеtI P (А )
в!дI{oсl{}1ми Чaстoта]!'i,f |y (.4 ) oбгpvнтовaна те.
opеNroю Беpнv,rлi. Гpафi нне зoбpах<ення r'гpv.
пoвllнi{я наЗиBarотЬ гiстoгpaмoю / (pис' 18'1),
5|l(:l с aналoriсro щiльностi pозпоliлy ймoвip-
нt.lстсti, пpи цЬo}{!'iТ п.тtrшtl пoвllт{}lа .зopiвtlю-
вaти oдиницi (A.l. = (сtц - а'.)/k).

ao at

18.1.2. oцiнка Числoвиx xapaктep}'стик

Гснеpitльнa сyкyпнiсть i вибipка r{аюТЬ IIеBHi чисЛoвi хаpaктеpистики.
Статистична oцiнка п:lpатltетpa Ф зa дoпoмoгoro O. пoви}iна заДoBoлЬI{яти
l.аKl уМoBи:

1) бyти незмiщенсlю, M (,o'\ = @, тo6тo не пoвиI]на мiстити сrlстема-
тl,{tIнoТ пoxи6ки;

2) 6утvттакoю''o,lтl t> ( |0, - 0 i <e) = 1;

3) 6yти ефективнoю, тoбтo D (6.) пoвинна бути t"tiнiмальнoю.
oцiнкоrо N{атeМaтlrЧнt.lгo спoдiвання M (X ) генеpальнoТ сукупностi с

вибipкoве сеpt.дHс'

Пi-Yi' (l8.r)

Застoсувaння йогo гpyFfт}'стЬся на теopеьti Че6иrшoвa, пp}lЧoМу

M (х): 
^4 

(X),

oцiнкoю гсtlеpaЛьъloi дrrспеpсii D (х ) с вuбipкoвсt 0uсn.ерсiя

-.f_ х ).ni'

а o цl н ка ссpе]H ЬoкваJ pllти Ч Hoгo в iдх ltлення генсpа.r ьнoТ сv кr, п нoстi _ це
вLtбiркrlвuti cepе1нiti кваО1lomtrtнuti вiОхuл oв = {Dв.

oстaннi двi оцiнки на вi,lмiнv вiл пеprпoТ с змiЩеними, oскiльки пpи
о6.lисленнi Dв t1A вибipк1, rrаклaденo 3а'я3oк (l8.l), rцo змiнилo ЧисЛo
стvпенiв вiльнoстi на oд}'l.lицю. .Ц,ля усyнення змirцення (пpи мaлих n)
BBoJЯтЬ Bи пpаBлеIlv :ислеpсiю

^)

l^

х=: )n.Ц'

Do: L,*, ,",

1k-^ \г
n_|,,Ц.

, BiI l.реltьк, <<iстОс'>, (грll\|il> _ зо6paжeння стoвIIIlеМ
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.]е s _ BипpaвЛений ссpеrнiй кBa,цpaтиЧliиji вiдхил.
Статистlrчнoю oцi}rкoЮ коpеляцiйнoг\] t"loМентy генералhЕIoТ сукyп-

ностi 1ro' с вибipковиit кopе,тяцiйнrlй мoмeнт

а oцiнкоrо кoефiцiснта кopеляцii генеpaльнoi с1zкyпнoстi с вибipкoвltй
кoефiцiснт кopеляцii.

. Г.т-у : |lху/ \opi.

1 8. 1.3. Bиpiвнювання статистиЧ}.oгo pядy

У всix емпipиuнllх poзпo:i-rах с елеМсHт Bипa.]кoвoстi. зв'язаний з
oбмеxеним o6сягоlr вrr6ipкrr. iз з6iльrценняМ n вIlпaдкoвoстi 3гЛаД)KуЮть-
ся' aЛе Irе 3авxДи }'o)<}Iа збiльrшити n. Toму актyaльI{oк! с зaдaЧa зглад.
х(VBаtlI{я виПaдковoстей 6сз з6iльrшення n. Bона poзв'язУсться завДяки
згЛаtх(уBal{}lЮ стaтистllЧ}Iогo pя,цy за Дoпoмoгоro найблиxчoгo теopетиЧ-
Iroгo poзпoдiлv' вигляд кpивoТ /(х) якoгo вlrбирaють 3 теopeтIlЧ}illx
пripк1,вань Чи за вигЛя.foм гiстoгpами.

Kpiм епtпipиЧ}lиx частoт Пl' po3глядaroтЬ теopетичнi чaстотrt lli, oтpи-
мaнi за Дoпo}{oг0lo 3акoнv poзполiлy

t'ti : npi. (18.2)

П. Пpoвeсти виpiвнювання сТAТllсгиЧ}Ioгo ряду' 3aдaнoГo в таб.r. l l].l (ll : 100).

Tаб.пuця l8.l

Д'.r.r'=

Р o з в' я зa н I'l я. Зllаliдемoспo.Iaп(v:.тs
за все цe poзпoдiл Пvaссонa, для glкогo,1 = 2.

P(0) = 0,13s3, P(l) =
P (З) = 0'1804' P (4) =
P (6) = 0,0180, P (7) =

* 2; Dв = 2,04. oскi-тьки rс : Д6, тo скоpiпlе

3a фopмулоrоP (k) = 2kс-2lk !oб.lllслимo:

0,270't, P (2\ : 0,2101 ,

0,0902, P(5):0,0351,

t

;

Kopистуюullсь (l8.2), дiстaемo llfi =
= 4' lrЁ = 0' > lri = l00'

0,0034.

lц, п.t = 2l, n1 = 27, пЗ = 18' лi = 9, ll3 :

Пopiвняння ni i ni пoказ)i€ близькiсть теopетиЧHoгo та емпipиЧнoгo
poзпoлiлiв. У пoда'тьLшoМ\' в)I(е сЛif, кopистувaТися tlC |1i, a лi. Piвнiсть

) ni=) ni
пoBиI{нa BикoI{yBaт}'ся oбoв'я3кoвo. fi BикopистoByloть дЛя Koнтpoлю 06-
чисЛеIIЬ.
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18.1.4. Toчкoвi oцiнки паpамeтpiв
тeopeтичнoгo poзпoдiлy

Д.ля oбчислення теopстиЧних Частoт пpи виpiвнюваннi смпipич}loго
pядy неoбхiднo визI{аЧити паpаметpи тeopетиЧнoго poзпoдiлy. .Ц'ля Цьorо
Зilстoсoвylоть oдиII iз настyпниx метoдiв.

a) MemoО мoмeнmiв абo мemod Пipcottа / пoлягaс в поpiвнюваннi
мoментiв oДt{акoBoго Iтopядкy теоpетичтrоrо й емпipиuнorю pозполiлiв.

Д'ля o,цнoпа'pамстpиЧllltx 1.loзпtrдi.riв tI.l-vaссoна, сксlloнu'нtliаЛЬнoпo тa
iн.) пpиpiвнюIоть пеptui пoчаткoвi мoМeнти M (х ) = 

'..{ля двoпаpaМеTpиЧних pозпoдiлiв (нopмальнoго та iн.) пpиpiвнюють
ше й дpyгi центpaльнi мot\{е}Iти (диспеpсii) D (X): Dв i т.д. Метot дae
гitpнi pезyльтати BХе I|pИ n > 30. Ми скopистaЛися ни}t{ R oста}ItlЬolvlу
пpиклaдi.

6) MemoО найбi.,tьцto[ npавdonoОiбнocmi, абo мemoО Фituеpа IIoлягаr y
вiдuryкaннi МаксиМyМy функцiТ пpaвдoпoдidнoстi

L (.tс,, х2, ,.., Xn,0 ) :
_ | P (*',0) P (.t,,0) ... P (хn,0), .r_tисКpет}rе;_ 

1 /( хь a ) f ( хz, 0 ) .,. f ( хn,0), х _ }rеIIеpеpB}Iе.

.Ц,ля зpyuнoстi oбчrrслень викopиётoвyloть у- : |nL i застoсoвyroтЬ I{е-

oбxiдну oзнaкY екстpеMyМy

9=0,do

звi:ки 3нахoДятЬ rлуканий пapаметp.
П.!ляeкспонeнцiaльltoгoрсlзпo.riлу |G)=},е-м, М(.t)=o(.Y): |/7,дaтнcтaтн-

с гllчнv oцiнку лapaметpа j..

Рoзв,язaння. N{аемo

п

L =.t(.тr 'i.\ ... J(хn,А) = )!е-) | х;'

_r,=lnL=nln7-i).t,,

Цей pе3yльтат дiстанемo fiI зa ,цопoМoгoЮ метoly мoьtентiв
1

М (х) : i: х, aле Метoд наl:т6ilrьruoi пpавдопопi6нoстi ,цас гаpнi pезуль-
,гilTtr B)Кс lзoи n 2 5.

g) MеmoО наti,ъtеtttllt,lх кваОраmiв (вiн 6yв poЗгляI{yтий pанiurе).

-.---/ K. 11 i p с o н (1857-l936 ) - aнглil.tськийt МaтeмaТLtк.сатl,lст}|K.
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18'2. i}{тEPвAJIЬHi oцi Hк14

18,2'1. Гаpантiйний iнтepшап

РозгляrIу.тi виtце оцiнки Числoвих хаpактсp}tстltк i nаpаметpiв pоз-
пoдi.1у ХаpактеpизYtоться oдliиNt ЧислoМ. Hазиватlrмемo iх нaДалi mОчKo-
(jll',l'11' Пpи N!а,iIиx n вo}tи Мo)KутЬ мiстити iстoтнi пoxибки i, кpiм тогo,
с}'пеpеЧaтЬ iдеям теopiТ liмовipнoстей, oскiлЬкll P (X - .ro) = 0, де Х _
ttепеpеpвнa BеJ'tиЧ}t}{а. oб'сктивнirшoю i нaдiйнiruoю с ittmеpвальttа oцiн-
к({) якa xapактеpизУeтЬся ,гpьott{а чI,lсЛа},rи' а саt.{e: пoчaткo},r i кiнцем
iнтеpвaлу, який пoкpивaс дану oцiвкy 6., та ймoвipнiстю, з якo}o вiд6y-
tsllстЬся ця пoДiя. IJ.я йьloвipнiст.ь нaзивaетьcя на1itiнiсmю.

О, Hа0iЙнicmю ott'ittкtt nаpaмеmpа 0 еенеpа.lьнoi. сукуn,toсmi за Йoza
L'|nаn|ucmLlчнoкl oцiнкolсl 0" на,зuва€mьс't t}мовi1ltlicmь у, з якoto вi0бу
вQс|nьсЯ неpiвнicmь |0 _ 0" | < ё, moбmo

0'+3
^,,= P(|0 _0" |<0) - Р(0* _d < a<о* + 6) = ! 11х1а.r, (18.3)

8"-d

Bе,'тичинa y задасться 3аз,]аJ.lегiдЬ на oДArol,{у з piвнiв 0,95, 0'99, 0,999
ЗiiЛе)<нo вiД вiдпoвiда.lьнoстi об'скта (напpикла.Ц' якщo йдеться пpo лам-
Пoalкv в квapтtrpi' тo 1., = 0.95, а якщo пpo лaМnoЧкУ нlt пyльтi pеактopа
,\ЕС' тоy:0,999).

О. iнmеpва-п' (0" - 6, 0. + 6)' 
'lKuLi 

noKрllвle nflPа'uemp 0 з на\iti-
ttiсrпюу i mottнiсtnto 6. н.t.;ttвсtс'|'IьсЯ r.dpа|lmiLitItt,+t iltmеpволrэм.

Метoд t,а pантiйн и х i нтеpва,т iв poзpо6ленltй Н ейма ном. l. щo6 пO6yдy-
в;tтll тaкиri iнтеpвал, тpс6l poзв'язaти piвняirня (l8.3) вiднoснo 6. Якщо
.;itJаFlа фyнкцiя poзпo:i.зr . то

.i = F (6.+ а) _ ^A(6._ а).

L8'2'2. oцiнка матeмaтичнoгo спoдiвання
д'ля нoplиaльнoгo poзпoдiлy пpи вiдoruoмУ тa нeвiдo;t,toмУ o

Poзг.r я нсмо Hopт\!а-1 Ьtlo pозпо:iлену випaJl.iol]\. BеЛ и чи нy Х з вiдомим
o (riaпpикЛад, вiдоьtо Клас пptlЛаду' зa дoпolrroгoю якoгo викoнували вимi-
pювання). Tpебa знаriтlr r,;tpантiйний iнтеpвa'r, якlтй покpttBltс BrлиЧиrtу
.:1 (}'Aте}IaT}rчI{е спoдiRaнilя) з надiйнiстtо i,.

Як si.lot\|o. статистl|Чt.{t.rю оцiнкoю 4 с i. пplrЧoмv M (X ) = Q'
o(x) = oilT, Bипtaгатtrпlсьrо, rцo6 Р\|X _ri l< ё}=у.У вrrпадку
t] о o N{а!"iьЕloгo 3а кo}l \i

,li.Ф.Ileiiчан (l891-198]) _a\'el)}lKatlсI.кlll:i}lit1еi\ra],}.lк.с,tlt'l.l|с!}tK



P(|х_а|<6)=2,p

Замiнимо тyт Х на i, q _ wa o/чБ.
Tодi

А ',гP ( |X _ а | < 6 ) = 2o (6li/o) : 2o (.t) = у,' : !! 
"o

звiДки

Ф (t) = y/2,

За допoмогоrо тaблицi ф3zнкцiТ Лaпласа пo 7 зIraходимo l i Bизнa-
Чaeмo 6 = t ё/|i. Пiсля цьoгo 6yдyeмo iаpaнтiйниr1 iнтеpвaл
x-6<с<х*d.

ГI.l' tsиlraдкoвa BeлиЧинa poзпoдiлeнa нopМaльнo' б(X)= l. Знaйти rapaн.гiйrrrrй
iнтepвaлдля аILqLтх' = 2' n = 16' y : 6'99.

P o з в'язaння. Зa тaблицею функцiТЛaплaсa пo Ф(/) =0'495 знaхoдимo
t = 2'58 i визнaчaемo d = 0'65. С)стaтoчно

i.35<a<2.65.

Зaзнauимо, щo oкpyгЛе}lItя гpаниць iнтеpвалy мo,(rra po6ити лиIIIe в
нaпpямi йoго pозшиpенI{я.

Hехай в yМoвах тiсТ самoТ задачi зtlачен}tя o невiДoме. Tака ситyаЦiя
BиItиКае' якщо ви6ipка скЛaДасTься 3 KiЛЬKox ЧасTиIt' oтpиI\{a}Iих 3а piзниХ
yA{oв.

BвеДет'lо 6езpозмipнy веЛичиtly

7 = (х _ а) (s/{i )_1,

яKa Маr paзnoОfut Сmьroaенmс]' пpl{чoмy IuI (T ) = 0' Пpи n + ф вiн тoчно
збiгаеться з }rop},taлЬIrим pозподiлol\{' а пpll n > 30 вiдpiзняeться вiд ньoго
нriстoтнo (з iнxенеpнoi тoчки зopу) i не мiсTитЬ o. Bходoм B табЛIIцю
poзпoцiлу Cтъюдентa e ntу'

3 умoви
/t. - - | '

P {|!-:| . ь] =,
\ls/vri | 't

зItаxo,цI{}'{o зa цoпol\{oгorо тa6лицi величинy ф i бyпyсмo t'аpантiйний
iнтеpвaл

_st'_sЬ*-Й<а<*+й.
П.2.BипaдкoвaвeлиЧинaХpозподiлeнa нopМaлЬнo' tt = З6, i = l0' s = 1, I = 0'95.

oцiнити вeJ'IиЧину с.
P o з в' я 3 a н н я ' Зaтa6лиt\ею poзпoдiлy Cтьюдeнта дЛя дaн}rх y i п знaхoдltмo

tу = 2'o3 i визтlaчaeмod = 0'34. oстaтoчнo

rd\
\;l
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9,66<a<10,34.

fI.3. Bипaдкoвa величинaХмaе нopмaльнийpoзпoдiл, ! = l0, s = 3,
знaЧенtlя Xлpиу = 0'95.

P o з в'я з a н н я. 3a тaблиr{eю poзпoдiлy Cтьroдeнтa I|p91 Д^IlL.|ху
tу : 2,3| i визнaчaемo 6 = 2'3]r. oстaто.{нo

п = 9. oцiнити

i n 3нaxoдимo

7'69<а<|2'3t,

18.2.3. oцiнка o . s N|я HopмалЬнoгo закoнy

Hехaй BипaдкoBa велиЧинa Мae нoрI{альI{ий poзпoДiл. Tpе6а oцiнитIr
BeлI{Чинy o зa cTaTуIcтиЧI{oк) oцiнкoю s' тoбтo тpебa знaйти гapантiйний
iнтepвaл, яKI,Iй пoкpив,^e o 3 нaдiйнiстlo y'

.{ля цьoго пoвиI{нa викoнyватися piв}riсть

P(s_ 6 <o< s*d) =у *P(s(1 - s) <o< s(1 * q))=y,

te g = d,zs. II{o6 3нaйти 6езpозмipну велиЧиtty 4' введеМo 6езpoзмipну
BIrпaДкoBy величиIrу

,t = { ,!i=т,
o

яKa lltaе <<.хj>>-poзпoдiл зi щiльнiстю ймoBiрнoстi

-n-zo-'2'2R1х,n):__-J--J---_'-.
2Ф-2)/2гl,;,]

\2 )
Зa таблицеlo для q (|, n) знaходимo q i бyдyeмo гаpaнтiйний iнтеpвaл

s(1 - q) <o < s(1 + 4).
Зa цiеIo )K метoдиKorо oцiнrоють тoчнiсть вимiprовань (пo o).
П.l..Цдяi{opМaльt{opозпoдLrоrroiвltлaдкoвоiвeличиниХмarмon=25's=l,/=0'99.

Знaйтlt гapaнтiйний iнтepвaл д5я o.
P o з в' я 3 a }I н я. Зa тaблицeю q (у' tt) 3нaxoдиМo s = 0'49. Будуeмo гapaнтiйtниli

iнтepвa-т (s = 1)

l - 0,49 <o< l +0'49' aбo 0'51 <o < |,49.

T|.2. Зa n = 20 piвнoтouних вимipiв дiстaли s = l. Знaйтlt точнiсть вимiрювань з нaдiй-
нiстюy : 0'95.

P oзв'я зaн н я. Зaтаблиrteюq (7, ll) знaхoпИмОq = 0,37' Мaeмo iнтеpвaл

40б

0,63<o<1,37.
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tl.8.з. пЕPЕBipкд стдтисrиЧ H иx гiпoтвз

18.3.1. 3aгальнi noлo)кeння

CтатltстичнoIо tIазIt в:l ють лiпотезy пpo в !rгЛяД емп i pи vнoго poзпoлiлy
тa йoгo паpаМетpи.

П pикла.lи стaтистиЧн и x гi пoте3: випa.цкoвa веЛиЧина poзпo,Цiл ена зa
нopМaЛьIlиI\t зaкoнoit{' NlатL'МатиЧI{i сподiвання BипaДкoBI{x величин збiга.
10ться' тoчнiсть вимiprовань otнiеi веЛиЧиIlи бi:lЬIllа вiд тovнoстi вимiptо-
RаFIня дpyгoТ. Гiпoтеза )к пpo тl' щo неiлентифiкoвaнi лiтarочi oб'екти
(HЛo) e пpoявolur пoзазет\{tlиx цивiлiзацili' хoЧ Ду)ке цiкавa, аЛe не стaTи-
стиЧна.

Гiпотезv, якy пеpсвipяIотЬ' на3ивaIoтЬ н)1льОaoю (H6), а Ilpoтилеxнy
iil _ альmеpнаmuвнОIo (H 1). ПpиntМaюЧи чи вiдкиДаroчи I{g, мo)кнa зpo-
битrr пoмилкv пеpIIIoгo pt-rду (BlдKиIIyти lrpавильнv гiпoтезу) uи Дpyroгo
pory (пpийвятI1 ItrПpaBllльну) ' Jх нaслiДкlr iстотно piзнi.

Taк, у ситyaцiТ, кo-nll гopl{тЬ бy.Цинoк, нехаri гiпoтеза f{o пoляг3е B

тoNIy' щo тpе6a винoсl,tттt pеui, Ht _ не тpе6а Тx винoсити. Пoмилка
пеpllloгo Poдy: pе.li NIO)Kна бyлo винести' аЛе виpiurили цьoгю Ilе poбити, в
pсз1.rьтaтi uого pеui 3гopi.rи. ПoМ}lЛкa дpyrЮГo poлy: pеvi B)Kе не МoжHa
бr.rо винестlr. аЛе виpirшrr.rlI BlrнoсиТи. внаслiдок Чoгo 3гоpi-1}r pеvi i пo-
стpilждaЛи ЛнJ.]lt, якi iх вtlнoсltли.

Tor'ry 1/0 вi,цкидавэть .псгlIIе' нi>к пpиймаrоть. iьroвipнiсть зpo6ити по-
Il}tЛкY пеpIIIoгo poДу наЗивають piвнеlr знаиyшtoстi. Иoгo заДaIoTЬ ЗaзД^a-

-.rегiдь (с = 0,05, 0'0l' 0'001) зале>кнo вiд л<иттсвоi неoбхiднoстi.
Пiсля вибopу с rтpийпrають спецiaлЬI{y випaдKoвy велиЧинy K, якy

н'tЗиBаtoтЬ стaTистиltl{иьr кpитеpiсм (як пpaвилo' кoх<нa нoвa задaЧa Bи-

ккp K l\кP| '|кpl

Pис. l8.2 Pис. l8.3

Iuaгас введенtlя сBoг0 стат}rст}rЧногo кplrтеpiю). Усю }rнo)кинy йoгo зна-
.tенt, K за ДolroМoгolо tlltслa t*,, pоз6rtваютЬ на пiдмнoх<ини: KplrтиЧнy
область, це .A1с] вiДкшдають' i o6ласть пplrйняття гinoтеЗи' Де F10 не вiД-
кuдають. Kpитиuнa oбласть зале)t(нo вiд вибopу ,tnu мoxе бути однoстo-
рoнньoIо (пpaвoю (pшс. l8.2) чи лiвoro) абo двoстopoнI]Ьolo (pис. l8.3).

.П'ля пpirвостopонньoТ (лiвостoрнньoil кpttтиuноТ о(lластi знаuення,tu,,
дiстllrоть з piвнoстi

I, (K, tnp) : а (P (K S t.q,) = a ).

.Ц.ля двoстоpoнньоТ o6'цастi кopистYЮтЬся piвнiстro

'\ кpl
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P(K. el'r')+ p(K. tl|;=".
Пpa;<тикa пoкaзуr' щo пpaвостopoння oцiнка бiдьrп )Kopстка i коpистy-

ЮтЬся rtero чaстilце' Якщо за змiстом зaдaЧа пеpе,Цбauаe дBoстopoнню
кpитllЧнy область' тo за oсHoвy 6еpyть t[.}) i ввахаrотЬ' щo

P (K, kf]1 = o72.

Kpитиuнi тoЧKIl tкp Знoхo,Цятъ зa тa6лутцямl,1 poзпoдi,ry кoxнoгO кpи-
тсpiю K, BХoдoМ в якt e а t n'

18.3.2. Пopiвнювaння мaтeiiатичниx спoдiвaнь
}topiiaлЬ}|o poзпoдiлeниx випaдкoвиx Be,!}|чlll{

Hехай генеpальнi сyкyпнoстi Х i У poзпo,цiленi нopмaЛь}ro. oбсягaми
вибipoх с вi.]noвiднo л i и. вi:омo тaкo)к х i y. Tpеба пpи piвнi знаuyщoстi
с пеpевipити гiпотез1z Hо: M (х) = M б).

Tyт за кpитеpiй K викoplrста€l\{o випаДкoBv велиЧинy

08.4) i

I

l

якit теж Мaс нopNraЛьниii poзno.Цiл, але вх<е з паpaМетpаМи

h'l(21:9, o(Z):1.
Kpитиuнi oбластi бул1,ють заЛежнo вiд f1l.
I вltпaДoк. IIf M (Х) > M (Y). Пpи цьoмy.Bикop}lстовyютЬ пpa*

BoсTopoнt{ю o6.пасть. Bнас.пiдок симетpiТ нopМаЛьнoгo pо3пoдiЛy N{aсМo

P (0 < , < z*v) + P (Z > r'i = ]-.
L

oскiльки

I --rip 2

Р(0 < 2 1 Zt<il = 1ф1 I е_' 2 
= Ф (z,.t.), l' (Z, Z,.1,) = d,

Тo oстaтoЧIla фоpмyлa набиpас виглядy

Ф(z*o):I_o.'z

Звiдси за дoпo]lfoгoro таблицi фyнкцiТ Лаnласа
Якщo 3наченt{я z.j. {18.3) т3ке, Iцo zсIr > zlip. тo
Zt-l 1 Zt<Рl тo не Btдки.f!lCN{o.

.r0E

I

I

I

( I 8.5)

Ф (z ) знаxoдltМo zкP.

Яrl вi,]кидасIt{o' яKщo
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i.t.
П.l' Bипадкoвi вeлlr.lrtlllt Х i У розnoдiлeнi за нoрмaль}{LtМ зaKo}loМ. 3poбленo ви6ipки

ilбсягaмиll: l0 i пr= l00iзrrаiiденoi= la.3' 
':|z'2.Biдoмoтaкo>к, 

lлoD(X)=)},
/J (y) = 18. Тpе6a Пp'1 с1 :0'0.5 перевiрllти rlvльовv гiпoтезy lto: М (X ) = j!/ (У), якпlo
]ll: M (Х) > 14 (Y).

Рoзв'я3aння.
За фopмy.пoro (l8.5)

Ф (:кp) : j _ о'os : 0,45 + z*o : l,64.

3it fопомoгокl ( l 8.4) визrtaчirсмo

14,3 - 12,2z,n:fiffi = 1,05.

()скi.цькlt Zсп { Zкp, тo,I/о ttе вi;1кltдaсмo.

i l в ипa,цoк. Hf kI (X) # M (Y). МаемoдвoстоpoHt{ю кpитичнy
OбЛaсTЬ. ДЛя якoi

P(0 <, < zкr) + P (Z.,*] = i* (,,.,, *

эФ(z*1,)=i(_а).

1\-!*'rl-1-

,Ц.aлi мipкусIlto таK' як Y BIrпа,цкy I.
П.2. Bипaдкoвi веЛ!l.trtltlt pо.зподiлeнi l{opvil-lЬtto' 3pоблeнo вrrбipкrr обсягoм tr = 50,

lrr : 60 i вllзнaЧeнo х : |275 i ! = 1250. 3aдaно D (х) = l00, D (Y) = |zo. Tpeба пpи
r:l = 0,0l пеpевipити ну.lЬoвv гiгrtlтезу tIo: М (X): 14 (', ),якшto H1: М (X) * M (\').

P tl з в 
. 

я з а }l }l я' За фoрrrr'-'roti) (]l}tв. П' l ) Ф (zцp) : 1 (| 
_ r,r) }'асMо

.D (;,.,') : } tr _ о'оll : 0,495,

.ltli.(кlI за таблttrtею ф.r'rlкr1ii jIltlt-ritrit Ф 1;,) 'lrrахo.tltVО !цI1 = 2'5E' Krrристvю.tltсь pilrltiсrкr
( lE'.:l). liстасмсl

,,.,, :'2'5^-t t35o : 12,5.-сlI v2 + 2

oскiлькlt Zсп ) Zкp, то flo вi:lкrulасмo.

18.3.3. Пopiвняння тoчнoстi двox мeтoдiв
виfuripюванl{я

Тoчнiсть двох Мстo.fiв в rlMiplова}l Hя oцiнtoстЬся за Тх н iми дI,{спсpсiяlt{и.
Hехaй випaДкoвi BеЛиЧинtт Х i У маroть }ropМаЛЬHi 3акoни poзподiЛy. За
l]cЗ:tЛе)кtlими вlrбipкаIии З 06сягаMи n i m RИЗНaчаIотЬ s? i s,2, si > s;. яK
кpитеpiй викopистoBv ЮтЬ Bипа,цковv веЛI{Ч'lнv

P = s?/ sl, ( I 8.6)

яка Мar poзпoДiЛ Фiruеpа*Cнсдскopа зi стyпеняМи вiЛЬнoстi kt : n _ | t

k: : m _ l. Число Тх зltсншrенo нa oДI,lI{ицю, oскiЛьки пpll o6ЧI,rсЛеHt]i si i

14 214 
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Ji викopистаIti велиЧllни х i 
', 

якi визI{аЧенi за тими саI\{ими дaними.
Bxoдoмy та6лицlopoзпoлiлу F eа, kl, kz.

Tyт тaкoх зале)кнo вiд 11r }"ro)кЛиBi два BипaдKI{.
I випaДoк.Ho:D(X)= D(Y)' HiD (x) > D(Y). Масмoпpа-

вoстopoннIo кplIтичl{y o6лaсть. II{oб знaйти Л*,, кopистyсмoся Bиpaзoм
P(F- F*o)=а.

Знaчення Лсп 3н?йдемo зa фopмyлoю (l8.5) i пopiвнясмo 3 Лкp. Якщo
Л"n 2 &р, тo,I{о вiдкиДarМо, якIцo Л.,' { F*t,, тo нe вiДкиДаrмo.

П.,{ля нopмaлЬнo розпoдiЛеtttlх виllaдкoвllх вeлиЧин Х i Гзpoблeно ви6ipки з o6сягом
tt=12, ln=15iвизнaчeно'.?:tt'41 il=6,52.Tpeбaпрlla=0,05пeрeвipити}rульoвУ
r'iпr-lтез1, Hu: str = sf , 

"*uto 
//r: s? > si.

P o з в' я з a н н я . Зa тaб.rlrrtею Фiruepa-Cнeдeкopa Лкp = 2,56. 3a фоpмулoю (l8'6)

Fсл: I|'4|/6'52 = 1'75.

oскiлькll Л6д ( Лap, тo 116 не вiдкидaемo.

II виIIaДоK. f/o; D(х)= D(Y )' 1{r: D(X)* D(Y).
стopoнI{Ю oблaсть, д-'Iя якoi Р (F , &p) = а/2' ЗнaхoДllмo
Л.p : 3,l. oскiльки Л"n ( Л'.р, тo I/6 He вiдкидaсI\,ro,

Зaзнaчимo тyт' що Лop бiльrпе, tlix< пpи пpaBoстopoннiй
oбластi' тoбтo oстання спpавдi дaс жopстKiцJy oцiнкУ.

, *. )
Ini - nil-

ni

Мaeмo Двo-
Л"n = l,75'

кpитI{чнiй

..;
:lr':;-j;

18.3.4. Кpитepiй Пipсoна

Kpитеpiй Пipсoна 12 vасто застoсoByюТЬ пpи Пеpсвipцi гiпoтез пpо
BигляД poзпoДiЛy випадкoвoi BелиЧини. Poзглянемo

k
t2=Sf. /2

;tl)ii ( 18.7)

Дe ni, ni _ теopетиrl}.li та експrpI-IментaлЬ[Ii частoти.
Bxoдoм дo табЛ}rцi poзпo.riлy Bел|4ЧИI1И х2 с piвень 3}IaчyЩoстi с i числo

стyпенiB вiльнoстi r = k _ rn _ |, Дe k _Числo пiдiнтеpвалiв, на якi poз.
6итo iнтеpвал змiни вIlпадкoвoТ веЛиЧини X, m _ Числo паpаЬ,rстpiв теo-
pст}rЧ}Iоr0 poзпoдiЛу. 3наitдсних за цiсю x вибipкoro. oдиницю вiднiмасмo
тoМv' щo нa стaтистиЧI{II}:I Iиатеpia,r накладeний зв'язoк

кк!с\ s
Ln':),ni=n.

З та6лицi poзпo.цiЛy x2 зa а i r знахoдимoxiр' a з piвнoстi ( I8.7) знаxo.
Д|1|{o х? i пopiвнюсмo Тх r"ti>к с060ю' Якщo х2,n < ,Iiр, то /y'rl нC вiдкидаемo.
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П..{ля дaнoi вlr6ipки (тaбл. I8.2) з n:504 пpи piвнi знaиущoстi a = 0,05 i k= |2
rlеpевipити гiпoтeзу IIg, якa поЛягar в ToМy' Iцo гeнepaльI{a сукyпl.liсть poзподiлeнa за piв-
lIoМ1pним зaкoнoм.

P oзв'я3aI{ня. Мaе"ox3n = ll,02, r= |2 _ l = il, х?p= |9,1 . oскiльки;3п <

< х?p' тo Ho нe вiдкидaeмo'

r8.4. гloHяття пPo диспЕPсiЙниЙ AHAJti3

.Циспеpсiйний аналiз, OсfIoBнi iдеi якoгo poзpoбЛенi Фiurepом, зaстoсo-
Byють для тoгo' Iц06 Bстaнoвllти' Чи l"{aс iстотнlrй вплив ДeяКуLЙ якiс}rий
фaктop Ф нa випaдкoвy
BеЛI{чиIty' якa пiДлягае
BlIBЧеIltlю (нaпpиклад,
IrиД Дo6pиBa I{a вpо-
>кaйнiсть).

oснoвнa йorо iдeя пo.
лягаr B пopiвняннi фак-
тopнoт ,цисIIерсii' ЯКa
спpичиIlю€ться дiuo фaк-
тopа Ф Ira випaДKoвv ве.
ЛиЧи}rу Х, i oстaтoчноТ
Диспepсii, oбyмoвленoТ
Bипaдкoвoстями. BихiД-
нiДaнi 3аI{oсять B таблицro (тaбл. 18'3) 

' 
в якiii rl = tm _ 3агаль}lа кiлькiсть

,цаIIих' ,n _ KiлЬKiстЬ piBнiB фaктopа, l - Числo випpo6yBа}rь.
Мaс'мo

j- (x,1 - .r)'

it Tакox фaктopнy й oстатouнy BипpaвЛеI{i диспеpсii (кpiм загальнoi)

(*; - i)', s3* = s3,. - s$u*.

Нульoвa гiпoтеза Мае вигЛяц

F/g: sfаю = S3*,

Tаблuця I8,3

числo Bипpo6}ъань Piвнi фаKгoPа

Ф1 Ф2 Ф,,,

I ,t12 .r lnt

L X2пl

t xrl .Т/ln

х,'iri,

t +s
n_l.L" Lr.

I= T J= T

:)*,.

sfi"*: t+-r,i

Tаблuця 18.2'

iпеpва,ти s J s s s s s s s

пi 40 з4 54 38 40 4S 40 3I 40 48 48

ni 42 42 Аa А1 Аa 42 42 ^1 42 42 42 42
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9lкщo пpи

fli: s&uo'> t3-.

Kpитиuнa o6лaсть _ пpaBoстopo'}rя. .(ля пеpевipки гiпoтези зaстoсo-
вYrМo кpитеpiй ФiIшеpа-CнеДекopа

Tаб.пuця 18.4 .Е : s]*/s3*.

Щoб знайти &o, кopистyeМoся спiввiднo-
rЦенняIr{

P(F.Лoo)=o,
Дeа - piвень знaчyщoстi. Якщo Л.n Z &p, тo
l/o вiдхиляeмo.

П. [Iеpевiрити, ult iстoтнlrr't вплив фaктopa Ф нa
вltпaдкoByвe-пиuинуХ,якrrlоf = 4, m=3' n= |2.Pi-
веt{ь знaЧущoстi a = 0'05. Знaчerrня х;; пoдaнo в тaб:t.
18.4.

Р oз в. яз a}t н я . Знaхoдимoх : 5,833' s3".:
: |,424, 

'{,"* 
= 0,?33, s3g = 0,б5l.. oбчислюeмo Fcg = 0,i33/0,б51 = l,l9' 3a тaб"'lицeю ЛpoзпопiлУ I!лЯa = 0,05, ,tr =

= 3, kz = 2,знaхoдиj\-{oЛкP = l9,16. oскi.пькlr Лgд ( Лnp, l.tl/{6 нe BiдкидасМo, тoбтo вплltв
фактоpa Ф нa велlrчинv Х rtеiстtlтнltlj.

rll!с-lo BиП-
рo6yвaнь

Рisцi фaюopа

Ф\ Ф2 Фз

4

z o 5 5

3 n 5 I
А 7 6 '7

'f " I ' ' 5 б'75

д
Рt,tс. l8.4

18.5. ЕлЕMЕHти тЕoPiТ кoPЕляцiТ

18.5.1. Cтатистичнi залeжнoстi

llвi випа,цкoвi величини Х i .У мo>кyть 6yти зB)я3аниМи (фyнкцioналь-
нoЮ aбo стaтистиЧ}loro з;tле>кнiстю) чlr не зв'язaними tpис..l8.4, |,7.L3,
i7.i4 вiдпoвiднo).

. Cтaтистичнi задех<нoстi вrtникають дoсить Чaстo, oскiЛьки
X i Y зaле>кнi' як пpaвилo, вiд багатьoх фактopiв, сеpе,ц яких €

величиI{и
й спiльнi

дляXiY.
Haпpикла,Ц, Х зале;китьвiц 21, Zz, Zз, а У_ вiд

Zz, Zs, Zs. Отxе, зaле)кIliстЬ X i Y _ статистиЧI{a.
О. Cmаnlltcmцчнo|o натLlва€mьcЯ lсIлеx'нicmь,

npu яrciLi змiна o1нiсi вunаОкoвoi.arлLutuнtt вnJluвсl€ на
1loзnodiл Оpуеoi. Якщo nРu цьo.ц)| змittюсmьcя ut,e Й
серedнс 3tlачe 17н't 1pуeoi.ве-пttнцt7ц' mo maKа сmаmu-

Як вitoмo 
"*" ,n|#,.!i'.5f ,'::;{'i:;#'::::';::;:':r:*i:{:#:!:,:i::x. 

^"-пoМог0lo yМoBнorо МатеМaтиЧного сподiвання M (У/X _ х ) = l(.т) i нa-
зиBасТЬся pегpесiсlо Y нa X. Тj.статистичнoю oцiнкolо с yйo."е сеpе,цн€'
]r' : "г(Jr). IJ'е piвняння ttазиBастi,ся вttбipкoёrtм piвttянltЯ.hl pееpесit' Пo-
tшyк йoгo i e пpеДметoм теоpii'коpсляцiТ.
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18.5.2. Лiнiйнa кopeляцiя

Якщo вибipкoвi piвняння pсгpесiТ У на Хl, =7(х ) i Х на У

ху =7,(у)
лiнiйнi, тo випatкoBi величини X i Y зв'язанi вибipкoвою лiнiйнoю кopе.
ляцiйнoro залеx<нiстto' яка Мaс' вигля'ц (дтцв. п'|7.7 .3)

rry
х_ х

oх

oснoвнi зataчi лiнiйнoТ кopеляцiТ пoлягaloTЬ y знaxoдxеннij', i, o",
oу, -fp'l a тaKoх в oцiнцi стyпеня 3в'язкy мix Х i У. Cтyпiнь 3в'язкy
BстaнoBлю€'тьсЯ зa toпoМoгoю 7o. Якщо |7" I s 0,5, тo лiнiйний 3в'я3oк
BBa)кaють с лa6кимi ним нехтyють. Пpи 0,5 < 7..,. < 0, 8 зв' яз0к вBaхaeтЬся
сеpeднiм i носить в oснoвнOlly iнфopмaтивний хаpaKтеp. Пpи |-r'у | > 0,8
зв'язoк сильний i дo ньoгo зaстoсoвyloть тi самi мipкYвання, що й для
фУнкцioнальнoгo. Пpи 17* | = 1 зв'язoк фyнкцioнaльний.

18.5.3. Heлiнiйна кopeляцiя

Tеopiя нелiнiйнoi кopеляцii poзB'язус тi сaмi зaДavi, шo й лiнiйнoi'
тo6тo встaнoвлення паpаметpiв зAлеxнoстi tr" :T(х, а, p, ...) Тa стyпеня
залеxнoстi X i Y. Пеprпа poзв'язvt,ться зa toпoмoгoIo Метoдy найменцrиx
квaДpaтiв.

.Ц,ля oцiнки стyпеI{я зв'яЗкy вибipкoвий кoефiцiент коpеляцii тут }Iе
3aсToсoByютЬ' a кopисту ютЬся та к званlrм кo p е ;iя,tt,i Гt н Lt м в iОн o ш е н н я,+t

цo = o 1',/o-,,

.Цe trхl _ чис"1o зI{aЧеItь .r в l-му iнтеpвалi,

ух

oскiльки ц',6iльlл тo1lкo BрaxoBye poзмiщення тoЧс'к наBкoлo кpивoi,
тo ц 

^у 
z |i, |' a ПpИ r| ry = 7rr, МilCМo Тouну лiнiй нy кopсля шi й нy зале.lt<нiсть.

18.5.4. Мнolкинна кopeляцiя

Пpи дoслiдxеннi зв'язкv мix кiлькoма BипаtKoвIlми BелиЧИ:нaМll
(бiльlце двox) маrотЬ сIlpaBy з Мнoхl1ннolo Kopеляцiсю, нaйпpoстirшим
виITaдкoМ якoТ е' лiнiйна МHoхиннa коpеляцiя

1'- V

oу

-.)l" ). n хi,
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Z:аX*bY*c.
oстaннс piвняння зoбpа><ас плoщину в тpивимipнoмy пpостopi.
Tу' такo)K poзв'язyroть двi oсновнi задаui: 3нахoдятЬ паpа},етpи

u, b, C i встaнoвлroroтьстYпiнь3в'язкy мi>кZ, X, Y.
Пapaьlетpи зIrаxotятЬ За l{етoдoм нaй}vlеIrrпих КBадpaтiB' а стyпiнь

3в'яЗку oцiнrorоть 3aдoпoмoгolo ЧaстиHIIиx ви6ipкoвиx кoeфiцiсHтiв кopе-
ляцii

# : (,r. - ,o rr"1/{ 1:$ 1:;;,
4|) : (rу: _ ,.o,'.1t{ 1t:7j (1 _6

Cтyпiнь зaгaльнoго зв'я3кy Z' X, У oцiнroeться вибipкoвим сyKyп-
нlrм кoефiцiснтoм кopеля цii

R : {тт-- zrry r- rF * ,577т _ т),
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P03Д|л 19

ЕлЕtlЛЕHTи BAPiAцiЙнoгo
ЧислЕHHя

Bивчення питaHь' 3в'язаних з пolцyкoм екстpемyМy, бyв 6el
непoBIlи}I 6ез poзгля,цy oсtloвниx iдей ваpiацiйнoго числеIlня!
зaпoЧаткoваногo в 1696 p. И.Беpнyллi, який сфopмyлrовав, a
i.Hьютoн, Г.Лейбнiц, Я.Беpнyллi i .Г.Лoпiталь poзв'я3али piзними
спoсo6аьlи задaЧy пpo бpаxiстoхpoну., (лiнiro найIпвидцroгo спускy).
Знaчний вклад y poзвитoк цiсi галузi Матемaтики вtIесли Л.Ейлеp i
)(.Лаrpaнx. зaBtяки Тxнiм пpaцяМ ваpiацiйне ЧислеHня IIoЧaли
luиpoKo BиKopистoByBaти пpи poзв'язyваннi IlpикЛаДIlих заДаЧ.

19.1' iстoPиЧ H i 3AдAч i вдрiдцi Й Hoгo Ч ислЕHl.|я

Зaдaчa пpo 6pa хiстoх
тpе6a знaйтI{ тpaеKTopiro, пo якiй пoвиннa
тях<iння мaтеpiaльна тoLIка Мaсoю m 6eз
теpтя мix зaДаIIиМи тoчками ,4 i j9 (pис.
19.1). Пpи цьoмy tiас' затpаЧений нa pух'
пoBиI{еIl бvти мiнiмaЛьниМ.

Hеxaй шyка}lа тpаектopiя y = y (.Y) вiДoмa.
Toti згiДнo iз закoном збеpе;кення енеpгii,
вpaхoвylоЧи pис. 19.l, Мarмo

mc kг_ у) : mv,/2.

v = |2_Г@-__Л'

poнy Уцiйзадtачi
pyхaтисЬ пit дiсю сили
пoчатковoi rшвиfкoстi, i

Звiдси

Пpoте

d.Y 'Г: - __--
1 _ vсosG : \2s (а _ у)/( + )',,).dI
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it(*t

(l9.t)

HеodxiДнo Да,ri знаliти фyнкцiю y = .y (x)' якa мiнiмiзye виpаз
(l9.l) пpи гpal{иЧних vt{овltx

)'(0)=4, y(6)=0.

Тoмy

oстатoчнo

iзoпеpиlvtет
геH.]aМtr' царllця о:нiсТ з

B(b'0) х,
t9.2

* = {.l-;i',ц G:ll.
7b

I = J (ll = J00

p и Ч н а з а,ц a Ч a Згiдно з ле-
деp)кaв Cтapoдавньoi ГpецiТ .Ц'iдoна (.Ццo)

з}ryiIIеI{a 6yла втiкaти Дo Пiвнiчнoi Aфpики
i пpосити y r'liсцевих xитeлiв клапoть
зеtvtлi, який мoх<на 6yлo б (зa iT слoвaми)
oхoп}lти IIIKypoю волa. Aфpиканцi пoгoДи-
ЛИсЯ' aЛe бyли дyxe 3дl{BoBaнi' гIoбaчив-
uIII' ЯК, poзpiзавtши llrкуpy }Iа тoIIеI{ькi
pемiнцi, ,Цiдoна 3в'язaлa Тx у .Цoвх<еЛезнy
вipьoвку i oxoпилa BеЛикy плolцу землi, tЦo
IrpиЛягaлa Дo тvlopя. Tак бyлo зaснoBанo
мiсто Kаpфаген (Kapтaгену).

Мaтемaтичнa T'toдсЛь цiсi зaДачi така. Плoщa 3еМеЛЬнoi дiлянки
(pис. 19'2)

s=Iу(.т)r/.r.

Tpебa знаtlти фopмt, вipьoвкtt }' = y (.{) зaвдoBxки

lt_ГyD а.', (19.2\L=i
якa забезпеЧу€ ]trаксlrNl\lМ s пpи гpаI{иЧI{их уМoвax

1'(с)=0' )'(D)=0.
-Ф opм а pi в н oB a ги Меlv'6pa H И' Мсм6pанa

набyвaс потенцiальнoТ енеpгii пpll натягyвaннi ll зi сталoю силoю Z
на Kolrтyp L, 'якиil гlХoпЛIo€' облaсть D, Щo займас мем6paна. Енеpгiя
oбумoвлeна з6iльшtснtlяll плошIi мембpани пopiBня}rо з гopизoнтaлЬниМ
(незлефopмoванrrм) ll станoм. Як вiдомо, з6iльrшення п,loщi повеpxнi

ьo = !I fiТ;;i ;;Т./.r..11. _ !! а.'ау=\ tI rii + z,,?) сIх сl1,,

DD.о
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(тyт скopисTaлИcЯ лiнiйними
oтже, й пoтенцiaльна енеpгiя

Члeнами фopмyли Tейлopa). Poбoта, a
пpи Дефop}taцii мембpани дopiвнюе

1z,1 + х'|1 с1х dу, ( 19.3)

Tепеp зЕL1иIIIaeться знaйтvт фopмy IlpoПlну z = z (х, у ) мембpани' якe
забезпеuye мiнiмум пoтенцiaльнoТ енеpгii, на кoнтypi l

z=Р(х,!).

19.2. ФyHкЦioHAг| i Йoгo BAPiAцiя

u=IIl
-D

Haвеtенi вище екстpемaльнi заДaчi iстoтнo
po3гляIryтих paнirше заtaЧ }ra еI(стpеМyм функцiй
змiнниx. Cпpaвдi, пpи y = f (х ) poзв'язкorи за,цaчi
вiльностi пpи u = f (хt'.tz, ..., Хn) знaЧенI{я
стyпенiв вiльнoстi). Tyт х<е йДеться пpo IIoIIIуK
пoвеpхнi z = z(х, y) (нескiнvснне Числo ступенiв

oб'с'ктoм дoслЦxення на eKстpемум тепеp
с нe фyнкцiя, a функцioнaл. Hапpикла,Ц, у

Bltpl3няIoтЬся вlд
oднiсТ чи кiлькox

e х0 (oдиIr стyпiнь
.t16, '{26, .'., Xn} И

лiнiТ y=y(х) лля
вiльнoстi).

,,(l)ti9t;\ _

I (у) ( 19.4)

Як вitoмo, функцioнa;r _ це вiдoбpаxеIrlrя
МHo)Kи}lи фyнкцiй на мнo)кинy чисел (зна-
ЧенI{я фyнкцii в тouцi, гpaниця фyнкцii,
визнaчений ilrTerpaЛ вiл функцii). 0

Bаpiацiя функцioнсь,ta вiдiгpae Ty саМу poJ]IЬ
пpи Дoслiдxеннi функцioнала, щo i дифе-
peнцiaл пpи ДoслiДxеннi фyнкцii, а сaме: якЦIo дифеpенцiа,r с

гoлoвнolо (лiнiйнoro) ЧастиноIo пpиpoстy фyнкцii, тo вapiацiя с такоIс
х ЧaстиIIoIо пpиpoстY фvнкцioнaлa. HапpиклaЕ,' I^ЛЯ функцioнала

I

t{у)_-tу,а.'
0

пpи вapiaцiТ функцiТ цей пpиpiст мa€' BИГl-IЯ! (pис. l9.3)

ЬI = I(y + Aу) - 1(-vl = i t, + 6у)2сt.r _i n,u." =

11
= 2t уёу сtх + t (6у)2tlх,

лe dу - пpиpiст фyнкцiТ tly po,y"i.j,o '* с'циний символ) ' IтpиЧoМу

D

=!
a

Pllс. l9.3



6у (а) : 6у (b ) : 0. (19.5)

d]' склaдаеться з дBoх rIастин _ лiнiйнoi d1 (ваpiaцiТ фyнкцioнала)
i нелiнiйнoi.

oтxе, Ма€'мo 
l I

6l= f 2у6уdх= f *(у?|oуtl.t.
i' ъ dу"

Aнaлoгiчно для функцioнала (l9.4)

( 19.6)o'=i(#,,*ffа,',) a,.

I{ей вираз ilнa,'loгiчний фоpмyлi пoBl{oгo дифеpенцiала фyнкцii
двoх зlriнн'|х z= z('r'у\:

l, = 9.]х + Ч а, = (! dх + ! а,\,(.r. у).d-Y dу \d, dу - 
)

Tе саме мa€мo y випaДкy вapiацiТ фyнкцioнaла

ОI =i (!d,+ *аy,) .,".i\u, dу 
)

I_{я аналoгiя пolllиpto€тЬся Й Ita ваpiацii BиII{их пopядкiв.
Hапpикла,Ц'

', |О а '2 ^2 ^2- a2-
(!-z : | ^ сlX + . сlt,],(.r. у) = Ч t]х2 + 2!4= а* rll, + 

o,^,!t,2:

l .J.Y d,' - ) Ох. d.r d)' . 
Оу"

ь,, =} ('!.u,* *,а,,,),л а.' :o! (* u,, * z Е ёу ё1| * ! .tу,\u.'.i \o, d)' - ) i \u,. 
- dуdу О)|. )

Aнaлoгiчнo фopмулi Tейлоpa

o==#.*** *,Щ
пpиpiст фyнкцioна,ra Bиpa)ка€'ться Чеpе3 йoгo ваpiаuiТ так:

61 62 I ё,'Iдr:й*i*,..+- (l9.7)

1 9.3. ЕкстPЕlt/.ly]tЛ ФyH к цi ol.|AJlA

Якщо фvнкцiонал ДoсяГaс еKсTpеМyМy нa Деякiй кpивiй y (х), якy
назIIBаI0тЬ екстpсМа,:rл}o, 'тo B малoМy oкoлi ii пpиpiст A1 з6еpiгас
З!{aк: яКII{o мiнiмvtvт, тo A/ < 0; якuro МаксиМYNl, тo A1 > 0. Згiднo

.tt I



з (l9,6) i (19.7)! 3нак ЬI , якпiт Bизнaчa€'тьсЯ зI{акoМ
змiнroвaтися зi змiнoю Знакa dy. oскiльки у BипaдKy
цЬoТo не пoBинI{o 6vтlr. тo

61, пoвинен
еKстpемyму

(19.8)

( 19.9)

d1=0.

I{я неoбхiднa yMoвa екстpеМуI\,ly фyнкцioнала aнаЛoгiЧна тaкiй
самiй yмовi екстpемvму фyнкцii. Якщo Bикoнусться piвнiсть (19.8)'
тo знаK A1 визначастЬся зтlакo\4' d2I, a саМе: лpп 62I < 0 i A.r < 0 _
l!1AксиМу}{' пpп 62] > 0 i A1 > 0 _ мiнiмyм (дoстaтня yмoBa). як
бa.rимo, тyт теx( tloвна аналoгiя з екстpемyмoм фyнкцiТ.

19.3.1. Piвняння Ейлepа

Зaстoсyсмо piвнiсть (19.8) дo спiввiдноrцення (l9.4). .Цля цьorp в
(19.б) Дpyгий дoданoк зiнтelpyeмo частинаМI{:

A

a

Уpaxoвytouи piвнiсть (l9.5), Мa€Мo

oскiльки dy дoвi,Tь}rа' тo пpихoДиМo дo piвняння, яке на3иBаIoть
1liвн stнн яlvt Eti ле1lсt, тo6тo

-i"-ffd,а'",

оF d0F-;--, 
-=u.oу dх dу

6r=,{(*_ *#) а,,.,:о.

Boно виpаxаe в дифеpенцiальнiй фоpмi неo6хiднv уМoвy екстpе-
мyмy фyнкцioнала (l9.4) i с звичaйним дифеpенцiaльним piвнянням
Дpyfoгo пopя,цку' загальний poзв'язoк якoгo yтвoploс ДRoпаpаметpиЧнy
сiп,r'ro екстpемaлей, з якoТ мoжна дiстати чaстиннrril poзв'язЬк зЬ
дoпoМolЮIo ,цBoх гpан}rЧних vN{оB

oскiльки

(l9.r0)



rll ++ -.,,r)' * !,F,,lу,* у,,F,,у,у,.dхО1'' . ^)'J. yу

Toдi (19.9) на6иpае BигJ'lядy

**t

(19.1 l)

riiiil

riili

i;

i

;ilt'

tt

ili

ri

,t

ri

I

ii

li

ti

F,у' = F, ,'у - у, F' ,уу' _ у,, F,,y,r,= 0.

19.з.2. 3нижeння пopядкy piвняння Ейлeрa

Поpядoк piвняння (19.1l) моxнa 3низитI,l нa oдI{Ilицкr y тaких
Чoтиpьox випаДкax.

I в и л a Д о к Пiдiнтеrpальнa фyнкцiя Л('т,y,y') нe залe-

>кить вiд y,(F(х, y)). У цьoмv BипаДкy ff = о i (l9.ll) нa6нpaе

вltгЛядv

II випaд
Л,, = 0, piвняння

]II в и II a д o к Л(.t,,, J,) не зaлL.)кить вiд 'т (Л(y'.y')). Toдi
.,,r) 0 i piвняння (l9.ll) на6ираe Bиглядv

Л,r _ ]',Л,,у'- !''F,,-u'',,= 0.

Пoпtнo>кивrr:и це piвня}lн'I на y', дiстанемо
rl

t*е_.},Л,y,)=0.
Звiдси

F - ),' F' .u' - c. ( 19.12)

]\. B I{ п а д o к Л(.v,1,, y,) ,riнiйна ruo.lo 1',, тoбтo

Л (..' l'' J',') = А (.v' l') + B (.v, l')r',.
Тсlдi piвняння Ей,rеpа на6rtpае вигЛяJIy

Щ_9=o.
ai.r J-y

19.з.3. Cклaднiшi випадки фyнкцioналiв

i в и П а д o к d))}iKL\ioltсьl з no,уidtttt'utl вlt|l1|lх nrlpя\кia'
наПрIlкJаf

.110

Л,y = 0.

o к Л (х' y' y,) не заЛexlrть вiд 1' (Л (.r' y,)). Toпi

(1g.ll) нa6иpae Bиглядy 4 e', = 0, тoбтo' u.\

F,u, = С.



f-UL
l, - ^ ' ч _. (,.т

/ (l.) : 
{ 

. (.'' |, у-, , J,') с]х,

ь1аС пL.plIIу вapiaцiю видl',

6r = i(Л,..6r' * F,,'6у, + F,,,,ёу,,) t|.r.

Aнaлoгiчнo (l9.б), iнтегpyюulr частиtlаМи лpyгий дoДанoK oдиrr
paз, а тpетiй _ двiчi i пpиpiвнloroчи d1 ,цо }tvЛя, дiстaсмo piвняння
Еli.пеpа

F',_+F,' ++Л,r =0.u.Y с]х.

{е piвняння lvlo)кнa vзагaЛЬнитl{ для п..i похiднoТ'
II в It п а Д o к Функtчioнал вi0 кiлькo.t ф1'ttкцiit, нaTIp'l.KлaД

1(l,r, lr) : }, r(х, y,, y,,, !z, ),,z) tl't, (l9.l3)

}.I;iс систсtt{v piвяянь ЕЁтлсpа, якy ,Цiстають aн;lлt.lгi.ltlo ( l9.9) Пpи
ttliнссrванltх спoЧатк\. 1'..' lt пoтiм 1'l :

| "tl Л,,' _ * Л,,, :0;
'! u'Y tl9.l4r
]г,'.'- *л,""=0.
I d.r

lII в !I п a д o у сIlункцioнсtл вid функцil. кi.,tькo.v :].мirtнLl.\,
illlпI]!tкJ.тад

1(; (.v, ]')) = // Л (х, }', z, z',' z,,) tl.t d1,,

ьr;lс piвяяння Ейлеpа 
D

F'.-*t'o-*F',t=0,

i:lr

fi

(19.15)

Оz

ai)
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19.3.4. Poзв'язyвання заданi пpo бpaxicтoxpoнy

oскiлькlr фyнкцioнал (l9.l) не мiстить явнo ,r' тo piвняння Ейлеpа
Ма€' Bигляд (19.12), внаслiдoк чoIo маeМo

=C,

зBlдKIl

звiдкlt

oт;ке,
piвняння

iнтегpyвaння цЬoгo piвняння дoсить сKЛаДllе' пpoте Borro спpo-
щУсться 3а дolIolt{oгotо пi.]стаHoBки 4 - y = (l - сos t)/2C1.

Toдi \

. tlу : Y} а', dх : t* t. - сos 1) r//,2Сi 2Сi

звiДкtr, iнтеГpytоuи, дiстаемo piBнянIrя циклo),Ци

[,:*(l_sin/)*С,:i) 2Сi'
Ir':,_(1_cost)/2С1.

Cталi Сr i C2 Bи3нilчаЮтЬся 3 yМoB y(0) = а, )'(b ) = 0'.

19.з"5. Poзв'язyвання зaAачi npo пpoгиl{ мeiltбpaни

Застoсoвуrочи (l9.15) дo (l9.3)' масмo

аа_*(Tz'.,\_+(гz,")=0,
d.Y oу '

.V,,,*,* Z,,!у=0.

пpoги}l мембpани без зoвнirшHьoгo нaBантaxснt{я oписус
Лaпласа.

19.4' yMoB HиЙ ЕксгPЕiЛyм ФУнкцioHA,]A

У пoпеpедньoмy pозДi;ri 6yлo poзгЛяI{vтo (:кстpсIЧytи фyнкцioнaлa
без бyдь-якиx дoдатKoBих YМoB. Toмy в пoдaлЬцIoМv назиBатиIvrеМo
Йoro безумoв нul| еKс m pe.\01.||| oм.
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' 19.4.1. iнтerpальнi зв'язки

Poзглянемo екстpемyl{ фyнкцioнaлa (19.4) 3 дoдIатковою УмoBolo
типу' (19.2), якiй наДallto 6iльrц зaгuulЬнoго Bигля,цy

b

.Го (.', у, у') tlх _- k'
a

де ,t _ задaне (в задачi ,Ц'iдoни це дoBх(иI{a вipьrrвки).
Мaeмo eкстpемальtly задaЧy' аналoгiuн1z знaхoДxеtlнIo екстpемyмy

ф1.нкцiТ z(.r,у) зa дoДатковoТ yМoви Р(v'у)=0. Цro зaдaчy
pозв'язyють lrleтoдoM Ла/paнxа, застoсoвylочи дoпoмiжну фyнкцiro

,F*=z(*,y)_1Р(х,у),
де i _ мI{oxllик Лаrpаня<а, a такo)к неoбxiднi yМoви екстpеIvryмy

i

(19.1б)

-o' $=o' $=o
(дlIB. б.4). З цих тpьoх piвнянь знахoдЯть невiДомi А, хo, Уo.
Poзглянyтий метoд мо;кна yзaгaльнllти на Дoвiльне ЧисЛo неЗалеxниx
зlriнниx.

,П.ля poзгля,Цyвaноi задачi poзiб'емo вiдpiзoк iнтeгpyвaння Iа, b 7

н.t л iнтеpвaлiв, замiнюro.lи iнтеt'pали в (l9.2) i(19'16) сyмами'
зaлсхtlllМи вi,ц знaчень }; IЦ}канoi фyнкцiТ в тoЧках пoдiлy. Пpи
цЬol\tv псpeхoдrrмo .fo за,]ачi пpo умoвнllй екстpеt",tуМ функuii
скiнченнoгo ЧисЛa змiнниx )i, Дo якоТ Nlo)кHа 3астoсуBати Mетo,ц
Лаlpанxa. Згiднo iз сказанlrм' задaЧа пpo зttаxoдхеl{}lя еKстpемyМy
функцiонала (19.4) 3а yМoBи (l9.lб) piвнoсильна задачi пpЬ
безумoвний екстpемyNr ДЛя виpaзy

hbb
f p Ф, у, у,) d'\ _ 

^ 
! Ф(,т, y,.у,) сtх = I (F _ АФ) ttх,

оQа

тoбто i в цЬoМy випaдк-v. тpебa ввести дoпомixнy функцiro

f : F (.т, }, y,) _ ,tФ (л, y, y,)

i зaстосуваТlr дo нсi неo5хiднi yмовlt екстpеlv'vt\{у фvнкuiонала' тo6тo
piвняння Еr:Iлеpа

4 - +4,' :0.-uх
З:rга..тьний pозв'язoк liого t"tiстить двi дoвL'tьнi сталi Ct i Сz, a тaкox
ilap:illtстp А, Для зHаХO,]жсння яK}lx ]vlасМo виpaз (l9.lб) i двi гpаниuнi
\l NloRи ( l 9. l0) .

of
At
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Я*щo масМo кiлькa vмoв
b

['' 
(*' t'. у') dx = ki, i = |,2. ..., rL,

тt-l допoмi><на фyнкцiя набиpаe BигляДy
h

F'=F_}l'.Ф,.
,3r""

L9.4.2. Poзв'язyвання iзoпepимeтpиннo 3ядаЧi

doпoмiх<нa фyнкuiя для цieТ за.цачi (зa.цaчi .Цiдoни) Ма€ вигляд

Ё =У-^{Т+;.
Boна явнo незaЛе><на вiд .t, тorиy мох(на скoфистатись piвнянням
(l9.9). Мaтимемo

)'-,1 (l + 1''z;-t'; -
. Розв'яз1,юЧи це piвняння вiднoснo y,

рiвняння кoлa pалi1zсa R = )'

(.'_С,), +(х-Сz)2
Сz _ Koopдинати центpa кoЛa.

c а+b ^ .х ?J|-2 : j-, L'l = /t сosz'а = Дагсsin 
b - ",

.tl.oвr<ина ,цyги кoЛа (.цoвxина вipьoвки)
дoplBнIo€

L = А (Ът - а) = l (z, _ 2 агсsin.4 )
\ b - o)

Звiдси Bиз}lачаe},ro ,l. а пoтiм знаxo,циМo
а, Сt, Сz.

ДеС; i
дiстаeмo

Ct.

i iнтегpYlоult, з}lаxoдIlмo

12
=A

Bикopистoвуroни pис. l9.4,

Рlrс. t9.4

19.4.з. Умoвний eкстpeiiyм зi скiнчeнни!ии зв'язкaми

Poзглянемo функцiонал вiд кiлькoх фyнкцiй типy (l9.l3). Hexай
на фyнкцiТ }r(.r) i yz(.v), вiд якиx вiн заЛe)<итЬ' I{аклaде}lo скiнченний
3B'я3oK

424

// (.r, )'r, )'z) = д ...,



шIlLi ,.. .*.. ,Шt

i зaдaнo гpаниuнi yt{oBи

уi (а) = mi,

Мoxна lloкaзaти' rшo й y
фyнкцiю

f =F_r{х)H, (19.18)

ле r (.r) - функцioнальний l,{нoх(ник Лаrpан:ка (фyнкцiя, якa Irе
ваpiюeться).

Якщo, кpiм зaзнаuених' e ще й iнтеlpальнi 3в'я3ки типy (l9"lб)'

тo,цo лiвoi частини (l9.l8) дoдаro'u il'Ф;. Пoтiм лo фyнкцiТ l
r= I

застoсoByloть неoбхiднy yмoвy eKстpеIvryмy y виглядi (19.14).

19.4.4. Умoвний eкстpeмyм з дифepeнцiaльними зв'язками

Якщo на фyнкuiТ .Уr(х) i lr(.r), вiд яких зaле)кить фyнкцioнал
(l9.13)' нaKЛaДено дифеpeнцiальний 3B'язок

H (х, уl, !'1, У2, l,z) = 1' 1*,

i гpaниuнi yМoви (19.l7), то кopистyloтЬсЯ Допoмixнoтo фyнкцiеtо
(19.18)' До яKoi зaстoсoByють yМoви (19.17)

Пpoiлюстpуeмo цей МеТo,] нa пpиклaдi зaдa.li C.o.Чaплиrirla , пpo oблiт
пraксимaльнoТ плoп(i зa дaнlrli uас Т зi стaлoю зa }loдуЛeNt швllдкiстю y (вiднoснo
псlвiтpя) пpи стaлiй ulвидкостi U вiтpv, нaпpям-пeноТ вздовн< oсi oрдllllaт (pис. l9.5).

Hеxaй шyкaний кoнTур L мaе piвняння
х = .т (/ )' y : y (/ ). tlлorцy o6льoтy мо)к!la зaпи-
сати у виглядi

Т1.^| l- dх\,,s=ТJ |*#--vfI dI'пnaх.,Ъ\ o' dl)

Beличини U i V зв'язaвi вrtpазом

. ,2 .2
is+] +(Ч_u\ =v2'
\dt) \d/ ")

Heхaй, кpiм тoгo, rшукaнltй кoнтуp Z пpoхoдить
чеpeз зaдaну тoчкy ]ly'o(хo, )o). Toдi

jr(0): х(O: х0' -v(0): y(Л): уo.

,{ля poзв'язувaння цiоТ зaдaчi ввeдемо дoпoмirкну фylrкцilо

Уi (b) = ni, i = |,2. (19.17)

цЬoмy BипаДкy сЛiд ввести дoпoмixну

| { t t + | lu
Pl,lс' l9'5

r- :i(,# -, *4o) -,,,, ((#) . (*-,)' )

---:i- , с.o. Ч a п л t,t Г i н (l8б9-l942) 
- 

poсiйськrrr,i Матеllaт},'к.
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lil

i 3астoсvсМo Дo Ilei vl\'oвl,t (l9.l4). liстaнемo систеМY piвнянь

I tау d ( у ^,-'d.т\
) 1Й -,lt \- 1- lr\t )71 = ll:

l- l+ -4 t.+ - 2r(r\ (# - u)) = o.| 2dt dt\2 -\'/l,dr "))
B peзультaтi iнтelpувaння гi зtlaйдеМo

у + 2r (tlff : с' - х + 2r G) (# _ o\ = с,
3a дoпoмoгoro пepeнeсeння oсeй дiстaнeмo, щo Cr : Cz = 0.
BltлуuивtпlI r(r) з (l9.l9), мaтlrмeмo

P=C(r-f,cos,p1-1

1 - це piвняння eлiпсa.

19.5. пPяiЛi мвтoди BAPiAцiЙнoгo ЧислЕHHя

У бaгaтьox випatкаХ poзв'язувaння piвнян}rя Ейлеpа стаIloвитЬ
певнi тpyднoщi. Toдi нaйeфективнirшими стaloтЬ тaк звaнi пpямi
Метoди.' сyтЬ яKих пoЛягаe в зaмiнi сl,lстеМи з нескiнчсн}lим числoм
стvIIеIllB BlЛьнoстl систеМolo зl скlнЧеtl}lим ЧислoМ lх.- oдцим 3 IIеpIЦих i найефективнiцrиx IIpяМиx мeтoдiв r мeтoД
Piтца /, теopетиvне oбrpyнтyванI{я якoг0 ДаB М.M.Kpилов. Згiднo з
циМ метoДoМ IIIyкаrra фyнкцiя Маe BигляД

J,= Р (х, Сt' Сz, ,.., C,),

IlpиЧoМy вoнa вибиpаeтЬся тaк, щoб викoнvваЛися гpаниЧнi yмoви
Для Дoвiльних Cl, C2,.'., C,r, 3 CаМi ITаpaметpи Ct,Cz,..., C, Знaxoдять
з неo6хiднoТ yмoви eKстpеМyМу вiДпoвi,цнoгo фyнкцioнала.

П.l. Знaйти нaблrtн<eнe зIlаlIеIlня .v (.т)' пpи якoмy фуttкt1ioнал
I

]:Гtl,,2+т2)dх'J\JJ)
0

rraбувaе мiнiмуму, якщo грaнltЧнrI]rl}t YМoBaM}l r
тt'O\:O r,/l\- |J\v/ vr JUJ-,

T{aбли>кeниЙ рс-lзв'я3oк.r (-т) rlr'касмo в lraliпpoс'гitпolry вltглlrдi' якltй мiстltть всьoг0
oдi,tlr вi'tьний пapaмеТр

(l 9.1 9)

( l 9.20)

(1 9.21 )

пpи f,<

.}'=.т+C.t(l -х)
i зitдoвoльняс умoв1, (l9.2l).

fliддстaвлясмо знatlell}lя (|9.22) у (l9.20). Мar-;мo

t

l = / (tr + (] (t _ 2х)12 + (л + С,т1l _.r.))2) r/r
0

--*_i- ] B.P i'r ц (1878-l909)*. ltillCtlькrtli \4aтеМаТик.
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,l[ltфеpeнцiroсмo 3нariдeнltl,i вl,tpaз пo С:

# :,i (.' _ 2.t) + C (l - 4'т + х2; +.,2 1t _.*; +

+ с'т2 1l - zх+ х2;),*= *. * *
lIрирiвнявrши йoгo :ltl ttr,.,tя. дiстаttevo 6 = }, .o6,o

275у=йr_Ь',.
Heвa>ккo бaчитtl' Uцo тyт за дoпoмoг0ю (l9.l2) мoя<нa дiстaти тoчний poзв'язoк

,t-*(2.v')=6, y"-)=o.

Звiдси 1' = Ае' + Bе-х. BvtкopvlсТoByюЧ'l (19.2l), oстaтoчrto МaeМo

.у = (e' _ е-r)(e _,-')-'.

У табл. 19.1 нaвеДенO пopiвняння тoчI{oгo il на6лих<eнoго
pозв'язкiв, звiдки випЛива€'' rцo навiть гpyбе на6лихення (|9.22) дaс
,цoсить пpийнятний pеЗyJ.IьтаT (пoxибкa poзpаxуIrKy d не пеpеBищye
4,|.А).

Якщо BзяTи II]yKа}ry фyнкцilo y вигля.цi

Сr.r (1 _ .t ) + C2х2 1l _ .т;,)'= 'Y +

To, мipкylоuи aналогiuнo, знай.цемo Ct = 69/47З, Сz = _,I/4З.
Пoxибкa poЗpaхyl{ку llp'r цьolt{y I{е IIepевищуе 0,3o/o. Якцrо нео6xiДна
бiльrцa тouнiсть, тo }4oжнa Bзяти нaсTyпне на6лиже}l}lя.

19.6. BAPiAцiЙнi пPиHципи

Bapiaцiйнe численI{я' кpil't окpемиx зataЧ i метoдiв poзв'язувaння
ix, мiстить вapiaцiйнi пpиtlципи' якi мoxна Застoсoвvватrr до aналiзy
piзнoмaнiтних яBищ. Cуть кох<нoгo з }rиx пoлягас R тоМy' ruo з yсiх
сТaнiв' Мoxливих Для Дaнoi системи, peалiзустьсrt той, пpи якoМy
,цеяKий фvнкцioнал (для кo>кнoгo пpиIlципy свiй) набyвас екстpеМyМy.

,i

1a

Tаблuця 19.l

0 ^) 0,4 0.6 0,8 1,0

}ioчн. 0 0,l7l 0,350 0,542 0.751 1,0

.Vспoш 0 0,t 64 0'З46 0'54б o,764 1,0

а' "| 0 - 4,1 t.1 0,7 1,3 0
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oцним з тaких пpинципiв e пpиI{циI] мiнiт'ryму пoтенцiальноi енеpгii,
який 6улo BиKopисTaнo IIpи poзв'язyвaннi заДа'чi пpо фopмy IIрoгиIry
мембpaни.

. 19.6'1. Пpинциn Фepмa в oптицi

oднипl з IтеpIIIих в iстоpii наyки 6yв вapiaцiйний пpинцип Феpма
в oптицi, згi.цнo З якиItf з yсix мoжливиx rцляхiв, rЦo спoлyЧа}oть
тoчки А i B, свiтлo ви6иpae тaкий, якrrй вollo пpoхoдить зa
мiнiмальний час.

oскiльки пrвидкiсть свiтлa B пpозopolvty сеpедoвищi дopiвнroe 
g 

,

Дe C _ пrвидкiсть свiтлa у вакyумi, n - пoкaзниK зulлoМЛеI{I{я
сеpедoвиIцa, зaлеxний вiд властивoстей oстaнньoго i ДoB;кини свiтлoвoТ
xвилi, тo Чaс pyхy елеМентa dl вiдпoвiднoгt Iцляxy доpiвнlое' dl =

n..^
= ъ dl, ЗвiДси Час pyхy свiтлa вiд ,4 дo ,B виpа>кaеться кpиBoлiнiйним

iнтеlpaлoм
(19.23)

Фopмa кpивоi L, якa сr]oлyЧae А i B, ви3llаЧаlтЬся мiнiмyмoм
фyнкцioнaлa (19.23). B oптlrчнo otноpiдтIoМy сеpеДoвищi (n = сonst)
це e пpя},la. Flагaцarмo' щo циI\{ Ilpиt{ципo}I скopI{сTаЛI{ся в (5.2),
встaIIовлIoIoчи зaкoн Cнеллivсa Для явIlшIa зaЛoIиЛеI{ня свiтла нa мсxi
tBox сеpеДoBищ.

L9.6.2. Пpинцип наймeншoТ д[I

Успix зaстoсyBaII}Iя IIpиI{циIly мiнiмумy пoтенцiaльнoi енеpгiТ дo
заДаЧ стaтики ooyМoBиB пoIIIyк аI{aлoПЧItoгo пpинципy ДЛя 3адаЧ' B
якиx йдеться пpо pyх системи, Taкий пpинцип ввiв в механiкy
П.Л.М.МoпеpтюТ /, г]pоте дo нЬoг0 пoставиЛися з неДoвipою внаслiДoк
теoлoгiчнoго пiдxoду дo йoгo oбгpyнтyвaння. Згiдно 3 циМ пpиIrципoМ
вapiаuiйнi заJачi меxанiки 3вof яться дo знаХoД)ке}|Hя мiнiмумy
фyнкцiонaлa

т=|!nаt. 
\

,l
g: J Ldt,

t2

який нaзивarоть дierо, де
I-=T-U- (19.25)

фyнкцiя Лarpaнх<a, якa e piзницеto кiнетичнoi Т тa потенцiaльнoi U
eнеpгiй. Згодoм, пiсля тoго, як Лаt'paнx taB l{ayкoве oбfpyнтyвання,
цей пpинцип дiстаe 3агaЛЬне Bиз}Iaння.
-__;--j П. Л. N{. N{ o п e p т rо Т (1698_1759) - фpaнцузькиli мaтeмaтик.
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Poзглянемo сyть пpинципy нaйменrцoi дii.
Неxaйr ЧaсТинKa мaсoю ,n pyxaeтЬся BзДoBХ oсi пiД Дiсrо сили

пoтенцiaлoм t/ (х). Tопi piвняння pyхy ЧaсTинKи }Iae вигЛяд

tJ2х dUm-; = - -;-dt. сlх

a6o (i = rlх/dt)

oстанrriй Bиpаз l{aгaдyс зa фopмorо piЪняння Ей,rеpa, яке для
шyканoi фyнкцii x (l ) мaс в}!гляД

(r9.2',1)

У цьoт',lу piвняннi в oбoх ДoДaнках дифеpенцiюeтЬся otl{а i тa сама
фyнкцiя F, тoдi яK B (19.26) фyнкцii piзнi. Tоrur5, тlеpетвopиМo
piвняння (l9.2б) тaк' щoб пiД знаKaМи пoxiДниx бyли oднакoвi
функцiT. Мaемo

+-+(mk1 =g,dх dt'
d(-u) dldi i\\,t- - * [7I \^1))

О {,n}' ,'\ а (a (..*,
* [_1_ 

_ 
" t.') )- " lп [-Т_ 

-
Як бачимo, piвняннrо Ейлеpa (19.28) вiдп

t1 / '2 \

s=.Г|+_u$)|сlr.
'r\ - /

(r9.26)

*o rt,.r, .Y ) - * (*F (t,.r, '))

\\и(х)||=s. (19.28)

oвiДаe функцioнaл

oскiльки пеpший ЧЛеL{ дopiвнюe кiнетичнiЙ енеpгii систеМи
T = mх2/2, a дpyгий пoтeнцiальнiй енеpгii {J (.r), тo цим i
oбrpyнтoвvrTься' (:пpaBеДЛиBiсть виpaзiв (19.24), (l9.25).

Зaстoсyсмо IIpIIIIциII нaйr"rенцtoТ ДiТ дo вивeдеIrня piвняння
кoлиBaнь мем6pани (див. п.l9.l).

Kiнетична еrтеpгiя еЛементa t]S = rJ,х с/y мембрани дopiвнюе

, ,2i idz\
ЭP i лt|

& n'ля всiеТ мембpaни

сlх dу,



-т:-!

l /я.\2L гl. IwLIT:тp JJ I;| tIхdу,- D \",i
Згiднo з (l9.l) iJ пoтенцiальнa енеpгiя

U : + tl v'i + z',?1 t}.r dу,.

'D

Toдi для фyнкцii ЛaГpан>кa Ntаeмo

' = \ ! l rp,,? _ T Q,1+,,,i)) t].r dу.
oD

Hа oснoвi цьoго Дiя нa6иpae Bигля.цy

,12
s = ; I,h l! Ф",? - T Q'? + z']у1 ах ау.

II D

Застoсовуtони piвняння Ейлеpa i дифсpенuiюtoчи за тpЬoМа змiнними
Z,,' Z,,,, z,у, Дiстaeмo piвняння кoЛивань мембpани r

it | а:\ а |_a"х а | .]z\_ 
а^. {,p;J 

- й {,.;) - * l. *,J'
або

iz ,|О,, 02z\
-=u- i .* .i.()r \A". 0), )

.]е (. = ]-т7F _ u.lвидкiсть пolllиpення з6vpення в мем6pанi.

19.7. лiHiЙHЕ пPoгPAt\,lyBAHHя

Piзнoманiтнi питання, якi виникaloтЬ в екoномiцi, вiйськoвiй тa
iнх<енеpнiй спpаваx, Частo пpивotять дo такоТ зaдaчi: знaйти
скстpеМуМ tt'iльoвoi' ф5'ttкtt,ii

Z : pуХ1 + p2х2 * ... * ;l,.v,, (19.29)

за тAкиx 1,мoв (oбмех<ень) (l = l,2,.'., И, n > n)
r.;t'Yt * Сriz.\z *'.. * Qi,.\n 3 сti,

l(lo за умoв

'\i: _4lrЛt- Qil'Yz_..._QinХtt +4i>0, i=|' 2, ..', m' m>n.
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19.7. 1. Гeoмeтpинна iнтepпpeтацiя

З аналiтичнoi геoметpiТ вitoмo, щo мI{o)кинa тoЧoк' яка зatoвoль-
Е{яC неpiвнiсть А.\ t B.rz * C ' 0, e пiвплoщинoro, що лех<итЬ пo
trдин 6iк вiД пpямoi Ах1 * Bхz * C = 0, пpичoмy цля тoчки M (х" 

',.f 
-2) чrrслo ,4.t"r * Bх"z * C, яке нaзивiroть вiдхиленням цiеТ тoнки

вtД пpяьloi, ,uopiвнrос Biдстанi мiх< ними (з точнiстro Дo il{Еo)I(никa).
Неoiвностi

Аr.тr*Bйz*Cr'0;
.;l:.tl*Bzхz*Cz>0; (19.30)

А,,,хlIB^Xz*C,,20
ви3ЦаЧають деякий oпyклиЙ МнoFoкyтI{иK.

Задauy лiнiйного пpoгpaМyвaння геoметpичI{o мo)KIIа сфopмyлIo-
Baти тaK: З],j,aЙTИ тoЧку' яKa налe)<ить l,lнoгоKyтникy (19.30) i яка
найбiльrпе (нaйменцrе) вiдxиляeться вiд пpямoi

(z=)p6t*pzхz=0, (19.31)

Зaлежнo вiд pозмiщеI{Hя мIIoroкyTIrиKa i пpямoТ ця заДaчa n,Ioxе мaTи
сJинttй poзв.я30к' нCскiнченнv м}roxинy poзв'язкiв абo взагадi не
мitти poзв'язку. У pозгляДyвaномy нaйпpoстirшoмy BипaДKy poзв'язки
'.lеxать y веpluинах МнoгoкyтЕlикa (19.30) абo нa йoгo стopoнaх. Toдi
МlleМo e,циний pозв'язoк а6o мнo><инy poзв'язкiв. Якщo м}IoтЮкvтник
poзiмкнений (нескiнченний) aбo система (19.30) несyмiсна, тo
poзB'я3кy I{емас.

У зaгальнoМy RипаДкy замiсть пpямoТ (19.31) мaсМo гiпеpплоrЦинy
tl9.29), а замiсть мIroгoкyтникa oпyклий itногогpанник, якиЙ
назиBaIoтЬ М!{oгoгpанникoм po3в'язкiв.

19.7,2. Cимплeкс_мeтoд

Poзв'язyвання зада.{i лiнiliнorо пpoгpaмувaII}rя пoЧинaeться з
вiдrшvкaння якoi-нсбу.lь BеpruI{Ilи МHoгЮгpаннrrка poзв'язкiв, кoopди-
натtr' якoТ yтвoplоIoть тaк звaний oпopний poзв'язoк. Маючи цей
poзв'язок та вiДпoвiдне iroмy 3наЧення цi.пьовoi фyнкцii, 3нахо,цимo
напpЯМ дo iнrпоТ BеplUи}rIt МrroгогpaннIlка' B якoмy цiльoва функцiя
зрoстae (спаДае). B pез1zльтатi Дiстaeмo дpyгий oпopний pозв'язoк i
т.д.. пoKи не дiстанемo oптI{мaЛьний poзв'язoк.

П. \{aкgillri1зува,rrt цi:tr,овr, сlrvttкttiю

z:-|2хl*Зхl'

(.t'L=)-.tt-|2хz+6>0
(-r'2:).т1 *.тz*l >0.

i1рII l)11\lе)4iенH}Iх
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(yз=)3хr-,tz-l>0,
(yl=)-2ц-4х2+l0>0'
(ys=).2х1+х2+l0>0.

Мнortrкyтники poзв'язкiв зo6pa)кeнo нa pис. l9'6'
дe пyнктирoМ нaнeсeнo лiнiю (z =) - |2х1 *
+ 3х2 = 0. oскiльки мнoгoкyтник poзв'язкiв 3aмкнe-
н!rЁt, a ця лiяiя не пaрaЛeльнa х<однiй з йoго стopiн,
то poзв'я3oк eдиний.

Biд пpямoкyтних дeкaртoвиХ. кooрдинaт (rr, хz)
пepel"tдeмo спoЧaтку дo косoкyтlrиx (уь у) 3a фpмy-
ЛaМlt }r = - хr + 2х2+8'}z=хt + х2 + 1, звiдxи

Pис. 19.6 | 2
.Yi = - .Jl + ;y2 + 2' У цiit кtlсoкyтнiй систeмi oсями

кО()pдинaт e пpямi }r=0 i )z=0' a пoчaткoМ _ oднa 3 вepuIин мнoгoкут}lикa
l.lозв.язкiв. Цiльoвa фyнкцiя нaбlrpaс вигляДy z = 5Jt * 7уz - 33, y веpruинi .4 (0'0)
\{it(iмo Z-1 =_33.

Ilepeйдeмo тeпеp дo кoсoкvтних Koopдинaт (lz' yз) 3a фopмулaмИ у2 = х| +

+.Y2 + l. yз = 3.r1 - х2- |, звiдки ",:\l,+{лз, .тz =Ы,*!,,. -', ,= _1{,-
a_'.'. - 3' ]\{aемо B(0'0) i ц = _ 3.

tIapeштi пeрeйдeмo до кoсoкvтних кoopд}|t|aт (,vз' .v"r) зaaфоpмyлaми у3 = 3,т1 -
-.\.2 _ l' y4 = _2хr - 4.тz + l0, звiдки

2ti3^21 3х1 =1уз -Г4.yl + l' -т2: _1у3- цll+ z. ;= -7).:l +-14!l-6,

\laсмоС(0'0)i zс=_6,
T.aкltм vlrнoм, Мaкс}lМаЛьlJе знalleнtlя z = - 3 дoсягае'l.ься y вeрulltнi B многoкyт-

}|}lKa з кoopди}JaтaМи х1 = 0, .Y2 : - l.
- У зaгaльнoму випaдкv, Ко.1}r зaдarмo мtloгoграl||l}tк (симплeкс), у веprшинaх (нa

реOpaх ll}I гpaнях) якoгo lllvкають poзв'язoк,3дi!"lснюетЬся пеpeхiд вiд дeкapтoвих
гIpя\'toкvтн}tх кoopдинaт дo кoсoкvтIlих. Пiсля lI'ьOгo знaхoдять пepшийl oпоpний
pOзlr.язoк i HaПpям, в якoМv I1iльoвa функцiя 3poстaс (спaдаe). Пoтiм npоцес пoвтopюють
:loт}!, пОки не дiстaн},тЬ 0птимaльний poзв'язoк.

oписаний спoсiб PoзB,язуBан}rя задaч..лiнit'lнoгo пpoгpаМyвaI{ня
l-litЗиBаCтЬся сиt"ttIJекс ,-п1етo.1oм 

.П,aнцiга 
-/. 

Зaснoвникoм лiнiйнoго
п.poгpаМyвaнIlя с Л.KантоpoвIlЧ ), який v 1975 p' yдoстoel{ий зa цr
Hoбс.riвськoТ пpемii 3 еKoнoпliки.

i---

z=0
уI I

..) Biд. aнгл. simpleх _ гtpoстий, нaйпpoстillllti!.

''.i Т Д a н ц i г (I900--l9.'9) _ aмеpt,tкal|сЬк,lй N'a'tеМа'г!rR.,Л.в. Ka н Тop0вrl ч (нaр. l9l2) _poсil.iськlrй мaтeматиK.
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