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BсTУII

Haвчaльний посiбник с пеpliloю ataстиt-toЮ куpсу .lекшiй з ,]исцип-riни
..oснoви дискpетнoi МaTeМaTики',, що мiстить y сoбi як клaсичнi poзлiли,
тaк i тi, щo oтpиМaЛи po3витОк в oстaннi poки. ,!aний пoсiбник пpисBяЧе.
Hиl"I пo сyтi пoбy.roвi сунaснoТ МaтеМalиЧнoТ мoви - \IaТеMагиЧнiй .roгiцi i

теopii. мнoжин. Сюди BхoдятЬ тaкi poзлi.rи Як: MеТoJt MalеМаТиЧнoТ iн:ук-
цii, кoмбiнaтopикa i неpiвнiсть Кorшi-БyнякoBсЬкoгo, arгебpa BисЛoBЛЮBaнь
i iТ застoсyвaннЯ ^1o aнaлiзу слекТpиЧIlих кiл. зaгaльIta теopiя множин i rеo-
piя бiнаpних пpе,lикaтiв. Пoсiбник бy.lе кopиснипt.,'сiшt. у loМу нlrслi iст5-
ДенTaМ' xТo бaжaс aбo кoмy неoбхiднo пoзнaйoМитllся з yсiм кypсo]\l

дискpетнoi МaтeМaтики aбo з деякими ij дoДaткarти.
{ля зaкpiплeнHя знa}lЬ пiд Чaс Bliвчснttя теoреТиЧltoгo Мalеpia.1.\ Hа-

вчальний пoсiбник мiсти.гь вapiatlти пpaктиЧtlих зaДaЧ з poзв'язaнипtи пpи-
кЛaДаМи I]o ТеМaх' якriм пpисвячепa Пеplшa ЧacтIlнa кypсy лекuiй з

дисциплiни ..oснoви дискpeтнol мal.емaтики''. }.IaвеДеI-ri y пoсiбнику зaлaнi
пpoпoнvстЬся Bilкopистoвvвaти пiД чaс скЛaдal]ня ЗaBдaнЬ дЛя кoЕITpoЛЬних
poбiт i iндивiдyaльниx дoМaцIнiХ зaв.цaнЬ .tля стуДентiв yсiх фoрьt нaвЧaН-
ня. Кpiм тoгo, Тх Мo)'кнa BикopисТoвyвaтll пi,l Чaс ПрolJедеIlllЯ пракТичtiих
зaнЯтЬ зi сту.lентaiuи oннoТ фopми тa зaoчнoТ tpорпr нaвнaння.



l MЕToД ]\{AТЕN{AТиЧI{OI llrДУкцli (МMI)

1. l Фоpмyл toвaн ня l}lетo.Цу N| а тrMaти ч нoi iндyкцi'i.
Доведення piвностей

!искpетнa MaT.еIltaТикa - це Цикл N{aTeМaтиЧ}lих на.vк} lllo виBЧaЮTЬ

влaстивoстi кitlr{евих МнoжиIl. B ДeIrий чaс цi нaуки бyрх:lиво розBиBaЮТЬ-
сяr щo визнaЧaстЬся TрьoМa /{yже вaж.цивимlt фaктoрaшtи:

1) poзвиткoru кoмп'tотеpнoi теxнiки i кoмп'roтеpних нavк, шo бaзy-
тoTЬся' a вЛaсне кa)кyчи, € пpoДoB't(енrrяМ Дискpетнoi -иaтемa.гикlt:

2) зaпитaми рiзних' пpик.1aдниХ нayК rеoрiТ кеpvвaнтlя. екottоrliки.
oпr.имiзaцii i бaгaтьoх, 6aгaтьoх iнших;

3) лoгiкoкl внутpirпньoгo poзвитКy цих нayк, тoбто пtlявоК) нoвих

Poздiлiв, глибoкиx rliкaвих пpoблем' poзBиТкoМ метoдiв Тxньoгo
pозв'язaння.

Усе це i визrraчилo тoй фaкт, шo 12iзнi poздiли дискpетнoi MaТеМaтики
yсе нalloлег'цивituе впрoвaджylотЬся не тiльt<и в yнiвеpситети, aЛе й у тех.
нiчнi й екoнoмiчнi i нaвiть v гyмaнiтapнi вyзи'

ММI лежить в oснoвi дoведеtlня BеЛикoГо ЧисЛa тeopеМ у piзних pоз.
.Цiлaх дискpеTнoi МaтеМaТики. ПiдкpесЛ}olоЧи цю oбсr.авин1 . r,,rи i rlotiFIе\4o

Bик,tai{ кypсy з цЬoгo I!{етoДу' Haведемo кi.lькa фopьlyЛЮBaнЬ МMl. Усi вo-
ни рiвнoзнaнlti, a.пе дoвеilеннЯ цьoгo фaк'r.y неpез його склa.цнiст.ь Ми OпYс.
тиt'to, Цoб вiдpaзу )Ь нe зaлЯкaти ЧиТaЧa тр),дНOсTяI,Iи технiчнoгo пopя.цк)l-

Бyквorо N нaдaлi ми будеМо ПозI]aчaти MнoiliинY l;aТ\,pa.lЬHиХ чисеn

A, = it^2,3,..., r?,...1.

ll0 _ pозtпиренa MнoжИIta I]атvpaЛЬIlI,Iх .tисел, тoбтo

N0 = tl).|.].З. '...п'.''|.

I1ехaЙ Р(n) пoзнaчa€ деякy BЛaстивiсть нaтурaлЬIIИХ I{ИC€Л.

Tеоpемa (Станлартний метo,ц MaТе$1а]'иЧ}Iоi iнлукuiТ). Нехaйr
влaстивiстьl, вipнa Д'I|я t1 =l iнехaйз iстиritroсr'i P Дllя tl -k вигtливaс
Йoгo iстинtliсть для п= |с + i. Тoдi в'laс,гirвiс-гь P вiрlla д-]я кoя{IioI.с)
lrсN'

Пpиклaд. {овести, Щo

п(п + |)l+-+...+n=---
)

(1.i1

Д.ове,lення. Метoд Мa,IеМаTиЧllоТ iндyкцii зДiilснкlюгь зa ТaКoК)
схеlv1oЮ.

], Базuc iнdук,l1ii, Пеpевipимo piвнiсть l.ЛЯ n = l . JIiвa Чaстинa (.IIЧ)'. l,



l.l
пpaвa чaстинa (ПЧ) _.-1 =|. Piвrtiсть ДЛя n= l,,r'oбтo бaзис iнлyкшiТ, викo-

нyсться'
2, Iнdукmltвне пpunущеt|ня. Bвaжaсмo piвнiсть (1.l ) вipнoкl jJ;lя п = k '

тoбтo IIpигIусти]\,to' Ulo

, r, .\
! t. r_ k\k+L)t+2+..._*= 

, 
(l.l)

3. IнdукmttвнtЙ nеpехid. floве,1емo piвнiсть (l.1) для п=k+l' тoбr.o
/loведеivto. lцo

! a, ,,.,//.,,\ (*rl[t-:)
l. J +..'+ /t +tк * t t= 

-J--,
[iйснo, зас'гoсoвyючи iндуктивне пpипyщсння МaсМо

i-t+...+,t r (t I l=ktk+1), {*, r).
z

. к(к+l\ ', ''(k '\ (k+|хk-z]
зв|.:tси _r;-*(ft тli=(к+,,1; *, 

]= 
-^- 

LЦL) | o.\.l() lloГplul]t)

дoвести. Taким чинoм нa. пiдстaвi Ме,гoД} Malеj\lal иvнoi iна1 кuiТ piвнiс rь
( l.1) вipнa .цЛя кo)i(нoгo /? ,

Симвoлoм и! познaчaст.ься,]oбyток п|,=I.2...'./?. де иеN. l1aпри-
клaд. 5!=1.2.3.4.5=120. Зa визнaченняМ ввa}кaЮтЬ' цo 0l= l'

Пpик.;laл. floвести, щo Для бy.Ць-якor.o и е lV

1.||-2.2|-''. + n.п|=(n r t)t- t. ( I ._l )

.Цoведення. 1, Базuс iнdукt|it' Пеpевipипlo Твеl)д?ке[lнЯ (I.]) для
ll = l . JIЧ= l . lJ = l, ]-tt{=(] l 1},- l = 2! _1 = |. Базис iн,r1,кшiТ .цoве.aеttий.

2' Ittd1,к7nцgче mвеpdэlсення' Пpилус'rиllo' Ц.lo (i^.i) вipнe .lля rl=|.
тoбтo пpипус.гиМo' щo:

l.ll+2.21+...+ l./!=(/+ 1)!-1. {1.4)

3. Iнdvкmuвнuй nеpехid. floвеДемo (1'3) для n = | + l, зaстосoвую.tи
( l.4), то6то дoвеДеМo' шIo

t. ll+2. 2t+..._ I . ti+(t * l[1 + t]=(1 { :)l_t.



l{iйснo (t.it*z .2\+..,+/./l)+ (l + tl/ + t)t= (l + l}*1 +(/ + t}z + l)t=

= (z + i)t(u rz)- t = (r + z)н.

Пpиклaд 3. ffoвести, Цo .цjlя кoжrloгo n е A/

4n +|5n *1 дiлиться нa 9. (1'5)

floве.Цення. ]. Базuс iнdукt1ii.. Перевipипro ( 1.5) для П = l. ЛЧ=4* I 5.
l_18 дiлиr'ься нa 9.

2' Iнdукmuвне t1pur1уLl|е|t|1я: Пpипyстиi\lo. Щo (1.5) викoн1zс'ГЬся l1.пя

iз=m.тo6тo

1., +|5nt - ] :i'rltться ira 9. (1.6)

3' Iнdукmuвнuti nеpехid. lЦове,цемo (l.5),tля п = m + 1, викopистoвуro-
чи (1.6), тoбтo.цoве.цеMо' Iцo 4,,'-' +15(п+l) _1 дiлиться нa 9.

.n1+1 r c!+ +l)l l?l+tt-1:+.+ +lJr7lflJ-l
_ (1,,' +l5и _i)+(3.4,,' t 15).

ПерпIa Дyжкa Дiлиться нa 9 зa iн,uу'ктивниМ ПpиПylцегtням. Зa-пиilitl;to-
ся JloBести' lЦo дpугa скjlaДoBa дiлиться нa 9' тoбтo .t.pебa довести' Цo 4,' -s
.цi"циться нa 3. Це тBерl])Itеt{IIЯ ДoведеМo МеTo.цoМ N,1a'IеМaтi,rЧlioТ iнд1'кшii.
тобr.o зaстoсoByючи ,'iнdукt1iю в iнd1lк71i1','. !'ля n.-l 4l5-9 дiлиться на j.

,L
ltpип}стиN'o, ш1o 4'. + j iriлиться нa 3. l{oведсМo' l.tto .itul +5 ,ц,i.nrtl.ься нa
- ,I.l - ,li . l,I -l ^ ,IJ. a.lе 4 .+)=4'4.+)=\4.+)J+J.4 . tlеpша скЛaдoвaДl.lитЬся Ha lри
зa iнjlyктивниМ IlpипyIIIенням, a /цpyгe _ oЧевиднo. Тaким чиrtoll, Mи ДoBе-

-i1и' Щo 4,,,+5 дiлиться нa 3, a 3нaЧитЬ i 4, +15и _ l дi.питься нa 9.

Сфoрмулrot.мo кiltькu l,Bер,1AеItЬ. еквiва"rенlних МсIo-l.\ \tdlе\lJtitчнui'
iнд.vкцii.

Tеоpемa. Heхaй МltoжиI{a А с ]V мaс тaкi влaстивoс,гi"
1. lсl.
2. fIля кoжного k е N,якщo ft сl.тo k +| с А.

Тoдil='\'
Tеopемa (3ворor.ний NlетoД иaТеМатичноi iнлукuii) Неxaй влaс-

тивiсть P(,\) викoн1.еться j1ля 1y':/. З тогo' Lцo BOнa вipнa д;rя кoжнoГO
k<n випливa€, rЦo P('V) вipнa лля A. Знaчи.tь Р(N) вiрнa лля буДь-
якoгo iтaтypaльнсlгo N.

Заувaэкення. У зaгaльнoпl) виПa;lк\ iн.l1.ктивнlrй ЛрOUес не toбов'я-
зaний пoчинaТися З 1. Базисoм iндукцiТ t',toже бyти буль.як I{i.;tе числo сi.



Teoрeмa. Нехaй влaстивiсть P(A) викoнyсТЬсЯ для N= l. З цьoгo
,цJtя кo)кнoгo k>а виллl,tвaс iстиннiсt.Ь ДJlя t+l. Знaчить P(N) iстинно
для бyДЬ.якoгo Iliлoгo rt ) a.

1.2 {oведення нерiвностей метоДoм MaTrМатичнoТ iндукцii.
Hepiвнiсть Кoшi

Пpиклaд |' 2, > n для будь-якoгo rz с N.
{oвeдeння. [".rя .V:l це oЧеBиДнo. Пpилустимo. Lцo "i > t. ,]oве-

lIеN4o' Iцo 2k*1 >k+1. fliйснo, 2k+\ =2'2k =2k +2k >k*1. oскi:lьки
2k > k зa iн.]yктивним пpипyЩeirня м, a 2k > 1 с oчевиднorо неpiвнiсr.ю.

Пpиклал |. 2, > n2 дn" бy.]ь-якoгo нaгypaльнoгo и > 5 '

.tr{oведeння. [ля n=5 мaсмo вipнy неpiвнiсть 32 -']5. Прип1,стимo, шo
Дaнa неpiвнiсть вipнa i для n=k> 5, тобтo 2k >k2. fJовeдемo. шo
2r*,,(k+t)'. Цд неpiвнiсть рiвнoсильнa 2k +2k >k2 +2k+i. Якщo,."rи

.]oве..tеМo. щo 2t > 2k - | (k z э), тo o\,Дс JOBеJеlla t вllхi.lна нepiвнiстr,.

Hеpiвнiсть 2k >2k+t (t>5) лoвелемo iндyкцiсlо (iнr)укt1iя в tнО1rК-

цi|). !ля A = 5 ьlaемo oЧеBидtly неpiвнiсть 32 > ll. Пpипvстимo, нepiвtttсть
вipнa i Пля k=m, To6To 2',,>2п+1. {oведешto j:laнy неpiвttiсгЬ liJlя
k=m+1', тoбтo дoBeдемo, Цo 1|]l\|>2|n+I)+|=2ni+,] aбo

2,,' +2,,'>2m+ l+2. oчевиднo, Ulo Ця нeplвI;1стЬ вiрнa в сrlлу'iнд1 кТиBнo-
Го IIpипyrцення.

Teopемa (Hеpiвнiсть Кoшri-Бyнякoвськогo). /|;rя буль.якl,lХ ЧисеЛ
a1 u,,ra n rb1 r,..rb,

(o,b, - а,b2 +.',+ а,,b,,): 
=(,,. 

*''. I att I,', *''. * h'. ),

[овелення. Д'ля п=l неpiвнiсть (o,ь,), <.l,]b.2 вipнa. Неxaй

\.аФl
. t\

+ ... + bk- ).

,(oвсдемo, щo
(аф, +,..+ а1bo + а1.,p1,.''), . k', +.'.* ou, * сlр*|h,. *' 'ьr, * b,. 

', 
).

Пеpепиurемo ц}о t{ерiBнiсть' ЧaсткoBo poзкpивtlrи дyжки:

+ o,b, +,,'+ адb1). 
= 

(o'. n.,,* oo,|Ь,,

+ ..,+ а1,bo)2 + 2аp1bр1iа'b, + .,.+ сl1bд)+ ,,u*,, bр.-,2 .

= 
(o," ... * o o'\b,' +,.. + l)k2)* u o,,' b o*,' t

l okn,, b,. *... * ьo2)+ bo,',b,, +.'. *,.1r ).

(aror



Лeгкo пoмiтити' щo дЛя Tогo. ш]об Дoвести uro неpiвнiстЬ, j]oси1.Ь Jlo-
tsести! щo

2а 
1. *'b 1, t 1(а,Ь' +'.. + o дb 1) < o r''' \b,. + .,, + b o] )* b* .,. (o'. * ... * o o. ).

Пеpенесемо всi дoдarrки в oДtiу стopoнy i згpупvвaвшlи iх, or'pиt,lat:шtо
0LIеBиДнy нерiвнiсть

(oь,b,-otb,,..')2 +(ад*1b, tаzbt.nt), *...n (oo-,bo -адbu',)2 >0.

Hepiвпiсть Кoшi - Бyнякoвськoгo ДoBедена'

Bизначецня. Чис,ro (а, + а, + '',+ а,)f п I{aзI,IвaстЬсЯ сеpеoI!l^1 uPLl-

ф,uеmuuttu,ll ЧисеЛ al ,Qэ,,'.,dп' a яКщo чИс:Ia а1 20'.',,Q,, )0, ,гo чl,tс'ro
, 

'1,,\аl .аz, ,',.с1,') n liaзивaстЬся сеpеdнi'tt Z,еo'\lеt|lpltчнLI.i1 чl,1сс]l L111Сiэ r..td,'.

Tеopема. (Hеpiвнiсть Кoшi). IIeхaй а, ) 0,...,а, > 0 , 
.r.одi

(а, + а, + '.' + а,)f ,2. (сl1 . а, . ..., ,,,,),|,,, (1.7)

7Ц.oвс,Цення. Кpolс nеpuluti. Спoнaткy, зa iндукцiсю дOtsеде\lo Цto }'е-

piвнiсть дiя нaтypaлЬI{их Чисел B|4Ду n=2,,' ' Д:lЯ п:I тpе6a ДoBесTи. Цo
а,*ааL;-, ,,lu,n: . Qя нepiвнiсть еквiвeлентНa а| - 2,!аp2 _ a. } 0, тoбто

кiльки вoни piвнoсильнi' IIpипyстиМot UIо .цaнa неpiвнiсть вiplle лля
ll-k'.гo6.ro

( 1.8)

а1 + с11 + '.. + a.t-l l--'--.,: ' )|а,
2r*t

\ l/
' Qrt.t 

.1,1 
2t"

fliйсно

* Q1 * ...* Arr

?t'

а1 + а) *... * с?'l*r ( а,
-' ---. -' =l

^хi! 
l

l\

t0

a э, .l * aэu '. *... + ст,, -; )+--'1"Ix 1^ l



IХ_>22
. , / rl>{lal 'Q..,.'.a-t ).:^ .(a,.tl .42.-]..'''aэ,,J :. =(a, '0:'....a.,.' } :.

oтжe' ми ]loве.lи нерiвнiстЬ Кoшi. кoли кiлькiсrь Чисс.l ) сеpе.lнiх с

степirtь двiйки. A як бути з iнш:ими? д].ля них Ми дoве/iеМo неpiвнiсть Кoшi,
зaсToсOвyloЧи ще oд}iy мoдифiкaцirо iнлукuiТ '. ',iнd7,ц',i, внuз,'' |lpигl1,сти-
Мo' Цо неpiвнiсть Кoлri вipнa для n_k, тoбтo

(а, + а,I.''* а1)ltс z(а,.Q1 .....nr))o 
'

(19)

i дoвеДемо цЮ неpiвнiсTь Для n:k-] ,,Цля цьoгo в tтеpiвttoстi Кoш.li пoклaДе.
Мo, цlo Qk = Q| + а) + .'' * a,-1 lV - l). тoлi (i.9) бyлс l!.laти вигЛяд

\а, + а,, + ''.+ аk -|)+ 
gr]_r:l 4l._' 

( а' * ... * сl1_, 
.i lА

k -'-_!L.[", ".,.,.'аl l ff ;

Пiсля елеlrентapних aлгебраiнних ПеретBopенЬ N'aсN'lo

Cl1 + .I,1 + ... + а + с: +... * .,t .'1),ia2(or'or. ur ,1И. ,(,'t k -1 )

(o' .o,''',.o,r))i' *\o,,*, ,Q2k 
*2.'.'. а'o-,))z,

Cкopотимo неpiвнiсть нa дpyгит"l i\rнoжник прaвoТ Частиtlи:

( o, + o, * ... * aь ,\o_у; , rl;',

\ t-l ., ''

l, нapешr'i, tlijlнесеirto oбилвi чaст}lнtl неpiвtlосr i no ..г.n"n, -!.l, I

а|+а:+,,.+LtL | .|
)(с' .a^ '''.,аI 1) k I

lс*|

Тaким vинoм неpiвнiсть Кoшi ДoBедеIIa.

tl



BAPII{Ти ЗAДAЧ ДЛя кoI{TPoЛЬHих POБIT l
IнДиBI.цУAЛь tIих зAB,цAI{Ь

(MЕToД MATЕMATиЧHoi I}IДУкц!i)

Дoведення piвнoстеЙ метo,цaN{и ПtaТеМa.гItчtlоi i ндyкuii

1. !oвести, щo суN{a Пeрших ,? rrепapниx rraTypaЛЬних нисел дoрiв-
нtoс 

'?- "

l.Дoвести. tцo с}'Мa квaДpariв ,? пrplllих. нalyраЛЬниХ нисел.]l.lpiвнк-lt.
л(n+lXzи+l)

6
3' {oвести, rцo .цЛЯ бyДь-якoгo 

'1; 
,\ 

. 
'

12 +З2 -...-|2, _11? = 
n\:n - tJ\zn + l l

4. !овести' щo дiя бyДь-якогo и с N
a) - 1+ 3 _ 5 +... + (- t), {zп -t)= (_ t),', 

'
6) 1- 22 + з2 _ 42 + ...+ (_ 1),-| n2 = (- l),,-' :!уР

I
5. !'oвeсти, щО сy\{a ку6iв n перlllих ЧисеЛ l{aтуpajIьнoго ряд)'

' n2(и+t)r
]]оpiBtlюс 

.]

6. !,oвести. шо при кo/(Flo\1\ нaт),paJЬHo\1\ l? сПpaBеJ.lива 1.it.tliс tt,

'4 . 14 ' lf, ' .] n{n*|\2п_t{з,: _3tl_1)
l. + I. i.j +...+ ii= = 

"7. f{oвeсти, IЦo Дj'Iя буДь-якoго л .. N спpaведлива piвнiсть

l' ] +]'З*...- n{n +|\- 
и(и* ] Xи* ]).

3

8. .{овести, щo ,Д,ля буДь-якогo iz е Jf

a) I. 4 + 2, 7 +.,. + п\3п + |.) = n(п + |')2 ;

б) 1. 2 + 2, 5 +.''+ n{зn _ t\ = п2 (п + |),

9. !овести' Щo ДЛя бy,]ь-якoгo нaтyрaльHоГo ,
1'2.3+ 2,3. 4+,''+,(n+l[lz+ э1= 

п(п *||чn +2\n+3\ 
.

10. .Ц,овести, щo дЛя бy.Ць-якиx п, p с N мaс мiсце piвнiсть

/ .\ / .\ |I,/.',...p+l.) ,'. p\p-i)-....ll\n-|) ... \'|l . !) I)-Щ*-f},,.-2J...{l; 7,)

p+1
l 1' ,Цoвесlи. tцo Jля б1'ль-якoгс и с ,\.

a) 2'|2 +3.22 +',.+n('n_t)2l (n +1)п2 =r(rz+t[иi2.X3,r+l).
i'3. 4

t2



Ф1'22 +z'з2 +...+(n-|)п2 =

12. .(овести, Цo дЛя х *1 i п е 1y' спрaве,lливi тtlгoжнoстi
-.tt+l 1

a) l+х**. .-...*тn =L_..'
x-l

^ ] ,,_I-(n_l),r,'.1 +nхu-^o}.т+lх-+,,.Р11х = . f -\t-хi
13. {oвести' щo lцля бyДь.якoгo l? € .ly' спрaBед;iивa piвнiсть

Lr 12, tn-l .n ll--+j f..,т- =L -l.
14. !овестrt, щo/r+t .k |+\k +1I& + t) l+...+ 11,д |=\n +1'|

дen,kеNln>k,
15, ,{oвести, щo Для бу.Ць-якoгo и е .tV

/ .tr ^\ / r afl r a /^ i\
\n + |^n - l),.,\п + n1= 2' '|' 3'..\2n - |).

16..{oвести, щo дЛя бу.Ць-якoгo l{aтypa.-IЬ}loГo /?

3 5 2n+1 I

, т :- т ... т __: 
, 
_----; - 1 _'___--

4 Jo п- \tt + |)- (z + 1)-

l7. !oвести, шIo l1ля бy.Ць-якoгo и с ,V

(, r)f, r) [, r \ n+2r--lll- 1... rt 4/\ 9) (,r*i)j ) h+2
l8. {oвести, u]o jljlя бy,lь-якoгo п с A'

.11 I I 1 1 Il_-+--...+_-*t--+..'+-
I 5 :t1 -t /.n nLl 11 1 : :п

l9. f{oвести' Iдo дЛЯ бy,Ць-якогo п с Л
ll 1n

т '.. т:--_::l.3 3.5 
... 

|2п-l\zn-l) .п+|

20. .{.oвести. щo дЛя бу.Ць-якoгo л с N
llllп

- 
! 

- 

д-_ l, f 

-

|'4 
, 
4'7 7 .I 0 ... 

(-зn _ :Iз,. |) 3n _1 '

21. !,oвести, щo.ц.rtя бy,llь-якoro л с N
lil 1n

-!_+__,*...*-i.5'5.9 9'l3 
..., 

|цn_з сп+l) 4;з+1

2?,. l{oвести, lц0 lIЛя бy,1ь.яког'o n е .V

| 22 ,,t n(n +1)*-+_+..,*_--=-*
1.з З.5 \2n-||2n+I) 2(2и l1)
23. lloвести, щo,цЛя будь-якoгo и с N
111 in

- 
l_+-+.,.*_;--_

4.5 5'6' 6"7''''' \n+3lл+ a)- ц\п+ц\
24. l]<lвести, iЦo ](.qя бy.lь-якoго л с ,Y

11



12

-+-+..,+
1.3.5 3'5.7

17'ltt_+_+__*..,* , __ ___ -_+_ = l .1.8 8.15 15'22 \1n-61.7n*1) 7n+l
25. Довести, rцo ДЛЯ бyДь-якoго и e N

1 I t t(r 1 )=,, ,

I.2.З 2'з.4 n|n+||чп+2) ][2 \n+I|чn+2))
26. [oвести, iцo ДЛя бy,Ць-якor.o л е ,N

ll
_тt_--+...+
а{а+1) ('а+t\а+z) ... (o+п-1\а+п)

3 1 . {oвести, lJ{o lIля буДь.яких сl, tl с N

сt+1 а+З а+7 а+2n *l (a_r)(:,,-r)_ ,' ,+t1
2 4 8 2t1 1ti

32. {овести, ЩoliЛЯкo)кi{oгo,.ш 9*f +-,+!1= t- 1'
1! 2! п! n!

33. !овести, Цlo ДЛя бyДь.якoго ис ^ly' iбyль-,якогo .т сR сltpaве.Цливa
piвнiс'гь

, х ' х(х-l) / |\,] .r|х l)...(х ll+l) / ,l,; (.r_1)...( т- л)
'-L.-2: --.,.-r-r/'- =i-r,. ,! -

34. ,{oвести спpaведливiст'ь piвностi

п-/\
а\а + 11)

'Аlч



1242"12n*l

-f 

------.т 

-т...f -=- 

+ _-----.-]-.].1ябУ.1Ь-якOl ot+л l+.t- l-.т. l..тl .\. l l_r],.'
.,0. i Il?€/\'.ll.т| +l.

35. !oвести, lцo .цля4б}'дЬ.якoГo Z.f 
^ 

0 
. )',х х. х- х. l х-,т.--.---:-т.--------;т

l_х2 l-х4 1_x8, 1_х2,, 1_х l_х/,ле]-т| *t.

36. !.oвести, щo сyМa чЛеrriв кo)I(Hoгo гopизoнTaqЬЕIoГo pя.]кa ]]aHoТ
Taблицi дopiBI{Iо€ кBaДрaтy кi-цькoстi uисе.r y нiй:
I

Z' J' Ч

з,4,5,6,.7
4,5,6,7, g, g, 10

37. [oвести спpaведливiсть piвнoстей, Де аi .'i-li члeн pялу.Фiбoнaнi:
a) аn'1 = а0 + а| + а2 +,,. + аn_| + |;

б) сp + а2+.'.-|а)n-(o,*4i *...t аz,-t)=аz, t_1;
в)аl=a,,'1 .a,,*1 !||
г) аn*n_t = (lп 

1 
.а 

Р_1 
+ а,, '(1 Р;

Д') а:**l = of, + of;*,.

38.!.aнo: dп+|=Ql .o,.-Оo'a,'.,1 iс1n=2;аt= З. foвести: au=2,,+1.
З9. [aнa гroслi.цoвнiстЬ l{aтypaJlЬнLtx ЧисеЛ U ,, Д,ля якoТ U. = i i

0 l = tJ l_t + t. !oвесr.и '' Ll , 1-vu ,,*, = (" + t)2 .

40.a) ПoслiдoвttiсТЬнисeл а,b;с]1,b1iс1э,b.;...;сt,,b,,;...зaДaс'.гьсязa
закoнoIlt

а+b аl-bl
иl ----|u1 -- -'2'2

, а1+b , а,-b,
,?r =-,'D, :-: '-'1 

2 '"t 2 
t"'

!oвести; аn =а+i(ь-.)(] _}). а, -o, 1\ь_"{r *.|)
б) Числa lloс.TiДoBl{oстt аg,а1'.,,'а, 11 BИзHaЧa}oTЬсЯ TaкиМи yп,loвeМи:

, аk+а,, 
'!=!*(-tГl 

/'-,rdg=a,a1 =b,ak,' =Т.floвесi||:Цn= .i \ , j'],.

41. a) tloслiдoвнiсть зallaНa pекyрентt{o}о фopмулокl
а,, = 2аn-1 cos х * a n-э., n )> 3.

Знaйти зaгaльний чJlе!i' якщo а1=|,а1 =2сos.r,
б) Пoслiдовнiсть зaдaнa pекypенTнoЮ фoрмулоro

l5



Qn = Qn-: .cos х + сos(n _ 1)х , п>2.
Знaйти зaгaлЬн[Iй Члeн. якlцo аl =1 ,

42. !oвести фoрмyлy n-Гo ЧЛенa apифмеr.иннoТ прoгpесiТ
an = Q * d\п _1), j\е (1 -ПepIJJт]'й Член, d _piзниuя apифме'ги.rнoТ пpo-

гpесii.
43' !oвести фopмулy с).Ми Пеplllих и ч;tенiв aрифмети.tнoi пpoгрссii
^ 0t +o-\ =' ..и"n 2 "'
44..{oвести фopмулy ll-гo ч.1енa ГеoМетpиЧнoТ пpoгpссiТ au = o'Ч,, 1 

'
де a _ перIUий vлен, q - знaМеI]i{ик Геo\1еTрич[tоi rrpогpесiТ.

45. ,{oвес'ги фoprrr1.ry сy\,lи l? перll]их ЧЛенiв геoМетpиЧI{oТ rIpоrpссii
- l-r ''

Jn=а,1},lе а-ПepЦJI4|1 ч;IеН' q -знaМeнник t.еoМеTpичЕlol Пpo.

гpесiТ.

46. /ioвести, rцo.ц"Ця бy.Ць.якиx п,п'k r Niснус чис..lo 4 с,N тaке, шtо

\^1, -, - {;)o =f " ,k - {
17 гt^^^^тt' -nтn.r-llin'.] l . АvD!!

. \r .\ / ' 'l(l l х\l * л, /...tl + .t- l= l . '- *... - .Y- -'

48. !oвести:
' '/ э\ i \ / -' / \ ./ .\ l ,)t(l _x\t _.т-i..(| -*,,)*'tl _'-,l..lt _".,/-^-t] -',,l.'(i _.',,

, \, ' .l
-... * *'(t _'o- I (l _..,,)-... -.г,, |(, _,,,]-.т., = I

49. Дoвести тoтожнiсть
(q Фkfщ!,nl) =

а'.11,'.а'. ,

!o,*Щ(o,з.]]
L\0э.,.a,,niа1 aP2 c]р?а3

5i' fiовести' щo.ЦЛя,п=2k - l, де t с,VвiprIa piвlriсть

l6



, n-| ' (и_lIи-з) (и_l[n _З)'..2
lт--тl-i;.-...т,.--__--__-]--=,l.п_2 \n_2|1n-+) (и_][и a)...t

52. !.oвести, ш{o якщo sin а + 0 , тo для буДь-якoго и е /y' сгtpaве,l.lIlвa

тoтoжнiсть сoS.-.сos2сl .сos4а..,cos2,,а - sin2',_| q

2,,.I sitt а
53. Дoвести, щo .цЛя кoжнoГo n с N спpaве,ЦЛиBa фop} yлa

,t^\
b,'-а', =(b_o\h,,| *b,2а t h,.Эu2 -.'.*Ь.t,,-. *o,'-'I,

54. {oвести, щo 3 +.33 + 333 +... +.]...3 _ l0,.| .9,? * l0 
.tг 27

55. .(oвeсти, щo llЛя бу'ль-яких чисе-ц a] 1a1 у'.9C!n

(а, + а' +...+ а|l), = o,, + ol +'..+ аi +2а'\а, + u' +.'.+ u n)+
+ 2а,(а3 + а 4 +''.+ o,),'..+ 2а,,_.(а,,_, + а n)+ 2с1,,,tl,..

Зaдaчi нa пoдiльнiсть ЧIIсел

l. /{oвести, u{o сyI\Iа кyбiв трьoх пoслiдoвних нaтypaЛЬниХ чllсеЛ дl-
литься нa 9'

2. flовесr.и, ulo /1Ля бу,1ь-якoгo л с Z:

1)'i,' 5',''Ji.tи гься нa 6;

6) n'l l /л .]iли r ься на 6:

в1 п]'rбп] + 1 ln2 +бп дi'пигься нa 24;
г1 n6---3п5 i6n1-7п3 +5n:_2п Дtл',lтьсянa24.

З..,-\oвeсти' Щo дЛЯ бy.Ць.якoго исAl сllpaве.Цливi твеp,Цження:
a) 7,, r jn-1 дiлиться нa 9;

б'l 4,, l l 5n'1 ^r.iлиться нa 9;

в1 Зr,,-2-8п-9 лiлиться нa l6;
г) 2n' 

2 х 3,, + 5п_4 Дiлъlться нa 25;
д1 32',, 

l +4{)п-б7 дiлуlтьcя нa 64:
е.1 62n + jn- ] *J,. дiлllться на l 1 ;

ж) 7 х5.,, + | )x$,, дiлиться нa l9:
з1 .5J-,, +26х.iл *g2п- /,liлиться нa 59;

i) ] ]6,'3 +1.цi'.tиться нa i'18;
|() 2,,', +1 дiлиться нa 3;

Л) 5" "., + 1 13n.lдiлIаться нa l 7;

м) l0',-2 +18n +8 дiлиться нa 27.
4. !oвестtr, щo дjlя кoжIJoго исМ,спpaве.ц,.lивi тBеLrД/кення:

a) 7,, +$-,' . ,ri.rиться нa 57:

б) ] ],.1+ ])2'',/ ,цiJtиться ria l33;
B) 25',' 

j 
+ 5', x j,. J 

дiлитьс я н,a 17 ,

г) 2,., ^' хJ].' . 5J,- l .цiлить ся пa З7;

д) 3',., + J х2з ,- t дi-.tиться нa l 9l

t7
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l

е) jz,'z ,5.2,'^ 3зn-2 х22n ilislиться нa i053,
.ж) 2,n-.-l лilIиться нa 3;

з) 72n*2_1 дiлиться нa 48;

"1 
5,'-aх2n*I-125 дiлиться нa 45;

к) gut...l 8n-27 дiлиться на l8;
д; 52,'-.]+3,r, 

j 
х 2n Дiлиться нa 19 :

м) 72n*2_42n'z Дiлиться нa 3 3 .

5. {oвести, U{o дЛя бyДь-яких tп.2k in-2L, дe kеZ, I'е|lr,спpaвед.rивl
твеp.ц)кеннЯ:

a) m' + 20nl.Цiлиться нa 48;

6) 20,,+ Iб,,_3,'_,1 Дiлиться нa 323.

6. !oвести, щo пpи кo)кlloМy ис1{ спpaве,rливi твеp,lжeнltя:
a) 2 n' + 3 п" + 7 n Дiлllтьcя нa 6;

б) n2 (п' _ ] ) Дiлиться нa 60.
7' Дoвести' tцo дЛя тoгo, rшoб чltслo 9n-l пo,]iля.пoся нa ]0А, Д.oси1'ь

}'Nloви: n= I0k, де kеN i k > l .

8. .Цoвести. rцo дЛЯ кoжнoгo асZ а^_а I,iлиться нa 42.
9. ,loвестlt. Lцo чис.lo а','-а JLlиться нa 30 л.rя бr'дь-якoго шi.roгo "i i

цiломy невiд,смному и.

10. .Цoвести, Щo ЧисЛo, Iцo склa.цaстЬcя з 3,, oДин,иt.tь, .цiлиться tla J,,-

l1. floвесl.и N{aJIy ТeopеМy Фсpila: ,1ля 6rдь-якоto Цi.roгo rl i rlpсlс,гoго

р с1, а дiлитьсЯ нap; якu1o а i p взaс\lHo rlpoс,гi, ro d, , | дtлllться tla p.
l].Зtlarочи. IцoчlrсЛo (p_l):+1 ,liлrtтьсяIlx,дl 1gjli i,гi-rькитo.ti.кoлt,t

p- llрoсте чисjlo . 'цoBесTи' щo,].ЦЯ 0 < л < p_I п'|1p1n- /))!+(-1 ),'Jiлttться
IIa р тoдi i тiльки тo.цi, lto,rи p _ Числo пpoсте.

13. flовести, щo якщo яислo А^-/' скJaдеIIе з k сil,roк' тo Аu_Ар дi-
'1иться нa З4300 Д,ля tl l p, не меllrших 2.

14'.{oвести' щo для бy.Ць-якогo n-4k, дe kс\,: 7+7''7,+7,+...+7,, дi.
ЛитЬся нa l00'

/|oведення неpiвшoстей

l.ll,овести' tllo Jля а 2 _1 i J.lя б}'lЬ-якoгo ис.V спpaве.t.rива неpiв-
нiсть (неpiвнiсть liеpr.ryл"пl) ( l-а), 2l+1111.

2. !овести, tцc дЛя бy,lь-якltх lll,lсЛaх Ql, Q:, .'', a,l спpaведливa неpiв-
нiсr.ь ia7 

*a-.+ .'. + а,'i 5а t1+ iа l * 
]а, j]* .,. * а,,t,

3. .(oвес.гll, шlo дЛя кo)t(lloГo n €^", n > 2 мaс l'riсце нерiвнiсть

-"-* 4" -( 2n )!

; ry 
+ 1"- (n 

)"1..".- 
4. flовест'f. rцо:фR''rю)кlIo\1y Haт}рa-lI,llo|\lV l? сllpавс.l.!ltва нсрiвнiсtь
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rll
t< l* ' *l t.. .- ' <,,
1 ) 1 эn-|

5. Hехaй Xt, Xz, ,. ',.r/] _ ДoдaтHi Числa, ПpиЧolr,l} х1-т;, ..-t,,-- l . Дoве-
сTи' цlo X1-Xэ.|,,'+х,' 2п,

6. f{овести нерiвнiстЬ

хл - пo3итиBнi числa.

Y/ + jrr +'.,+хn ,F,i*, j]е .т;. х.'.

7. {oвести нepiвнiсть J_*-] -*...*-1-,1, n.д,.n+I п+2 3п+]
8. Пpи яких нaТyрaJlЬних з}laчеriнЯх /? Biрнi неpiвнoстi:

a)n2>п+l; 6)п2>2п+4; в)2n:>.1 n+]]: г)3n1>4,7tll 5: д)n:>-]'2п.l 7;

e) 1,5n:>a,5n+4,2; }К,) r12>7|1.2'. з) 4n2.',-п+9; \) 2tl2>-2n+ ]4,, к| n:>3п-2\

л)3n2>8п-5; ') ln,, 1; п+1; |1)6n2>8n+4: o)5,зпэ>I1_2n; гl)3п.]5<4п:;

p) 1 9-4п< 2n2,. с) 2, 
n2 > 3n + 5 ; т) 2, 5n2 > _tl + 9, 1 ; у) 4' 3 n2 > 9 n - 3 : ф) 5 n: > ] 2n + t 7

Q Знайти всi натvnaлЬHi значення n. пDи яких спoaведltивi ttеpiвнoс l t:

a)nз>п2+n+l; б) n3>2n2-3n+7; B) 2п3>n:+4п-]; г) 9nз>9пJ*n,2'

д1 5nз>зn:+l]., е) ]иJ>\ п,+2n+4; ж)3n]>3пr-n+8; з}4,5nз>2п:-l5;

i)2п3>],3n2+7; к)пз>7п2-n; л) 3n2+2<пз; м) 14п+8<Jл.]; н) 5п:-п*]2<,2пз,'"

o7 !,n1 r 17<4n3' п) 7n2 .2п-5<2,5nз., p) 3n: -4п-6.'пз; с} ]б_5п:< ]n.,:

г| 3n-7n:< l'5пJ',у\ | 2 n:. 2. Iп,; ф\,,,t: -n' 5-,l',

l0. Знaliти всi нaтypaльнi знaчеllttя /?..].,lя яких вipними с неpiвrrостi:

a) 2',>n2;6) 2,>1+]i в) 2,>4п2+ I; r) 2'>п:+4и+5; д) 2n>2п= !; е1 2,,>5n|*п'.
я<) 2,.>п:+7; з) 2,,>4n+3; i) 2'>nJ+2п+б; к\ 2,,>3n* ll; л) 2,,> l7п.4,'
м)2',>2n2+n-+3; н)3,,>21n+]),,; o)3,>2,,+7n; u)3,,>n:+8: p)3,'>2,'.r- ]2.. c\п1
.:. 4,,., т) 2, + 7 tl2 

.' 4,' ; у) 2,, + n + 2 < 4,,; ф) s,.>.irз t.2.

l 1. Рoзв,язатrl неpiвнoстi нa пtнoжинi натypaqЬl]их ЧI,lсе.П:

'?
a) 2,, > 4п + n,,6) 2," > п,, ; в) 3,, п 1 4,,; r') 2,,n<3',, Д,) 2,' n] s4,,; g\ 2,, n|:.ж) е,.<

n!; з) n2<nt; i) п2+7n<п!', к) n,,>n|; л) 4,,<Qп)|: }1) 2,,. > лJ; н) -i,'<iz!. o) J,,
+ 3,' < п1..

l 2. 
'[.oвести 

спpaведливiстЬ неpiBi]oсТей для всix нaтурa-пьних n>l:

l 3 5 2п_1 1 -' ] ] ] 13
a) -х- ( :l o}--+_---i...+->-''2 1 б 2п "]3n+1, n*I п+2 2п 21

t | !пttt*l)
в) Jл< ] +-|;+...+-; <2"lп' |\ 2] >1n+ l).|.

^j 
2 4n

l3. i]oведiть, ll{o якU{o a>Ь ia,b - пoзитивнi ЧисЛa. lo a.'>b,'.
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r,'..:

t4. l{oвести неpiвнiсть !.+{"+{"+' .*J7 . 1+\i 4с+ I-

2
15. !oвeсти, щo дЛя кo)i(HoГo исЛ спpaвед;ивa нерiвrtiсть

I
2S(1+: )"<3.

rl
16. floвести, Il{o дЛя бyль-якoгo цiлoгo л > 6:

t1n п' ]1n- п
Чl.lсЛo 

-+.-'+----. 
+ - с нaтYpa.

24 1 21 I "'
ЛЬt{иM.

2. f{овести' шto бу.ttь.яке rraтypaцЬне числo m>8 \4o,кнa пpеДс,гaвити y
BиГЛЯдi m:Зk+5L, де t, lеN.

3. {oвести. lЦo Пpи бyль-якoму нa'гУpaЛЬнoМу и >l uис.ro ]r. +l зeкiн-
tI)/€тЬся uифpoю 7' 

' i

4. !oвести, rЦo .цЛЯ кoх1lloГo исЛ чис.тo : - +* ! оyn. цi,lиr't.

5. !овести. lц.., llpи бyль.якoмy I.tiлoпl1..i ui**, J..i,-.,..,,'on,.'l1 Чис-
Лa а i| а4n,. зaкiн.tyються однiеi i тiсro же uифрoю.

6' !.aно и кyЛЮp однaкoвoi вapтot-тi, сeреД якИХ с oДнa фa:Iьшива. i

якa вiдpiзнястЬся зa BaгoЮ. floвестlt, lцo якlцo и ( .]r" тo .цoситЬ t звaжувань
нa чaIшкoBих Tеpезaх' щоб знaйти фaльrпиву N4oЕlе.l.y.

7. !oвести, шо фyнкцiя I,'(r):сos (пxarссos х) на вiлpiзк1, [-l;l] збiгa-
€'ГЬсЯ з /цеякиМ бaгaтoчленoм степеI]я t7. !.e п _ невiд,сцtне цi.пе чис,тсl.

8. !сrвести, що чис.To пil.]мнoжин кiнцевoТ /?-rЛеi\'lентгlot. r,lнoжltlit,t .цo.
piвнюс 2,.

9. floвести, Illo Д.r]я всiх m>2
| '''-n(Х,),dе Xia XL=z Д,ЛЯ i+ j, X, -
i:t,...,m...

10. {oвести, що дЛя всiх s ) 2 n(X1хX2х,'.хХ,)=п(X1) хn(Хi) x хn(,Y,1.

де Хi _ скiнЧенT{a l\{rto)кинal Illo скЛaifaстЬся ,з n(X,) е"rеr,Iентiв, jlЛЯ кoжtloгo
i=1,...,s.

1l..{oвести, щo сyMa внутpirшнiх кyr.iв 6vдь-якoгo oп),клOгo l/ - кoси-
н1'сa лоpiвнюс п(n-2).

l2. .{oвести, rцo Чис'1o дiaгoнaлей бvдь-якoго oпyкIIоГo ll-кoсl-,ll-lця jtо-

. nh-3\
plBllЮс __: 

^ 
J.

/

ul(L), , nl,(Il . оr (L|, , ul, n(!\,\-'l \. j, \е ) ["/

Piзнi зaдаri

l. !oвести, щo дЛя кoжнoгo иеN

tl(Xl|l i.:.,l .- X,,.)=п(Хl) ' п(.Yj-
скiнченнa Мнo)*(инa ДЛя ко)кrioГо
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l3.{oвести, щo и piзних кpaпoк, щo лежaтЬ нa пpямiй. дi:rя'rь iТ нa
n*1 iнтервaлiв (з який двa iнтеpвa:rи нескiн.tеннi).

l4. Кiнцi вiдpiзкa lB зaнyмерoвaнi uифpaм и | i 2. Biдpiзок АB po.з6и-
BaЮтЬ нa Чaстини тoчкaМи Аt, Аl, .,. А,,'i с.гaв:tять r вiдпoвiдtloсгi кoжнiй з

Цих тoЧoК oдtl}'з ltифp l ни 2. floвести, щo чисJo oTpи}rallих вi,rpiзrсiв. кiншi
яких Мaiоть piзнi нoмери, неПapне.

1 5. Hехaй нa вiдpiзкy АB узятi,,? тoчoк i цi тoчки i тoчки А l B зaнумe-
poвaнi цифpaми 1 i 2, принoмy тoчка l oтpимaлa 1. a тoчкa B нoмеp 2.
Познaчимo Чеpeз r иислo вiДpiзкiв, лiвий кiнerlь яких OTрIтМaв нoпlер l, a
пpaвий - нoМер 2, a неpез s * Число вiдpiзкiв' ). якиХ лiвий кiнець oтри\laB
нoмеp 2, a прaвий - }roN!ер 1 (ввaжaсмо, lцo тoчкa l лех<и.гь .пiвоpyн вiд B).
Дoведiть'щor-.s= 1.

16.Ha плoщинi пpoвеленi l? пpя]!{их.,Г{oвелiть, tцo oбЛaсТi, rra якi Iti
пpямi poзбивa}oтЬ пЛоцiинy, N{oх{нa пoфaрбyвaти бiлorо i Чopl]olo фaрбoro
Taк' щo сусiлнi oблaстi (тобтo облaстi, ttlo N1aЮТЬ хoчa б oдtrе зat.a.-rьне pеб-
po) бyдyть мaти рiзний кoлip (poзфap6yвaння з тaкo}o в.']aстивiст}о t{aзиBа-
ють пpaвильним).

17. Ha площинi дaнi и кi'ц' ДoведiтЬ' щo облaстi, нa якi Boни poзбиBa.
юTь ПЛolЦи}iy' Мo)l{!{a пpaBиЛьно розфapбyвaти у'бiлий i нopний ко"'rip.

18. Hеxaй пapи чисел (o'b)'{o,,b,),{",,Д-').. yтBopююrЬсЯ зa

nьЬ
ЗaкoнoM: at =i-_!L,.6,')

1,. ,( 1\ : t
ЛoвесrИ.uIo oJ1=o-1(b_сlt1 т I 

n,=L|т- (,u_,\,- ,-, I
l9. Дoвесги спpaвеД.пивiсть тоr oжнtlстi

!i:ф:a ('lЩ:]=
а аb аbс аbс...spq

_(а+ t\b+ t), '(p+ t\q+ t) 
'

аbс.'.рq
]ri

2З. Нехaй *3-rt_z)+_.L1I -z)|l-Ч:)+ '+*L(l_zi(l .сtz)
t-{! i-q' l*q"

., n-l
...( l _ q z) = r n(z)../loвесlи Т()Тo;+:Hlсl.Ь

I + F,,(z)- Fnhz) = (l - (tz)(1 - qr z)...( I - q'' z).

24. flовести тoтorкнoстi:

a) i*(*+ t). .(х+(])=.-Ln(n r i)...(п+q+ I11
' ,l+1

Ё
tlt t '

-t
q |'q! (п + l ))tт + 2l,..rп - ql 

J

б)

z1

t=iХ1Хt I).''|х+q)



2 AЛгЕБРA BиСЛoBЛЕI{Ь

2.1 Oснoвнi пoнятТя. Лoгiчнi oпeрauiТ

Aлгебpa вислoвлеtlЬ € lloЧaткoвиМ poздiлоьl тaкoТ вaжливoТ д!rсцип-
riни. як NraТеIuaТиЧнa лoгiкa. Щo скJaia€ ЗHaчнy ЧaсТиFt) .1искpеr.нoi. valе-
Мaтики. МaтеIrlaтичlra лoгiкa paзoМ 3 Тeoрiсю },Itloit(ин е фyнлaмeнтoj\4' нa
якtlмy пoбy.пoвaнa Bся сyчaсна МaTе\{aTикa. З пpик.пa;tнoТ тoчкtl Jopv МaTе-
NtaтиЧнa лoгiкa .цaс oсrroBy для пoбyДoви ]\4oB пpoГpaNl)/вaння. вi.riгpас вaж-
.rlивy poЛЬ пiд чaс пoбyдoви бaз дaних, бaз знattь i взaгaлi y всiх питaннях,
зв'язaних зi tштyннип't iнте.цектoм. Iз зaгa-цьнooсвiтньoТ тoЧки зoр\ Nta'геl,tа-

тичнa лoгiкa сТaнoг]ttть iнтеpес тиI\'r' щo вoнa дoзв0Ля€ BиBчaТи зaга-цьнi 'lo-
гiннi зaкoни, якi Ми пoстiйF{o зaстoсoв),сМo пiД чaс мipкyвaнь i,пrlск1,сiй
t зaкоlt пoдвi йlloгс} зaпеpечеFl гiЯ. jаi(o}l лpoтирiн н я. зaкoll Bи !(' юЧ сI IoГo тpe-
тЬoгo тa iн.). Такlllrl чинoM, МaтеN{al.]4чнa лol.iкa мoже сЛvжиТ}l хopolшиNl
iнстpyмeIrтoм .цЛя Тих' хТo бa)кaс нaBчитисЯ тoчIJoМу aнaлiтичнoпt), }4ис.
jlенIIlо, Tепеp пеpейлеNlo .llo фaктиннoго BиклaДеI{}Iя мaтeрiaлy'

Пiл, вuс.loв.lcнняll poзvмiюгь ttpoпозиuito .тюдськoi Мoгtи. lIpо Якv \4o-

жнa скaзaTи, iстиннa вонa aбo хибнa. ПiзнiLде сТаt{е ЯсHO' чoN4у l}l
lоBopитЬся нс пpo визHaЧeHHЯ. a Пpo пot{яTтя висЛoвJсttHя. A наДa.ii в нас
з'яBиTЬся мoжливiсть .laти тoчНе виЗнaЧеriI{я висЛoв'.Iення. Bllс;tов.-tення
ПoзЕ{aчalоться вслIiкr{Nrи бr.квalrи ЛaГr1FIсЬкoГo a:rфaвii1, },1o)!i.1tttso з iндек.
сaми: l, B,-Y,1,.С|'А',,,' ' Якц:o вислoвлеttrlя l с iстинним тO пиш\'ТЬ l_l.
iнaкtпе пишiyть ,,1=0.

Приклaди'
I. А = '' Двa ПoMнoжити нa двa лopiвгrюс сiп,t'' = 0
?. fl, - ''двa пJlюс дBa.цopiвнюс 4'' : l

3. С :''снiг бiлиl.t.' : 1

4.,,4: ''якщо сьoгoДнi сеpеДa' тo завТpa 6у,Це нетвер'' = 1

5. Х = ''якЩo двa плюси два Дopiвнюс п.яти, тo тplr п,'l1oсll двa дopiв.
нЮс дeсяTl,t'' = ?

6" I: ''якuto пiсля .tетвеpгa буДе lr.ятниця, тo пiсля п'я,тницi б1'itе не-
*цil'tя'' = ?

7 ' Z '',якЩo 1+1=], тo пiсля l{еТBеpгa бу,lе субoтa'' - ?

Як не дивно, Приклa.ци 5' 6, 7 тaкoж €'BисЛoвЛeнIlяNlи. Пo.ц}'\{айте, iс-
тиннi вoни Чи хибнi. 11iсля пoбyлоBи BiдпoвiдI{oгo Мaтеt{aTи.111oгql фopмaлi-
зN{} AIa цi питaння вже буде вiдrтoвiсти легкo.

Iснyють пpoпoзиuii' \loBи' l.]io сBlдoМo не С Bис.'lots]lен}tЯlr1и. Нaгlри-
кЛaд: '''Ги пiдеul -v- кiнo?,', ''Biдiйди вiд ]oruки!.'iт'ri. oднак С llpигl)'llleliнЯ,
щo по свoiЙ структуpi луже схожi з Bис.rloвjlенняМи' aле ,Гaки]\,1и rrе с. l{е
пaдaлi пpиведе rraс до неoбхiднoстi дaти сyвopе вltзнaчelll'tя BислoBЛен}]Я.
Poзгltянемo тaкий lpиклaд. l}iзьмeпlo Двa ЛисТи пarlepy' пpotlуМерусМo
iхяк JYsl iЛs2. Ha ПеpшoIIу листi нaпltшеМo висЛoB,Цення ''Еla дp),I.oMу Jlис-
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тi llaписaнa llепpaBдaii, a нa дpyгoN,ly Листi нallиtt]еМo висЛoвлеllнЯ ',Ha
пeprrloМy листi нaписанa iстинa'.. Ha пеprший пoгЛЯд зви.raйне BисJ,loвJlенI-tЯ,
нiчим не вi.цpiзнясться вiд бaгaтьoх пoДiбних, oднaк ...l Постaвте сoбi зaпи-
тaння, iстинне вoнo Чи хибIiе, i Bи пoбaчитеJ щo кo)l{I.Iе з цих гIpиПyщенЬ
I]pизвoдить дo rrpoтиpiн.lя, тo6тo пpo }tьoгo Еtе Мo}I(нa скaзaTи' iстиrlttе вoнo
чи xибне, Тaкi ситуauiТ в мaтематицi i семaнтиui нaзивaюгься лoгiчниttи
ПapaДOксaМи. Taким чиIIоМ! прoпoзицiТ, зa фopмоro схoжi нa BисЛoBЛеllнЯ.
тaкиМи нe с'

З пpoстих BислoBЛенЬ Мoжнa oтриМyBaти бiльtu склaднi за Дoпoмo.
l.oю тaк звaI{их .ltoгiчних зв,язyвaнь лoгiчних oпеpal1iй.

1. З вислoвлеl1H'Я А Мo)кнa oТри]vlaТи Bислoвjlе}ltlЯ ''хt,tбнiсть, шlo .,]''.

Haпpиклaд, нeхaЙ А_',2 . 2:5,,, тодi oтpимaсМo BисЛoBJieння ''xибнo, Щo l.'.
Bизнaчеrrня. Bислoвлення''хибнiсть, tЦo l', нaзивa€TЬcя ЗсInеnPI!ён-

нялt А r,tlloзнaЧaстЬся як А (aбo - А, aбo -А).Ъ;;..;;;;i; ;.;:';.i;;';;,
дoпoМoгoю mаблut1i iсmut tносmi :

2. З вис-roвлetlь А, B Мo)кнa },тBoриТи вислoв-neннЯ ,,А i B,,. Нaпpи.
клaД' ,,2' 2=4 i 5*3-9,'

Bизtlаченrlя. Bисловлення ,,А i B,, tJазиBaСтЬся кон'юttкt1itнl BисЛoB.
ЛeНЬ А i-B' Кoн'юнкцiя мaс бaгaтo пoзнaЧе}lь: АrхB, А&B' А'B' АB.
Кон'roнкцiя зaДaсl'Ься за ДoПoМогoro тaблицi iс,гиннoстi:

А B АnB
0 0

0

0 0

I

oскi.пьки pезуЛЬ,гaт кoн'юнкцiТ схо;кий гia резуль.гaТ звичai-lнoгo мно-
женlJя Чисел 0 i l , uю oпеpaцiю Чaстo нaзивatoTь .,|tэi'iчl tшl| .\tl1ОJrсення.\! .

3' З вислoвлень А, B l\4oжIla yтBopиТи BисловлеIlня ,'А aбo B''. l.iaпpи.
клaD.',2.2= 4 a6o 5+З = 9','

Bизнaчення. Bислoв.,тення ',А a6o B,'називaетьcя dtlЗ,ltltlкt1i€']o Bl4сЛo-

в;iень l и B i пoзнaчaстьcя А v 8. Диз'юнкцiя зaдaсться зa дolloМol.otо тaб.

лицi iстинцостi:

23



в Аv B
0 0 0

0 I

0

4. З вислoвлetlь А, B Мo}кнa vтвopити тaке BисJIoBленtlя.. ,,А тoдi i

тiльки тoдi, кoли .8,,. HaпpиклаД, TpикУтник с piвностоpоннirr тoдi i тi.цьки
то.Цi, коли Bсi йoгo кyти piвнi мiж сoбoro. Синoнiмaми сЛ)j)кaTЬ фpaзи: ',А у
ТoN'ry i Тi.l.IЬки y тoN'Iу виПaДкy' кoли -B',, 

,7 неoбxiднo i дoсить Д'ля тoгo. щoб
B}rкoнувaлoся B,', ,,А piвнoсильнo B,,, '',4 eкgiвaлентнo B,'.

Bизнaчення' Bис.цoвлення,',,1 piвнoсильне B,, нaзиBaсTЬся екв iвсt-,tен-

nшiсmю вислoBЛе}-lЬ АiBi ПoзнaчaстЬсЯ Як /о B' А_ B. Ас> B. Гjквi-
вaлентнiсть зaДa€Tься тaблицею iстиннoстi:

.4< rB

U 0

U I 0

0 0

1

5' З вис"'toвлeНь А, B N'to)кнa yтBopити BисJIoBЛення ',якшo,,], тo B,'.
Hалpиклaд. ЯкЩo ]{Bi пpямi llapa-rс.'lьнi r.ретiй. тo BoIlи пapaлельtti viж сo-
бою. СинoнiN{aМи с.nyжaть r.aкi фpaзи: 

,,з А випЛИвaС B,', ''B с нaслiдком l,'.
,,l тягtlе B,,,',А дoс'raтня y]\loBa l'jlя B,..,,B rjеoбхiднa уNloBa дjIя ,4,,i г.п'

Bизначення. Bис',.toвлення ,,якЩo А, тo I},, tlaзивaСтЬся i.ltп.,tiксtt1iсю
BисЛoвЛеl.Iь А, B i пoзнaЧaсТЬся як А -> B^ .4э B. У цiй ситуauiТ вt,IсЛoв-
:tенl.tя ,4 нaзиBa€ТЬся noс|t'ткoto, a B - вuс'нoвкr;.rt. Зaдaс,гься iмплiкaцiя .raб-

J1ицeЮ iстиlrнoстi:

Зpобимo двa
tioстi .ц'пя iмп.цiкaцij'

зayBaжен}Jя, щo \roжуTЬ Ilpoясriити с\'ть тaблицi iстltн-
i. мoж.rивo. iоп<.lMож},тЬ краше iТ зaПa}l'яТaти:
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l, якЦo ПoсиЛкa []oМилкoвa' Тo lNIПЛlкaцlЯ зaвжди lстpIt{IJа ltезaЛежнo
Biд виснoBкy, Тoбтo 0-+ B = l;

2) якшо висt]oBoк iстинниЙ, тo iмплiкaцiя тaкoж iстиннa, I]езaЛежнс)
вiд пoси;iки, тoб'гo l -+ 1 = l .

HaвеДемo ПpикЛад висЛoB-rIе}lI]я, oбнислипto всi мoж,tивi ]llaЧеI]нЯ
йогo iстиннoстi. зaлeжнo вiД знaчень iстиннoстi йoгo ск.ra.цoвих i зaпиш.lемo

всioтpимaнi.цaнi в тaбЛицю. Hехaй F(А'B,С)= (.l v в)<- (с -, i)'

д(0'0.0)=(оvо)* (0., 0)= о * (оэ r)= 0 с> i = 0;

л(о'o,r)= (о v о)* (l * о)= о .-> (t _+ r)= 0 <.+ 1 : 0;

г(о,i,о)= (оvi)<+ (о - б)= 1 <+ (0.э l)= 1 <9 1 = l;

Д(o,t,i)= (о v l)<+ (' - б)= t <+ (1 -+ l)-- l ++ t = l;

]q.0.0,0)= (t v о) <-+ (o - i)= t <+ (0 -+ 0)= 1 a+ 1 = i;

Л(l,0,1)=(tvо)<+ (' -т)= l <-+ (l -+ 0)= t ++ o = 0;

Л(l,i,o)= (l v l)о (о - т)= t<+ (0 + 0)= l с+ l= 1:

л(r.r.l)= (l 
" 

r)* (t - r)= l <, (r -+ о)= l ++ 0 = 0'

Питання
l ) Bсi знaнеrtня iстltннoстi А, B i С' ми пеpебpaли./
2) Чoм,v цi нaбopи iстltннoсl,i rrи poзтaш1,вaJlи сaNlе B Тaкol\lу пopядку' a

нe в iпtпoмy?
3) Цo тaке тaблиця iстиннoс'ri2
}la всi цi пиTaнHя ми вiдповiмo y нaсTyпнo]lly пi.rрoз:ri.lri, oлнaк було б

IIrПoГaнo прoJIуМати Це сaьtoсr iйнo.

t B С F
0 0 0 0

0 0 tJ

0 I

I

0 I

I 0

U I

0



2.2 Bu.внaченIlя BисЛoBЛення. Taблиця iстиннoстi вислoвлeнь

У цьolry пiлрoздi,-li Ми дaМo .l.oчне визi{aчеI{IIя BисЛoвлeння' pеaлIзy-
юЧи ту iдero, tt1о BислoB.цeнIlяN{ € Bиpaз' щo oтpиN{yrться з пpостitлиx ви-
с'loBлeнЬ 3a дoпoN,roгoю лoгiчних опеpauiй. Bизнaчимo Taкo)к IloнЯття
тaб.цицi iстиннoстi i нaведемо кiлькa прltклaдiв побyлoви тaб-пиць.

Bllзнaчення, Змiннa А, щo пpиймar дBa зriaчеtlня_ 0 aбo ]. нaзивa-
с'ться;оziчнoю (a6o булевoю) змiннoю.

Пoзнaчaтися ;Ioгiчнi змiннi бyлyтЬ Bеликими лaТиI-IсЬкllN{и бYквaми з
iтl,lексaми aбo без них: А,B,X,Y,А2,С3,..''

Bизнa чення. (Iндyктивне BIlзнaченIlя вис.пoвлення).
l. Кoжнa лoгiчlta з.viнна с вuс.1oв.1енняrl. Тaкi BислoBле'lI]я ми бv.]емo

називaTи нaйпpoстiurишtи.

2, Якщo l, .B с вислoвJIеI,II]ЯМи, тo Bиpaзи 7,(,а 
" 

в)'(ev в),
(,l ++ в)'('l -+ B) - те)к с вислotsЛеt{няМI,{.

3' Illrлих l-tе]\laс.

ЗаДачa. llpoлупtaйте, якa poль третЬoгo rly}tкТy виЗнaЧеIII]я.

Нaве.l]епIo приклaДI,{ виpaзiв' Деякi з якltх с вислoв.тенrtяпtи, a деякi _
нi. Пеpru нiж lrрovитaти вiДпoвi,1i, прoлyмaйтe iх сaпtoстiйнo.

4 -+ B ;((.а * B)v С)-+ b -7))
Пеpruе,,вt,tслo6,tення'' TaкиN{ не е, oскiЛьки тyТ I]е BистaЧaс iцy)кoк, а

якIцo Mи yBa)кнo пpoчиТaсМo п. 2 визнaченнЯ, тo ltoпriтиМo, щo кo)кнa oпr-
раЦlя V'^' -). э BиМaгaс пapи Дvжoк _ лiвoТ i пpaвoi. З цьoго вI4рaзy Мo)кl{а
зpoбити ДBa BислoвЛення: ((l v B)-+ С') i (Аv (в -- C)), щo iстoтно вiдpiз-
ttяiоTЬся о]-tин вi,ц oдI{oГo' як пlи пoбaчиllo TpoХи t]iзнilце' flpугиil виpaЗ €
BttсЛoвЛенIrя]\r. Tретiй вирaз с BисЛoвленtlяМ. Здaвaлoся 6' rlе Fiе
Тaк' 0скlЛЬки lreМar lцyжoк ,цля iмплiкaцii. oднaк тyт lдyхiкaМи сЛyж}lтЬ 3a-
пеpеЧення. Четвеpтlrй виpaз не € вIIсJIoBЛeнняьl. oскiльки вiн стaне TaкиМ'
якщo пoстaвити зoвнiiпнi д1'жки' тoбтo (,r -+ B) . Ёlapеrштi, п'ятl'тЙ tsирaЗ €
вислoB.]1еt.IьIям. Цимlr пp,lк.пaдaМи хoтiлoся б пiдкpеслити двi oбстaвини:

i ) po.пь /цy)к0к - вo]iи вiдiгpaють знarlH}' poЛЬ при правltльнil-t пoб,vлo-
вi вис''Iовлень i вкaзyють iloрядoк викoнaнIIЯ oпеpaIiiй (тaк сaмсl' Як в apи.
фlrетицi i aлгебpi);

2) якшo пpaвиЛЬIIс' рo.сTaBиTи всi дyжки' тo висitoвле}ltIя сTaioтЬ Дy-
;ке грoмiздкl-rми iТх вaжкo ЧитаTи, [ля тoгo, щoб )/сyнyTи Цto ''неnpt,tс:l,,t.
нLсl?1ь,', пpийнятi 1.веpд)кеIJI]Я Прo силy ',зв,язування,' лot.i.ltlих oпеpaцir-l.

Прaвило" Якщo вlIслoвЛeнгiя скot]стpyйовaне 3 oднoтиIlних oliеpa.
цiй, тo вoни викoнyюTЬся в тlopЯДкy iх пpoxoдженtrя. НaпpиклaД

А v B -+с' ;((.{ " 
в)+> С);'д. в ;
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А -+ B -+ С -+ D= (((,e - в)-+ С)+ л).

Прaвилo. Зoвнiшнi ,ц),жки не стaB"цяTЬся. Знaчить А + B aбo виpaз
А ++ \B,l С) с вислoBле}II]ЯМи.

Правилo. Кон'юнкцiя зв,язyс сильнiцtе, нiж диз'lонкцiя, тoбтo
Аv B l'С = Аv(B nСl,.

Прaвилo. .{из,юнкuiя зв'Язyс сизrьнiше' нiж iмп;riкaцiя. тoбтo
А n B v С -+ D= ((l" B)v С)-+ D.

Пpaвилo. Iмплiкaцiя зв'язyс сильнirше, нiж еквiвaltентнiсть. тoб'гo
А<+ B -+С= ,ае>(в-+с),

Нaве:]енa сеpiя пpaвил ДoзBoлЯс BиllисyBaTи бaгaтo BисЛoBЛенЬ BЗaI.a-

лi бeз дyжoк. Boни вi,цновлюtoтьсЯ o/lнoЗriaЧllo. Нaпpиклaд

,ч -+ в u С <+ С <+lvB _+ С''7 v B --> А =

= А.-> в u с +,7v B -+ (с 7)" B)-+ ,а =

= ,ц -+ вv С *G" в)- (с ,7)" вJ-+ н -
// , t/l, -t . tt t nt rr,' -ll 

^tl !
= 1:r -;l !) v L )Е+ \\,l V D/.J \\L '/t/V D ||-) ,1 =

al _-l li- \ // I r\ \

= t(,а . B v С/++ (/ v B/.э llС ,] lv B|l_+ А].

oднaк, нaда-чi ми бyлемо ДoтpиМ},вaТи пpинциllv ''poзyмtlоi ,]()стaт.
нoстi'', Тoбтo буlеьlo стаBI'ти дyжкll стi:lькtI paзiв, шoб BиpaЗи l]eгКo ЧИTB-

Лися' oЛнaк не тaк бaгaтo, Щo6 зaплyтaT.исЯ B них. У кo)firroМ}' tiotlкpеТнoМ\
BиПaJкy бyле яснo. lцo Mи po]yМiсмo пiд пpиFIциllo\1 po'lyмнo[ ,1oстаtнoс ti.

Якщo висловлевня F пoбy.цoвaнe з лoгiчних зIr,tiнних А,. А1 ,..., А,, , тo

ми бyаемo позначaTи це Taк: t.- = F(А|,А,'.'',А,) ' Пepшa oсHoвнa зaдaЧa,

ulo ttpи цЬoNry виtlикaс, це 06числитIl ЗнaчеЕtня iстltliнoстi Л. кoли зшtiнним

А1,А2,'..,Аn зaдaroтЬся кoнкpетнi знaЧенI]я (I1,aэ,.',,Q,,. У шьoпry BиIIajlк),

N{tt IlиlIIе[4о: знaчення Д дoрiвнтос F|а,'сl.,..',а,,),;\е а, гtpийltaють зtla.

чення 0 aбo 1. Пpикraл б,vв tlавеДенийt r l.1, тому зaрaз NlИ пt'lставиtиo iгlulе
питaI.Iня - нa якiй кiлькoстi нaборiв взat.aлi тpебa знaходиТи знeЧеI]нЯ

F(А,'А,..',.А',\ ' Iншtими слoBaMи _ скiльки iснyс набopiв i{ol]жини п.з 0 i. i '

Tеорема. Haбopiв.цoB,киI1и и з 0 i l iсну'с 2,'.

.ЦoвеДення. Пoзнaчllмo ltю кiлькiсть 1, i дoведешto, tЦo /,. = ],'

t1exaйп:].Haбoрiв/,lOвжиItи 1з 0 iI iснyс2: (L)) i(l),тoм1, Il=71 .Базuс

i н dукl1 ii' зaклa.цений.

Iноукmuвltе npuпуLцеl|ня. Пpип1'стllпlo' шo /^ = 2{.

Iнdукtпuвнuti nеpехid, /{oведемo. шo /1*1 = 2^-.. !iйсно. pOзГJlяIJе\lQ

б,vль-який нaбip з 0 i 1дoвжини k, скaжiмо \&1,Gэ,..,,G1,). Толi З IlЬоГo Мo-
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xilJa oтpl{МaTlt piBl{o Двa lraбoри дoв}I{ини k-1, a са.'rе (a, .а"''''^ад'0) l

(a1odэ,'..,d1,,1). Bиxoлliть' яaбopiв lloв'киllи t-1 у двa paзи бiльше, нiж tlа-

бopiв,roвжини k. тoбтo I +. t = 2' t l = 2. ]t = 2^''. Теope.tu .]oвеjlеIJa'

Iснyе загaльнoприйнятl-tй пoрядoк Bиписувaння нaбopiв l,f,oBжиНи l? з
0 i 1' Пoчинaeться цей списoк з нуЛЬoBol-o ttaбоpу_ (0'0...'0.0;' Кoжен tla.
стvпний нaбip виходиТЬ з пoпeредт{Ьoгo Дo.цaBaнням l y лвiйкoвiй apифlтe-
тиli. ЗaкiннyстЬся списoк o,ЦиниЧl{иМ HaбoрoN{ _ ( l 

' 
l '..' l ,l )' Типl. хтo зaбув

aбо не зrrar дBiйкoвoТ aрифмeтикИ, H?B€ЛeМo неoбхiднi i нailпpoстiшi piв-
нoстi: 0+0=0, Q+]=116:1' 1+1-10,

Bизнaчеllня. fiля вllслoвлеtl}tя F(А|'А1',..,А,') тaблиuя iстинностt
N{aс вI,lгляд:

Пo сyтi спpaBи, ilpикJ]aд тaблицi iстинностi бyв пpивeлений у rliдpoз-

дiлi i.l' Tyт жe ми ЛиlUедaПи }iеoбхij1tti пo3нaченнЯ iТеoре,Гичнi обгpу,нту-

вaння. Haдa;ti нам ttеоjiнopaзoBо знaДобtlться будvвaти тaблицi iстиннoстi.

2.3 РiвнoсилЬнi BисJroB.пення. oснoвнi ;loгiчнi Тoтo)хн0с,гi

Bизначення. Bllслoвлення F{А,'А2,,.',А,,) i с(z' , А,,.','А,,,) нaзивa-
roться piвнocl1'4ь|1|l-\1u (aбо пpoстсl piвнu.мu), ЯкЦo ,].rlЯ бyль-яких нaборiв

\а',a,.,.,,а,) мaс мiсце piвнiсть

F{а,,а,..,.'a n)= G(o, 'а' ,,..,а n).

Ilознaчимо F (А|' А....., А,) = G{Аi, Аэ'.,', А,), IншимIl слoвaillи' двa ви-

сЛoBЛенI]Я piвнi. якпto в них збiгaються тa6ltиlli iстиtlнoстi.
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А<+0 А
0

I

Приклaлп.

|) А<+О=7.
ДoвеДення

2) А-+B='4vB.
.{oвеДення

З) А -+ (в -+ с) = А,B.+ L' '

.ЦoвеДення

A B v ,.t -+ (в _+ с,) А.B -+C

0 0 o I

0 I

0 n
I

0 I I

0 0 I

0 I
1
I

0 0 0

I

Нaве,leмo сПисoк oсI]oBtlих лoгiчllrtх рiвнoстсй. Щo tieзивaЮТЬся '.lO-

гiчними тcTo)кностяМи. ffеякi З t{l,lх lчoBе.цемо. Iнц-ri pекoь''енДyсlvlo пеpeBi-
pити сaмoстiйнo.

oсновнi Лoriчrri тo'rorкнoстi:
1) Аv А= l * iдемпoTrнТI{iсTь диз,юнкцii;
2) А n А= l _ iдемlroтентнiсть кoн'юнкЦi[;
З)'4v B = B v А -. кoМyтaTивнiсть,'lиз'юнкшiТ;
4) А n B = B ь А _ кoifyтaТиBlriс'r.ь кoll'lонкцii;

B АэB АvB
0 0 0 0

0 0 0

I I

U U
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5) l v (8 v С)=|Аv B)v С _ aсoцiaTt,iвtliсть диз'lонкцiТ:
q А 

^(B 
nС)=(,аn 8)n С - aсoцiaтltвrtiсть кoн.loнкltil';

1) e.(вv с\ = А. Bv,4.(' - Дистpибyтивнiсть кoн.tонкцiТ ЩoДo диз'юн-
кцii;

8) ,4 v (в ' с,1 = (,l v в)' (,а v С) * листpибyтивнiсть ди:l,toнкцii u-lоДo

кoн,юнкцii.
,Цoведенвя

B C .a 'v \B 
. {') (,l v B) (:] v с')

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 I i

0 I

0 I I

9) Аv B = А,B - пеpший зaкон llIoргaнa'
,Пoведення

|q 7, B =7u Ь - дpyгий зaкoн lr,Iopгaнa

,Цoведення

B Ав ;;А\/ б

0 0 I

I

0 I

0 0

l l) 7 = l .. зaкoн пoдвiйHoгo зaпереЧеtll{я'-.|-| А'А =U -.'3акoнпрoтиpt(lЧя.

0 I I

I I

А B А"B АB
0

0 0 0

I 0 0 0

I I 0 0

з0



l3) ,4 v 7 =| - зaкo}l Bик,:I}oЧення тpетiх.
|4.) А+B=7vB,
15) l+ B=B-->А.
|6) А <-> B = АB "7. в = (,а -+ в\в -+ ,l),
,i['oведення

B А-.+B AB"А B r - B)(s+ 1)

0 n I I

0 0 0

I 0 0 0

I I I

Toтояtносr.i' щo мiстять кoliсТaнти:
17) Аv0-А.
lЯ\ lrzl-,l
l9) lд0=0.
20) '4 nl= А,
2|) А -э 1=| .

22)1-+А=А.
23)0-+,4=1.
2\ А-+О= А'
25) А<+1=А,
26) А++0=7.

2.4 {из'юнктивпi нopмальнi фopми (дIIФ)

B дaнoму пiдpoздiлi Ми дoвеДеIlro, ttto Bсl вислoвjlс}l}lя зa.Цoпol\1OГoЮ

loгiчних тoToжнoсTeй Мoжнa пpивесTи дo деЯкoГo o.цнaкoвor.O сТaн,{арТF]()-

Гo вигIlяду! в якo\4y Bo}{и нaйбiЛьше eфекl.liвt{o пiддaroться .Пoс].liД;фiеHню.

Bизначення. Hехaй Л - висlttlвле t1|1я i с| е {о;t}.

IF,якulоа- ]
fQl'' -t -|f ' 'lкu|О 

а: (J.

Bизнaчення. А'' -1y lоM), i тiльки B тolvlv виIIa,цку. |<oЛ|a ,4 = а
lоведення. .П.oсить lloбу]ryBaти тaблицrо iстlttrнос;i Д'Ля А(. :
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А

0 0

0 I 0

0 0

I

З таблr,Iцi безпoсepедньo вI,Iднo, щo l., = 1 нa тих i тiльки Tих }Iaбoрaх.
де A= а.

Bизнaчення ДoBeДeHе.

Brlзначення. Кoн,юttкцiя лoгiчних змiнних aбo iх зaпеpeЧеIiЬ нaЗиBa.
€тЬeЯ е..|еI|енmарною кoн'юllкt1iею. Зaгa'llьниii вt'tl.-ЦЯд е,IlеMенТаpнo'i кон'кlн-
кLl1I

tl? si. .,.,Аi,

i-iaпpиклa:t А' Fj, А, B, Ат,АvС,E.С. Пере,lс.lстaння фopllvЛa Hе с
еЛеМенTapнoЮ кot{'tсlнкцiсlо' 'гому ll{o зaпеpечеI]tlЯ рoзтаlПoвaне Hе нat
змiнtrою, a нaД бiльIrl ск,laдни]!r Bиpaзo]vl. oстання tlopшrу.ra не r еj.iеМеFIта.
pнoю кoн'toнкцiсю, .l.oМу шIo в нiй пpисyтня ,fиз'юнкЦiя, тoдi Як е,lеМrнTa-
piii кoн.rонкцii Мoя(vтЬ мiс.t'ити .qиtI]е кoн'юнкцii i зaItереtIеI]ня нaJI

лoгiчними змiннипlи. Bсi iнrцi пpикЛaди с е-llеlvlеH.i.аpl{I'lМи lioll'toнкt-tiями.

Bизнaчення. Bис.:toвJtен}lя Itaзl]BaстьСя dttз,toнк||1uвнoЮ 11()р'уrLl.,lь-

нolo фop.voю' ЯкLЦo Boнo r диз'юнкЦiсю елеМенТapllих коtt'юнкцiй. Зaгa.
.цьниI"l вигляд liHФ

Kt v K, v .'. t,' K,,,,

де кoжIla K,, y свою Чеpгу, € е;lеМенТaрIloю кoн'tонкltiсю.
Hапpик.пaД:
1\ АВv С:
z'l ,ц.(B v С):

Т7:
fl АvЪ,
- --:--.'.-
)) l v L :

Ф7.С;
7) АBС u вОv,'l
/{pyге висловjIення не с {l{Ф, oскi-.lькlI в ;]НФ nоМнo;i\,к)|ЬСЯ jlti1llс.

зшriннi aбo Тx зaпеpененHя' П'яте вислoBленнЯ rrе с !i{Ф' oскiльки в :fНФ
ЗaпеpеllеннЯ Мoже poзTaшoвyвaТися jlиIuе нaд змiннипlи. Iншi вислoвлеltня

Э:



r .циз'юtlктивтlиМи нopN'aЛ ЬниMи фopva}tи.

Teopемa. Бу.l'ь-яке BислoBЛeнI{я piвнoси.;rьне диз'roнктивнiй нopмa-
льнiйr фоpмi (гoвopять ще тaк: ..БУДЬ-ЯкЕ висЛosЛення звoдитЬсЯ дo
ДHФ'').

{oведення. .Ц'oве.Цення булемo здiйснЮBaти МетодoМ пlaТeirtaтичнoi
iндукцiТ зa кiлькiстlo Лoгi.lних oпepalliй, Щo вxoдяTЬ у BисЛoBЛення F. З

тoтожнoстей M -.+ 
^i 

=Й v N't|I <+ N ='|4. N ".tr..r 1 Е ьloжнa пoзбу'-
тися вiд всiх iмплiкaцiй i eквiвaлентнoсr.ей, щo Bхoдять в F. Нaпpиклaд,
нexaй

|-=\А -+ 8)<->(вvС).

Тoдi F=\Аvв)<->(вvС)=(;v в) (в vС)v l v B.BvС. B ре-
зyльтaтi oТpиМали BисЛовленHя, piвt;oси.'lьне Е. тlto не lntiс'гить ilэ ll i '|< } 

tl.

Haдaлi бyлемo BBa)кaти. Щo висЛoвЛегrня Л побy,'toBal]е з лol.iчних змiнltих
i oперauil'l v.n, . Чеpез /, пoзI{aчиМo кi.чькtс.гь oпеpauiй. Щo вхoдять \' F.

LI.-..х.._n -^-: г ...-'^-^'-''r.iCХ6ii ii: U' Тoдi Бiir..]iots.ijСiiiiЯ l. ' БiiХo.]ЯЧli з BизiiaЧеiiiiя' ivioziie o,lТii
лиiпе нaйпpостiп.lим aбo вис.цoвленням -,loгiчнoТ зlriннoi l,. oневиднo. шo

цe BислoвЛеIlня с ДHФ.
Пpипyстимo' Iцo ТBеpдженнЯ пpo звеДенIlя дo ДHФ.цoBеденo.lля 1'сiх

висЛoBлel]Ь з чисЛoм лoгiчнtlx oпеpar1ili zl S t. Дoведеi\ro TеЛеp йoгo для ви-
сЛoвлеt{IIя F, що мiстить п = k + 1 .пoгiчних oпepaшiii. Знoву. ж, в!Iп.;]t]вaioЧи

з BизI]aчеi{ня вислoвлення i тiсi oбстaвини, tЦo в F немaе iпrплiкaцiй i еквi-
вaпентнoстей, F опиrпешto oдrlиN,t з тpьoх ви;liв:

t=Fi vЛl' aбо Г= Дr дil. абo Л= т,

У пеpшиx двoх BиПaдкaх tla BисЛoBлення F. i F, у сyмi npипa,]aс t
лoгiчних опеpaцiй i виходить, lцo кoжr]е з них рtiстигь < Ё опеpauiй. ), тpе-
TЬoМy Bипa.цкy F. мiстить piвнo ,t ,loгiчних oпеpaцiй. B yсiх випaлкaх F. i F,
зa iндyк.гивниМ пpипуlцеH}tя]\,t зBo.ця,I'Ься дo lЦHФ, тoNl) Мo}(lla Bвa};aти' tцo
Fl=Kt vK1 v...v Kt,Fz=Pl v P2 v.,'v P,,,, !,e (. i P, _ еЛеМентapнi

кolt'lонкцii. У пеprпoмy Bипaдкv

A=Л V F2=K1v r,...vK1 VРl V...vP,,,

тoбтo Л с диз.}OrIкцiсto еЛеМеr{тapних кtlн,юнкцirj, a знаЧиТЬ ДHФ
У лpyгoмy випaдку

F=l|l .rz=(к' vK.v'.,vKtXp' "p. v.'.vP,,)-
=KI Pl vK'.Р2v...vff..P,,vK-'P' v..,vKi'Р,, .

K,
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oскiльки лoбутoк eле]lIенTaprrих кон'tонкцiй с eЛеМсlJ.l'aРнtlrс)
кoн'юнкцiеlo, тo i в,цpyгoмy Bипa,{кy F пpивo.Циться дo ДнФ.

Зaлиurилoся ДoвесТи звi.цнiсть дo ДНФ ),Тpс.тЬoluv виПa^цку, Toбто кo-
.rll F=.K' vК. v..' " A.'.

!ля спpoшенIJя BиклaДeнь бyлeп,ro BBaжaти, lцo |-2 i кoжнa е,]е},teti-
тapнa кoн'юнкцiя с дoбyткоМ дBoх лoгiчних зп,tiнних, .rи Тx зaпереllеLlHЯ}

тoбтojг = Аo .Bb v С,' .Dd
Пiд чaс .цoBе.ценIlя тoт'o1 tцo l'звol]иться дo ДНФ, нaМ дoвеllе,гься

скopистaтися piвнiс,t.ю, якy pекoМенДy€ться дoвrсTи сaмoстiйнo.

7" = o,,

oтхtе Л _ Аu, Bb vC, . Dd = Аo' Bb,С,, Dd

=j., .e, u B, 't, u А,.

( 'о
=[' !'

б" uBn

,')(.'
'т,,
Дo д{il

u о,' 
,)=

Ф. l.aкипt .lи-тoбтo i B oсTaнньoМу. тpетЬсJМy Bипa/]ку 'Е звol.tиться
IIoм' Tеopемa .цoBеде}la.

Пnrrитqт ?прc-r. 1^ jlI_|.t) Dli.f^D'lJ||!lо

г =\.lв + с)*, (с _-' вi).

Po3в'язання.

;\ l; .*\ i- : ---r !=r. =\АBvС)++ \С v .aB)=(,l v Bv С'l<+(С l .4' B)=

=\Аv BvСJ.(С v А. B|v |,l " вv сl (С " А, B]=

=7e uЪe "ee "7lв " 
в7в "e7в "1Бё,'|tr"ъI==T u вС u' u1I} u o 7 "7в7 v юс,|,l vE,\=

= дe "EС "7в"Ъe ve v АBС.=e (,e" в v7вvt)v1вv АВС =

=С', B(7'. А\7'.,С)=С',7В,, BС=. ''. В'., 'lВ=B',С _ jil]Ф.

Biдзнaчимo, Il]o дoBеденI.IЯ теopеN4и нoсl'lтЬ кoнс l pукTиBний xapaк гер.
У ньoмy ЗaзI{aченa пoслi:]овнiсть дtй (а.lzopum]|)' якi неoбхiдrto poбиllr з
вислoвлel]}lям, Щoб зBести l".oгo дo :fНФ:

i)зaстoсoвylонифoрvу.ти М --+ N =J1 '.r , М <+ \ __ fu|.v ', й\,'
звiльнясмoся в F вiд iшrплiкaцiй ieквiвa;rен.гностей;

2) викopистoвYючи зaкoни Мoрi.aнa i зeкoн пoдвiйнoгo зaпeречеtlIIЯ.
дoМal.arMoся тoгo, щoб зaпсречсItIIя знaхoДилltсЯ jtиш1е нaД .ц0гtчниьtи змiн.
lll,lN{и;

3) викopистoB).IoЧи Дис'грибутивнi зaкo}lи. ,,7ltl,?кpttвас*rо,, :tyжкrr i

звollи\,Io висЛoBЛенHя дo .Ц'HФ;

.)+



4) викopистoвyЮЧи зaкoни прoтирiнuя i вик-.Itoчеttoгo тpетЬoГo, a ,гa-

кoж лoгi.rнi тoтoжностi. Щo мiсrять кoHстaнти. IIa кo)lilto\1} етaпi i напpикi-
IJlIl МaксиМaЛЬнo спpoщ),сN,to Bиpaзи, lЦo Bихo.цятЬ'

ПpиклaД. Звести лo {н| ""."1,.:n'',= IF =\А <+ B(.}_э (B <-+ ,l/.
Poзв'язаllця.

г=(д B.Сv.q вe\-->(в ,,'' ъ j\= нв(,Т6'c'v tBujB-
= АBС v',1. Bv АС v,4B''.'4B = АBС. АB'.4С v АB',l АB =

=(7"E " 
-}; v B\Аv С)v ,aB, jв 

=

.ГАB уB ue А u e в\,l 
" 

С) v lE 
"_7 

B:
= АBС v BААv BАС v СААv СВАv АB v АB =

= .цвс v АE v двс " нС v АВe v .sЪ "7в =

= дв(с v l)v ,lв(l v С)v нe(lv в}=7в v АE v АT.

t^..^^...^,-..- D-.*-,,,, -------:.'..- '--.-jai.Ba'tiеfi iiя. U вoДЯЧii noнЯ].тЯ слC;viеiiТnpНo i iii ] юнiiцi i iioij itli.i пТri B-

нoi нopмaльнoi фopми' Мoжнa пoбyлувaти altaлoгiнну теоpilо для КI{Ф.
Пpoпoнyемo poзГopнyти цю тeopiio самoстiйнo'

2.5 Пoбу'лoва Bllс.:loBЛеtlь по .гaблlltli iс'l.ltннoсr i.

floскoнa;Ii iIиз' юtlктивн i нopмaльнi фоpпl п (,цдH Ф)

LIaйпeprпa зaДaЧa. якy Ми нatsчи.Цися pозв'язувaти' BиBЧaЮЧи aлгeбpу
вислoвлеtlь' _ uе Iloбуловa пo Bис.'loBЛеFl}tю йoгo тaблицi iстинrloстi' Чи
Iмo)l(нa виpiurити зBopoтнy зa.цaчy _ пoб1.лувaти BисЛoB:lеI.IнЯ по таб'цицi iс-
тиннoстi?

Bпзначення. Hехaй X =1,4t',А.'',,,А,,l -. деякa Мнo''l(инa .qoгiчнttх

змiнниx. Елеьlентаpнa кoн'юнкцiя, в якy BхoдЯть yсi "пoгiннi змiннi. гIaзивa-
стЬс,Я noвнoЮ е,|lе'Иенmаpнotо кoн,юнкtjiсiо lllодo множини X .

Пpик.laл. Hехaй .Y =,.А. B.С', ' Poзt.rяtlсltо тaк j с.tеvснтарнi коll.к'н-

кuii: ..i, .4l], АtsС. BС' I],1С'.iEГ l,''. lгс jя. П'яIll. Ш(rr.lfl e.]С\]r-.ltl.i1r11|

кorr'юнкцii с ItoBtIиN{и вiднoснo ,Y .

Bизнaчення. Hехай F = Аt,' . .4i. ..',.,4f,, с lloвноlо е-rlеМентaрtlo]{-)

кoн'toнкцiсrо щoдo МHo)l{ини ,\ = |,.t' ,,r.,......],'l' Тоli Л rtiстигь v тaб.lиlti

iстиtlнoстi Лиrrlr од}Iv oДиl{'!tllо. приЧo\'Y нa нaбopi (о' .o...,,.a,, ). I нaвпaки.

Якщo B тaблицi iс,гltннoстj висЛoв.rlеннЯ F r: -lишtе oJliа o;.l]Jl{иЦя IJa }taбс)pi/\
\Q1,aэ,.,.,o,,), то F r пoвtloЮ елеМентaprloю кot-t'юнкЦiсrо' IlpliЧс1i!1\'
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F = Аi' .нi, ..... ,li,, '

,ЦoвeДенllя. Згa/laсмo спiввi,IноrrrенНя: А,,= l y roму i тi.пьки ts l.oМv

Bипaдкy' кoли А =a. oтже, нeхaЙ А|' .'4i. '...,Аx', = 1, звiлкlt BипЛиBaс.

шlo для бyДь-якoгo i =1',..,n Аi =t,a це знaЧи,гЬ, Щo li = 4/. o'Гже,-Ми дo-
вели' Щo пoвнa елеМентapнa кoн'юнкцiя дopiвнюс 1 лише нa oднoN,r\, нaбopi
(а,,а,,...,а,).

Дoведемo вiд звopoтнoгo. Hехай t;(.а',н,,...'Аn)=| лишie на oдHoi\{.Y

нaбopi знaЧенЬ А, = а,'i =|,,,,,n, aле зa Д9BедSIIиМ вprш{e цЮ ж влaстивiсть

ьtaе i пoвнa eЛеI\,lенТapнa кoн'юнкцiя,ei' .,li,'...' А:,. Знaчить

F(А1,А,,'..,А,) =,1i,, ,Аi, .,,.. А:, .

BизнaчеIrня ДoведеItе.

Bизнaчення' Неxaй F \А|, А2,''.' А,, ) _ вltсJoвленtlя. Пoзнaчи]\,1o чepез

i(,-) i"iножинувсiхнaбоpi в(а1,а1 ,...,а,,), llaяких F\а1,аl,',',u,')=l. /(l.)
ltaзltвarтЬся ]||tloЭ1с|1нoю iсmuннoctпiBLtсЛoBлеItнЯ F . Moжнa ']aПисaТи, U]o

/(Г)= fta, 'a2...',antF(а''а....,'а', )= r}.

Пpиклaл. Склaдемo тaблицrо iстиннoстi для F:

BихоДить, i(г)= {(о,о't),(l,о.о),(t,о,t),(t,t,l)J Biдзнaниllo, щo Mtto)киIJa

1(Л) uiлкoм виЗнaчaс тaблицю iстиннoстi дЛЯ BисЛoBЛеttня F, ТoМy iцo нa
irtших нaбopaх. шo не Bxo.цЯTЬ у i (F)' Л = 0.

Теopепra. Якщo Д = А4 v |{,то l(Л)= 1(М)U1(,V).

.Цоведення. ll{oб ловeсти рiвнrсть.]Boх МI{oх(l'lн, треба дoBссIи. i]]L)

Boни склaДatотЬсЯ з тих сaмих нaбopiв' I}iзьмепlо нaбip

B F
0 0 U

0 0 l

0 0

U I 0

0 0

0 I

0

I
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(o,. o,..'', o n) е l (л,1.

звiдки F\а',а,,,,,,а,)=l' oтже, M(а1,а',''.,а,,)vA.(a1 ,aэ'''.,Q,,) =t' зa
BизIIaЧеliItям М(а,,а,,..',а,)= 1 абo .циз'roнкцii N('а1'сt.,.'..a,., )= l, тoбто
(a1,dэ,'.',аn)е t(м) aбо (a1 ,aэ,.,.,arl) е r(л ). Це i oзнaчaс. Що

(а1,а2,,'.,аn)с r(м)v l(л ).

Тепеp .Цoве.uеМo звоpOтне. Нохaй (а1,а,,,..,а)е |(l'l)v /(,\ ). Зa ви-

знaчеI{няМ oб'сднaння (а1,а2,.,.,an)е t{м) aбo (a, ,a2,...,а,,)с1(,V), тoбто

М{а,,а,,..,'а,)=1 aбо h|(а1,а2,...,{1n) =1. Тoбтo F('сt,,а",..',а,,)=1. oтже,

\а 1' аэ,,',, а n) с1(Л). Teopемa дoBе.ценa.

Bизначення. {из.tонктивнa нopмaлЬнa фoрмa нaзивaс,IЬся doс,кона-

'аoю (![НФ)' якII{о всi ск,цaДoвi it елешtентapнoi кoн'юнкцii с пoвними.

Пpиклaли. Hехaй Х =\'ц,B,С't.
|. АBv вe .цv в:
2' АBe ;

з, АЪСv АBС,l АB;
1. lBС v АBС " дBe '

flpyгa i llеTBеpТa ,ЦHФ с ЗltlHФ. a llеpшa i тpетя rri.

Tеopемa. Hеxaй Л(l' .А,....'А,) _ BисЛoBJ.lеtlня' щo не с тoтoжно xиб-

ним, т06то /(r-) * 0 
'тoдi

F(А|,А,',''^А,,)= v А1,'',1|..,'''А,,:',
\а,.a1 ',.'.о,, |€I\ F \

/[oве,lення.llехaй /[ F)-\i.; il .,. i . l.,'.t/......t/ ]. Рoзr.rя-(J
неМo висЛoBлeIIIIя

Р,-Аi,i'А:...,..А:,, i=|,..''!'
a, l

Кoжне тaке гiислoBЛенttя €] пoвнolо еЛс:"lенTapнoЮ кoн'tонкЦiсю. у

якiй в тaблицi iстltннoстi з}taхoJlиTЬся oдгra i нa нaбoрi 
\а,1 ,а\*'.,а',],'r.oбто

/\0\)
t\r; 

) = \\g,', o\ 
".,, 

o',,,|}. o тже.

lr-\- t|г l. ,{д- }.,.... ,(г__ [\ с' J . J. , \ J 
,

э/



Biдпoвiднo.цoтеоpеМи 1' = r- " т ".'.u Fn, ' тобтo

tl
F = 

-|/ 
Аo' . Аu. .''' А:, .

а|еt(г)

ф теopеlra i вiдпoвiдaс нa зaпLfгaння' як Пo Тaблицi iстиннoстi бyДу-
IотЬся Bислoвлення.

Пpиклaл.

F = А0 '^B0 .С0 v Аa . B| .С0 v А0 , B| 'С| u, ,.{l ' Bl .с'I =

_7 BT"з в.Tu7.B'L.".4 B.С,

oтримaнy ,Ц,цHФ Moжнa спрoсTиTи. звiвши ij дo бiльul пpoстсlТ l]HФ:

F =(7BС ''7в()"(7вс " АBС) =7.F" в)" всf,lv А)= ,1g ' 
gg'

2.6 3астoсувашня алгебpи BисЛoBЛе}lЬ y зaдачaх дoслiДнсення
rЛектpич I{ их двolroлrосникiв

Зaстосyвaння лoгiки дo rЛrктpичниХ схеМ oснoBaне на декiлькoх пpо-
сТих yгoдax.

1. Якщo пo кoЛy Спрoтiкaс стpуl\l,.t'o ми бyДемo писaTи C-1;якшo ж
пo С стpyьl не йде, тo C=0.

2. Якщo кoлo C скЛaдar,гЬся з ,цвох пoслiДoвtlo пiдклюЧе}lиХ ГtrpеМи.
кaчiв l i 8. тo пo С пpотiкaс стpyм тiльки ts IoI!.Iy Bипal]кy' кoли гзк-rtoчеtli l
i 8, тoбтo С=^1 тiльки тo,цi' кoли А:1 i B: ]: С =1<э А=| i В =i.

oднaк тaкими il( влaстиBoстяМи хaрaктеpизyс,ГЬся i кoн.юнкцiя. Знa-
чить послi,цoвне з'сднaння пеpеrtикaviв oПис},€тЬся кoн'юнкцit:ю ( - А B '

3. Aнa.пoгiчнo ПapaJlеЛЬне З'сдIlaння пepeмикaнiв ]\1ollе.ЦioетЬсЯ Диз.Кl-
нкцiсto: С=АvB

B F
0 A 0 I

0 0 0

0 I 0 I

0 I I

I 0 0 0

I 0 0

t I 0 0

I I I
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4. Чеpез А познaчaетьсЯ пеpеMикaч, U.lo вкЛIочettий ,I.i;lьки B ,гoМу

BипaДкy' кoли ПеpеN{икaч l виклtoчениЙ.
Не дaючи стрoгoГo BизtIaчення, Щo Taке IlapaЛе.цЬнo-пoслiдоBIrий

.ЦBoIIo:'lЮCHИК' нaBедeN,Io Пpиклaд тaкo Гo об'сктa :

oпишемo .цaний .цвol1oЛroсн и к фopмyлoю aл гебpи BI,lсЛo ts'l еIJЬ :

r = ,а{вe v нс) сfi v нB)v в(нвс 
" 
7вp 

" 
с)"

" 
(; 

" 
в(с " в). в" (7 

" в) (,le " вс|

Cпpостивпlи Bислoвленtlя Л, побyлyсьlо схеМу. щo вiдповiдaС цЬoМy
бiльu: пpoстoМy BисЛoвЛенню, ПoбулoBaнa схe\la бyае фyнкuioFIуBaти Taк
сaМo. Як i вихiдна, aле бylе peaлiзoвaнa бiльur пpoс,rо:

r =(нвё " lс\с7v САB)vЪfi" сJ"

" {,l " в|чвс " в "7\н- " 
Eс) =

= АBС u7B u Ъс u ( н'', в\в 
" 

-)'|,le., 
вс) =

= вс(д "7)"7в u (lв u в "7в\'l-' Ес) =

= BС v7B v Ы,цe 
" 

Ес}= BС v78 v BАe =

= вk'" 7" ,lё)= в(с "fl" lF"с'))=
! 

- -\=B(Сv АvС|=B. 
a

.. 
Taкиlt ЧиIloМ, виxiднa схемa piвttoсильнa схеlli: |--..Н
Bиявлясться, tцo oтриillaнi рез1ltьтати .]oзвoЛяIoТЬ,1oслi.rжr'вa,tи i

сt]potцyBaти i дoвiльнi двoпoлtосIJики.

AсAв

ABCA
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Пpиклал. Hижче зoбрaженo Мrpежy.
гдГB

Пoзнaчимo нaвеДену Мережy сиМвQЛoМ S(,4' B, С).

1. Неxaй А:0, B=0' С:0. БезпoсеpедFrЬo Bи.цнo' щo IlеМaс шлях'- з М
в A/' щo ПpoxoдитЬ pебpaми j,B'т 

' тoму 510,0.()1:0

2. Пoклaдемо ' А:0' B_-0' С=1, Перевipкa lloкaзус. шto неМaс Ullях} -]

'l1y 1{pебpaми А, B,С, тoму S(0,0, t ):0.
З. а:0' b=], с-0, С tшлях з M в |',/. Уivloвнo l."loгo I\toжlla ПoзНaЧити тaк:

B-+e - д-+,l+ B*-д--+l .Тoм1'S(0,t.0)=l.

4. а=0' b=]' с_t. С ш.цях з М в .\: Bi('-)7 э B-эr,'j,i-+J.Тorll.
Sr0,l ,l)= 1 .

5' а:1'b-0, с:=0. Hемaс шiЛяхy з М в N, тoбтo S (1,0' 0):0.

6, а=], b-0, c= l, S(1 ' 0' ])=0,

7' а:], b:], c:0' S (I, I' 0):0.

8. а:], b=], с= i. S (]' 1' ]):0,

lllеpежi S вiдповiдaс r'aблиця iстиннoстi:

с

с
B с в

с

B

с

в B

C в

B

с в

с

I с] .s

0 0 0 (.r

0

0 I 0 1

0 I I

I 0 0

I 0

I I 0 0

I I 0
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Пpи uьомy s =7вe u7вс =7вF " 
с)=7в. Тoбто вихiднa мepежa S piв-

гB
нoсиЛЬIta дBoпoлIoсIiикy #

Poзглянемo пpиклaд гoлосyBai{rrя. I-lехaй с кoмiсiя, щo ск.пaдaстЬся з
чoтиpЬoх чoловiк а, b, c, d, а _ гoлoвa кoмiсii. Пpoпoзишiя BBaжасТЬся При-
йнятoю, якщо зa неi пpoгoлосyвaло бiльrшiстЬ' aЛе гoловa Мa€ тaкy переBa.
ry: Якщo вiн пpoгoлoсувaB ''пpomu',' то пpoпoзиЦiя не пpиймaс-I.ься, якtцo
tlpoгoлoсyвaв ',За',, ,|o дoсиTь, щoб ще хтoсь oдИri пiлтpимaв ц}o tlpoпoзи-
цiю. CкoнстpyioBaти схеМy' в якiй сигнa.л би зaпaлювaBся' якшIo tlpoпoзиuiя
пpийнятa, i не зaпaлювaвся в iнtпомy Bипaдкy' Iloзнaчимo ц!о сХeмy Чеpез
F(а, b, c, d) i пoбyлусмо для неi тaблицto iстиннoстi:

З тaблицi iстиннoстi випЛивar, щo

г = аБid u oБ,d u oЙd " аbii v аb,,d u цbсd v аbсtl =

= аЪсd u oi, u аbс,v аbс = obia v аБс u аb =

= oБid u n(м u b)= аБ;d u oQ, u b\, 
" 

b) =
l-- \ /- \/- \

- аbсd v асv аb = а\bсd v b)v ас = a(b V b|'сd v b)v ас =аcd v аbv

= а(;d v c') v аb = o(i ",,\а ",') 
v аb = аd v аb v ас = а\b v с v d ).

Зa pезyльтeтaМи ПeреTBopень бyДу.сшlо схеN{v гoЛoсуBaннЯ' ltlo наBеде-

FIa I-Ia pисytlкy Bищe.
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0

I 0

I



ЗАДAЧI lцЛя кoIITPoЛЬних РoБIT I IнДиBIДУAЛьних
3ABДAHЬ (AЛгЕБPA BисЛoBЛЕ}lЬ)

ФoрrraлiзaЦiя висловлень

Зaпишiть сишtвoлiчнo тaкi склaднi пpoпoзиuii, в)l(иBaIочи букви для
ПoЗнaченHя Пpoсlиx кoмпoнеttтiв прoпoзиuii.,

Пpиклaл l. Якщo Пoси.lкa iстttнIra. a виснoвок пortилкoвий. тo iмлi-
кaliiя лoми.iIкoвa.

Розв'язання' Hехaй l = ''пoсилкa iс'r.иннa'', B : ''виснoвoк не iстин-
нltй.'' С = l.iцn;1iцgцiя гtoМиЛкoBa''' Тoдi дaну ПрolioзиЦilо символiчlro мoiк-
нa зaпl,rсaTи y BиглЯдi А n B _+ С,

Пpиклад 2. Якщo кoлo. l]to скJIaдaсTьсЯ з ДBoх парaЛеЛЬнo пiдклю-
Чених ПеpеМикачiв l i .B. то пo С прoтiкaс с'грyl\l Y тo;rtr' i тi.'lьки B тo\1\: B},l-

лaдкy' кoЛи вкЛ}oчений tlеpемикaч А a6o вклroченlrй пеpемикaн B.
Рoзв,язaння. Нехali Х: ''ко.:lo, Щo скЛaДaсТЬся з ДвoХ пaрa-Цельнo пiд-

кJll1)Чеllих ПеремикaчiB А i B, Y = ''пo С пpoтiкaс струм',, Z =''вl<ЛЮr|ет1ИЙ А'',
I . ''вк;lючений B''' Тoдi .цaH) llрoПoзицiю симвo:liчнo ьtoжнa зaПrlсaти у
виглядi X.+(Y<+ZvV)'

1. Tpи uе r]Poстe Чис.lo. а чoтtlpи с ск,Цaдене чliсЛo'
2' Йде дoшt Чl,l хГoсЬ LIе Bи}IЛIоЧиB .цуrЦ.

З' Якщo Йде:oш. то вy-rиui пloкpi.
4' Iвaн сяде' i вiн чи Сepгiй б1,луть Чекa'Iи.
5. Iвaн сяДе i б1.ае некaти ни Сеpгiй бу.Цe некa.ги.

6. Я пoiлу нa автoбусi чи нa тaксi.
7' I{i Пiвнiч, нi Пiвдень I{е переМoгли в Гpo}Iа.цЯнсЬкiй вiйнi.
8. Лioдинy не пiдкугlлять ,rестoш'li, якЩo poз\,I\l y Лrодини с.
9. Якщo BЧI4I.еJIЬ iсть стoя.rи, тo yvнi Т.цять нa ходy.
l0. Якпlo не Мo}кеIII визIlaтI] пoхBaЛ зaсЛvжениN{и. тo ввaжaй iх ;tес-

ТOrцaN,I}i'

l l, Якшro бу,re гaplra пoГol]а' 1'o Я ПoДзBotlю дpyзяl\{, i ми пorдеьlo дo
N'Ioря.

i]. Якщo я Bгovився чи гoлoдний. тo я Hе мoжy займaтися.
13. Haтvpaльне чltc"'Io n Дiлитьcя нa 3 тoдi i тiльки тoдi, коли сумa

Цифp ЧисЛa n дiЛи'IЬсЯ iia 3.

14. Якщo paHкoЬl бyДе з.lивa, тo я зa,'.]ишYся в бу',lинкy, ни зllyшений
бyл1 взяти тaксi.

l5. Сьогоднi нarua кo]r{aн.цa }Jе виГрa"Цa i. oтже, не вийш.tла у tpilraл.
l5.Якщо я сьoгoднi встaHу iпi:1'нa зallяТТя, Моя l\taN{a буДе зa.Цoво-

леtla, a якщo я rrе встaн)', тo МaМa не бyле зaдoBoленa.
17. Якщo вitt хoчe:loсяГ'ги rlети, ьirt пoвиI]сн бaгaтo зlIaти i бУги rцaс.

Jlиts!Il1.

i8. Сьoгoднi ясt{сll oT)l(е. сьoгоднi не йде нi дolr{' нi снiг'
l9. Уvорa бl,ло пoхьrуpo. a сьoгo;ttli теплo i яснo.
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20. Якщo сьогoднi xМaрIlo' виxoдитЬ' ЗaBтpa бyде дorш, uи вiтеp poз-
)кеIrе xМapи.

2l. Ти yспilп}lo склaдеIl] iспит тoдi i тiльки тодi, кoли дoбpе пiдгoтy-
сшIсяl Якlцo ти Ilе скЛaдецI iсtIиT успiluнo, тo IIo3бaвишIся стипeндiТ.

2Z. N4aтeмaти чнi зве,цення Мо)кyтЬ зaсToсoвyвaтися вмiлo i бyти кo-
pисI{ими тiльки B тoМy BиIIaдкy, якщo BoIlи зaсвoенi твopчo.

23. Якщo B зaП€шi пpистpaстi poзyм сyмнiвaeться' тo кoли Пpистpaсть
oсTигне, вiн зaсyдить твiй вчинoк.

24. Якuto гoлoвний визнaЧIlик сIiстеМи лiнiйних piвнянь irе .цoplBнюе
IlyЛlо. тo систеМa piвнянь визI{aчeIla' тoбтo Мaс сдинe piiшення.

25. lpугoм Мo)I{tiа BBa}|<aTИ тoго i тiльки тoгo' хтo ш{aсливrlй, якЩо
щасливий йoгo дpyг, i сyмний, якщo тoй сyмний.

26. Якцo я yспiшнo зaкiнvy шкoЛy i пiдy в iнститут. тo я ЗMo)кy здaTи
екзaМеH 3 МaTrМaTики тoдi i тiльки тoдi, кoли я 6уду бaгaтo зaймaтися чи
вI'кJlaДaч бy,Це пoблaж ливий.

J7. Ти зpoзyviсru цю теМy' якЩo пpийлсшl сьoгoЛнi нa заняr-гя. aбo
ПpoЧитaсш пi:рунник. iнaкше тoбi змoже дoпovoгTи лpуг тoлi i тiльки'roДi,
кo;rи зpoзyмi€ цЮ тeМу сaМ.

28. Якщo ''Пipати'. ни ''TIlенятa.' trpoгpaють i ''Bелетнi'. BигpaIотЬ' тo
''BrдмеДi'' Bтpaтять пepiше мiсце i, кpiм тoго, я прoгparо пapi.

29. Якщo рoбiтники aдмiнiстpauii вnеpтi, тo стpaйк бyде ypеryльoвa-
ниt"t тo,цi i тi-цьки Tolli, кoли ypяД дolvtoжeться суДoвoi зaбopoни, aце вiЙськa
нe бy.Ц1'ть вiдпpaвленi нa зaвoд.

30' Хлiб вцiлiс тoдi i тiлькll тoдi' кoли 6yлуть виpитi iригaцiйrнi канa_
вI,l; якЦo хлiб не вцiлiс тo феpмеpи збaнкpутуrоть i зa.тиrцaть фepми.

31.Я пiдy.цoдoМy, чи зaЛицryсЯ тyт i вип'to склЯIloЧкy' я не пiлy лo-
дolllv. оТ)ке, я 3aлиш\,ся i вип'кl.

32. 3apoбiтнa п..]aтa зpoсТе тi.rьки. якшo буДе iнф.'lяuiя, якЩo бy.це iII-

фляrtiя, тo збiльrшиться BaртiстЬ життя; зapoбiтнa rlЛaTa 3poсТе, oтжe' збi-
.rIЬшитЬся вapтiсть жиTTЯ.

33' Якщo 2 _ пpосге ЧисЛo' тo Це нaйменшe пpoстe Числo' якщo 2 *

нaйменше ПрOсТе числo' To 1 I{е е прOсте Числo; числo l I]е с пpoсTе числo'
oтже'2-прoстеЧислo.

34. iгop перевToМиBсЯ' чи хвopий' якщo вiн пepевтoмився' .I,o вiн дpa-
тyстЬсЯ: вiн нe лpaтустЬся. oт)t(е' вiн хвopий.

35. Якщo зaвТpa бy,tе хoлoДно, Я tlадЯГtlу тrпЛе пaЛЬТo, якu{o pyкaв
бyдe пoлaгоджeний; зaBтрa бy.Це xoлo:]нo, a pyкaв не б1,Де Ito.;raгoджений,
oT)ке' я нe нa.цягнy теI1JIe IIaлЬтo.

36. Якщo pезyлЬTaТ скaЧoк бyле виpirrrеrtltй нaгtеpе.Ц чи B кaзиIIO бy-
дyТЬ oрyДyвaTи lllуЛеpи, тo Дoxoди вiд,гypизпrу впaдyТЬ, i мiото пoстpa)к-

.цaс; Якщo Дoхoди вiд тypизму Bl]a.ц/vТЬ, пoлiцiя 6y.Це зaДoвoлеtIa; пo.пit1iя

цiкoли не бyвaе зaдoвoЛенa' oт'ке' реЗуЛЬl.aT скattoк не виpiu:ений lraпеpед.

37. Якщo ''Дoджеptt.' BигpaIоть' тo Лoс-Aндxелeс бy.пе тpiyмфувaти, a

яlitllo BиГpaе .,Уaйт.Coкс,'. тo тpiyмфyвaти бyлс Чикaгo: aбo вигрaють '.flo-
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,]жеpи|,' aбo ''Уaйт-Сoкс'', oдтtaк ЯкЦo вигрaють ''[oджеprt'', тo Чикaгo не
буле трiyьrфуBати' a якпIo Bигpaс ''Уaйт-Сoкс''' тo не бу'lе тpiушrфувaти Лoс-
Aн;же.rес; oтже. Чикaго бyле тpi1 мфyвaти тoДi i гiльки тo.цi. ксэ"rи не бу.re
l piyмфyвaти Лoс.Aнджелeс.

38. Кoля i [:rlитpик оl1нoгo вiкy, ни стaptший Кoля зa !митрикa; якшo
Кo".lя i ,(митpик ollнoГo вiк1,. тo Iннa i .{митpl,lк не o.ЦнoГo вiкr,. якЩo Кoля
стaрший зa .{lvrитpIlкa, Тo ДМиTрик стaрrшиЙ зa Мишка. oтжe, Iннa i {ьlит-
l)ик lIе oднoгo вiку'. ни !митpик стaрrлий зa Миrrrкa.

39. Якщo 6 - ск.ltaДeнe чисЛо, тo 12 - склaдене числo) якщо l2 * склa.
Jеt{е числo. тo iснyс Пpocте tlисjlo' бiльrпе. нiж l2; якщo iснyс l]poсTе Числo'
бi.qьrпе, нiж 12, тo iснyс скЛa.цене числo' бi,rьп.rе l2l якшo 6 дi^питься нa 2' r'o
(l _ склaденe Чис"1o; чt,rслo 12 - склaДене. oтже, 6 _ ск'-laДеIIе чltс-Цo.

40. Якщo я поiдy aBтoбусoМ, a aвтoбyс спiзни.гься. тo я тlpoп).Щy пpи-
зllaчене побaнсння, якlllo я Пpoп).щу пpизнaченe ttoбaчення i пoнну, зaсN,l]i-

чyвaТися, ,гo менi не слiд iхaти дoдoшtуi якtцo Я нe o.цеpж}, цю poбoту, To Я

IloчI{v зaсмyч}'вaтися i мснi вapто пoiхaти .цoдoN,lу, oт)t\е! якш[o я пo'iд1, 391.6-

бyсo;'l i aвтобус спiзнtlться, тo я oдеp)кy uro poбoтy.
1l. Якщo Смiт пеpемoже нa вllбоpaх, вiн бy,aе зa,]оволений, a якЩo

вiн буrе заlloвoлений, то вiн пoгaний бopeuь y пeрелвибoрнiй кaмпaнii', але

якtilo вiн ПpoвaЛиTЬсЯ нa вибopaх, тo Bтpaтl,lТЬ roвiру,пapтii.; вiн погaниl"t

бopеuь' якщo вiн утpaт}jтЬ :toвipу пapтiТ, i, якrцo вiн ttоt'аниl"l бopсuь у пe.

релви6opнiй кalvlПaHii, йoм1' вapтo вllЙтll' з пaртii; Смil llерС.Mo;.ке нa вибo-

рaх. чll прoBaпитЬся. oTЖе. йoмy пoтpiбнo вийти з пaртiТ.

42. Контpaкт бy,Це викoнaний тoДi i тiльки тo,fi' кoлti бy.lинок б1,ле

зaкiнчений у Л}oтoN,ly' яItЩо бу.Цинoк булe зaкiнчений ),ЛкJтOilt),l.o \1и Mо-
же:rto пеpеТrкджaти l.гo беpезня' якU]o Ми I-lе зМoх(еМo пеpеiхaти l.гo бере.
:]нЯ. 1.o ми пoвиltlli BнесТи кваpТиpнY п-пaтY зa беpезень; якЩo кoHтpaкT не
б.vzrс викoнaний. то пtи лoвlrннi внести кBapl ljpl]y плaтy зa бepезеtlь, ajlе lvtи

не бvДемo внoсItгrl квapTиpгIy П"']aTу зa беpезень'
43. Книгa бу.lе ви:aнa то:i i тi.rьки тoдi. Кo-lи закiнчltгь poбoт1 pеше-

Rзент, якrцo книгa буле видaтIa дo встaнoвJIенoгo тсpмirry, тo всi пpиМiрнIl-
ки бylуть lllвиДкo poзкуп.;rенi й aвtrlpи бy.lуть зaД.oвo,1t.r{i. Якш]о ж
pсцензеI]T не зaкiнчlrть poбoту l]o Bстaнoвленoгo теpмiнv' oт;d{е' аBТopи не
б1,лyть зaдoвoлеtli.

a.1. Ми зaкiн.iиьlo pеl\1t-lнТ. якЩo \1и знаЙдеьto rtpи;taгlli luпaлсpи' iнaм
в}lстaЧllтЬ гporueli lla iхню кyпiв.'lю. нa.ropoгi lriпаЛеpи нaI\4 Iiе B}'IсТaЧитЬ
гpoшей, a trpидaтнi }tе кoI1IТуЮть ДeшJевo' oт)'l{е' N{и нe зaкiнчltlto pеi\loЕl.Г.

45' Я зaпart,ятaю дослiвtlсl ltю iнфopмaшiro тoдi i тiльки ТoДi, кoЛи
г{poЧl4тalo ii .lи неoднopaзoBo пoЧуЮ. Якrцo я Зaпaм'ятaю rtrс iнфорпrauiю
;]ос;iвнo, ТO я ЗNto)t(у ltepеДaти iiдpyгy iвiн викoнaс зaBДalllIЯ urефa i, oтiке,
O.Гpriмa€ BеЛикy суьtу гpопrей. {pyг не BикоIJaв зaвДaння u.rефa. oтже, нсвip-
нO. щО я aбo пpoнитaв. aбo неo.цнopазoвo ПoЧyв шto iнфopпrаrtiю. aбo я не
зIrliг llеpeдaти iТ дpyгу.
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Taблицi iстиннoстi BисЛoBЛrнЬ

Прrrклaд. Пoбyдl,вaти тaблиЦю iстиннoстi ДJ'Iя BислoBЛеl]}lЯ

АvС-+B<+А,

Poзв,язання. HeхaЙ F( А, B,С ) = Аv С -+ B ++ l. Зaпoвнимo сTоB-

пецьтaблицi, щo вiДпoвiдaс С, кop"с'aЮчисЬтltM, lцo0 _l.т :0.

A B С Аve B<'>А B<+А Г

0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 1

0 I 0 I I 0 I I

U I I U 0 U t I

I 0 0 I 0 I I

I 0 I 0 0 I I

I I 0 I 0 0

1 I l n U

Пoтiм, нa oснoвi стoвпцiв l i С зaповltllМo стoвгlець lv C' КoPис-
тaЮЧисЬ тиМ' щo 0v 1=l, 0v 0=0, l " l:l, l v 0=I' Ha oснoвi стoвпrtiв B i l
3alrоBт{иМo стoвI1ець B <+ А, BикopисToByIoЧи пpaвиjlo: 0э0:l, 0++ l:0,
1++ 0=1, 1<+ 1:1. Зaпoвнимo сToBпецЬ B <+ А' пpиЧoмy бyлемo с'IaBити в

pядкy 1' якщo B тo]\,Iy ж pЯдкy сToBIlЦя B++А стojть 0, i нaвпaки. Ha1rеrlrтi,

зaпoвIlиМo oстаннiй сToвIIець, tsиKOpис.гoByючи дaнi стoвпцiв А.t, Г i

B Ф А i знaюuи' щo 1+0:0, a в iншиx BиПaдкax iмплiкaцiя iстиннa.

Пoбулуйте тaблицi iстиннoстi .цЛЯ тaких BttслoBЛeIJЬ,

|. А v B -+ B -.> АB;
2' Аt'B<>АvB;
з АС-+АvСА..
4. E -+ С,Bv (С -+ B ):

5. СvСА+>А;
6. нB" д.+ Bv А..

7, B-av(А <+ B-+ А):



8.

9.

10.

11.

12.

11.

14.

15.

16.

t7.

18.

19.

20.

21.

22,

Zэ'

1А

25.

^!.o.

27.

28.

29.

З0.

з1.

э1.'

JJ.

J+.

-з 
5.

36.

з7.

38.

з9.

BС <+ СB.+ Bu С ;

АС <+ дv С -+ АС.,

АvB<->B-+АB;
АСvА-+С'+АvС;
СBvEС -+ свue ;

31 a+ 1gu д a trg;

свuвс-вuс<'с;
АBvB-->,4B<+А->BА;

-

BСvB-+СB<+B;
АBv А<+ Bv А;

А nE <+ Аv BА;

АvСА+>АС-+С;
7vB-+(B-+АB);

САv САB -+ ( BА <+ СB ) <,> САv ВА;

СB v АB -+ BАС <+ BС -+ АС v BА:

BАvСАBv А.-> BС <+(АBvС) +СB;
( АBС е+ ggу А э B1,lu вС - н;

( DС " BD -.1 ов * rх':1v DB -э С;

D,I --> ( АD <, ou дс )Аv DС i АС :

( DС v С _+ DB )Bv DС <+ С v BС -+ B;

АB -+ BС'v ( АС <+ BС l B ) -+ Аv BС ;

вс u ,цвu ( АB -+ вс 1u lс *' св n нв;
двс " sс - r'цв <, с lu дс' u B -+ СА:

АBv СА -+ АСDv С n( АD <+ АB.; B ):

АС <+ Bv (СD --> D д АС )А <э BDv D:

X1,Z v XZ -- ( х " YW <-+ |УY ) nY,Y v ZIЦ ;

Bl: v ( DF -> DС v F ) l DBС <-+ С v Df:;
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4О,

^1
at.

А.|

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

оJ.

64.

65.

oo.

61.

68.

69.

70.

АvBС ё(АС"Тn-+сlnDe v АBС:
oс -> B"Е" DЕ -, B -+ DB г(С v D l:

FBv Е,D .+ E,F <+ FЕBv F -+ ( Еv FB );
SDGv ( S -+ DG )v т <-> sто 

" 
с -+ SD;

АB ) А . ,qСD" С n( r| -+ дсо" с l;
',,''XИ,v(у )хY|у)<-+,/.X аW .+ tr-vZ;
sк',. r * Z д/SГ <.+ t1 n SL u тУ n к ;

АBv D лСD -+ BС n( АB <+ С )v DС;
SDG',,S э лG2v т . sто' с ++ SD;

гв" r сo - сг *, гсв" р -+ ( Е v FB );

DC _+ ( B v Еv DЕ <э B ) -+ DB г(С " D );
( дv BС +> .4С v gD -.+ С 1^DС v АBС;

'Y(YZv хz -+ х 
" 

уlry <+ WY ) nI'X v ZW '.

( DF - DСv B)F v DBС <+ с " ог n в;
s"iйrs " oсt э Т +.sr.',6*+ SD, Sl
( X|У v У --> XI.||t ,-> zs.уу -> ij " z :

АB -+ А. ( АСD" С n.4. АBDu С 1'

=*---:.---.--SГv.( +> KL(ST <) L) Sl vГSlJдЛ.
Аv BD лС -+ ( BС n АB <+ С v DАv А);

со - сtэ n м <-> ( FЕB + F --> сuТв1:
D,lr в" с' DF. - B) _> DB +> r д"БГt.
rЙ" X2 +, х "slv -->W ) <+ Y u ZYW;

B -+ СА -+ АD ь( D <э АBv B ) <+ СB v СD ;

АС v B -+ (СD -+ D n BС ) <+ BАDv АD ;

XWТ vТz * r х "zlц .i.l-l " zх "Й '
Fv( АnDд- д" ог l t+ JГv А--> Dt'.;

-,4v BС <+ (С v D -+ АС ) ё DС v АB <+ С ;

X v (YZv {Z -+ YX v'|/ ->I|,Y )Yх ++ ZW '.

1g"!p -u ga * дt'в" д -+( Еv АB);

SдДGv(S + TS <э DG )v ГдSГDvG + SD ;

sB --sC * sсp" с n(S --+ sсо " с l'



.Ц.из' roнктивlri нopмaльнi фopми (/цнФ)

Пpиклaл. Звести лo flHФ BислoBЛеннЯ

F = ( А B-+Сv А1 <'> (- "7E l.

Poзв'язaняя.

p =(АBv С v А)<+(С v Аv B )=( Аv B v Сv А)+>(С v А v B )=
( АvE v С v '1)+>(С v2 " E )=( А" E vС 1+>(С v А "E 1=

=( Аv B "С)rС u l uE )" д" в "с "с " д u в =

= Аe vEe v Сe v ^17 v BА v С7 ', ,чE vEE'v
v СE v 7вe .сдв = Аe v Ee " в,ц v Сv v АE v E v СBv 0=

=АevСАvE'
?.^^.'' -^ пIJ/ь т.т/i 1Аv Ar rч- ,*^.^ Biiс'чcBЛеiIIl'.

L

3.

1.

6.

7.

8.

10.

'll.

12.

lJ.

14.

15.

16.

r7.

АB v (СВА -+ АС <+ BС ) n АСB v А;

BАv САB v А.+ BС ё ( АB v С ) -+ СB;

( АBС <-> g6у s -4 g1д" вС J:
r ос " во.- ( DB - DО'" DB -э С ;

DА -+ ( АD *-оu ,lС ),ц' DС + АС;
(DС v С + DB )Bv DС <+ С v BС -+ B;

АB -+ tsС v ( АС ++ BС ьB ) -+ Аv BС;

BС v АBv ( АB -+ BС )v АС <+ СB.ц АB :

АBС v'4С -+ ( АB <+ С )v АС v B ) СА:

АBv СА ) АСBv С n( АС <+ АBv B );

,Y-I.Z v .YZ n ( х 
" уz <+ ZY ) цYX', Zi ;

BС v ( DB.-.l DС v B ) д DBС <+ С v DB;
Аv BС <+ ( АС у gд 1 g l л BС v .1BС;

бс ->-в " 
с u ос <r в -> DB n(С v Б 1;

ГBv ЕB -+ ЕF ++ FЕБv Р'-> ( I:v FB);
SDGv r S .> оG 1v G <+sGоw,,, 55'
АB --+ А. дсв' с r( А -+ sсв " с l;
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18.

19.

20.

2t.

22.

LJ.

24.

25.

26.

21.

28.

29.

30.

з1.

э ,1,.

J+.

J).

36.

3t.

38.

3у.

4Q.

Z+1.

Аa

43.

44.

45.

46.

/11т/.

.x8.

SK v Г -+ K д /S?" <+ K ) -+ SK v Г.lK д.K,'

АBv С nСB .+ BС rх( АB ++ С )v АС:
( S 1Ю v S .+ ос 1v D.+sD" G <э SD;

FBu ( со -+ сг *" гсв " г l.-> ( Е v FB );
бс _> ( Bv Еv DЕ * B) -+ DB n(С vD 1;

1lvТС <+ АС v gp a 6 1r' De v АBС:
XIry v(Y --> XYW 1*t ZX nW -l X u Z;

СB v АB .-+ B АС <э BС --+ Аe v BА;
( АBС <+ АB', СB )v С -+ АB _, 8С l

СB v АB -+ ( BСА ++ АB ) _> САv А :

BDЕv DЕ -+ BЕ -'Ы вn. вro:

-

АBv (СBА <+ АС -+ ,4С ) n BСА,

САv С'4B -+ ( BА <-> СB ) <> САv BА:

АС <+ Bv (СD _> D ь АС )А ++ BDv D;

X(YZ v XZ -+ X v Yll +> IIY ) nYX v Zl4/ ;

( DF + DСv B)F v DBС <-+ с u оt- _, в ;

s " 
pсls 

" nG ).+ Г -+ sI 
" 

6. <-+ SD v.S:

( Х|at v Y -+ \TW ,-' zхw '- х 1n z;
АB -+ А .+ ( АСDv С n А -+ АBDve );

ST ', K * KL(SГ ++ t - st.v тsЦ "k :

Аv BD nС .+ ( BС n,4B <_> С v DАv,4 ).'

ED -+ ЕD .+ ЕF <э ( F ЕB.+ F --+ Еv F-B ):

бц в" r,u оь u вl -э Dts <-> ( А;DЕ):
(YZ" XZ *э х " rtl' 

_> W ) <'> I х, ZW :

B -+ СА -+ АD п( D <+ АBv B ) <+ СB v СD :

АС v B -+ (СD -+ D д BС ) <+ BАDv АD;

ХYZ v XZ <+ ( h, v Y||/ -+ |ItY ) nYX v ZW :

F v ( А n DА -+ Аv DF ) +> АF v А -+ DР- :

дv EС <+ (С v D -+,1С ) *fr; АB * С.
х urуz" хz..YXul,'' -'wr Л.s +> /||':

АBv ЕD -+ ЕА <+ АЕBv -А.+ ( Е v АB ).'
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19. SдDG'v(S + TS <+ DG)v rдSIDv G -+ SD;
50. .sB -+ sС -+ sсд 

', С,n 6s -' sсл 
', 

с ,l ;

51. 1,Z --> ИX v (WX <+ Z v XZ -+YW ) <+ YX vL|/Y;

52. ( Аv Dv С )АBD <+ DС -+ АС v B _+ АBСD;

53. SvD-+ FЕ ++ D +Sд(tSv DF +> ЕSF) <э SD

54. tt/Еv RT -э ЕRT nTW <э ЕT _> (ТW -+ r,rl,Цw " в'l);

55. АSDFv FD --> SF( АSDv DS ) +> SДvDv SА +> F:
56. Z|,X <+СX _+СZvСVZ -+;"m, ^(ZСX 

vV .+ Z ):

-

57 ' LIt .+ JGv НG <+ GJL -+ H n( LНJ -+ GH L);

58. PI v ОtJ <+ I{J -+ oP <> ( \Оv IPv IU v ОPU ) <+ UIРvб;
59. ум " кr" х +'z-tv д(.NК v lt{L--> NMKI)мнькu н;

60. АSDF v l *+ S -+ FDА( SА <+ DFА)v Ё <-> SDЛ _> ( Аv S ):

б|. XL' <,+ СZ -+L/X v.YZY <+ (Zv 'YСvVX ) ьLYVС;

62. I|'TЕvWТ( Еv Rv||lTR)лRT -+ Е <sWER <+ RTv Е;
63. ( АSDF Э D+ r -эТstw 1++ '4 --> DIr +> D;
61' LH <+ KJ <r кн -+ НLJ -+ J v Lv K(I1,] v LKv I{J );

65. ОvU v PIО <эUP -+ P <-+ (U vОIv IОvU +э PU -+UОР);

66. АBC v DС .+ АB ё СDА( Dv А) +> ( DС v А( Аv B));

67' Z *С uСх ? ZС!:!S:9Ц-З nXС -+СY vZ;
68. T -+ ER(||l +> nvЕ1шTv|{ .+|I/T)))<->IVЕRv ЕRTv|tlRT;
69' KLL{ v.N."1{ nM х, N( I<i-+ly' ++ h|Kv {'LN ) +> N, .

floскolrалi ди3' юнктивнi ноpмальнi фоpми (Д.ц}rФ)

Звести дaнi вислoвленrtя дo ДДI]Ф' Пo t{o)кЛивcстi сгtpoстttти.

Пpиклaд. Звести дo Д/IНФ BисЛoвЛеt{ня г = д v в--+ ,lс ' rь
vож.rивoс гi спpoстити ii.

Рoзв'я3aння. Пoбyлyсмo тaблицю iстинtroстi висловлення F.
Bислoвлeння' зBе.це}lе дo ДДHФ Мa€ вигляд

F=А.,BicvА0B!СlvАlB()c,uАIBIc:7вe v ,tвс v АEe v АBe .

:;0



A B С Аv B AC А'lB-+АС F

0 0 0 0 0 0

0 0 I 0 0 0

0 I 0 I 0

I I I 0 0

0 0 I 0 0

0 i I I 0

I I 0 I 0 {.J

I I I I 0

oтpимaнy ДДHФ МoжI]a сПpoсTити дo бiльшi пpoстoi flНФ.

r =7вre vС1v.4e (Ev B)= дв,t" дС.l=7в"lС.

3вестll дo ДI{Ф тaкi вислoвлеttlIя.

l.

2.

J.

4.

(

o^

7.

8.

o

10.

I t.

12.

LJ.

\4.

l).

t0.

11.

АBv СА -+ Аv С n( АD <+ АBv B );

.YУZv XZ -+ r Х v Y <-+ Аt ) цYX v ZX :

вс u 1 
pg - p, v B 1 п DBСэ-С v DБ ;

.цv BС <э ( АС v B .э С ) а BС v АBС;

FBv ЕB -+ EF <+ FЕBv F -+ ( Еv FB );

АD -+ А -+ АСDv С п( А -+ АСDv С );

Sv 7.-+ L r( Sт <э L ) -э Sl v ISl'.

СB v D nСD -+ BС n( DB <э С )'", DС;

( S N " s 
.+fЙ 1v G -.+ sD" G с+ SD;

FB v ( ЕB + ЕF <) FЕB v F. ) -+ ( Е v FB );
( Аv BС <+ АС v g1 a 6 1 д А- v АBС ;

.Y||'v (Z -+ hW ) * А. "lr * i u Z;

САv С.4B -+ ( BА <э СB ) ++ САv BА;

дС *, оu ( СD -+ о " дФ,l <+ дD vЪ:
( DF'+ DС v С )F v DBС ++ C v DB -+ B ;

s" лсrs 
" 

oo l+ S.> sD"G э SDvS ;

( X|4. u Y -+ XYW <-+Тw -s у 1 nу,

5l



18.

19.

2О.

21.

22.

2З.
a4Lч.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

АB + А ) ( АСD" С n д n двоu с ):
SТv K <+ KL( ST <+ L -э SL v ТSL ) n K :

( Y2 v .Y7' *- хiуlц -+ w1 1 <э |' u ZW :

B -+ С,,1 э АD n( D <э АBv B ) <э СB v СD :

АС v B + (СD.+ Dд BС ) <э BАDv АD:

XуZ v хZ * ( х u уw _, lуу l "Й " zw .

F v ( А n DА * А" DF ) <-> АF v А --' DF :

АB v ЕD -+ ЕА <-> АЕB v А --> ( Е v АB ),'

Sд DGv(S -+ TS <> DG )v T л STDv G.+ SD ;

ss - sС - .SСD' С,^ 1,s * sсл 
', 

с,i;
YZ -+ I|lX v (WX <+ Z v XZ -+ YИ, ) <+ YX v WY ;

( Аv Dv С )АBD <+ DС -> АС v B -+ АBСD;

S',,Д -+ FЕ <+ D -+ s "' rЕ^s '', DЛ <-+ .ЕSЛ ) э SL-l

Пoбyлoвa .ц.цнФ для вислoвлeнЬJ 3а;lаl{t{х таб.цицяпlll
iстинностi

Звести дarri вl{слoB.{еtltlя Дo lIДHФ i пo мoжливос.гi спpoстити
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10.

х F(x.v)

0
I

I

0

I
n

1

0

I

I

I

tJ.

I

0

,Гl--r \ -Гli.l]Г
i- о Тil----т-]

lllOio
,tlll0

zt.
I L _" Fl*") )_-т-1-i * ъ.-

illlr0r
20.:* у *r*.Г
__ .1 . , ,г: .Li

0 ol0
Ii
ll
tl

lviuiriiv..,ir
10 j1iо iiO ]li0 r

ll iо iо iil i0 i0l
llrill,lirlrlO iliriol

i;i?

17.

rtltiоr
19.

l0l0
011 0lrlo o

I I i _q_
з0.г-----_----:-t-:=!+-*ЦD; -_l i i= | 

F(l.yl 
:

l0;o l0lr() 010,
|о llll ll0 ]ll t l,]iо i r lirlо l l't":ltr-l
I l i I I l i I r i--l i _l I

28. 29.
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Зaстoсyвaння aлгебpи BисЛoвлеIIь Для ДoслiДiкенttя Mере)tt
Спpoстити тaкi пoслiдoBнo-пapa.]ельнi .цвoпoлюсtiIiки.

i.
Bt'^

I ^С^в
дГсГ

2^(;\rl

1\L.11]



AB(A-(

a. ll

AсA
B
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Аtsс

AГс

^в(';\

E

u

AB

г-
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l0 L

АгСг

в

AС

ll с

^ts(r

12^l
Аz\сA
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11 А C l]

Аг(AiГ

I]B
l)

AТ
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!.ослi,llкення дoвiльниx .цвопoлroсникi в

Cпрoстити тaкi дoвiльнi ДBoпoЛ}oсi{ики'

1.

L.

С

C

B

в
IJ

с

B

с

B

с

B в

с B

B

с ll ll
с
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с

с
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t
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L
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I

Г
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с a
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u
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il Г
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I

Зaдачi rra гoлoсyBання

Пpиклaд. Голoсyють тpи uoлoвiки A' B, С. Пpoпoзиuiя пpиймaеться
бiльuriс,rro гoЛосiв, причoМу B _ гoлoвa, Щo вoлoдiс IIpaBoм вeтo' тoбтo
Якщo вiн гoJтoсyс (Пpoтlr>. To пропoзицiя не пpиймaсться.

Poзв'язaння. Усi мoжливi вapiaнти гoЛoсyвaння циХ ЛIо.цей ЗBе,цеМo

B нaсТyПнy тaблицtо, у якiй тoй фaкт, шo вiдrIoвiднa ЛЮдиrra (A, B абo С)
прoгoлoсyBaлa (пpoти))' булeмo тIoзнaчaти lryлeМ y вiдпoвiднiй клiтинцi й
oдиницеIo. _ ЯкЦ]o (зa).

}. стoвпцi F бyлепro стaBиTи ''0'' y pядкaх, щo BiдпoBiДaють вapiaнтaьt
гo,']oсуBaння, tlp}I ят(I4х пpoпoзицiя не пpиймaсться i '. 1'' y ря.цкaх' щo вiдПo-
вiдaють вapiaнтаьl гоjlосуBat{ня, Пpи яких ПрoI]oзицiЯ IIpийМaстЬсЯ' Тoмy
iцo B _ гoлoвa' IIIo BoлoДie праBoМ Bетo' то якlIIo в ДеякoМy pядку B=0, то i

F=0 y цьolry pядкy. Якшo B деякoМy pядкy B=1, тoбтo гoлoвa- ''Зa'', тo i
F=l y uьoмy pядкy B тoму i тiльки в l'oМ}' виг]aДкy, кoЛи xoчa б шiе oднa
j1ЮДI,tнa пpoгoЛoсyвa'Ia,'зa,', тoбтo A=l aбо (i) C=i.

.{aнy тaблиц}о Мo)I{ria poзглядaти як тaблицtо iстиннoстi .цеякoГo Bи-
с.ЦotsЛelil{я F, /-l.цHФ якoгo легкo пo цiй тaблицi пoбулyвaти; F-_ АnBl Сl u
А, B, c u Аl B, С,=7BС v АBd v АBС. oтpиr,taнy !!HФ I\4ожнa спpoсТиTи:

F = двCv АB(e vС )= aвС v АB = B(1Сv А)= B(С v А)'

.{aне вислoвлelltlя oПисуr сxеМy' y якiй слалaхvс лaМпoЧкa, якщO ГIрo.
пotицiя пpийнятa:

A B L г
0 0 0 0

0 0 I 0

0 I 0 0

0 I I I

I 0 0 0

I I 0
II l c 1

f

I I i I
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Сюtaсти схеМи резуЛьтaтiв гoлoсувaнI{я для тaкиx зaДaЧ.
l. Гoлосуloть тpи voлoвiки A, B, С. [{poпозицiя пpиймaсться бiльшri-

стю гoлoсiв.
2. Гoлoсують тpи voлQвiки A, B' с. ПpoпoзиЦiя пpийпlaсться бiльuliс-

тю гoлoсiв, пpичoМy A _ гoлoвa, Ц]o Мa€ прaвo ветo, тoбтo якщo вiн гoлoсvс
'.пpoти''. тo пpoпозиuiя не пpиймaсться.

3' Гoлoсyrоть тpи нoлoвiки A, B, С. Пpoпозиuiя пpиЙмaсться бiльrшiс-
тrо гoлoсiв, IlpиЧoМy С _ гoлoвa, IЦo Мa€ пpaвo веTo' тoбтo якЩo вiн гoлoсус
.'пpoти,'. тo пpoпoзишiя нe пpийllaсться.

4' Гoлoсують тpи нoлoвiки A, B, С. Пpoпoзиuiя приймaсться бiльLuiс-
тто гo-тосiв. приЧoMy виl(Ol]y}oгЬся тaкi 1'мoви:

a) якшo С голoсyс ''Зa'', To B гoлосyс ''гlpo.r.и'';
б) C гoлосyе ''гIрoти'' тoдi iтiльки тодi, кoли B ГoЛoсyс ''зa'':
B) якщ0 C гoлoсyс .'зa'' чи B гoлoсус ''зa'', ,l.o A голoсуе .'пpoти'';

г) A i B _ кoaлiцiя, тoбтo гoлoсvк)тЬ oДIJaкoBо, a С Тм сyпеpеЧиTь;
д) С пiдoзprос A i B у кoaлiцiТ, тoбто якщo A i B гoлoсy}oTЬ o,цнal(oвO.
тo C iм сyпеpеЧиTЬ;
е) якш1o С гoлoсyс ''зa'', тo A гoлoсyс ''зa'' 'Гoдi i .r.iльки тoдi. колrr B
г0лoсyс |'прoти||;

ж) якщo B гoлoсус ''зa'', To С гoлoсус ''пpoти', тоДi i .гiльки ,гoДi, коли
A голoсyс ''пpoти'';
з) A ни B гo.uoсують ''ГIpoTи'. тoДi iтi.цьки тoдi, кoли (l голoсус'.зa..:
И) С iA гoлoсy}oтЬ ''зa'' Тo.цi i'гiльки.t.o/{t' кoли B голoсус .'прor.и',;

к) якшtо A голoсyс',зa'' чи B голoсyс ''пpoти'', 1o C l.oЛoсy€ ''зa''.
5. I-олoсyro.гь тpи voлoвiки A' B' С. Пpoпoзицiя ПpийМaстЬсЯ бi;ьruiс-

TЮ гoлосiв, пpичoМy A мaс пpaвo ветo. Кpiм тогo, Bикoltуються тaкi уMoBи:
a) якпto B гo"roсvс ''зa'', To С гoлoсyс ''пpoти'';
б) B голoсус ''прoтll'' тодi i тiльки тo,li. кoли С гoлoсy€ ''зa'';
в) якшо C гoлсtсyс ''Зa'' Чи A гoлoсус ''3a'', Тo B гoлосус',Пpoти'';
г) A i С - кoaп;цiя, тобто гo.пoсуIoтЬ oДI]aкoBо, а B iм с},ГlеpеЧLrTЬ;

л) A пiлозpюс C i B y кoaпiuii, тoбтo якщo С i B голoсуrо1.Ь o.II}iaкoBо,
тo A iм сyпepечитЬ;
е) якщo А гoлoсyс 'за''' тo С гoлосус ,'Зa'' тo.цi iтi"rьки тoдi, кo'.Iи B
гoлoсус ''Прoти'';
ж) якщо С гoлoсyс ',Зa'', ,гo A голосу'с ''IIрt.lти'. тoдi i riлькrа тoдi. кoли
B голосyс ''пpоти.';
з)B.iи C гoлoсytоть ''гIpoти'' тoдi iтiльки тo.Цi, кoли A гoлосус ''зa'';
и) С i B ГoЛосyЮтЬ ''зa'' To,цi i тiльки тoДi, кoли A гoпoсyс ''llpoти.';
к) якшo B гоlroсyс ''зa'' чи С го'llосyс'.прoти'', Тo A гoлoсyс ,'']a''.

6. Гoлoсукlть ЧoTиpи чолoвiки A, B, С, D. I1poпозишiя Itриймaс.r.ься
6iльшiстю гoЛoсiв. ЯкtЦо го.тоси poзДi..lилися rropiвнy. тo пpottо''tиuiя
пpиймaсться, якlllo А гoЛoсyс ''Зa''.

б)



7. Гoлoсyють ЧoTиpи чolroвiки A, B, С, Г). Пpопoзишiя прийпtaсться
бiльшiстю гoлoсiв. Якrцo гo.тoси poзДiлилися пopiвнy' гo пропoзиuiя
пpиймaсться, якIцo B гoлoсy€ ''3a''.

8. Гo,пoсуroть Чoтиpи чoлoвiки A, B, C, D. Пpoпoзиuiя пpийпraсться
бi.rьlшiстlо гoлoсiв. Якшo гoлoси poзлi.тилися пoрiвнv, тo пропoзиuiя
пpиймaсться' якЩo С гoлoсyс ''зa''.

9. Гoлoсуtоть чoТиpи чoлoвiки A, t], С,
бi..тьrцiстю гoлoсiв. ЯкЩo loлoси poзltiЛиЛися
йlvtaсться, якщo D гoлoсyс ''зa''.

D' Пpoпозиuiя пpийшtaсться
пopiвнy, To ltрoПoзиЦiя lrри-

l0. Гoлoс1zютЬ чoTиpИ чo;toвiки A. B' C' D. A мaс прaвo Bетo. Пpопo-
зиЦiя пpиймa€ТЬся' якlцo Зa ньoгo ПpoгoЛoсyBaЛo не Менше IIoЛoBиF{и.

l l. ГoлoсyютЬ ЧoТиpи чoловiки A' B, C, D. Пpoпoзиuiя пpиймaсться
бiльu-riстrо гoлoсiв. ЯкЦo гoлoси pоздiлилися гropiвну' To llроIloзицiя пpи-
йМaстЬся, Якщo А гoЛoсy€ ''зa'', ПpиЧoМy BикoHуlоТЬся тaкi yМoви;

a) якЩo B i C гoлосyють''3a'., тo A i D l.oЛосyrol.Ь oднaкoвo;
б) якшo A гoлoсyс ''зa''' To B чи С l-oЛoс\,с ''зa'' r.oдi iз.i-rьки тoдi, кoли
г\ .^i^^!..'l-.^-''.l.У rU.lvvjl

в) якшо С голoсyс ''зa'', To A чи }J гоЛoсу€ ''зa'';
г) якшo B гoлoсyс ''пpoти'., тo А i D гoЛoсуtoть ''зa.';

д) якщо B i С один oДrioNrу сyПepеЧa'гЬ. тo C i D Гo.гIoсуЮTЬ о.цнaкoBo;

е) якuto А гoлoсус ''зa'' Чи С гo,,tосус ''пpoти'', Тo B ГoЛoсус ''зa'' тoдi i

тiльки тoдi, кoЛи D гoлосус .'зa'';

ж) якшо A гoлосyс ''зa'', тo B гoлoсус ''пpoТи''. якщo А голосус ''пpo
Tи.', тo B _ ''зa'', якщо B ГoЛoсyс ,'зa',, тo С *',гIpoТи'', якщo С Гoлoсyс
',пpoти'', Тo Г) _ ''зa'';

з) якшo xToсЬ гoЛoсy€ ''зa'', To iнtлi голoсyrоть ''пpоти'';
i) викoнусться сХеNla '.пoпaрнoгo пpoтиpi.lня.'; тoбтo якщo двoe пpo
гoЛoсувanи .'зa''' To iнrлi двoс _ ''ЛpoТи;
К) Bикo}ry€ТЬся схе]\4a '.кpyгoвoi.пopyки''! тoбTo якЩo А гoлoсус ''зa.',
'Гo B - .'Зa.'. Якшlo B гоnoсyс ''Зa'', тo С .^ ''зa'', якЩo C голoсУс ''зa'', тo
D - ''3a,', якщo D гoJloсyr ''Зa'', тo А - ,'зa,'.

l2.Гo;oсylоть чoТиpи чo.'Ioвiки A' B' C' D. A_ ГoЛoBa] якшto вiн го-
лосyс ''пpотrt',. тo piшення нe пpиймaсться' якlцо гoлoси poЗ.liЛиJlися Hapiв.
но, To pililеннЯ ПрийМaсTЬсЯ' кoЛи A гoлoсус .'3a''. B всix iнruих BиI]ajlкaх
piшеHHя пpиймaсться бiльirriстю гoлoсiв. ПричoМу виконyЮTЬся Такi }МoBи:

a) якшо A i С гoлoсyroТЬ''зa.',.гo B i D ГoлoсyЮTЬ oДrtaковo;
б) якщо С гoлосус ''зa'', тo A чи D гoЛoсуЮтЬ ',зa.' тo.цi i r.i;rьки тoдi,
кoли B гojloсyс llПpoТи'|;

в) якlцo D гoлoсyс ''зa'., To A 'rи С гoлoсуЮтЬ ''зa'';
г) якшo C гoлoсуе .'ПpoTи'', тo B i D гoлoсуtоTь ''зa'';
д) якш1o A i C oдин oд}roМy сyllеpечaтЬ, тo A i D гoлoсyloTЬ oДнaковo.

o0



3 TЕOPIЯ lvt}Ioхtltн

3. l ()снoвнi виз}raчeння, тepмiнoлoгiя, П oняття Mllo,t(и [I и

oДним з фyндaментaльних Ilottя.l.Ь мaтеМaTики' lцo BиЗнaчaетЬся' с
пoняття .11}1oЭtсuнu. Мoжнa скaзaти, щo м}Iожинa - це бy.цЬ-Якa сyкyтl}tlсTЬ
BизI{alieних oб'ектiв (елeментiв). Якщo х Bхo.цить в А,тo ]\,rи гoвopиМo' Iцo
х € е:lе.14енmo']'' МI-to)киl{и:1 i пoзнaчaемo це як х е l. Iнaкrue гoвopиМo' щo.r
ttе € еЛеМeI]тoN{ МI]oжиЕiиl i пиtшеtчo х €. А aбo *. l. o..u"Етс визIIaчеIlня

пi.Цкpеслtос тoй фaкт, шo Bllсjloв-1ю.uнн' ..'..4..с 
зaпеpечеI{няl\l вис.loB-

"пк)вaння',хсА',.

Приклади:
ф - мнoжинa Bсiх нaтypaцьних uисел 1y';

M2- Мъ1Ф1<ИI1a всiх нaтypaльних нисел < 100;

ф - мнoжинa вcix poзв'язкiв рiвняння siп х:0;
MJ . мнoжинa всiх чисeл виду т /2 + kт, kсN,.
\l .-^:.. -:.".^,-..--.-.---- ./D\.]'f j . lllflU/\иfl4 EllA дlfl!f,nA anvЕJt {]V'
\1 *-,^,:^-.,.^ ,,,.'t(,. ЧJ lUU.lbпd пOМ3H.13 

.'Apapaт'.;

lV| - N{нo)киHa yсiх фyтбoлЬt{иХ кoмal]j1 вищoТ лir.и.

Способи задaння Mtlo?l(ин. Щoб зaдaти i\,{нo)киI{y требa виЗнaЧиTи
якi елеluteнти iй нaлежaть. I-|e мo;кнa зpoбити piзниrrи спoсoбaМи:

- nеpеpахуванняl,l (сrlискoм елементiв) - А -_ \o' b' с, .' 
' 
d\:

- npouеdуpaю' lцo nopodэюус;
- хаpaк|пеpuсmLlчн|Lтl tlpеduкаmoм (aпuсo'l't в;taстt,tвoстей елементiв).
Сnискoм Мo)t(нa зaДaBaти лиtuе скiнчeннi мнoжини А = {а'b,с'd\1
Пpouедypa, щo ПopoД)кyr' oписyс спoсiб визнaЧенtiЯ елементiв шtнo-

жини iз в)t(е oтpиN{aниx елемeнтiв aбо з iнriJих oб'сктiв.
Пpик.пaди.
1. М4 - \{tloжиЕia вciх чисеjI типу т /2 + kт.
2.Дlтя М}loя{иIlи L{! = 1,2,4,',16 ... пpoi1едypa Iцo гlopoi]жус, визI]a-

чa€Tься зa iндyктивним (pекурсивнlrirt) пpaвилoм :

a\ ] с Мi,,
в) якщo tп € M2,,' тo 2m с M2n '

3. Mнoжинa Mn,НехaЙ с IipoцeДyрa oбчиспення uифp poзкладaння
чvIсЛa 7r v нескiнченний десяTкoBий дpiб: zт = З,14lr59265з9'.. . oбчис-
лIoЮчи цей дpiб yтвopЮсМo послiдовнiстЬ триз}IaЧIIих цифp рoзкJaду.

Ширoко рoЗllоBсlоДжевL]lo llрoцеllyPoЮ, щo пopодя(у€' € vтвopення
N{Iio)I1t,l}{It :з iнrпих N,Iнo)iiиЕ{ За /цoПoМoГoк) оllеpаrliй нaд N,IIlo)кинal\,lи' tl]o рoз-
гЛялaЮться }lи)кЧе.

Зaдaння МI{o)кин oписaHняN{ влaстивoстей i] елемeнr.iв' с одним iз
нititвживaнirпиx. Тaкий спосiб зaстoсoByстьсЯ' rraПрI]кJlад' lriд vaс зa,lання



N{I{o)ки}t M: - M:,Кoли влaстивoстi елементiв мoжуть бvти oписalti деякиlt
BиpaзoM P1х)' rтlo oзнaчaс ..х мaс влaстивiсть P(-т)'', мнoжинa ЗaдaсТЬся 3a

I

BиpaзoМ !v{-|х|P(х)}' який Читa€тЬся як,,hf_ це vllo)кинaх) щo хapaкTeрt-l-
.}yС tЬсЯ в-raстивiстю P...

Пpllклaдп.r-l,tll.B- ixlx- 
_Зх-2=0i,Дaнa Мнo)I(инa мiстить.lBa чисЛa: _ l i ].

2. С = \хi х - rtаtlуpaпь,,е}. С € Мнo}кинa всiх нaтypa'rЬHllх чисел'
3, M,, _ \х . х=2k\i. k сN0 .

Brrзнaчення. Mнсlжинa l нaзивaеться nidмtlo,>tсttнoю B, якщо д'цЯ
бy,Ць-якoго х (х е А-+ "т с B ).

Bизнaчeння, Ас B (нестрoге вклtоuення). Iнrпиьtи сЛoвaМи, сиNlвоJt
,,Ас B ,'с скopovення для Bllслoв;-lЮBДHtlЯ (хе l + хс 8)'

Tеoремa. [ля буlь-яких Mrioжи}l А' B i С вiрним с таке:

a).4с А ;6)Ас В i BсС > АgС.

Дoвelцепня. Для .цoвеДеннЯ спoчaткy тpебa пеpекoнaтися в iстин-
ностi вислoвл}oвaнIJя (х с l -+ х с А), o.ц}{aк Boнo oЧевиДI.lе, lэскiльки с

irtllлiкацiсlо, .це I1oси,1кa i виснoвoк збiгaioться. Пoтiпl тpeбa Пеpекoнaти-
ся в iстиннoстi вислoвлювaння

'' (.-l с l -+ х с 8) n (,т с 8 -+ х е С) + (х с l -> "т е С'),'.

Познaчимo: ''х€А,'неpез L/, ''.т€.B ,'неpез l,,,'.:rсС '' неpeз Z.
Toдi тp,эбa llерекoнaтися в iстиннoстi вис-цoвлювaння

F = (() -> r/) ^(v 
--> z) -+ (u -> z)

Спростиьlо Це Bис-цoBJIЮBaння

л = (U -+|,) n\ll --+ z)-->{сt -> Z|=(у= 'v "c Z v L,Z)-+V "Z)=
./ - V *

=UV v |JZ v VZ v U' у. Z =(tl v /Yр 
" 

z|'v v Z)v U v Z =

=(t u vu v L/2 u Vzp vz)v U u z =(U " 
Vz'p u7)vС u t =

= UV v u2 v v7. vC v Z = \ui "C)" fuZ v Z)v vZ =

=lt "c vL/ v Zvу2 =l'

У зaгa-цьнoмy BиПaДку ТеoрeМa iнтyТтивrro ol{еBиДнa, oДнaк якlцo Ми,
крiьl oчевидttостi, пpaгнeпlo tце i лo стpoгoстi, тo необхiдtto здiйсtlювaти
неrtpостi лoгiчнi oбчислення. [{я r.еopемa с непoГaнoЮ впpeвoЮ .з aлгeбpи
Bис,'IoBлIoBаIl Ь.



Bизначення. Mнoх<ини А i B нaзивaюТЬсЯ у-liвнu.llu, яt\tЦo BolIи
склaДaЮTЬся з Tих сaМих елеМеI.ITiв (a:в). Iншrими слoвa\{Li пoзнatIеIJнЯ
4= 6 € скoрoЧенt{яМ ,цЛЯ BислoвЛЮвal]нЯ

(хеА<+хеB).

Якщo мнoжинa l r скiнчеl{нoю i скj.Ia.цaстЬсЯ з е.пеМентlB Q,,.Ql, ..,, Q11,

To flиlltеМo

Iнoдi пoдiбне
}I(иIiи. Тaк,

А=\А t' Аz'. 'АмI.

BизнaченнЯ Пoll]иpЮ€TЬся i на ,]еякi нескiнчeннl мнo-

1{:{ 1'2,3,..', Л ,.., },

Z={.', -tэ,'.,, -2,.1, 0, l',2,,,', n,',.\',

Питaння. Чи пloжна пoдiбт{иМ ЧинoМ зaIIисa'ги Мнoжинy p pauioна-
льних чисел?

Пoвеpнiмoся дo Bизнaче}Iня рiвнoстi Мнo)I{ин'

Пpиклади.
I. \а, b, c, d\ : \с, d, а, b}.

2' \а, b, с, d\ + {а, c' b\.

3. {х|;12-3.т+2=0} 
_ {l,2}'

Tеоpема. l[ля бyль-якиХ Мilo)кIiЕl А \ B А:B тoдi i тiльки тti.]i' кo.

ли АсВ i BсА.
!oвеttення. .ЦoвеДення uьoго фaкту oсl]oвal]е Ila тoМv'. u]o еквiвaлент.

тнiсть ,Y <+ Г piвнoсилЬнa Кoн'}oНкцiТ двoх iмплiкaцiй (.r *, r)" (t' ++ х).
Taким ЧинoМ,.цля тoгo, щoб дoвести piвнiсть N'{}to}l{и!t А i B,тpeбa дoBесTи
/Iвa вкЛЮЧенllя: А с B i B с,4, п1o нaсто викopисl.oг]усTься,]лЯ дoведеFlI{я
теoретикo.МЕIoжинЕlих pi внoстей.

Bизнaчerrrrя. Ас B тozli i тiльки тoдi, кoли А с B i А + B ,

Tеоpeма. /{ля бyль-яких Мнoxiиtt А, B, С, якщо l сB t 13 сС' r.о

А с С,.(oвести сaмостiйнo.

Bизначення. Мrrожинa нa3иBaстЬся nopОж.,l|ьО|О, я!(IЦо tsоНa lIе Мl-
сTиTЬ,кo.ц}ioГo еЛеМеI{Tз' тoбтo х tlе нajlежить ttiй шrнoжиili (j]ЛЯ кo;'кноГс)

x/. Пoзнaчеtrня: ?J.

lloняггя ''тoч}io зaДaти мнoжин,v'' - дyx{е Ba)клиBе поIIЯTTЯ B ]\,1aТе\{a-

тицi. Moвa ltнo}к}tll - uе унiвеpсaЛЬIla NtoBa Мaте\laтик!1. Бyл.ь-яке },4a.IeN,!а.

TиЧI{е ТBеpД)кеннЯ NloжlIa сфopмyлroвaтИ як Твсp.l)iеhl.lя tlpo Jеяке спiввi.:.-

Holllе}-tня N,Il)к Мнo}t(иtlaми: piвнoсr.i, не пoрoжнoс.гi, не нaлежнoс,гi i,г.п. T.о-

uу



Мy allaлi3 спoсoбiB ЗaдaHня МI]oжин пoB'я3aний з aнaлiЗoМ стpoгостi Maте-
МaтиЧIlиx тBерд)кенЬ взaгaлi, Тoбтo з oбгoвopeнняМ осlloв МaTеМaтики. У
Чoмy Tрyднощi зaдaчi зaдaltltя мrroхин? oднa iз oсtloвllих трyДнoщits пoля-
lаС B тoМy' rцo нaвiть iз Irtнoжин, Тoчниii oпис якиx He викЛикaе сумlliвiв' за
ilolloМoгotо цiлкoМ Зaкoнниx спoсoбiв Мo)кнa скoпстpyloвaти oписи I!tнo-
,*(I{н, щo пpизBoд(яTь до пpоTиpiч - ''пapaдoксiв теopii lr{i{o}(и}l''' l{е пoяс-
tjЮстЬся тиI\{, щo пollятTя елеМенТa i множини дoсить yмoвнi. Toй сaмий
oб'скr в oдiiiй ситyaцij мoже вистyltaТ}r як еЛеМе}IT' a в irrrпiй _ як IvlIJo)кинa.
Haпpиклaд, ''IvtЕ{oжинa Bсix Mнo)китI''. Bонa tloвинlla мiстити всi N4ислиN{i

\1нo)I\иI-lи' Пpoте вoнa сaМa уТpиМyстЬся B мнoжинi свoiх пiдмно}I(ин як
с-ЦеN4еtlТ. B зв'язкy з циМ виI{икaс Taкa зaДaчa. Чи iснyс o6'скт Х, тaкий, щo
X с X ?I-{iкaвoю стaкo)t( i мнoжинa X ={a\,oскiльки О с X i О с X oд-
нoчaснo.

3.2 oпеpацii oб'еднaння i пеpеpiзу ]l{нoit{иtt

Bизначеgнq. Об'edнон-чя.1,l дBох },!!{о}t!lн -4 \ B у'aж,ьa€Tьс,q }'lно]кllFle

АvR=\х|хеАvхс

iнurltмlt с,тoвaМ!I' 'E е.4UB с>.т с Аv х еB (тeopетикo.Мrtoх(и}I}tlЙ
orlерaшii oб'сднання вiilпoвi.]ас "цoгiчtra oпеpaцiя,,абo,,).

Пprrк.пaд. Нехaй А = l, |,2,З,4\, B = |2,4,6,8 }, тoдi
Аw B = \|,2'3'4'6'8\.
Теopепrа. lJехай l, В i С - дoBiЛЬнi мнoжини. To.цi:

a) Аv А = А - idемnomенmнiсmь об'еднaння;
б) l u B = B v А _ кoмуmаmuвнiсmь oб'еднaння;
в) (,a u B)v С = lrэ(вv С) аcot1iаmttвнiсtnь o6'еднaння;
г) ewО = ,а.

Дoведellня.
a) Biзьмемo
х е Аul А <-> х е Аv х е А <+ х с А.
Пiд чaс oстa}IliЬoгo IiереxoДу Ми скopистaлися iдемпoтентtliстtо ди.

з'toнкl1iТ. Тaким чиItoМ' iдемпотeнтнiсть oб'еднaнtrя в теopiТ Мнo;'Itин с нaс.
лiдкoм iдемпотентнoстi диз'loнкцiТ в aлгсбрi вислoBлlоваI{ь'

б) Biзьмемo

х е Аw B <+ х с Аv х е.B ++; е АО хс8<+х е Bw А,
Mи довелlt, щo x€ Аw B +>'теBvl' oтжe, Аw B = B'э А.
в) i]iзьмемо

^t
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х е (l U B)t-l С <+ х е,4urBv х с С <+

++ (хе А v х с8)v-тсС <-+ x с А v {хе B'', "т с С)
(асоцiaтивнiсть лиз'roнкшii).
Ми дoвели, lцo 't € (,а'',, B)w С с+ х с и u (в u,с:)'
oтже, (,а u 8)v С = Аv(в u с).
г) Biзьмемo
хеАоО++хсАvхсО<>хеА,
oскiльки вислоBЛювaн ня х е О тoтoжнo хибне. Oтже, l w О : А .

Tеopемa. HeхaЙ А i B _ дoвiльнi lvlнoжини, тo.цi:
a) АgАvB;
6)А=АuB++BсА,
дЦoведення.

a) Biзьшrемo

х€А.+хсАvхсB
(влaстивiсть iмплiкаuii) -+ х с Аu^B. oтже, А с Аw В.
б) Неxaй А= АvB. lloвеДемo. щo B! l. Biзьlrеrvtо

хс8-+ хе,4'.-lB-+хеА.
oтже' ми Дoве.Ци' шo J€ 8 _+-тс l.тoбтo B с А'

Тeпеp неxaй B с_ А . Щoб дoвести piвнiсть ,4 = Аw B ' тpебa доBестII

llва Bклtочення., А с Аt'l B i Аw B с А,
I1еprшим Bкл}oЧенI]яМ с пункт a).

Дoвeдемo'цpyl.е BклЮчeння. Biзьмешto

хе Аrэ B -+ х с' Аv х еB-+хе Аv х е А,
oскiлькll Bс А, ) -т с l. oтxе, ,1 u. 1lq ,./.'l.еоpеlra дове"]еtla-

Bизнaчення. lIеpеpiзo'll МнoжиI.l А t B uaш,вaсTЬсЯ N4r]o)кинa

А^B=|**с,<,rхеB|.

Пpиклaл. 
",*u6 

tr= t,, I'2'4'7'B'9|, a R: \ I' З, 5, i 8' l 0 |'
Тoдi l ов-\t,l,в\.
Teopемa. Heхai.l А, B, С - дoвiльнi мнoжи ни, тtlдi :

a) АoА= А- idемпotnенmнiсtttь переpiзу;
6) А.B = B аА- t{o'rчvmаmL|вltiсmь r''еpepi'зу''

в) (,l n 8)rl С = А 
^(B 

a С)- асotуiап|lв]lIсmь переplзу;
г) АаЙ=О.
ДовеДення.
a) BiзьмешIo

11



х e А 
^ 

А <э х е А n х е А <э х е А .

oтжe. lаА=А.
б) Biзьмемо

хсА^B<+хеАnхеB++
<+хсBnхеА<+хеBгlА
Отжe, АаB=BоА.
в) Biзьмемo

х е{.l а B)аС ++ х е Аn8^.т с С +> {х е А nx е B)n х с С <_>

<-> х е Аn (т е B n х е C) <+ х е Ад .т е IJ n C <-+ х е А r-l (в о с).
o,гже, (,4 n B)n С = А а(в n с)'
г) хе АгlО++хеА^хеО +э хеО' oскiЛьки х<О - ToToжнo Хи-

бне вислoвлrовaння.

Tеopемa. HeхaЙ А, B _ дoвiльнi мнoжини. Toдi:
a) АаBсА;
6) АnB= А<+ АсB'
Повeпення.

a) Biзьмеt'to

"т с,4n.B -+х с А ьх с B -+ х с А,
тoбтolаBсА.
б)Hехaй АаBсА.
Biзьмемo

х с А -) х € А r-'Д -> х с,4 ьх с B -.+ х с R,
тобто lс B. Тeпеp нехaЙ А с B, Bключенltя Аг:B с А в)ке ,цoBе-

дене,

.Гloведемо вкЛЮЧеIJ}tя в iншy сtopoнy.
Biзьмешto

хеА-+хеАьхс-B,
оскiльки А с_ B, 1 х с Аr: B.
o.гже, l с АnB, тoмy l = Аа B,

Teopемa (листpибyтивнi зaкoни). I]eхaЙ А, B, С - дoвiльнi l!{tloжи-
ни, тoдi:

a) Аo(вuс) = (,l а в)w|,lnС) * дистpибyтивr-riсть пеpеpiз}' Щoдo
oб'сдrraння;

б) лv\в nС)= \Ао в)гl\'l',С)_ листpибуr.ивнiсть oб.с.t]нaння

шoлo пеpеpiзy.

!'oвеДення.

a) Biзьмемo

х е Аn(BvC)e х е А х.х с 8t,С +> хс "4 л (-t с B v х с С)+>

,12



э ("с,4 nх сB)v(r е,4 nхс С)e х с(АоB)v,тс(,lnс)+,
++хс(,ln8)u(,аnс) .

б) Ilpoпoнyе-гЬся дotsести сaмoстiйнo.

3.3 Piзниця MIlo,|{иtI' ДoпoBнеtlItя

Bизнaчення. Рiзнttt1ею ]uIJoжин нaзивaстЬся Мнo)кI{нa

l\B=1х| 'те,4i х*B,1'

Приклал. Hеxaй l={1, 3,4,7'8'9'10I' B=\2'3'4'5'б'7 J\. д.B=\I'8'9' l0\'
B\А=\2'5'6},

Тeopепta. Нeхaй А' B, С - дoвiльнi мнoжини, тoДi:
a) А\А=О;
6) А\B=И<э'АсB:
в) (l u в)t с = (,l tс)v(в tс);
г) ll(BUс)=(/rB)lС.
.Ц,оведeння.
a) Biзьмемo хеА\А<э хсА,,ххФ' А - тoтoж}lo хибне вислoB.rlк)tsaн-

ня. Boно piвнoсильно iнruoмy ToToжнo хибнoму' BисjloBЛеlI]Jiо х еО , a тo-
му" А\А=О,

б)Неxaй А\B=О. Biзьмеl,to::сl. oскi,пьки А\В=И,тo хе '4\i] i

вихo.ци.I.Ь' щo .r € B, тобтo А с B '

Тепеp нехaй Ас B.
Biзьмемo хс А|B <+ хс А r'х *' B -+ х е B nх €. B -.> х еО, тoбто

А\B =О.
в) Biзьмемo

' е(Аwв)tс <+ х с Аul В пх е(' с+ (х с Аv хеB),rх *С <+

++ (х е А n х e-С)" (." с.Bдх е С)++.тс l l С v хс B l С ++

<->хе(аtс)u(вtс).
г) Biзьмемo

х е А\(BUс)<- х е А ь*с в.,с <.+.тс..J ^;е B r rс С<-+

<э х е А 
^х 

r B nх €'С ++ (.т е А\ B)лх rС <> "т е (,l lв)tс.
Tеоpeпtа (зaкoни Mopгaнa).
a) l l (BuC) = \,ll в)а\lt в);

Ф А\(B. С)= (; l в)u(,l t в).

[oве.Цення'
a) Biзьмемo

х е А\(B r. С) э х е А nх e B v С ++ -r: с ,,{ n. (.t Ф B n х * С)+>
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e (х с А n х ФB)l'(х е А rх х с С) +> х е А\ Bдхс l iС ++

э ' е (,а t в)n (,l tс).
б) Biзьмемo

х е А | (BП С) ++ х е А l''. B ^ С <-> х е А,"' .t, . B,' * . С *n

х е А ь(х е Bvх е С)++ (х е А t' х * B)v (х е А nxe С)<->

+> 
" 

.(.lt в)u (,t tс).

Мнoжину {,I назвемo ''1.нiвеpс'а:tьttoю,,. якLцo ii с.rемеttтartи с всi .r'tнсl-

жини якi с йoгo пiдмнoжинaN,tи. Пoняття aбсo-.rютнoТ 1.нiвеpсaльнoi мнoжи-
ни, тoбTo N4нoжиI{и' для якot iстинне вислoвл}oвaнНЯ ,'d.ая б|,dt,-яксlzо х
х еL, ,,, rtе3Baжa}oЧи tta зoвнiшнrо йогo пpoстoтy, при3BoдиTЬ дo Taк Звaних
теopеTикo-^,{l]oжинниx пapaДoксiв. Тoмy пoняття ,,унiвеpсапьнoi 

,ttнo,эtс|'tttzl,,

v нaс бyле зaле)I(aти вiд кoлa зallaЧ' lцo Мll рoзгЛЯ.цaсмo. floсить чaстo пiД

унiверсaльнolо МFto)кинoЮ poзyмiють МIlo)кинy Л - мнoжинy Дiйсних .tисел

aбо пlнoжинy кoмпЛексI-Iих чисeл. Мoжливi й iнuti гIрикЛaди' Зaвж,lи в кoн-
текстi неoбxiдно oбyмoвити' Щo ми poзyмiсмo пiл yнiвеpсaлЬнo}o ]\,ltloжи.
lUru t/.

Bизнarlення. Нсхaй U унiвеpсaльнa N{нo,{iиtIa i ,-l с t-' , lonrlвltеltt'tя.lt
А ь |J aбo прoсТo дoпоBrtенняМ l нaзивaстЬся N{нoжинa; = L I 11= ,i.т1х с ,а}.

Пpик"rал.ЯкLЦo Ll_ \tIlo)t(иI]a дiйсниx чllсел i А --lанo.,tсинa 1эаuiolta-
ЛЬ}lllx чисе,Ц' тo А - Мнo/i\инa ippauioнaльниx ЧисеЛ.

Teоpeмa.
.;alV)=Ui

б) 9=О;
в.\ А= А.
JIoвести сaмoстiйнo.

Tеopемa (зaкoяи Мopганa,Ц.llя допoвнень).
a)АwB_АаB'.
б) А^B = д'',E.
{oведeння.
a) BiзьшrеIvro

'. Ао B <_> хФ, АUB () * rАv в *+ 
" 

е,цu 
" 

r в *
Ф х €, А пх Ф B.- r с'7rr r 8 <э х е АаB.

Hеoбхiднo yвa)к}io сте?ки'ги зa тиlvt, якa pискa oзHaчас ЗaперечrнняJ
якa _ теopeтикo-Мнoжинliе .цoпoBrlrнЕiя.

б) Biзьмeмo

'едс,B<+-,еАг,B *, YсАt'хсB<+хеАv-тс8<+
14



ёх€АVх€B <+".7uБ.
oтже, ln8 =7'B.

3.4 fleкaртoвi дoбyтки

ГIiд уnоpя6р6ванoю nаpоto (a; b) pозyмiloтЬ ДвoеЛеMeнтну MIloжиll)/,
Щo скЛaдaсTЬся з елeментiв а i b, в якiй зафiксoвaний пopядoк poзТaшyвaн-
ня елемeнтiв. Bi.цзнaчимо двi xapaктepнi в,laстивoс гi yпopялковaниХ ilаp:

|) (а;b)+\b;а), якшo а*b;
2) (а; b)= (";"у) ё а = х n b = ),.
Мoжна дaти i стpoГe BизItaЧе}tI{я yПoряlцкoвансlТ гtaри, a.Iе в цЬoN,ly

BипaДкy' зДoбyвaтoчи стрoгiсть, Boнo втpaчaс нaoчнiсть.

Bизrraчення. УпopяdкoванОIo nаpoЮ нaзиBaсТЬся \,lHoжиHa \а.. b) .

\{а\; |а' b}},

Tеоpепla. Якщo (l; B):(X;1),тo А:X, B=Y.

.ЦовеДення.
D /-. 

'-\ 
/-.. -.\ -,-**,.^^^ ( { -.1 - I -. l-I ) -i r--). t-.. -.r )J\сl, Ul-.\^' },, бnllJlиDat 11иi'"\ц' U |, linj'l^'.}, J.

Piвнiсть .]Bоx двoелеМенТttих Мнo)I(ин MoжлиBa Лише пpи piвнoстi
склa.ЦoвиХ Тxнix елементiв. Тyт мoжливi ]1ва вl,tпaДки:

1) {a}_{х}' \а: b\=\х'. у\;
2) \а\:\х' у\, \а'.6}:{"}.
B пеpш.loпly BиIIaДкy з piвностi lс}:iх} BиtlЛивaс.7* r, a з.rругоT piв.

нoстi {a;b}= {';l'} iтoго, цo а_ х,B|4Пl1l4tsас &:-y, шo iтpебa бу..tо;iовести.

B дpyгoмy Bипaдку з piвнoстi {a}:{.'' 1'} випливaс а= х_. .1', a з рiвнo-
стi \а; b}:{х} випливa€х: а= b. Зoкреьla, а= х\ b= ||.

Теopемa дoBедеI]a.

I ндyктивнo виЗHaчиNlo yпopя jIкoвarrий н aбip .цots),t(и ни l?.

Bизнaчення.
1) (а'. b):{\а},\а: b|);
2}(аt' ctz'.'. ,а71, ац+I):Цаt, а2, . ,а),аn+l).
Упopядкoвaнi нa6ори ДoB}киI-tи /x riaзиBaЮTЬсяTal<.oх<уrtoряdкoваttu'lltt

п-ка'x|u' векmopа7'lu' кОpn|е.}t{ а.11u.

Teорема.
(o1 ;,.,;o,)=(b,;,..;b") +a, = b1 ,Ql =bэ1,..,a,,=b,,.

.Цoве.цення.

lrrдyкцiя пo п, [ля n:2 l\е с тroре]\{a 2. llpипустимO, ll.lo,Il]ерДiкеHrtя
вipне i для п-k, тoбто пpигlyсТиMo, tI{o з piвносr.i

\щ ; а2 ;,'.; а 1.) = \b' ; b2 ;,,, ; b l, } BиПJtиBaс а1 = b1,aэ = b2 r,.,Q k = b k'
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f]oведсмo теopeМу E,ЛЯ п:k+ l.
Hехaй (с, iаэi,''iаit;а*.t\={b,;b,;''';bд,.Ьi*l ). I]е мoжнa пepеПt,Iсa.I.и

Зa BизrlaЧенЕIяМ ТaкиМ ЧинoI1: ((o,;o2;,,,;ак)i а*ot) = ((6' ;ь. ;''.;bд\;b^,').
З piвнoстi пaр Bипливaс (а1;o2;.',:аo)=\bl;bz;.'.;bt) i адn1 = b1*,.

ТoДi, зa iнДyктивнипr пpипуЩеtlнЯМ МaсN4o

a1 = b1,aэ = b. ,,.',a k = b1 ;Q р *1 = b1,*1.

Bизначення . tекаpmoвu-'v dсlб1lццg.11 ]\{нo/t(}lн назиBaСтЬсЯ Мгloж}lнt.r

АхB={|а:b|uс r,l'atl.
Пpиклaл.
Нeхaй А= {|:2) ' B- \а. Ь, с'} , тoдi

А х' B = {( 1'' а);( 1'' b);( |,. с );(2'. а):( 2,' b);(2, с) },
a B х А = {(а : I );(b,. | );(с, ] );(а. 2);(b', 2):(с, 2.l\'
oневиднo, Щo взaгaлi кaж),Чи' B у .J + B > А.
D^-.. -,,urtlraDrl.

1) [oвeсти, Щo А xО = О х,4 = О.
2)!,oвести, Цo lх8 = BхА-+ А= Bv А=Оv B= =О.
Bllзнaчення.
a1 '4,xА'х'.,х А,'= fio. ;o. i...:сt,,N'а, с А1,aэ е А.,,..',(l,l u А,,1i - t)екар-

tпoвuй r)oбу'moк n N4llo)киН;

6) А,, = Ах Ах,.,х А- (п спiв-tttto,-ltt,нt,lкiв)- п-сl оексlр|11oва сtltепirtь
множини l;

в) ,4| = А,
Bстaнoвиьto зв'язoк мтiж декapтoвиMи дoбvТкaми i paнiruе введениl\1и

теoрrTикo-NIнo}(и Hними otlеpaцlяМи.

Tеоpеlra. Ilехari l' B, С- дoвi.цьнi множини. roдi
a\ А х i.АU с) = \,цx B)|J (l x С:);

ф Ах(Boс)=(,lx в)Г1(,а x С);
в) l х (B \С) = (Ах в)t (z х с).

.{овелeння.
а) Biзьшrсмo
(",y). ,lх(B v С)+> х е А n t, е B u С <+.т е.4 ,l (.r с Д u ., с С)<->

<-+ ('т с А n'у еB) v (х е,,'I д .i' с С ) <+ (";'.') u,1 х B v (,т: l ) е,4 у, (' <э

* (";.y)с (; * в)u (zr * с).
oтже,

.l x(B'.' С) = (Ах в)u (,а x С).



бtBiзьшrемo
(-.;y). lх(B аС)<+х е А ь уе B аC <_> х е А n у е B^.}'с С <+

<+ (хе А l' у еB)n(.т е А n усС)+r (";.r,). Ах B д(,;-',).'4xС <+

о (';y). (,l" в)nQ" с)'
Отже.

,lx(B ..С)=(А* в)n(,a ' с).
в) Biзьмeьlo
(';y).,lх(в1С)<+х е А ь у с B\С ++ х е l n у' е B'n', ФС *+

э(,. АnуеB)л(х еАnуrС)-+ (,;y). АхB ь(";у')е АxС <+

ё (,; у) е (; * в)t (,lх с).
oскiльки B лal{цЮГy пеpеТBopeнЬ не скpiзь рoзшriщенi еквiвaлентнoс-

тi, a в однoмy мiсцi poзтarлoвaнa усЬoГo 1 iшtплiкaцiя, Ми дoвеJIи вклЮчеHI{'
н х (в l с) с (; 

" 
в)t (,l" с) . Неoбхiднo Дoвeсти вклIоЧrння в iнrшу сTopонy.

Biзьмешto
(х; y)с (,q * в)t(z * с)+> (";y) е Ах В 

" 
(";y) ё АхС <+

г> .'; с,4 n у с B " 
r. А 

" у d ++ х с .4 
^ 

у € B п(х е А n у е С ) <э

oэ х с А r' у с B nх Ф Аv х с Аv у с B 
^ 

у rС ё
+> х с l л (y с B n у *С)<+ х е А n у с B \С э (х;y) е ,l"{вtС).
oтхсе.

t,tх в)t(лxС)= tr* (в tс).

Tеоpемa. ЯкЩо мнoжинaА склaДaстЬсЯз ||1 елепlентiв' aB_з n eлe-
ментiв, тoli А, B CКl.t?.]cСТЬCЯ з tи, л елементiв.

.l,оведення.

.Ц'овoдип,to зa iндyкцiсю Пo числу n-eле.тlенtttiв мнoжини .B.

\ля n:l мaсмo B = {bo}, тoмy Ах B =\(а;ьo\а е l}, тoбтo АxB мaе

m-rnх7 елементiв.
Пpипyстимo' x1o теoреМa вiptra для л:k. Hехaй тепер B склa,цa€тЬся з

п+ 1 елементiв. тoбтo

g = {b, : b' ;'.,; b^ : b1,.1;} = B'',{aд' 
1 },

g,=\br;b2;...:bo i.

'I'oд\ Аx B = А* (B'u{bo*,})= и * B'uи х {6o,'}.
Пеprua Мнo}(инa Ах B, cклaдaсться з ilz*t слец,IенTiв за iltдyктивним

гtpип)ЦeH}JяМ. дpyГa Ntнoжинa Ах|,\.1 } ск;aлaеться з и e.lсментiв, як вiд-
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знa(taЛoся в бaзlIсi iн:i'кuiТ. Кpirr -loro. А> B'^А ^ ]br-'}=Z. oскi.lьки
B,rl{b1 nt } = И . T oму Мнo)ки}ia l *.B склaдaсться з mk + m : m ( k+ ! 1 еЛeМ ент1B.

шto i треба б1,лo дoвeсти.

3.5 Пpeдикaти

Bttзначeння.
a) Mнo)*(инa P с А'х А2х...х А,, нaзивaеться п."ltiснtt.u пpеduкаtпo'll

(в i d н o ut е l л tям) мiж елеменTaМи rv{нoжиIJ tц А ], А 2,.,', А п;
б) Якщo (щ,o.,'.,,аn)е P, тo ми ГoвoриМo' щo вiднoшення P iстI,lнне

на нaбopi (аl, а2' '.. ' аil iпoзнaчaсмo P(а]. а}','' ' ап}= l aбo пpoстo P(a7,
а2, ... , rrл). Якщo ж (o1,o2,.'.'o,)е P. тo N,lи гоBopиМo, щo Р хибне нa rraбoрi

\а1, а2''',, аdi пиlшемo P(а1. а2,..', аil: 0 aбo p(аl' o2,.,', аn):1.

Bизнaчення. Неxaй P g Аl х А. х ,,,х А,, _ n-lltiснuzi пpедикaт,

a) [ля и: l P g А, нaзивaсTЬcЯ odtlo"|4icнuм a6a пpедИкатo]\,t влас'muвo'

сiиl. визrtаченоТ нa пlrloжинi ,J' l

6) для п:2 P нaзивaс.гься dвo.ltiснu,u пpедикaToМ aбo бiнаpltu't,l tlpе.
ДикaToМ aбo пpoстo вidнoutенняll;

в) якЩo P с А2, то P нaзивaстьcя вidнoulен|1я,ll .уti.ltс е.lе'ltенпlа'.уttt

ivtнoкllни l.
[Iриклaли.
1) HехaЙ Аl = Z , Bлaстивiсть Р(х)с Z tsиЗнaчaсТЬсЯ y'oBoЮ;

P(-t)=l<+ "т_ пaрI{е ЧисЛo. тoлi Р={ ..;-4;-2l0;2.4;... i.

2) А = Л,Pс R визнaчaсться \.МoвoЮ: P(х):/<-+ х_ iррaшioнaльне
.^/,-l^/\/lt

Чисio. Тo.]i P(",]). Р\е)= P(r)_ l. a P(0)= Р(l}= Рl _] j =u

З) Аl - М}io)киIla усiх .lюдей, P(л)с l, визнauиrto тaк: P(л)= I ++ -r

чoлoвiк.
1| Аl Мнo)киtla тpикyтникiв нa п-roЩlIнi' л(х)= t ++ -т - рiвtloстo-

рoннiй тpикyTник'
Спltсoк пpиклaДiв пiдiбpaний l.aкиl,1 чrlнoМ. rцоб сra..Io яснo1 IIlo oд-

нопtiснi ПpедIlкаTи абo влaстивoсгi пpитaьlaннi елепlентar,l нaйдOtsiJ]ЬItlt.Uriх
\,lIIo)l(и}I'

ПpиклаДи вiдноurснь. Hехaй
l ) Pl С Z у. Z визнaчaсТЬся у\4oвoro: { (х,.r') = 1 ++,r .. 

-'.. Дi-пиr.ься lie. З ;

2\P2 СZхZ вvlзнaчaсTЬся у\1овoю: {(-т,.r )= l ё> х-l 't' Дiir;lтt,ся нa 3l

3)P, с Rх R,P.(-т,l') = 1с> т-.y _ partiонaЛЬFtе Чисjlo'



oчевиднo, rцo л3(t;+)= r(t *:;^,6)= P3{е;е_l)=1.
oчеви,цнo тaкox(! шo Р,(t;J2 J= г.(t;";= 4(r;r)= о.

Менш oчевид}to' Щo P3Q1;t)= Р3Q;rt)-g.
4) Po сRх.R,Р.(",-u)= l +> х+ -и - раuioнa'пьIlе Чис-To.

л.(^Л;r . J2)= л.(l;3)= l,л.,(Jz;v5)= л'(J:;")= о.

5)4 с Ах А, Дe l _ пlнoжинa лrо.цей. P'(.';y)= l <э -т _ чолoвiк -r,''

6) Pь € Ах А, P6(х; у)= l ++ х - бpaт1''
1)P7 с F х F,дe Л_ мнoжинa Tpикyтriикiв' Р,(x;.l)= l <-+ х- пoдiб-

H|IЙ у,
Нaдaлi ми бyдемo вивЧaти. як пpaBилo' o,1нo i двoмiснi пpедllкaти.
Ha vнoжинi всix бiнapних пре:икaтiв \1o,l.Ha визI{aчити :вi кopirснi

oперauii.

Bцзнaчеrrня. Нeхай P с АхB - бiнaрний пpеДикaт. -ГoДi пpеликaт

P-l с Bх l нaзивaсться oбеpнеttъt.ьtдо Р, якщo Д.пя будь-яких х е -] i ;. с Д

Р(.т,.,1,) = l ++ P-i ("l.,') = 1 .

Познaчимo uерез 1-., С Ах А .гакиГl бiнaрниli преJttкат

I 'oG,у)= l ё) -т = ]'.

Itrнaзивaсться diаtollальни,,rz вiДнorцeнняпt абсl вidнсlLttенняll рiвнoсri

a6o пpoстopiвнicmю нсt мнrlЭtt'ttнil' oчевиднo' щo 1,l = /'l .

Bизцачeння. Hехай P q Ах B,Q 
= 

BхС - бirrapнi пpедикaти. roдi
пPедикaт poQg.4xС виЗнaчaсться l.aкoю ylvtoвoЮ: ;1ля бl,.ць-якиx

х е А,zе C (л" Q\х,z)=l с+ iснyе ],с B'гaке. rЦo

P(*, t')= I n p(-r,,2) = t.

pcQ tlaзивaеTЬс,Я q)rlеp|loзlауieю гIре,цикaтiB P и 0.
Пpшклaл 1.

А=\1'2'3|, B:lа, b, с\, С..!,х' у, t\,'
P= \( l ,.а):(l ..с).t,2 ; b\:(2 ;c\;(.3 'а)\qА x B 

''

Q_-',(" : x);(с; y);(Д; fl;(b'. z\;ic. х);(с; ;) } ;

PoQ'.l(1'.х);(1'l):(/,.z);{2,х\;(2;.у,);(2,z);(.3х);(.l:у)\1.Ах С\l(-r'а}.
Пpиклaд 2.

А=t,а' b' с, d\:
P:{(a; а);\а: b);(а: d);(c; а);(с' b);(d' а)\'
'годi P.':{(a; a);(b. аl;U' а\,'\а' с),(iэ, с).(а' d)'i.
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oбчислимо Pс,P'i,PoP-1 ,P_1 oP',

a\ PoP_l = i(a' а)tа'. ф}:
6'| P. P , = {(o; а);(а,.с);(а,'d):(c, a}:(с, с);@, ф;1d, а)'(d'' с);(с|,.d)i;
в) P-lo P: \{o', а);(а,.b);(а'' ф;(b' а);(b: b)(b, d);(сJ, а);(d'. b);(сt'. ф|
БезпoсеpeднЬo Bиднo, Щo Po P-' * P_,"P, тoбтo oпеpauiя сyперпo-

зиЦiТ, не с кoМyтaТIlвнoЮ.

Tеоремa. Hехaй Р С.4хД, тoдi

a) IroP=P\
6) Polu=P
.tloведення.

a) Biзьмемo (";y). I lo P -+ tcнус zе А (х;z)е I o n(z;у')с P. Aле
("';,) .1,, тягtlе х=z i вихoДиТЬ, шo ("т;y)сP, тoбтo Ilo[,с:Р. Тепеp
вiзьltемo (,;y) . P. Тодi lllo]кнa нalтисaтli, t11о (-r,..т)e /-' а('r;.1 )е P, тoбто

iснyстaке 'е{"=x),шo 
(";,). Io n(z:1')еР.Знaчить (,;y)u I.loP.

Aця rnгiцнсr rInR.\ :1 итi-{.я пvнкт б l

Tеоpема. [Iехaй P с Ах B i Q с B xС, тo,li {p " Q) ' = Q ' " P , 
,

.Д(oвeдeння.
Biзьмеir,ro

(, ; х) еtp " Q)-' е> (х;,) с P " Q Ф
iсrryс y с 8, тaке' Щo
,\^t\(х;1.)сPл(.r;--,)еQё

.,(y;")е P-| ь(';у).Q-, * (,;*)е Q_| o P_|,

Tеоpема. Hеxaй Pq Ах B,Q с B х С, R сС х D.

Тoлi (л" Q)" n = P'tQ.R) _ aсoцiaтивнiсть сyпеpпoзицii.

lЦ.оведення.
Biзьмемo (х;r)е (е.0)"R э iснус-z сС, тaкe. щo

(";,). (p"Q). fit+ iсну'с yеB.тaкс, Щo

(-';y)u P л (у;.) е Q n(z ;t) е R <э

++ (';1'). Pл(y;r)с Q " R ++(х;r)е P"(0"л).
Bllхo;1ить, шo (Р.0)" R - л. (0 

" д).

3.б BiднtllшенIlя еквiвa;leн'тrroстi

Bизнaчення' Biдlioшеtlня P с А >: l нaзивaс.гьcя вiiнottlеt||1Я-\I с'К6i-
в съ,tе н ttl t ю с m i, як ш]o BиконуroтЬся тРизtiс i о ми :



a) /'IлЯ кoжrioгo 'x € l P(x'х) =| _ рефлексuвнiс.ntь;
б) для бyль-якиx х'y е А P{х,у)= l + P(y,х) =\ _ сtt.vemptt,tttiсmь;

в) .цЛЯ буДь-якиx х'у'z с А P(х,т,)=| n P(1,,z)- / -+ P(.l',:)= i _
||lpанЗlл|1uв11Iсmь.

Пpик;raл l.
А = Z, P С Z х Z визнaчaс'l'Ься уМoвoЮ: P(,'"l)= l ++ х-.}' .цjrи.I.ЬсЯ

нa J. tlepевipкa викo}lyстЬся Для всiх тpьoх аксioм.
a) х- х=0 .цiлиr.ься нa.3, oтже. Р(х'х,)= 1.

б)Heхaй P(',y) =l,тoбтo х_-1,Дi'питься нaJ i 1'-х=_(.r .t.) тaко;к

дiлиться нa 3, вихoдить' шo Р(х,l.)= i -- P(.r',.т) = 1 .

в) Hеxaй P(x,.r,) =|, P(),,,)=]. or.жс., 'Т_J,' дijlитЬся на.] i -l,-z дt.

Литься на J' Тoдi (.'--y)+ 0_,)=.т_z теж дiлиться нa J. тoбтo Р("т.z)= t '

Пpиклaл 2.

Heхaй Q сZхZ BиЗнaЧa€Tься тaкo}o yМoBoro: Q(л..1 = l)*,.т+..u ,l1l-

ЛиTЬся нa .l. !aне BiДHoш-lенHя не с вi.1нoшtенням еквiвa-rентнoстj. сlскi.lьки
пс)pvJтJvFться в)ке пеnllTa aксiоМa - pефлeксивпiсть' тoбто не дJ1я кo)кнoГo
х r.Z х{,т дiлиться нa 3 (ДoсиТЬ yзягИ'с= 2), BiдзнaчиМo' дo pеui. шo iн.
iпi двi aксiot''tll _ сиN,rетpиЧнiсть i .rpaнзит.ивнiсTЬ. BикоI"iy}oться' Пеpевipте
це сaМoстiйl}io'

Пpик.пaл 3.

4 сд*R визнaчaсться\'IUoвoю ff(^-,.r )=. l +>"т-. 1'€0.
a) oскiльки ДЛЯ кo)i(нoГo 'т с -R -т _ -т = 0 с 0' вИхoдиТЬ, lцo

fl (х,х)= 1 .

б) Нехaй 4(,,')=1, тoб'го .т-tl€Q, виходи.гь, .],_"тсp, 1обто

Рr b' х) = l' Симeтpиннiсть викoнyсться.

в) Hехaй i(,,-y)= I i P(у,z)= l, BихoДитЬ' щo .т - }', сQ i у- z еQ'
oтже, (х_r)+[y - '}="-z €Q, a To}1\ P'(",,)= j. Тpaнзитttвнiсгь викo-

}tyстЬся.

Пpиклaл 4.

Hеxaй А_ мнoжинe но.iloвiкiв, PсАxl визнaчaсГЬсЯ yNtoBoЮ

P(',у)=l ++х _ бpaгy' Якшo I{о]\loBитися1 щo чoлoвiк сaпl сoбi с бpa,гoм.

To P с вiдношrенняьl eкBiBa".IеЕiтt{oстi, оcкiлькll сиirtетpи.lнiсть i транзитив-
нiсть викoнyrTЬся оЧеви.цниM llиI{oМ'

Я*щo дoMоBи].Ься Д7я Bi/l||(lшеHHя еквiвa.:tенз нoстi Р зaN1lс'тЬ

P(л'.,.)= l писaти х-у 
' 
To aксiоми ltьoгo ьiДIiolлегlltя пrPеIIиU])'TЬся Пpoс-

тirшим i звичaйt.itlм ЧиHoМ:

a) для кoжнoгo -r с l х -t:

6) д;тя бyдь.якиx 'т'}, с А X. '', -э -y 
. х;

в)лля бyдь.яких,т'y'z е "l .т'.y A.},- Z ) х :.
a1



Зa.Цaчa. !.oвелiть' щo нaBе.цeнi нижчe yr,roви plвнoЗнaЧIll TaкиN1

вiДнourенrrяпt:a) I1СP;6) P-| сP;в) P"Pс_P.
Bизначення. HехaЙ зaДaНaсис'I.еМa Nlнoжин .4,(t с t), гoлi:

a) |) А,(l. r)= \х / Зi е I .. х е А,\.

6) п А, (i е t)= \х / V i е I . х е А1|,

oчевиднo, щo oб'с,цнaння i пepетIlнaння кiнцевoгo чl.сЛa М}lo)1{ин. нa-

ПpикЛaд, ,? с чaсткoю виIlaДкoBих BизIlaчень' кoли iндeксI]a МHoжинa

1 = {t,:,...,П}.

Bизначeння. Cистемa МIloжиt{ А, ,(iе1) нaзивaсться ptlзбummя.тt

.\|нОЭ!сt|нLl А, якrцo
a)UАi\iеt1=tr,
б)длябуль-яких i,7 еt \,l,Оl,*О-+ А,= н,),

Iнtuимll сЛoBaМи, piзнi ьtнoжини iз системи l, не пеpетинa}отЬся,

Bизнaчeння. Hехaй P с А: _ вiднoшення еквiвa'tентнoстi нa A, Кlа'
сoм еквiваленmнocmi' пopo.ц)I(еttиN,1 е-ЦеМентoМ а е А ' нaзивaсTЬся МНo]кинa

[.,]={"еА/х-а\.
Teopема. Якщo Р - вi,цнou.lення еквiвaлентнoстi tiа А. то ltнoжиttи

класiв еквiвaлентнoстi )'тBo}]яТь pоз6llття t'
.(oвелення. [oвелемо сПoЧaтк},, шlo U i,](, е l)= .ч. oскi'rьки

Lo1с,l для кo)фiнoгo аеА,тo BкЛЮЧ.ення U["](" с,4)g,4.oчeви,цне. Biзь.

мемо Dе,4' oскiльки b-b, тo bс[b] iвихоли'ь, Щo bеU[,]("сl), тoбr.o

,цс|J|"lbе l). Знauить t А=U[,](, с l). Нехaй [,]п[ь]- O. знaчить iс-

нyс i х.[,]n{b]. тoбтo х * а i х-D' ПоTрaнзиТиBttoстi a -b. Тепеpлове-

,.'o, *o t,L:tb] Biзьмемо ,. [o]+ х - (1 -) х - b _э.' . [ь]. Якшtо ж

*u[ь] -+ х - b -+ х - а -+". [o] Тaкиirt llинo*, t,]=i6]
oтже, мtt ДoBели. щo бyдь-яке вiдношення сквiвaлеtlтностi нa пtнo.

;кинi А пopoджyс прирoд}rl1М нинoпt poзбивк1, А нa к.qaсtt с.квiвa:енrнoстi'
тoбтo мaс ьliсцe i oбеpttене Tвеpдженttя.

Tеopeмa. Нехaй слсте]\Ia \4нoll{иI] ,l,,(iеl) yTвopитЬ рoзбиття мнo-

жини А. З вiднorлення P(л,y) = 1<-+ iснyс таке i ' Uio х'J,,е l, с вi.Цнoшrен-

ням еквiвaлентнoстi нa А. Пpинoмy елеМеIITи poз6ивкlt е кЛaсoМ еквiвален.

тнoстi,
.Ц'oведення. Пеpeвipимo викoнaгIЕIя всiх тpьoх aксioьl - pефлексивlttl-

с.i i. сиrrе гpивrloсr i. тpaнзитивнoсl i'
Pеф:екctlвнiс'lliь' HехaЙ асА,тoДi аеА, Л,ля деякoГo i с,I . Тoдj rlo-

)кнa ЗаIlисa,l'и', Q'а €' l,, тoбтo P\u'а) = |.

Сuлlеmpuннiсmь, |1eхaй P\а,b)= 1 , т'oбтo iснyс i с /, 'I.aке" щo

а,b е А,, тoti i b,а е А,. Bиxoдить, шo P(ь,a)= 1 .

Q')



Tpаttзumuвнiсmь, Heхaй P(b'а)= l i P(b,с)= l . вихoдить, iсную.гь тa-
кi l i 1,|J\o а,bеА, iЬ,ссА..Однaктo,цi b€ АiО,4',тoбтo А'ОАl+Z'
Зa визнaченняМ poзбиBки Аi = А i' BихojlиTь' а,l.l,с е,4'. тобro P\а,с)= |.

Тeopeмa дoвe.цeнa.

3.7 Biдноlшенrrя пopяJlкy

Bиrнaчення. Bi]нoшення P с А: назиBaСTЬся вtdltlltt|с,нttЯlt ||Г)l1't.,к\.

на мtroжинi А, якщo вrtкoнaнi тaкi умoви:
a).Цля кoжнoгo хс l Р(.r,х)= l (pефлeксивнiсть);

б) для бyль-яких х')J,z €,l, якltlo л(х.1)= t i л(.r ,--)= t. Тo

P\х, z ) = 1 (r.paнзитивнiсть);

в) лля буль-яких "1;'-},с l' якщo P('т,.r')=l i P(-y,,т)= l, тo'т ='r., (aн-

тисимстpиннiсть )'

Якrrlo P - вiдноltlення часткс}воГо пoряj]к,v.. r.tl заrliсгь P{.х.r J = l при-

йнятo пltсaтll х < у. Toдi yмoвlt a), б). в) N4aТtlМyTЬ виГЛя.ц:

a);с<х;
б) хSy i у-1z тягнe х<z,
B) J<l iy.* тяГrle -т=/.
Якшlо нa мнoжlrнi ..I зa.faне вiдношення riaсТкoвol.о пopяДк}', Тo BL]liо

}iaЗиBaсTЬся часmкoвo уnopяdксlвtlнoкl 'I,rНo)lс|lноto i пoзнaчaс.t.ься (',t : <) .

Приклaли.
l, Ha мнoжинi N 'Z.Q'R зaдaниli пpиpo.lний пoря-loк^ tцo Bи вI{вЧа-Пи

шIе в шкo.цi. Ми йoгo тaк i бl'Деьr0 нaзI,IBaTи _ ПриPoiHlJй ПopЯ.loк I

ПoзнaЧaТIl' Як 3BичаЙнo, <.

2. Нсхaй А ,loвiльlla rtнo)I(иHа i Р(А)= {,'l,' С ,1'i _ rtнoжинa 1сir
пiдмнoжин М}loжиIlи А, tla t,(А) ви3нaЧене вiднoшення tloрЯjlк) тaкoio

yМoвoЮ: Х sУ тoдi iтiльки тoдi' кo-пl.t ,Yg]'. oчевllдIlo, Ulo Bиti()tt\ЮTЬся
тaкi yмoви:

a| хС,\|
б) х c }',,r }.с Z -+ *' с Z;
B),Yс)'лi'g,Y-rХ=i,.

Тoбтo вiднtlшсtIFIя вii."lк}чення ttilмнсli}:IllI ( вi,1IIoшеtlнЯ t{aсТI\сll}()l (}

ПopяДку. |[еii пprrк:rel: \1а. ПрrIнципoв1.вi,rмiнr.iсrь вi,r rrриpo.r11ц1 111lpя lьiB.
poзгnяIryTих у ПерllloМу приклaлi. У пеpшoму пpиклaдi бу,,lь-якi ;lBa ЧисЛa

порiвняннi зa Bеличи}lOЮ, тoбто пlaс шt iсце: для буДь-я киХ х' J. х { 
-1. 

v 
-1.' 

( 
"т .
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У дpyгoмy пpиклaдi ситуaцiя iнrдa' Hехaй А = \а,b,с|, N = \а,b| с- А,
y = ]b,с|С А. Ми rtе МoжеМo ствep/]жyBaTlt' пio Х g У' aле не Moже\,Io тa-

кoж сTверд)кyвaTи' Цo Y сX,.гобтo Х iY с непoрiв}IянниN,Iи. I.{aявнiсть 1

lIеяких yпopя.цкoваtlliх Мнoх(инaх непopiвнянних eлeментiв i дaло пiДстaвy
Bнести теpМiн ЧaсткOвo yЛoрядкoBaнoi множини.

3. Нeхaй

1=\0,t}, =\(щ,а:',.,а,)|d, =0v с,, =|),

Bизrraчимo: {а1,а2,..,а,,)<(f,,!,,..,!u) тoдi i r'iльки тoДi, кo:tи

аiЗ!,Yi=|,2'...,n.
Пеpeвipте caмoстiйнo, щ<l цe вiднou:eння с вiднoruенням чaсl.кoвoГо

пopяllкy, i щo в цiй yпopядкoвaнiй мнoжинi е пoпapнo непopiвнянtti елеме-
нти (нaбоpи).

4,T7aтiй сaNliй мнoxtинi можнa ЗaдaTи piзнi вiднorшення пopялкy' }la-
ПpикЛaД' нa Мнo)киI{i N кpiм Пpирo'ц}roГo пopядкy Мoжнa зa.цaТt,l тaке вiд.
I{oIIIенIlя:

m 1n тiльки B тоМy випaдку, кojlи n дi..tиться нa m, тoбто iснус
х€}'/,тai(с,Цo ii=iii'х.J{ове.:lеt.lо,Цoдal]езiдноruенняН3^J €вiдношен-
няМ чaсткoBoгo пopя.цку.

a) m < m, oскiлькlt m дiltиrься нa m ('m = ,n ,1),,

б) Нехaй mSl i 1<lz, то.Цi |=m.х i п=l.J., дe х,1.,с/y'' oТ)ке,

n = *' (',}'),Toбтo л дiлиться Нa m i m < n I

в) Heхaй m<п i n<m,тoДi п=m.х i m=п.y' Звiдси BиI]ЛиBa€, щo

n = n ,(". y), i тo*y х.} = l , a дoбyтoк дBoХ нaTypaЛь}tиХ чисеЛ доprвнюс 1

тiльки в тoмy BllПaдкy' коЛи ,f =l=l' звiдси rl=ftl ,\, тoбтo и=l,?' o-г)ке'

всi тpи влaстивoстi _ peфлексиBнiсть, тpaнзитиBнiсТЬ. aнTисиМеrpичнiсть -
чaсTкoBиМ пopядкoll BикoL{yЮться. Bихoдить, вiднoшення пoдiльнoстt нa
N с вiднoш.reнняМ ЧaстКoвoгo I1oрядкУ. Цe вiднorшенпя вiлpiзнясться вiд
Пpирoдl{oгo ПopЯДкy' }{апpиклaд, 3 S 5. aле неBiр}tо. щo з < 5' oскiльки
п'ЯтЬ не дiлиться нa три.

5. Скitlченнi yllopядкoвaнi мiloжини Зpyчнo зобpaжyвaти за Д0пoМo-
гoto схеМ. ПpoiлюстрyеМo це дBoМa пpикЛaдaМи.(^^ 6яqlo}nе>'.aL1 А - i]'J!4iL'-'. '. -) .

Якшo нa l poзглянyти приpо,rний гIopя/loк. тo oдеp}t(иМo схеМy

2-+З.+4-->6-+8+9+10.

lr4и пpoвoДимо стpiлкy вi,ц a дo b' якщо a { b. Стpiлкy )к Bi.ц 2 дo 4 t'tи
}lе ПpoвoдиМo тoМу, lцo lс}ryBal{ня )Т гapaнтyeтьсЯ стpiЛкaMи BIII2 Дo 3, вiд 3

lo 4 i тpaнзитl,tвнiстto. 'rепеp нa тiй же мнoжинi l pозt.лянемо вi,lнoшLення
гIo.цiлЬнoстi i oтpимaсмо Taкy схеМy

oАоt
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Taким ЧинoМ N{oх(Ha oтpllМaти piзнi схеми нa oднiil i тil:t же l,тнoжинi
А.

Пopяд iз звичaйним чaсткoBи]\{ пopяДкoN,t BиBтiaК)ТьсЯ стpогi нaстко-
вo.yПopяДкoвaнi мнoжини.

Bизначепня. Mнoжинa (/;.) 
"u,"'u€тьсЯ 

сmpo?О,tасmкoвo-уnopяО-
кoванoю' Якщo викoнyютЬся yМoви:

a) для бyдь-якoгo ,r е l невipнo. Щo х < -t (aнтирсфлeксивнiсть):
б)лля бyль-яких х,у,zсА з 'т <} ] ),., BllIl.]иBaс! Щoх < Z

( rpaнзитивнiсть);
-\ ---d-.-- - - t --..t) Дjln vуl\Ь-utrи^ 'l' y е л нЕ мU,h) rЬ UднUЧarнu викUtl}Ba1ися сllltstjtil-

tloI1IеI'Iня х<у i у<х.
Бy,Ць-яке вiдltorпення часТкoвoI.O поpяДкv пpиpo,цнI{М чиноМ Пoрo.

джус вi.цнorшення стpoгoГo ПopЯдl(у.

Tеоpепra. Якщo -т < t' с вiдноцIення чaсTкoBoГo пoряДку. то вillto-
lIIенt{я х < у ё(x S 1, n х + у) свiдrroшeнням стpoГoГo поpя,\кy нal.

Дoведeння.
a) Bислoвлeння (" < х 

^х+ 
х) пoмилкoве, oскiлt,ки пoми.lкoве /lРyl-е

ТBеpдження кoн'rонкцii .r * х i вихoдиTь, щo пoМиJIкoBе "r < -t.
б) Нехaй х < -r' i '1' 

< z, Це oзнaчa€ iстI,tннlсть BисЛoв.[ення

.т (.}l^r #.)/^ :у' < z 
^ 

у + z.

З перrпогo i тpет.ього членiв цiсi кoн'юllкцiТ вигtливaс х < ; . Лишaс-
ться дoBесTи' щo 'т + z . [oпустиN,lo, щo -т = z' Тoдi oтpиМa€]\Io .т < 

'y ^.}. 
<. х,

тoбто х - у, aЛe за уМoви х * y. I_{е пpотllpiнvя i дoводить, Щo -т < Z.

в) l1pипvстиМo. щo викot{у€TЬся кoн,юtrкцiя (.t <.r.,,;.< х)' тoбто
("<yn х+ у^'},(хд у# х). oднaк пеprший iтpетili ч.цен кoн'tot{кцil.тяг-
нyтЬ x = v. I-{е протиpiччя' Зtlaчить спiввiдlloilеtlHЯ .т <.l'i)' . х I]е Мo)куTЬ
BикoнyBaтися ollнorraснo, Tеopемa дoве.це}lа.

Bipним е i oбеpнене ТBеpджеriЕ{я.

Бy,riь-який стpoгиli чaсткoвий пoрядoк пopoджyс пpиро.цl-IиМ ЧиlioМ
прoстo чaсткoвий ПoDяДoк,



Tеopемa. Якцo нa А зaдaнe вiдношleння стpoгoгo пopядкy {, тo вi.ц-

нolllеt{нЯ х< у ё (*.y'.r="l,) € вiднou.tенням чaсТкoвoго пopядкy.

,{oвeДення. Пеpевipимo викoнaння всiх тpьох yN'oв' Щo визнaчatoть
B1дtIot]Iе}lllя чaсткoBoгo пoрядкy.

a) (x < !v х= х) _ iстинlla диз'roнкцiя' оскiльки iстинний ii ;.lp}гий

Ч-.lеrl х = х, oскiльки .т < 'r.
б) Hехaй х < l^ у З z. LteзнaЧитЬ' iцo

(.r <.r'',, "т =.}'). (],.,', ), = z),

Iцo plвнoсиЛЬнo
(". y^ у <z)v (,<-v,^. у=z]v u('х= у nу < z)v (х _ yn у = z).

Звiдси BиilЛивaс: (' < z)v (х < z)v (х < ;)v (, =,), тобтo х < z v х = z.
lltoloзнaЧaс.r<:'

в) Hехaй (х 3 у ny S х), тoдi

(x . 1,', -t -,,)д (y.'',], =.t) .

I.iе piвтroсильнo
(r'z, n ' -1'l',{.=. "t'.t')',\., '/.' '.'/ \" -J

v(х < y^ -1, - -т)V(х =.i,л у = х).

Пеpшtий' др"Yгиil i гретiй ч.:lени цiсТ диз'toнкцiТ tloltилкoвi. Пеpший зa

влaсгивiстro в) (визнaнення сTрoгoгo пopялк;-), другиГl i тpетiйI за в.;taстивi.
стю a). Залиruaсться piвнiсть -Y _.]]. ТсoреNla ДoBе.ценa.

3.8 Лiнiйно-yrroряДкoBанi мнolкини. Лексикогpафi.rний
поpяlloк

Як вiдзнaua"'loся B IIoпереДн Ьo]\1y poзлi.пi. ЧaсTкoBo-vПopядкoвaн иМи с
Mнo)t{иl]и. в яких буль.якi двa елеNlеtlти пopiвняннi. it ьtножини. ltе iсI{\-
ють непopiвняннi еltементи. I-{е рoзхолження пi,]к1эr.C,1ЮeТЬCЯ lаt\иNl t]и3гlа-
Чен!lяM'

Bизllачrння. Llaстковo-упopя.!Ковaнa NlнoжИнa (ll<) нaзивaсться'zi-
н i tiнo.упopяdк oваLl oю' якш{o BикoнустЬся у!,1otsa :

Vх,-t,е А х<у VJ,Sr..

.(ля стpoгoго гlоpядкy ця yМoвa пpиймaс виГJlяд

V х'-1.с l .т < ;.v -т = ).V ,l. < -r.

oснoвнсlю Меl'oЮ цьогo рoзltiл\. с BиIJчеI]т{я Тaк зBa}tиx лексикoгpaфi-
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чнi{х пopядкiв, якi oстaннiм чaсoм знaхoдять зaс'ЛoсyBaнrtЯ в iнфорllaтицi й
y рiзниx PoЗ.Цiлaх МaтеMaтичI]oгo I\lo/lejтIoBalt Ёlя.

Bизначення. Hеxaй (z;<) i (B;<) _лiнiйно-yпоpядковаlti vнo)I\ИtIи.
Bизнaчимo нa АхB бiнapне вiднorпення тaкиМ Чи}toNl:

(",,b'}с(o,,b,) ё (o. . a, )v (с' = аэ n bl S h,).

BиiДeвкaзaнe вiднotшення I]aзиBaЮтЬ вidнotttення:l .1екcuкoеpафiннo:с',
nopяdку'

Tеopеrta. Якщo (,q;<) i (B;<) _ лiнiйнo-lпopя:кoвaнi шtнoжиtтlt. гojti
мнoжинa(l х B; с) тaкoж лiнiйнo yпoряДкoBaнa.

[oвeДення. Пеpeвipимo викoнaння всiх нoтиpьoх \.МoB .тiнiйнol. r rro.
pядкoвaнoстi'

a) Рсфлексивнiсть. oчевидtlo' щo \а,b)с (a,t), oскiльки BикolI}.СтЬся

,цpyгa уNloBa диз'toнкЦii у визнavеннi лексикoгрaфiчного пopя.Цкy. тoбтo

rl=аnb1Ь'

б) Тpaнзитивнiсть. Hеxaй (a.,b1)с (ц,b,) i (а,,b')с(a.,b;). яnшo
а|1u2.тo u' <а3 i (а,.h1 )с("l../',). якшо ж (/. < с1з.тo |t| <а3. i знoвr
(а1,b1)сb''b').1.елер нехaй al=а2 =с/l , .l.oJi ц<b2 \ b,3bз. oтже.

bl < 63 i (o,,b,)<(o,,|,,)' rlo i .цoBoЛить тpaнзитивнiсть.

в) Aнтисиметpиннiсть. Hехaй (a, ,b,) < (o' ,b.') i \а' ,b,) < (o. ,b,). з
вI4знaЧеrtllя "-lексикoгpaфiннoгo пopя:lку oТpllNlaс}IО 01 {q, t а1 4 с|.. тoбто
al = a2. З лpyгoi склai]oвoi диз'тонкцii y визнaнеitнi лексикoгpaфiчногo по-
pядкy oтриМaсМo теlтеp ц < b2 i bz < bt. oтже. (a, 'b,')= (u",b^).

г) Пopiвl;яrlнiсть бyль-яких дBox елeментiв I{IlожиlI}i lхB. Hехaй
(o,,l.,1),(n, 'Ь.).lх B. oскi..rьки А .rirlitiнo.vrIоpя:]кoвitнa Nlнoжинa.,го;1.Ц-q

елементiв a11a2 € l викoнyсться oДt{а з yМoв:

Q1 1 ttэ , '' oдi (al 
'b' )с (сl" ,l', );

с!^ < a' . тoli (a. ,b.')с'\а,,b1):

ЯкЩo сr' = Q2,TО д.ця елементiв b1,b2 е B ltr)жлl,tве oдне З дBoХ:

b1 < b2 , тoдi (a, ,b,) с_ \а, ,b2);
b" Зb1 ,тoдi (,z ,Ь,)с(а,,b,'\.

Тaким чltl-toьl, пopiвняннiсть. a paзoN,I з Itclo i Bся тсOpе!\ta, .цoвеilеНa'

a1



Тaким ЧиttoМ' ,*щo (,а;<) _ лiнiйнo-yпopЯдкoвa}ia мнoж}'нa. тo нa

мнoжинi l' пpиpo.ЦниМ ЧинoМ тaкo)к виf{икaс лiнiйний пopяДок - ЛeксикO- j

гpaфivний. Пo iндyкцii лексикогpaфiнIiий пopя.шoк Bизl{aЧa€тЬся нa Mнoжи-

Hi А,, i по iнлyкuiТ )к дoBojIитЬся, шto цей Пopядoк -.тiнiйниl"r.
ПрoiлюстpyсМo ви Щeвик".Iа.зен i кoнсr pv кц iТ п р lt к. i.t]оrt'
HeхaЙ А = il'2'3l.
Poзтaшуспlo B лексикoГpaфi.rнoмy ГIopядкy зpoстaннЯ елеМеIIТи N{Еlo-

,1
)к|111|4 А' i

(t.t't)с (t't.z) с (1.l,j)с с (t.z.t,1с (l.:':)с (t.2.з) с с (t.з.t)с (l.з.2) с (l' j.]).

. (u,t,l)с (z.l,z)с (z't,з)с с (z.z.t)с (z'z.z) с (z,z.з)с

с (z,з.l)с (z,з.z)с (z.з'з)с

с (з't,l)с (з,t,z)с (з,lз)с с (з'z,t)с (з'z'z) с (з.z.з)с с (з.з.t)с (з.з.2) с (3.з.з).

1 о D'"^-n^l..'r r'; 
^J! / LAL r l,L.!|g.lDllr !!uPлдlrwD4.l'I.r

]t'llo?кинax

Bизначrпня.
a) Нехaй \А;<) _ ЧaсТкoв0-),IlopяДкoBal]a Мнoxr-lнa. Елемент zl с l

llазивaстЬся xIс1кcll'1tальl11|'l,, еЛеУенТolvl МI;o)ltин}t А. якщo не iснус b е А,тa-
кoГo' щo D > 0. Iнoдi це BизнaЧен[lя Мo;кнa зyстpi'rи B l'aкoi!{\, фopмy.
лювaннi: .цля бу,lь-якoro b е А

b>а_+b=о.
б) Елемент сt е А нaзивaеться "ltiнiл.tаль|1ul4 еЛеIv|еHтoм мнoжини ,4,

якIцo ttе iснус елемeнrc b е А'тaкoгo, щo b < о aбo Длякoxнoгo b с l

h<а_>b=а.

Мaксимa'lьIтi i мiнiмaцьнi елеменr'и в Чaсткoвo-\/пopяj{кoBaтJиx МIIо-
jкиI{aх i\,roжyTь iснyвaти. a МO)кy.ГЬ i не iсн1.вa'ги, ix ь,loже бyт.и тpoхи. як пo-
казyЮTЬ нижueпoдaнi пpl.rкЛaди.

Пpик;laд 1. (л;<) _ М}loжинa Чисеjl з пpиpoillнИМ пopядкoм. У uiй
vtloжинi немaс нi MaксиNtaлЬFIoгo. нi r'riнiма.rьнoгo елеvеltтiв.

IIpнклaд 2. У мнoжltнi |0'1] с МaксиМaЛЬний елешtент а - 1 i шliнiмa-

.'lьниt"1 елeпlент b = 0. У мнo;r<инi (0'1-.l с мaксI,tпtaльнitй, a.Iе неMaс

мiнiмa.тьного елеNlен.га. a B 1111oжиtli [0't) с мiпiмaльttий, aле немaс
Мaкси j\taJIЬнoгo еJIеМ ентa.

Приклaл 3. Рoзглянешto ЧaсTкoBo-ylloрЯДкoBaну Nlно)ltиЕiy

, /(^^ '.lяi.<l,1 = li;,Ji+,o,/,1-ilor. -,, _ /.
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де < _ BlдltolIIенI]Я пo.цiлЬнoстi. ,{ля нaoннoстi пoбyлyсмo дiaгрaмy цiсТ
I{tlо)киHи:

16 l2 t8

Т",/!,/I'
Irr'/ \] 7

Тyт 2, 3, 7 с пliнilurсшьI{иМи елеМеt{тaМи, a 1' 12' |6' l8 - мaксимaль-
llиlvtи.

Зaдaчa 1. Haвeдiть Мнoжинy' Щo Мaс нeскiнченrlo бaгaтo МaксиI\{aлЬ-
них елепlеItтiв.

ЗaДaчa 2. Haведi,гь Мнo)l{иlly' i]io Мaс нескiнченно бaгaтo Мaксt'lМaль-
Itriх i нeскiнченнo бaгaтo мiнiпla-lьних е.цешrентiв.

Brtзначення. Hехaй \А; <) _ ЧaсTкoвo-упopяДкoвalia МiIo)кинa.
з1 Езеl'tент а 

= 
.4 ltээllээст,-cл ;lаi:бi.;i,;ii;;ii е..j;iijатоii .i, ЯiiiДO :.1Я

кo)I(нoгo bсА а2b,
б) Елемент а е А нaзивaсться наilltенtlll|Jу eЛeМeнr.oьl l, якLЦo .цЛЯ

к0)кI]oГo bсА а<1э.
Нaст;-пнa теopеМa пoкaз),€' щo пoliяТl.я NlaксиМaльItoгo i нaйбiльшroгo

с,.lеменriв iс.lотнo вilpiзняютьсЯ o.]He вiд о.lнoro illiнi,lraльнrIй iнaй-
менiлиil е.ЦеМeI]Tи _ aнaлoгiuнo).

Tеopeма. Якщo в чaсткoвo-yпopяДкoвarriй пrнoжинi \А;<) е нaйбiль-
rпий елепtент' то вilr ехиний,

.{oве.пeння. TlexaЙ а i b _ нaйбiльrдi елеьtентlt B \А;<), тодi .цля кorк-
Hoгo -r € ri сi } х'ЗoкреN{a' a>b.Aнaлогiчнo & <а.Отжe, а:|э.

Зaуваiкення. Aнaлoгiчне вipно д.пя нatiмeншиx е-пешtентiв.

Tеopeпlа. Якцo (z1;S) _ лiнiйнo.1,пoря,цкоBaнa ]\,1Еl(]жиHa i а - мaкси-
мa,тьний еЛе]\{еI]т. 'то с с нaйбiЛЬIlIl4M, a знaЧиTЬ i сдиним N,taксиМaлЬi]иМ
еле}JrнToМ.

.ЦовеДецня. oскi'rьки 4 -- t\,!aксиМaльниi,t е.пеьtент' тo не icнуе b е А ,

тaкoГo. що b > с. З iчшoгo бoк1., оскiльки (,l;<) .liнiйнo-vrlopя]]кoвalla' тo
Bl;lкoнyсl'ЬсЯ aJьl.еpнaтиBa b>аv 6(a, тoпt,v а}b,I.e b-дoвiльний eле-
менl'l.

Теoрема .-loBеденa.

BизначенIrя. IIехaЙ \,a;<) - чaсткoвo-yпopЯдкoвaЕIa N,rнoжиЕa i

BсА.
a) Елеvент а е l1 uaзивaсTЬeЯ веpхньОlo ?p{]|rlпiеto .\|rlo}ltuнu 8, якщo

l]jlя кo)кlloгo х еB a> x. Пoзtlaчення ве1эхньoiгpaницi: a 2 B.
б) Hайlrlеншa з усix верхнiХ гDai{иць МнoжиI{и B, якщo вонa iснус, нa.

Rq



зi,lвa€ться moчrroю веpхнboю еpаI1ul|ею i пoзllачaсться,. а: sцp B ,

в) Елeмент а с А нaзивa€тЬcя truЭ{н|1o|o еpаI'tu||ею мнoЭ|сLlнtl B. якщo
дЛя кo)кнoгo х€ B а {x.Пoзнaчення нижньoТ гpaниui: a < 8.

г) Нaйбiльrшa з yсiх нижнiх грaницЬ \{нo,киriи B, якшo вorta iонус. нa.
з]iвaстЬсЯ n1oчнolo rluэrcньoю Z7ан|II|ею i пoзнaчaсr.ься: а = inf B .

Пpиклaл. Poзглянемo (д;<) ; (о;t)с R, Числa 2' ], nE. I000 с веpх.

нiми грaниuяМи Мllo'киIlи (o;t), t- sиp(0;l ). Чис'ia 0._1 -: _G t'нижнiми

гpariицЯI{и мнo}(ини (о;l)' о = inf (0;1),

3.l0 Biдoбрa?кrння

Bизнaчення. BiДнoшlення F с АxB нaзивaсться функцioнальнutr,
якlцo BикoriyстЬся yмoBa oдIloЗI;aЧнoстi: для бy.Ць.якиx (а;b') t {o;b,), як./ , \/ , \
шo (a,.b. )'\o; h:J е 1. . то hl = bz'

Функl1iональtti вiлнotltення нaзивaIоТЬся вiдобpaженI]ЯМи, функшiя-
ми. вiдпoвiдI{oсTяN{r,r' lJля вi.lобрaжeння Л с АхB BикopисToByЮтЬ зaпис
F : А -+ B . Пpo деякi iншi вl{знat{еннЯ вi,loбpaжeння буJе скaзaнo нижLlе.

Зaдачi.
1. Знaйти усi фyнкшioна.-lьнi вiДнoutеl]IJя IToрЯдку.
2. Знaйти yсi фyнкuiонaльнi вi.цношенitя стрoгoГo rloряДку.
3. Знaйти усi фyllкuioнaльнi вiднoruеH}lЯ стрoгoгo лiнiйнoгo пopя.цкv.
4' Знailт и у с i фvн кuioнarIьнi вiднoшен н я еквiвa.rентнoстi.

Biдзнavимo, щo' IiезвaжaЮЧи I]a у,цаBaну склaдtliсть, усi tti зaлaнi
poзB'язy}oтЬся Дy)ке пpoстo. Нaпpиклaд, y пеprпiЙ i иетвеpтiй зaдaнaх вiД-
пoвiд,1ю с вiдноrшення рiвностi нa '4.. I o с Ах А, щo ви3IIaЧa€TЬся ),]\rовorо:

|а'b)е 1, тoлi i тiльки тoДi, коли с = b.

Bизнaчeння. Hехай F : А -+,B, roдi Mнo)tillIJa z{ нaзивaс.тьсЯ об.lсtс,tllнl
вidпpавлеltня I;, a B _ oб,lасmю nрuб1,ц7xn вiлoбpaження .Г. Якшo пapи

\а;b)сД' тo flишeшto Л(с) =b. У цiй piвtloстi еЛеМrнT bсB нaзивaсться
oбpазо'lt eлеllенmа a, a еЛеI\'rеHт а с А - npсlrl1pазo-lt е..tеltенmо b'

Bизначення. Нехай F: А-+ B.
a) Мнoжинa {х еli : iснус y с B 

^ 
'iaкс, шo t (х)= у} нaзивасть cя oб:tа.

сmЮ вuзначення F i пoзнaнaсгься D(F);
б) Mнoжинa {y е в] : iсttyс х е А , тaкe. шo F('т)= 1,} нaзивасться o6.

]аСmЮ 3!1ачен11 Д i пoзнaчe.сться l.(г )'
Bизнaчення. Biдобpaження F: А-+B i G.С.+D нaзllвaються piв-

I1lLMu' 
'1кIllo..



1) D(Л')= D(G)i
])д-rя кoжнoгo .т с D(л) Д(,r )= G(.т).

Bизначення. Heхaй F : .4 --> B ,

a) Якщo X с А, тo \rtlo/кинa Л(х)= iг(.')."с Х}с И(Л) нaзивaсться

oбpазol,t,MнoЭlсuнl|,{ пpи вiдoбpaженнi Л;

б) якшlo Y с B ' то -Д'-l(',)= {'€ D(Л)Л(.т)е ).} нaзивaсться npooбpu-
Зoj|| ,ц|нОЭ!cu]1u Y лpи вiдoбpaженrri Е.

Tеopема. llсхaй t.. А -+ B i X,Y сl, тoдi F(х Ur)= Л-(,Y)Uд(},).
!oвелення. Hеxaй b с л(x t'j r) Ц. ЗнaЧиTЬ' шo iснус а с X |)1, тa-

ке. пlo г(o)=b. Якщо аеX ' тo л(a)=bеЛ(x), oтже' t€Л(x)UЛ(r).
Aна,.Ioгiчнo pозгЛя,цaсTЬся вилaДoк а с Y'

oтже ми ДoBели' iшo Д()r. U r). F{х )U F(Y) '

Tепеp нехal"r ь с л(x)U л(r). BiзьмeN,to ДJЯ BизнaченOсТi Д с r (,Y).

звiдки вихoДитЬ, щo iснуе с е Х ,гaке. шo Д(a)= h. J тor.o, Ulo сl € ,Y ви-
ПЛиBaс а е X |J У. тобтo виХoдитЬ, щo b е д(x U Г). Aна.lloгiннo poЗг.пяДa-

€Tься виПаДoк ь с p,(I,').

oтже л(,r)[Jл(r)s л.(x U },), a томry i л(xU r)= Л(x)U Д(r)'

Тeoремa. llехай Л : А --> B i X'|, с B,

Тoдi Лtl(x u r) = Л-l(x)U /._|(r) (Слoвaми: пpooбpаз об,t,dttання

dоp iвнюe oб' сdнанню пpooбpаз i в).

[oведeння. BiзьIr,rсмo а е F-1 (х u r). I.{е знaни.гь, шo ,г(a)с Х U }',
- -t \ ,, - -/ \тoo1.o l\а)е X aбo l \а| с }'. Якщo l-\а)с,\.,1o зa tsи3llaченt{яl\l прoобpа-

зу а е r'1(х) виХoДитЬ' lt{o a е л-l(r)U г l(r). Aнa,rot.iчно^ якЩo

F(а)сY,тo ае F-| (-r)uд I(r). Тaк,rм ЧиIlo}1 N{и дoве,1и' шlo

л_' (-r U ),). г_, (x)U Л'-l (r).

loвeдемо Bк,IIоЧенHя в irrrпy стopoну. Biзьмемо а е F_| (x)U д .(r),

виxодитЬ. а с F-| (x) aбo F(а)с|'. Якlцo а е F'| (-r), то F(а)с х r oTже,

F\а)сX !},. тoп,ry uе F-l(XUY). Aнaлогiчнo poзI.Лядaс,lЬся Bt{llaдoк

а с F-1(r). виxoди.I.Ь! що л_,(-r)Ul.'(t,)s г .(хU ],).,Цвa дOtsедени\
Bк..lюЧенI{я датoть неoбхiJну рiвlliсl ь

F-, |х U r) = д-l (x)u л -l (t, ).

,Геоpемa ,цoведенa



Тeopeмa. Нехaй ,Е : А.+ B i X,Y с А,тoдi r(х аr)q г{х)О r(r).
ДoвeДення. Biзьi'leмo b е F{X аY). Зa BизнaченняN{ oбpaзy Мrtoжини

Це знаtlиTь, шo iснyе аеXаГ тaке, шo F(a)=Д. З тoгo, щo 4c XаY,
BиIIЛивa€' UJo аеX,асY iвихoДи.гь, шo t(a) =ьсг(X) i F(a)= bеF(Y),
,гобтo b с л(x)n л(r). ми дosели, tЦo

r(х ot,)_с л(x)n г(r).

Нaве.цемo llрикЛaд' який пoкaзус, щo oбеpненe Bк;.I}oЧOHHЯ' a ЗнaчитЬ

i рiвнiсть TyT нe BикoнYeTься' Biзьмeшrо Д('т) = 'r2 .. Л -+ uR* u {о}. як мнo-
).Irинy X вiзьмемo ,Y = [- t;о], r = [о;l]. o.rевиднo, Lцo л(x)= [о;l],
л(y)= [0;t], а зF{aчI{TЬ i л(x)n л(r)= [о;r]. дuлi, [_ r;о].' [о;l] = {о}, тo'y
л(.r n r)= л({o})= {o}' пpи цЬoМy ясно' шо,Е(-r)о г(r)с л(x n r).

Tеopепtа. Heхaй Л : А-+ B i 2.,Y с B,

Toдi Л-l (х nr)= г_l(х)n л ,(y).

fiоведсння. Нехай сел-.(;r.i'), тoбтo F{a)=b е Х rli. i виxо.

.цить' щo Ь е X,bс Г, aтoмv ае r_1 (х)'а с r'-l {r) i а с F-i(x)nг_l(r)'
oт>ке, r.-l |X аY)сл.r(x)n Д-'(},)'

Тепеp вiзьшreМo 4€ г_l(x)nд-'(r), звiДси aел-l(x),aсл_l(r) i
n/ \tsllхo.]итЬ. щo rp1еX i Л(с)с r. тoбтo F\а)е X г,Y, oTже,

ас F-1(xnr)' Тoмy л-1(x)nл'(y)gл_l(xnr). oтжe' oтpимaнi

вклtoЧеItIIя дoBoдятЬ piвнiсть г-, (х n Г)= ;;_t(x)n г ] (r).

Bизнaчсння. Hехaй F: А_> B i G: B-+C. Супеpпoзut1iеlo вiдoбpa-
жень G i Л нaзивaсться вiдoбpaження G o F : А -+ С, щo BизнaЧaстЬся Тa-
киМи )iN{oвaМи:

l),(GoF|=А:
ц r,\G ol')= С;
.3) дlrя кoжнoго л с D(C" д) (с.,г)(х)= с(л(,))'
Сyпeрп oзи uiя вiдобрaженЬ нaЗи вaстЬс Я Ще кoл| |1 О Зut1 i с ю, a6 o фу l кt 

1 i -
Онсl.1t1|!il11 do1уmксlлl вiдобрaжень G i /r. aбо склaдтtolо фy"*цiсю с(л(,))'

Tеорема. З Л;А-+B, G:B-+С, II:G-+D BI,IПлиBaс, rцt-l
rt I^ ..\ /', ^\|/ o (G o [- )= |'Н . G)o F (aсoцiaтивнiсть сvпеpпoзицii).

.[овсдення. Легко пoмiтиTи' щo кoмпoзицiя вiдoбpажень с oкpеп,tий
в!1Падoк ,loбутку бiнapiiих вi,lнoсин' Oскi.:rьки для дoбуткy бiнapних вiднo.
син aсоuiагttвнtlй зaкoн BикoH)стЬся' тo i Д.rя кoпtпoзицiТ вiлoбpaжень вiн
теж Bикoн}'€тЬся.

I}rrзначення. l{ехaй F : А-+ ts.

92



1) Bi,roбpaжe}rнЯ .Е нaзиBaIотЬся BЗa€JlНl с.dпoзначнul,tи' якЩo l1ля

б1'ль-якиx с1 .с. a1 * Сlэ =э F(а'i}+ |(а2). Iншиьrи с.'Ioвa\tи' piзнi е.rементи

з oблaстi BизнaченtIя N,IаюТЬ рiзнi oбpaЗи. Пoзнaчення p. , д - 1\ 3 '

Тaкi вiдoбpaження LIaзиBaюТЬсЯ rrlе вк.lаdенняttu,
2) Biдo6paження Л. .. А -+ B IlaзиBaс.l.Ься вidoбpclэtс:еtlня'тl ''rtсt,,' якЩo

дЛя кo}iнoго bсB iсн1,с асА TaKe, шro Л(a)=},тoбтo Для кожtloго bсB
Мa€Ться вl йогo llpooбрaз' Пoзнaчення F : А--'+B:

з) Biлoбpaження F : А _> B, щo с oд|ioчасFlo i 
'-взaсмно

oill{oЗнaчниМИt',нсl,,,I{аЗивaс.IЬся 6irкt1icкl iпoзнaчaсться F: А_---->B.

Приклaд 1.Якщo l'(х)=a;g1b (а+0)'то Л(х)..R -+ Л с бiскцiсrо.

Приклaд 2. ЯкЩo Д(х)= 5;2.', то Д(.t) '. R -+ 1l не е, BзaсNIHo

oi1tloзнaЧниМ iне с вiдoбpаiке}IllЯilt ,,на,,, Якtl\o ж запl{сaТи мя F|х) = si,,.т,
-/ \ ^ г . ..l
Л(х): .R + [- l;1J, тo ше вiлобpa)кеI{ня стa€ ,v)t(е вiдoбpaженнЯ|,4 ,,|lсl',' хоЧa нe

с Bзa€N{Ito oДI{oзItaчниI\{. ЯкЦо )к :]aI-Iисaти, щo Л(х ): |_ i 'i l- [- l;t]. 'o 
.,.

вiдoбpaження с бiскцiсю.

Пpик'пaл 3. Hеxaй F(')= х2.

Д(х); Л -э R нe С взaсМнo oдtloЗHaЧнИ\{ i не с ,,на,,.

л(') ; [o; ,о)-+ Л с BзaсМЕlo oдIloзнaЧIl}l},l. a.,Iе l]е с ',ttа,',

.г(.т) : Л + [o;-) с вiДoбpaжеrl ВЯ\1 
,,t1tl''. aЛе Еlс BзaсмIтo cдFloз}taЧr{е.

л(х) ; [0; -) -, [о; ' ) с бiскцiсю.

Haве.ценi пpикJla.ци вiloбpaжень F .. А -+ B' пoкaзyrотЬ, щo в цЬoМ.Y

зaписi великy poЛЬ вiлiгpaс не тiльки стpyкli/ра oпеpauiТ Л, але тaкox< lltнo-

жиtlи А l B'
Bllзначeння. Hехaй F: А_>8' пpиvом1 D(Д)= А,II с А. Зв1,:эк'еlt-

няl,t вicoбpаэюення F нa \{нoжинy М нaзивaс,гься вiloбpaження F./',, , ulo

визнaЧеI{е yIиoBaМи:
tr гtl г ,/\_lt,t'| | |J\l /u I- 1уl .

2) Для кожного .t с 11 F /'(') = д(.')

Bизнaченlrя.
l) }Iехайr F : ,4.+ Д - бiскцiя. oбеoнеl-u.tt вidtllpа'lкенttяlt F 1 ]lo в\.

дoбрa;кення F нaзивaсться' вi,побPаженilя! щo lri!знaЧaстЬсЯ уllloBaми :

a) ,tF-' j= r'(Д}= B;
-l-.il 

^r,.rб) I'\Л ' l= D\l. )= А:

в) .цля кoжнoГo 'Y € z1 Л(т) = -1. <э * = 1. -' (.l,) .



2) Biдoбpaження I ., : А -+ А визнaчaсТЬся TaкиМll уМoвaМи:

фо{I,,)=V\I,,}= a ;

б) ,1ля кoжнo гo х е А 1, (х) = "т .

1" нaзивaстьcя oduнuчнtLц aбo momoя<'нu"u вiдoбpaжeнням нa,4,

.(ля вве.Цених y .цaнoп4y визнaчеttнi пoнятЬ BикoIIyЮTься влaстивoстi,

шo ми сфopмyЛ}oсМo i дове,цемо в тaкiй теopeмi.

Tеopемa. Hехай Л .. А _+ B _ бiскцiя, тoдi :

l) Л-| теж бiскцiя;

2)F"F-t=ls;
3)F_l "F=]ч,
4)IsoF=F:
5) F'1,, =f '

,'.'_i
6) lЛ') =F'

fl'oвеДення.
l' .(oведешto, щo F-l взaсМноoдI]oЗнaЧI.lo.

Heхaй Д_l(.v.)= л-'(l,,)=.т, тoдi Ё(х)=-y, , Л(х)=/2, oД}raк Зa Bи.

знaчеЕlням вiДoбpaження, oбpaз 1, бy,Ць.якoгo apгyMенTy х пpl4 F ви3нaчеяий
oдi]oзнaЧнo (влaстивiсть oднoзнaЧI{oстi вiлoбрaжень). Тoму )r1 = !2' .Д'овс.

деМo' щo Е_I вiдoбpажaе B,,rtа,, l. Нехaй ''r;с.4, /i(.т)=J/, тoдi зa вllЗFla-

!ll!I!]яМ F 
_,(;,)=.т, 

тoбтo бу,rь-якиri еjIеМеIlт з А мaспpooбpaз лpl'l f- |

2. Якщо дoвL..Iьний €l'l€М€HТ 1, с l} i нехatj i.-](-u) _ *, тoлi /.(.т) = .1',/ ,,.\
тoбтo Д(Л-|(.'),)=.'', тoбтo д-rя кoжнoГo 1, с B F\F ,(il)= 

l u (i,.), "и*oл,т',
Ёпlf oI' =IB.

3. Aнaцoгiчнo 2.

4. Неxaй хс А i F(х)='v < B,I в Li')=:, a6o ! g (д(.'))= Г(х)тo;ri,rля
кo)кFloгo::сА,вихoдrlтЬ'шlo Iu af =f .

5. Aнaлoгiчнo 4,

6. D(F')= А 'V\F)- 8 ' oтжс. л(л ) в r\г |)= н .

oтже. л|{л')']=, .l|tг,)_')=,.l't l ч' )

тo6тo лl.(л_')-.l=,(o), r(|'г ' ) )= l,(г)
\' ') \' i

Biзьмемo хеА i нехaй t,(х) = v, тодi l._'(r')=х iзнtlвy,:]aсТgсotsу-

aч



ЮЧи вllзнaченt{я oбсpнеIloгo Biдoбpa)'кeнIIя' oтpиМaсМo (Л.l ) (х) ='v' тoбтo

.цЛя кo)кrioгo *. .а (г))-'(')= Л(х). тoшry (n.,Г, = n
Пpикла,Ци oбернених вiДoбpаясень.
l. sйх|Г_u'ul с бiскцiсlo мiж зaмкtly,гими пpомiж*un," |_ t;tj i

L 2 2)

|-l;l], аrcsiп х бiектirвнo вiдoбpaжaс [_ r ;l ] 'u |- : 
' 
tJ

2. ts х 
| _t- 'r\ 

бiсктивнo вiдoбpaxсaс вiлкpит.rlй пpoмiжoк L- i ; +J "^ 
n

\ 2 2)

Фyнкцiя rrctg х с бiскцiсю мiж R i I t ;5J,

3. х2 l[о,.) с бiскцiею Мt{oжини [о;*) '' себе. oбеpнепa фyнкuiя ^.Е
с тaкo;t( бiскцiсю Nlнoжини [0;т) нa себе.

Tropе:rra't{ехaй Л : А -+ B i G : B -+ С -бiекцij'тoдi:

i)вiдобрaжеrIня Go F:А-+ С сбiскцiсrо;

ц(G.Л)-'=Л-loG_l.
jIовeдення.

I) loвелeмo. Щo G o F е вiдoбpaжеHНя',t|{1''' Biзьпlемo елемеltт с с С'
oскi,rьки 6 с вiдoбpaжеПHЯ,'на',, тo iснyс 6сB гaке. ruo G(llJ=с. У свою
veрt.у, oскiльки Л e вiдoбparкеннЯ ,,на,', тo iснyс а е А, тal<е, шo Д(a)= ь 

'
тoмy (G" l.Xo)= G(Л(,)): G\b)= c, .r.oбтo GoЛ с вi,цoбрaження,'на,,' !o-
ведеltIО. щo G"Л с взaсмнo-oдt{oз}Iaчн!tм, Biзьмемo С111Q2€ А i щ т а7,
тoлi Л(a, )= b1 ,F(а1)=ь., r' b' +b," y си'цy взaсмнoТ oднoзI]aчI{oстi Л' oскi-
лькtl G BзaсМ}Iо-o.цнoзI]aчI-Io, тo G(.b,)+ с(ь,),'o'y с{r(а,))* с(гh,)),
тoбro G" Л взaсмlto-oднoЗнaЧIJo' a тoNty с бiскцiею'

2\ G.F вiдoбpaхtaс М}loжиtly,l нa мнсlжинi С. BихoЛllть' ltlo

(с"r )_. вi.rобpзжaс С нa А.тoбто D(c"г) ')= С. G-| вiло6рaжaс L.нa

B. F-1 вiдoбpaжaс B нa А i тoьlyЛ-l oG-lвiдoбpaжaс С нa А, тo6-

т.эл(l.-1 .".')=,.
Bi:rьмепto zеG i неxaй х=1с.л)-.(;). Toлi (G"л[.т)=z' Неxat-'t

,\ ,l ,. \ , / ,/ t, tl\.т' = \I. 
.oG-'l:}. тoбтo rl =,Е ,\G .(:)J. звi:си f(х')= Г\Д ,tG .i:),}/.

i --li ^t-l !\ -./--ll \lтo(lтo . \хr ,| = U t:,. а зBlдси Utf \xl J,i = с.\t, '\z ])= =. l3киМ ЧиноМ.

(G"Л/'х, )= z. Але вi.цoбрaжeнr+я Go F €.в3aс!1нo-oдttoзI]aЧниl"l, тoмy з pi-

внoстi (G " /.Х"')= (G 
" л[х' ) випл'u"aс'piвltiсть -Y = .тt . МИ д()Bеjlи, ulо l'iл,q

кoжЕioГo z еG {G " r')-,t.')= {Л-l "c'I,)' тoбтo (G.Л)_l = Е_l oG*l.

qi



Теopемa .IIoBеДеrra'

Ha зaкiнчення' визнaчиМo нa шtноrкинi вi.roбрaжень Tеopeтикo-мttо-
жиннi опеpauii.

Bизначення.

a) Hехaй F1 : А,-+ B,F2: А" ) B. Biдoбpaження Л1 i F, нaзивa-

toтьcя пozodэtсеt.1l'|-31l1' якшIo дЛЯ кoжI]oГo х е D(F,)n о1.г ) л (')= л. (")

6) Неxaй дaнe сiмeйствo вiдoбрaжeнь F,: А, -+ B (l е 1) . Сiмействo

F'\iеI) нaзивaстЬся пoaodаcеншьtl якtIIo вiдобрaження F, пoпapнo пoгo.

.Цженi, тoбто для бyль-яких i, j с I i для бy.Ць-якoго л с D({ )П л(л, )

гl-\_ г i-\I i\^/- i 
/\.r/.

Biдзнaчимo, Щo якЩo oблaсl.i BизнaЧенilя D(Е, ') пoпapнo не перети.

HaIoтЬсЯ' тo сiмеt]ствo вiдoбpaжень t;,\i е I) пoгoджене.

D.--..^..^,.,,-Dи5fla agп 11Й.

a) Hехaй F,:,41 -+ B,F2: А. -+ B _ пoгoлженi вi,roбpaження. Тoдi

вi.цображення tl U Л1 визнаuaстЬся yМoBa\{Ll:

l) D(Fr U л,)= D(F')U n(r,);

2) для бyдь-якoГo .r.с D(Fl U Л' )

. tд (.'). якtlto х с p(д ) l
(q U t, il.т)=1 -. 

,

L,,z (,i якLцo х е о{г,)! 
.

Е}iлобpaження fl О F2 визI]аЧa€тЬся уN{oBaNIи:

|) D(F| П &)= д(г')п о(г.,);

,2,1 Для кoжнor.о х с D(F-' n&) (f' ПF2}'т)= Л(')
ПoгoдженiстЬ гapaнт)с коpекrнiсть tsизнaчelIЬ Л 

'.J 
l.: i Fl П Л:

б) }ieхaй F', : А, .+ в (i е t) - сiмейсr.вo пoгoД)кеFlиx вi.1oбpaжень,

тoлi !f с вiдoбpaжеllня, rlбyпloвлене yМoBaN{lt:

u a(у,l, j = go*. 
''

2) для кoжнo,o ' . л[; л, l (U,;X-)= 4. (."), ,^шn ,' е л(r.. 
,}

\.сl )

Biлoбpaженro 
2o, 

BизIlaЧaс'гься yМoBa]\rи :

t6



r\
-D| П4 ]= Плtл);

\iеl ) iеI

-,цлЯ кoжI{oгo .rс D| Пс i Пл(")= дl' (,)..це l0 -довi.цьний iндекс.
\rсl ) iut

Звiлси знoв1' ж. lloгo,fженiстЬ гapaн г1.с кopекrнiстЬ ЦиХ tsизнaЧегlЬ'

Пpиклал.

Hехaй t,(,)= (_ll...,']. 4(..,)= *l1_',о] . 4(-)=+"l.z i[о;.)
Biдзнa.rимo, шo A' i l) пoгoдженo, oскiльки (_.О;*1]П(_r;o] =а,

Дl i A] пoгoдженi, oскiльки (_.";_l]П[о;-)= О й F.2 i Л' пoгoлженi,

oскiльки (_r;o]П[о;*)= {o} i 4(o)=.d l..=о= 0, {.(0)= *,. |'-n= 0' oтже.

сiмействo вiдoбрaжeнь F,, F2. F3 пoГoд)ке}to.
Пoбулусмo гpaфiк вiдoбрaжeння .г1 U Д1 U Д.. BiдзнaЧиМo. l]to

D(tl U Л2 U 4;= (_ т;-t]U (- t;о]U [о;.)= л,

тoбтo вiлoбpa)кенЕ{я tI U F) U { yсюли визIlaчене.

у|



BAPIAнTи зAДAЧ ДЛЯ кoIlТPoЛЬHих POБIT I

lнДиBIДУAЛьtIих ЗA BlцAtIЬ (TЕoРl я M tt o)ttи }l )

oбчислеrrня MIto)ltll}l

06числити зaзI]aЧrнy МI{oжиFI)/, якп{o

U:{ 1;2;3;4;5;6;7;8;91l0;1 I ; I 2; l3;14 },
A:1 I ?'l'4'7'a I

B={3;4;5;6; i I ; l2; l3},
С= {2;3;4;7 ;8; 1 2; 1 3 ; 1 4}'
D=ll;7;14|.
Приклад. Hехaй LJ={ 1, 2, З, 4, 5' 6' 1, 8 }' A={ I' 2, з' 4. 5|'
B=\2'4,6,8}' C={l. з, 5' 7}' D:{l' 2' 4, 5, 7, 8}'
Знaйти (D \ A)n (BuC)v(С\D).

Poзв'язання. D \ A :{7' 8}, B-C-{ |, 2, З, 4, 5, 6, 1, 8|,

(D \ A)n(BvC)={7. 8} n { 1. 2. 3, 1, s, 6, 7, 8}-{7, 8},
C\D:{2'з'4'8}.
(D\ A)-(Rt,С.tt,r(С&D)={7. 8}t ,t|2..\ 4 8}=l] з 4 1 Р'\

aнти lI-IдиBl/lуaльних зaB/цaнЬ:

З0.( А\B)а(С\D);
З|'( А\в,'ё )у'; D;

3.( Аv B)чl(С г D);
a'( ,4х D )w ( B г'С ); Зз.(А- С)'-,(B'-lDl:
5,(АvС)w(вlс);
6,(((АоB)wС)а(RоА));
7'((АаB)r''lС)wD;
я (.4rэB)w(B,-D);

,' э 1 н',E 1n /С\ D )l

I0,(( qэЪ)''l( BwС ),- А;

I

ilА

I

iз4.(АnВ)\(СwD);
З5.( BvС )а( Аw D)n А:

З7.((АnСln D)'.lB;
З8.(( А,' B ) r-l ( B a D ))\ {J ;

39.(( А,' B lw (с r^,l )'L ( DwЪ 1; l

1,(,1оВ)а(D\С);
2.((АаC)nD)o(Вr'lА);

i 

--
1 
1|'( А r-' B )ч, (С'^ D )..

t_..........................-
i11.(.4'-lВ)v(DхС):11L.\/1| |D)|v1Ц\w)э

||з'(( Brr D)\(С'э D)) э А:
t-----

||4'( Аw D)o(BwС );
-ts-11 дх6 у1 g -. 11у.a.,

i|7,(АаB)r-t(С г..D );

oa



a8.((Bv D)а А)wС;

zз.( А'o в)чэ(,цnD)w(7wё ); i52,( АгtB)\(C w( оч-' l));
5З.(А\D)w(BwС);

25.(АoB)vС)v(DoА);

28,( Аv(Ъv А))w(Dаe ):

|8.(АnB) а( А\(С аD)); 4,I.(Аw(BwС))nD
19, (( А а B ) r-l ( С а D )) а А ;

49.К Аw С )\( B n D ))w ( А а D ):

21'(BwC)о(Са(А\бD: 50.(( Аw D )rэ С )w B;

22.(B аС )v D)а( АnD); 51'(А\C )n(BаD))wD;

iz+.1 нv B ) с,( С о D Drэ (j n B );
54.(Со(Аu8l/\( АnD);

26.(с с, А) а( Вv D); 55'(( А\B)wС )с-.D;
27.(( Аw B )о ( С o D ))w ( Аа B ); ] sс,.l.-'1 оu (Б nС ));

57,( А\ D ) o ( B r^'(С о А)) ;

29.(DоС)w(АаB)wD; 58 /4t lR)l lfСаDI

Bизнaчення [rнo?I(иtI

Нехaй U:{|, 2, з, 4, 5, 6, 7' 8' 9},A={1' 2' з, 1, 5, 9}, 8={2,4,6,8},
С={l. ].5.7l. D:{i.2,4.5,7.8' 9}. Heoбхilнo визтtaЧllтrl неpез вiлoмi
lvtнo)киI]и A. B. С' D нaступнi Мttoжиttи aбo Дoвести, tцo це зpoбити I.IeМo)к.
ЛI,lBo.

Пpиклaд. I-leхaй U={|, 2, з' 4' 5, 6,7' 8}, A={ 1, 2,з, 4' 5\,B:{2, 4' 6,
8}' C={1' 3' 5' 7}' D:{ I,2.4,5,7, 8}. Bизнaнити чеpез вiдоlti ьrнoжини A.
B. C, D мrrожинy { l,5}'

Poзв'язання

дnС={1' з' 5}' C \D_{3i'
(AоC)\ (с\D):{1' з' 5}\{3} : t1' 5}.

l:9: 6. 4',7: 5:8'.2
5.{3;1;6;2;7\,I JilJt r, w, 11 t L

'. 6 t?' 
^. 

t. ?. ?. 7. o. <i.

qo



t2.ll; 6l;
l3.{5;8;4;6;ЗI

/Э

26.

'J1
128
29. 2; 3; 7;6; 8lr
.10. 4. l. 1. 1. 5.Q

Кoлa Eйлеpa ({iaгpaми Beннa)

Bизнaчити неpез лaнi Мт{ожиIJи зaфapбовaнy o6лaсть.
пpикJrад l. Bиpaзити Чеpeз N1rio'киllи А, B i С мнoжинy t.' якiй вiдпo-

вliцa€ зaцITpихoBaнa oбласть.

z.-_\. в
,/-Р, \

A/ \ /tъ/. .l \.7_т-^\ Г:f7 \\t,/tх /
\---l L

Poзв,язaння. Oскiльки зaшTрихoBaнa trнoiкиttа нa .riвoм1' рtlсуFli(}'
вi.цповiдас ltнoжинi АаB, a М}{с)'(}IIla lla прaBoNI\' рис)нк)' вiдпoвiдaс шlнo.
жинi Bn С. тo мнoжинa Е с oб'сднaнняI\l Ц}'1х N4I{o)кин,

l.oбтo Е:(A nB).-' (Bn С).

Пpик'пaл 2. Bи..зtlaчитtа Чepез ]!{t'oж}lнt{
вiдпoвiдaс 3aIIrтриховaнa oб'цaсть.

'4, B, С' D rtнoжин1 t' якiй

r {',n



Розв'язання. Е=(A\с) \ D. Зa визHaченI{яМ
Х\Y=(x wY )\( X 

^Y 
):( X \Y )w (Y\ X ))'

Bapiaнти iндивi.цyaльних зaвДaНЬ:

l_+_t-

l___l

l

i

t- |

А
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A

.(oвеДення теopетикo-[' нoяiri н н иx тoто)кIloстrй i твеp,lrкeн ь

.(oвести тaкi тoтoжнoстi:
АUА-,1|)'4=А)
А?|B=BnА|
АUB=BО,4;
,4 П (B П L'')= (А rl ,)|l ( ;

l U (B U С)= (l U Д)U с':
.4 П (B U с')- (.s п д)U (,,] П (');

; u (3 П с )= (,s U s)П (.r U ( );
(ln в)u (.п D)=(,.l i-] ( )il (lj U ( )П (,{ U D)n (/j U r));
(,l u в)n l =(,lП B)\j,ц = ц :

; t(в U с)= (,l tв)n (,,l tс:)l
,,l t(л П с')- (; lB)U (; ]С);
;l(,418)= inB;
,4\B=Аt(..tnд);
J n (B l С)= (/ П ,)l (-{ О с.)= (,l П л)t с' l

(,e t в)t с = (l lс:)i (в i с')l
Аv B =,-l r,i(в i,,l);
,,1 П (B i А)= И \

(; u в)t r' = (llt )u (л tr )'
,а t(л lr.)= 1,l tв)tJ (z iс') ;

,lr(вUt.)_(l\3)tt ;

.Цoвести, ш{o:

АvBgСэАсСi8сС;
Ас.BаСе>АсB j АсС;
(l \ Д)U B = ,1 <,> l] с ,4.'

(.ln Д)U ( -.l Г (л L t )- ('С ,J:
АсB ,э,.tU(-q/iU(';

lО5



'4сB..эА)СсBПС;
Ас!],э(ztс)с(вtс');
А с B ,э (с i в)g (с t,t);
АvB=АаB=>А=B,

ПpeДикати. Oпис влaстивoстeй y яBнoмy вигля,ti

Зaписaти влaстивiсr.ь P шляхoм пеpеpахyвal{ня йогo елементiв, якщo
P q A. A:{ -3 :2'5 :- 1 :0;|'2;1'5 ;e;т}.

Пpик"пал. Зaписaти влaстивiсть P rпляxоlt rIeрерaхуBaI]ня йoгo е"llе.
пteнтiв. якrцo P. A, A:{-3; -2; - l; 0; 1; l6}, p:{д: х> х]}.

Pозв'язання. oчеви.цнo, цo нерiвнiсть х ) x] не Mo)кe викQнУBa,гися

.IIЛя позитиBI{их ЧисеЛ' бiльrших l. У тoй jке чaс для ЧисеЛ 0; -1 i вiд'смних
чисeЛ' Меtiulиx -1, вoнo Bl{кoнyrтЬся. Toмy, P={-З; -2; -1; 0}.

Bаpiaнти iпдивiлyaльних зaвДaнь:
l' P={х:x22};
2. P={х:х<х,}l
3' P={х:x,+2x.3=01;
1, P= {х:lnх:1},
5' P={х:х}.l]};
6. P: {х: 6 Sх};
7. Р - [х: 3х >.1}:

8. P : {x: (х.l 
'2)/(2x-3) .0};

9. Р: {x: sin х:0};
l0.P: lx:x(Z\;
1 1. P : {y: y - ippauiol]aЛЬне нислo};
12.P:{y'у(},i};
l3.P={y:сosу=0};
i4.P={у:siny<0}.
15. P: {y: ln y = 2};
l6.P= \z:z>'Б}:
17.p:\z:z>31..
lg. p:tz:z<2zt|:
l9. P: {х: х, +4х-5=0};

20.P={х:xсR};
2I.P: {x: (х+1)з:0};
22.P: {x: 3хз-2х.6 S0};
2з,P: {х: 2х, =l8}:
24. P : {z: (z-2') t (22-1) { 01 :

:5.P-1х: Л>0J;
26.P: {x: 7х<0};
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27.P-\z:z>z-z\;
2g.p: \2.:z_r+I>yz];
29.P: {х: 8<х};
з0. P: {x: 2х,+$a-]<6l'

oпис вiдноrшень Y явtlot{}' BигЛяlli

Зatiисaти вiднorпення P шляхoм Пeрерaхyвaння йoгo елементiв, якщo
Pс АхB,

Приклaд. Зaписaтll вiдношення 1, tпляхoм переpaхyвaння йогo eле-

ментiв,якrцoР. A, B. A=Z, B={-2: -1; 0; 1; 2}. P:{tх, rl: |х| <] 1.

Poзв'язaння. oскiльки-1'с B. то {е l.r;4D:0:\12;-1\, Якщo l<0,
L

тo неMarтaких Х, шo ]л| <l. Я**o ;. lo'1i2}, тo в нерiвнoстi l,l <I uiд-

нoсlto х oдне цiле pitшення -x:0. ЯкшIo |=1, тo з тoГo1 шo l,т] < i вип;tивaс.

щох:l i х:0. Тaким ЧIlI{oм' P_{(0; 0); (0; 1); (1; 1)}.

Bapiaнти iндивiд1,а.,rьниХ зaBДaнЬ:

t. Р = {(х.y):х*<y}, A:B:.l1;2:3;6; 8;9;72}:
2. P= {(х. v): х) у}' A:{ 1; 2; 3}' B=N;
3. P: [(х' У): x,-rуz=]}. A=B=i-l; 2; !i; -l; 1;0};

4. P = {(х' ),): x :.у)' A={-l ;Z'О;4|' B=Z:
5. P = {(х' у): 1iх=у}, А={ i ; .2i; 0; 3; .1; -5 }' B:i 1,' 0:2; Lio |:
6' Р= i(x.y): 2х? иу].. д :I-lr;2.0; 5; -2}. g={0: ll 2; -3}:
7. P = 1(х, y): у = х/2}, А:I1li;-|lz:l.;0}, B:R;
8. P - 1(х, у): y >-х], AеN. B:t0;-2; €/z ;l;- l };

9' P: {(х. y): х,-1=y}. А=B- {0;l :З;%:4:\|:
l0'Р = {(х, y): 1+2у-х}, A_[1;2;3;5;8}. B_l.2;-4; i};
1 1.P : {(x' y): 2x,/ЗSу}' A-{0; -2;'/g: 4\'B=\5;1,,/z):
l2.P = {(x' y):2x+х?:-v}, A:{-l;0:3; 8}. B:Z;
lз.P = {(Х' у): (х-1),:у[. А_-{4;0;2;3 i' B:N;
14.P= {(Х' v): х5у,}, A=B={0: -1; 1; 2; 8; 1;3; -2I;

i5.P= i(x, z):х2=z\, АсN. R:{0;-l; l;2;8;,1;3;-2};
16.P : {(х, z)'. 1/lz=уl. A..{0;-1 ;l ;-2;4}, B={1 ; 4; 3l 0;-2};

l;.P= {(х' у): хSу,,}. A.|1: .1; E: 16}' B=l0; 1;.l; ];-1i;

18.P: {(х, y): ^;,Тuу}' A=t}--{-l;0; i; З; tJ;",?; И;4};
19.P = {(х.1r):х <v|' A:{-l , -2;О;1;8j' I3:N;
20.P = {(х.у):х.i 2 =.) l. A:ll;2; -r;4; 5}' B={-1: -2: 3.4};
21.Р : [(х' ),): .x < у:}. A-1t): l;2:"1;-1 }, B=i ll2;5l4;0i:
22,P =.l(х, у):х,г),,:2}. A-1-2; -8; l;4l" B:{0;2;l:4i:
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2з.Р = {(х' уу2х= -у}' A_|0; 8;2; 1}' B:{-l;0;2;-3;l };

24.P : {(х, y): х!х=y}, д={2;-2;l;0;a}' B:{-l :2;0;4:2\:

25.P = {(x, y): Jy.*}, A:N, B:{4;0;-l;8;2;l };

26'P = {(x, y): х=l/y}' A:{0; 1; 8' 3; 6}, B={4;0;1;-2;3};

21.P = \(x,y): J;r>2у}, А:|-2;l;8;0;З}, B=Z;
28.P= {(х, у):4х,= y}. A=B={a;0;1;-1;2;3};
29.P : {(х, y): х,-8 s у}' A={0;1;2:3;-2;}' B-{.l :-2; 2;|:З|'
з0.Р = {(х, y): х > 3y,}, A={ l ;2;3;0;6}' B:{ l ;3;8;.9}.

oберненi пpедикaти. Супеpпoзиuiя i перерiзи пpе.пикатiв

3нaйтид -l' ffoЛ, ЛoR -/. Л -ioR, RПR./.
Приклад. ЗнaЙ.rиЛ./, .R"R, .R",R./, Л.1oR, ,tn,R-/, якщо ЛсN,

R= { 
(х'.y): х:уn. n с N\ .

Poзв,язaння. к '={(*' у\.. у:хtl, nеZ\.
R 

" 
Л (х, y):1 сэ ] z с,V Л(х.z):l,r Л(z, -v)- l <э З z е i\. х _-пz, 

z _ mу 
^ 

n, m с N
<э х=пlу, n]с,N \n]=nt11). Bихo,lить. щo lt"R:,t.

,R. Л-1 (ц y)=l с>1 zеN R(x,z):l nR-,(z' y):l<Э Э zеN х:nz' }1,=mZ, n,

lи с Л'. Тaким z для будь.якиx );' .y N,lo]*(нa B3яTи l . BихоДить, щo R ' ft-, 
:N'

R./.R (x, .y)=1 tэ з z с N R' | (.т. .-)- l 
^, 

R(z' fl=| с> З z с N z-х|t' z-vm' n'

rи е N. 'f aким z 'цля бУдь.як!iх.I,'l'' Nloжнa Bзяти x.t,' Тoбтo ,R-, . Л=N.

ЛnЛ., -{(л, .i'): .т=.r l'

Bapiaнти iнди вiдyaльних зaBдaнЬ:

l. R: {(х,y). х,y с N, x2y};
2. R: {(x' y,): х,у с N, ХSу);
3. R= {(х' y): х, y € R, x +у, ! 0};

4' R= {(x, у): х, у еR,2x )jу};
5. R: {(х, y): x. y е[-п a:тl2]' 1 } sin x};
6. R= {(', y): х,y с R, ysхii
7. R = {(х,y): х,у с R,y=2х.};
8. R = {(x. 1 l: х. у е N. х=]y, |;

9. R: {(х, у): x,у с Z,x +1, >2};

10.R= {(х, y): х,у еZ' х-y 23]';

l l.R = {(х' y): х' у с R' y = ln х};

l2.R : {(х' y): х, }' е Z. y S х,};
l3.R = {(х' y): х, y с N. x? + .v >4};

l4.R: {(х' y); х, y е Z,у:2х|:
l5.R: {(х' y):x, y с R' y S 0};

l6.R= {(х' y): х,y с [ -тr;п ], у :sin х'};
l7.R = {(х' y): x, У e [-пl2:п], у' 

: сos х };
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l8.R: i(х' -\ }: х. \ е R. r = log1 16 j;
l9'R = {(х.у): х. y с Z,у -r х. =0};
20.R: {(х' l'): х,у, е Z,l,х 2.j};
21.R= {(х, l ): х, l. с R, у = х.]i
22.R _ {(х' l'); х, t, е R. 2х - i' 22};
23.R : {(х, y): х' y с N, 3у > х:];
z4'R: {(х. "у): х.1. с R, х z у};
25.R: {(х, r): х,у с Z' y : х,};
26'R = {(х' у): X,у € Z. х +]у = Qr.
27.R: {(*' l,)' х. y е N. х { 3у,};

28.R : {(х. у): х, y с Ii, у =-х l;
]9.R:{(x. 1t: х.; с\.х=,:.,1 r: jl
30.R : {(х, ),): х, х, € 7', ), =]х_4х'- l ) .
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