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l ЕЛЕМЕIITи 3AГAЛЬHoi AЛгЕБPи

lкщo y миIlyЛиХ стoЛiттях i нa пoнaтку ХХ стoлiття aлгебpy вивчало
oбмeжсне нислo aлгеdpaiчниx стpyктyp, тo 3apa3 Мo)кнa дaти зaгaльI]е oзнa-
uення aлгебpи _ a сaМе: нaукa rlpo в.ltaстивoстi нескiнченнoстей, нa яких
Bизнaченa тa aбo iнцlа сисTеМa oпepauiй i вi,1нoшеrrь. У poзвитoк ТaкoГo tiо-
гля.цy xa aпгeбpу внiс великий вклaд A'l. Мa,rьцeв. Зoкpeмa. вiн 1,вiв пoнят-
тя a-тгэбpaiннoТ системи. u]о i с теМolо Дaнoгo poздiлу. Зaвдяки йoгo
poбoтaм сTaJ.Io ясIto' Iцo aJIгебрa i мaтематичнa лoгiкa _ ,]вi тiснo пoв'язaнi
мiж сoбoro дисциплiни.

1.l Aлгебри, модeлi i системи

0значeння (Biднoшrення). n.apним (п-лtiсншм) вidнoulенllяu нa Мнo.
жинi l нaзивaеться пi^цмнoжинa n-ozo ДeкapToBoГo степеIl я А,, tntнoжини А'

0зна чен ня (Aлгебpaiн на oпеpa uiя).,?-apнoЮ (tl-,tt i c н <l ю) аlzе бpа1, a-
нoю otlеpацiсю aбo пpoстo oпеpацiсю, визнaченoto нa мнoжинi l нaзивaеть.
ся и-ьliiнa функцiя/: Аn .-+ А.

Числo n для и-apнoi oпepaцiТ/(п-apнoгo вiднoruеня r) HaзИBarТЬcЯ аp-
tiсmью oпеpauiТ / iпoзriauaстЬсЯ як n(fl (п(r)), Apнicть вi,lнottlсня. Це чи-
сЛa' Цo бiльшi нyля. Apнoстi oпеpauiil _ цe Числa, щo бiльlшi aбo
д'opiвI{оЮтЬ нулro' oпеpaцiТ нy.пьoвoi apнoстi с фyнкцiями з oблaсTю Bи-
знaЧе}IdЯ. rцo склa.цaЮтЬся з oдtioГo еЛеМенTa (п-кa нyльoвoi лoвжини) i

oтoтoxllloються iз сaмим значенltяМ фyнкuii.

}лaстивoстi вiДноцrень

}ефлeксивнiсть. BiД'ноrшення Л pефлексuвнe' Якщo (х, х) е R для
бy.Ць.якoго х е z1.

lpрефлексивнiсть. Biднorшення R ippефлексttвнe. якlцo (x, .r) e Л для
бyДь.якoгo -r с l.

Cиметpи.rнiсr.ь. Biднoruення R cшмеmpuчне'. якЩo (v, х) е Л лля
бy.Ць.яtиx х' у € А, Taких щo (х, y) с Л.

AнтисП[!еТpl{Чt{iстЬ. BiДнotцення R аttпucшvеmpuчне' ЯКIJпo (у', х) с
Л лля бy.Ць-якoГo х, J, е А'тaких щo (х, .y) е Л.

Tрaнзптивнiстьt Bi.цt{oпIeння R tlpанЗumuвllе, ЯКЩo {х, z) е R для
бy,Ць.якoгo х, у' z е А,тaкиx щo (х, y), Lll z) е R.

Biднotшення екBiBaлeнтrlостi. Якrцo вiднorшення рефлексивне, си-
}4етpиllIс i тpaнзитивtlе, тo йoго HaзивaIотЬ вidнtlutеltня+t еквiва.lенmнoсmi.

Biднolшення пopя/tкy. ЯкЩo вiднoш-lення peфлексивI{e, aн,гисиI\,lе,г-
pияне iтpaнзитивнe' тo йoгo I-Iaзивaють вidttoшеltltяlt noPяdry'.

Bлaстивoстi операuiй



Iдeмпбтентпiсть. oпеpaцiя * idемnomeнmна' ЯКЩo х* х = J Д-ця бYдЬ-
ЯкoГo.х € l.

ltoммутaтивнiсть. oпеpaцiя * кoлtмуn1аmuвrlа' якllio.r* у = у* х ДЛя

бу,Дъ-якиxх, у с А.

Антпкомyтaтивнiсть. oпеpauiя * анmuкoммуmаtпIlвна, якЩo х* у *у
".т для бyдь-яких х, 1' с А'

Ассoцiaтивнiсть. Oпеpauiя * ассot1iаmuвна' ЯкЩa х* a,* z): (х* у)* z
лля б5,:ь.якиX х, у, z е А,

fl'пстpибyr.ивнiсть. oпеpaшiя * dtrcmpuбуmuвнсI LЦoI\o опеpauiТ . . як-
щo x . 0,* z\ = (х . у)* (х 

" z) для бу,tь-яких х, у' z е А.

Bзaемнo-oбeрпeнi oпеpauii. oпеpauii * i " називaютЬ взaс}4нo-oбep-
ЕIениMIt'.Якщo х * у = z тiльки тoЛi, кo.пli z ...l' = х для бyдь-яких х, 1l, 2 E tr.

Heйтpaльний елемент. Пpo oпеpaцiю * гoвopять, lцo Bolia мас ней-
mpanьнuй елeменm' якшIo в l\,{нo)l(t{нi А lснус еЛе]\'rент (пoзнaниrto йoгo e),

Тaкий щo х * е : х дЛя бyДЬ-якoгo.т € l. Якщo poзГлянyтa oпеpацiЯ Пo3нa.
чаrтьс{ зIlaкol,t *, тo нейтpальний елепlенT зaЗBиЧaй HaЗиBaroТь ttl,'-|lе.\l, a Яr<-

uio з}taкoМ r (пoМнo,'liиТи), тo _ oduнuцею'

oбеpнений еЛемеIlт. Пpo oпеpauiю * з неЙтpa-'IЬнtlМ еле}|ентoi!l e

ГoвopЯТЬ' Щo дЛя нei elrемент х е .4 мaс oбеpнeний еJеМri{Т. якrЦo .ц;Iя }tЬoгo

в мнoжинi l мoжнa знaЙти еЛеМенТ (пoзнaнимo йoгo х), тaкий ulo х * х, :
с. Якu.to для Bсiх елeпtентiв iснyють обеpненi е.(еN,tенТtl. тo oпеpашiю нaзи-
вaють o6еpненoю,

Якщo Деякa влaстивiсть нe викoll).стЬся (тoбтo .].гlя Деяких e-]еMеt{тiв

),MоBa пopyluyсться), тo дo нaзBи властивoстi ДoдaroтЬ ''нe''. Taк, tiaI]pик.iaД,
якщo гoвopять пpo нерефлексив}tе вiднoщення. Це oзFlaчaс. щo с елеМент'
д;.Iя як0гo пopyшtyсться влaстивiсть pеф,reксивнoстi. Якщo МtloжI,lrla,4 скiн-
нсннa, a.тiебpaiuн)l oпеpaцiю на нiй Мoжнa BизнaЧити у виглядi тaблицi,

Пpиклaл. Taблиця oпеpauii (+ rrrod 5) нa мнoжинi {0. l, 2,з, 4I,
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Кpiм тогo, щo тaблиця .цa€ BизнaЧення oпеpalii.
деякi влaстивoстi огrеpaЦii. Зoкpемa, кoмyтaтltвнiсть
с},lМеl.риllttoстi тaблицi rцoдo гoлoBIIоТ дi aцoнaл i.

n

вo}ta нaoЧнo oписyс
oпеpauiТ вiдIloвi.цaс



oзнaчення (Aлгебрa). Алzебpoю ttaзивaсться oб'скт <l; f)я >, iЦo
склa.цaстЬся з l{епopo)кньоi зaМкнe}ioТ мI-loжиI]и l iз зaдatloкl нa нiй мltoхи.
нorо алгебpaiuних oпеpauiй Qi.

oзнaчення (Aлгебраi\на мoДель). А''tеебpаi.uнoю л|odе,'tлю ltaзиBa-

eться 0б'скт <l; Ол >' щo склaдаетЬся з нeпopoжньoi зaмкнеIroi мнoжини l
iз задalою нa нiй мнoжиIloЮ мнo)кини вiднorшень С)д.

0значelrня (Aлгeбpaivна сястeмa). А. t ее6pаi'ннoкl с uс mеl| oto НaЗ|4-

вастьсi об'скт <l; Qгi Qл > 
' щo скЛaдaсться з TpЬoх Nrнo)I(ин:

- непoрo)кнЬoi зaМкненoТ мнoжини l:
. М}to)ки[iи aлгебрaiнниx oпepaцiй О,"ъ Щo визнaченi нa ьtнoжинi l;
. Мtlo)киt{и Biднorxень СJд, BИЗHёЧeHиx Ira Мнo)кинi l.
oзнaчення (Зaмкненa мIroжиIra). Мнoжипa l нaзивaсться З(L|4кне-

нoю 1Ц Дo oпеpaцiй кoЛи знaчення pезyльтaтiв oпеpaшiй на apГyMeнТaх iз l
t{&тIеждтЬ мнoжинi l.

oзнaчення (Hoсii i сигнaтypи). Мнoжинa l нaзивaсться нociс.ьt вiд-
пoвi,цвoi aлге6pи' aлге6paiннoТ мoделi. i a-.IгeбpaiннoТ системи, ,цЛЯ якиx
Мнoжини aлгебpaiнних otlеpaцiй i вiдношень, a тaкo)к BиЗнaчеItIrЯ apнoстей
скЛaдaoTЬ cu? |lqmуpu вiдпoвiдниx aлгебp Мo.цеЛей i систем.

Oзнaчeння (Tипи aлгебр' мoдeЛей i систем). Tuno,м aлгебp тa aЛГе-

бpaiннах Мo.цеЛей i систем нaзиBaЮться вiдпoвiднo вектop apнoстей otlеpa.

цiй, вектop apностей вiднoiшень i паpи вектopiв apнoстей orrеpauiй i

вiДнoшень.

Пpиклaли.
]. oб'ект {'R; + , . } с aлгeбpo}o i нaзиBarтЬcЯ пo;lеll diilcнuх чuсе.,l.

oбидвl oпеpaцii е бiнapними i тoмy тип l1iсТ aлгебpи (2,2).

2. Hехaй NP = {a, ],2, ..,' p-] }, Bltзнa.lимo нq A.l, oпеpaцii Ф (дoдавaн-

нЯ Зa No.цyЛемp) i Ф (мнoження зa МoдyЛеМp) тaким чиttoМ: аФb:с, афb
:d, деc i d - зыlишкll, вiд Дiлення нa p чИсеЛ а+b j а,b вiдпoвiднo' Haпpи-
кЛaд' якЩop=7, тo ДI,:{0,l,...,6},3Ф4=0, 3ф4=5,4Ф6:3. tlaсто опеpauii Ф i
ф позшaчatoть як а*b:с (mod p), аb=d (mod p). Якшо P - пpoсТе чисЛo' Тo

tl/P, Ф. ф} с aлгeбpoю, щo tlЕrзиBaстЬcя cкiнченшu noле.|l хаpaкmеpucmuкu p,

]. oб'скт tN; t',., <} с aлгебpаiчнoю системorо Tиlly <2,2,2 >, oскi-
льки обидвi ri oпеpaцii i вiднoшення визнaченi ,Цля бyль-якliх дBoх нaтypa-
лЬI]их чисеЛ| пpи цЬoМ} рeзуЛЬтaт oпepauiТ знoву тaКи булс нa'rypa-rьним
числoIv.

4. oб'скт {N; +, ,<} не с aпгебрaiЧнo}о систеil{ою, oскiльки резyЛЬтaT
вiднiмання t{атурaЛьниx ЧисеЛ l]е зaBжди бyДe нaтypaлЬниМ числoМ.

Hи)t<'tе, oскiльки IIotlЯТTя aлгебpаiнноТ системи yзaгaJiЬllЮс пoнЯття
aлгебpi мoделей, бy.aемo опеpyBaTи пoltяттям aлгебpaiuних систеМ, пpиЧo.

Мy Taк.,{x' uIо мiс.гять скiнченне ЧисЛo oпеpaцiй i вiднoцrень.



l.2 IзoмopфiзM алгeбрaiчниx сllстеNr

Стaндapтний aлГrбpaiчrtий rriдxiд дo poзглЯдy anгeбp' мoдс.пей i сис-
l.епt с зiдвoлiкaнняМ вiд влaстивостeй елertен.гiв нoсiя, шo He I.Ioв'язaнi 3

опrpаuiями i вiднoruеннями i вiд сnoсoбiB Bизнaчellт{я (o6rис,rення) oпеpa_
цiй i вiДrтorшень. Рoзглядalоться т.iльки Тх влaстивoстi y paмкaх a.тгебp, мo-
делeй ] систеN.r. oчевиДнo' Щo aлгебpи, модeлi i сисl.eпtи з piзними тиIIa\{и
\{aIоть iстoтнo рiзнy пoбyлoвy. Кoли ж вoi{и МaюТь oДнaкoBий ТиЛ. тo ltaяв-
tтiсть y них lroдiбнoстi xapaктеpизy€тЬсЯ зa дoпoМoгolо пotlЯтЬ гoпroпropфiз-
r,rу тa iзoмopфiзмy.

oзнaчеиця (Гoмомopфiзм). Нeхaй А _ <А:'fl,..',fl'., rt,.-.,rt > i B : <B;

8l,...,8ri Pt,,'.,Рt> _ дBi aлгeбpaiннi системи oДI{оГo TИпу <.m1,,.'.ms,, |11,,,''np.
Biдoбрaжeння rp : А -+ B нaзltвасться еoмoмopфiз,lto.м aлгe6paТчнo]. сllстеми
А у B'якIцo BикoI{yються тaкi yМoви:

: Q (fII t, -..,х 
^,)) 

= g'(p (хl), ...,Q G ^)),
- (хr, ..,х,,) е r1э (p(х1).,,,,сp(х,,,)) е p,,

(Vх1' х2,''' e -4, Vl. l < i < k'x j'. l <jsl).

Сутнiсть .uaнoi yмoви tloЛягaс в Tомy] tцо незaле''кнo вiд тol.o, ЧLl ви-

кoнaнa спoчaткy oпеpaцiя f, у А'a пoтiтnl здiйсненo вiдo6paження rp, aбo
споЧaTKy зДiйснено вiдoбpaxенля tp, a пoтiм Bикoнaнa oперaЦiя g' в 8 , pе-

Jу. l ЬтaT бy.Цe oлнaковий'

Приклaд (Гoмoмopфiзм). Буль-яке вiдoбpaженlтя бyль-якoi l'toдслi
.-А' Р> тип},< 2 > нa пtoдeль < А.;q> (ле 5. пopo'кн€ бiнapне вiлнoшенпя) с
гомoмopфiзмoМ, oскiльки пepшa Ylloвa викollyeтЬся неpез вiлсyтнiсть oпе-
paцiй, а дpyгa - Чepез те' ulo пoси.пкa iмплiкaцiТ Зaвжди IloМи.'Iкoвa.

oзнaчення (IзoпIopфiзм).Якщo гoIuoмopфiзм е бiскцiсю i oбернене
вiдобpaження теllt с гoмoмopфiзь{oм! тo тaкий гoмolrtoрфiзм нaзl{BaстЬся
iзo.lv opфiз,l,toLtl. Aлгебpaiннi систeми, Д'лЯ ЯКI4х iснyс iзoмopфiзм. нaзивають-
cя iзo.,uopфtшlvtи. Iнaкше кa)к,vчи. iзoмopфiзшr aлгс6paТvних сисТеtvt А : .-А,

f'', 'f';r1,..'.rp l B = <B;gt,.,gк|Рt,.'.,Pt> o.ц,нoгo TИл! <m1,'..,lns]'n1,'.,,t1/ -
це BзaсMooДнoзнaчне вiдoбpaження p м!lо)ки}rи А ga B' I]pиЧoм} Taке, lДo
BикotlyЮтЬся yl!{oви:

.- |2 \flх t,,,', х,,,)) : g,( и (х' )' .,., Q (х,,, i)),

- (хt,.'.,-т,-,) с rj ё (r|l Gt),...,ql $",)) е p,'

(Vх1, x2, ... е А, Vi : i S i< k,V j . | <j sl).

.{ля aлгебp дpyгa yrиoвa викo}tУеться aвтoМaтичнo, oскlЛЬки .цЛя aЛ.
гебp iзoмopфiзми _ це гoшtoмoрфiзми' щo € бiскцiсrо.

Пpиклaл (lзомopфiзм aлгебp). Пoкaжепlo, шo aлгебpa a R; .t > бyле
iзопlopфнaaлгебрi <R*;.>, Bизначимoвiдoбрaження p:R-+ R. як p(;r)



_ e.. Це вiloбpaження с бiскцiеlo i сp(х+fl - е|.\|\,) _ е' . e" -q(х)' фi.
Пpиклал (lзoмopфiзм мoлелей). Пoкажемo, rцo мoДе;ti <R; S > i

<R; ) > iзoмopфнi. Bизнaчимo вiдoбpaженнЯ Q'в): -,r. Це вiдобpaження с
бiскцiсю i сp (х) ?q {v) <Э --т ) .у ф х < у'

oзнaчerlшя (Aвтoruopфiзм). Iзoмоpфiзм aл.гeбpaiннoТ систeми нa сoбi
нaзивaстЬся авmoмopфiз*toл. Aвтoмopфiзм' щo с тoтoх(tlиМ вiдoбpaжен-
tlяМ' fl aзивa€тьcя mpuвiaл ьнtlм.

ЗaДaча',П.oвести, Щo aлгебpи <Q ; + > | <Zi * > не iзoмopфнi.

Poзв'язaння. Пoтyжнoстi мнoжин Q i Z piввi' Знaчи.гь iснyс бiск-
тивне вiдoбpа)кен}lя з Q нa Z. Питaння B тolиy' чи Мoжнa знaЙтъl такe бiск-
тивне вiлoбpaжен}lя' шo збеpiгa''lo б oпеpauiю *. Багaтo влaстивoстей
oпеpauii + в <Q: + > i в <Z., + > збiгaються. liйснo вoни oбидвi l(oмyтaтив-
нi, aсoЦiативнi, мaroть нейтpaльний елеМе}tт i т.д. oДlraк влaстивoстi oпе-

Paцii - B <Z; + >' зв'язaнi з 1' не BикoнyroтЬся B <Q; + >.Це дaс
можливiсть ДoBесTи вiдсyтнiсть iзoмopфiзмy. Пpипyстимo, шo iзoмopфiзм
rp aлre6pи <Q; . > нa <Z; + > iснус. Heхaй p/q - пpooбpaз 1 пpи вiлoбpa-

женнi '/, тoбтo q |piq)=|.HеxaЙ rpф/2q)=п. oлнaк oскiлt,ки rp_ iзoмoрфiзм,

тo фpZq+p,2q) = d'pnq)+фnф, oдеpжусмо, що 1 : n i n, Ie л - деяке

цi;rе vислo. oднaк, як вiдoмo, тaких цiлl,tх ч!1сеЛ нeMaс' Тaким чиr]оNt IIpи-

хoдиМ0,Iо пpотиpivня, щo i дoвoДить вiдсу'тнiсть iзoмopфiзму.

Зaдaчa. ЗнаЙти кiлькiсть aвтoпtopфiзмiв мoделi <\2'3,4,5,6'7 }.. r>, де
r - вiДнoшення взaсшll.loi нeпpoстoти.

Poзв'язaння. У вiДноrдевнi r знaхoдятЬся IIapи uисел (2,4), (2,6)'
(3'6)' (4'6) (y тaкoмy й y звopoтнoмy пopядкy) i пapи вилy (x, -т). Тiльки oл-
не чис]o (6) знaхoлиться y вiдношeннi r з тpЬoМa iнu:rtмll ЧисЛaМи й o.цне

числo (3) piвне з oдниМ. Значить oбpaз нисла (6) пpи aвтoшtopфiзмi пoвинен
бyти зиoвv (6), a обpaз (3) _ (3) Taким чи}roМ p (ЗY3' ср (6)=6. oбpaз uислa
(5) мoже лopiвнювaти л'яти aбo семи. 

.Гак 
сaМo ДBa i нoтири мoжу'ть вilo-

бpaжаrltся нa себе r-l oдtll] нa oднoгo. oскi:tьки з Iloгля.ц)' вiднorшeнltя r Borlll
симетpиuнi - знaхoдЯl.Ься y вiднorпeннi oдин з oдниМ i з (6). Paзoм o.цеpжy-

емo 2 .2 = 4 вapiaнти aвтoмopф.iзмy go. Bипlttuемo iх y тaб.'lицlo:

2 3 5 7

ql 2 3 4 5 6 'l

qz А 3 2 А 7

A1 lrli-l з 4 7 t) 5

Qц ГП J 2 7 o 5



l.3 Пiдеистеми aлгебpаiннllх сttстем

oзначення (Пiдсистема). Пi)cuсmемoкl aлгебpa,i.ЧнoТ систeМи
<l.;()г;()л > нaзивa€ться aЛГебрaiчЕa сисTеМa <l .;Qл ];Од 

. >. в якiй: А' q А;
знaчеIJl{я всix oпepaЦili з Од, rla l ' збiгarоться з Ог; вiДнoiпення з Qр' нa А'
збiгaються з вiднoцrеннями з Од' llpи uьoмy м}loжинa А' е зсLvкнeнoю у cl4-

сТеМi .l; Qr; Qд>. Bi.цзнaчиt'lo, шo гoмoмоpфнi oбрaзи aпгебp зaвжди iзo.
vropфнi rti:lалгебpaм' o.цI{ак гot{о]!ropфнi oбpaзи мo.целeй _ нe oбoв.язкoвo с

iзoмopфними пi.цмoделям дaнo.i пroдeлi.

Ilpшклал (Гoмомopфнi oбpaзи моделi). Mo.цель <{0, l}; <> Мo)кнa
гoмoil{opфнo вiдoбpaзити нa Мoде.IlяХ <{0'i }; S >, <{0}; {(0,0)}> i т'п., oднaк
вoни }l. е пi.цмoделями виxiднoi Мoде'1i'

Tеoремa (Переpiз пiДсистем). Пеpеpiз дoвijlЬнoi сук)пtloстi пiд-
сIlстеМ бyль-якoi aлгеGpaТvнoТ сисTеМи aбo порoжнiй, aбо с пiдсистeN{olо'

floведення. Haм тpебa дoвести' шo пеpеpiз пiдсистeпt зaмкнений
щoДo сПrрaцiй aлгебpaivнoi сисTеМи. L1ехaйf _ п.мicнa оперauiя aлгебpaiu-
ноi сltсt.еМи, Z Q7,,,',an- еЛеМе}tТи пеpеpiзy. oскiльки оперaцiя/зaМкIIенa Iia

кoжнiй пi.цсисr.еvi, знаЧиl.Ь елемент/(a1....,d,) н&-lеiкить усiм пiдсltстемalt. a

зIJaчитЬ i Тxньoму пеpepiзy. Taкtlм ЧинoМ ollерaцiя замкненa.

Приклaл (Пеpерiз aлгeбр). Aлгебpи <{0' 2' 4};(+ mod 6) > i<{0' 3};
(+ rnod6) > с пiдaлгебpaми aлгебpи <{0, 1, 2,з,4,5}; (+ гrod 6) >. I1ерсpi-
зом цих a'rr.ебp 6y.lе aлгебрa <{0];o > з носiсм, щo скЛaдaстЬся з о.цtJогo

еjiеMентa - 0 i oперaцiсЮ, якy Nlи tloзнaЧи.lи як *, оскi'цьки вoнa може бути
зaстoсовalta тiльки дo елeМсIIтa 0 i збiгaсться з pезyлЬ.laтoм звичaйнoгo дo-
дaBaн}{я.

oзнaчення (Замикання Ntttoil(}tни в aлгебpaiнtliй системi). Hoсiir
мiнiмanьнoТ aлгебpaivноi систеMи' щo мiстить МIlo)ки}Iy А. нaзивaсться за-
,1l|lканнЯ|| лtнoаcuнu А в алzебpаi.uнit.i сuсmе.уti'

Пpиклaд (Зaмикaння мноясини). Зaмикaнttяtnt i\rнo)киtlи {-l,l } в aл.
гебpi <Q.+ > сМьto)кинaZцiлих чt,tсел' oскiлькl,t<'Z; l > с aлt.сбporo' t'
якщo пiдaлгебpa aлгeбpи <Q; - > шtiстить -1 i l, вoнa ьtiстить усi цiлi нислa.

Алгебpaiuнa сисTеМa мoже бyти iзoмоpфнa свoiй пiДсистемi.

Пpиклaд (Пiлалгебра, iзомoрфнa а.пгебpi). Пoкaжемo. шo a.пгебpи
<N;-> i <12,4,6,.',|;+> iзoмopфнi. Bизнaчимo вiдoбpaження p: N .+

\2'4,6,.'.} як rд @) = 2x. I]е вiдобpaжeння е бiскцiсlо i tp (х+fl = )(a r.у) = )у +

+2у - rp(х)+ q0)'

1.4 Пpямий дoбyтoк aлгeбpаiнних систеM

oзнaчення (П pямшй .цобyтoк систем). П pя.uteм с) oбу' mк o'lt aт гебpaТ.
ЧI{их сисTеМ А _ <А; fl,,' fl rt,...,i.i )'i B = <B; 8l,,.''8t,, Pt'.,Pi > ТИпу
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1mt,...,mь И|'.,,'flI
ht,.,,'hiЧt,.',,Щ ) тoгo х{ тиlly' тaкa щo

Й;((l 1,1,1 ),,'.,(х n,u У n,i)) = {fКх t,... s.), g Lv t,.,, у ̂ ))
{@ ьу t),.,.,@,i'У,)) е q, Ф (х 1,'..,х,) е r', i |l l,.',,\;,,) е p,i

.Цля бyДь.якиХ x1, х2'...€ А' у', у,,,.,е B, для буДъ-якиx i : l < i < k, для
бyль-яких7:1<jЗl.

Пpяме l\,{}tox(еI{t{я aлгeбpaiЧнoi сис'ге]\{и l сaмy нa сeбe п paЗ НaзLIBa-
еться сmепенеil aлrelpa|iuнoТ системи l i пoзнaчaет ься як Аn '

Пpиклал (Пpямий добyтoк). Poзглянемo npямий Дoбyтoк aлгебpai.
чнoi системи l : <R; *; ( > нa сoбi' Hoсiем aлгебpaiuнoТ систеМи ,4: с мнo.
)киltа паpи чисe-r (х. 1') з oпеpauiсЮ пoкoapдиIlaтHoгo,цoдaBa+{A{я i вiднoше-
нtIяМ пopядкy < 

' TaкI,IМ щo (.tl, yr) S (x:, y:) <Э хr < хz i Уt < y"' Toбто o.Цнa
пapа Nlеl.IlItе абo дopiвнroс iнruий тiльки тolti, кoли кoжHa коoрдинaТa
пеpшroТ паpи Меt{lIIа aбo дopiвнroс вiдпoвiднiй кoop.Цинaтi лpyгoi пapи.

l.5 llpиклади алгебpaТvниx сHстеIlt

Числa з дo.ЦавaПням i мноясенням. Пoкaжеlto, щo Дiйсrri ЧисЛa з дo.
.цaBaнняМ i мнoжeнням с а-lгебpою. [iйснo, i сумa i дoбутoк визнa.lенi Д-.lя

бy,Ць-якtlх двox дil"lсниx чисeл i с знoву лiйсниМи числaМи. Тaкипl чиЕ{ON,.

]IOдaвai{I]я i мнoження 'цiйсних чисел _ aлгебpaivнi oпеpauii i <R; +, . > -
aпгебpa. Кpiм тoгo, pauiонaльнi (uiлi' ltiлi дoдaтнi i нaтypa.rьнi) нислa з

дo.цaBaнш{М i мнoженням те)к yтBoрять aлгебpy. l{iйснo, сyмa i .Ц'oбyток
,'tвoх paцioнaлЬних чисeл знoBy с pauioнaльними. вiдповiднo цi..]е, ЦiЛе

дoдaтне i нaтypальне числo' TaкиМ чиlloМ' Мнoжиtlи paЦioнaльних с
зaМкн),ТиМив<R;+,.>,пpI{цЬoмy<Q.+,.>,<Z;+,.>.<Z-|'.>'
<N; +,. > * aлгебpи, щo с tliда.,iгебрaми {R] 1., . >.

Bектopи IIa пЛoщиtli. NIнoжинa усiх вектopiв нa плoщинi з oперaшi-
€}o Дoдaвання уTBopIос aлгебpy <R.i + >. Пoкaжемo, цo iТ Мoжнa poзГЛядa.
ти як квaдpaт алгебpи <R; + > дiйсниx чисеЛ з дoдaвaнI{яМ. l.{iйснo, сумa
двoх вектopiB (II, 

"yl) i (х:, ya) визнaЧaстЬся пoкоорДиЁaтнo, тoбто як (.т1,

уl) + $z, у) : (хfх2, у,+у) l,лябy.Ць-якиx хl, х2, yl, }: с R.

Aлгебpа пiДрtнofl(иIr. Oднa з aлгебpaiнних систем' з якиМи Ми чaстo
зiruтовхyемoсЯ в МaтеМaтицi е алzебpoю пidмнoэюин. Poзглянемo всi пiд-
MtioжиHи деякoi Мнoжи1lи А, яку IloзнaчиМo як P(А). oпеpauiТ oб'сднaнlя,
пеpepiзy дBoх м!Ioжи}l i дoпoвнення Мнo)киI{и Х дo рrнoя<ини l с aлгeбpaiн-
ltими опepaцiями. .Г{iйснo' вollи Bизнaченi для бy.Ць-яких пiдмнoжин мнo-
ЖLLtIИ /1, a pезyЛЬТaTи цих oпеpauiй с пiдмнoжинaми ttнoжиttи l.

Поpoжня М}lox{инa i сaмa мнoжинa l теж с лiдмtroxинaмpr l. oтже.
алгебpoю пiдмножиlt мl.Ioжиl{и l нaзивaсться aлгебpa <P(А); U' О,..- О, А> '



1'6 Клaси aлгeбpai.lнпx спстcМ

TpaлиЦiйним спocoбoМ визнaченtlя' виBЧе}lня i ю.тaсифiкaцii
алгебpai.rниx систеМ с aксioМaТичний спосiб. Алгебрa вивчa€ нe oкpемi
aлгебpeiннi сисTеМи, a кJIaси aлгебpaiзних систeN,t' a сalvrе тi aлгебpaivнi
сисTеми' щo зaдoBоЛЬHяiоTь деякy сисТeМy aксioм. Тoбтo вивчa}oтЬся s
oсiroBlioМу влaстивoстi, ulo € зaгa"тЬllими дЛя всiх aлгебрaiЧних систем з

дal]oгс класy зaмiстЬ Toгo, tЦoб вивчaти влaстивoстi кoжI{oi з }Iих oкреМo.
Тaкий пiдxiд вияBлястЬся не тiлькlr tipoдукТиBниМ' aЛе й нaйбiльtu
пpиpoдltим. Чaстo для клaсiB aлгeбpaiЧних систеМ poзгЛядa}oTЬся бiлЬш]
вузькi клaси, щo oтриNlyloть дoдaBaнняМ нoBих aксioN{. У нaстуtlних
poздiлах po3г.rlяДaються тaкi класи алге6paiяних систеМ як чaсткoBо-
впоpяДкoвaнi Мнo)t(liни' гpaти, бyлевi a*lгебpи, гpафи, гpyпи i нaпiвгpyпи.

Гpaфи

Чaсто бyвaс гIеЗpyчнo зaстосoвуBaТи IIоt{яття aлге6paiннoi систсl{и з
oднopiцним носiем i poзглядarоть баzаmoocнoвнi aлге6pajчtri систeми
<Аl,,..Аn', Qг; Qд >, де; l1,..., Аn- нe пopoжIri N{нoжи[lи, tцo пеpетинaюТьсЯ;
()д _ uножиI.Ia orrерaцiй' UIo Bизнaченa rra декapToвиx дoб}ткax \{Ilo)кин
Аt,..', Аn., f)д - МнoЖиHa вiднoшень мiж е:rешlеl.lтa[4и Мtloжин Аl,,,,, А,.

oзнaчення (Гpaф). Гpафo.тt нaзllBa€тЬсЯ двooснoBнa N'oдеЛь <V, Е; i
:', де i- бiнapне вiднoшення i\,{}toжиtl V i Е, тaкe, щo кojкен елемент e с t
:]нaхo.цитЬсЯ y вiднoшеннi i aбo з oдrtим, aбo з двoмa е.цементaми Мtloжин y
I,. Пpи цьoму елеме}rти I\,IнoI{ини l. нaЗивaЮтьс Я веpшuнajwu грaфa, елeМен-
ти МI{о)кt,tни Д нaзивaютьcя pe6pшuu гpaфa, a вiднol.цення i _ вiднoшrенгlям
iнцudенmнoсmi. Bеplшини' u]o i}tцtrде}iтi олнoмy pебpy, нaзивaютьсЯ с'у.I|i-
Эiсн|uva. Гpaфи зобрaжуioться y виг.'rядi геoМeтpичних фiгyp, де веplllиrrи
r.paфa зoбpaжy}oтЬсЯ тoЧкaМи, a pе6pa - лiнiями' щo 3l€днyють r.ояки вiдлo-
вiДнихвeprшин для яких цi pебpa iнцидентi.

oзначенвя (Петлi, крaтшi ребpa). Якщо pебpo iнцидентне ТiЛЬхи
oднiй вершинi, йoгo нaзиBaютЬ nеr|Ltею. Ребpa нaзиваIoTЬcя |<pа|nнLLv,tu' Як.
щo вol{и iнцидентi тиМ сaМиМ веptl]и}IaМ. Грaф без кpaтrrих pебеp N{o)кнa
BизнaЧити як Модель 1V; с >, де с - 6iнapне вiДнorшення сyМiжнoстi.

llpaвило. .[ля бyль-якиx .цвoх гpaфiв Gf<Vt, Et| it> i Gэ :<Vz, Еz;
i2> без кpaтниx peбеp вipним € тaке: якrЦо мoДелi <Vi сt > i <Vэ', 91 ), I\Q CI
(с2) е вiднoruенням сyмiжностi веpшrин y Грaфi Gr (Gz), _ iзoмopфнi. тo i сa-
мi грaфи Gr i ф iзoмopфнi.

oзначення (Пpoстий граф)'Гpaф бeз крaтниx pебеp i пeтелЬ нaзи.
Ba€тьс я tтp o с|||ц.\| еpаф oм.

Часткoвo-впopяllкoBaHi DtHoжllнll
0знaчення (Чaсткoвo-впopяДкoвaнi мнoжини). Чaстксlвo-впopяд.

кoвaноЮ М}lo)киItoЮ нaЗивa€тьсЯ Мo.целЬ <l: < >. бiнaрне вiДноurенllя 3
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якo[ зaJoвoЛЬ}Iяс тaку сисТему aксioМ:
1, V сz е l викoнyсться (а, а) € < aбo ( а s а):
2.Y а, b €' А,за<b, b<авlптливaса: b;

З' Y а, b' с е А,тaкихщoa < b, b < свикoнyеться a < b .

oзначеншя (Гpaтraстo.yпopяJlкoBaна мнoжнпa). Мнoжинa .'А,, S >
нaзивaсTЬся 2pаmчаcmo-впopяdкoваtlo'o, Якщo для бyдь-якиx двох елеМен-
тiв а, bеА iснyс тoннa ни)кня гpaнь inf(а,b)еА i тoннa веpХня rpaнЬ
suцa, b) еrI.

Гpa.l ки

oзнaчення (Гpaтки). Гpаmкaмu нaЗиBасTЬся алгебpa <l, v, л > 
'

oлеpauii v i д якoТ зaДoвoЛЬняють такiй систеlti aксioм:
1. V с с l викoнyються тoтoжнoстi:

аvа=a'а^а:аi
2' Y а, b € l Bикoнyються тoтoжнoстi:

аvb=bvа'аnb--bnа;
З,Y a, b, с е А викoнуються тoтoжнoстi:

аv (b v c) = (аv b) v с, а n (b n c) = (а n b1 ь с;
4'Y а, b € l BикoнvЮться гoтoжнoстi:

э v (а n lэ) : а, а ь (а v b) = a (зaкoни пoглинaнвя).

Tеopeмa (Зв'язок часткoвo-BпoряДкованоi мнoa(rtни i гpaтoк).
Якшo auгебpa <А; v, 

^ 
> с гpaTкaМи' 1.o lt{oДель <А, З >, Де вiднoшеt{ня <

Bи3нaЧeЕ{е як .т < у фх 
^у 

= х с гpaтЧaстo.BIlopядкoвaнo}o мнo)кинolo.
Якщo t'toдель <А,. < > с гpатчaстo.впopядкoBaнolo l{}loжиtto}o' тo алJ.ебра
1А;v,r, >,,це oпеpaцii визнaченi як х Vy: sup(х, у) i х,хy: inf(х, }'), с грa-
TкaМи.

Biдзнaчимo, щo .ц.ця гoмoмopфiз'viв, пiдсистеьr гpaтoк i чaсткoвo-впo-
pядкoЕAlних Мrlo)ки}l ця вiдпoвiднiсть не збеpiгaсться. ,\iйснo, пiдa.лгебpою
буДь-яких грaтoк зIiоBy Тaки € Гpaтки, a пiдмoдельЮ гpaTЧaсTo.Bгtopя]l-
кoвaнoi Мt{o)кини не trб<rв'язкoвo е rpaТЧaстo-впoряДковaнa N,lнoжинa.

Пpиклал (пi,tlсистеми чaс.r.кoBo.BпopяДкoвaнoi мнorкияи i гра-
ток). [ля ГpaТчaстo.Bпopядкoванoi Мнoжини <{l'2'3'6}: | >' де | - вiднo-
lIJення дi.qllМoстi, мoдель <{1,2,3}; | > с пiдмoдеЛьЮ' oднaк <{l'2'3}; HЗК,
HЗД > не с пiдгpаткolo гpатки <{l'2'3'6}; HЗК' Нзlц >..[iirснo' <ii'2'3}'
tiЗк' LlЗД > - BзaгaIIi не алГeбpа, oскiлЬки HЗК (нaйменIце зaгaЛЬне кpaт.
не) не с aлгебpaТ.rнoю опеpaшiсrо нa мнoжинi { l '2'3 }.

Bизнaчення (.Ц'истpибутивнi гpа,гки). Гpaтки < А| v, л >, в якiй
oпеpaцiТ v i л дистpибyтивнi o,цrra щoдo iнrшoТ, тoбтo .цЛя б),.цЬ.яких еJеМе-
нтiв а'b.сеА BикolIvютЬся тaкi тoтoжltостi:

с v (6 n c) -- (аv 6) л (a v с);

't 
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а^(bvс)=(alb)v(аnc)'

нaзиBaЮтЬся дисTpиoyтиBниt{и Гpaткa]ltи'

Bизначення (Hyль' oлиниЦя). Елемент х с' А нaзИBaсТЬeЯ ну.пе,v Гpa-
тки <А;V, А ), яI(Щo V а е А BtlКoНyстЬся Тoтo)кнiстЬ х v а : a. Елемeнт
х е А нaзивaстьcя oduнuцеIo' я|<I]Io Vaеl викoнyгТЬся тoTo)|(}l\cть хn а = а.

TвepДження (oлпниvнiсть tlyЛя й oдпницi). Нyль i oдиниця с.цинi,
якщo вoнll lснyютЬ.

.{oведeняя.,[oведепto oдt{ Hич ьriсТЬ нуrя ( aнa.r oгiчнo дoвoдитЬся oди-
тtичнiсть oДиI{ицi). FIехaй x i y с нyляшtи' Тодi х v а - а дЛя бyдЬ-якогo
елеМентa а с А i у v а = а Дl]tЯ бУДЬ-Якoгo елеI{ellтa а € А, X v уl = у,'. v х =

=х' oд}iaк х v у = уvх. Знaяитьx :у.
У силу дarroго Твердження Ми i!{OжеMo Пo3нaЧaти HYлЬ i oдиHицЮ

спецiaльнипlи сиМвonaN1и' a сaме як 0 i l.
ТвеpДяtення (Bлaсr'ивостi ну,rя й oдиницi). .{rя бyль.якoгo е'rIеМен-

тa а е А BикoIlyЮTЬсЯ тотожнoстi 0 n а = 0. l v a : l.

'Ц'овеДення. Д'oведемо тoтожнiсть 0 n а : 0 (тoтoжнiсть \ v а _ 1 дo-
вolчиТЬсЯ aнa-'roгiтно). 0 n а = 0 n (0 v с). A 0 д (0 v a) зa зaкoнoпl пoгли-
нaння ,]оpiвнrос 0.

oзп aчення (.(oповнен ня). Ел емент а, НaзИвaстьс,я d o no в н eн н ям e:Iе-

IltенTа d y грaткaх <А; v, ь >' якшo а v а' : 1, а tх сl' = О'

oзrrачення (Гpaтки 3 ДoпoвIlеIlrrям). I.paтки <А,, v, 
^ 

>' B якиХ для
кo)к}ioгo ejlеМентa а е А \cнус дoпoBllення а, е А, нaзиBaютЬcя еpаmкa\|L! З

dоtloвненн*+t '

oзначення (Булевi гpатки), fl.истpибyтивнi гpатки з дoтloвне}l}lяIlr
}laзивaЮтЬся бул ев шll u 2pt1 mк(Lv||,

IIpиклaл (Булевi гpaтки). Розглянерlо всi пiдaцге6pи деякoТ aлгебpи
iз скiнченним нoсiсм i oперauiямlr пеpерiзy дBoх ПiдaлГебp i визttaнellIrя ьti.
нiмanьнoi aпгебpи, шlo N{iститЬ двi дaнi aпгебpи' B зaга;tьнoмy випaдКy Ta.
кий oб.скт не с гpаткoЮ, oскiльки пеpерiз пiлaлгeбp Мoже б) tи ttopoжнirt.
oднaк, якЩo дo пiдaлгебpи Ми дoдa\4o Пoрo)к}rЮ Mнox(и}ly' Tо oтpиМaсNlo
гpaтки'

Бу"певi aлгебpи

oзнaчerrня (Бvлевa a"rгебpа). Булевoю алeе6poю НaзиBaсться
aлгебpaТннa систеМa <8; +, .' _' 0' 1 > з бiнapниrtи oпеpaЦiяМи -' ..

уI{apнotо oперaцi€Ю - i кoнстaнтaми 0, l' Щo зaдоBoлЬняrотЬ тaк}, систе,\4у
aксioM:. oпеpaцiТ *, . iдeмпoтентнi:

- oпеpauii'... кoмyтaтивнi;
- oпеpaшii .l., . асoцiaтивнii 

t
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- OllеpaЦii -. .. листpибутивнi одtta щoДo iнtrlоТ;

.1,rя б1:ь-якиx с-qсмеtrтiв.r. b lg вltкoн1'ються такi тотожнrrстt:

- _-а:u|
. -((r+ b1 =_а.-bl
- cl+0:а^а.|=а|
. сl+--а: |.а. -сl=a:

- а+| =1.a.0=0.
Tеopeмa (Зв'язок бyлевих грaтoк i булевих аJlгебp)
Якшo arrгебpa <B: +. .. _. 0. I > с бyлевoкl а,rгебрorо. Тo .<B: --- . :.

6улевa Грaткa. Якшo aлгебpa <B; v. n > * б1тlева гpaткa, тo ..:B;V'^. ..0, t>,
де oпеpauiя - виЗнaЧе}ta як .цoпoBI'lеI]ня бyЛеBиХ гpaТoк' 0 i l - вiдповi.цl'lo
як lt),ль i oдинllця в бyrtевlrх грaTкaх, с булевoю a'rгебpою.

oзначення (Aтoм). Нa eлeпtентaх бyлевoТ алгебpи вBeдеМо Пopя:1t]к

S: х < -t (} 1 '.1l = х' Аmoлlа.llll itaзBеМo нaйменшi ttену.rьoвi е.tеrlентlI бyле-
BoI a'lг9бpи Щolo ЦьoГo пoPяilкy.

Тaким чинoм, бy,:rсвi aЛГебpи цiлкo]v зBоltятЬся дo a-Цгебp пiдмнoжиtt.

Пpик.пaл. (Гpaткa, шIo }lе 3вoДитЬся Дo алгебри пiдrrнoжин)
Точнiше ЁIaведеNto приклаД гpaтoк, шlo не iзoмopфнi нiякiЙ а.пгебpi .:,4;

.U. . >. I.paтки < | а' b, с, d, е |; V, 
^ 

> зaдalti тaблиilяr,tи:

Часr'кoвий Пopядoк' щo Biдпoвi,laс ЛaниМ ГPa-гкаIl (.\ <'l с) r z .1'- 'т).
зoбрaзишto y вигЛядi гpaфa. PoзгляtlеMo Bllpaзи (b д с) v d i (h v d\l (|э v с}..

(bдс)vс|_ttvd*d.
(bv./)д(bvс):е'vе-е

l-aким чиtloм (b л с) v d + 1b v d\ь |b v с). L{е oзHaЧaс, lЦо дaнi ГpaТки
не iзoшropфнi нiякiй пiдaлгебpi алг.ебpи triдмнoжин, oскi;tьки в a..lr.ебpi пi;t-

i!,tЕlo)t{иll ,цля бyjlь.яких елeь,tентiв B, С. D спpaве,]-'lивi спiввifнotllення:

(Bn С) Q D _ (B v D)с,(B'' С\,(8U С) г, D - \B'.) 1))u (В,^ С).

vabсdе
aаbсdе
bbeeее
(г0.Aё

ddееdе

ll



Iрyпи i напiвгpупи

oзнaчення (Haпiвгpупa). Алгебрa <А, * > нaзивaстЬся ttаtliвzpуnoкl.
яNlцo опepaцiя * зalовo-rьняс вJaсl.иtsoсгi асoцiaтивнoстi, тoбтo .f-lя dyдЬ-
яких е'.Iемеt{Tiь а, b, с -: l викoнyсться с t tb * c): (а* b) * c.

oзнaчення 1Монош). Aлгебpa <А; *, | > }Iaзивaсться .ltoнoi|do'lt, як-
шо oпеpaЦiя * зaДoвoльняс влaстРlвостi aсoцiaтивltoстi. a 1 с o.циничниivl
е.IIеме}iтoМ rцoдo опеpaЦii *, тoбтo .Ц"пя бylь-якогo еJIеМентa a . l викoнv-
с,ться l*а_с1 *1:а.

IIpиклaД (Мoнoiл). Пoкaжемo, щo мI{o)l(иltа усiк послiловностeй си.
ьrвo"riв а, b, с,... , Bключa}oч}l пopoжI{ro пoслiдoвнiсть, з опеpaшiс|o кoнка-
ttlенацi.(пpиписyвaння слiв) i з поpoжньoю пoслiдoвнiсткl як o.1иничний
еЛеМсHт с мottoцoм. Дiйсно:

-Дaнa МIloжинa зaMкнyта щoДo oпеpaцiТ кoнкaтенauiТ;
.oпеpaцiя кoнкaтенaцii oЧеBиt{o aсoЦiaтивнa;
-пopo)кнс слоBo с oдиI{ицеIo щoДo oперaцii кoнкaтенauiТ: пpиписy.

вaння лopожнЬoгo сЛoвa не змiнlос вихiдногo слoвa.
}{нoжипa yсix тaкиХ пoслiДoвяoстrй нaЗиBarтЬся N,tнoжиЕiolo с"liв в

алфавiпli \а' b, c, ,..}.

Теорема (Пpeлстaвлення скirrченпих моноiдiв). Бyль.який скiн-
чснниl.. МoнoiД, tЦ0 iзoМopфний мoнoiлy' нoсiсшt якoгo с мнoжиtlа вiлoбpa.
жснь деякoi скiнЧе}tнoТ N{t{o)кини IIa сeбе' oпеpauiя * с кoмпoзицiсto
вiдобpажень' a | с momoэюнllv в id oбpа,-lюе|lr1Я\|.

oзнaчення (Гpyпа). Aлгебpa .А: *,-,,l > нaзивaс'гьcЯ еpуt1oю' Я1<IЦo

опеpauiя * зaдовольttя€ влaстиBoстi aсoцiaтltвнoстi, 1 е oди}lичtlиIЙ eлеМeн-
.гoМ щ0дo oпepaцii *, {1-l € унapнoю oпepauiсto, rцo.цaс oбepнений eЛеIltеI{т

ltloдo сIlеpацii.*, тoбто для будь-якoгo елеМентa а с А викoнусrьсЯ спiBBiД-
Е{сllllеt{кя а * а., _ а-' * а = I.

Tеoремa (Пpелстaвлеllt{я скirrченних гpуп). Бy.Ць.якa скiнЧенrra
гpyпa iзoмopфнa дeякiй гpупi' нoсiсм якoi е мнoжинa' oпсpauiсю * с лoбy.
тoк пi:стaнoвок. I с тoТoжtloЮ ttiдстaнoвкoю. олeраuiс.rо 

., 
с обеpненa пi.r-

сTaA{oBкa.

2 БУлЕBI ФУI{кцI[

2.l Пoняття булeвоi фушкцii

B куpсi МaтеМaтиЧI]oгo aнaлiзy BивЧaIотЬсЯ фyнкuii, oблaсTЬ визнa.
чеtil{я яких с дrякиМи непеpеPBниМи МнoжиHaМIt' B ку'pсi )l{ Дискpе't.нoi мa-
темаTиKи BиBчaютЬсЯ функцii, oблaсть BизI]aчеIlнЯ яких € duскpепltttllu
NlitoжишaN4и' нaliПpoстiшoЮ. oдHa,i нeтpивiaпьнoю З Яких, с },t}to)l{иHa з .цBox
елемeнтiв.
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oзнaчення (Бyлeвa фyнкuiя). Бу',tевoltl функz\iсto вiд rz aргyшrентiв
нaзивaстЬся фyнкшiя/з t1-2o c.rcПetЯ Мt{o)I(иtlи {0, 1} у мнoжиily {0, l }. lн-
aкЩе к"]'I(yчи, булевa функuiя - uе фyнкuiя' apгyМeнти i знaчсltня якoТ нa-
лежaTЬ Nlнoхинi {0, l }. Мнoжинy {0, l } бyлемo нaдaЛi пoзнaчaти як B.

Булевy фyнкuiю вiл и aрryмeнтiв мoжнa poзгJlядaTи як tt-.lticну aлгеб.
paiннуопеpaцiro lra мнoжинi B'Пpи uьoмy алгебpa <4l Q>, дe О - МIioжи.
нa yсiх Мox(лиBих бyлевих фyнкuiй, нaзиBa€TЬсЯ anzебpoю лoеiкu.

Скilrчellнiсть oбластi BизнaЧeння функшii Мar вaжливy пеpевaгy _ тaкi
фyнкцii. мo)кI{a зaдaвaти пеpеpaХyвaнняNt знaченЬ для piзниx знaчeнЬ apl}_-
меrtтiв' 

.Гобтo, 
щoб зaдати фyнкцiю вiд п змiнниx, тpебa визнaЧиТи знaчеIt-

ня фyнкцiТ ,цЛя кo)кIloгo з 2, |i нaбopiв' [i знaненI{я зpyЧ}ro зaписyBaти y
виглядi тaблицi, y лiвiй чaстиtli якoi poзтarпов}ToтЬся y лeксикo-грaфiннoпly
пopядкy двiйкoвi Bектopи дoвжини n, aу пpaвiй чaстинi _ знaЧевt{я функuii
нa них

,{ля бyль-якoгo фiксовaнoГo вПopЯдкувaння нaбopiв лoГiчt{a фyнкuiя
и змiнних пoвнiстю визнaчaстЬся векгoр-сТoвпцем свoix значеI{Ь. poзмipнi-
сTЮ 2,,' Звiдси 

",с,o 
l P2(и) l piзниx фyнкцiй r змiнних .пopiвнюе .tислy piз-

них .цвil-lкових вектopiв .цoB)l(иItи 2,', тoбтo 22,, ' Haбopн, нa якl'tх f = |,

Ita3иBaЮть оди[I],IчниMи нaбоpaми фyнкuiТ .f, a мнoжинa oди}lичних нaбopiв
- odulлtчнoк> мнoэlсuнoю f. Biдпoвiднo нaбoри. Де "f 

:0, llaзивaкlть llу.rlbовlt-

мu наfupaмu.
Мнoжинa B мiстить двa елементи - iх

функuri вi,ц нyля, тo6тo пopoжньoi мнoжини,
mо нул'I i кoнcmанmа oдиницi.

Фyнкuiй вiд oднiсi змiннoi Чо'гиpи: це кoнстa}iТa IJJ--Ця' кotiстaнтa
oдиницi, momoасна функцiя, тoбrо функuiя, знavення якoi 3бiГa€TЬсЯ 3 ap-

гylvtеt{т0М i фyнкuiя 
.,ЗаnеpеЧення''. Зaпepе.tення бy.aeмo пo3нaчaти симвo-

Мo)кнa poзгЛядaTи як булевi
i тaкиx змiнtlих ЯК Кoнc|nан-

ls

)( X, х х- г
0 0 t(0,0,...,0.0)

U 0 n t(0,0,.,.,0,r )

U 0 I n (0,0,...,I ,0)

0 0 I f(0,0,...,l,l )

0 0 f( l,l,...,0.0)

0 I t( 1 ,1 ,...,0,1)

I 0 Г( l 
'1 '...' 

1 '0)
I г( l, l,.... l 

' 
l



'цoN{ .як yнapну oпеpацilо. Iiaведемo тaблицro Цих чoтиpьoх фyнкuiй:

Фyнкцii вiД Деякoгo числa змiнних N!o)l{нa poзглЯДaти як фyнкцii вiд
бiльщогo числa змiнниx' Пpи цьoМy знaчення фyнкцiТ не змiнtoсться пiд
час зМ]1lи цих...цoдaTкoвих'' змiнних. Тaкi змiннi ЧaЗивaЮтЬся фiкmuвнu"uu,
на вiДlriнy вiд iнulих, Щo с iсmomнцvu.

. oзнaчення (Фiкгивнi й iстoтнi змiннi). Змiннa х, нaзивaeться фiк.
muв н o lo ( несyттевoto) змi ннoю фyнкuiifl,t 1,..',хn), якщo

J(х l ;'',х,- t, 0, х ;. 1,... *t n) _ 
/(х t ;', х,. l, 1, х ь t ;.. J u)

ДЛя бyдь.яких зI]aчеIlЬ X l,'.. > X r ], X,* 1,,',, X n'
Iнaкше змiннa,r, нЕtзивaCться iстoтною.

€ ruiстнaдцять фyнкцiй вiд двoх apгyмeнтiв. Нaйбi.;rьrш вxивaнi з них,
тобтo тi, шlo iстoтнo зa-ЦежaтЬ вiД oбoх змiнних, нaBе.[еНi у Taб.Tицi нllжче.

.ll 
1

^7
& X2 lц v х; il х.l эхz

lПГ'
х1 Ф.r2 L-,ъ -.] F,з,

0 U 0 0 1 0

0 I 0 0 I

I n 0 I n 0 I

I I I I U I I

I{i фyllкцiТ зaпI{сyються як бiнapнi oпepauii, oпеpauiя х1 & х2 нaзивa-
с'гЬся fidн'юнкt1iею, опеpaшiя I1 V -1.2 * duз,юнкцiсю, ollерaЦiя х1Э х2 (зyстpi-
чaCтЬся ще як х| -+ x:) _ i.ltn.liкаt1iсю. oпеpаuiя jfl 

= X2 - еквiваlенmнiсmlo'
oперaЦiя х1Фх2 _ суt|oto за мod1,xg.ц dсa, oпеpаui Я х1 i х2 - функцiсto
шntpllх-I1Iефepа.

Знaчення нyля i oДиницi чaстo iнтеpпpетyrоть як ,.xибнiсть'' i ..iсти-

щ,''. Звiдси зpoзyмiлим стa€ Ilaзвa фyнкцii ..зaпеpеяенtlя'' _ вoнa змiнtoс..хибнiстЬ', нa ..iстиtty'', 
a ..iстину'' нa ..хибнiсть''. Зaпеpенення ЧитaстЬся як..нi''. Кoн'юнкцiя читaеТься як ..i''. !iйснo, кoн'loнкцiя .цopiвнioс oдинrlцi

тoдi i тiльки тoдi' кoли piвнi oдиниui i пеprua i дpy.a змiннi. Кpiм;с1 & х2зa-
сTo BикopистoByIотЬ пoзI{aчення х1А.х2 oбo xl. х2 aбo хlх] aбo min(.т],;r2)'
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.[,из.tонкuiя читaсться як ..a6o.', тoбтo диз'юнкшiя ropiвнюс oдиницi тoдi i

тiлькитодi, кoли piвlli oдиницi пеprпa aбo дpyгa змiньri. Iмплiкaцiя oпt{сy€
той фaкт, Щo 3 хI BИПЛИB&€ Х2.

2'2 Cyпеpпозиuii фyнкшiй i фoрмyлп

oзначення (CупеpпoзlIuiя фyнкшiй i фopмyли)
Суnеprulзuцieю функцiй f,,',.,f,, нaзивaсTьGя функuiя f якa oтpимaнa

пiдс,гaшoвкoro uиx фyнкuiй oднa в iнu;y й пеpeймeнyвaння змiнних.
Фop.l,tулclкl HaзивaстЬся виpaз' щo oписyс сyпеpпoзицirо фyнкuiй.

IIpиклaди (Cyперпoзиuii i формули функцiй):
. функuiяlх,\) = в& n € суIlеpпoзицiсro фyнкцiй-i &;
- фyнкцiя cв'у): х@(.тvy)€супеpпoзицiсio фyнкцiй@ iv;
- фyнкцiя h(х,1,, z)=(х &у) Фzесyпеpпoзицiсю фyнкшiй Ф i&.

Hехaй зaдaнa Мнo)кинa (скiнvешнa абo нескiнченна) вихiдних фyнк-
цtЙ I=\fl '.,.,fn,,...}. 

Симвoли змiнних Хl,..., Хn,'.'бy,1емo BвaжaТи фoplу-
лсlмu "1uбuнu llуJ|ь. Фopмулa F мaс г'lибинy /'+1, ЯкЩo -Е мас вигЛЯд

f,(F,,,, ,F,,), леJ е Z, п.- Числo apry\{eнтiвf, a F,,',,, F,, - фoрмyли, мaк-

сиМarlьнa з глибин яких.цopiBl{iое k. F1' ..,, Fn, . нaЗIiBaютЬся nidфop,му'па-

мu F.'.Гi . нaзиBa€TЬся зoвнiulньoю а6o еo.цoвнoю onеpаlуiсю фopмyли F'
Haпpиrлa.Ц, .fz (хt, хэ, х3) - uе фopмyлa гли6ини o,цин..Д \f1 $l, хt), fz |хt,
fз@l,хi} - фopмyли гЛибиI{и три. Haдaлi фoрмyли бyлeмo зaIrисyвaти в Тх

зBичнol1y виглядi, де 3нaки фyнкцiи стoяTь мiж аpryментaми, Тaкий зaпис
нaзивaЮть iнфiксним. Тaк, нaприклaД, яKЩofl. дlrз.юнкцiя; y' - кoн'юнкuiя;

Л - дoдaвaння зa МoдyJtеМ .цвa' To нaведенa вище фopмyлa буле МaТи тaкий
вигляД

(х3 v х7 ) Ф (хl &(хl @ х,.)).

Bсi фopпryли. шo пoбyлoвaнi тaким чинoM. i мiстять сиМвoли зМiн-
них' д)жки i знaки функuiй мItoжи}Iи J нaзивaютьcя фop-tlулалlu наd Е.

Пpо фоpмyлу' щo oписyr функuiю, гoвoряTь' Iцo вoнa pеa,riзyе цro

фyнкuiю' Ha вiдмiнy вiд тa6личнoгo ЗaB.цaння oпис фyнкцiй фopvулoro не

сдиний. HaпpиклaД, функшiro Шеффеpa Мo)кнa oписaтt,{ фopшty.пoю:

'1 
uiэ a6o цц,

a фyнкцiю стpiлки Пipсa_ фopмyлaми: .т, .т, aбо X1Y X1 .

Фоpмули, що oIIисy}оть однy i тy ж сaМv фyнкuirо, tlaзиBa}отЬ еквiва-

л е н m t l DJl u a6o p i вн o с ttпьн шllu' tiaлpиК Лa.!, l|'t 
1 1 ft t' х ) : 

f l JJ.1.:. 1 1 I.:. ..**l*^.*-*1
t

t,!
*; .**j

t'7



Haведенi нижче спiввiднotпення Мo'кyтЬ бyти пеpeвipеtti пpямим
пopiвнянням зIlaченЬ фyнкцiй y лiвiй i пpaвiи Чaстинaх спiввiдноrпень нa
1 сiх мож.rивих нaбopaх apгyментiв'

ХVy=yVх;
х&(y&z)=(х&9&z:
хФ(yФz)=(хФу)Фz;
х&(yvч:ч&y)v(х&z);
k&!-nv.!;
Х =y-_(х&y)vti&r);
х&0=0;
xVх=х;
хv0:х;
xФy=(*&i)v(i&y);

2.3 !вoi.стi фyнкцii

Симетpiя 0 i l нa множинi 8 привoдить Дo I1oI{я,ггя двоТсr.oс.r'i.
0значення (;tвоiстa фyнкuiя). Функuiя g(хI,.'..xn) = iт:т

нaзиBaeTЬся dвo|сmoю функцiсю дo фyнкцii/ i пoзнaзaетьсяf. '

Приклaл (flвoiстiфу-нкцiт). 1х &1,)' --.Б )-.т VJ..

oзнaченвя (flвоiЪта .цo Двoi.стoi фyнкuii). Функuiя, Щo двoiс'r.a дo
двoiЪтоТ фyнкrдiТ/лoрiвнюе сaмiй фyнкuii/

Дoвeдення. /(хr, 'х,) = "f 
(хl ,.'.,х2 ) : f ri,,..,i l =fхr,'..,х,).

хФy:yФх;
хv(vvz):(хvу)vz;
хvQ'&z):(хvfl&(хvz);
х&х:х;
d2-;а.,;
х& x =0;
х&l=x;
хvх=l;
хv 1= l;
хЭy= -т V ],

PoЗгЛяllемo, Щo вiдбyg.g1ься з тaблицею двоТстoi фyн*цii. Зaмiнa нa-
бopу (:1,...,x,) нa ( i,..'., i n) вiдпoвiДaс,.пеpевеpтaltнrо,, тaблицi. {iйснo, нa-
бopи (l1,'..,х) i (i,,...,i ,,) poзтaruoвaнi симетpиннo щoДo сеpе/циI-lи тaблицi.
Тепеp зzulиruaетЬся Зaстосyвaти oПrpaцiю зaпеpенення дo pезyЛьтar.y функ-цii, тo6тo пoltiняти 0 нa 1 i 1 нa 0. Тaким чинoм векTop ЗнaченЬ функцiТ,двoiстоi дo виxiднoi, oтpиМyrТЬсЯ з BекТopa вихi.цнoi фyнкuiТ n"pйp,u"-
llям i зlмiноrо 0 нa 1, a ] нa 0.

Приклaд (Bекгop двoi'стoi фyнкцii). ФyнкuiТ х & у,i .r v 1'. ц1g
ЗallaЮтЬся BeктopaМи зJ{aчellЬ (0,0,0,l) i (0, 1,l,1), ,цвoiстi oднa дo Ьднoi,
Тaкож ДвoiстиMи € .r Ф y i х = y, Щo зaдalоться Bектopa]Йи (0, l' 1'0) i ( 1,0,0, l ).
Кoжнaз фyнкцiи.т i i (вектopи (0, l ) i (l,0) вiдповiднo) двoiстa сaмa сoбi.

' lеoремa (Пpинцип лвoi.стoс.r.i). Фyнкцiя' шo двoiстa лo супеpпозиuiТ
функшiй, лoрiвнюс сyперпoзицii лвoiстиx функЦiй. Тoчнiшrе:
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дoBе.ЦеII$я.

fn(f,,,.,-f,,), : 
JЬ- {|-;, .,f,,"),

(ft$ t,,,,х,),,..,f,,(хl,...,х,)).:

= .fo( fl( \ ".,, 
хn ),.,, f,( х1,..,X n ) =

= fo( ft( ц,..,,i, ),..., f,(i,'..,i ll =

= fo( fi * ( х1,..,х, ),'., f,, * ( \,..',X n ) =

-- fii (f'- (*,, ..,*,,),,,f^' (х l,,.'' х, ) )

2.4 Poзкладання фyикцiй за змiнннми

Bведеlto ПoзнaЧеI{ня:

|х,я*щoo=О
i
| х, якttlo o= 1

-L-

Tеоремa (PoзклaДання у Диз'юнкuirо). Буль-якy функuiю. l(*,,''',* n,)

.aля будь-якoгo и (l S n < m) мoжнaoписaти y виглялi

/(" ь'..,'^) = i'o .Y..,o ,.''*,o, 67 & хoo n & flo1,..., ou, Хn' l,...,х *).

.i{,оведенпя. Пoкaжемo, що .цЛя бy,lь-якoгo нaбоpy знaченЬ змiнниx
(x1,.'.,х,хn'1,...'x,,) знaненtlя лiвoТ i прaвoТ чaсTин збiгatoгься. Biзьмеrro фiк-
сoвaltий нaбip (х1,...,я6Xn*1,',',X1,), Poзглянемo виp&3 хi t & . & -т,, ,,. Якщо
oдпе зi зЕaЧе}lь хi"; доpiвнюс нyлtо' тo i весь виpaз лopiвнroс нyлro, Тoдi i

BИpn3 .v1o1 & ,.' & X,nu & flo1,...,On,х,*l,.'',х^) дopiвнrос нyлio' oдинишi ж
BИpo3 'I1б1 & .,. & хnon дopiвнюс тiльки B тoМy Bипaдкy' як[to ol : X|, ''', бn

=хn. Пpи uьомyf о',...1On,Xn+1,,..,Хц) = J(х1,...,х,,х,'.l,.'''Х,,).Таким чинoМ' знa-
.rеriня пpaвoТ чaсТини зaвя{ди дopiвнюс Л'r,..',**), тoбт'o знaченtlю JIiBoТ чa-
стини.

Tеopемa. (PoзклaДaння y кoн'юнкцiю). Будь-якy фyнкuirolх t,''',х.)
ДJtя будЬ.якoгo n (l < n3m)мoжнa oписaти y виглядi

!(х t,,.,,х'): J,, 
& 

o,,'!х l o 

l у,.' Y Xn o 
n v /( o1 -,., o',,х,, - t'...'X u,).

Poзклaдaння tro Bсiх змiнних дa}oтЬ сyпеpпoзицiю кoн'roнкцii,
диз'кlнкцii i зaпеpенення.

Haслiдoк l. (!,oскoналa диз'roнктиB}Iа rroрNrа,пьна фopмa). Бyль-
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якa фyrrкцiя/Мo)ке бyTи oписaнa y Taкiй фоpмi:

V
lU t,..,,',,) = i l' 1 ..'.. о,''х:ot & ... &' n,o o, & fl'o1,,'.,o^) =

V
= iс1..,''.:',. ]:.iiс1 .т'.. i ,1;g'б' & .'. & хn,o o,

IlаслiДок 2. ( !.oскoнaла кoн'Юtlктивнa вoplrtаль}ra фopМa). Бyль-
якa фyнкцiя/мoже 6yти oписaНа y тaкiй фopмi:

t-L\
1|r,,''..х^) . .'',.. ,. -.') ',, ] '.. l . .: 

'', i=il,, o 
lУ ,.. УХn' 

on'

Taким чином, бyдь-якa бyлевa фyнкцiя мoже бyти oПисaнa сyпеpпo.
зицiсю кoн'tонкцii, диз'юнкцii i зaпеpе.lення. PoзкЛaДaння зa всiмa змiнни-
}iи B lиз'roнкцiЮ нaзивaсться doскoна,,|oю duз'юl!к||1uвнoю 11Оp,\1аxьнoк)

фоpмoo (ДДHФ) фyнкцiТ, a poзкЛaдaння в кoн'Ioнкцiю - doскoналoю
кОtl, ЮнкmuвнОЮ 11op.14(Ltь| loю фop,uoю (,цКHФ)

{oскoнaлa диз'ЮнкTиBнa i кoн'юнкТиB}ta нoрil'{aЛЬнa фopМи ДaютЬ
спoсiб oписyBaння бу;lевoi функrrii неpез сyпеpпoзицilо кoн'toнкшii'
:lиз'roнкцiТ i зaпеpенення як1цo B нaс с тaблиЦя знaЧеI{Ь фyнкцii.

IJ-[oб oдеpжaTи /цoскoнaл}, диз'Юнктив[Iy t{opМaльнy фopшly, тpeбa
взяти rсi нaбopи, нa яких знaЧення фyнкuii дорiвнrос oдиницi i зaписaти

дЛя кo)кнoгo з tlих кoн'lонкцitо змiнних i iх зaпеpечеtlЬ. Якrцo в нaбopi
]HaЧеHJЯ -]еякoТ змiннoТ Дoрiвнюе нy..lЮ. тo uю .lмiнн1' тpебa взяrи iз зaпе-
peчеrrняМ' a якщo o.циницi, то ii тpебa BзяТи без зaпеpeченI]я. З oтриltaних
кoн'toнкцiй тpебa по6yлyвaти Диз'loнкцiro.

IJ-{oб oдеpжaти ДКHФ' тpебa yзяти всi нaбopи, нa яких знaнеttня фyн-
кцii дopiвнюе нyлrо i зaI]исaTи дЛя кoжнoгo З l{иХ ,циз'Юнкцirо змiнllиx i tx
зaIIереченЬ. Якщo в нaбOpi знaчеI{Ilя деЯкoi змiнноТ дoрiBl{Юс нv.;Iю, тo цЮ
зпtlннl.тpебa взяти без зaПереЧеннЯ. ЯкrЦo oдиницi. тo ii тpебa взяти iз зaпе.

речеrrн,IМ' З .циз'юнкцiй' щo вийшЛи, тpебa пoбyлyвaти кoн'roнкцiiо.

Приклaл. Пoбyлуеьro дoскoнaтIу диз'Юltктивttу нoрМaЛЬнy фоpмy
фyнкuii зa.цанy y нaведенiй ни)t(Че тaблицi.

яких фyнкuiя дopiвнюс о.циниЦi
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( l.l,0), ( l, l, l ). Пеpший нa6ip лaс кoн.юнкцilо i а у а z, дpугиЙ _ .т а i..{'

&-z, тpетiй - х & у_& i, нетвеpтуtil - х & у &z. У peзyльтaтi o.Цеpжyсмo

(х & v& z)v (х * у а z)v (х & у & ;)v $ & у & z),

2.5 Еквiвaлентнi пеpетвopeння бyлевих фyнкцiй

Heхaй фyнкцiя J,1 зalaнa фopмyлorо Лl, a фyнкuiя f - фopпlyлoю 1i2.

Пiдстaновкa F1i F2 y диз'ю}rкцiЮ X1v X2 !4€ фopмy,ry Flv F:.Hехail, F1, i F2,
еквiвалентнi вiДпoвiднo F] i F2' Тoдi oтpимaсмo фоpмyлу F1, v F2,
еквiвaлентнy F1 v F2, IJ.е oзнauaс, щo .циз'Юнкцiю I'loжна рoзгЛядaти як
бiнaprry oперaцiю нa мнoжинi логiчних фyнкцiй, якa кoжнiй пapi фyнкцiйj
ifr нeзалежнo вiд видy фopмyл, y якiй вoни oписaнi. oднoзнaчrto стаBить у
вi.цпoвiднiсть фyнкuiio/ vy'. Aнaлогiчнo i кoн'юнкцiю шrохнa poЗгJlяДaТи
як бiнаpнy oпеpauiю, a зaIIеpеЧеflня - Як yнaрнy olrеpaцiЮ нaд функuiями.

Алгебpa (Pi v ' &. ), oснoвнolo МнoжиlloЮ якoi с yсЯ мttoжиНa .1o-

гiчних функuiй, liaзиBaсTься 6улевoro aпzебpoю зoaiннuх функцiu.

oснoвнi влaстивостi булевшx oпеpaцiй:

о Aсoцiaтивнiсть:
х1 {х2 х) = (х1 х) х j; (;r1v х2) VХ3 - J7V (х2v х3).

r Кoмyr.ативнiсть; X1Х7_ X1X1i Х1v X2 = Х2У X1.

. о {пстpибутнвнiсть кoн'юнкцii щoДo ди3'юнкцi'i:

х1 (X;V хз): хtX2V X1Xj.

о fистpнбyтивнiсть Дпз'юнкцii щoдo кoн'юtlкцii:

x/ V (х]х3) = (x, v х2) (;r7 v х3),

о lДемпoтецтнiсть: хх _ х J. хv х : х.

r Пoдвiйне зaпеpеЧе]ltlя, tr = r'
. BлaсTrrBoсTi кoнстaнт:

х & I= х,. х &0 : 0; хv t: 1, хv 0 = х; о= l ;j =о.

r ПрaвилaдеМopгaиa: X1Х2=XI v х2i хlv X2:X1 Хэ,

с 3акoн пpoтиpiння: .ri = 0.

l Зaкон..BикЛюченoгo тpетьoго',z хv х = ].

Еквiвалeнтнi фopмyли дoзBoЛЯЮ'tь зДiйснити зaмiнy о.aнiеi фopмyли
еквiвалентною tй iнrшoю фopмулоrо. I-{е твердженНЯ с npав|Lтo.+t зсL+tiнu пid-

фop.ttу:. Bi.цзначимo piзниuю мiж пpaвилaми пiдстaнoBки i зaмiни. Пiд чaс

пiДстaнoвки змiннi зaмiняЮться нa фopмyлy. Фopмулa шtoже бути бу.ль-
якoIо' аЛе неoбхi.цнa o.цt{oчaснa ii пiдстaнoвкa зaмiсть усix вхoджень зМlн.



нoТ. Пiд чaс зaмiни пiлфopмyл мoжe бу'ги зaмiвенa б1'ль-якa пiдфopмy.la,
прoте nе нa бyль-якy iншy, a тiльки нa eквiвaцентнy Тй. Пpи шьoмy зaмiнa

усix вхoджень виxiдtloi пiлфopмyли не oбoв'язкoвa.

Ilpик.lraл. Нехaй ьlaсмo Хf l=X1 v x:. Зaпliсть -тl niдстaвl,lMo хi xJ

oтpимaсмo такy фopмyлу i х!х3х2=Х!ХjУХ!, тoбтo двi фopмyли нe еквl.
вa-,Tентнi вихiднiй, aлe еквiва-.lIeнтнi пliж сoбoю. Пo.гiм в rrpaвiй чaстинi

oтpиN{аrioгo спiввiднoiшення *,': зal.liнимo еквiвaпентною фopмулоIо

-r/V.тJ' a в oтpиI\,raнoмy виpaзi 'r1 зaмiнIlмo нa х. ТoДi усi фopм1,ли в

oтpиманiй пoслiдoвнoстi пepетвopень:

хlхзх1 Э хtх3 v х2эх I V хJ Vх?:э х! v хз v х2

бyл1 rь eквiвaлентнi' Тaкi пеpeтвоpeння нaзивaютЬся eквiвuзенmнtLvu nepе-
mвopеF'няuu.

Рoзглянемo oонoвнi еквiвaлентнi пepетвopеtlня бyлевoi aлгебpи. Biл-
ЗнaЧиМo) шо y бyлевiй алгебрi пpийнятo oПyскaти l:l)кки aна;roгiчнo Тх

oпускaн}tЮ для oпеpaцii lинo]кеt{l{Я в apифметинних фopм1.лaх' тoбтo пpи
послi,lовнoмy викol{aннi ДrкiЛЬкoх кoн'юнкцiй aбo.циз'юнкцiй i кoли вони
с зoвнiшнiпtи дy)ккaМи B кoн'юнкцii.

r fnpgщeння фopмyл:
a) Поatuнttнttя:

Х V .t),'= х: x(х v !)= х .

Д.ця дoве.цення пеprпoi piвнoстi зaсToсoвyЮТЬся пос.liдoвнo леpцIa
в.цaстивiсть кoнстaнТ' дистpибуз.ивнiсть кoн,Юнкцii щодo диз'юrrкЦii, третя
i пoтiм пеprпa BЛaсTивiсTь кoнстaнт:

х V J).= х & ] v ху = х(I 
'e)=.1 & I = х.

{ругa рiвнiстЬ .цoBo,цитЬся пoслiдoвtrим зaстoсyвaнням дистрибyr.ив-
rtoстi кoн'tонкцii tцoдo диЗ'юнкцii' iдемпoтerrтнoстi i пrpшIoТ рiвнoстi:

.т(х v y,}=.Y,т V -r:}J = х V -т.y = х.

b| Скleюванl|я: '\уv rу = r .

Д'oвеДення: *.1' 
"д =х(y v y)='* l =...

сl У\а?tL\b'rене ct{\еtoвol\нJr: х: u 1', u rу = *, u )', '

,Д.овoДиться Зa il'olloМoгoю poзЩеплекrrЯ, тoбтo зaсToсовy}oчl,( ск,rlеЮ.
BaнI{я B ЗвopoтIry сTopoцy' i дpyгoi piвнoстi пoГлI.{нaн}tя:

". 
u у, v х), = х: u у= u ху'v.т) -. = r= u 1'i
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г1 хviy=XУ!.
о ПривеДeння Дo Ди3!roнктивнoi нopмальнoi фopми (ДнФ)
oзначенtlя. Елeмен mаpн шl|It кoн, юнкц iя,llu нaзива}oТЬся кон'tоIlкцii

змiнних aбo iх зaпеpеЧенЬ' у яких кoя(нa ЗN'{iннa зустpivaеться I{e 6lлЬЦtе
oДнoгo paзy. ffiФ нaзиBa€ться фopмyлa. щo Мaс вигляД диз'юirкцiТ еЛеМен.
тapних кoн'rонкцiй'

Пpиведення дo ДlIФ здiйснtoсться тaкиМ чинoМ. Слонаткy y вi.цпoвi-
дl]oстi з вJtaстиBiстЮ гloдвiйнoгo зaпepеченI{Я i пpaвил де Мopгaнa yсi
зaпеpeче}I}lя ..опyскaються'' дo змiнних. Пoтiм poзкpиBa}oться дyжки, y
вiдпoвjднoстi з влaстивiстю iдeмпoтентносTi, зaкoну пpoТиpiччя i зaкorty
..BикЛючeнoгo тpeтьoгo'' видaляIоться зaйвi кoн'tонкuii i пoвтopетtня змiн-
I]иx y l(oн'юi{кцiях. Дaлi з}IиlцyloTЬся кoI{стaнти.

_ г _v_ _\ _ t_- _\
= ху v х1,pt v у Z g v z l= ху v x;'(х1 v у v z v х z v у z }= J-v V -r.},: =

=.ytх v хZt= ху у у' '

Бу.rь-якy .{HФ можнa приBести дo ДДHФ poЗщеплеll}lяпt кон'tонкцiй'
якi мiстять не всi змiннi' НaпDиклaд:

r-v V,.lr? = х)''z v х|,z v хNz .

Якщо з фopмyли Л7 3a ,Цolloмoгоtо еквiвалeliтних перетвoрeнь мO)кнa
oтpимaTи фopмyлy ^Е2, тo iз .Е2 зaстoсoвytoчи тi ж сaмi еквiвa,.lентнi сlriв-
вiднoшення l\,lo)кнa oтpиN4aти Л7, тoбтo бу.uь-якe еквiвалентне пеpеTBoprння
с oбеpненим'

Teоpема. \ля буlь-яких дBox еквiвалентних фopмyл Ft i Fэ iснуlоть
eквiвaлентнi пеpетBopення F1 

'l, 
F2, якi oснoвaнi нa спiввiднoшеннЯх oснoв-

ниx вЛaсТиBостel"t бyлeвих oпepaцiй' .Ц.iйснo, пеpетBoриМo F1 l F1 y ,цlI'HФ.
oскiльки F| i F2 eквiвaлентнi, тo iх ДДt{Ф збiгaюr.ься. oбеpтarоuи лpyrе
Пеpeтв0peннЯ' oтримa€мo IIеpетBopення :

Лl Э .Ц.L[}tФ :э &.

IIривеДeпня дo кoн'юЕктившoi нopмальнoТ фoрмя (кHФ)
Аналoгiчнo ДHФ кНФ визнaчa€ТЬся як кон'Юнкцiя елешtентapl{их ди-

з'roнкцiй. Biд ДHФ дo КHФ перeйдемо тaкиМ Чинoм' Hехaй ДHФ Л Мaс ви-
гляд Л = К1V .''V К,,, Д€ кt, ..., к,l . елеМеt{тapнi кoн'roнкuii. Фopмyлy

kl 
" -', ц I]риBедеМoдoДFIФ К'lV .'' v к.. Toдi



F --k1v.. u kr,.-l"* - .,,=k' k' k",

Зз лpaвилort Jе ]\,lopГaнa 3aПеpсЧсння елеlllеtilaрHих кoн.к)llt\Uiй Пr.
pеТBopЮютЬся B слеМeнтapнi диз,roнкцii. цo i дaс К}IФ.

llрllклaл. -т-},'V Ц,V irz =.т-}'V

= "Т")] V Чz
./ \

= (х'z -r',}.т v },v z)

Aнaлогoм ДДLlФ с доскoнa.la кoн'ЮнктltBilа нор]\1a.i]Ьl{a (рopNla

(ДкнФ)' кoжнa еJlеМенTapнa функuiя якoТ МiстиТЬ \'сi зNIiннi. С.tинa фуrtк.
uiя. LЦс rrе ьrаt flКHФ. - КoHсTaHla oJиHицi.

2.6 Бyлевa аЛгебрa i теорiя }llloii{ин

Бyль.якa eцгебpa тигIy (2. 2. l ) нaзивaсТЬся б),ЛеBoю eлгсбрoю" якl;lо
i I oпеpаuii. ]a.]oвоЛЬHяюТЬ сIl i ввiJнoшеH l]я в.laсти Boс l ей б) .,lевиN oПсГalri ii.

B a;rгебpi МI]o)кин еЛеN1ентaNlи с Пi,lNlнo,кllни фiксoвaнoТ \{!ioжllH}i U, oпс-

paцiя & вrдlloвiдaс oпеpaЦiТ ПереТиrrv, V - oб'с]нaHня. оперaItiя вi.]пoвt-

дa€ .цoпoBl{еннЮ. l € сaМе Мtloжинa L/. a 0 - Пopoжня Nrножинa.

Ilропoн.vсiЬСЯ ПoКi,ili.-t.lИ сa\Ioсiiйlttl спрaве:.lиBiсlЬ сlIiBвiJн.'Lllсl|Ь. Яt'i

oПIlсуюl.Ь влaсr.ивoстi бу':tевltх опеpаuiй ]1Ля a.lгебp}l luI{oжllIt. .l'.Iя Цього
зьIiннi пoтpiбяo poзI..ilя,1a,Гl,| Як \4нoжllн!l.

Tеopема. Якшo l U ]= n' Тo бvлевa а-пгебрa (:]i(u); -. -. 1 iзovopф-

на бу.rевiй a-rгебрi (B,: v. &. ).

Теopeмa. Якщo l |" |= 2,,'' тo б)'.пeBa aлГебpa (:]l(u)..-...-. l ilorroрt|-r.

rra бr'левiй aлгебpi ф1 rlкriiй (Р.(лr) : v. &. ).

Birзнaчимo ще oДиl{ фaкт' який зв'яз1,с лoгiЧl.li сplнкrriТ з oснoвНtl\tи
пoltяттяМlj теopiТ ir'tпoжи!t: якi].lo (f-*) =| , тo fuI, . М': , .ЦiЁrснo. якщt-l
(l .*g)=l' гo,Ja виЗHaЧеHl-iЯМ ivпlriкаuir.(ф1 нкuiя (,/,) BиПЛивaс. Lцo нi .1.tя

якoГo нaбopу оне Moже бvти однouaснol(o) = l ig (o) = 0 Тor,tv, якillo
l( сг) = l. тo g (o) = l. тoбто, якlцo o- еivIf _> o с'|ig.,тo М1С.,1,1.. \, тaкo}lv
tsиПaj]ку Гoвoря1.Ь. шtl ф1.нкuiя /. i.ltп.,tiкt'е фvнкшirо .ч.

Яншo / е-lеMенТapнa кoн.юнкцiя. тo f нaзtlвatться i.ttп'titiсtttilto.tl g. А
якrцо пiс.пя BиДa.]lенtlЯ зlr,tiннoТ'/.Пеpес,l.a€ бути iпrп.riкaнТoM,ч. тo f traзивa.
С,тЬсЯ npoс, muлt i.t't tl'l i каtttllо.tt g'

lIапprlклa.п. лля ф1.нкшiiх (;; v;) кotl'юHкцiix.t. i.t.: с прoстi ir,rtt:liкaнrlr.
а.\.i; _ iпtп"riкaнт, a.1е не lIрoсTиt't. Biдзначимо, Цto бу,цЬ-якa кон'tL]l]кlllЯ
б1,;rь-яrioi Д'НФ дaнilТ ф1.нкuiT с irttl,,1iкaнтoм цiсi фr,нкцiТ.



2.7 Iloвнота i замкнelriсть

l]отепеp poзl.ЛяJlаЛись двa спoсоби зaдaннЯ лoгiчних ф1,нкuiri - тaб-
;ичний i формyлоro. Тaбличний сЛoсiб. який зaдас вi;tlIoвiднiсrь мiк .tвiй-
кoBltМl,l ltaбopaМи i знaчeннями функuii нa цих набopaх с унiвеpсa;rьниьl'
гtpoте tpoмiздким. Формyлa с кoМПaктниM 3aIlисoI\4, a.lе вoнa зalaс ф1.нкшirо
неpез iнrшi фyнкuiТ. 

.foму 
Для бу,ль.якoi сис.ГеМи фvнкшiй J виникaс пpирo-

Дне зa]]итaFIня: ни бу,1ь-якa лсlгiчtta фуrrкriiя мo;ке бvти oписaнa (loрr,rу'лoкl

у'систelti J.? Bиrце вкaзyвaлoсЬ' lцo систеj!'a J,, = 1*^ v. | зa.lовoльняс.

tli виvоги. Пoкaжемo' як вltpiutr,сться цL'lIиlaннЯ J.lя:oвiльнoТсисtсшtи J.
ФункцiоналЬнo пoвlli сrtсТе]vrи. Системa функuiй J назИBa€тЬсЯ

фvнкlуiона'эьt|o |1oвнoю cuсmeмoю' якщo бyль-якa лoгiчtla фу'Irкuiя мо;ке б1 -

Ти ollисal{a фopшrулоtо у систеlri {, тoбто с сyПеpпoзиt1iсю фyнкшiй iз сulс-

теми J Нarrpиклa.Ц:

l'Систeмa Е 
"= \&.v, } фyнкuiotlall,llo пoBнa.

2 Системи Д =i&' i i Д.=i". ) тaкoж фуrrкltioнaльно lit.lвнi. ,t.iйс-

tto. iз зeкoI'Iiв де Мopгaнa i пoдвiйltoгo зaпеpеЧеI.tltЯ в!lП'lиBa€' щo y кo;кнiЙ з

них вi.lсyтrtя ш1oдo систеN.rи J.' функuiя ]\to)I(е бYти otltrсанa ЧеpеЗ ,'1вi iнLui:

.\l v ,\'-. ''.i.\. .r, &,т.. _ \, ' . '

liv;rевa фopмулa 
",..-. ', 

i(.', v,х; }) сltсr.еr,ti J/ IIеpе!'ijlе -r.форrlул1.

-"/-т-1-t.'rJ.тJ, а y систеrri Д _ y фopмуЛ}/ х/ V'T; V .Т; V.тJ V rJ .

3. Системи )j= ii}(штpих Шеффеpa) iд, = l*| 1стрi.lкa llipсаlфу-н-
кttiоttanьнo пoвнi. oскiльки iз il v i.' aбo il.' i ', т'. aбо ', , r ' BllIIj{:i-

Bас. IЦо|

*=" i'=*'1,.т;.tl " '. =..J;=Ь.,.t,')i(,, j,',)l

',... = ..,д __ (,, 
'. ,l[., '').

Тaким чиноьl Ii 3Bo.ЦиТЬся Jo I1. a !1 .,lo I1

.] Систеьta f , =|& o' /| ф-vнкuiоtlа..lЬllо l]oвIla. oскi.Iьки i: = r Э 1 i

гсllr1, )'. звoдиТЬся дo Ji. Рoзl'ляFlеМo ,цеТaj]Ьtliшrе iJ в-'raстивостi.

Aлгебpa Жеraлкiнa i лiшiйцi фyнкuiТ. Aлгебpа нa.ц i\,rнo)киt]oЮ ЛoГi-

нtrих фvнкuiй з дBo\4a бiнaрними oперaшiяrlи & iФ називaсться сt.'t.'cб1lоttl

}'h,е,,а.lкittа' B a,rгебpi Жега.ткirta Bикoн),IoTЬсЯ спiввi.1ноlttснtrя:

т Ф-t. -.t, Ф.т; х|r,, Ф z1 =,-', Ф.тz: -т Ф х -. 0; -т Ф r/ - -i

?s



a тaкoк сrliввiдноЦlетIня бyлевoi aлгебри rltодo кoн'ЮнкцiТ iдешtпотеt{тнoстi
i кoнстaнт: х7(х2х3) : (x7х.')л3; х7.т.. : х2х7]хx : x; .т &l : x; х& 0 : 0.

Зaпеpеvення i диз'юнкцiя Bиpa)кaЮтЬся тaкиNl ЧинoM:

i :хФl; хvу:;, =1хФ 1)(yФ 1)Фl:хyФ.tФy'

Якщo в б1ль-якiй фoрмyлi a-rгебpи Жегaлкiнa рoзкpиlи J,'uжки i

зpoбитl вci мoжливi спpoщеtlня, тo oтpиМaсNto фopпlyлy, щo N{a€ вt4ГЛяI,
сyми roбyткiв' тoбтo ПoлirioN{ зa mod 2, Taкa фopмyлa llaзиBaстЬся
пoлiнo.iloм )Кeеa,lкiна для дaноi фyнкuii.

Пpиклади.

). х7i v iд.3 = *7,2 Ф iд, = x7(х-. Ф l)о (х, Ф 1)*з =

= х1х2 Ф х'х' Ф х7 Ф х3.

i.X1Xэ У х]х2 =х7.т. Ф(л1Ф /)(.r2 Ф 1)= I/ Ф.т, Ф /.

Tеopемa. /{ля бyдь-якoТ лoгiчноi фyнкшii iснvс пoлiтloм Жегaлкilla,
ПрI{ЧoI\{y еД14t1|1Й'

Доведення. Iснувaння ЛoЛiнol\,la }.же ДoBе.цеIIo BиIIIе. ,{ля дoведення
йoго с1инoстi дoстaтньo ПoкaЗaТи взаrМнo-oдтloзнaЧнy вiдповiднiсть пliж
N,{tlo)киlloЮ усiх функцiй вiД и змiнних i множиIlolо всiх пoлiнoмiв Жегa.r-
кiнa вir lr змiнних. Числo piзних членiв (тобr.o кoн.юнкцiй зМiнних) пoлi-
нoмiв вiд lз змiнних - 2,'(пopoжнiй пiдмноrкинi вiдпoвiдaс н'uен 1). i чис-цo

рiзних пoлiнoмiв, щo мo)кнa yтвopити з цих кoн'юнкцiй, дopiвн}o€ ч}rсЛy
всiх пiДмнoжиl{ Мt{oжиЦи кoн'юtrкцiй, тoбтo 2,, (поpoхнiй ПiдМнo}(инl
кoн'lонкцiй вiдпoвiдaс полiнoм 0).

.Iaкипr 
чинoм, Числo всiх пo;liнoмiв Жегалкiнa вiд ll змiнних лоpiв-

I]Юе чI-]слy всiх фу'нкl1iй вiд и змitrних. oскiльки piзним фу'нкцiям вiдrtoвi-
дaють piзни пoлirloми, тo це oзнaЧaс' Щo Мtlo)i(иrtaпr фyнкцiй вiд л змiнних
i полiнoмoм Bстalloвлeнa взa€Мнo oд}to3начнa вiдпoвiдtliсть.

Фyнкцiя, ДЛя якoj пoлiнoм Жегa.lкiнa I'taс вигЛяд r а' Ф y , Дe Gl, 7
piвнi 0 i l. нaзивaетьcя ,,|iнiйнoю Bсi фyнкцiТ вiд oднiсi змiннoi лiнiйнi' Лi-
нiйниьlи фyнкuiями вiД двox змiннltх с сyМa 3a mod 2 i еквiвa'reнтнiсть.

Зaмкненi клaсIt' Moнoтоннi функuiТ, Мнoжинa 
'&1 

лoгiчниx фyнкшiй
нa3иBaЕтЬся Зс|4кнен|Lu клаco.14, якщo 61'дь.якa суПеpПoзипiя фyнкuiй iз М
знoвv лa'lежить М

Бyль-якa систсМa Jлoгiчних функuiй пopoджус ,1еякий зaмкнений
клaс, т0бтo тaкий клaс, який мiстить всi фyнкцiТ, якi пlожнa oТpиI\1a'ги сvllе-
pпoзиliями iз J Taкий кЛaс нaзиBа€тЬcя Зafu|uкаItняуt Е i пoзнaчaсться як

[Jl. orевиднo' щo якщo М- зaмкнений клaс, тo[lvll:I,f, a якillo М. фyнк-
цlo}Iaл'Itо ПoвIla систеМ a, тo |lv|l: P 2 .

/t\



IIpиклaли.
]. Мнorrсинa всiх диз'ioнкцiй, тo6то фyllкuiй BИ.{} хiV,..,'Vх,' e зa-

МкlIениМ кЛaсoм.
2' Mнoжинa всiх лiнiйних фyнкuiй C зalllкненим кJIaсoМ, t'lскiльки пiд-

сТaнoBкa фоpмyли 2 а' Ф 1 y фoрмy.lly Taкoгo >i видy з}ioвy .цa€ фopмулy
тoгo с€Ntoгo видy.

Фyнкцiя .fi',, ,.', хn) нaзивaеTЬcя мoнomoннoю' ЯKЩo для бyдь-яких
.цвiйкoвlrх вектopiв оi гltoвжини л iз тoгo, щo oS тэf (o)sf (r). Клaс
МolloTонIlиx фyнкцiй с зaMкнeI{иМ.

Приклaли.

1. Кoнстaнти нyЛя' o.цl.iницi i фyнкuiя.т € мoнoтонltими, a фyвкцiя зa-

IrеprЧel{нЯ х - нrмol{oтoннa.
2. .Циз'rонкцiя i кoн'roнкцiя бy,Ць-якoго числа змiнних с Мo}toтoнtlи]llи

фyнкцiями.
З. Рoзглянемo двi функшiТ вi,а тpьoх змiнних' що зaдaнi y тaбл. }Iижче.

Функuiя'fl немoнoтoннa, oскiльки 001<l01, a Л (001) >/ (i01). Фун-
кцiя f -монoтоннa (пoкaзaти сaпloстiйнo)'

Y зaгaльнoмy Bипaдкy ана.тiз бyлевих фyнкцiй y виt.:Iя.Цi тaблиць мo-
же бyти надтo гpoмiздким. Tоlrу для BизIIaЧeння мoнoтottнoстi функшiй кo-
pисHиIltи с тaкi теopеми.

Tеopемa. БyДь-якa бyлевa фopмyлa, шlo не мiститЬ зaIIеpечення' o||И.

сy€ Mol{oTolltly фyнкцiю' вiдмiнну вiд нyля i o,циницi, i нaвпaкlt, лля бyль.
якoi мoнoтoннoТ функцii, вiдмiнноi вiд нуля i o.циницi, знaйдетЬся бу,тевa

фopму.la, Щo oписy rx. бeз зaпepеЧе}lHя,

Tеоpемa. Мнoжинa всix шloнoтoltниx фyнкцiй с зaN,tкI]еt{им клaсoМ.

.(aнa теopемa випливaс безItосередньo з lloпеpе.цtlьoi i тiсj oчевиднoТ

пiдстaви, що пiдстaновкa фopмyл 6ез зaпеpеuеtiня y фopпrули без зaпepе.

чеЕIЬ знoв},лarorь фopмyли без зaпеpeнень.
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l[aслiдок. Клaс мoнoтонних фyнкuiй е зaмикaнняМ сис.l.еМи функuiй
i&,v,O'1}..Цaнe тBеpд)кення BиплиBar з тoгo' щo бyдЬ-якa бyлевa фopмyлa
без зaпеpевенЬ € сyпеpПo3ицiсro диз'юнкцili i кoн'rонкuiй.

Teopelrи пpo фyнкuioнaЛьIrу пoBЕoтy. Нaведенi Bище теopеМи дa-
rоr.ь неoбxiднi i дoстaтнi у,voви фyнкuioнa'lьнol. fIoвl{oти .цля .цoвi.зьнoi. сис-
теми фyнкuiй J

,I[ема I. (пpo немонотoннi фyнкшii). ЯкIцo функuiя/ (xl,..''-т,,) lтепto-
нoтoнI1a' тo пiдстaнoвкoтo кoнстaнт з неi jvto)I<нa oДepжaти зaпереЧeння.
1.об.rо iснyе тaкa пiдстaнoвкa и.1 кoнстaнТJ кoли фyнкuiя oднoi змillнoi, щo
зaпишllлaся' с зaIIеpечеriнЯМ.

'Tе,ttа 2. (Пpo не''liнiйнi фyнкuii). Якщo фyнкцiя-f (х1,.'.,х,,) нелiнiйнa,
To зa ]olloмoгoю пiдстaнoвки кoнстaнт i викоpистaння зaпсpеЧеHь з неi
Мoя(нaoДеp)кaти диз'юtlКцi}o i кoн,rонкцirо. Tоянiше, iснус пo;lання диз'to-
нкцii i кoн'iонкцii як сyпеpпoзиuiТ кot{стal{Т. зaпеpеЧеrtь i ф,vнкuiТl

' HaвеДенi вище дBi леМи дoзвoляЮтЬ olpиN{aти всi булевi опеpaшiТ зa

ДoПoМ0Г0lо ilемolloтoнних фyнкцiй, нелiнiйних фyнкцiй i кoнстaнт. oдrtaк
це ще }iе фyнкцioнaльнa пoBlioТa в зBичайrioluу змiстi, oскiлЬки кoнстaнтll З

сaпtoгo пoчaткy пеpедбaчaЮTЬсЯ дailи]\{и.

Taкi yпtoви нaстo бyвaютЬ BипpaBjlal{ими' зoкреМa прlr сlrнтезi лoгiн-
ниХ схем' де системi ЛoГiЧI]их функuiй вiдпoвiдaс нaбip типoвих лoгiчних
е"tсмент.iв, a ПoBI]oTa с}tстеN{и oзнaЧaс мoж-.Iивiсть pеa.пiзаuii За дoпol1oгoю
елgмснтiв дaнoТ системи бy.цЬ-якl1х лoгiчниx фyнкшiй.

Пiд чaс схеIlrнoi pеaпiзаuii кoнстaнти нуля i oдиниui спецiaльних еле-
r,iентiв т{е пoTpебyють' Tому с сенс BBести пoслaбленe гIoнЯття функuioнa-
льнoi пoвнoти. Системa фyнкuiй J нaзивaсться функцioнaлЬнo пoвlloю y
с.оабкo.иу з,цicmi. якщo бyдь якa лoгiчна фyнкцiя пtoже бути пoдaнa фoр*y-
лoю нa.ц сисTеI\{o}о 2w|0'1}, тoбтo сyпepпoзиuiсю кoнсTaнT i ф1'нкuiй iз J

0невиднo, lцo iз зBиЧaйнoТ Пoвнoти систеМи Bип,.lиBaс ij слабкa пoв.
н9Тa.

Tеopемa. (Пеprшa oснoвнa Тroремa прo фyrlкuioнaJЬну пoвнoтy).
,(ля тoгo, щoб системa фyнкuiй f 6улa фyнкцioнaльI]o пoBнoIо в с.пaбкo]r{у
змiстi, неoбхiднo i дoстaтньo, щoб вoнa мiсти.цa xoчa б oднy нetv'olloтoннy i

хонa б oднy нелiнiйну фvнкuiю.

Hеoбхidнiсmь. Клaси МoнoТ0нних i лiнiйниx фyнкшiй зaмкненi i мiс.
тять 0 : 1. Toмy, якщo Jне МiсТиTЬ llеМoт{oтoнtlиx aбo не,.liнiйtlих фyнкцiй'
то iх не Мollсla oдер)кaTи як сyrrеpпoзиuiТ функцiй iз J i констант.

,\ocmаmнiсmь. Hехaй J мiстить }lеМoнoтoнtly i нeлiнiйнy фyнкцilо.
ТoДi зa лeМoю 1 пiДстaнoвкoю кoнсТal{'t З Mol{oтoннoТ функшiТ oДеp)кyсМc
зaперече}tня' a пoтit'l зa Лемo1o 2 з пелiнiйнoi фyнкшiТ зa дolioмoгolo зaпеpe-
чень i ltoнстaнT oдеp)кyсМo диз'tонкцitо i кoн'юнкцiю.
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ПриклаДи.
l. Системa 

''= 
{&,Ф) функцioнaльнo ПoB}Ia в слaбкoмy змiстi, тoмy

щo кoн'юнкцiя нeлiнiйнa, a сyN{a lo mod 2 немонoтoннa. Кoнстaнтa }Iyля

oTpиМуeTЬсЯ iз спiввiднorшенHя х Ф х = 0, однaк кot{стa}iтy oдиIrицi зa дo.
пoмoг0Ю кoн'lоltкцiТ i суми зa mod 2 oaepжaти I{е мoж}ta, тoМy J нe с фyн-
кцioнaпьнo пoвIlolо систеМoiо в звиvaйнoмy (сильнoмy) змiстi.

2. У фyrrкuiol{aЛЬнo повнiй системi Ез еДмнa фyнкuiя rптpих-lllеф-
феpa о:нoнaснo нелiнiйнa i немoнoтoннa.

3. Розглянемo систeМy f7, яКa склaдасться з oднiсТ фyнкuiТ/, зaд,aнoi
po3гЛянyтoЮ Bище TaблиЦеIo. HеМoнOToннiсть f1 BЖe встaнoBлrlla. oдеp-
жи\,lo дЛя неi пoлiнoмoм Жегaлкiнa

f, : 71}rxg У i,х,xз V хrЪх"V хLх2х3: (&Ф 1)(x,Ф l)xs Ф
Ф(x'Ф l)х'*'фrr(хa(D l)(x'ф l)@

Фх'ьц: x,x,фх1фx..

Tобто j - нелiнiйнa i система Д фyнкцioна*:lь}io пoBI]a в слaбкoмy змiстi.

!;rя фopмyлювaння необхiдних i дoстaтнix yМoв силЬ}loi повнoти

рo3ГЛя}iеМo Tpи ЗaМкнсниХ Kцaси.
Фyнкuiя fx1,. . .'x,) нaзивaсться функt1iсю, щo збеpizaс нu,tь' якщo /(0'

0,..' ,0) :0. Фyнкцiя J(I,,'..}) нaзиBa€TЬся функцiсю, щo збеpizас odttнut1кl,

якщof 1, 1, ... , 1): 1. Обидвa клaси фувкцiй, шо з6еpiгaюТь нyjlЬ i oдини-

цIо с заMкнеIIиMи, Iцo пеpевipяеться пiдстaновкоIо кoнстa!{Т у сyпеpпозиuii.

Фyнкцiя / с сaмодвoiста] якщo JU,,.,,s]=.f ( х l,...' х,). Клaс сaмoпo.цвiй-

них ф1riкцiй замкнeний.

Tеoрема. (Дрyга oсt|oBпa теopеN!а пpo функцiorraJtЬ}Iу повнoтy).

!дя тoгo щоб системa фyнкuiй f 6улa фyнкuioнarrьнo пoBнo!о y сиЛЬнollly
змiстi, неoбxiднo i достaтньo, Щoб вoнa мiстилa:

l ) не,'rilriйпу фyнкuiю;
2) немoнoтoннy фyнкuiro;
3) не сaмoдвoiстy фyнкцilо;
4) фyнкцiю, щo не збсpiгaс 0;

5)фyнкцilо, щo не збеpiгaе I.

Hеo6хidнiсm6 BипЛиBaе iз зaмкненoстi п'ятьox клaсiв. rцo визнaченi в
yмoвi теоpеми.

floсmаmнicпlь. Пiд чaс Дoведе}I}iя дoстaтнoстi слiд вiдзнaчиТ!t' щo
oскiльки ЛrМи викoрисТOBy}oTЬ кoнсТaнТи, To сПoчaткy iх неoбхiДнo oщи-
мaти (зa yMOBaМи 3.5 дaнoТ теopеми) i тiльки пoтiм зaстосyвaти Пoпеpедн}o

теopеN1y.

Якщofх1,..',x,) не сaмo,цвoТстa,тo пi.цстaнoвкorо в неi х i х мoжнa
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,oдep)кaти кoнстaнтy. !iйснo' З oгляJly нa не сaМoдBoiстiоть фyrlкuiТ зaB)кди
знaйдегься нaбip (о',''.q,), тaкиt-t. tцo,r(;,. . . o,)-,(or.....on). А:rе тoдi

фyнкшiяfiх)=fi хo, ,, .',хon ) с кoнстaнтolo, Tolvly щo:

IQ)-*^\',. . .,0" )= f ( o r, ..., o n) = .f(o t, ..., o") -- J(7o,.. ., I ")Y 
"( 

I ).

Hехaй тeпep$ нe збеpiгaс 0,f1 . Нe збеpiгaс 1,.fi*нe caмoдвoiстa,f1,, J)
i /' нe oбoв'язкot]o гIoвиlJtri piзнитися.

Якщofn{|,|,...,1)=l, тo фyнкцiя rДх):"fо(х,'.., x) € кoнсTal]тa 1 oскi,ць.
ки d0):1 зa визнaчеliнЯМ rtL i 6t1= fo (l,...,l)=1, a функцiя
v{х)-_f|dх)' ..'dхD=f,(|''..,1)_0, тoбтo tfх) - кoнотaн,ra 0.

Якщo жfi(l,...,l)=0, тo fl.т)=.т, тoМy Щo fl0):1 зa визнa'lеннямfa i

dD= j'( l,...,|)=0. Aле тoдi iзЛ пiДстaнoвкoю х i i oтpимaсьrо фyнкuilо
J(х), шо € кoнстaнтoЮ' a BикopистoByЮЧи ще paз x' oдеp,киМo дpyГу. кoнс-
тaнтy. Тaким чинoМ, в бy,Iь-якoмy BиПaдкy BикoнaннЯ yмoв 3-5 дaнoТ теo-
pеl,{и /IoстaTI{ьo дЛЯ oдер)кaння кotIсTaнT 0 i i ' BикopистoByIoчи цей фaкт i

першy теopемY прo фyнкцioна-:lьI]v пoвI{oTy' oдеp)кyсМo .Цp"Yгу oсrioв}Iy тe.
opеllly прo фyнкuioнальIly пoBrroтy.

3 TЕoPlя гPAФIB

oстaннiм вaсом теopiя гpaфiв стaцa I]рoстиМ' дoстyпниМ i нaДзвичaй-
но ефективним iнстpyrrе}.lтoNi д.1я рoзB'язaI]ня зaдaч, шlo вi.]нoсяться дo
шIиpoкoгo кoлa пpoблем. Ifе пpo6леIltи прoектyвaння iнтегpaЛьних схеМ l

с\еМ кеpyBalrня. дoслiдження aвтoIvtaтiв, логiнних кiл' блoк-схеМ IlpoГрaNI.
екoнoмiки, стaтистики' теopii poзклaдaнIlя' a тaкoж дискpетнoi oптимiзaцii.

3.l Teоpетикo.jr,t}roя{I{ннe BBедеt{}lя

Це - не стi'тьки BвеДенl{я. скi.тьки ijalaДyвaннЯ деякиХ теpпriнiв. Усi
вoни pозгЛядaлИcЯ у попеpеl.tнiх чaсТиHaх, oДнaк нaN{ вoни бyлуть пoтpiбнi
у дещО iнruoмy poзyмiннi. oтже, виxiднi пoняття: .1|l1oJ|c|цна i е.tе.тtенtп. iх
требa сприймaти iнтyiтивllo, lra рiвlri житт€вoгo лoсвiдy. Мнoж,lнa - це си-
нoнil*l слoвa сyкупнiсть. Мнoжинa скЛaДастЬся з елементiв. Якщo a - еле-
МеiiTМI{oжиI{иА, тo IIиlIlyTь а еА, a Якщо 4l.Iе с елеI{еItтotlt мнoжини l, тo
п!Iш]уTъ а *'А'СцмвoЛ А=={а'b^с'..'\ oзI]aЧaс' щo МЕio)кинal склaдaсться
з елемlентiв а,b,с'.... Якшto пoтpiбнo симвo:tiчнo 3aписaти фpaз1' <мнoжинa
l склaдaеться з сJrементiв сr, Щo МaюТь в;raстивiсть f>, тo пpиЙняTo писaTи:
.t = \olf\.

Символ |l{ познaнaе кiлькiсть елементiв y мнoжинi l. Якщo спецia.
лЬI{o не обгoвоpено, тo всi t'tнoжини y нaIIIих poзгляД,ax булуть скitlченни-

1n



Ми' тoбтo тaкиМи' шо | l |< со.

Якщo кoжeн елеМенТ Мнo)кини l с еltементoм мtto}(иttи R, тo гoвo-
pяТЬ' щo А - nidмнoэсuна B i IIиI]lyтЬ А=B, Пpийнятo спeцiaльним теpмi-
нoм i спеЦia'lьниМ сиМвoлol\{ пoз}IaчaТи М}loжини' Щo нe мiс.гя'lЬ жoдI{oгс)
елеMеIIтa. 

.[х 
називaють nopoэt<,tti.uu МнoжинaМи i познaчaють сиltвoлoм O.

ЯкЩooднoчaснo lс B t Bсl'тoмнoжинtl,А\B ЦaзиBaЮтЬся piвншttui
IIиttIyть А = B.Ilaд Мнo)кинaМи Мoжнa здiйснюBaти ряД трaлиuiйних дiй:

l.oб'сДнaння. Це мнoжинa C. шo вклЮчaе в себе множllни А i B .

Познaчення: С=АwB.
2. Пеpетинaншя. I-{е Мtio)l(иЕ{a C, що бy.цyeTЬся 3a зaдaниМи мtlo)ки-

вaмu А i .B тaким ЧиноМ' щoб вo}ra шliстилa всi елементи, Цo HAЛBЖaТЬ o;1.
нoчaснo мнoжинi l iltнoxинi B' Пoзнaчення С = АаB.

3. Biднiмання. I-{е множинa С, щo бyлyсться зa зaдaнrrМи мt{oжинaМи
l i B тaким Чиltoм' щoб вoнa мiстилa всi елементи з А, якi Е{е нaЛе)кaTЬ Мllo-
xинi 8. Пoзначення: С= А\B. Чaсто пpи BкЛtоЧеttнl Ас.B зaмiсть l\B
ттиlIIyтЬ 8 i гoвoрять т1po donoвнеIlня пiдмнoжини B.

4' foбyтoк. l-{e мнoжинa 1., що бyлуеться iз Зaдaних мнoжин l i B,
I1риЧoМy TaкиМ чиtlоМ, щoб вoIra МiстиЛa всi yпopялкoвaнi-пapи (а,b), lе
асА, b еB.ПoзнaченНЯ С=АхB'

Якщo l = B, To А х А нaыlвaстьcя dекаpmoвш+t кваdpаmoм \1l1o^,{:!1I1li|

l. Пiдмнoжинa елементiв (а,а) у мнoжинi Аx А нaзивaсTЬся diаеoн&I.nю

\!нo)кини l i ltoзнaчaсться якA(.4).

Haгa.цaемo ще .цекiлька oзнaчень.

BiДнoцrення шa мнo,i(инax. Якцo B.цекapтoвol4у квa.upaтi Аx А де-
якoi мнoжинtl А ви'Дtлetla бylь-якa пi.цмнoжина Х, то говopять lЦo нa А за-
dане вidнoulення (a6o 6iнаpне вidнoutення), Якщо для деякиx е,.IеIиенТlв

u,v е А Мa€ Мiсце вкЛЮченt{я (u,v) с Х, тo говоpять' lllo u,v знахodяmься у
вidноulеннi X .

Якшo A(l)с X с Аxl, тo вiдноurення Х НaзL1BaюTЬ pефлексuвншu'

Якшio вiднoшrcrтня U САх А Taке, щo з вклroчення (х,-v) еU обo.
B'язкoв0 виплиBa€ (у'х)еU , тo вiдяoпrення U нaзивaюTЬ сuмеnlpt|чнlLtl.

Якщо вiднorшення U с Ах l тaкe, що з BкЛloЧень (х,y) сU i

Q'z) еU випливar' щo (х,z) €U , тo вi;цнoruення U нaзивaroть mpанЗumu-

внш1|'

Якщo вiднoшення UсАxА тaкe, щ0 з oд}Ioчaсних tsIi:Itoчень

("т'"l')еU i (-v'x) еU випливaс' щo х=.y' тo вiднoшення нaзиBaстЬся (',-/-

muсшvеnIpuчнLLM.

Зa визнaченням pозyмitoть, щo пoрo)кltя Мtloжи}Ia с вiднoшенням oд*
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lloЧaснO рефлексивIrим, сиМеТриЧниМ, aнТисиМетpичним i тpанзитивним.

Якщo вiднorцення peфлексиBне, транзиTивltе i сиvетpинне, To вoнo
нaзйвaсться еквiва.пенtпнiсmю. Якщo ж вiднoщeнI.Iя oдI{oчaсно peфлекс-
ивне' тpallзитивнe i aнтисиМетриЧне' тo вol-to нaзивa€ться чаemкoвшм r1o-

pяdкo.,v'

Якшo U 
=.4хА 

- Чaстковиt"I пopядoк нa МI{o)киIlи А i (х'у) с.4. тo

I-oвopягЬ' ll.lo еЛеМеtlти х,у пopiвняннi щodo U aбo пpoстo пopiвняннi,. iнoдi
При цЬ0мy пиIIJyть х3у aбo Пpoсто х < y.

З.2 oзнaчення гpaфa. Cyмilкнiсть й iнциДeптнiсть

oзначеввя гpaфа. НeхaЙ А - бy.шь-якa N,lнoxинa' Пoзнaнимо неpез
V(А) мнoжинy yсix неуnrlpяdкoванuх rlap йoгo рiзних елементiв. Haпpи-
кJiaд' flкщo А:{|'2,З}, тo Il(А)={(1'2), (1'з), (2,3)}; якщo А=\|,2}, тo
V(А)=\(|'2)\. Якщo l={l}' тo V(А)= О, oскiльки piзних елемeнтiв y ,{

немaс' Кoли y зaписi I/(А}=\(I,2)' (1'3)' (2.з)} вкaзyстЬся пapa (1,2), .гo pо-
зуrtilоть, щo вирaЗи (l'2) i(2'l) oзI{aЧaЮть oдItе I*l те сa}lе: Це oзltaчaс' Щo
\apa rrcуnopяdкoваtlа, тoбтo не мaс знaче}tt{я' B якoМу Гtopядку зaitисaнi
е-rIеМенги пapи. Гpафoм }taзива€ТЬся Пapa l\4нo)киt] Г =LА'B]' rc А . буль-

якa не пoрo){tнЯ N,IIIo)i{иI{а, a BсV(А)' Елеltенти MlIoжини А нaзивaютьcя

веputuhамu гpaфa, a еЛеМrнти мнo)киЕtи B - Йoгo pебpа.мu.I7aпpиклaд:

А = \1.2,з,4'5\, B = {(1,2),(2,3),(3,4),( t.5),tl,4),tз,1l}.

Haведемo трaдицil'lнy Zеojrеmpuчllу tнmеpпpеmацiю гpaфa. Hехaй
г I l n.l { l ь |l ' ' lt = [.{.6J - .цеЯкиЙ Гpaф' При llЬoI\'у. А = \а'.а,',.'.а ,'}' B = \b,'b.'....b,,'1 .

Зaфiксrсмo на плoщинi дoвiльним чинoМP тoчок i дoвiлЬllo дaМo i}r iМснa
Bеpши]. B pезyльтaтi IJa п.-loЩиHi ви}lикHyтЬ тoчки. пoзнaченi як
d1,aэ,..'а7l. Пoтiм,цля кoжнoi пapи тoчoк аt,а j .ГaкИх'Щo (аi,аl) е8, пpo.

ведемс вiдpiзoк I]pямоi, ш1o 3'сднvс' ToЧl<|1 аl,а j. B pезyльтaтi тaких дiй ьtl-

никне :jеякий pисy}toк. u-lo i Haзивaс1ЬсЯ ?еo.\tеmpuннtlк-l iнmеpnреmu||lL'l{)
грaфa. Слiд BiдзнaчиТи, щo oДHoМ}' i тoпr5, ж гpaфoвi мoже вiдпoвiдaтvl бa-
гaто pясункiв, щo r{oжyTь бyти йoгo геo]\lеTpичHиМи itlТеpгlpетaцiями. Hи-
жне iлtостpуrотЬся пpикла.ци' щo с геo!{етpичt{oю iнтеpпpетaцiсlo гpaфa,
навеДеi{oгo виlI{е як пpикnaд:



Cyмilкнiсть i iнцн.Цеитнiсть. Якщо y лeякoмy гpафi Г = [l,B]' Дe

А=\а,,а,,...,o,\, B=\bt,bz..,b,,}, пapи BrрцIи}r а,,а, тaкi, uo (а,,а,)еB,
тo BерI1IиIII,1 Q,i'а j НaЗИBaЮть сумiэtснuл,tu. Пpи цьoмy кoжIta з нИx IIaзивa-

сться iнцидентнolo pебpу (а,,а), a pебpo (а,,а1) }IaзивarтЬся iнцидeнтrlим

кoжнiй з BеpIIIин а,,а, . ЯкЩo Beprlrцц3 с, i pебpо 6, iнuиleнтнi, тo пипryть

а' еb,,

Il-[oб oписaти Гpaф Г =|.l,в7,дe А= \o',o,,...,o,\- мI]oжинa йoго ве-

рlIIини, rroбyдyсмo кBaдpaTнy N{aтpицю M =(m,,), i' j =1,,'.,p, ПoкЛaBцIи

(а,,а,) сB,
(а',а,) l B.

Ir,
m'j = 1n

L"'

ouевиднo, щo ця МaтpиIiЯ

еумicюнoсmi гpaфa Г = [а, в]. v
суl.liжностi тaкa:

сиI\4етpичнa. Boнa нaзивa еTься .Ir аmpuце lo

нaвеДe}roМy BиIце ltpикЛaлi гpaфa Мaтpиця

(О 1 1'']

lr 0 1 o ol

t=ltr0tol
11 

0 I o ol
\1 0 0 0 0/

oчевиднo. щo д.1я неopiснтoвaнoгo грaфa Мaтpиця Иц:r,i, i всi йoгo
pебpa визнaнalотЬся верхIlЬoIо трикyт}roЮ мaTpицeю. Кiлькiсть Тх дopiвlrroс
pp
Е frz, (тoбто це кiлькiсть pебер y гpaфi). Pебpa opiентoвaнoгo гpaфa

визнaЧaloтЬся всiruta елемен.Гa|\4И mi мaтpицi с1,мiжrloстi. За rtaтpицеro

сумiжнoстi легкo бy.ЦустЬся списoк pебеp, шo визнauае гpaф.

oпиrцепlo гpaф Г = |н, в] ше однiеto Мaтpицеiо N = (n,,), i = |,..,, P,
j = |'...,,| , якy визнaчи]\4o тaким чинoМ:

oписaнa ТaкиNt чи}toМ lvaтриця N нaзивaстьсЯ маmpuцею iнцudеttmнo.
сmi Дaнoгo гpaфa. oневиднo' щo вигЛяд мaтpицi сyшriжнoстей i вигля.ц мaт.
pиui iншиДеttцiй iстoтно 3Еше)кaТЬ вi,ц тoгo, як сa}4е зaну\4еpoвaнi веpшини t

pебpa. Якщo в l]aведенol\ry BиIцe flриклa.цi гpaфa BBa)каТи, Цо

|t, а, еb,,.
-.U 

[0' а,Ф,b,



b, = (i.2), 62 = (l'з), bэ = (|,4)'b4 = (l'5)' 6, = (2,3), b6 = в'1)'

тo Мaтриця iнцидeнтнoстi бyле тaкoю:

Biдзнauимo, щo B кoжIloМy стoBпцi МaTpицi iнцидентнoстi гpaфa
тiльки двa елеМeI{ти вiдIvriннi вiл 0 (aбo oдин' Якщo peбрo с пе'rлею).

3.3 Cтепенi BеpшIrIr rрафa

Кiлькiсть pебеp, iнциленеТltих дaнiй всpшинi a нaзивасться iТ степе-
нем aбo '|loкa|lьнav сmепенev epафа у веptuuнi a; степiнь веpluиHи (? пoзнa-
ЧaстЬся як d(а)' У нaведенoпty Bиlце пpиклaдi стеtliнЬ веprшини <l>

дopiвнюс ЧoТиpЬoМ' степiнь веpilIиrrи <2> дopiвню€ /:BoМ, степiнь BеplI]ини

<3> лopiвнюс трьol!{, степitlЬ Bеplllини <4> дopiвнюе .цвoМ' степiнь веpшp{}rи

< 5 > .п,opiвнroе oДиI{Iiцi'

Haведемo пpиклa,ц гpaфa з ,.IoкaЛьI{им сTепeнеI\,{ нyJIЬ, щo oписyсться
Як: А = {1'2'3}' B = {(l'2)} . Тут веpшинa к3> мaе стeпiнь 0. Bеptшини iз сте-

пенем 0 т{aзиBaЮТЬся iзoltьoвсlншllu. Мoжнa пеpеBiрити, щo в буdь-якoму
zpафi нuс.пo вepшLlн неnаpнoеo cmепеttя oбoв,язкoвo nаpне.

Лoкaльнi стеленi yсiх вepiшllн гpaфa легкo Мo)l(нa oтpимaти з МaтpиЦi
iнЦиjIентнoстi i мaтpицi сyмiжнoстi вiдповiднo

Пiд нaс пiлpaхyнкy сTепеня веpIItиrI зa I{aBе.цеIiиМИ BИpaЗaМИ кo)iiнa
петЛя дoДaстЬ oди}rицЮ y степiнь вiдповiднoi BеpIIIи}iи. oднaк, oскiЛЬки пi.ц

Чaс зoбpa)кення пет.ri дo цiсi BершиFIи пpимикaЮтЬ двa кiнui петлi, степiнь
шiсi веprшини ПoBиннa збiльшrитись нa Двa. З огляду lia це, фopМyлy poзpa-
Хyilкy чере3 кoефiuiснти мaщиui iнЦItдентнoстi тpебa змiнитtr тaкиМ Чи-
HoМ:

li;;;::l
,v=10 I 0 0 I ll.

|о 0 1 0 0 
'l\00010a)

qP
o (v)=1n,,; p(vj)=Zmti .

i=l j=l

qq
p,{v,)-|п a( 3-Zn ,i.

r=l t=i



Кoли i-mе peбpо звиvaйне, тo

шньoТ оyми пu, тoбтo oдиниIIя ,цля

tn,u =2 i вiдпoвiдrlий дoдaтoк зoвнi-
k=l

pебep, iнцидеIlтгIих веprшинi v-, i нуль

Для тиx' lцo ЛиIuиЛисЬ. Якщo ж pебpo e петЛеIo' тo |п1= 1 , a .цo,ilaтoк зoв.

нirшньоi сyми лopiвню е 2nu , тoбтoдBa для петелЬ, ,];]i"o.",n,* веpruинr v,
i нуль.rля тиx, tЦo лиIциЛисЬ.

I{i ж знauення стеrIеIJя BизнaчaЮтЬся i нерез кoефiuiснти матpиui сy-
мiжнoстi гpaфa, пpиuому вi'uпoвiднo лo фopмyли:

oскiльки кoжне pебpо .\{aс двa кiнцi, тo в сyмi I-p,(l,) pебpa Bpaхo.

ByIoTься дBa рaзи. Tаким чинolr ця су\4a дopiвнioс noou.l."o*, чисЛy peбеp
гpaфa тoбтo Boнa Пepнa. oтже, пapнa i кiлькiсть непaрних дoдaнкiB uiсi су-
ми тoбто чисЛo верtliин нel1аpl{oгo стегlеIlя.

Гpaф нaзивaстьcя odнopidнuj|l c|nеnеня A, якщo степенi всiх йогo Bеp-

rшин piвнi ,t, Якщо oднopiдBий Ipaф стеПеня k мaе n BеpiIJин i и pебеp, то

* =! Zp' 0):kп/2. n=2m/k'
/ l'сG

Грaф без кpаТниx pебеp нaзивaеТЬся пoвниl\1. якtllo кo;кнa пapa Bеp.
tшl,tlt з'сднaнa peбpом'

3.4 opiен loванi r paфи

opiснmoванuй zpаф (скopоvенo opzpаф) - Це пapи \rнoя{ин Г =tя,в1'
Дe А . бy.uь.якa непoрo)кHя скiнченнa МHo)кинa. a B - пiдмнoжинa в

АxА\Ь(А)' Де Ах А - пpямllЙ.uoбyтoк мtloжи}tи l нa себе; A(l) - лiaгo-
нaJIЬ МIioжиItи l. Елемснтtl з А нaзивaюTЬсЯ вepц]ur|а.'tu ooгpaфa, a елеме-
нтll,з B - pе6pа-vu.

Якщo х,y е А t (х,у) е 8, тo .]r нaЗиBa€ться пoчаmкo.r'|' fl .t, нaзивa-

етьcя кiнцелt pебpa (.x,y);як i в <неopiснтoBaнoМу BиПa'ЦкУ), Bеpl]]иI]и х, y
I{aЗиBaЮться tнцudенmншlи pе6pу Q'll), a pебpo (х,y) нaзиtsaстЬся iнцudе-

нn'н1LI4 веplllиtiаМ х. y.

opгpaф Мaс пpиpоДtly геoМетричнy iнтepпpетaцiю: йoгo Bеpri]и}iи зo-
бpaжyються y виглядi тoЧoк нa плошиfii, а pебpa _ у виг,.tя.Цi стpiлoк з Почa-

_{)



l'кy в кil{ець ребpa. HaгIpиклaд' якщo opгpaф Г =|А,B] Мaе МrioжиIry Bеp-

uluн А= |а,,d2,О3, а^,а.} i мнoжинy pебеp

B = {(а', а.),\а,, а'),(а,,а,)'(а3, а,), (аo,а,),(а,, а,),(а -, а a)|,

то геoNетpичн<l вiн виглядaс тaкиМ чиt{oМ:

Якщo двa opгpaфa Г, =[А',B,]' Г, = IА',B,J тaкi, Щo o.цl{oЧaснo ви.

кoнyюТЬсЯ двi yмoви - А,СА| i 82сB,, - тo ГoBopятЬ. Щo Г, - nidepаф

opгpaфa Г, . пp" цЬolt{у ПишIyть; Г, g Ц ' я**u oдfloчaснo BI]кoнyЮTЬся

yrloви Г, _Сг' i г' с I,. то opгpaфи Ц =[l' ,8, ]. 
_Г. 

=Г.Аz'Bz] нaзивaються

plвнtL\tx l ЛицJyТЬ l I = l :.
!ля веpшин opiснntoванozo гpaфa визнaчaютЬся дBa ЛoкaЛьI{иx сте-

пеrIя: 2'(v)- нислo pебеp з пoчaTкoN,r y веpruинi v; pr(v)- ЧисЛo pебеp з кiн-
цеM y BеpII]инi u; Петля дa€ вЕ{есoк l в обидвi стopoни. Лoкaльнi стеttенi
BеpIЦиI{ opiентoвaнoго гpaфa пpoстo визI]aчаЮтЬся чrpез коефiцiснти мaт-
pицi сvмiжностi:

Пpи цЬ0Мy Bизiiaченtlя сTеllеi]я верrUин Чеpез
тнoстi знaчнo склaднirшi.

oскiльки кожве рeбpo opiснтoвaнoгo
oдин кiнецЬ' To сyми Zpt(,) i Zp,(,)

rсG 
""еG

гpaфa, a знaЧить piвнi шriж сoбoto. Звiдси виПЛиBa€' щo в oднopiдномy оpiе-
нтoвaнOМy гpaфi степен я k з п веpulинaми i m ребpaми:

Ф):Zp, (у)= kп, п:m/k.

qq
p'(yi)= |n u, Рэ\)=Znt,i ,

J=l t=l

m:lo,

кoефiцiснти мaтpицi iнци;1eн.

гpaфa G Мaс oДин почaтoк i

рiвнi кiлькостi pебеp цьoгo

iroжен opгpaф Г =tА'B1 oписY€тЬся маmpul|еК) cу'мiэrcнoсmей: якщo
,lt-А= Р,',,.'а,}' тo пoбулyсМo МaтpицЮ M =(m,,), i, j =1,'.',Р, IloклaBши

't6



Il, якu|o (а,,а,)еB,
Йri =[о, якu|o (а,,а,)сB.

I

З кoжним opгpaфoм г=tl,B.l oПr{ознaчнo зB'язyеться звичaЙllиЙ
tpaф Г =|А,С1' у якoМy Мtto)кинa вepцjиI{ тa )к сaМa (l), a мнoжинa pебep
С виroдить (стиpal{ням стpiлoк> y pе6ep i пrнoжини B (тоб.гo якщo
х,1.е..l . тo (х,y) еС тодi iтiльки ioдi, кoли aбo (х,y) е B, aбo (.y,х) е B).
i.paф Г =|А'С] нaзивaсTьсЯ асoцiйoванш,vt з opеpафoм г = [l. B].

3.5 Чaстини, суграфи i пiдrрафи

tpaф // нaзиBaeTЬся чaстиt{oю гpaфa G, ffсG, якщo мнorкинa йoгo
BерIIIи'{ V(фсV(G) i pебер E(IoсE(G).

якщo И(f1) -_I/(G)' тo чaсTинa гpaфa нaзивaсться сугpaфoм. Сyгрaф 11

Покривaс веpluини неоpiснтoванoго гpaфa G, якщо бyль-якa Bерпlинa G iн.
циДен]t{a хoчa б о.ЦIroМу pебpy з H. Taким ЧинoМ якщo B гpaфi G с iзoльo-
Baнa BеpшиI.Ia v' ulo Ilе iнци.центнa )кo]llroму pебpy, то сyгpaфи шьoгo гpaфa'

щo I]ohpиBaЮть, не iсн1тоть.
Пiдгpaфoм G(ф гpaфa G з мнoжинo}о вrрrllин UсV нaзr,lвaстЬся Чaс-

тинa грaфa, якiй нa.llежaть yсi pебpa з oбoма кiнцями з U.

oпеpаuii з часTинaми графa. f{oпoвнення Й ,u,,","ff визнaчасть.
ся мнo)киI]oю всix pебеp гpaфa G' ш{o не нaлежaть }1.

0б'сДнaння H1vII2 i пеpетинaння H] nН2 ЧaсТиfl I!l i I12 rрaфa G
ви3RaчnIотЬся пpиpoДниM ЧиI]oМ :

V{.Н l t'l H21=V1fI ] )\J V\II2\:

Е(II l w I12)=ЕtН l)rэ Е(Н2);
V(H l а Н2)=V(H l) а V(H2);
Е{|I l oI]2):Е,|I] l)гlV(H2),

{вi .raс.гини гpaфa Ё1l i H2 нe ПеPетиriaЮТься lto Bеpц]иrtах! якщo Bo-
I]и не ltalоTЬ зaГaЛЬниx BrpшиIl, a знaЧиТЬ i зaгa.rьниx pебеp' oб'сднaння
чaстин, u{o t{е пеpеTинaютЬсЯ нaзиBaЮтЬся IipЯI\{oIo сyМoro. flвi нaстини

гpaфa не IIеpетинaютЬся пo pебрaх' якщo Е(HIаН2)=О, HaпpиклaД,
oб'еднaння чaсТиttи гpaфa i iТ.цoпoвненнЯ € ПpяМoю сyМo}o по ребpaх.

3'б Гpафи i бiнаpIri вiдношенrtя

Бiнapне вiдноtпення може бyти ol]исaне y виглядi гpaфa з Мнoжинoю
Bеpшr}tl V: tR) = G(|),тaк шo pебpo (лля opiснтовaнoго гpaфa) (а,b)еG <:>

aRb. Hvль.гpaф вiдпoвiдaс }IyJIЬoвoМy вiдноrшевнкr a 0 6, щo не виконyетЬ-
ся нi д'lя якoi пapи. Пoвний гpaф U вiдпoвiДае yнiвеpсanьнoмy вiДнoшенню

з1



'tJb, Д{o викoнYсTЬся для бy.цЬ.якoТ паpи.
oскi"'1ьки кoжне вiднorцення R Мa€.цoдaткoве вiднoшeння aбo зaпepе.

.,.nn" 
.l 

R , тo а R b iстинне тiльки тoдi, кoли аRb Fle-B}tкortyeтЬся. Haпpи-
клaд дЛя вiднorлення a _ b вiднoшенняM зaпеpечення | R с а+ b'

Гpaф G(-l R) е donoвненняv гpaфa G(Л) пo вlдI{oIlIенlIЮ дo пoвнoгo
rpaфa U(Y) З Мнoжинolо BерIIIиrr I,,, нa якoмy зaдaнi бiнapнe вiднoшrення Л i
мi:oж}tнa peбep Е(U(V))=tl х t," '

i].пя будь-якoгo вiднorшення R е o6еpненe вiднorпення R-l , длЯ якoгo
нa вiдшliнy вiд гpaфa G(l?) нaпpямки всix pебеp змiнeнi нa пpoтиЛeжнi. Гpaф
G(R/) с сl6еpненшv гpaфy G(Л). Biдlтoureння Л : R./, тoбтo a^R& <:> bRа нa-
]ивaIoTЬся c lLvеmpuчl1lLry'и (iм вiдпoвiдaюТЬ I{еopiснтoвaнi гpaф и ).

Гoвopять, lцo з вiIlнoцiення rR вl{пливaс вiднorленяя Л', aбo Л,мiс.
'rи гь Л. Л, э Л' якщo аRb --+ а R, b' I]iдповiднi гpaфи G(Л) i G( Л, )мaють oд-
lly i тy сa]!'y Мнo)кинy Bеpluиtl, а lt-t}toжинa pебеp пеpruoгo гpaфa с
пiдivtтloжинolо pе6еp лpyгoгo. TaкиJvI чинoм G(Л) е суеpафoм G(R,), ,гoбто

G(R,)эG(R).
.{ля бyдь-якиx дBoх вiднotпень R1i R2, якi зaДaнi нa oднiil МIloжинl

BеpIlIиt{ гpaфa ьloжнa Bизнaчити oб'сднaння R, u Л, i IIере'l.инaння R, n rt; :

а( R, v R, )b=а R, bwа R, b,'

а( R, а R2)b=а R, b г' а R, b.

Biдпoвiднi Гpaфи тaкoж с oб'сднaнням i пеpетинанням:

G(Л, n R2 )=G(Лl )n G(Л:);
G(Rl uЛ:)=G(R7) u 6(R2).

Pефлекmuвнicmь - аRа Y асY (Це oзнaнaс, що в кoжнiй веpшинi гpaф
шtaс петлtо), oбеpнене вiднourення тaкoж бyде pефлексивltе. Bi,цнoшення
aнтиpефлексивHе' якщo aЛa нiкoли llе викoнy€тЬся (гpaф не Мa€ петель),
Ilaпp}lклаД а + b . aнттlpефлексивrIе.

Tpанзumuвнiсmь. аRb i bRс-+ аRс. [ля гpaфa ше oз}iaЧae' щo якlllo
G(Л) пliстить pe6pa (а,b) i (b,c)' тo вiн тaкoж мiстить (a,с).

Bidнoшieння еквiвoпeнmнoсlzi pефлeксивне' сиМeтpиЧне i Тpaн3иTиB-
не. Bсi rлеМе}lTи з И, еквiвaлентнi лaнoмy еЛеменTy 4' yтBop}oЮl.ь Мilo)киrtи
R(о). якi нaзиBaloтЬся клaсoМ еквiвaлeнтнoстi елементa с. З pефлексиBtloстl
виIlливaс' шо aсЛ(a). Якщo аRb i &Лс, тo iз трaнзитивнoстi виnливас сzRс.
тaк щo R(a) э R(b). Toмy iз сиI\,tетpиЧнoстi мaсмo, шo R(с) : ,iR(b) при сЛb'

flвa piзниx юraси еквiвалентнoсTi Л(a) i .R(b) нr Мo)l(yтЬ ма,ги буль-
який заt.aльний е;tемент b, iнaкше ,R(с) = R(b) : Л(с), щo не Мo'кЛивo. Taким
чиtloМ, клaси еквiвaлel]ТHoстi yтвoploюТь рoзбиття 4 тобтo poзбиття нa
пlдIиIloiiiиl;и' Щo гIе пеpeтиI;a}оТЬся' Клaс еквiвaлентностi R(а) =.J! нaзивa-



стЬся соoбливиМ, iнaкII-Iе, не oсoбЛивим.
Пpипустимо, щo зa.цarro pозбиття V = аB". Bизнaчимo вiднorirення

еквiвaлентнoстi R iз цими клaсaМи B*, ввaжalo.lvl аRbo а'bсB-' У вiдпoвi.
лнoмy гpaфi G(Л) бyль-якi двi веpшrини з o.цнiсТ Мнoжини B1булуть сfloлy.
ненi фpoм, нiяке ре6рo не з'еднyе Bepшиrrи з ,рiзних мнoжин. Oтже
G(Л) =.-,uo(Bi). Цей вирa3 с IIpяМoIо сyMo}o пoвtlих. грaфiв, BизнaЧениx ria

piзномaнiтниx мнoжинaх 8д.

Ч а с mкo в e уп o p я d ку ва н н я. B i,цнoцrення а > Ь нaзивaетЬся чaсTкo Bo yПo-
pяДкoвaниМ aбо вiднoшrенняN,l вМикаtlltЯ' якщо: с>b (pефлексивне); з а>b i
b>а ь.lллутвar' а = b (aнтисимеrpиvнiсть); тpaнзитивнiсть. Biдпoвiдний
гpaф рaнзитивний, мaс петлi i бyль.якi двi веpшiини в нь6мy з'с,цнaнi
oдним pе6рoм. Biднorшенt{я Bмикaння нaзивaстiсi. вiднoшенняй yпopядкy-
ваI.IнЯ' a вiДпoвiднa l\{нo)кинa И _ yпopя.lкoвaнoЮ' ЯкIцo Bикoнy€Tься ще Ta-

кa Дo,цаTкoBa yмовa V с, D с И i викoнyеться oдне iз спiввi:]нoцr ень сt> b, а< b.

z1o вiднoшенЬ чaсткoвoгo пopя.цкy вiДнoсяться тaкoж вi,.uloшення iс-
papxii. Як пpиклa.Ц нaBrдемo гpaф вiднoшlення ,ц'iлимoстi. ПобyлyсIиo гpaф,

що збpaжуе вiДношёння Дiлимoстi нa мнoжинi {|,2,з'4,5,6,7'8,9,10}.
Пpинrцп тaкий: якщo вili oдtloгo ЧисЛa .цo iнtдoго с JiaнцIог, Iцo веде flaгo-

РУ, тoДl дpyГе ЧисЛo.цiлиться }ia пеpше.

q:'

,L.
^'
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r lU
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Х },,,,t-.,.\.rr,
'ч

Сmpoze часmкoве впopяdкування' BiДнotпенtlя о>b }IaЗиBaсTЬся сTpo-

гиМ часткoBиМ yПopЯДкyBaнI{яМt aбo стpогим вмикaнняM' Якщo вoнo зaдo.

BoЛЬttЯс yмoBи: а>b i b>а Hе МaЮть мiсця oдночaс}lo; TpaнЗи1.ивнiсть.

Ovевиднo, щo сТpoге ЧaсткoBе BIIoрядкyBaння це llеpетин ЧaсТкoвoгo
BIIoря.tкyBaння i вiдноrцення а* b. Гpaф сyвoрогo чaсTкoBогo Bпopя.цкyвarr.

тrя yтtsoplо€Tься з чaс,гкoBo вПopядкoвaнoгo гpaфa Bи.цaJrеннЯМ yсiх петель'

З.7lзoмoрфiзм грaфiв

Iзoмopфiзм гpaфiв _ цe oдI{е з нaйвaжливiп.tих пoнять y теopii гpaфiв.

Hехaй Г, =|А1,B], Г2=|А,'B,l - лвa гpaфa' Пpипустимo. tцo iснyс тaке вi-

дoбрaження Мtlo}кини веplllиrr f:А,-+ 12, Щo Btlкoнy}oTЬся тaкi нoтиpи

yмоBи:
. якщo х,у е А1, х + у 'тo f 

(х\* .f 0);



. ДЛЯ 6уДЬ-Як0Г0 y е А, l,cнус х е l' тaке, шro /(х) = 1, ;

. якщo (.т,у) е 4 ' 
тo (./(х)'/( у1\ е 82;

. V (z'v) еB, icнуе тaке (х,y) еB' , шo u= "f(х) t v = 11,1.

Тoдi вiдoбpaжeнrтяf tlaзиBarTЬся iзoмopфiзлloл,t гpaфiв l-1, l2, a сaпtt

ui гpaфи нaзиBaютЬоя iзoмopфнш+tu. Hевaжкo пoмiтити, щo ,цля iзoмopфiз.
МY кo)liнa BеpцrиI{a пеpexo.цить y веplllиl{y з тиIи же степе1]е]!t. Тoмy нaпевнo
lrеiзoмopфними с гpaфи y списку Лoкzu]Ьних степеltiв якиx с рiзкi вiдмiннo-
стi (нaпpик:raД' B oдltoМу гpaфi с вepцIиIJa зi стеrIенепt 3, a в iншtoмy тaкoгo
сTепен,I взaгaлi немaс). oднaк, леpевipкa двoх гpaфiв нa iзoмopфiзм e нaбa-
гaтo скlaднirшoю зa,дaчeЮ. нiж пpoстe пopiвняння степснiв.

l{ля opiснтoваних гpaфiв двa оpгpaфa - Г, =1А,,B, ], Г, =[А",B21 -

IraЗивaЮTЬся iзo'ttoрфнuлtu, якЩo iснус вiдoбpaжеttl{я .f .'А,.э l, тaке. шo
викoIIуЮться тaкi voтиpи yМoBи:

.якiцo x,),еА'i х#у,тo f(х)+ fU);
r для бyдь-якoгo v € l, iснyс тaке и € ll , щo "f 

(u) = у;
. якlIIo (х'"y) е 8, , то (./(х), f \уD е B,;
.якщo (и,v)е B, t u=.f(х), u = .f0,)'тo (х,-y)еB,.

Пoняття iзoмopфiзмy для гpaфiв lиar нaoЧItе тлyN{aчeння. Уявимo pе-
бpa гpaфiв елaстичI{иN4и tlиTкaМи' Цo зв'язyютЬ вyзли _ веpruини' Тo.ui,
i,lоrrоpфiзм Мo)t(нa уяBИT|4 як пеpемiшенttя ву.злiв i poзтягaнltя нитoк. fl.rя
rrрикjla,цy Пoкa)кеМo! Цо нaве,цеt]i HижЧе дBa гpaфи е iзoмopфними.

{iйснo, вiдoбpaженнЯ a-+ е. b-+ f, с-+ g, d-+ h, шo с iзoмopфiзмoм,
;]егкo yяBити як мoдифiкaцiю нaвеДенoгo нa рисyt{кy злiва гpaфa, шo
ITrprсyBa€ BеpllIиI{y dy шeнтp pисyнкy.

3. 8 Мaprшpyти' лаIIцюги' цllклIl. Cтaндapтui опеpauiТ над
гpафaмя

Неxaй G - неopiснтoвaний гpaф. Марtupуmoлl y грaфi G нaзивaстъcя
такa скiнчeннa aбo нескiнчeннa пoс.'Iiдoвнiсть ребеp s: (... €x, €1,.'. ,€n,,.,),
щo кожнi двa сусiднix pебpa е,.1i e; мaють 3aгaJ'IЬнy iнuидeнтну Тм веpшинy.
Tобтo пtoжнa нaпиcaти'''ео_ (ао, а i), е г {а t, tl), .'., €n _ (а,, а,,), ...'

дo



Bi.цзнaчимo, щo oдtlе i те сaме pебpо мoжe повтoproвaтися. Bеpшинa
a6, iнr]и.Центнa e,i не iнцидeнтна е2 IILзI4BaсТься пoчaткoBoю. Aнaлoгiчнo
Br{знaчaсTься кiнеuь мapшpyтy.

Bepruини, якi iнцидентнi ребpaм МapцIpутy' окpiм понaткoвoi i кiнце-
вoТ. ншивaютьcя внуmpiutнiмu a6o пpoмiэюнttuu.

Якщo мapurpyт s скiннeнний' тo йoгo Mo)кнa зaписaтlt як S = (ао, а,)
Д,e a17, 6n. кiнцевi веplшини N{aрЦIpyту. Кiлькiсть pебер мaprшрyтy Еraзива€Ть-
ся йoго doвэtсuнoю.

Якщo ap : аn'To мaршIpyТ нaзивa€тЬся цuю.tiнltъьlt.
Мapu.lpyт нaзиBa€ТЬся ланцю2o^|, a циклiчний Мapilrpyт - цulLпoм. як-

щo кaхне йoгo pебpo зyстpivaсться в tlЬoМy не бiльrше o.цнoгo paзy (веpшrи-

ни i лarцIоги r\,{o)кyTь пoвTоpЮBaTися декiлЬкa рaзiв). I]икл' y якoМy неI\{aс

I]oBтoрЮBaних веplIlи}t' кpiм кiнЦевиx' нaзиBaетьс Я npoc mшИ'

Hижче I{aBе.ценo сxемaтиЧtlе зoбpaxeння пpoстoгo циклy (лiвopyv) i
сxеМaтI{Чtlе зoбpa)кеrrня не пpoсToгo uиклу (пpaвopy.t):

Нaведенi Bище пollятТя вiдносяться .гaкo)t( i дo оpiснтoвaних гpaфiв.

У кoжномy opгpaфi Г =[А'BJ виДiлясться oснoвниli oб'скт - opiснmoванuй

иr.zяr (tiopоткo - opu*lях)' opш,lях - це симBoл

x, (х', х, )х' (хz, хз )хt..'lr ("tt, хr*l )"t^', ...х,.. (.т, l, Х n )Х n,

y якoМy х, е А, i=|,,.',n (пpинoмy. y спискy Х1l.'.-{, МoжyTЬ бyти пoвтo.

pювaнi веptшини) i в який {х,,х,*,)е B, i =1,.'''n - l. Яснo, ш{o пiд чaс пе.

pеxo,цу вiд opiснтoвaнoгo гpaфa дo aсoцiйoвaнoГo 3 ниМ lpaфa, opцrлях
вiдтвсlptoс кoнкpетний звичaйний щлях. У нaBедеIlих BиUle lloзtlаЧенгtях
веplциIta хl нztзиBa€TЬсЯ noчаmкoм oрlllляхy' a веpIIIи}ra х, i{aзивa€1.Ься кiн-

це.+| op\ЦЛЯXу. Пpи шьoмy IIpo сatt{ oplllЛях гoBopЯтЬ. щo вiн € op1|L||яхo-11 З х|

Як i pанirue, дЛя оpiеt{ToBaних гpaфiв yвoДятЬся пotiяттЯ ЛанцюГa'
пpoстoГo ЛaнцIoГa' uиклy i l]poстoГo циклу. I]i oб'екти мo)кнa Дoслiджyвaти
тaкиМ сaМим чиtloN'! lцo i для l{еopiс}iтoBaBих гpaфiв.

Cтaндaртнi oперацii нaд графar'и. .Г{o тaких опepauiй y зaгaJlьномy
BlIiIaдкy вiднoсять otlеpaцiТ BидаЛенI{Я верIIIин гpaфa, видaлення pебер гpa-

фa i розбиття pебеp.

Bulалення веpшutru. Нeхай Г =|А'B1 - Гpaф i ае'4.Blsдu|и'tи Br-

plцинy a iз гpaфa Г - це знaчить побyДyвaти нoвий гpaф Г' =|А',B,l, у якo-

4t,



|"1у А' = ,ах |а| i Bl вихoдить 3 B BидaлrнняМ yсix pебep, шo ilIцидентнi ве-

pшинi. Hижче iлюстpyстьоя BиДanеннЯ веpшIини a з грaфa:

,4\ffiv_N
do вudалеltня веp|u||нu a

О
пic.'tя вudа.tення веplltulIu а

Вudawння peбpа. Ilеxaй Г =LА'B\ - гpaф i b еB,Bидastити pебpo b

грaфa.це знaЧиTЬ пoбyдyвaти нoвий гpaф |,=fА,,B,]' y якoluy А,= А i

B,= B',{b} . нижяе iлrострyсться виtЕ}ле}iня pебpa гpaфa:

а
b

do вudа,tення pебpа b пiс.ця вudа.tеltня pебpu b

х/-l
/\ |/\

у
do poзбummя pебpа

/51/_ll
))

tliс..tя pозбummя

Poзбummл pебеp,HexaЙ Г =[А'B] - Гpaф i b = |''у) е B' Poзбити pе-

бpo b . це знaчитЬ iloбyдyBaTи нoвий гpaф Г,=IА,,B,l, y якoМу

А, = А''-l{z} (тoбто z - ДeЯKa нoвa веptllиtia) i B,=(B\ {b})U \(',z),(z,,v)\,
З гpaфlннoТ тoЧки зopy uя oпеpauiя oзнaчaс ((BнeсeннЯ в pебpо }{оBoi веp-
шиЕ{и)). Hижчe iлюстрyсться oпeрaшiя poзбиття pe6pa (х,fl гpaфa:

peбpа

3.9 Haйкоpoтrшi мapшpyти

Гpaф Г =[А'81 нaзllвa€Tься зваЭrсенtLL|' якщo tsизнaченa бyдь-якa фу-
нкuiя ./-:B .+ П (фyнкцiя нa множинi pебеp iз знaЧеннЯМи нa мнoжинi дiй-
спих uисел). Сaмa фyнкцiя f нaзивaстЬcЯ вaloвolo, a ii знavення нa тoМ}.

абo iншoму pебpi нaзивa€TЬсЯвaеoю цЬoгo ребpa' Бyль-який rriдrрaф дaнoгo
tpaфa i бyль-який N{apЦ]pyт y Дaнollty гpaфi,тtаюmь свoю ваrу'. це - сyМa вaг
pебеp, шo Bхoдять y цей пiдгpaф aбo в цей мapшrрyт, Якщo гpaф не зBa)ке.
ний, тс vo)кнa вBa)I(aти вaги дyг piвrrими oДиницi.

Ha звaxенoму Грaфi Г =fА,B] з BaГoBoIo фyнкцiсю / можна BBесTI.

пoняТТя вidcmанi мiж веprшинaми. Poбиться це 1.aк. Бy.цеl'o ввaх(aTи дaЦi.
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ri 'кi]]o 
Lе буле спеuiaльЕItх зaстеpе)кенЬ' щo всi poзглянyтi грaфи зв'язнi. Ba-

1' б1'.а'-якoгo Мaplflpyту бyлемo на3ивaT}-t doвэtсuнoto ЦЬoгo Мapшpуту' Яc-
iiо. lцс мiж двoмa Bершиtlaми iснyс тaкий МaрцIpyт, щo Мaе мiнiмaльнy
\{ol(.ilиBy дoвx(иIrу. L{я довжина i називaсться вidcmанню мirк Двoмa веpц]и-
нa:rtи. Maprupyт' .який ЦЮ .цoB)кинy peaлiзyе, r]aЗивaетЬся наt|iкopomulшм.
HaпpиiлaД,,uля гpaфa тia pис.3.1 нижче мorкливi Мapшpyти Мi)к Bерt!иIra-
\lИ .Y, -,t1 i х^=х6 мoжyть бyти тaкими:

l, (х7х2) @2х) Qn); |:l+5+4:10.
П. (х1х3) (хд5) (х5л) L=4+4+2=1a
IlI' (х7r2) @2х) @n) @5х) L=1+2+4+2=9 i.т.д.

Xj

Pисvнoк 3. l

0чевидно, цto 3 llеpегляtiyTих мaршJрyтiв нaйменruу .цoвiriиrry |:9 мaс
тpетiй, oднак чи € Biн IraйкopoтЦ]иМ? Зви.raйнo' дЛя Такoгo невеЛикoгo
грaфa иoх(ria ше пеpе6иpaти Мapшpyти i вибpaти нaйкоpотtший, aле для ве.
ликих i скЛa.цних гpaфiв пoтpiбен Метoд, який скoрoчyс пеpебip.

Зaдaчa пpо нaйкорoтrший мapшpщ в гpaфi N{aс бaгатo iнтеpпретauiй:
вiдстariь мiж геoметpиЧниМи тoчкaМи; чaс peaлiзaцiТ пpoгpal\{и мiж виДiле-
ними мiткaми; BapтiстЬ пеpедaui iнфopмauii кaнaтlaМи зв'язкy мiж за.цaни-
1\{и IIyнктaN4и в меpeжi 3в'Язку, i т'п.

Хввльoвий aлгopитм пoбу.roви нaйкopотrшoго lvtарulрyтy y t|е.
зBa2кetoп!у гpaфi. .{"пя t{езвa)кеI{oгo гpaфa дoвжинa мaрIl]pyтy - це ЧисЛ0
лyг' якi входятЬ в IlЬoгo. Arгopитм пoбy.цoви нaйкopoТшIoгo l{apшpyТy oс-
нoваний нa пoкpoкoвoМy poзпoвсlодженнi хвилi вiд веplUиHи пoчaТкy Мaр-

tIIрyТу г|o гpaфy лo тих пip. Пoки xвиЛЯ не loркнeтЬся веpшlиllи кiнЦя
мapшрFТу' i rrотiм BидiляIoTЬся дyги, IIо яких хвиля дiйrплa дo кiнцевoТ ве-
plЦиIIи'

0. Bеptпина .rs пol'tiЧaстЬся як 0, a iнцri ввaжaЮТЬся нe помiненими;
i=0.

l. i:l+l. Пoмiчalоться iн,цексом i всi непомiченi paнirше вepЦJини' в

якиx r Дyги вiд пoМiЧeliих BеpII]ин. Якщo помiченa веpujиI{a x(' тo Bикo}ly-
с'ться г.2, iнaкшe, якщo noтoчHиМ знaЧе}Iням iнлексy l вияви.rись ЛoМiЧе.
ниМи бyдь.якi веprпини, Тo BиконyстЬся п.l, iнaкще poбиться BисI]oвoк' rДo

мapшpvтiв 3 верцtиt]и.т! B BepцIи}rу Jл ltемaс.
2. Звopoтним I]poХoдolll пo .цугaх' пoчинalочи вiл веpшини хк, Bидiля-

tоться тi Дyги i веprшиilи, якi iвци.цеiiтнi BидiЛениМ верцrиriaМ i piзниuя мiж



вaгaNrи яких Piвнa l. Пiд час pyхy вiл веpIlIиI{и x, пo вiдзнaнениx дyгax Bи.
явЛяlоться пoбyдoBaнi всi нaйкоpoтrлi мaprшpyти дo BеplI.lиtlи х"(pис. З.2).

ПpиклaД. Bеptшинa х/ пoМiчеЕIa r=0. веpшrини х2 i х3 пoмiнaються i:l.
пoтirt веpшинИ х1i х5 - пoмiчaютьcя i=2 i, нaрештi' Brpц]инa .т6-_xх пoМiчa-
сться i=3' Звopoтнiй пpoхiд: вepцIиrra х6 BИД\ЛeНa' piзницi вaг пap BeрIIIин

s;,x6iх;'х;l, ви,fiляються дyги (-ТJ,.x6) i (х5,х) i веptпини х1 ix5. Biд цих ви-
дiленltх вrpiuигl вiдпoвiднo ix вxoДaм oбчислlоються piзниui Baг Пap веp-
llJИH J;.J[2, .т;'х3 i х5,х3, якi дopiвнюrоть oдиницi, i видiляroтьсЯ ДуГLI (л:,х'),
(x3,х) i (х3,х.;) i вepIIIини х2 i хj, Кiнцевa piзниця Baг пap Bеpuiиrr Jr2,Х7 i х.;,х.1

дoрiBню€ 1, ви,Цiляються ДyГи (хl,х:) i(x7,.т3). Pyхaюuись вiд в€plllи}lи x7 пo
видiлениx дyгах' oтpиI\,tyсМo тpи найкopoтшi Мapl]]pуTи:

I. (x7,x;), (х 2,х 1), (х 1,х );
Ii. (х;,х3), ft j,х'), $ l,х в);

I]I. (.тi'.т..), (х3.x5), (x5.х6)' 
Xn:Хl

X":Хб

Рисyнoк 3.2

.{овжини [ всiх маprлpyтiв oднaкoвi i дopiвнroютЬ числy i кpoкiв poз.
пoвсЮДjкеl{IlЯ .xвилi ( С=i=3 ).

Хви.цьoвий aЛгoриTilr ДЛя зBa2кеltoго гpафа. Biдзнaчимo oсo6.lивo-
с.гi пoбy.Цoви ItaйкopoTtДoгo l,{aPшpyтy для ЗBa)кеl{oгo гpaфa зa xвилЬoвиN,t

ailгopитМoМ.
I. Зaltiсть o.ци}tиЧ}loi 3]v1iни itlдекса i (нoмеpa кpoкiB рoзгloвсIo,1)ксн}lя

хвилi) пiл Чaс oбчис.1ення пpoйденoгo Мapшlpyтy дЛя кox(l{oj BepшиIIи пo-
BиIJI{a викopl{сТoвyвaтися сyМa вaГ [1i ,ЦyI. (x;, 1), якi ве.цvTЬ дo цiсТ веpIЦини
вi,l веpiilини х,. .Ц.o кoжнoi верtшини ]\,to)кyтЬ йти вiд веplliини х, дeкiлькa
ьraршp.;тiв, cyМи ,цoв)киIt дуГ пo piзних МapшpyTaх вiдмiннi. Пiд uaс поuly-
кy нaйкopoтuroгo МapпIpyтy нgoбхiднo вибиpaти нaйменruу сyмy. Хвилi
рoзПoBcЮд)ке}t}iя вaги п0 piзних l{aрIпpyтах дoxo.цять дo кoжHoТ BеpцIини
пoслiдoвнo, пpи uеpгoвiй Хвилi неoбxiднo aбo зaJIИIJ]I4TуI стapy вaгy веplIIи-
ни, aбо зaмiнити ii нa lroвy (менrшy). Тoму пiд Чaс рoзpaxyнкy Baги BеptI]иI{и
х1 зa paxyнoк хвltЛi, Щo дiйurлa .цo неТ пo Д/зi (х,, х;), oбrислення вaги ViBи-
зtlaчa€Tься зa фopмулoю V,= miп(V,, V,+!,) ,

Кpoк0: И1=0.
Кpок l:V2=0+2--2,

Vj=Q+t'=Q.
Кpoк 2: И3=rrrin(4, 2 + t1 = 3.

Пpиклали.
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Кpoк 0: И7:0.
Кpoк l:V2=0+2:2,

ltr=Q+Q=Q.
Кpoк 2: V j: min (4' 2 + з): 4.

2. Baги BеpIlIин в прoЦесi po3пoвсIoджеI{I{я хBилi мo)кyтЬ зпliнrовaти-
ся iiеoJlloptlзoвo. [Ipи кoжIriй змiнi вaги И; веpшrини цe зI\4еI{шeнItя необxiд-
IIo пeFrДaти вepIIIиI{aм Bихo.цy х;, тoбтo неoбxiднi спeцia-rьнi зaсoби, якi
вiдoбpaжyтoть фaкти oтpимallня веplIIlIIroЮ нoвoi вaги i пеpелаvy iT iнrцим
Bеplitиflaм. B якoстi тaкогo зaсoбу викOристoвy}oться Мaсиви нoмерiв вер-
шин, якi oтpltМrurи }roB}, Bary (пiд чaс кoжноi змiни вaг HoМеpи BepцIиI]и
вкЛIочaioTЬся y цей мaсив, якцo ix тaМ нe бyлo, a пiд нaс пepедaнi вaг - ви.
кIючa]oTЬся з ньoгo).

Фоpмyлювaння аJrгoритп{y

1' Bеptuинa хн oтpиlt{y€ вaту Vn= 0' iТ ношrеp BBoдитЬся в мaсив М нo-
меpiв lеpшин, якi зN{iIrили вaгy. Bсi iнrлi веpruини -т'' щo Лиtli}tлися' oтpи-
МyЮTь Baгy V1= ю i Тх нoмеpи tIе пoпaдaюТь в мacив М,

2. Якщo МaсиB М пopoжнiй, Тo Bикoнyсться п.3. iнaкцrе вибиpaсться з

BиклIо'{еI{няМ З f{Ьoгo чергoвa Bершинa х, i пepеpaхoByloтЬся Baги веpII]ин'

щo нa'IеxaтЬ Bиxoдy G(л;) веpurинИх;iVх;сG(л) (V; = rnin(И;, V'+{i)),

Якщo вaгa И; зменшyсться, тo lloMеp.7 вклюuaсться зi зведенняМ 11о.

дiбнихв M, laлi знoBy викoнyсться п.2.
З. Якщo вaгa V* = оo' тo po6иться в}lсtloвoк' щo Mapшрутiв з веputини

хн до вlplllини хк };еМaс, iнaкше викoнyстЬся прoцеДypa ви.цiлeння дyг, тaкa
ж, як i в xвильoвo}Iy aлгopитмi для нсзвa)кеltoгo гpaфa' зa виHяткoМ тoгo.
щo piзпиця Baг BеpIlIиti х; i x; пoвиннa бути piвнoю !1i' Пiсля виДiлегlня Дуг
бy.Цyються нaйкopoтrпi N{apшipyти, дoBжи}lи яких дoрiввlоють И^. Poзгля-
немо щс.3.l.

|., V,': V;:О,V2= V3: |/'- V5= |/u= сn'.a/ = {l}.
2.. M+О,i:|, M--О' G(х,)= \хzхз\;

V2 -_ min(a, 0+l) : 1' М = 12\;
И3 = min(ш, 0+4) = 4' |\'{ = \2'з}.

2: M*О,i=2, ]u{= |3}' G(х)= {хзх'};
Yj : min(4, |+2) = З, g = {3}:
Иl = min(ш, l+5) = 6, M: {з'4]t,

2'. М=О,i=3,M: \4\, G(хз)= {х,хs};
V.' = min{6, з+2) = 5, M = |4\ ;

И.s = min(со, 3++; _ 7' M = \4'5]l.
2: M = О, i = 4, ]uf--{s\, G(х) = {хsхa\;

V 5: m\n{l.5+l) : 6, M = {5\;

Х1

д{



И6 = min(со,5+4) = 9' ]|,t=Is'6]} '

2: M * О' i _ 5, M : 6' G(х'): {"o};

V6= mtn(9' 6+2) = 8' М = \6} ;

2.. M + О, i = 6, M = О, G(хо) -_ О;
. 2: M=О\ викoнусться п.3.

!дя iлюстpauiТ викoнaння п'3' нaведeмo гpaф (лив' pис, 3.l) з Baгa]\l}l
BrрцIиIr' oТриIlraниМи в резyльтa'гi poзв'язaяня пpиклa.Пy нapиc' З.2.

X3

Починaемo з BеpШини х6.

G l1хu1 : {х;, х.;}; (L в: 4) * (V6-y'1: 3), тoмy ,Ц}гa (х1, x6) нe вiдiлясть-

(|,,u = 2) = (V6 -V 5 = 2) вилiлясться дyгa (х-;, хo) i всputинa х5'

fuя видiлeнoТ веpшини х,: G,(х.') = [.тз. хl};
({,s: 4) * o/:-Vз:3), лугa (.rз' хs) не видiлясться;
({': = l ) = 1V' -V1= 1), видiленi Дyгa (х;, х.s) i вершинa х7'

.Для вepшини х; G ,(х,) = {jr2. x] };

{{ l',: 5) + {V1 -V2 = 4), лугa (x2, х1) не видiлясться;
( з'l = 2) = (Vl -Vз = 2), видiляеться Дyгa (хз, x;) i веpruинa -т3.

flля веpruини хj: G'(х j) = {хl, x:};
(t l з = 4) # (VJ -V |: 3), томy лyгa (.т,, -v3) не видiлясться;
({;'з = 2): {Vз-Vl = 2) видiлястЬся дyгa (х;, .тз) i веprultнa ;r2.

i]ля веpшllни х3: G.,(х;) = {лl};
(ll; = l):\Vl-Vt = 1), видiлястЬся дугa (х',х).
У pез1,.lьтal.i пo6у.Цовaнo нaйкopoтrпий МapII]pуT (х", х-) дoвжинoro 8:

(х"=(,тl, х2)(х2, .т3)(.т3, х1)(х;, х';)(х5, х;x"). Пpouес рoзв'язaння Мo)кнa oписaти
y виглядi тaкoi тaблицi:

.Т7 r; Х.l X1 X5 X6 M
@Ат)фсоСo-L0 (l.,) 4 :о rо сo Z.з0lo6соф1.4Y /'10lj(')7oэ4.5
0Iзз.6)9-q.б
o I 3 s;@ 6
012568A

4ь



Дшii пpоцес poзв'яЗaнItя викoнy€тЬся зa pис. 3.2.
Haвeдeмo ще oди}l приклaд (див нa pисyнкy нижvе) з кopoTкиМ запи-

сol\,t прoцесy poзв'язaння. Ha нaведенoмy гpaфi вiдмiтимo Bеpшtини oтpll-
мaниМ}i Числoвими зItaЧrI{I{ями вaг i видiлимo нaЙкopoтrшi мaprшpyти.
С)тpимrнo два нaйкopoтillих МapuIрyти дoвжиноro 8:

1. (х7'x3)(х3,х2)(x2,х5)(.т5, х)(х3х);
2. (х1, х j)(х j' хsXх.s, x.1)('т;, хr).

.r/ х) х1

@**"
r. G\э
; YA\е./(t42
t42с@z
с4 2

с4 2
с4 2

с42

.Т1 X5 Xс IvI
сo.ооol
со cо ф ?'з.8 6 о 3,4,5

CI s оo 4'5'2
в- 6lо э'z,'s
6 5 9 2.6.4

д 5 (?, 0.4

tg s 2_!6 s(8 4
6584

3'l0 Aлгopитм [eйкстри

Як виднo З oстa}IllЬoгo ПpикЛaдy, Baги вepшIин }',. зa пoпеpелнiм aлгo.

PитМoilI неoдrtopaзoвo пepерaхoвyвa'Iись i з.являлись.цекiлькa paз в масивi
M, 6уlyнu джеpeЛoМ lioBих хBиль рoзпoBсIoд)l(ення Baг. Aлгopитм {ейкст-
pи дo3Boля€ yсyнyTи цей недолiк. Иогo вiДмiннiсть полягaс в тoМy, щo Нa

кo)кt{ol!{y кpoшi oбиpa€тЬся ДЛя poЗпoвсIо.цження вaги веpllIинa, цIo Мaс
нaйменrriy Bary' якa Ire poзпoвсIодилa Baгy нa iнu-ri BeprЦиI{и. Toбтo, B аJlгo-
pитмi ]ейкстpи вi.цмiчaються Bеpшини, Щo B)ке рo3l1oвсlо,циЛи сBo}o вaГy, a

з iнrullк вllбllpaються неpгoвi BepщltнIt з нatlltенrr.ioro ваi.o}о.

ФоpмyлIoвaння а'гtгoрIrтмy.
1, V,= 0,Yх{i + II)I{V'= со). Bсi веplllиIlи ltе вi.цмiчснi.
2. Сеpед невiдмiчених Brpши}I вибиpaсмо jrl з найN{еншiоro вaгoro И, i

вiдмiчасмо i]. Якщo |/i= ф, тo poбиlto висIIoвoк, Щo NlaРIIlp}'Tiв з веpшrини

';l 
дo BgрIIIи}tи 'тх неМaс' iнaкurе, якЩo вибpaнa вepшинa Хi = j("' тo Bикo}lyс-

мo п.3. iнaкше пеprpaxоBy€Мo Baги BеplIIин' щo rtaiежать G(х;): V1 : min(Y,,
V,+|,1), \aл\ зiroвy викo}lyсмо п.2.

3. Aналoгiчний п.3 хвильoвoгo aлгopl4тМi.
Haведемо скopoнений зaпис poзв'язaння 3а aJlгopитМoМ Д.ейкaти для

пpиклщiв, щo нaведенi нa рис. з.l i 3.2' рoзглянyтi вершини пoзначaЮтЬся
y кpуr)кiЧкaх. Нaйкopoтrli I\,taрцIpyTи llе видiлясмo' oскiJlьки цeй прoцес ви.
кoну€тЬся так. яt( i y хви.rьoвoмy a.rгopитvi.
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I

l Як бaнимo, пpoцес poзв'язaння,цЛя 06oх ttpиклa.Цiв Тpoxи скopoтиBся
ioчa нa ко,t(lloN4у кpoцi t{еo6xiДнo вибиpaти веpi.t]инy менlлoi вaги.

ri-\
X,:X t

\ёu

IIримiткa пpo нaйДоBllli мaprшрути. B бaгaтьoх дoДaTкaх Пoряlц з

нaйкopoтшIиMи MaplшpутaМи пoстaе 3aдaчa пoбyдoви rraйдoвш]их МapшIру-

тiв. Нагtpиклa.ц' ts пpoгрaшli неoбхiДнo знaти Ilе TiлЬки llaйменtпий, a,1e й

нaйбiльrший Чaс i] реaпiзaцii' Для poзв'язallня таких зaдaч дoстaтIlьo в aпгo-
pитМaх пolltyкy нaйкopoтшoгo мaрц]руТy poзрaхyнoк Baг веpiIIиH здiйснЮ.
вaти Bi.цпoвiдt{o Дo ПpaBИЛa V1 : ma4V1 Vi+t1.1), a y ПеpllloМy пy}tктi
хвиЛьоBoгo aцгоритМy присBoiти BсiNt веprшиtlaМ вary 0.

l1iд нaс гIo6yдoBи нaй.цoBlЦиx МapЦрyTiB poзгЛядaюTЬ cЯ еЛе^|енm apн i
aбo пpостi найдoBшi мapц]pyти' нaйдoвцIi N{apцipyти iз заdанltм чucлoм| вu-
КoltаI|ня цu]L\у'

IIpиклад. Poзв'язaння зaДaчi ,цля гpaфу нa pис' 3.1 бу.Це мaти BИГЛЯD;

.t/ х)o,/:\liJ

Хi Хl
Q' !o

5
a;\\у

Хj X.1 X5 X6
Фd)сс)Ф

4Ффf;)
\,дфх(5) 7 ,ю

(6) e

@

Х3 Х1 Х5 X6
фсoсoс'

\J/ ф 'jс л
Ф5;с
/ t)l f
(6) e

Ф

Х7

0
0
0

0
0
0

0

)С2 .I3

00
1А

14
14
t4
14
1Аla

Xl .Т.s X6

000
000
600
680
6 8 l0
6 8 r0
6 I l0

M
I

4l

6
rz

У pезyльтaтi пoбy,цовaнo Tpи нaйдoBllIi мapшpути дoв)киIroЮ 10:

1. (х7, х;)(х;, х7)(x1. х6);

4. (х7, х3)(х3, х7)(х1, х6);

3. (х7, х3)(x3' x.;)(х5' х6).
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3.11 Aлгоpитм Фopлa.цля rroшyкy нaйкopoтrших мaprшpутiв

Iiлaсичним aЛгopитМolt{ IIoшyку нaйкopoтruих мapшpyтiв y ryaфi с
а.пlopumм Фopdа. oснoвaний вiн нa тaкoмy пpoсTомy фaктi: якщo с наЙкo-
pomuluй 'uаpшpуm мiэrc буdь-якшцu dвoма веputuнCLMu' mo йoеo часm|lна
.+tiэк: буdь-якu.,lцu dвoма веp11|uнсLу|1| t1а ньО,wу Эlс cаjnoJ,'tу mаKailс с наitкopo-
mulшt4'u аpulpу moм, Алгopитм Фop,Цa .цoзBoлЯ€ знaiп и нaйкopoтшi Мapшрy-
ти з бyдь.якoi oднiсi. вe.pпrини гpaфa в yсi iнrui. LI.ю вихiдну BеplпиI]y
мoжнaвибpaти дoвiльнo, oднaк' зpобивrши вибip, лaлi 1'жe тpебa BихoдиTи з
тoгo' щo бyлyть oписaнi нaйкopoтшi Mapшpyти сaМе з uiсТ веprшини в yсi
lflшl.

oпишемo дa}tий aлгoритМ IIo кpoкaх.
Кpoк 0. ПронyIvтеpyсмo усi веpiшини з Г = |А,Bl, тaк щo l = \t'z',..' p}

i пpи uьoмy нoмеp к1> Мaс сaN,tе тa вeрIIIинa' з якoi бyдyть знaйденi нaйкo.
poтrшi иaршpщи в yсi iншi вepшини. 

,

Побyдyсмo дaлi мaтpишю M =\,,,)' i' j =1,2,...,p, пoкЛaвшI,l

/((;';))' якu|o (i,7)е в,

лuun€mьcя неЗаnОвнеl1oЮ' яКщo (i,1)е в,

Кpoк l' Бiля пеpшoгo pядкa мaTpицi М, лiвoрyv вiд мaтpиui, пoсТa-
BиМo чi,{слoвy rioзнaЧкy <0> i тaкy )к IloзнaЧку пpостaвиМo нaJl ПеplIIиМ стo-
впцем иaТpицi. Потiм пеpеглянеМo пoзнaчений pядoк з-пiвa нaflpaвo i кoжен
paз, зyстpi'ralo.tи клiтинкy з ЧисЛoм' ДoдaМo це числo дo пoзнaчки pяДкa, a

сyМy прoстaвиМo I{aд стoBпцеМ, y якoМy ця клiтинкa зI]aхo.цитЬся.

flaлi вiдoбpaзиМo Пoзrtaчки стовпцiв щoдo гoлoB}toi.цiaгoнaлi. Bини-
кI-Iyть пoзI{aЧенi рядки. f{ля кoжногo з floз}taЧrниХ рядкiв пpоpoбимо те жe
сaМе: пеpеГлянеМo пoзItaчений pядoк з;riвa пpaвopyн i кoжен pаз. зустpiua-
ю.tи клiтинку 3 чисЛoм' дoдаМo це чисЛo дo IIoзнaчки pяД|<a' a сyМy ttoсТа-
BиМo Як пoЗHaЧкy нaд cToвпчикol\l' y якoмy ця клiтинкa мiститься' При
uьoмy бyаемo l'Ioтpимyвaтися пpиI{циIly ,,: (нaяBII) пoзнaчкy не змiнroвa-
ти>. Пoтiм пoзI]aЧки стoвпцiв вiдoбpaзимо щoдo гoлoвrioi дiaгorrа..Ii i з пo.

зi{aчelli{ми pя,цкaмI'r зrrоBy пpopoбимo те )к сaМе. I тaк Дaлi, пoки }Iе

вияBЛягЬся пoзнaчениМи всi pялки i всi стoвпцi.
Кpoк 2. Пepеглянемo pядки тaблишi в пopядку ЗpoсTa}r}Iя Тх номерiв.

У кoжнoмy рядкy пpoгЛядalотЬся клiтинки злiвa напpaвo i кoжен paз. кoли
зyстpilaсться Числo''BоIlo'дoДa€тьсЯ.цо IIoзнaЧки pЯдка. a сумa пopiвнtость-
ся з пoзнaчкo}o сToBпця' y якoмy знaй.цене ЧисЛо poЗтaшовaне. ЯкЩо сyмa
виявилaся Менule, нiж пoзнaчкa сТoвIIця' To Ця tloзнaчкa с.гoвпця зaмiняеть.
ся }Ia зГaдal{y сyмy. Якщо xt сy]\'la BИЯB14Лaся бiльшa aбo piвнa познaчцi, тo
нiчогo не змiнlосться. Пiсля TaкoГo ПеpегЛяду всiх pялкiв новi пoзнaчки
стoвпцiв вiдoбpaжaютЬся lrlo.цo голoвноj дiaгoнaлi i вся пpoЦе.lypa пoвтo-
pIостЬся. l тaк .цoти, пoки не пpиПи}Iяться змiни в пoзriaчкaх.

""_f,,,ii _ 
1|к.пimuна
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Кpoк 3. Тепеp зa пoзнaчкaМи Мo)кItа пoбyДyвaти найкopoтшi r\{apшpy-
T|4 з пеpiпоi вepЩиI{и в yсi iнц-ri. Фiксyсмo jloвiЛЬнy вeршиIl}'
k (k=2'З,,'''p) й oпишемo нaliкoрoтшrий мapшipyт з перrпoТ sepIIIиI]и }'

веptIIиIly i . Пo-пеprше' дoB)кинa цьoгo нaйкopoTllloгo Мaршpyтy дopiвrtioс
пoзнaчцi )" o, Щo МiститЬсЯ нa.ц сТoвпцеI\,r з нoМерoM &. Пo-дpyге, пеpеdoс-
mанIlя Bеpl]lу1нa в нaйкoрoтllloЬ,ly МaршjрyТy з пеprшoТ вepIIIини y веpшlинy &

знaxoдllться тaкиМ чинoМ: у стoвпЦi з нoМерo^4 t вiдrпyкуемo чIlс,'Io, сyN1a
якoГo з пoзнaчкoтo ряДкa' y якoМy вoнo poзTaшioвaнo, дopiвнrос 2 o. Нехaй
}loМep pядкa, y якoМy знaйдeне чисЛo BиЯBилoся, дopiвнюе /. Тoдi lrеpeдoс-
тaнlзЬoЮ веpIIIинoIo в нaйкоpoтшoМy N{apшpyTi з | у k бy.Цс вepшинa /. Bе.
ршиIlу, tl.lo [tереД,yс веprпинi /, тpебa вiдшyкyвaти як пepe.цoсТaнню в
нaйкoрoтtшомyмapшpyтi з l в / i тaкдалi.

I{aвеДемo ПpиклaД. Hехай виxiдний звaжений гpaф описyстЬся МaТ-
prацeю ]+4, щo нaве.цeнa }iи)кче:

Poзставимo пoзltaчки:

Пpoвeлемo зМеtIшIення пo3нaЧoк

Bкaжемo нaйкopoтuri Мapшpyти:
1:э2: дoвжинa l0; мapшpут (вiд кiнця лo пouaтку) 2е l ;

5n

t0 lз
l0 lt
lз t'7 IO

t'7 16 12

ll l5
l6 1l t5 t0

II l2 l5
l5 l0

.jз8,

l0 i3
10 ll
ll t7 t0

t1 l6 t2
П 15

lo lt l5 t0
ll il l)

ll l0

U t0 t) 30 2з з4 2l 38
з0{ i*r; .E8:

0 l0 lj
10 l0
IJ I3 t7 l0
30 lо t/

II l5
Jq t6 ll t5 t0
2l ll t2 t5
i8 Ь:зs l5 t0



1:э3: дoвжинa 13; мapшrpyт (вiд кiнця дo понaткy) 3е1;
l:э4: .цoвжинa 30; мapшpyт (вiд кiнця дo пouaткy) 4е 3е1;
1:э5: довжинa 23;мaрrпрyт (вiд кiнця ло понaткy) 5€3€l;
1:+6: дoвжинa 34; мaprupyт (вiл кiнuя дo пoнaткy) 6е7е2е1;
1:э7: довжинa 2l; мaprлpут (вiа кiнuя до пouaткy) 7е2е.|;
l:+8; дoвжинa 38: мapп-rpyт (вiл кiнuя .Цo поuaткy) 8е5еЗеl '

3.12 Зв'язпi гpaфи. Кoмпoненти зв'язнoстi

Hехaй G - неоpiснтoвaний гpaф' [вi веpшlини a i & пазивaютьcЯ Зв,я3'
нцlJ,'u' якЩo iснyе мapшpyт S з пoчaткoм a i кiнцем b. Haпpиклaл, y Гpaфi

.Oq

веplilи]lи щ i а5 с зв,язtlиМи зa Маplupyтoм аз(oз,а,)аz(аz,as)a5, a веprшини

аa i а1 нe зв'язнi rri зa яким МaplupyтoМ. Гpaф нaзивaс.rьcя Зв|ЯЗнu^'' ЯкIцo
бу.Ць-якa пapa веpll]иll зв'язнa. Taким чинoм' нaведeний пpиклaд гpaфa с не.
зв.язним.

Y зaгaльномy випaдкy вillнoцIення зв'язнoстi .цЛя BеpIlIин гpaфa с вiд.
tlolllеI{]lяМ еквiвaлентнoстi' Звiдси виIIЛивa€ те. Цo iснyс рoзклa.цaння зaгa-
льнoТ шнoxини вepшин l, =UV,. пPичoМy тaкиМ чинoМ , |Цo V,^I/;И, i* j,

i

тoбто вepшини oднiсi пiдмнoжини ( с зв.язними' a вершиI{и з piзниx пiл-
МI{oх{иti И; не зв'язнi. 3вiдси випЛивa€ poзклaдaнIlя G =UG(Vi ) гpaфa G нa

l

зв'язнi пiдгpaфи, якi не пеpети}ialоTься' G(4). Пiдгрaфи G(V) HaзиваЮтЬся
кo^4noненmQ./'tu зв'язнoсtni гpaфa G. Moжнa зaпpoпoI{-YBaтI.I utе й тaке визнa-
чeння. Зв'язнuм кoмrloнeнпolи гpaфa нaзиBarтЬся такий йoгo пiлгpaф, шo с
сaм пoсобi зв'язниМ гpaфом, який пpи цьoмy збiгaсться з бy,Ць-яким iнrшим,
tЦo мiстить йoгo зв'язним пiлгpaфoм. Тaким чиI{oМ' зв'язний гpaф мaс е.Ци.

ний звязний кoмПo}teнт - цe вiн сaм. Ha pисyнкy ни)кче нaвrдеIlо прикЛaд
грaфa з тpьol\,ta зв'язн!tми кoмПoнеflТaМи:

,/^ Г

B opiснтoвaних гpaфaх вершIини хi i x; нaзивatoтЬся з6'язнu.ltzt слабo
якщo в гpaфi (@,t) iснyс тiльки Мaрцipyт (х,, хl). Якщo ж в гpaфi (G,.i,) iс-



}rуЮТЬ N{aрIцpyти (;r;' l) i ("";с;), тo веpшrини х; i хi буlуть зв'язнi c||.-tь11o'

Якщo в гpaфi немaс мaprшpyтiв З веptl]ини хi B х1 i неМa звopoтt{oгo t\4aршр) -

Tу З J, B }.l, тo веpIIIини x' i х; не зв'я3нi'
Тaк сaмo, Як i .цля неopiентoвaних гpaфiв, пoняття зв'язнoстi I]pиBo-

.1итЬ .]o пoнятTя зв'язнoго кoМIloнентa: пiлгpaф l 
' 

opr.paфa Г нaзивасться

3в'я3нLur кo.мnoненmОJ': opгpaфa Г. якш.tо: t) П с зв'язниM opгpафом;1)не

iснyсзв.язнoгoopгpaфa Т тaкoгo. iuo i' сТсГ i Г' *Т.
oнeвиднo, щo для неopiснтoванoI.o гpaфа Мaс сеttс Лиillе пoнятTЯ сI1-

''lьнoТ зв'язнoстi. Biднoшенriя сильнoТ зв'язнoстi pефлексивне, симeтриvне i

трaнЗитивiiе' тoбтo вoнo с вiднoшенням еквiвалентнoстi i oДнoзт{aчнo pоЗ-

бивaс мнoжиrry BерIIIин гpaфa нa кoМпoltенти зв'язнoстi: мaксимaльнi пi.l-
l'rнoжиHи сиЛЬ}lo зв'язних мiж сoбoto вepшlltни' Ha pис. 3.3 нaведено
IIpиклaд гpaфa, щo lt{ae тpи кoМпotIенти зв'язнoстi:

l . [-т7. х,', хз, хlI ,

2. {х5, х6, х7};

3 - {хв}.

Pисyнок 3.3

Пpи цьому легко пеpевiриТи' щo всеpеДинi кoжнoТ кoN{пoЕIeнTи Мl)к
всiшta пapапtи верIшиtl € N{apцIpуl.и в oбox нaпряМкaх. Мiж кolutпoнeнтaМи -
тiльки слaбкa зв'язнiсть: € Мaршрyти з BеpIIIин кoмпot{еt{ти l в веprпини
кoМIloi{еI{т 2i3,iз Bеpши}lи кoМпo1lенти 2 в веpшинyx6.

[Ioбулoва кoiltпоtlеtl.l. зв'язнoстi y неopiснтoва}toпty гpaфi' Як
BипЛивaс з otнoзIlaчнoстi poзбитгя неopiснтoвaнoгo гpaфa нa кoМпo1{енти
зв'язIroстi iх визнaчення не пoтpебyс пеpебopy вapiaнтiв. Toьtу aлгoритм
пoбулови кolvПoi{енT зв'язнoстi дoситЬ пpoстий i склaдaeться BсЬoгo з дBoх
пyнктiв.

1: i = 0. Bсi веpruини гpaфa нe вiдпliчевi.
2.. i = i+|. Bибиpaепtо нaс'гvпнy веplijинy' вiдtмiчaсмo ij i всi зв.язaнi з

IlеЮ BеpIUини знaЧеЕ{rlя]\l iндексy i зa .цoпопlогoЮ poзПoBсIoджеI{I{Я хвилi пo
pсбрaьr, щo вихoдять вiд yже вiдмi.tених iндексaми BеpЦrин. T'aкишt чиноМ.
Bи.цiЛясTЬсЯ i-тa кoшrпoнентa зв'язнoстi. Якщо с ще t{е вiдмiченi tsеplllиItи,
Тo BикоI{yсTься п.2' iнaкше виЗнaче}lЕIя кoМпoнrнT зв'язгtостi зaBepшIенo.

Рoзглянeмo oписallиl"l виlце аЛГoрt{TМ дЛя гpaфa, щo нaвeДений нa ри-
сYнкy нltжче.
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1:i=0.
2: i= |. Biдмiчaсмoiндексoм i = 1 вeрцrинyJ/ iзв'язaцi з неto Bеplilи-

HИ .t3, Jz, х9' oTpl.{Мaнa I]еpцra кoМlloнентa зв'язнoстi: \ хt, хз, хт, х9}.
2: i :2' Biдмiчaсмo iн.цeксoм i = 2 веpшину т, i BеpIIiини х6 i х1n.Пo-

бyДoвaнa дpyгa кoмtloнеi{тa зB' яЗI{oстi.
2: i = 3. Biдмiчaroться iн.цeксoм i = 3 вepшиH:rl х1 i jrs. Третя кoМllo-

нентa зв'язнoстi - { .т;' хд}.

2: i = 4' Biдмiяaсться iн.цексoьt i = 4 веprпинa Х-s, ЯК3 фopмус чeтBеpтy
кoМIlollентy зв.язнoстi - {х5}

Побулoвa кoп{пoяеllт зв'язнoстi B oрi€Птoвaнoмy гpaфi. Aлгopит:и
пo;lягaс в Пeретвopеtlнi вихiдlroгo opiснтoвaнoгo гpaфa Дo HеopiснТoBaнoгo
мaрulрyтoМ 11еpеTBopентrЯ, не пopylllyЮЧи сиЛЬIloi зв'язнoстi вeprrrин гpaфa.
Тoмy 6y,1емo Мaти l1а yвaзi, Щo Для oТpиI\rа}roгo неopiснтoвaнoгo гpафa aл-

гopитм визI{ачеririя кoNrПoнеllт зв'язнoстi вжe сфopмулЬoвaний B IIoIIrре-

ДirЬoМу пiдpоздiлi.

Алеopum,u nеpemвoPення opiснmoванoеo zpафа do неopiснmoванozo,
l. Bсi зyстpiuнi дyги в oрiснтoвaltoмy гpaфi зaшtiнIоемo рeбpaми.
2. Якщo в тIеpeтвoрЮвaнoму гpaфi yx{e неМa дyг' Тo пpoЦелypa зaкiн-

ненa, iнaкшle вибиpaсться бy.Ць-яка .цугa (хi, х,) i' якщo в грaфi е Мaршрут
(r;, х,), тo тaкa Дyгa {хi, х,) i всi лyги МapшIрyтy (;r7, т,) зaмiнroютЬся pебpaМи.
Якщо ж мaprшpутiв (х;, х,) в гpaфi немaе. то дугa (х., х,) видaляеться з гpaфa,
тoбтo повиннa з6epiгатися тiльки сильнa зв'язнiсть' Bикoнусться п. 2.

Пoкaжемo пpoцедypy ви3нaчення Зa ,цarrиМ aJIГoриTмoN,r кoМIroнeнт
ЗB'язtIостi лля гpaфa }ra pис, 3.3. I{ля 'Ц}Ги (I;, хj) с мaprupyт (х3, х1) $', хt)
(х,, х;), piвний MapшpyTy (хз, х:), ToМy .цyги (х:, хз) i (.x3, х.1) ЗaМiняrМо prб-
paми. [ля Д!ГИ(хц x5) мapurpyтiB (х5, х1) B гpaфi [IеМaс, тoмy дyгa (.'.,, хs)
виДaлясТьсЯ. Aна.lloгiчно BидirЛяioTЬся дyГи (J/, хi) i (x5, хil, I7ля лyги (х5,.т6)

с Мapшpyт (хо, хs), piвний l{aршpyTy (х6, х;) (х7, х.;). тoМy дyги (х.i, xr) i (х6, х,)
зaмiняються pе6paми.

Taким чинoм' oтp'lllaнo нeopiентовaний гpaф (див. нa pl,lсyl{ку них{.
не), визнaвeння кoМIloнеIlт зв'язнoстi /цЛя якoгo ttе Bикликaс тpyднoЩiв 3a

пoIlеprднiМ €ЦI ГopиTl\4oМ.
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&5
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Y-,х;7,
Haведемo кiлькa теopем щoдо зв'язнoстi гpaфiв.

Tеopепra. Кoжнliй неopiснтoвaний гpaф poзпaдaетЬся €Диt{иN{ Чиl{с1\1

y ПряIv1y сумy свolх зB'яЗниx кoмпoltеtlт.

.{oпoвнення G гpaфa G y пoвнoмy гpaфi з тiсlo ж Мнo)киtloю вершин
тaкo)к !{aЮтЬ едине poзбиття нa свoi зв'язнi кoмПoненти.

Tеopемa. Якщo B скiн.reннoмy гpaфi G piвно двi веptIrини ао 1 bn I'1a-

ють нeпapний лoкaпьний cтепiнь, тo вoни зв'язнi.

,Цoведення. oскiльки в скiнченнoшty грaфi числo веplllиH HeП?pНoГt-r

степrIIfl пapне' Тo це ТBеpдI(rння Bикoнy€тЬся i Для тiсi кoмпoнeнти гpaфa
G, ,цo якoi Haле)кить Bеpll]инa ао' ТoДl i веpшинa 6д пoBИtlНa нaлежaти тiit
сaмiй кoьtпoнентi. Якщo Н - чacтинa гpaфa G' в якiй yсi локaльнi степенi

. ,. -l ,,
непaptli, тo в гpaфi II-I (якиЙ yТBoptoсТЬся з G видаленням H; |I] =G\tI) а, \

bл пoвиtiнi З&liишIитися зв'язними.
Tеopемa. Hеxaй G € зв'ЯзtlиМ грaфoм i H с йoгo ЧaсTиItolo. Тoдi чис.rо

зв'язних кoМпotiент 'цoIlоBнeiIня l H гpaфa H у G нe пepевеpiпyс Чисjla Bе.

pшин уH.
Tеоpeмa. Якluо гpаф G з oлнoкpaтними pебрaми i без ПеTеЛЬ Мa€ r?

Bеpшин i t зв'язниx кoМIloнl}lт' тo МaксимaЛЬHe числo рe6еp y G дoрiвнюс

t,
N(n, k) _ ', (u - /с ) (л _ t + l )

Теopе;rrа. Гpaф з '' Bеplllинaми i з числoьl pе6еp, бiльrullм, нiж
N(п,2)_-(n _ t)0'* 2)D. е зь,язнr.м'

3.l3 Bзaсмнo-o'цнoзначнi вiлoбрaисення гpафiв. BiДстань, дiaпlетp,
paлiус i uентp грaфiв

Bзaсмнo-однoзначнi вi.цoбpаження гpaфiв (BoB). Poзглянемo гpaф,
oбyмoвлений BoB, aбo пiдстанoвкoю а-+ а+т(о), аеV eлeмeнтiв мнoжини
l,. Тaке вi.rобpaження MoжHa iнтеpпpетувaти як бiнaрне вiДнoшeння ата,'
rrlo викOHyстЬся тiльки тoдi, кoли с,с пoj{анням a пplt вiдoбpaженнi r.

} гpафi G вiлoбpaження r B кoжнiй веpшинi а буrc сдине вихiДне



ребpo (d, r (с)) i с,цине вхi.цне pебpo (a, Т.'(а)). Тoдi для лoкaJlЬtlих сTепе-
нiв ми мaeмo p(а)= p.' (а):|'тoбтo G е oднopiдний гpаф степеня 1.

oбеpнення бy.Ць-якoгo oднopiднoгo opiснтoвalloгo гpaфa стeпеня l
Bизнaчaе BoB т МI{oжI4I{Ii V 'нa ce6e, щo yтBoрюсться зa фоpмy лoтo а + т (а)
для кoжнoгo оpiснтoвaнoгo pебpа (а, а). [пя BoB r кo)кнa Bepшинa d ви-
з}taчaс еДуlнъliа opiетrговaний мapшPyт а, т(а),т .(а) ,... Тут мoжливi двa
Bипaдки'

1.B мaрrupyтi iснують пoвтopювaнi веpIItини' тoбтo тaке цiле числo и
i n, p'n' яких Мo)I(нa зaписaти' щo r-(a) =т ^',(о)' oскiльки кo)кЕ{a BерlIIиi{a
с IIoДaflняМ единoi BepшIини' oтpимaeМo т,(а1 = a. Haйменrце и>0 iз цiеio
влaстиаiстю l{aзиBaeться llopядкoм a пpи вiдoбрaжeннi r. Звiдси Мoжнa
зpoбити виснoвoк' щo Мapшpyт скЛaдa€тЬcя з pебеp дeякoгo llpoстoгo цик.
лy i подaе opiентoвaний пp^остий цикЛ.дoB)l{иIlolо и, якйй прoxoдить чrPез
BrpIЦиI{и G^(а)_(а,т {а), т,{а),...,Т',-,( a)). Qей цикЛ с o.цttим iз зв'язних
кoМпotIеI.lТ.

, 2B,сi BерцIи}Iи в мapшpyтi piзнi. oскiльK|4 а - €диIIе подaI]ня ДJ|я
т'(а)' т.'(а), т'(а) i т.д.. тo МapцJpyТ iцo)кнa poзгля.цaTи як llBoстopoнн}о
нескiнrеннy послiдoвнiсть Bеpцrин:

Gn(а)=(...',( а1, т-l1а1,а, т(а}, т2k),.,').

Гoвoрять, Щo 4 мa€ нескiнеченний лopяДoк щo.цо r i нaлежить не.
скiнненнoмy прoстoМy opiснтoвaнoмy цикЛy'

Tеоpемa. BoB l\{нoжиIl V нa сe6e BизнaчaетЬсЯ oдноpiдними
opiентовaними гpaфaми стеIIеня | нa V. Пoв'язaнi кoМпоttенTи тaкoго гpaфa
е aбo opiентoBaними прoсTими циклaМи, aбo двoстopoннс нескiнчеIitlиМи
оpiснтовaними Ilpoстимlt лaнцIогaми.

Biдстaнь. Hехaй G - зв'язний нeopiсltтoвaний rpaф v а,bсG . Тoдi iс-
нyс пpoстий лaнцюг S(с,b). !овжинoю циx .цaнцЮгiв с цiлi позитивнi .tислa.

Якщo кiлькiсть peбep цЬoГo лaнцЮга не мiтtiмanЬIJa з МoжЛивих, ro iснyс
ЛaнцЮI' щo мa€ MеIIшy кiлькiсть pе6ep. oтxе, мiж с i 6 повиннi iснyвaти
ЛaнцюПr нaйменшoi дoвжиIrи' ф нaйменшra дoв)кинa називaстЬся вi.цстaн-
нto d{а,b) мiж a i b. Bвaжaючи, кo)кнy Bеpшинy неopiснтoвaнoго гpaфa
зв'язaнoю самy iз собою, ми пo сyтi ввoдиМo нyльовi Мapшpyти. щo [lе ма-
ють peбеp. oневиднo, щo пpи uьoму d(а,а)=0. BiДсraнь d(a,6) зaлoвoльняс
aксiомам тaкoТ метpики:

|' d(а'b\> 0;

2. d{а'b):Q с> а -- b;

З' d(а'b)=d(b'а)

a. d@, b)+ d(b, c) > d(а, с) (неpiвнiсть тpикyтникa).

!iaметр, paдiyс i uентр гpафa. Нехaй G - зB'язaнI,tй неopiсн'roвaний
гpаф. l1iaмeтp скiнrенногo гpaфa - це мaксиМаЛьнa вiдстaнь rriж двova йoгo



tsерtt]и}]a\lll d(G) = moх с/\d,b). Нaйкopoтшi пpостi .пaнцюгtl. lllo Зв'яз,.'ц11o
0 'DС|

-lвi вeptttини з \.1aксиМfu-lЬнoio вiдстaнню. нaзиBaIоться diа.'uеmрс!.7ь|tI,|-\tLr

11 p( )с |11 i|.\'tll'1сlн L||o?а,\ I L|.

Hехal.t с . Деякa ,цoвiлЬIla вePЦ]инa' Мaксиltaльlloю вiдсtaнню гPaфа
вi,t веpruини с гIaзивa€тЬся велиЧинa aс):ууt1 rl(с.х). Bеpшl|4НA Ctl |7d'}L1BА.

t ]Ься ценТpoм гpaфa G, якцo BеЛиЧиrra r(61 = 
I,!|. 

,t,,,.l

'.Мaксttмa"rьнa вiдстaнь r(G) вiд цrнTрa I{азивaстЬся paДi)сolU гpасpa G,
a б;-rь-який нaйкopотшiий пpoстий лaнцюГ вi,1 ценTpa с,4 дo б).дЬ-якoТ вep-
Ulини. якa !1a( \IaксиМaльнr вiдсгaнь вi.l с., HaзиBа(тЬся pa.liaльнипt .lаlilllо-
гoь'r. Це'нтр не oбoв,язкoвo ПoBи}tен бvти сдllнишl.

Пpoтяжtliсть. Hохай G скiнченний зв.я:зaниЙ неopiснтoвaний гpaф, nl
_ кiлькiсть йoгo ребеp. Кiлькiсть IloсЛi.цоBнoстей t1ьoго r.paфa бeз пoвтopенЬ
JoрiвII oс и./. тoбтo скiнченнa. Знaчить скiнченне i чис.rо llpoс t их .танцюгiв.
.rе pе6ра ьlе lloвТopЮloться, Пpomя.эк.нiсmю мiж BeрUtинa]\,tи а \ b l(а'h) нaзи-
BаСТЬся \laксиМaiЬI]a дoB)tиlta нaйдoвrпoго i{i)к ниNtи пpoсlol.() .,lаHЦЮI.a'

Протяiкrliсть /(a'6) тaкoж зaдoBoЛЬHяс aксio.\llI ltlrТрик!t.
\ гpaфi iснrю.rь :iаrlетpaльrti зa пporяжнiстю i]бo нaii,rовшli rlpr.lстi

.litH I LюгИ. [х ..toвжинa 1., називаt ться Liaпlс t ptlrl l tpoтяжttoстi'

f{"rlя кoжнoi BерIIIини грaфa iснyють нaйl.цoвiшi пpoстi лaнЦюГи З кtн-

шеrr 5' шiй веpшинi' 
,ilх 

дtlвжинa l(у\=ttlахl(v,л,/ нaзивастьс'| ч||С'1o'\I |1РО-

tlt lt.ltt' н ос t'tl i,цЛЯ tsеprЛ и н и v. lJе н nl7э сtll tt

t,' з vit,ittальни\l Чис..lo]\4 прolяжнoсri

1'Ё 
'

t1 p o l11 я,1К' l l o с |||i t l aзltвaст ься Bеp ll I и нa
l 1, = l( s,, ) = tnin|( tl )' Най:oвrшi прt-lс-

l;I'

l.i .цaнцюги вiД Цих ueнтрiв tlазиBaЮTЬ pаdiа'tt,нu-tttt п() nрomя}К'I1llсttti п1эoс-

тl,1N{l,1..Jlаь{цЮгaшtи, a iх дoв)kиHу l,,- pаdiусo.lt пpotпя,lюнoсnti.

Teоpeмa. Б1ль.якi дBa нaйдoBш]i пpoстi лaнцюtи \,1aЮТЬ 'зaгальнi вe-
plll ИI{ и.

Teopепtа. Число прсlтяжнoстi за/lовoltьняс неpiвlroстi 1/i. l2/.,.l2 абr.i

i(v )2(l11 + l//2 вiДПoвiднo для lТaplloГo aбo нeпapнoгo лaнЦюt.a. Piвнiсть
lrоже бyти ДoсяГнvTa ко,lи u poзтaшoвaнo нa кo)кHo]\l.\ ttaй.lоBlUOМ)' гlрoс-
тoltl''панцюзi.

Tеоpема. Якшo p(а,b) - пpoстий.1aнцЮг iз верu;ини./, [Цo Hе Мо)I(Ila

прoдoB){tити зa b^тo D.пежl,tть ria llpoстol\Iу циклi, ДoвжиHа яКогo Hе \4енш]a

нiж p(b)+1.

Teoрема' У скiнчeнoп,tу гpaфi G без гtетель iкpaтних ребеp rrехаil
/r, .цttвжиНa нaЙдoBшоГo гIpoстoГo Лaнl{ЮГa! i t,, - ьtaксиlti].цьниii itI,{eкс кoпt-

гtонеliт пo всiх Лрoсгих ЛaнЦЮГaх. ТoДi дrrя JloкaлЬних степенiв у G iсll1.с
веpхгIя гpaниця p(у )<l(|() 

'i() 
), v е l/, ш{o зaлежить вiд G.
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3.l4 Система нrзале)кних циклiв
HaгaДaсмo, lllo зaмкItеIlий мaprпpyт в неopiснтoвaнoмy гpaфi I]aзиBa-

стЬся LiикЛoМ. B зага,тьнtrмV tsиllаДку .rля гpaфa ,\,Ioжнa Пoбу;]).Baти деКl-ЦЬка
цикЛiв Hallpиклал. J.Ця HaBедснoгo }lи)КЧе гpaфа rroжнa rroб1.,r1 вати та;ti
цикJlи:

I' (х;' хэ) (х-l' хз) (х.., ,т;) (.т.;, -т';) (.r-'' "тi);
II. (х7, х2) (.lr:' х') (хl. х-,) (х..' х7);
lil. (хl. .т1) ("т-', х3) (.т.;. r-';) (.Yi. ,rl)i
IV. (.тl, .т.') ("lг2, -т1i (;r;, -rз) (-т.;. -т.;) (х.;, .т,):_-I Ltt.

oзначення систе]rrи незaлсrt(них циклiв. L{икл нaзивaсться лiнiйно.
3aЛеxtниIv вiд деякoТ сукyпнoсгi iнших циклiв' Якщo йoгo можна побулyвa.
Ти зa Д0ПoМoгoю лiнiйнoТ кoмбiнaцii цик,riв uiсТ сyкупнoстi. l{об ПoЯсriи.ги
ПoняТтя лiнiйноТ кollбiнaцii. poзГлянеМo сyкупнiсть двtlх tlиклiв нaведенoгo
више гoафa:

(.lrl' х-.) (х:' лз) (х'l, х;) (х';, .t7)l

(-т;' .t-;) (.r..' .т',) (,т;. .т.;)

i oргaнlзусшro вiДпoвiдно ц}lшt \{aршp)Тaм iх oбхiд.

Bttк;lючaючи з обхoду pебpo (х;, .т.s), яке ttpойtrl,ro .ra Циi\4ll Мapшpl'-
ТaМr.t т\'дl,l i нaзaд, oтpи]llу€i\Io нoвий цикл ('т;..т;) 1х'.' -t.l) (.т.l' "r:1) (.т:. .т.r) (-r;'

'т:). Llей r1ик"п пoбудoвaний як pезyлЬТa.Г лirriйнoi комбiнацii вихiДrtиx цик-
'riв iе лiнiйнo-зarlе)l(IlиI\'1 вiд них. l.aким чrtнoм. безпoсерелньсl на гpatpi не.

фoplraльнo пoясtIеllo Пoняття лiнiйrtоТ зaлежнoстi'

.1зlto фoр:trъ1bне oJнuчc|rllя. Кoжноriу llиК.l} пoсIаBиt'to r rlilttовi;t-
нiсть двiйкoвиЙ m-poзpяцний вектоp, Де m _ нис'ro pебеp грaфa. Пpoнyпtе-
pyсмo pебpa. Д'тIя Ёгo llик,av кoМIloнeнт C;, Bектoрa С, вltзнaнat.t.ЬсЯ Taки]\1

ЧИнoM:
(^

. = ) 0. якtцo pебpо7 не BхoДи.tЬ B ЦикЛ;

l.oдi лiнiйнorо кoмбiнaцiсю вектopiв С, ttaзивaсться pезуЛЬтат вектo-
pнoТ oлеpartii дoдaвaння за МoдyJlем двa. Д.rя нaвеj{енoгo виtltе Пpllк.lаду
нyшtеpашiя pебеp гpaфa пoкaЗatla нижче нa pисyt{Ку.

Сt .тl (
ГL// {

Сf Сtt .Т.;

Тaким чинoпl сLrсmе]'Io]o неЗа.1е}r{нuх t;uк.,tiв t1lсtфа назиtsа€ТЬся Мaк.
с иMa. l Ь|tа л iнiЙ нo-неза"1е,l1нa сукyп н i сr ь rl ик.'l i в гpафa.

if
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Цuкцoмаmцчне чucцo v. Гpaф B зaгaЛЬнolt{y Bипaдкy N{o)ке МaТи не
o.lнy с4стеМy незаЛежниХ циклiв. Ilpoте числo v цикЛiв в системi Д..1Я кoж-
нoгo грaфa визнaчa€тЬся йoгo стpyктypolо oдIloзнaчнo. Числo y I{aзиBa€ть-
с я ц u li.; o'v а mu ч н tt.lt ч tt с.1o.v еpа фа.

Teopeмa. Пoтужнiсть v c|4сTe|\1И I{езaле)кних циклiв гpaфa визнaнa-
сться dopмулo}o y: m_n+p, Дe m - чисЛo pебep; n _ чИсЛo BеpI.IIин; p - чИc'
.Цo кoМlloнeнт зв'язнoстi.

Y нaвeденoмy Bище прикпaлi V:7-5+1=з' тoбтo в системy вкJIIоЧa-
ютЬся Гpи взa€N,'I{o-rtезaпежt{их цикЛи. Кoжний нaстyпний цикЛ Bх(е N{oжHa
пoбyд,rвaти лirriйною кoмбiнaцi сrо iнruих циклi в.

З'15 Плaнaршi i плoскi графи

Iрaф Г =LА'B1 наЗиBa€ться |L1ана?нIL||1> якlцo хoчa 6 oднa з йoгo геo.
]\4eТричних iнтеpпpетaцiй тaкa' щo pебpa гpaфa перетинaloтЬся тiльки в йo-
Гo Bep[IиI{aх. I.{aпpиюlaд. граф

4\ D
\/1\-/l-/\ Iс,/ \d

с llЛaнаpl]иt\{, oскiльки йoгo мoxнa зoбpaзиТи TaкиМ ЧинoМ:

b

Ilraнapний гpaф. шo зoбpaжений нa плoщинi y такoМу виr.лядi, l.цo
йoго pебpa пеprТи}laЮТЬся тiльки B йoгo вepIIIиIlax' нaзиBaстЬсЯ nлocкtlfuI.
Тaким чиFIoм' oстaннiй iз зoбpaжениx Bиtце гpaфiв с плoскиМ.

Y rtaтемaтицi дoвoдиться, |JIo не € nлан(lpнш\lu dва mqкшс zpафu..
(пoвний гpaф з П'яти веpп]ин) i K,.. (повний двo.цольний грaф, шo мaс
тpи верIIIи1Iи). Iснус клaсичIIa mеopеl!а Пoнrnpяziltа-Куpаmoвськo?o' щo
стBерДiкy€ тaкe: еpаф n'tанаpнttй modi i miлькu modi, кoлu в нbo':у немa€
nidеpафiв, tцo ompшманi poзбumпмl peбep з K, i K.'.

oпишемо кЛaсllчнy констpyкuiю Ейлеpa, tцo пoв'язaнa з пЛoскиМи
грaфaми. Hехaй Г=IА,B1 . плоский гpaф. IJе oзнaЧaс' що с певttе зoбpa-
ження гpaфa нa плoщинi, у якol\,ry ребpa пеpeтинaЮтЬся тiльки у веptlIиI]aх.
Кoжен пpoстий цикл тaкoгo гpaфa o6мeжyс двi нaстини IrлoшIини: o.цнa -

внyтpiшня (oбмеженa). iншa - зoвнiшня неoбмежeнa). Я*щo пo чaстинi

l )
LI

K,
пo



п.1ощиilи' oбмеxенiй пpoсТиМ циклollr IIJIoскoгo гpaфa' не Ilрoxoдить )кo.цrн
.laнцюг цьoгo гpaфa пoчaтoк i кiнець якoгo нaле)кaть oбгoвopювatioМy цик.
-1y, тo цЯ чaстиI]a плoщини нaЗивa€TЬся epаItl|lo пЛoскoгo гpафa. Якruo
гpань неoбме)кeнa' тo Boнa llaзивaетьcя зoвнiulньoю. oбмежснa ГpaitЬ ПЛoс-
кoгo rpaфa нaзиBaстЬся внv,mpiшньoю' Moжнa дoBести. IЦo в кОэlснo.1|)) Плoс-
кoltу еpафi oбoв,язкoвo с зoвнitцня Zpаl1ь' пp|l|ьo,vу miлькu odнa. ГIiлpaх,vсмо
дnя пpиклaДy кiлькiсть гpaнeй llлoскoгo гpaфa. Hехaй мaсмo Тaкий пЛoскиЙ
гpaф:

Тyт - нoтиpи гpaнi, пpиuoМу o.цЕIa з них - зoвнiшня. BiДзнaчимо, .цo

pеvi, щo тyт BеpIIIи}r . |3, a peбеp. 15. Пiлpaхусмo тi ж пapaметpи (кiль.
кiсть гpaнeй, вepшиI{ i pебеp) ще в oднo]!'v пpию.Iaдi:

Тyт гpaнeй - 5, веpшин.7, pебеp - 10.

Клaсичнa meopемa Еilлеpа сTBерд)I(y€: якu1o в I1.1ОCКОl\1)l zpафi с клlll
zpанeй, Kу> веp|uul1 i <p> pе6ep, mo o6oв,язкoв0 вuкoнусmься piвнiсmь.' к,tl>
* ку.ll - Кp)=2.Звiдси виHикaс мнo)киI]a спiввiднorденЬ длЯ llлoских гpaфiв,
з як!tх 3yпиI{}tМoся тiльки нa oд}loМу. Фiксусмo бyдь.який плoский гpaф.
Нexaй y }rЬoмy p веprilиH i q pебеp. .Цo Цьoгo rpaфa мoжнa, пpи несrбхiднo-
стi, дoдaти peбpa i oтpиMaти зl{oBy )l( тaки плoский гpaф, З тiсю ж кiлькiстю
вершиI{' aле iз збiльIленoю кiлькiстю pебеp, пpиЧoN,ly тaкий' ш1o всi гparri в

ньошty бyлyть обмеженi тpикyтllикaМи (BклюЧa}oчи зoвнirшнro). Якшo Q .

нoва кiлькiсть pебеp i F - кiлькiсть гpaнеti у цЬo\4y lloBoМy гpaфi, тo
ЗF =28. Тaким чинoМ теореМa Ейлеpa зДoбувас BИГl'lЯ;]i F + p_Q=2, aлe

ЗF =2Q, Taк Iцo 2QlЗ + p - Q = 2,звiдки Q=Зp_6, a dлЯ doвiJ'lьнozo t,lлoс-

кozoеpафа, oтже' q <Зp_6'

3.1б flеpeво гpaфа i йогo oсoбливoстi

Зв'язний гpaф бeз цlrклiв нaзивa€ться dеpевoлl' З влaстивoстей Зв'яз-
нoстi i вiДсyтностi цllкЛiв виПЛивaс' щo числO pебep в лерeвi нa oдиI]ицЮ
МеIIIIJе чисЛa веplliин. e ще oДrra oсoблиBiсть Деpев: бyдь.якi Д,Bi Bеprши}rи в

деpевi звlяз}ri, пpиномy сдиriим пpoстиМ лallцtогoМ. o6идвi цt oбстaвини
MaIoTЬ нeскJla.цнi дoBе.це}тIlя' якi пpoпoнусм o .1oBесTи сaмoстi й нo.



Bеprrrини .ilеpеB, Щo iнцидентнi .тIи1xе oднoМy PебPy, Нa.зИBato"Гься лu-
сntка't4u' тoбтo веpшинaми, щo BисятЬ. Пpи uьoltу oднa з вeprДин мoже бyти
oгoлошенa кopеIlеМ деpевa.

Тeoремa. Iснус D,,=nn-: рiзних дерeв нa r, BеpцIинax.

.{'ове.шeння зBoдиTься .цO двoх кoнотpyктивних пoбyДoB: ПepетвopеннЯ
.цеpевa дo нaбopy нoМеpiв веplltин i, нaвпaки, Дo вiДнoвленllя деpева пo
uьol*ty нaбopy нoмеpiв вершиrr. oДнoзнaчнiстЬ тIрoцeсу дoзBoЛя€ пpиПyстt,I-
'1.и, щo чисЛo дереB дopiвнюе чисЛу набopiв i тaким Чинoм рoзPaхyBaTи Ч!r-
слO деpeв' yToчнюючи влaстивoстi нa6opiв. Пpoц.. пoбyДoBи нaбopy пo
.цеpеBy.

l. Poзглядaемo.цеpеBo з n 2 2 веpшинaми. Bиxiдний нaбip пустий.
2. Якщo перетвopюBaнe деpево збеpеглo лицrе двi BеpIIIиI]и' тo лpo-

цeс зaкiнvений, iнaкше зI{axoдиtfo сеpе.Ц листкiв веpшIиtly з нaйменrцим
нoМеpol\,r. I{ro веpшинy викЛюЧarмo з деpеBa paзoМ 3 iнцидентним iй pеб.
poм, в нaбip BклЮчa€I\,{o нoМеp веplllиtlи з якo}o з'с.цнaнa веptllинa' щo видa-
jIЯ€тЬся. ЗrIoву викoнyсмо п.2. .{ля пpиклaду Д|4BL1сь рисyt{oк' щo нaведений
ни]кче.

',lГT'
l*o /*-\ *r/*r\

А = (З,2'4)

^t.r/A
А = (3'2,4,2'2'1)

"-7)'А: (3,2'4'2,2)

\
,4,2,2,4,4).

/,n-

Сфopмулюсluro прoцeс вi.цновлення деpеBa пo нaбopy l:
l. Бyлyсмо нa6ip B, piвний пoслiдoвнoстi нoмеpiв веpшиI{ B t]opЯДКy

збiльшeння: B:(\,2,''.n),
2. Якщо в нaбoрi B зaлишилoсь всьoгo дBa нoмеpи BеpIIIиl{' Тo 3'€.ц-

нaсмо iх, тoдi urукaне ДеpеBo пoбyдoвaне, iнaкшe зI{axo,циМo в B мittiмaль.
нЦй номеp, якoгo немaе в нaбopi l, i з'сднyсмo цIo BерliIиI{y з вepцIиtioЮ'
нoltеp якoi вкaзaний пеpillиМ в нaборi l. Bикpеслюсмo цi нoМеpa з А i B'
ЗновY викoнyсмo п,2,

.Цля дaнoгo прикЛaдy IIpoцес вiднoвлення пoкaзaний нa pисyrrку ни-
жче.

lt=v) А: (3) А = (З'2)
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Хs X1

Aлгоpитм пoбyДoBи ДoBiЛьнoгo стoBбyрa.
l,.П,ля кoжнoi кoNlпoHенTи i гpaфa Bl'tкoнy€Мo п.2 i 3 zulгopиr.п,ry.

2. Бyлyсмo ЧaстиIIIJий гpaф, шо Мar Bсi ,?i Bеpшиtt кorlпoтtенти i

Bиxoдячи з вище oписaнoГo D,,=n',-2 . Toбтo-фopшrуЛa дoBeдеira.

Bизrrачення стoвбуpa гpафa. Якшо гpaф не с зв'язниМ, тo для Bи-
знaЧеI]т{я стoвбyрiв слiJt poзгля.цати йoгo oкрeмi кoМI1оIlенти зв'язгloстi.
Пpи uьoму стoвбуp гpaфa y цiломy бy.Цe визнaнaтися як сyкyпнiсть стoвбy-
piв окремих йoгo кoпtпонент зв'язностi. [ля кo)кнoТ я( кo]\,lпoнeнTи

зв'язностi чaсткoвий пiдгpaф, Щo мoже бути пoбyловaниЙ з неi видaлен-
I{я]!{ Деяких ребеp, i Який с деpеBoМ, HaЗиBaсTЬся спloв6уpoм' У зaгaльнoмy
BипaДкy для гpaфa I\4oжнa пoбyлyвaти декiлькa стoвбypiв. Ha pисуtlкy яиж.
че нaвеДенo пpиклад виХiдI{oгo гpaфa i ojtиI{ iз Мo)клиBиХ стoвбуpiв uьoгo
гpaфа.

^=(з' 
2' 4' 2,2' 4' 4)

B=d, 2, з' 4' 5' 6. 7. s. 9)

X1

A=(ч'4'4)

B=(2,4,1, 6, 7, 8, 9)

ГY-'
o=tt"ti

B:(2, 4, 8, 9)

A:(2( 2,2,4,4)

B:(2,3, 4,5,6,7,8,9)

^t

А=(2'2' 4' 4)

\
B:(2' 4' б, 7' 8' 9)

IХ1 l*-. l*'
*o/", 

lхJ

o:,\
B=(4, E, e)

А=(2.4.4\

\
B=(2,4,7_, 8, 9)

I

I

^:И
B=(4-9)

X1

*'w"'
^J ^J



Мaс рeбep' тoбтo гpaф 6уrc пустим (Ф)'
3. Якщo в пoтoчний чaстинний гpaф вклюuенi уже n'-l peбep, Тo стo-

вбvp для кoI\,tI]онeнТI,t i IroбyДoвaний, iнaкrше вибиpaсмo нaс.ry_пI.lе }lepoзгля.
нyте pебpo кoМпoнеt{ти i нaмагaемoсь вк.rIЮЧиТи йoгo в пoтoннlrй rpaф.
Якщo y пoтoЧIlоМy грaфi це не iIpиBодить дo стBopення циклy' ,гo вк;l}oЧaс-
мo pе6pa' iнaкшrе _ не вкЛючarмo' Pебpo BBaжaсться poзгЛяIryтиМ. Bикoнy.
rмo п.3.

Haведемo пpикJIaд для poзглят{yтoГo виIДe. B дaнoМy лiлpoздiлi, пеp.
uroгo гpaфa. B ньoмy с тiльки oднa кoмпollентa. Hа pисytlку нижчr зoбpа.
женa пoслiдoвнiсть включення ребеp, в рoзгЛянyтoму вище iх пopя.Цку.

oскiльки цикл Ilе ствopиBся, тo всi pебpa з HoмеpaМи l,2,З,4 вклюне-
нi в стовбyp i oскiльки m=n-\, тo стовбyр в)ке lroбyдoBaний.

ЯкЦo вибpaти iншy пoслiдoвнiсть переглядy pебep лля BкЛЮЧeн}IЯ в

стoвбyp (нaпpиклa.п', 5,6,7,2,з,|.4), то не всi poзглянyтi pебpa бyДyть вклrо.
uенi в стoвбyp, Тoмy бyлyсться iнruий стoв6yp.

Пoбyлoвa мiнiмaльногo стoв6ура ДJrя звa,кeних гpафiв. !ря звa.
)кенoг0 гpaфa стовбyp з нaйменrшoю сумoю вaг pебеp, якi в gьoгo ввiйшли,
нaзиBaсться мiнi-цальншtt {найкoponlшuй зв'язнuй сrnoвбуp). Bище булo пo.
кaзaно. tttо пiд Чaс pозгляДaння peбер в сфopмyльовaноМ)/ paнiше aлгoритмi
пoбy.цoви дoвiльнoгo стoвбуpa в пoряДкy зpoстa}r}iя ix вaг бyле пoбуДoвa-
ний мiнiмaльний стoвбyp.

Iснyс, тaкoж, аa?opumм Кpаcкала, щo дoзBoлЯe знaйти стовбyp мiнi-
мaльноi ваги в бyдь-якol\ly зBa)I{еllомy гpафi. l{aмo йoгo oI1исaHнЯ пo кpo.
кaх.

Кpoк 1. ЗнaйДемo B дaнoМу грaфi pебpo мiнiмaльнoi вaги (якЩo тaких
peбеp декiлькa, фiксyемo кoжне). Пoзнaчимo йoгo неpез B,. Кpiм тoго, фiк-
сyсмо пiдгpaф 

'paфa 
Л. Щo сI.Лal]а€TЬся з кiнцiв ребpa B, i самoгo цьoгo

peбpa. ГIoзнaчимo цей пiдгрaф Чеpе3 .1'.

Кpoк 2' Фiксyемо в вихiднoму грaфi r. лpуге pебpo - пoзнaчимo iiогo
веpез B,, . вaгa якoгo мiнiмa"тIЬнa щoдo вaг усiх pебсp, rrto не llaгIe}каТь 1,.

Пiдгрaф' щo скЛa.цaстЬся з pебеp B|, B, i iхнiх кiнцiв пoзнaчиМo нepeз Л..
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Кpoк 3' Фiксyсмo в гpaфi /' peбpo - Iloз}lачиNro йoго .lеpез B-. ' Щo мaс

ltiнiмa,rьнy вaгy сеpед yсix pебеp гpaфa Л 
' щo не IIaле)кaTь 4. Пiдгpaф, rцo

cкЛaДa€тЬся з pебеp 81, 82,.B. i iхнix кiццiв, пoзЕIaчиМo .lерез |.
Кpoк 4. Фiксусмo в грaфi г pебрo - пoзнaчиМo йoгo uерeз 8., Цo мaе

мiнiмa,rьнy вaгy сеpе,ц тllх pебеp гpaфa Л, щo не нaЛежaTЬ ,Г. i не yTвop}o-

ютЬ циклy з pебpaми з г.. ПiлгpаФ' Iцo скЛa.цa€,r.ься з pебеp B,' B,, B', B,
i Тхнix кiнцiв ПoзнaчиMo як .,.

Заzanьнuй Kpoк - Кpoк "A& k Фiксyемo в гpaфi 1. pебpo пoзнaчимo
йогtr uеpез B*, Що чaс мiнiмaльlry Baгy сеpед ребер, якi не вxoдять в {.. i

I]е склaДaIоTь циклy 3 pебpaми з {-,. Пiлгpaф' шo склaдaстЬся з pебеp 8',
82, B.,..., 8*, пoзнaЧимo Чеpез 4 .

Мoжнa IIoкaзaTи, Щo якщo у вuхidнoлlу zpафi г кiлькicmь веpuluн 0o-
piвнюс p 

' 
mo nidepаф гn-, 6уdе L||уканLL,\4 сmОвбуpo-v'

Зaдava пpo мirriмaпьний стoвбyр Maе oчеBиднi iнтерпpетartiТ: f1i - дo-
B)ки}Ia, тo,цi мaсмo нaйкopoтruy зв'язнiсть всiх веpш]ин; /;.; _ вapтiсть, rtaй-

ДеII]евIЦa зв,язнiсть всix веptпин, тoщo.

3.l7 A.ilгopиTD| пoбyДoBи сltстеllt}l незaЛeж(}Itlх циlсЛiB грaфа

l. Бyлyсться Дoвiльний стoвбyp гpaфa. У вихiднoмy гpaфi вiлмiua-
ються pебpa, вклtоченi в стoвбyр.

2. Bибиpaеться Еaстyпне неBi.ц^4iЧeне pе6po i бylyсться Цикл, Щo ltiс-
титЬ це pебpo i pебpa стoвбypa. Тaкий цикп обoв'язково iснус, oскiльки ве-
pIЦини стoвбypa зв'язнi. Poзглянyте pебpo вiлмi.lagться i якщo € шlе деяке
pебpo, тo викoнy€ТЬся п.2. Iнaкцre викarivсТЬся II.3.

3. Зa фopмyлoю Ейлерa v=ftI-tx+p вiдбyвaеться пеpевiркa нислa пoбу.
Дoвaних Циклiв (.Цля кoнтро,rro)' Нижне ЕIaBoДиTЬся Пpиклaд.цJя нaBеДеIIoгo
пpaвoрyч гpaфa.

Сtrстсмa цик;tiв.
l (x2, х1) (х.', х;) (х5, х7) (х7. х2);

Il. (х3, х5) (хn x7) (х7, ;r2) (х2, х3);

III. (х3, хa)(;r^;, х5)(х5' х1)(x7 x z)Qz' хз);

v=9-.7+1=з'

Poзглянемo бiльrп склaдний пpик.ua.Ц незB'язнoгo гРaфa, rцO нaве.це-

ний нapисyнкy ни)кЧe (v=9.7+2=4).
Ctlстемa циклiB:
I. (.;rд ;r3) (тз, х:) (х:, .тl);

II. (x2, х7) Ql хl) (хr, .tэ);

III. (хз, х7) (х7, х7) (х,, x;) (х:, х-з);

IV. (x-;, х6) (х6, х7) (х1, x.').
\4 lл
хN/

Х5

*r\ ry\
^h

{\'\



3' 1 8 Рoзфapбyвaння гpaфа

Нехaй Г =IА,B) i J': А_> N . бyдь-якa фyнкuiя нa мнoжинi Brplriин з

нaтyp.шьlrими знaчеI{t{яМи. Тaкa фytкцiя називaсться poзфаp6у'ва|rнfl+|' Як-

щo iТ знa.теннЯ нa бyдЬ.якиx .цвoх сyмiжних BеpIДIlнaх рiзнi. Знauення poз-

фapбувaння, як фyнкuii, нaЗиBa}oтЬся кaльapаЛu, тaк щo lцoдo бy.цЬ-якoГo
poзфaрбyвaння сyмiжнi BеpцJи ttи с piзнoкoльорoвиIlrи.

Iснyе .Цaвня зaдaчa l]po пoшryк мiнiмальнoгo ЧисЛa кoлЬopiв, якимll
]t{oжнa рoзфapбувaти грaф. У пpинципi, зДiйснити тaке poзфapбуBaннЯ Гpa.

фa можнa IIpямиМ пepебopoм Мо)l(ЛиBих ситyaцiй зa тaкoЮ схеМolo.
Biдзначимo, щo яKЩo А=p,,а,,...,а,}, тo 6уlь-яка фyнкцiя нa А з

нaTypaлЬними знaче}tняNrи - це тaблиця вигЛядy:

Tут у пеprшoпty pяДкy l]еprpaxoBaнi веpшlини гpaфa, a в дpyгoму - тi
нaтypaтьнi vислa' якi ,Цaнa фyнкцiя вiднoсить BеpIlIинaI\4' o.lевиднo, rЦo Дo.
с.гa].ньO poзглядаTи тi ситyaцiТ, y якиx уct n,,n,,...,n,,е\|'2''..'p|' oтжe' зa.

гajlЬFIa кiлькiсть функuiЙ Bиг.'tядy .f : А -+ \t,z,.,,, pI lliлкoм oбчислюва,.lьнa .

це pp.Частинa цих фyнкцiй с pозфаpбyвaнHяМ, a Чaстинa - нi. Пеpевipити,
чи с дal{a фyнкцiя рoзфapбyвaнняМ' мoЖнa пеpебиpaiони всi pебpa з B,. з,я-

сoByстЬся чи oднaкoвi 3нaЧення фyнкuii нa кiнцях pебеp. Мaюии пoвний
сПисoк poзфapбyвaнЬ, |\lo)lна знaЙти сеpед ниХ такi' для яких кi-'tькiсть знa-
vень фyнкцii мiнiмaльнa.

|cнус mеope.ua Ешеpа tlpo poзфаp6ування n-Пocкl|х zpафiв:6уль-який
n,цocкuй zpаф лloэtcна poзфоp6уваmt'| п'яmьл,tа кo.тbopavu. FIе мoжнa не вiд.
ЗнaЧиTи, щo pеаJIЬнo пoки щo нe знaйденo жoднoГo ПJloскoГo гpaфa, який
нe Мо)кIta бyлo б poзфapбyвaти чomupмa кoЛЬopaМI,I. Мiнiмa-.lьне чиcЛo кo.
льopiв, Якиtt{I,{ Мo)кнa pозфapбyвaти гpaф Г =[А,B1' I]aзиBaеться хpo'MаmlЩ-
t1lL|l чuслo'v| грaфa' ПознaчaстьсЯ Ця xapaкTеpистикa сиМвoлoМ x \Г)
Знайти хpoN{aтичне чис.цo Мoжнa' зoкpемa. rtеpебopoм yсiх poзфapбyвaнь,
Прo що гoBoрилoся вище.

Мoжнa дoBести' lЦo якtllo A(Г) пoзнaнa€ vaксимa..1ьний лoкaльний
степiнь tpaфa Г, тo cпpовеdлuва неpiвнicmы z(Г\<l(Г)+t. Пpи цьoмy вa-

жливo yявЛяти' щo як piвнiсть rF)=n(г)+t pе€LЛЬllo мo)кЛивa' наIIp}l-

клaд, для гpaфa, яким с .цвi з'с'цнaнi вершини, тaк i pеальнo Mo)кливa
неpiвнiсть /(Г)<ь(г)+t, нaПpикЛaд, для гpaфiв типу <зipки>>. Пpи цьoмy
дЛя нaBедеI{oгo пpиклa.цy чим бiльrце pебеp y тaкiй кoнстpyкuii, тим бiльrше
A(Г)' a хpoмaтиЧtlе ЧисЛo зfulишaс'гься piвним 2.

Бyлемo пoзнaчaти сиМвoлoМ z"(Г.l) кiлькiсть poзфapбyвaнь гpaфa I.

зa.цoпaмoгoю r кoльоpiв, пpичоМу сЛовa (зa дoпoЬ{oгoЮ I кo.lьоpiв>' oзнa-

а| с|2 ал

fИ) nZ np
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чaloть, щo кольopи (BибирaIотЬся) з Мнoжиt{И \1,2,''.,t\, Яснo, Щo r(г,t) -

фyнкuiя на мнoжинi нaTypaJlЬrrиx чисел iз зl{aче}tнЯ]\,rи нa тiЙ же мнoжинi.
[я фyнкuiя нaзивaсться хpo'Mаmuчнoto функцiсю лaнoгo rpaфa'

Heвaя<кo пoмiтити, rцo якIцo Г = K o - noвний гpaф нa p веpшIинax'

тo т|Г,t)=l(/-lXl-2),'.(t_p+1)' Taким ЧинoМ, дЛя пoBн'.x гpaфiв хpo-

МaTичrta фyнкцiя с бaгaтoчленoм.
Icнye теopeмa Зикoвa пpo xpoМaтиuнi фyнкuii' зaв.Ц.яки якiй виникaс

прaктиЧнa ьtoжливiсть побy.uyвaти xpoN{aТичrry фyнкuilo y яBтioМy виглядi
ДЛя бyдЬ.якoгo гpaфa. fuя фоpмулювaння цiсТ теopеМи пoтpiбнo пoПеpеДttс
poз,яснення oДнoгo термiнa.

Фiксyсмo в гpaфi 7 =|А,Bl бyль-якi лвi несупliжнi веpшини u.v с А;
clloBa <<cnxяzнeмo (нu cюпе,iмo) цi веptuuнu в odну веpu|uну>> oзнa.raroть пoбy-

дoвy tIOBoгo гpaфa Г'_|А',B,J, в ЯкоIt{y А'= А\tul й y якoпly B' сL'IаДaсTЬ-

ся зДвOx пiдмнoжин pе6еp: пеpшa - це всi pе6pa з 8, щo неiнциДентнi нi и,
нi ".; дpyгa - скЛaдaсться з yсix pебеp, щo iнцидеilтнi и, i всiх пap (и,x) тa.

ких, щo (v,х) е 8 ' ГеoметpиЧвa скa3aне oЗнaчar. щo вершll{tly v з yсiмa pе-

бpaми. цto в неТ BХoдять. нiби приклеroIоTЬ Дo веpIlIини и. poзтягуЮЧи пpи

цьoмy деякi pебpa. Hижие нaBедeнo Двa Пpиклa.ци сTягyвaння BеplllиЕt:

Tеopсма Зиковa. llехaй y гpaфi Г =IА,B] с .uвi несyмiжнi веpruини

и,у. Тодi хрoМaTичнa фyнкцiя т(г,t) e сyМoЮ дBoх ХрoМaтинних фyнкuiй
z(г, ,r) i 7т{Г2,t), де гpaф Г, виxодить з Г з'с.цнaнням несyмiжних BrpшIин

и,v pебpoм, a гpaф Г, виxoд}lТЬ з Г стягувaнняМ Bеplllин и'v'
L{я теopемa .цoЗBoЛя€ кoнсTpyкТиBlio oПисyBaти хрoМaТич}ty фyнкцrю

бy.Ць-якoгo гpaфa' Пpи Цьoмy тpебa врaхoвyBaТи, щo хpoМaтиЧнa функuiя
IIоB1loгo гpaфa - це зoвсiм кoнкpетний oб'ект . бaгaтoнлен, щo зaзнaчений
вище. ПристyпиМo дo пoбy.цoви хpoмaтиvноi фyнкцii в зaгa.пьнiй ситyaшiТ.

Буlепro xpoМaTичtiу функцirо т{Г't) гpaфa Г пoзнaЧaти rрaфiянoю iнтеp-

пiс-пя стягувaння

>
пiсля стягyвaння

u

\\
\

.цo сТяГyвaнitя
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,/ l-----,7
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Пpетaцi€Ю Гpaфa Г, Toбтo кapтинкolо' щo зoбpaх(yс Bеprrrини i pебpa, що ix
з'сднyють. .raким 

ЧиItoМ' якщo, нallpикЛaд, Гpaф Г вигля.цaе як:

To ця lсаpтиliка iбyле пoзнaЧенIlяМ фyнкцiТ tт|Г,t). Якщo пoтpiбнo бyле
зaписaти Ilpиpoдtlе пoзнaченttя 47r(Г,о, то бyлемo зaстoсoвyBaти сиМвoл:

oтже, нехай у ={А'Bl. дoвiльний гpaф. Якшo вiн пoвний, тo хpoМa-

тиrнa фyнкutя п(г,t) вiдoмa. Якшo гpaф Г =[А,Bf - непoвний, тo фrксyс-
Mo в llЬо]lly бyль-якi лвi несyмiжнi веpшини и,v l oпиIijемo z(Г,l)
вiдпoвiДнo дo Tеoреми Зиковa:

z(г,r)= т (г,,t)+ rr (г,,у1 .

,{o кoжнoгo з доданкiв y пpaвiй чaстинi uiсi piвнoстi пoBтopнo зaстo.
сy€Мo Tеopемy Зикoвa i тaк.цani' Невaжкo пoмiтити, щo цi Пoвтоpнi зaстo-
сyвaнrrя Troре}tи Зикoвa стaнyTЬ неN{o)кливими' кoли в пpaвiй чaстиtti
BияB,']яrЬся хpoмaти.rнi функuiТ тiльки I]оBних гpaфiв. oскiльки oстaннi
oписaнi яBнo' зaгa;IЬнa хpoмaТична фyнкцiя Bийде тaкoж в явнoМy виглядi.
Бiльш гoгo, зi скaЗaнoгo випливa€. шo буdь-яка хpoмаmuчнсl функцiя с 6а'
?аmoч.rieнo.v (як сумa бaгaтoчленiв). Caме тo]'{y ХpoМaтиuнy фyнкr1iю гpaфa
нaзиBaЮть Йoгo хpoмаmuчнu'м баzаmoчлеt]o-л,l.

Пpолепtoнстрy€Мo прI,lклal:I побyлoви хpoМaTичIloгo бaгaтoчленa

Qъ/



.3v=

Ф-.Х-^A:
= (l - lXl - 2)( l - 3Xl - 4) + 4t(t _ |)(t - 2)(t _ з) + 4t(t _ 1 )(l - 2) .

3.19 Ейлеpiв цикл i ейлерiв граф

Заdача пpo Кенiеc6еpескi мoсmu. Зaдaчa пoЛягaе в тaМy' шоб пpoйти
кoжний мiст пo oднoМу paзу i пoвеpн),тися y вихi:н1. тoнк1 . План мoстiв
Мo}кнa зBесTII дo гpaфa, y якoМy pебpа вiдпoвi.цaють ]vtoстaМ' a Bеpш]ини -

piзним рoздiлениМ чaсTинaМ МlсTa.
Ейлеp постaв'jв зaгaJчьнy зaДaЧу: .v" яких Bипaдкaх }' скlнченHoМy Грa-

фi шroжнa знaйти тaкий цикл' в яI\ort)' кoжне pебpo гpaфa бpa.lo б у,нaсть
o.Цин paз? Taкий маpшpyт с пpoстиN{ Ilик.пoI\{' який ьliстить усi pебрa гpaфa.
Taкi цикли стaпи ltaзивaти ейлеpoвипtи, a грaфи, IДo Мaють ей"rеpoвi цI{кЛи,
- ей.rеpoвиьtи гpaфaми.

Фop.uалыle вItЗ|nчeннЯ' Нехaй l. =|А'B1 - грaф. ЕшlеpoвtLlt .цuKr|o.I| 
У

гpaфi нaзивaеться тaкий Ilикл' lllo мiстить yсi pебpa i yсi веpu.тини цЬoгo
гpaфa. HaгaлaсМo' щo зa визнaчeliнЯM у цикЛaх не ПoBтopЮIоться pебpa.
Taким чинolnt, зa нaявнiстro ейлеpoвoгo цик,.tу B гpaфi uей гpaф мoжнa oбi-
йтll пo всiх pебpаx, пpoi"lruoвшIи кoжне pебрo тiльки oдиH paз, Гpaф, шo мaс
ейлеp i в ци кЛ' нaзи Ba стьс я е it,l е p o вlz,и. Haпpиклaд :

Tеоpемa. Cкiнчений неopiентoвaний гpaф G с ейлеpoвим, тодi i тiль-



ки тoдi, кoли Biн зв'язaний i степенi усiх йoгo вepшrин пaрнi'
Hеoбхidнicmь' Hexaй гpaф G бyлe ейлеpoвим. ovевиднo, шlo yМoBa

зв.язнoстi тут необхiдна, Ii-lopaзу, коли eйлеpiв цикл прoxoдиTЬ чepeз якyсь
вepЩинy' вiн пoвинен ввiйти в неi пo oднoмy ребPy i вийти пo iнruoмy. Тo-
n,{y yмоBa пapнoстi сTепеt{я верlI]ин неoбхiднa'

,[loсmаrпнicmь. Припyстимo' щo yМoви зв'язнoстi i паpнoстi степеня
BерiIIиIi грaфa викoнylотЬсЯ. Пoчнемo лaнцюг P з довiльнoi вepш:ини с i
прoдoв)iiиr\4o йoгo, поки цс h4oxtлиBo' yBeсЬ Чaс vеpез нoвi pебpa. oскiльки
vсi вершиви МaЮтЬ пapнi лoкaльнi степенi. Тo лaнцюГ P пoвинеtl зaкiнчи-
тися y веpшинi a. Якщо .ЦaI{цIог P мiстить не всi ребpa гpафa G, тo в}tдaли-
мо iз гpaфa G uaстинy jla}lц}Oгa P, щo склa.цaсться з pебеp Цьoгo циклy.

oскiльки гpaфи P i G мaroть пapнi степенi веpшин, тo Bepшини Де.
якoгo гpaфa G\ P теж пoвиннi бyти пapнi. oскiльки Гpaф 6 зв'язний, тo y
дoпoвненi G\ P пoвинна iснyвaти BершиI{a 6. що нaле)ttить тaкож i чaстинi
Р. Пoчинaючи з цiеТ BеpIIIиIIи мo)кнa побулyвати новий ланцrог P' в G\ P'
який зaкiнvy€ТЬся B веpшинi с. oднaк тодi з P i P' мoжнa склaсти нoвий
цикЛ:

Pt = P\а,b)|J P'|J P(b'а),

який пoвеpта€ТЬся B a i мiстить бiльrце pебеp, нiж P. Якщo P, не с ейлеpo.

BиN't ЦикЛoМ! тo uя пoбуДовa пoвтopЬсTЬся. гIo зaкiнченнi цьoгo Пpoцесy'
б1'лс побулoвaний еЁlrеpiв Itик-r.

}.задaчi пpo Кенiгсбеpгськi мости всi вepшини МaЮTЬ непaрний стe-
пiнь. Tомy iТ poзв'язoк не t'lожливий'

Tеoремa. Hеxaй G. скiнченний зв'язний гpaф iз к верl]lинaМи неПap.
}loгo стrIIеня. Toдi мiнiма.тЬt]е ЧисЛo лaнЦюгiв, щo не пoBтoрIoЮтЬсЯ Пo pе-
бpaх, i пoкpивaють G, лopiвнюс Ёl2 .

Teopемa. Hеxaй G - скiнченний opiснтoвaний зв.язний грaф. flля то.
гo щoб iснyвaв opiснтовaний ЦиIсЦ, щg мiстt.lть yсi pебpa пo oднoМy paзу'
неoбхiдlta i достaтня piвнiсть степенiв пo вхiдних i вихiдних ребрaх.

Теopемa. У скiнченномy зв'язнoмy гpaфi G зaвжди мо)кнa лoбyлyвa.
ти оpiснтoвaний циклo Цo пpoхo.циTь через кoжне pебpо пo oднoМy paзy B

rio)кнoyy з Двox llaпрямкiв.
flдя визнaненI{я Tакoгo циклy мoжнa зaстoсyвaТи r.aке пpaвилo (Л/po.

noзuцiя Tеppi\: пoЧинaIoЧи з дoвiльнoi Bеpцrинlr ao ' пoтpiбнo йти лo .Деякo-

N,ty лaнцЮгy P, пoзнavаюvи нa кo)t(}loмy pебpi нaпpяl!{oк' y якoмy вoнo булo
tlpойденo. Якщo ми пpихoдимo B BеpIIIиriy g пеpпrий paз' тo пoмiчaсмo пе-
pше вхiдне pебpo. З 8 зaB)кди BихoдиМo пo ре6pу k, r)' що aбo взaгa-li не
бi,ло пpoйденo, aбo ж бy:ro пpoйленo в гIpoтилежнoму нaпpяMкv. [Ipи uьo.
Му по пеpшoьty вхiднoмv в g pебрy N{o]кнa йти тiltьки тoдi, кoли iншиx мo-
жливoстей не jlишилoся. Пiд час кo)кнoГo прoхoДxtеннЯ Чеpез BеplЦинy g у
лaнцюзi P буrc oдне вхiдне peбpо й однe вихiдне: oтже P мoxе зaкiнчитися
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тiльки вao. Мoжнa Пoкaзaти' щo P пoкpивaе все ребpo 4 пo ol{t{oNl),рaзy B

кo}кrroмy нaпpяМкy (Ла6apаmopна po6omа),

3аДaчa пpo лaбipинти. КоЛи Тeзей, вбивцiи Мiнoтaвpa, знaйшoB Мa-
pшpyT пo кopидopax лa6ipинтy в Кнoсе, зaдaчa прo лaбipинти стaлa
ПoпyЛяpl{oЮ гоЛoBоЛoМкo}о. Лaбipинт склaдaстЬсЯ з кopиrоpiв i Тx

ПepеxpестЬ' Тx мoжнa пoдaTи у виглядi гpaфiв' y яIiих pебpa вiлпoвiдaють
кopидоpaМ' a BepшIини вiдпoвiдarоть - пеpехpесТям.

Y тepмiнaх гpaфiв 3aдaЧa ltpo Лaбiринт мoжe бyти сфopмy.rtьoвaнa тa.
киМ Чиttoм: Bизнaчити Метo.ц' illo дoзBoЛяr знaйти МapulрyТ y гpaфi, який
пoЧиttастЬся в зa.цaнiй веprпинi аo i rlpиьonить в iнruy зa.цaщ' веpшину a/.

Пepruий систе\{at.иЧний пpoцес для пoбудoви вихoдy з лaбipинтy' бyв
зallpoПoнoвaI{ий Biнеpoм (1873 piк). Йoгo пpaвилa тaкi: э дaнoi BершJIIни a0

тpебa пpoхo.lиTи I]o pебpaх гpaфa, oбиpaючи в кoxнiй веpluинi шс не пpoй-
дене pe6po. З веprullни, вiД якoi дaлi pyxaтися Ilе lvlo)кнa, I{apЩpyт IloBеpTa.
€тЬся дo тaкoi веpшини' Jlе Ще невикopисTaнi pебрa. oстання oлepauiя тoдi
бyДе склa.uaтися B lloBеpltеннi гIo всiй лiнiТ Дo Bepц]иI'Iи а0.Г|pv1 цЬo]\4у тa-

кий мapш:pут пoкрис всi pебpa гpaфa, (Лабopа|rlopнa рoбomа\,
Poзглянемo iншrий метoд ' Меmod rlocmуnoвozo noкpuвФrня еpафа

(Лабopаmopна poбomа), Hехaй ми знaхoДиI\{oся y верurинi сlo' Дo усiх ве-

plIIин' щo знaхoдятЬся нa Biдстaнi l ' пiдiйти легко. Д,ля Цьoгo пoтpiбно
пpaхoДиTи гIo piзниx pебpaх } rr9, пoвеpтaloчи lцopaз з 4/. Кo,*(нe pебpo

е=\а,J,а1) пoзнauaсться oДиrr paз' кОЛи I\4и вихoдиМо I]o llЬoМy з аt] , в а1 i

BoI{o пoзI.IaЧaстЬсЯ як вiдкpитe. Якш{o виявитЬся' щo в 4i гIсN'ar pебeр, крiпl

e' тo' ПoвepI-lyвIIIись y 40 пoзнaчa€Мo e як Зaкpитe. A якщo деяке iнiпе pеб-

po е'=(а,J,o1) тaкoж yвiйл'е з а0 B аt,'Тo пoзначAсмo йoгo як 3aкриТе з oбox
кiнцiв; теж сaМе рoбиться для б,vдь-якoi петлi з a1,.

Iloб noтpaпllти }'верIl]Llни. II]o знaхoДяться вiд а., на вi.Цстaнь 2' бe-

реМo деяке вiдкpите е =\а6,а1) pебpo i ПоМiчaсМo йoгo знoвy. B с, вiдкpитi
pебpa такoж Гlpoхо.lятЬсЯ i пoзttачаtoтьсЯ' Пpttчotl)' як зaкpltтi. якЩo BoIIlt

Be;-i}тЬllo B)ке Прoйдeних BеpllJи}l. Кoли всe ше бyле BикoнaЕIo' гIoBеpTaСN,o.

ся B а0 iз с1 по paнiше lloзнaчеНoМy вхiднoму pебp) .

Якшto не заЛltlциЛося pебеp, вiдкpитиХ в ai, тo це вхiдне pебpо зaкри-

вa€тЬсЯ в ao ' Пiсля Пoвepнеriня B d0 тaкa сaМa }< oпеpauiя здiйснrосться для

iнrшиx вiдкpитиx peбеp. i пpot{ес пpoДoB)i(yстЬся дoТи' поки всi pебpa в с6
не бyлyть пoЗнaЧеrji двiчi. Пiсля ToГo як yсi веpu:ини нa Bi.цсТaнi H пpoйле-
нi' ми oтpимa€Мo Taкy сиТуaцiЮ:

- yсi вiдкpитi pебpa пoзнaченi n paЗB с1g,'

- вiдкpитi pебpa в бyль-якiй веpurинi 4l . iloзнaченi л-l paз i т.л.

Щo6 пiдiйти дo веpl]]и}rи нa вi,Цстань п*|, мvl перехo,циl"1o ПoсJi.цoв}ro
в бyль-якy веplllинy a, нa вiдстaнь l i вiдвiдyсмo yсi веptultни нa вiдстaнь и

Аq



Bl/J' d1t BикopистoByIоЧи llpи цьoМy вlдкрите pеopоlпoЗнaчalочи lx Зa oIIисa.
ниN,lи ЛpавиЛa|"'И, (Лабopаmopна po 6om а).

Poзглянемo ще oдI{н кЛaс зa,цaч' Iloвlязaних зi схемaми лopiг. Heхaй G
. схеМa дopiг з дiлянкaми (а, b), шo зв'яЗyють piзнi пepехpeсТ'| а i в. li{oб
знaйти лaнuIог

p( а0,bg ) = ( аg la1 ),..( a,_l,а, ), (а n = bn)

мiж двoмa [y}rкTами аg i bg, N{o)кнa зaсToсyвaТи N4етoд lloсТyпoBoГo Пo-

криTтя Грaфa, oднaк oс}ioвнoю зaдaчею Лрo сxемy дopiг с BизI{аЧеIrIrя нaй-
кoрoтшoгo I\,{aputpyТy. .Цля цьoгo мiж будь-як1lМи двoMa пyнктaми pебpy
g=(а,b) (а*b)пpилttсy€ться BaГa р((1'b) >0 iпoтpiбнo знaйТи МaрЩpyТ'

n-l
ДЛя як0гo р( p)=Zр(o,,o41 ) С мiнiмaльним.

t-t

Метoд pедyкuii iнДeксy. 40 пoзнaчaсться чисЛoМ р( а0 ) = 0 ; кoжнa з

iнших веpшин пoзi{aЧaстЬся числoМ р (b) a6o (.о), щo пеpевеptшylоть yсi
вaги (a,v), для piзних pобеp (и,v). Пoвтopнa pелyкuiя здiйснioсться тaким
ЧиIIo]\l:якlцo iснyс тaкa пaPа BеplIIи}l u.viз р'{ut.р,(г)числaМи. ulo

1t(u,v)<р, (v)- р'(u)'

Тo чисЛo рj (v ) зaм\нясться rta р'', {v 1= рi (u) _ рfu,v) .

Irpiм тoго, в v BкaзyсTься' щo oсТat{ltя prДyкцiя бyлa викoнaнa щoдo
BеpЦrини и. oскiльки гpaф скiнненний, цей пpoцес ПoBинIIий oбpивaтися.
!ля веpшини 4, ми oтpимy€Iиo сусiдllЮ верlЦиlty аn-I, щo ЗасТoсoBaнa в

oстaннiti pедyкцii. lslя а,-., е веpшинa a,-э ОQТd|lНЬoi pедyкцii i т.д. Taким
чиI{oм oТpиМy€мo спaднy пoслiдовнiсть iнд'ексiв.

|!( а, ) = ll( аn.t ) + р( аn 1,аn )
р(аnа)= |l(а,-z)+ р(а,-э,а,-1 )

0чевиДно, rцo вiдповi.ц'ний лaнцюг P мoже зaкiннyвaтися тiльки вa6.
Пiдсyмoвyroчи' oтриМy€\,{o

n-l
р(аn)=LР(o1,o,*, 1,

l=0

!oведемo, Iцo Р € r{aйкopoтшllМ лallцlогoм.
IlexaЙ Q = ( аn,b1 

'b1 
,,'',а0 ) ' lнrший лaнцIог' щo пpoxo.циTЬ Чеpeз ве-

pшиIrу 6,, oскiлькll нiякa pедукt1iя немoжливa, пoвинев бути
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р(аn)3 р(ц)+ р(а,,\)
р(Ц)< Р(bz)+ р(\,Ь2),

j суМa Дaс р( а, ) ЗZр( b; ,b,*t/, тoбтo p не rrtoже бyти корoтrпe P.

Poзглянемo iцe oдин Метoд BизIJaчення нaйкopoтIl]их мaprupyтiв y
:хеlri дopiг (Лабopаmoptlа poбomа)'

Пoчинaтoчи з а() бУДet\ю IlpoxoДити Дo yсiх веptltий' Дoся)I(}Iиx I]o
...]IroМJ. pебpy, i в кoжнiй веpш.rинi зaписyвaти iТ вiдс.гaнь вiД сr,. Пoтiм. як
.].1я Метoдy ПoстylloвoГo ПoкpиBaння, перexо/'lиMo дo усiх веptIIин, щo
\{o)кria з'r.цнaTи 3 вepШИHoЮ 46 дBopебrpilиМи лaнцЮI.aМи, i знoву
:lоyiчaсмo iх вiдстaнь вiД сo. Якщo с декiлькa лaнцtoгiв дo тaкoi BеpIЦи}lи'
Тo Bpa}.oByсllIо тiльки нaйкоpoтшi з ниx, i вкa3yсмo, Bi.ц якиx верlшиt{ Bo}Iи
:{aд)(o.цять. I-{е пoсryпoвe пoкpивaння G вiц 40 пpoдoB)кyсТЬся Дoти' пoки
.:еякий лaнцIог P/ дoв)ки}rи р ] Нe ДocЯГLhe веpIIrини }a. Пoтir,r iз poзг.пядy

з!{клюЧaIоTЬся yсi веpшини, вiдстaнi яких пеpеBищyloть р 1, i пoбуrtoвa
:lрoдoвifiyетЬся нa веpljlинaх' щo з'UIиlIIил}lся. Якцo дo 6l jloхoдиМO
.]еякиM iнrшим ЛaнцIогoм P: .ЦoB)киrrи |t z< Р l, тo yсi веpшиtiи з вiДсТaнЯМи,

бi;ьtuими р,, вtдкндaюTься i т.д. oчевиДно, щo IIей пpoцeс пpизBодить Дo

знaхoдж(ен}lя poзв.я3кy задaчi.

Задaчa пpo pозбиття грaфа на мiнiмaльше чисЛo !.lаtlцюгiв. У зв'я-
зкy з ейлеpoвими гpaфaми с oднa клaсичнa зaдaЧa пpo .ttitli.ttа'пьt!е .1анl|ю2o-
ве poз6ummя' Boнa фopмyлIo€тЬся тaкиN{ чиttoм. Hехaй Г =|А,B] - зв'язний
гpaф i с, ,.'.,azl' - Усi йoгo веprшини неПaрrioгo степенЯ.(I{aгaдa€Мo' щo в кo-
;кI.loNry гpaфi uисло BеpIIIиII нerrapнoгo степrHя паpне)' Тoдi, якшo k # 0, тo
rliнiьlaльне чисЛo лaнцЮгiв гpaфa' шIo мiстять y сyкyпностi всi йoгo pебpa'
.]opiBнЮ€ k, a якщo /<=0, тo зaзI{aЧrне мiнiмaльне числo дopiвнюс l. B
oстaннiй ситyaцiТ oчевиlцtlo' щo Мoвa йлe пpo ейлеpoвий Гpaф. У rlершiй же
сиryaцiТ r сенс ЗyIIиI.IиТЬсЯ нa пpинцliпoвiй с:хемi мipкvвaнь' a сaме: пoбy.
]усмo нoвий гpaф I-,=IА''B,]' Дe А,_ sw\z\, тoбтo,цoдaсTЬся olllra нoвa

Bеpшинai B'=B.-,{(;.с, |,(,,o2\",,,(,,a.a)},roбтододaстЬсяrltе2t pебеp.

Biдзнaчимo, щo oTpиIlraний гpaф Г, =|А',B,J с зв'язнишt i всi йoгo лo-
к&lьнi стeпенi вxе пapнi, i тoмy в tlЬoNty iснyе деякий ейлеpiв цикл C.
Здiйснимo oбхiд пo цикЛy С, пoчaBЩи i зaкiнчивtши rrей oбхiд y веprшинi z '
Тi ft лaнцюгiв, пpo якi мoвa йде в o6говopювaнoМу TBеpдженнi, буДуть ви-
.]i"цятися в пpouесi цьoГo oбxoДу тaкиМ чиIioМ: oбxiд пoчи}taетЬся у веpruинi
:. oт)I(е нaсTyllнolo 3a !Iе}o бy,Це ,шеякa веpll]инa з Г, rrplr цЬoМy вoнa бy.це
ПoчaТкoN.t ПерIlloгo лaнцЮГa. Пiсля деякoгo Мapц]pутy требa буле зIrоBy пo-
вrрнyTl,tся y z. Пеpruий ЛaнцЮг зaкiнчиться в тil"l веptшинi з Г, з якoi здiliс-
ни.tЬся пoвеpнeнЕIя в z. Пoтirl зa тiсю )t{ схеМoЮ виникaс лp1'гий лaнцюг i

т.Д.
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3.20 Гамiльтo}rоBi цпк!.I i гpaф. Умoви [ipакa, ope i Пoшa

Гaмiльтoнoвi цикл i гpaф. HехaЙ Г =|А,B1 - дeякий гpaф. Biн

нaЗивa(тЬся ,,avi'lьmotювlll'. якtцo в нЬo!\ty iснус пpoстltй цикл. Ittо мiстить

усi веpшини грaфa. }laпpиклaд. кo)'l{ен повtlий граф с гaмi.itьтoнoвим.

oскiльни B нЬoМy пpoвеДенi всiлякi pебpa i. зoкpеe{a, тi, зaвдяки яким

}roжJиBиЙ oбхiд пo усiх веpшинах. FlижЧе }laBедеljo IlpикЛaд Грaфа, щo Hе €

гal{lЛьloнoвим:

Ъгальниx i лeгкo здiйс}r}oBa}rих дiй, зa дoПol4oГoto яких ]vtoжнa бyЛo

б вiрoгiлнo 3.ясуBаТи, чи с .цaний гpaф гaмiльтoнoвиМ. не iсiryс. oдlraк, iс-
'ъ{уloть дoстaтнi ylv{oвI{ нa гaмiльтoнoвiстЬ1 lllo легко перевipяютЬся' Hедoлi-
кolr{ тyг € те, lцo навiть якЩo )ltoднa з цих yМoB нe BикoнyстЬся, гpaф мoже

BиявиТllся гамiльтонoвим. Hадaлi зa ЗaМoBЧyвaнням бyлемo BBaжaТи' Щo

ЧисЛo вершин y бyль.якомy гpaфi не Менulе трьoх,

Умoва .Цipакa. Hеxaй p - ЧисЛo Bеpцrин у даHolltу гpaфi' Якшо сте-

пiнь кожнoТ веpшlиrrи не меншe plL, тo гpaф нaзивaсться tpаф<l.tt li1эсlка.
Мoжна дoвести' Цo кoжeн Грaф Дipaкa с oбoв'яfкoвo гaмiльтонoвиIrr. }{a.

приклaд:

oчeвиднo, що цей гpaф € гаltiльтонoвим. Hижче нaBoДltтьсЯ ЛpикЛaд
гaмiльтoнoвoгo гpaфa, щ0 }lе € гpaфoьl .{ipaкa:

Умoвa opе. Як i paнiшe бy,Цемo Iloзнaчaти через p кiлЬкiстЬ Bepшин

},дaнol,{у гpафi. Якшo,aля бул.ь-якoТ пapи несyмiжних веpшlt}t .Y,.l' вl!кolty-

сться неpiвнiсть d1х)+ d{у)2 p. тo гpaф нaзивастЬся zpoфoя ope (слoва-

ми: стеllенi бу.Ць-яких лвoх несумiжl{их веpш]и}l не меншi faГаЛЬнoгo чисЛа
Bеpшин y гpaфi). Мoжнa дoвесТи, Uro бyдЬ.який гpаф opе с oбoв'язкoвo Гa-

мiльтorовипt. Haпpиклal:
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Hижче нaведений пpиютIaд гPaфa, щo не е гpaфoм oрe, пpoте с гa.
мiльтoroвим гpaфoм:

(:)

Hевaжкo пoмiтити, ц{o бyдь.який грaф {ipaкa aвтoМaтичнo с гpaфом
opс. Нижне нaве.lений пpиклaД гpaфa opе, II.Io не € грaфorr lipaкa:

/l\l,\
Упroвa ПoIшa, I.{е . 6iльш сlсtlaднa кoltстpyкцiя' Bведемo тaкy фyнк.

uiю /rx) цiлoго дoдaтнoгo apгyМеrrту х. Cпouaткy зaпи[IIемo Bи3IlaчеtIЕIя

фopмyoro, a пoтiм пpoкoМеI{TY€мo йoгo. oтже, мoвa Йде як i pанiпlе пpo
гpaф Г= |А,Bl, л.ля якoгo i 6yлусться фyнкuiя /(х):

f{х\=|\а еА|d(а)<х\\.

Hаписaне oзнaЧа€, шo функцiя .f(х) для кoжьIoгo цiлoгo дoдaTнoгo
х llpиiiмас Знaчlння' Щo Дopiвнtoс ЧIrсЛy Bеpшин гpaфa Г =[А'B]' степiнь
якиx tjr пеpeBеpшryс х. .Гaкy 

фyнкliiro .f(x) нaзивaють функцiсю Пotuа
гpaфa Г =|А'BJ. ,['ля пpиклaду пoбуДyсмo фyнкцiro Пошa тaкогo гpaфa:

Фyнкцiя бyДе oписaнa табличвo:

Tепеp сфopмyJlю€Мo yмoвy Пoшa. Гpафo,u Пotuа нa'*lвaсться гpaф
Г = [l B]' щo зaдoBoЛЬняс тaкi yмови (нислo веpll]иtl uьoгo гpaфa гIoзнaЧи-

Мo черrз Р' фyrlкцirо Поrшa noзнaчимо Чеpез f(х), де сиМвoЛ х буле вiд-
пoвiдa.iи uiлoмy чИсЛу |

n-1
l)для l (у 4 r--_ викoнyсTЬся неpiвнiсть .f(x)<лl

.!,

- цiле числo' To .ЦЛя 'Т =
p-l

2

p-I
I

n- I

/(х)<L-
2

^
0 I z J А

5
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^

2) якщo Мa€ N,llсце tlеplBнlсTЬ:



lv{ожнa доBести, ЦLo кoJtсе|| tpсtф Пoшa о6oв'язкс>вo с ..сttti.зьtttQttoвtl.lt.

Легко помiтити' що rrpостий цикл Ha Bеликoмy чис].ti BepЦJин гpaфoм Пoша
tlе с' oднaк! зaзвllчaй. с гaпtiльтoнoBиМ грaфoNl. Кpiм тoгo, нeвa)ккo пol,liти-
Tи, ш.lo бyль.який еpаф tipака с zpафrl.tt [Iauю. Tе ж сaме вipнo i сToсoвHo
гpaфiв Оpe: кoэtсен еpаф Оpе с,:pафo.tt Пoша, Звopoтне в oбoх oстaннix ви-
пaдкaх невlрне^

Haпpиклa.Ц, фiксусмo бyль.який пoвний гpaф нa дoсиTь ве,ilикоNry Чи-

слi веpшин. .Цoдaмo дo нЬoгo tце oднy вeplшиt|y i з'с.цнaс:rto iТ з бyль-якими
д8oМa Bерцiинами вихiднoгo гpaфa. oчевиднo, rцo зtloвy oтpиманий r.paф с

гaмiльтoнoвиlr. Фiксyсмo y HЬoМу бу.aь.який гaМiлЬтoнiB цriкЛ i ви.цаJIиМo ]
гpaфa бyль.яке pебpo, не вкЛIоЧене в цей цикл. oтpиманий такиM чинoМ
грaф буlrе' як l{еважкo гlеревipити, грaфoМ Пoщa. oднак, вiн не буaе гpa-

фoм Opе, oскiльки бyлyть вiдpaзу дBi пapи несyмiжних Bеpшlи}I, сy]!la сTе.
пенiв яких Меншa ЧисЛa веPlllиl{ y гpфi.

3.2l Tеopемп Mенгерa' Хoлла i Кьоrriгa

Фoрмyлювaння Tеoреми Менгеpа {веpruинний i pебеpний ваpiaн-
ти). Нехali Г =|А'B1 -,Irеякий l.pаф i и,r'сl, пpинoмy (ll,v) €B. тобтo ве.

pЩllни l/'у He с сумiжними. tlaбip Bершин .\-l.''.'-т,l еА нaзивaсться (li,v)-
вii)oкslе.u.тtoвсl1bнl{l,, якщo пiсля видaлення з гpaфa vсiх веpшtин нaбopу' ве-

pши}tи:ll,1l BиявЛяЮться незв'я3ttимt,t, тoбтo oпиl-lятЬся в piзних зB'Язних

кoмпoнентах. Якщo вихiдний гpаф зв.язний. тo для кожнoi пaplt lrесуьtiж-
них веpшtин r/. v BиlJикaс тaкa хaрaктерисTикa: .ttiнi.ltа.lьне чuс.1o \tt,l}-вido-
кpе.l|'1юва..lblluх веР|uut1. B пoдiшЬllloмy 6yлемо ПoзIJaЧaTи це Чис.Цo

сиМBoJloм t. Нaпpиклa.ц, y нaBеденolt4у }ll,l)кЧе грaфi uе ЧисЛo дopiвtlЮс
ДBoМ' хoчa ( u' v )- в i d o кpеl l.:| lo вa1 bI1 l L\ нaбopiв тyт .lе к i л ь кa ;

Haда.,ri, бyль-який Лaнцiог. щo з,€днyс вершини и, l,, будемo нaзиBaTи
(u,l,)-..ttlltt1юеo.rt. Якщo в лвoх (li,r'). лaнЦкlГaх с зaгaЛЬна веpll]llна, вiдмiн-
нa вiд и' r'. тo бyДемo нaзИвaтИ тaкi двa ( и' v ) . лaнцюги веpuruннo-||еpеmu-

|1а|tнu':'|ll' oчевиднo, щo в кo)'кнoN'y Грaфi дЛЯ дaHих.цBoх Bеptllиtl lr,v iснус
тaкa хaрaктеpистикa - .уаксtL|tа-.Iьrrе чuL,.7o веpttllшнo-t!епереnu!la|tIl1Ir (no.
nаpнo) (u'l, \-.luнtцюtiв. Дaлi бyлемo llo3нaчaти тiльки ttto BBедену

Хapактepистикy Через /. Hевaжкo зpoзyмi,rи, щo зсlвэl<-du l 3 k .

Сфopпlyлюсмo тепеp n|еoре.|ll, Менlеpа: зав.tк'dtt l= k., a6o тe ж сaме
сЛoвalч}.: .ttiнi,ttсl..tьrtе нuс.lo (11,у)-вidoкpе'1l.1loвq]ьнuх верLlllltl dopiвнtсlс'.ttак.
L,u.|rа..|t,|lо.||v чuсIv верullllrllo-trеnеpе,llultаtllrl!х (nоnаptttl) { tt,l' )-'lаltt1кl:iв'
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Сфоpмrльовaнa .гaкиМ чинoМ ТеoреМa }ta.]иBa€тЬся веpltllallrlм варiанnto.lt
mеopе.|||u Mенееpа. Iснyс aнаrloгivний peбеpний вapiaн'г r1iеТ теoреми. Сiфоp-
МyЛЮсIlo йогo. У TиХ сaМих ПoзнaЧенllяx нaбiр pебеp b,.'..'b, €8 нaзиBa-

стЬся (|/,r. |-вidt-lк1lеlllкlвЦ1ьнav. якЩo пiс..tя видzulення uиx pебеp i.r гpaфa

веpц]иrи ,/,y с tiезB'язal{иМи. Toбтo B piзних зв'язних кoМпo}lенТaх, Ясно,

шo гpaф N,taс тaкy хapaктеpистику'' .lliнi'ttа.,tьне чuс.|to pебеp' u1o cкlаdаюmь
(tt'l,)-вidoкpе-lt'iюва.tьнtлi rtа6ip, ПoзнaчиМo цrо xaрaк,rеpt,lсTикv неpeз k.

Hазвeмo, тепеp, набip ( rl, v ).ланurог\в pебepнo-lrеrlереmLlнаtr|llLv, a Лa-

нЦюГи цЬoго нaбopу _ pе6еpнo.неr1epеml|наl1нtr1,l/, якЩo бyль-якi Двa лaн.
uюги пaбopу не мaютЬ Зaга.rlЬниx pебеp. oневиднo, дЛя кo}кнoгo гpaфa i

фiксовaниx y ltЬoМy верtUиL| tl.u iснyс тaкa хapaктеpисTика: .|lt]кL,ujru3bне

uuс.lo pебеpнo-неnеprпuнаннltх (u.v|-:tанt1кl;'ig. Познaчимo цЮ хapaктеpll-
Тику чcpeз /. Як i в пoПrредньoМy випaдку. мaбyть, lцo / < k ' PебернuЙ вu.

рiанm 'nеopе.vu Mен.,еpа: 7ав)lсоll l= k ' Абo тe ж сaг\,1е сJloвaМи: .ttilti.ttu..tьне

чuc.'lo i|t,v)-вidoкpе.ll',tювсl,tьнuх pебер dopiвнкlс .|lzксLl-\ra1ьнo.|nl .ruL,..tl| Ребе-
pнО- I t еltеpе m цil аl l l lLN / и, y )-лaнцюгtв.

Пpoлемoнсrpу€N,to нa ,цвoх пpикЛaДaх кopис|liсTЬ TеopеМи Менгеpa в

o6oх ваpiантaх * веpшин}toмy i peбеpвoму.

Ilpиклал |, Tеopеltсl Xo.l.lа npo crtсtltе.lttt 1'li.tнuх npеdсmавнllкiв. Hехaй

sI.s.,^.,s,' - деякi Мtto)l(иllи i с елепlенти s, сS', i = i'2'....lz. Е.цеьteнти

sl.s..,.,.J,i нaЗивaюl.Ься сllсmе.|loю piзнttх tlpеdс,tnавнuкiв. якulo 1'сi вoнlt ло-

пapнo piзнi. ЯкшopoзгляН}'ти ]!l}]oir(ини S, = {t}'s. = {]}'s] = {l.:}. тo сТaне

яс}lo, lцo систеМa piзних пpeлстaвIlикis iсну'с не зaBжди. Теоpеrua Хoлла
ствepдliyс: сucmеьlа мнo,ус|rн ,sl,,s2'...,s,, .ttас cuспе.1|'1, piэнuх tlpеdсtttавнu-

кiв moli i rпi.пькtt l,tlodi, ксl.qu в об'сdнанtti буdь-якttх.t мнoжин з чtlс:'l{l dсlнllх

s|,s,,...,s,, с k piзнtв е..tе.ttенmiв. k =|.1'.'.'n. Д"гtя довeдення Цьoгo фaкт1,

бyлyсъся тaкий гpаф:

Tут '!,,,..'s',,. - еЛемеtlTи' щo скЛaД'аtоть oб'сДнaнн' Us,. a ребpо
r=l

(s,,S,)вкЛючa€ТЬсЯ тoдi iтiльки тoдi, кoли s. €s/. Сaме в uьoпIу гpафi

фaкт тoгo, шlo MiнiN|&IlЬне Числo (rr.v)-вiлoкpеMЛЮBaЛЬних веpшин ltopiв.

н}о€ lvttксиIuaЛЬнoМy Чисjly верши}lно-tlепеpеTинaHниx (lt'r') -ланutoгiв' мо-



/hHa iltrеpПpе.l\.tsalи як lе. шlo сисleva Piзних' гlpедстаBHикiв iснуt lo-ti i

l.iльки roдi, кoли в об'еднaнi бyль-яких & мЕoжин мiститься не менrl t piз-
них елементiв'

Пpиклaл 2. Теopеllо Кьoнiеа npo noкpuвнi .'tiнiI|. |lехaЙ с деяка Nta]pи-

ця,\,|.=(m,,\'уякiйусiеЛеМеIIтирiвяiaбoну-'rrо'aбooдrrницi.Слoвol,t.lllt,я
б1',reмo пoзнaЧaTи aбo рядoк. aбo с.loвttеЦь у. лaнiй rlaтpишi. /lвi одиницi в

\lаI.pиЦi булeмo !{a3иBaт!l не3а!1еЭrсI|u.|1,ll. як1цo вol.tи не знaхoj{ятЬся нa oднiй
".liнii. Дoвiльний нaбip oJlиttиць бyлемo нaзиBaТи набopo.lt 11езс]ле)tоlllI UoЦ-
нul'|b, яКЩo буль-якi дBi oДиницi в нaбopi незaлежнi. Llapеrлтi. нaбip лirriй
дattоi.пtaтpиЦi бy.rемo !{aзивaТи noкpuвнL!'||,l. якщo кo)кнa ojtиниця мaтрlrшi
нaЛежиTь хoчa 6 oднiй лiнii нaбоpу.

Теоpемa Кьонiгa ствеp.ц)liy€: '|tаКсt|'\|сlльне Lt||с'7o нrЗалеэк:нttх odullttt1ь

'ttапpttцi dopiвнюс .ttiнi'ttсl,zьнo.+tv uuс'l1,-titti[t' tt1o склаdaюmь noкplttвнuit нсt.
бip llля.цoBе.цення шiсТ теopеми булусться тaкий сaмиil гpaф, як iДля тео-

репtи Xолa 3 Тi€Ю ЛиLЦе piзHицеЮ. Щo sl ,'...s,. стaюl Ь iменaми ря,rкiв laнoi
l'raтpиui. sl'.....!')l - стaЮТЬ irtенами стовпцiв ipебpo (S..s, ) вклюЧaстЬся.гo.

;ti iтi:lьrtrr тoдi, кoЛll ita перетrtнallнi i.oеo pядкa i7.ого стoвпшя в ьraтриЦi
стоiть одинllця' Фaкт, сфоpмульoвaний v теopeмi Кьонiга. сaМe в цiй rta'г-

pиui перетвopЮ(.тЬся у веprлинниГl вaрiaнi Tеoре}1и Nlенгеpа сТoсotsllо Bер-

llflj ll t/. r' .

3.22 Пaрoспoлучеliня y графах

lснус бaгaтo зajlaЧ, Ltlo пoв.язaнi з дaBнo BiдoМoЮ Тaк 3BaH0Ю JaдaчеЮ
trрo весiлля. Boнa фoplry,rЮстЬся тaкиNl ЧиIloМ. С скiнченнa jvlIltl)i\инa х.цoll.
lliв' ) кoжнoгo з яких с декiлькa ПoДpуг. Зa яких ).i\loB l!1o)кЕIa oжеHltТи ХJ'lo.

пцiв, при.toмy тaк. шo6 кoжний o)t(ениBся на oДнiri iз свoТx пo,rpуr.? T.у'r

NlaстЬся нa увaзi. lIIo жo.]Ha ,]iвчинa не BиходитЬ зaмiж бi.;tьше нiж зa oдно.
Гo х'.loПшя'

Г]ехaйr Г =|А'В1 . гpaф i SсB -деякaмНo)t(инa ребеpу ньol,ry. Мнo-
жиtta .l нaзивaс'ГЬся napoсno.ry'llення1l, якщo бy;tь-якi йогo двa pсбpa не
vlaк]l.Ь зaгa.lЬнoi веpшини. 2l[oмoвимoся' Цo МItoжинa з oД}IoГ0 pебpа теж
буJе називaтИсЯ nаpoсnoj1ученняJt' як i бyдь-якa пopo)кня Mнoжинa.

Пapoспo.;-tyненriя наЗивa€тьсЯ -|IаксLl,11сl.?6}ll,/.1l, якtцo дo ЕlЬoгo Ilс N{oжI]а

дo.laти )кo/.lнoГo pебpa гaк, щоб знoвy вийшлo ПapoсI]o:-l}Чення. Hapеtu'l i,

Пapoспo,qvчсння HaЗивaсTЬся наitбi.lьtuxtll' якЦo Boнo склaдaсться з най-
бiльш пtож.rивoТ кiлькoстi pебеp. oневиltнo. шLo кoжне нal.tбiльlltе пaрoспo-
jl\:ЧеHIlя с \1aксиN{ajlЬt{и М: звopo.гЕlе нсвipнo. нaпpli клaд :
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т\'т тoвстi prбpa - Мaксимaльнr' €UIе t{е lraйбiлЬшe пapoспoлуче}lня. a Тoнк1
peбpa . нaйбiлЬшe пapoспoлyчеHня. Пoш]yк найбiльшЪгo nuрo.no,yr"nn, o
гpaфi с кЛaсичнolo aлгopиTМiЧнolo зaдaЧеIо. Mи poзглянемo iТ poзв'язaння
не для 3aгaлЬIroгo Bипaдкy, a для dвodoльних гpaфiв.

Граф Г =IА'B] нaзивa€тЬся dвodoльншьt, якщo йoго Мнo)t(и}ly веplIIи}J
.] можнa oписaти як oб'сднaння дBoх нe пopoжнiх пiдмнorкин А', А, бeз зa-
Гaльних елeментiв Taк, Цo бyДь-яке pебpо з B 6уlе Мaти oдин кiнець 5' А,, a
iнший кiнець . B А,.Тaким чинoм' tIеМас )кодtloгo pебpa, щo з'сднyвaлo б
мiж сoбoto вepIIIиtlи пiдмнoжини l, aбo пiдмнoжиttи А",

Якщo ввaжати' Iцo l. = {х, ,'..,х,},А,=\у,,'..у,\, тo двoдoлЬний гpaф
\,roж!{a oIIисaти не тiльки вжe вiдoмoro MатpицеIо сyмiжнoстей, aЛе й тaкoю
uаmpuцею dвodoльнozo zpaфа: rIе MaтрицЯ _ pозшripнiстIo rХ.r i, якtt1o пo-
знaЧaт]{ ii зaгальний еЛеMеtlT чеpез 

'??i/ ' 
То

||, якщo(хi,уi)еB
,nu = 

1o, якщo ( х,,). i ) е B 
.

o.'Iевиднo, щo тaкa МaтpицЯ ol]исyс гpaф oднoзнaчнo' xoчa с нaбaгaтo
\,{еншoЮ зa o6сягoм, нiж мaтpиця сyмiжнoстей.

Коли мнoжинa А, cк;raдaеTЬся з п Bеpшин' a Мнoжинa А, cк:nдaеть-
cЯ з m BеpIшиIr i в дводo,lьнoмy грaфi пpоведенi yсl мoжливi pебрa, тo гo-
BoряTЬ' щ0 дBодoльI{ий гpaф Г =LА'B] с noФп|м dвodoльншl't еpафoм i
пoзнaЧalотЬ йoго симвoлoм K,,,.,,

oпип.lемo aJlгopиТM вибopy нaйбiльluoгo ПapoсIloлyчеI]Еtя y l]вoдoль-
нoму гpaфi нa oснoвi введе}toго I]orIяттЯ мaтpицi дBoдoЛЬнoгo гpaфa.

Itpoк 0' Пo мaтpицi М =(m'1 ), i=|,..,P, j =|,2,..,Q .цвoдoльнoгo
гpaфa бyдyемo poбovy тaблицto. Hею с мaтриця тiеТ ж pозмipнoстi. У
к;riтинку ] HoNrсpo]\t (y) пoltiсти;rto сиМBoЛ (( Х >, i нaзвеMо i]
нenpunуcmLL|'roю' якЩo в пtaтpиui дBoдoJtЬнoгo гpaфa mu =0, a якщo ж

mi =1 , тo в клiтинкy poбoнoТ тaблицi нe зaпишIеМo нiчoгo i нaзвeмo тaкy
клiтинy пpunуcmu,v|oю. Лiвopуu вiд poбoчoi тaблицi poзМiсTиМo дЛя
зpyuностi itoмеpи i1 pядкiв, a зBеpxy нaд тaблицею poзмiстимo нoмеpи iТ
стовпlДPoк .1. Пеpеглянeмo злiва нaIIpaBo пеptuий pядoк i B пеpifly ж Irрипy-
отипty клiтинкy IIерlIIoГo pя.цка пoсТaвиМo сиМBoл <1>. Якщo B rlеpilro]lty
pядкy всi клiтинки t{еIlpиIlyстиМi, тo пеpейдеМo дo дpyГoгo pядкa й y пеpruу
ж (пpи пеpеглядi злiвa нaпpaво) пpипyстимy к.пiтинкy ПoсTaвиМo <1>. ЯклIо
ж l{rМae пpипyсTиМиХ клiтинoк i в дp1,гoмy ряllкy, тo пpoстaBиNtо зaзI{aче.
ни]\,t Bищe сПoсoбol{ <1> y тpетьoмy pядку.

Якщo виявитЬся' щo y тaб'пицi всi клiтинки нeпpипyсl.иМi, тo нa Цьo-
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rиу Bсi дiТ зaкirrчy}oться i видaсться вiдпoвi.ць: <у гpaфi немaс pебеp>. Якщo
х( все.тaки вдaстЬся IIoстaвити пеpЦIу <<1>>' тo пiсля цЬoгo пеpеглянемо всi
iнrui pядки тa6;lицi в пoрядкy зpoстa}tня Tx нoмеpiв' У кoжнoмy ЧеpгoвoМy
pяДкy llepегЛя.цa€\,ro ij клiтинки злiвa нaправo i фiксyсмo ПеplДy Пo Хoдy пe-
pегЛяДy дoпyстиМy клiтинкy тaкy, щo € незале}кнoю стoсoвIlo пpи'I]yстиМих
клiTинoк, y якиxyxе мiститься сиМBoЛ <l>, i пpoстaвлЯсМo B ц}o клiтиЕIкy
( l)).

ГIiсля цьoгo пeрrхoдиIvto .цo тaких же дiй y нaстyПнoмy pядкy. Якщo в
pядкy тaкoi клiтиI{ки I{с вияBиться' тo пеpeхoдиМo дo нacтyп}ioгo pядкa i
викo}Iу€Мo в нiй тaкy ж пеpевipкy. Фiксyсмо нaбiр pебеp y гpaфi' щo Biдпо-
вiдaють пpoстaвЛеним y тaблицi сI4Мвoлaм <i>. Пiд ребpoм, Щo вidnoвidас
сиMBoЛy <1> y po6o.tiй тa6лицi, МaстЬсЯ rla yвaзi тaке: якIllo <l>> мiститься в
клiтинцi з нoМepoм (y),'o вidnoвidншlt буле pебpo (*,,.,,,).Легкo помiтити,

щo цей нaбip pебеp с МaксиN,t&!ьtlим пapoсIloЛученняМ. Якщo в pезyльтaтi
прoвeДеItllя всiх дiй нa цЬoj\.ry кpoui в кoжнoМy рялкy poбouoТ тaблицi ви-
яв!rтЬся сиj!{Boл <<l>' тo pебpa iз зaзI{aЧенoгo тiльки щo пaрoсIloлyчеti}tя як-
paз i склaдaroть нaйбiльllIе пaрoспoЛyЧеrrня' i дii зaкiнненi. Якщo ж в
peзультатi пеpшoгo крoliy зtlпиllIилися pядки без <rl>, тo пoзнaч!-tМo Тx пpa-
воpyr вiд таблиIli сиМво.1oм <- > i переходиi\,{o .цo нaсТyпнoгo кpoкy.

Кpoк 2. Пеpeглянемo всi пoзнaченi pядки в поpядкy зpостaння iхнiх
нoмеpiв. Пepегляд чеpгoвoгo pядкa пoj]ягaс в Тaкol\{у: y pяДкy вiдruyкy-
ЮтЬся пpипyстимi клiтинки, i стoвпцi, B якиx цi клiтинки poзтaшoванi, пo-
3нaчaютЬсЯ нoМеpoм poзглядувaногo pядкa. При цьoпly дoтpи!{устЬся
Приrrцип (6о): якщo noЗI1ачка уacе мicmumьcя, ma нa tl. :tliсцe dpуп нe сmа-
вumься. Пoзнaнки, прo якi тiльки що бyлo скaзallo' фiзинrlо BистaBЛяЮться
внизy, пiл тaб-пицею. Якшo y pезyльтaтi цЬoгo кpoкy жoден зi стoвпцiв не
бy.Це познaнений, тo цe oзначaс, lцo B)I{е нaяBне rrapoспoлучення (oтримaне
нa кpoцi l) е шyкaвим нaйбiльtuим iвсi дi.i пpипиl.lяIoTься. Якщo 

'к 
сеpеД

стoвпцiв з'являться пoзначенi. тo перехoдllNto дo нaстyпIJoгo крoкy.

Кpoк 3. Пеpеглянемo пoзнaченi стовпцi в пopя.Цкy зpoстaння Тxtliх
номepiв. Пеpегляд стoBI!цЯ пoЛЯгaе в тaкомy: v стoвпцi вiдшyкyеться сим-
вoл к1> i pядoк, y якoМy вiн poзтaшroвaний, пoмitaеться нoМеpoМ стoBпця,
щo пеpегЛядaсться. Фiзичнo ПoзнaЧки вистaBляЮтЬся IlpaвopyЧ вiд тaблицi,
нa piвнi вiдпoвiдних pял'кiв' Зaвжди BитpимyrтЬся принциЛ (p). ЯI<Цo у
pезyльтатi дiй нa цьoмy кpoцi Bиttикне ситyaцiя, кoЛи в стoвПцi, щo пеpе-
глядaсться' Ilе]\{aе симвoлy (1)), тo Дii нa дaнoМy кpoui пеpeривaються i тpе-
бa пеpейти Дo нaступнoгo кpoку. Якшo ж y рeзyлЬтaтi дiй пo шьoмy кpоui
булyть пеpеглянyтi всi пoзrraченi paнiше стoвпцi i виникне нaбip пoзнaнe-
них рядкiв (oднi бyлуть пoзнaченi сиtvlвoлoм < - >, iншli . tlo]\'ерaN'},r стoBIl.
цiв), то тpебa пoвеpн}тисЯ дo Кpoку 2. Якцo в pезyльтатi цих дiй нa Кpoцi
2 не вивикне }Ioвих Пo3llaчених стoвI]цiв, тo цe oзнaчa€' щo нaяBне пapo-
спoлyчeнllя с шyкaни\{ i пpoшес з},пиtIясться. Якшo ж сеpед стoвtlцiв' шo
пoзнaЧaюTЬся, BиItикI{yть нoвi пoзнaченi стoвпцi, тo слiд IIoBтopити Кpoк 3
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з нoBи}r нaбopo]t( IloзнaчеЕiих стoBпцiB. Якщo y pезyльтатi циx дiй не Bини-
кtlе нoBих пoзI]aЧеItих pядкiв. тo Це oзнaчaс, iцо нaяBlle пaрoспoЛyчення с
Ц]yкaним.

Кpoк 4. Рoзглядaсмo сTовпецЬ' щo I\4aс ПoЗнaчкy i не мiстить сиМBoл
<l>. Змiнимo нaбiр симвoлiв <l>, poзтalшoвaниx у poбoнiй тaблицi. У дaнo-
мy стoвпЦi ПoстaBиltlo <l> y pялoк. нoМep якoгo вiдпoвiДaс пoзllанЦi цьoгo
стовпця, Пoтiм y цЬoМy pядкy вiдшyкaсtrto <пoпеpелнiй )) сиMвo-1 кll i пе-
pемiстимо йoгo y вiдпoвiднoмy стoвпцi у pя.цок, нoМеp якoгo дopiвнtoс пo.
знaчцi цЬoгo сToвIlця. Мoжнa дoBeсTiJ, щo oпlrсaнa пpoцедypa зats)кДL1

з.цiйсненнa.
Пoтiм y рядкy' куди iloтрaпив oстal,}riй сиМвoл <l> вiдiuyкaсNto (пo.

пеpеднiй> сиМBoЛ <l> i з ним пpopoбиМo те xt сaме. Зреurтoю'lерговий пе-
pемiщувalrий сиМвoЛ <l> виявитьсЯ у pядку. де бiльше симвoлiв <l> немaе.
Bиникaе нoвий нaбip симвoлiв <l>. y якоl,ly в)t(е еJlеI\'tе[tтiв нa oдин бi.пьrше,

нiж v вихiднoмy нaбoрi. Зa цим нoвим нaбopoМ Мoжнa пoбyлyвaти пapo-
спoлyченI{я .гaк сaМo' як цe poбиЛoсЯ нa сaМoN'y ПoЧaТк),i пiсля цьoгo Ilo.
вТopитLl Bсе зl{oBу. Зpеtлтоrо виt{икIlе oднс iз зaзнaчeних Bище yI\4oв

пpиIIиI{ення дiЙ зa aлгopитмol,t i нaйбiльrше пapoсlloЛуЧення бу.Це знaйденe.

!ля гtpиклaДy зIiaйдеМo нaйбiльцrе ПapoспoлyченIrя y тaкoМy дBo.цo.
.пьнoму гpaфi:

Х1 X2

--ъ\...\:

!r Ув

ПpохoДимo кpoк зa кpoкoМ oписatrий Bище aЦгоpиТr4. PoбoЧa тaб.тиtiя
мaс тaкий виг,:1яд:

_\,,

У,lУву1уЭУaV2

2 a
J л 5 6 7 Б 9

0 0 0 0 I 0 0

2 0 0 U 0 0
3 0 0 0 U 0 n
А 0 I I 0 I

5 IJ (J 0 0

6 0 0 0 0

7 0 I 0 tl I

8 0 U I 0 0 0 0

9 0 0 I 0 0 0 0



I 2 3 ^ 1 8 9

I x х x
2 Х x Х

3 Х x х
I x Х

5 x Х

6 Х х x
'7 х

I х x

X х х

Пеprпий кРок: ITpoсТаBля€Мo нeзaлежнi oдиницi й вiдмiчaсмo pядки, B

якi одиницi нe пoтpaПиЛи:

2 з 4 5 А ,1 I a

I x Х x Х

t x x x

l I

4 I

х

6 Х x I

1 х I

8 x &
9 х l* l+t*l*t:н

ПaросполyнеНня' u].o вiДпoвiдaс oбpaним oДtttlицяN{ :

(",, у,),(,,, }, ), (х,, 
"l,. ), 

('n,.y. } (*., yu ) ("o, y, )' t*,, у., ),

!aлi стoвпui приПyстиМиХ клiтинoк пoзнaче}tt,lx pя:кiв позllачиI\,to

IlомеpaМи uиx pядкiв, дoтpllмy}oчись лpинuипy ( 5.r):

I 2 l ( А '1 8 9

I x I х х

2 I х Х Х х

-) х х х x

I

Х x x I x

6 Х Х x

7 x

8 Х х x
a x

RO



Далi y поЗнaчених сToBпцях вi'цшyкaсмo oДиницi i iхнi pядки пOз!{a-
ЧиМo IloМеpaми ixнiх стoвпцiв:

Tепep знoву.пoзнaчиМo

дoTриМyЮчись пpинциПy
стoвпцi' вiдпpaвляIочись вiд IIoзнaчениx

\u )i

ряД-
кlв l

Тепеp знoвy I]еpегЛЯI{еМo пoзнaчeнi стoвпцi i ttoзначимo pя.цки:

].епеp знoвy ПoзнaчиМo стовпцi (зa пpинuипoм (у;)):

2 l 4 5 7 I I
I x I Х x X

2 I
3 Х Х Х

I x
5 Х Х х х I х
6 Х Х I
7 1 х
8 Х Х
0 Х х Х х

2 J 4 5 o '7 8 9
I x x х

2 х

J х Х Х x х

4

5 Х Х Х I

6 Х х
7 ':3
8 Х

I X Х

J 4 5 6 7 8

Х

2 x X

I

^ Х

5 X x I
6 х Х Х Х
'7 x x
8

x х х

ttl



L 3 5 6 7 8 I
X x Х

z х х

3 x I Х

x X

5 x I
6 x х
1 х х

8 Х х Х

9 х X Х х

Тепеp - знoBy pЯдки:

У pезyльтaтi склaлaся ситyаЦiя, кOЛи в стoвпцi Nc9 з пoзначкoЮ (4)
tlеМaс o/циI{}lцi. oтжe, Мo)кнa нaбip oдиниuь збiльшllти (troвi одиницi пo-
зriaчиМo кypсивoм);

2 з 4 5 7 цL9]
х I x Х Х l* [,?3

2 I Х I Х X x |Х l*i
3 Х х I х Х l" ffi;

I

5 x

6 x r I'ffi
'7 Х Х I *l
I Х
o T Х Х х х

N{и oтримaли нoвий нaбiр нeзaле}кtlих oди}tицЬ:
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I 3 4 5 6
,7 I 9

x I х Х Х

2 1 x Х

з Х x х
I

5 I Х

6, х Х I
7 Х х I x
I х

I x Х

Tепеp yся Пpoце.цypa пoBTop}oсTЬся сIIoЧaTкy' i нa остaнgiй тaблицi
B)tr зa3}taЧенa сдиЕa пoзнaЧкa (-) y pяДкy Ns8. I]oмiтимo стoвпrli пpипус-
тимих к"цiтинoк цьoГo pядкa il [ioMеDoМ:

Пoтiм в IIoзн,aчеI{их сToвПцях знaйдемо oдиницi i ixrri pядкpr пoз}Ia-
ЧиМo lloN,tеpaми стoвпцiв:

I 2 3 5 6 1 8 9
I I

2 I Х Х х
l х х
А х il

5 X I

1

7 Х I trт

8 Х х Х

9 1

ь'

l 2 3 4 5 6 1 8 9

I Х I x Х '€'|
2 I х la1

3 x Х

4 х

5 x I Х ffi
6 Х х x 'tl.irt:

1 1 Х

Х

.|'-,':

8 х X Х

9 I lx
F

ffiiт

R?



! з n 5 6 '7 8

х Х Х х
1 I х x
з Х I х x Х

^ x I

) I x
6 х I

7 x
I x x Х
o I х x x

Пoтiм стoвпцi пpипyстимих клiтинoк lloзIlaЧениx рядкiB:

Пoтiм 3нoвy pЯДI<И:

.tloтl!\{ 3нoвУ стoBпlll;

Склaлaся сцтуaЦiя, кoJ.Iи poзмiщеrrня l]oзнaчoк (зaцикЛилося>. I-|е

oзI{aЧa(' U.lo lДукal]r пaрoспOлучення склaдaсться з pебеp, цo вiдпoвiДaють
пpoстaBленим oдиницяlvt.

Rд

2 3 5 o 7 8 o

x х x Х х

2 х х Х

3 I х x Х

I
5 I х

6 х х х x Х

7

8 x X Х i
o x x Х



Задача прo Ilpизначе}tttя нa вyзькi мiсця. Iснус и poбoних шtiсЦь

|'.'.'.!., нa Jеяt\oMV кt.rнвесpi i л pобiтникiв rt'.....ll' . Яки\ rrоrpiбно нli шi

рoбoнi мiсuя poзсTaBиТи, Biдoма lrpoлyктивнiсть С,, pобiL.никa tt,, на poбo.

ношtу rriсшi p ''Toй фaкт. rло ДлЯ деякoгo pозполi;rу.нa poбoЧi N,liсЦя рoбiT-
ll14к 1l.' ПoTpaг]':1Яс I]a рoбoЧс мiсrtе p;, Мo)itЕIa oписaти такttю тaблrtцею:

- (| 2 '., k .., лj
"-lt, 1, ... i^ ... i,,,)'

\{aючи N1aтpиЦю o. Мo]{illа знaй'r'и д:rя неТ r,tiнir,ta.пьнy прoДуктивнiсть
(..,. i вiдзнaчиТи. Щo сa\4е Ця мiнiьtaльнa пpo:r к гивнiс t ь i вll знaчaс ulви.]-

кiсть i прoДуктивнiсть кolIBе€рa. Те poбoнe мiсце, rra яком1' реа..liзу€тЬсЯ
rrittiltа.tьнa ttpo]rктивнiсtь i називaють в.vJькtl.|l .ttit.t1е.lt .|'|1р||rll(|L|(,IllIi-

HaвeДемo aЛГoplrTМ poзв.язaння пoстaвлено[ зaJaчi .

Аpок a' Фiксусмо МaТpицю rrpoдуктиBнoстiС=(С',,) i буль-Яке llpll-
зlIaчен}Iя нa poбo.ri мiсця (нaпpиклaд, рo6iтниъi ll,j l1ризltaЧa€l.ЬсЯ нa poбouе

мiсItе ;l,' i=|',,.,n ). Hехaй s - ьtiнiмaльнa Пpoд).ктиBнiсть,'1ля ЦЬO\4у Ilpи-

3IlаЧсI-lня. Побi:yсrro poбонi:Тaб.qиiiю riti ж polпripносri. rЦtl i пrзтpиuя С'
У клi'гrrнку з }{olиерoМ (a) в uiй тaблицi Пpoстaв}i}'Io сиIuBо.]l ((Х), Якцo
С', < s . lнaкrшe Цю клiтинкv ЗaЛишиN,lo гlopo)кнЬoЮ.

Kрoк l ' Poзгля,,]aючи poбoнy тaб.ltицtо. побулoвaнy нa пOПL.pе]tllЬоNl}
кpoui. як pобо.ly тaб.пl,tшю в aлгopитмi для вибopу нaйбiльiuоt'tl llapoсПo"-1),-
lie Hня в двoДoЛЬноМу гpафi, знaйдемo вiдпoвiдtrе нairбi,rьше ПapосПoЛvче|l.
ня. ЯкЩo y riЬo]lly Bp|ЯBИTЬcЯ ll pебеp' .Гo ГIo них вi,fнoв,rюсlьсЯ нoве
Пр11зt]llЧеH||я rrа poбонi мiсця iЗ Hoвoю. Bиtцoю ltiи; пottеpе.lня. lttнiмa.tt,-
I{oЮ IlрOjlуктивttiстtо. Познaчипto iТ знову. ЧeрeЗ ,\ i пoвеpнеllсlся \o Крoкl'
[/' Якщо jф( чИслo ребер виявитЬсЯ Mенше l? ' To Ilaявне ПриЗнaЧенн,l Нa po-
бoчi мiсця вже € oПти},Ia,tЬ}llll{.

3,23 Mеpeжi i пor.<lки у ll{еpe}ках' Allгoрити Фоpла-Фaлкерсо}Iа

Неxaй Г=|А'81 - j{еякийopr.paф i /:Bэ!i - функLliя нa мнoжинi
pебер. Тoлi пapa Г'/ називaсТЬсЯ .1|еpеЭ1се|1Э' a фyнкшiя ./ в кoн.гекстi ме.
peжi називaсТьсЯ фv-нкt|iсю nрОпvск|rОi'зdаmнoсmi a6o npoпt,с,кl|oЮ :зоLll71lli-

слlю меpежi.
ЬYДь-якa фyнкцiя g: B -+ !j ' щo зaДoBoЛЬIlяс неpiвнiсr.ь 8 < '/ , нази.

BaстЬсЯ |,tоt'|1oкo.11 }, -\.Iере)]сi. B обгoвopеннi BЛaсТивoс-гt.й tloтoкiв у меpежi
'rpa;tиrtiйно BикoрисТoBусTЬсЯ Тaке ПОзнaЧенLlя' Hехaй /z:B _+:]i - бу:ь-якa
фyнкuiя t L,V с l . двi буль-якиx пiДьtнoжинtl t]еpшиH' h(U ^I,') oзнаЧaс

сvМ} зt]aЧенЬ ф1,нкuiT i нa ребpax (r:,,r')е B тaких, ll]o ,Y € L' i r.'е I/ ' Якщо

R{



U мiстить сдиl{y веprЦинy a' тo h{а'V) oзнaчaс сyмy Baг peбеp, шо
ПoчItнаЮться в U i закiнчy}оTЬся y BерIIIиiiax з И' Aнaлoгiннo h(U,а) е

суМo}o знaчrнь фyнкuii Й нa pебpaх. rцo ПoЧиIraЮтьcя в U i зaкiннytоться в

.). Пoтiк g:.B +:Л у меpeжi T,J нaзивaсться сmаt1ioнаpl]LLм, якщo iс.
нуroть двi веpuIиI{и u'v е А i число lr,,'е 91 тaкi' щo Bиконy}oться тaкi уt\,toви:

g(u' А) - g(А,U) = **;

cФ'А)- $(А,v) = -'',
g(х,А)-g(А,х)=g dля Vхе А,х*ц,х+у

Y uiй ситyauii числo 1r: I{aзивa€TЬcя ве,rtuчuнoЮ Потoкy €., веplцинa и

нaзивaсTьсЯ dэtcеpелo:tl , a BеpIIIинa у . cmoКolt пoтoкy 8.
Biдoмa Taкa клaсичнa заdача npo лtакc|Дv|сUtьнuй nomiк: y дaЕiй I\,tеpе-

жi для дaногo ,ц)кepелa i для дaнoгo стoку знaйти стaцioнaрний Пoтiк Мaк-
сиМzuIьI{o мo)клиBoi веЛичиI{и. Moxнa дoвeсти, Цo тaкa зaДaЧa зaв)кДи мaе
poзв'язoк. oдин iз спoсo6iB ii poзв'язaння I{aзивaсTЬсЯ aq?opurШ4aм Фopdа-
Фanкеpсoна. Сфopмyлюсмo цеЙ алгopитМ пo кpокaх.

Ь.poк 0' Фiксyсмo нa ьtеpeжi Г,/ з rжepелoм и i стoкoМ y дoBiЛЬний
стаi1ioнapний потiк g, напPиклaд - пoтiк, ТoТoжнo дopiвнroс нyЛю (Toбтo

дoрiвнlo€ ll)/Л}o IIa кo)кнoМу pе6pi лaнoгo opгpaфa Г =tА'Bl ). Hевaжкo

пеpeвipити, rцo тaкий пoтiк дiйснo стaцioнapний i мaе вели.tину 0'
Кpoк 1 ' Бiля веpшини и ПoстaвиМo пoзнaчкy Taкoгo вliгляДy: (_'"э) .

Тyт симвoл оo пoЗI{aЧaс числo, п]o свiдoмo тlеpсBepшyr Bсi Числa, шo бу-

дyть бpaти уЧасTь y пo,ц&rlьц]oМy poзглядi (y випaдкy прoгрaМyвaння це .
кoмп'ютеpнa нескiнченнiсть, то6тo нaйбiльше числo, щo дotlyскaстЬся дa.
tiиN4 прГpal{ним засoбoм)'

Зауваэtcення. Мaйже всi пoдальrшi дii зa aлropиТМoм с рoзмiшeнням
Пoз}IaЧок бiля деякиx BеpI!иIr. Метa цьoгo pозмiшення в тoМy' щoб зpеПl-
Тoю IIосTaBити пo3нaчку в v стоцi aбo встaнoвити' щo стiк v пoзнaчити
немoж.Iивo. У пеpu:oмy Bипaдкy вияBитЬся мo)I(ЛивиМ замiнити нaявний
стauioнарний лoтiк g нa iнrший стaшioнapний пoтiк, щo мaс велинину. бi.
льшу, tliж Bеличинa пoтoкy g. Пiсля цЬoГo ТPебa бy.Це зaпyстити всe сПoчa-

тку. B дpyгoМy випaдкy BияBиTЬсЯ' щo нaявний пoтiк g oптиМальниЙ,
тoбтo t]oгo величи}la Мa€ мaксиМaЛьнo Мoх(ЛиBe знaчеHI{я. Кoжнa пoзI{ачкa,

кpiм yже прoставленоi бiля джеpeлa u, будe Ivlaти вигЛЯд (х.,t), Дe s . де.
яке чи(лo, a x . iМ'я oднi€Тз Bеpшин oргpaфa т =[А'81.llpичoМy peaлЬ}lo B

пoзнatцi цe iм'я х бyде aбо y виглядi хt, aбo у вигля.п.i х

Кpoк 2, Hехal'r (х,.y) с 8 - ,1еяке pебpo, пoчaтoк якoгo, l.oбтo веpIIJинa

.т ' 
yже Мar деякy I]oз}Iaчку Q= ,t) (aбo, якщo х - це /lжеpеЛo и, тo пoзнaч.

кy (-'6) ' ДО с= со). Якшo g((х'l,)) = "f(G,у)), тoбтo пoтiк g piвний нa

1)

')\

3)
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pебpi (х,y) пpoпyскнiй з.цaтнoстi /, то познa.rкa бiля Bеpшини )/ нr пpo-
сTaвля{TЬся' Якщo ж sКх,уD<f(G'уD! то пoзнaчкa бiля веprш|1|1И у
пpoстaBля€тЬся тaкиМ ЧиI]oМ. Ha пеpшoмy мiсцi в пoзнalцi бy,Це стoяти си-
мвoл .r., тoбто пoзнaчкa бyлe Taкoю: (х,,р)' де Числo l./ ше пoтpiбнo
знaйти' Пoклaдеьlo р = min\с'-f {(х,-r,)) - g11х,'l,))} . Heхaй тепеp (х,y) е B
тaке pсбpo, y якoГo пoзнaчкa мaс кiнеlIь, тoбто вeprпиria .;l Мaс пoзнaчкy

(z-,s-) Якщo f((х,уD S0, тo lloзFlaЧкy пpи .т не вистaBлЯЮтЬ; якIцo ж

-fКх'1D> 0, тo jr oTриМyс lloзнaчкy (у, р}, Дe р =min{я./((х..v))} . Пpo-
цедуpa pозшliшення пoзI{aчoк вiдпoвiднo Кpoку 2 здiйснtосться дoтl.t, пoки
tlе вияaиТЬся пoзнaченoЮ веprцинa v, aбo дoти, пoки tIе з'ясусться. Цo Bе-
pшинy y lloзнaЧити неМo)l(лиBo. Мoжнa дoBест}1' Щo в oстaннЬoМy Bипaдкy
пoтiк g' зa pезyльтaтaми Кpoку 2, мас,u(lксuмaw)Ilo .ц4oЭrслuве Зl!ачеt!ня' I

зaДaчa pозв'язaнa. Якщo ж веpIIIинa y BияBилaсЯ ПoЗнaченotо) To Пеpехo-
.циМo дo нaступI{огo кpoкy. Biлзlraчимo IIриI{циПoBy пoдpобицtо: якrцo ве-
pшиHa у BLIяBИЛaсЯ noзHaЧенoЮ, To чuc.,lo, u1o фizуpус в noзнанцi.
oбoв'яэкoвo |,loЗumuы !е.

tr'poк 3. Hехaй веpшинa v Ivraс IloзнaЧкy (х.,а). Змiнимo пoтiк g}ia

.цекi,'Iьхoх pебpax гpaфa, в pезультaтi чoгo вийде нoвий стaцioнapний пoтiк
з Д)i(ерелa и в стiк v, ЗI{aченI{я якoгo бy.Це на s (це чисЛo зaзнatiе}Iе в I1o.

знaчцi стoкy v) бiльше знaЧення IIoТoку g. Якшo веpll.tинa ,v Мa€ пoзнaЧкy

(л-.g) тo tla pебpi (х,u) змiнимo пoтiк 8, дoдaBши,цo йoгo знaЧrння нa

uьoмy pебpi Числo 6. Якщo BеpIIIинa v il4aе пoЗltaчкy (x ,a), тo нa pебpi

(v,.т) змiнимo пoтiк g , вiднiмaюuи вi.ц ньoгo Числo t . Потiм пepейдемo дo
веpшIиIIи х i лpоpобимо те )к' Щo poбиЛи Iцoдо верIIiLrни v. Пpи цЬoМy Дo-
.цавaти aбo вiднiмaти бyлемо кoлиlIIнс числo 6. Пpoлoвжуtочи Taк, Ми пpи-
йдемo lo д)кеpеЛa и, Що i булe ознaяaти зaвеpцrенIJя змiни ПoТoкy. Мoxнa
дoBестll, Цto oтри\laний тaким чинoм пoтiк с cmаt1ioнаpttuлt i Йoгo Be-.lиЧиl'lа

буле на s бiльцIa BелиЧ!,l}tи вихi,lнoгo пoтoку g. Пtlтiм потpiбно I]oBтopиTи

yсе спочaткy з yже ltови]r{ бaзoвим сTaцioнapниМ lloтoкoм.

ПpIlклaд. Знaйти МaксиМaлЬHиl"r стaЦioнapниЙ пoтiк з u у v у l\,lеpе-

жi, щo нaведе}ra нa pисункY tIижЧе (нltслa oЗнaчaЮть пpoпyскнy злaтнiсть).
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Bвaжaсмo' щo виxiДний стaцioнap}rий пoтiк тoтoжнo piвний нyлtо.
Пpoстaвлясмo пoзнaчкy бiля веpruини ll: вoнa тaкa - (_,оо). Bибиpaемo.Цa-

лi дЛя пo3нaЧки веplilиIly с i вiДпoвiднa пoзнaЧкa: (u. ,2) . Bибиpaсмo дlя
IIoзI{aчки BерIlIиI{y /; вiдпoвiднa пoзнaчкa: (а- ,2), Тепеp з'явилaся Мo)i(ли-

вiсть познaчити i веprшину v; вiдпoвiдна lloзнaЧкa: (i 
-,1) 

. BиникЛa Мo)кли-

вiсть збiльurити пoтiк нa oдиI{ицIo. fiля uьoгo пoклaдеN,ro pебрo (i,v) piвний
1 (a не Ilyлto' як uе бyлo.для виxiднoгo пoтoкy), тaкoж piвний l нoвий пo'
тiк бyле i нa pебpaх (а,l) \ (u,а),

Ha iнщиx pебpax пoтiк за.rиrцaеться piвним нy;rю. Hoвий пoтiк мaе
Bеличи}ly один, вiн стauioнapний з .ц}кеpелoМ и i стoком v. Пoвтopимo те-
пep пpolie.цypy спoЧaткy' пpaгнyчи пoсТaвити пoзнaЧкy дo оТoкy v. Bеprпи-
tty и IloзнaЧиМo IIo3IraчI(oю (_'о). [a.ri пoзнaЧимo веPlIIинy с; вi:дпoвiДнa

IioзIlaчкa: (u" 
'1). laлi IIозI{aчиМo верtIIиIry и;вiДпoвiднa I]oзЕIaчкa: (с",l).

Тепeр пoзнaЧиN,to BеpцIинy v; вiдпoвiДнa пoзнaчкa: (rи',l)' Тeпеp знoвy
збiльшимo нa oдиницIo зтiaченIlя ПoToкy нa peбpaх (m,v)'(c,m),(u,c). tlo-
вий пoтiк буДe теж стauioнapний, aле зi знaЧенItяМ.ц'вa. знoвy пoстaвиМo
Iтoзначкy (_,-) y веpшrи}Iи и i спpoбyсмo збiльшити нaявний сTaцioнaрний
пoтiк зi знaчеI]ням двa. Пoзнаниil,tо верlIIину 6; вiдпoвiднa пoзнaякa:

tIl 
..3;. 

!,a.пi пoзнaниМo веpшrинy с; вiдпoвiднa IIoзнaЧка: (6..l). flaлi лo-

зНaчI'Nlo BеpIIIинy v; вiдпoвiднa Пoзнaчка: (с",1) ' Знoвy змiнltмo пoтiк нa
oдиrtиЦ}o: дoдaМо oдиttицЮ дo ЗнaчeнЬ кoЛиll]}lЬoГo пoтoкy на pe6paх (с,v)'
(b.с).(ri'b). oтpимaний пoтiк t"laс зFIaЧеI{Hя тpt4.

Пolальшi спpo6и ДoсягТи гloзнaчкaми BеpшиHy v не МaЮтЬ yспiху'
oтже. мaксипt.aлънtli't стaцiонapний пoтiк знaйдeний.

4 ЕЛЕN,IЕIIТи кON{БII{ATOРики

4.1 Пеpeстaпoвки, poзмiщeння i спoлyчення. Бiнoм Hьtотoнa

HехaЙ lv,I = \\,2'..,п} - 6y,uь.якa скiнченнa мнo}I(иiia.

З,сdнання.ьt елеменmiв 
^4нoЭtс|tнu 

М нaзиьaсться бyдь.який нaбip,
склaДепий з eлементiв мttoжини М .

Якu.lo y цьот'ry нaбopi бyль-який еЛеМrнT зyстpi.raсться бiльше нiж
o.циIr piв тo гoBopятЬ пpo з'сdнання З noвmopеннeuu'

Якщo ж y нaбopi кo)t(ен еЛеМент з.явЛястЬся Лиlllе oдин paз, тo ГoBо-
рятЬ пpo З'€dнання без noвmopень.

Haдaлi ми 6yлемo гoBopити сaМе Ilpo з'€.цrtaння без пoвтopень i тoмy
б1,лемo пoзtlaЧaТ}I тaкi нaбopи прoстo теpьtiном з'сdнання.

Пеpеcmанoвкoю елементiв мl{о)t(иt{ M i{aзивa€тЬся 6yДь-яке
з'сднaнI{я елеltентiв МIlo)I(иIitt М , у якoму oбoв'язкoвo с всi слементи з М
i в якiй BpaхoBу€тЬся пopядoк слi,цvBaння eлементiв oдин зa o,цн}lм' }laпpи-
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к':1aД' яKu{o ,? = 3 , тo (|,2'з) i (3,2,l ) с piзними пеpестal]oвкaМи.
Невaжкo .цoBесТи) щo ДЛя дoвiльlroго л кiлькiсть P, yсiляких пеpе.

стal{oBoк М[Io)киIlи м ={t,z,','п} лopiвнrое n| (nt, . uе тpaлицiйне llозtiаЧен-
ня Для Добyтку чисеЛ 1 о 2 r 3 о... .,? ; чиTarТЬся <еп фaктopiaл>).

Бy.аь-яке з'с.цнaння з t елeментiв мнoжини |v| = I1,2,..'n\, у якoМy
BрахоBYетЬся поpяl]oк прoХo.цжеI]liЯ елeментiв oдин зa oДЕ{иМ' IlaзиBa€тЬсЯ
poз.uitцeння"м з 11 пo k'Для k=n - це l1еpестaнoBкa,.цля k>п тaкихз,сД,-
нaнЬ неN,tae' a Для k<п tlеваЭlскo ompшИаmu фoplvtулy, dля кiлькoctпi f|"
poзмiщеньз n no k:

А!"= n(n _|){п_2)'..(n* Ё + l),

IIри llЬ0Мy oчеBиДI]o, Ц1o А',i,= Р',,

Усяке з'еднaння з ,t елементiв М}loЖиtlи M =1L,2,,.,r1 l, де t Зп , у
якoМy ПoряДoк l.lpoxoд)ке}Iitя елeМенTlB oдин зa oдниМ }lе Bрaxовy€тЬся' нa-
зивarтЬся cnoлучeння|'| З n no k. Haпpиклaд' ДIIЯ n=4 з'с.цнaння (З,|'4) i

(4'3,1) е piзними poзI\4ilденняМи з ЧoТирьox llo Tpll! aЛе як сlloJlyЧення Boни

p|втi. Кiлькiсmь Сk, сno'лучень З п no k вuзначасmься mакoю фop;иулoю:

n{n -I),(n -Z)....\n - k +l)

Числa gi Чaстo нaзиBaютъ б iнo:viaтьншtttl кo ефit1iснп а+ltt, OскlЛЬки

якщo у виpaзi (х+.v), poзкpитIl д.y)кк!{ i пpивести пoдiбнi чЛени, тo бyлe

oTpиМаI]a piвнiсть, щo нaзиBaсться бiнoлloм Hьюmoна..

(r+y),'=y, +(',,х,,-'у+(i,х',,1,. +...+gr,,х'' l 
уI ',. +(,,|,,'| ху.".' +-),', .

Якщo Дoмoвитися, u{о сиI\4вoл 6! oзнaнaе ЧисЛo oди}l, то бiнoм

Ньютolla N{oжнa зaпI'сaTl'l кoрoTt]tе 3a дolloN,toГoЮ зriaкa суI{l4

("* 
'.), 

=ZС,','',у'

Бiнoмiальнi коефiцiенти (| хaрaктеpизytотЬся ЧислеIiI{иМи BЛaсти-

BoстяМи' яким пpидiлялaся ).BaГa мaтемaтикiв piзних rioкoлiнь. BiДзнaчипto
тpи нaйпрoстiц.tих з них.

Bлaстивiсть |. C,= С',|,' , k =0'1.2.....n.

Bластивiсть 2. (,, + g,,, +'.. + (i, + ..' + (,,',, = 2,,

Bластивiсть 3. С'',- C,'* С, - ...+(-l)o fi + ..+1_l),, С,,|,=(',

Пеprua влaстивiсть Bстанoвлюеться пopiвнянням фopмул, a oстаннi
двi випливaють з бiнoмa Hьютoнa, де змiнним x'y дaIотЬ знaчення * 1 '

kl
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Пpиклaл. У виpaзi (х+2у)'' рoзкpиЛи,Iiy)кки i пpивели пoдiбвi чле-

ни. Який коефiцiснт бy.Це стoяти 6iля виpaзy х];'o ?

Щоб вiдпoвiсти нa Цe зaIIитaння poзгляttеI'vlo бiнoм Ньrотoнa:

(х + 2 у)'o = х'., + Сioxn ( 2 у1 + gi,, х8 (2.,y). + ... + 6|,x. 12;';u + ... + (2y )'..,

звiдки шyкане числo .lоpiвнroс

(,ox2, = 64 (," = 64## = 64+ = В440.

4.2 Mетoд BкЛ юченrrя-Btlкл ЮченtIя елемeнтiв Dt нo?|(ll}r

Iснyс клaсиrний спoсiб oписyвaння елементiв деякoi мrio7киttи з

деякиМи oсoбливoстями' Iцo нaзивaсrьcя лtеmodo.n4 вклtoченtlя-вuключеt1ня.
Сфopмyлroсмo вiдповiднy зaдaЧy.

Hеxaй S . деякa скiнченцa i!{нoxиBa i P = Ф',Р,,,,.' Р,,i - списoк Bлaс-
.гивoстей, якi мoхсyть мaти i не Maти еЛеМеtIти з S. Пoтpiб}io визнaчиTи

фoplryл,v. щo oписyс кiлькiсть елепtентiв, якi t{е NlaIотЬ жoднoТ iз
влaстивoстей зaдaнoгo сltискy, нepез бyль-якi величини, щo oбчислtоIотЬсЯ.

Спoсiб, Щo oПисyстЬся ни)кчe' нzвивarтЬсЯ мemodo.ьt вк,1|Оченl1я-вI|-

K;|ючення. Нeхaй S(p,,p'.,,.P'o) oзнaчaс кiлькiсть eлементiв пtнoжини S, Цo

хapaктеpиЗylоться влaстивoстяМи P 1', p,,'..., p 1, з P = = \p,, p,,.'.' Р "} 
. шy-

кaнy кi,'lькiсть елемеttтiв пoз}IaЧиN{o .rеpез .N, a кiлькiсть елеьtентiв y S пo-
ЗrtaЧиI\{o lepез М. Мoжна дoвесTи' щo мaе мiсце тaкa фopмyла (ii тaк сaмо
нaЗивaюТь фo p.vtулoю вKl юч е н ня- вuюn юuе н н я),'

n

N = M -zS( p,)+lS( p,p,)-...+(-t)R *

" ЕS(p''P,',,,Рi^ )+...+ (-1),,S( дp1,..pn),
Рц,Р," r-'Р,'

де пiдсyмoвyвatтня здiйснк)сться зa бyдь.якимIt сIIoлyЧенняN'и вЛaстивoс.
тей з мнoжини P = IP,,P,,...' p,}: y пеptlIoмy Bипaдкy . зa спoлyченняrf и пo
oJtнiй влaстивoстi, y дPугoN{y Bипaдкy - зa спoлvЧеtlltями пo дBoх вЛaстивo-
стяx i тaк Дaпi' y k.омy випaдкy . зa спoлyЧеI{I]яMи по k влaстивoсTях.
Розбеpешto Тi дoклaднiше .ДЛя дBoх пpиклaдiв. Пеpший З I{их нaзиBaстьcЯ За-
dаuею npo вidсуmнicmь пopяdку' Tyт poзг.пядaються yсi мoжливi flеpестaнo-
Bки нa ,? симBoлax. Як вiдoмо, iх зaгальнa кi,rькiсть дoрiвt{ю€ и! . Кoxнy
IlеpесTaнoвкy (i, ,...,i,) сишtволiв (t,u,....п) зB'яжеNto з мaтpице}о
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- (\ 2 .,, k .'' и)о=l'
\lr 12 ... tk ,.. tn J

якa riaзиBaсTЬсЯ nl oс mан a вкo ю.

Прийнятo гoBoриTи' Щo пidcmанoвка o ПepeloдиТЬ еЛеМенТ 1 у сJlе-
МеI{т il' rЛеМенT 2 y елемент i2, ...1 €ЛeN{eнт & y елемент il ,... елеIиeIfi n у
еЛеlt{еьlт i,,. Пpи цЬoМу пиЦIyть: o (k)=ik, k=|,,,.,n.

Якщo o (k)= ь, тo гoвopятЬ' щo гIiдстaнoBкa o Зarlu|aас е,пемeнm k на

'мicт1i' Пiдcтaнoвкa, y якiй нa мiсцi не зaлишIa€ТЬся жoден еЛеменТ, нaзиBa-
ютьcя зidcуmнictпю nopяdку, /lля л = 3, нaприклaд' Ilевaжкo пеpepaхyBaТи
всi пiдстaнoвки взaгaлi i вкaзaти сrред rrих вiдсyтнoстi пopядку:

IIlдсTaнoBкI,t Д,ля п =З:

Biдсvтцoстями IIoряДкy сеpеД l{иx r:

Пpо те' якa МO)ке бyти кiлькiсть вiдсyтнoстей пopядкy y зaгaЛЬrroМу
BипaДкy' тoбтo для дoвi,пьнoгo л, вi.Цпoвiдь Мo}кнa oТpиN{aти зa дoпoМoгolo
N{еToдy вк.ilЮЧеtillя-викЛюЧенI]я. Biдпoвi.цнa зa.цaчa нaзива€ТЬсЯ заdачею
пpo вidсуmн iсmь пopяdку.

lt'Iнoжинy yсiх пiдстaнoвoк пoзнaЧиN{o Чере3 S. a список влaсTиBoс-
тей Р= \Pt,,.,,Р,} бyле склaлal.исЯ з влaстивoстей p': влaстивiстЬ p/ - це
влaстивiс'lь тiсj Чи iнtпoТ пiдстaнoвки зaлишJaти нa мiсцi е.ЦеМеI-tз' i . oчеви-
ДIto' щ0 вiдсутнiсть пopядкy - це сaMе тaкa пiдстaнoвкa, y якiй немaс жoд-
нoi влaстивoстi з P = \P,,,.,, Р,}. Пoмiтимo, щo y BиЦеIlaведeних
пoЗнaчel{нях кiлькiсть S(p,','.',P,^) пiдстaнoвoк' щo Залиittaroть нa мiсцi

еЛеNtеt{ги i1,...,i1,дopiвнюс (n-k)l. Toмy, BI{хoДячи з фopмули BкЛ}oЧellня-

викJlЮчення. Мa€Мo:

oстaння riaблия(eнa piвнiсть осI]оBaнa нa poзкЛaДaннi зa Tейлopov

фyнкuii e" y тovцi x=-1. Кiлькiсть вiлсутнoстей пopяДкy нa /?си]!{Bo..jaх

бyлемо пoзI{arlaти символoм U,.
lpyгим пpиклaДollt зaстoсувaння фоpмули вкЛIoЧення-вик-lюЧенaq .

заdача npo зусmpiui. ii мoжнa сфopмyлювaти тaким чинoм, С ltнoж;::з :. _.

сTaнoBoк I]a rl сиМBoЛaх iзaдaliе фiксoвaнe цiле невi:.сrfне Ч!1..].. .: <

Cкiльки пiдстaнoвoк зaЛишja}oть нa мiсцi рiвпо & е.цеrtентis

) rl2з\ [lzз) {,l23) rl2з)
,]' Il зz ,J' [zз rj [з rz j' [зz rJ

rl:3) [tzз)ll.ll
[3l2l \2з1l

/111\ /i^1I|zl\ I|LЭtllllrзl'lllз\'--/ \-'"

N = n! _ С|,( n _ l 1 t + (i,( n _ 2 ) l -.,. + ( _| )r С|r, - k ) ! +,,' + ( -| ), =

= nt(t-t*!-l*...* (-1)' *...*(-t)"\-nt .

[ 2Jз! k! n! j е



Biдпoвiднy вiДпoвiДь бу.шемo ПoзнaчaTи сlIМвoЛoм -1И,, . oневидно,

М,.u =U,' 
^4,, 

= l. Кожнa З цих пiдсTaнoвoк tlаЗивaстьcя зуcmpiuню (пo-

рялкy t). Мoжна Пoкaзaти. ulo M.^ = Сi'U 
^ ^.

4.3 Фopмaльнi степеневi pяли i дi1 нaД шимrr

HeхaЙ а o, а,'..., a n'.'' - ч исЛoBа пoслiдoвнiсть. Пoзнaчимо ф op'u an ьнtlit

cпеnенeвttй pяd cимвoлoМ видy f(t)=аu+аi+а2t1 +'..+а,,l', +.... y якоtt{y

ЧИсЛa аo'q,...,dn)... нaзllBaЮться кoeфiцiснmыvll' a сиМвoл l нaзиBaстЬся

ъуtiннoю, Фpaгменти a,f, степеневoгo pяду нaзивaloтЬся dodанкaмtt. БуДъ-
який многoчлеri l\4oжнa BBa)кaти зaписoМ фopмальнoгo стеlIеI{еBoгo pяДy, y
якoмy всi кoефiцiенти, пoчинaloчи з якoгoсЬ номrpa' .пopiвнюrоть нyлto.

Пpи цьol!{y зaмiсть f(t)=аu+аl+а{2 +...+а,{ +... ЧaсТo пиtцyТЬ

f{t)=|а,t,''

l{вa фopмa;lьниx сТепеIrеtspIX pЯДI4 f (t)=iа,t,' i s(r)= ib",, "'u-r=C 
"=t)

жaються piснlL|tu' якЩo для кoжнoгo }? Bикot{yсТься piвнiсть: а, = b,,.

Нaл фopмaльflими сTепе}Iеви]\{и ряДaми BикoнyIоТЬся деякi дiТ, шo с
у3aгaЛЬrrенням аpифметики бaгатoчлeнiв.

.il.oдавaння. HехaЙ

ft't1=oo*а(+а1t! +..,+аntn +'.. i g(r) =bo+bf +b't2 +''.+bntn +'..

лвa фоpмaпьниx степеневих pя.ци вiд oднiсi i тiсi ж змiннoi t , тo dodqван-
l|Lv| Ц'l'X pя,Цiв нaзивaсться дiя, y pезyльтaтi якoi виникaе тpетiй фopмшrь-
ний степеневи{l pяд h(t1= g' + c/ + ''' + сntn + ',.,IЦo }laзиBaстЬся су-uoю pяdiв

|"{t) i g(t)' пpиЧoМy тaкиЙ, щo с,=а,*b,' n=0,\,2,... . .Гaким чинoм'

|а,t" +Zь,t,, =|(а,+b")t'' ' Нсвaжко пepевipити, щo дЛя бyДь-якиx тpьох
n..0 п=0 

'_0
фopмальниx сТеПенeBих pялiв х(t)'у$)'z(t) Ma€ мiсце piвнiсть:
('(l) + y(/)) + z(t} = x111 + UU) + Z(t)), a дЛЯ бy,Ць-якиx двoХ фoрМaЛЬIrих
стеtlеttеBих pялiв х(r)'y(r) вipнa piвнiсть: .т(l)+y(r)=1l(/)+x(r)' Iз скaзa-
ttoгo виIlЛl{Baс, шo фopмaльний степеневий pял o(r) = 6 гpaс у лo.пaвaннi

pоЛЬ l{уЛя. Крiм тoгo, якшo /1l; =iа,t,' - фopмaльний степсitевий ряд' тo
л=0

pяll g(t) =|(_а,)t, Гpaс poЛЬ npomшr.еэ!снolo еJlе.||4енmа.. f (t) + g(t) = О(t) '
л=0

92



Biдпiмaння. Якrцо

.f (t)=аo+а1t+а2t? +...+а}n +... i g(r) =bo+bf +b"tz +.,,+b,t', +...

двa фоpмaльI]иx степеI{еB|4х pяДИ, тo pяД h(t)=,o+cl+...+cnt,'+..., Щo

o.гpиMyсTЬся зa пpaвиЛoМ c, = аn - bn, n = 0'lr,2,''', нaзl{вaeтЬся piзнut1ею, a

дiя, що y.гtsop}o€ piзнишro, }taзивaстЬся вiйtiманняцt' oчевиднo, цo вiднi-
I\4aI{ня - це дoдaвaння пPoтиле)I(нoгo pЯдy.

Мнoження. Hехaй

f(t'|=аo+а,t+а,t2 +.''+а,tn +..' i c(r)= bo+b,t+b,,t2 +..,+b,t, *.,,

двa фоpмальних сTепенеB14X pЯД11; пoбylуемo тpетiй фopмa'rьний степене-
вий pяд h(t1=,o+cl+..,+сnt, +.,,, щo бyде нaЗивaтися doбуrпкo:rl pядiв

f (t) i g(t), a дiя, Щo IIриBoдить .Цo ,Цобyтку, бy.Це нaзивaтИcЯ -',|нo2!.(:еrrнЯуIi

сo = аobo;

с,=а,bo+аob';

c,=а'bo+а'Ь,+аub.;

с, = а,bo+ аn ,b, +.'.+ а,,-*b* + ,.'+ аob,,,

[пя мнoження збеpiгaсться тpa.uишiйнa симвo.пiкa: дoбyтoк h(t) pялiв

f('t) i g{t) зallисy€ТЬся у виглялi h(t)= f(t)g(t). oневиднo, щo лля бyДь-
яких тpЬoх pялiв х(r),y(t),z(t) сnpaвeдливi piвнoстi:

(х(t) у Q)z(t) = J(/)(y(/)z(/));

х(t)( у(t) + z(t)) _ х{t) уQ) + х{t)z(t);

х(t)у'U) = y(r)х(/).

Ряд e(r)= l хapaктеризy€тьсЯ riсro влaстивiстю' щo пpиГaМaHIIa в Чи-

слoBoМy мнoжeннi o.диницi для бyдь-якoгo фopмaльнoгo степеI{еBoгo pяду

/(r), тoбтo мaс мiсце piвнiсть: f(t)е(t)= f(t). Якщo Д".tя .цeяких дBoх

фоpмaпьниx степе}lевих pядiв f (t) i g(r) викoнyсться piвнiсть f!}gv) =1 
'To цi PяДи нaзивalоться o6еpнeншttu. I1pи цЬoМy I1иrЛyтЬ

/(r) = g(r)-1, g(t) = f{t) 1 
.

7.l,iлення. Це дiя' зa якo}o пoДBoХ фopмaльних степенeвих рядaх

f(t\=аo+а1t+а2t2 +..'+а}n +... i g(l) =bo+b,!+b,tz +''.+b,,tn +...
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з oбoв'язкoвиМ пpипylценrjЯI\4' Ilto b,,+0, yтBop}oсться тaкий тpетiй pяд

h(t1 =,u + c|t + .,'+ cnt, + '.', дЛя Якoгo Bикoнyсться piвнiсть: f (t) = g{t)h(t) '

Poзписуtorlи oстaннЮ piвнiсть пo кoeфiuiентaх Мa€Мo:

аn = boсo; oТжe с0 = а(,b;, ;

а, = b,с'n + 6oс, l oтже с, = (а, - b,с,o1bo\ :

а,- = bnсu +.'.+ Ьoc,; oТil(е с' = (on - bnCn -.', - b,c,'_,)bn, ;

Ряд h(t) = co + сl +.'.+ сnt, + ... нaзиBaсТься чаcmкoю вid diлення pяду

.i(r) на pяд g(/) 
' 
Пpи цЬoмy чaстo пиlIlYт ь: h(t ) = 

f (.t ) 
.

c(t )
Biдзнaчимo для приклaДy' щo:

lrl

- 
= I + t + t' + ...+ tn + ...; . a = I - t + t2 - ...+ (-l\n tn + ...l-l 1+r

Фоpмanьний степеневиЙ pял f 1tl =iа,t }ia3ивaс1.Ься |1оРo()нolo
л=0

фл'нкt1iсю пoслiдoвнoстi аo,а,,.'.,аn,.'. . Пp, цьoмy лii нaд pяДaМIl' aнaлoгi.
чнi дiям' шlo poзглядa.IисЬ BиЩе. Пpик.raДи ЗaсToс)'tsaння тсxнiки ;riй нa.r

функuiяl,tи, Щo пopодхryють tloслiдoвнiсть, рoзгляl]aються y нaстуIlнoМy
пiдpoздiлi.

;l.4 Лiнiйнi pекyрентнi спiввiднolшення

Hехaй ll,, и, ,. ','1l|1].'. Чi.{сЛoвa пoс-пiДoвнiстЬ 3 тaкolо влaстивiстro:

1l||=Q]lln |+а2||n l| ''-#Q'U,,', ,\п2r),

r]е r фiксoвaне' a Числa а|,а2,,..,а, BBaжаIoтЬся l{aПеpед зaДaниMи.
Тaким чинoм, Дaнa пoс'цi,]oвнiсть цiлкoм BизItaчa€Ться свoiми пep-

шиil,{и ЧленaМ|4 ,It\\'ll|',.,'|lr-' , Piвнiсть, зaBдяки якiй це виявЛясТЬся Мo)Itли.
B}lм' нaзивaстьcя .пiнiliн'шll pекуpeнmншtt cniввidнoutеttням. ЗьiДcи МaсМo тa-
кy кЛaсичнy зaдачy: якиМ чI,lltolr{ Bиз}taЧиTи зaгaльний ЧЛeн u,1 Дaнoi пoсЛi-
.loвнoстi, пpичo\{) не чеpеЗ noпеpелнi нлени пoс..тiдoвнoстi. a v виглядi
aнaлiтttчнoгo B|4pa3у вiд n ?

liaведeмo pirшeння цiсi зaдaчi зa дoпоI\,,oгolo поpoлнoi фyнкцii'
Hеxaй /(l) =u0+tll+u2I2 +..'+u,,t,,+.'' - ПopoдIla функuiя пoслiДtlв-

нoстi l,to,и.,... 
'|,ln'.... 

ЯKa Зaдa€тЬся лiнiйним рекуpентI{иM сlliввiднoшtеtlням
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l1l1 = а,||t1-| * azЦ,-z + ... + аr||n-r. Фiксyсмo фopпlaльний степенeвий ряд:

c(,) = l _ аf _ а"t2 _..,- аl, ,

ле yсi кoефiuiснти, пovинaroни з (r + 1).гo степеня, дoрiBнЮroтЬ llyлlo.

oбчислимo .цoбyToк h(t) =iс,t = f (t)g(t) :

t0_и0'

с1 =u1 _a1ugi

с2=u2_аp\ -а2uxi

(, = Ц, _ Q|U,-| _ ..,- а,un =Q;

Cn =Un - a|Иn-I- .,.- Q,l,l,,-, =0.

0тже, стeпенeBИй pЯД, Й(r) с тaкoж 6aгaтoчлeнoм' a пoрoднa фyнкцiя
/(r) с pезyльТaТoМ дiЛенriя бaгaтoчленiв: f ( t ) = h( t ) l g( r ) .

Iснyс технiкa poзклaдa}IнЯ Taких BиpaзiB (нa нaйпpoстiruий .upiб>, зa

дoпoмоГoro якoi мoжнa oбчислити кoефiuiснти лpoбy 4Ц ), oс.гaToЧI]oМу
gtt)

вигляДi як фyнкuiТ вiд номеpa кoeфiцiснтa. l{e i бyле пoвttиг\4 фopмaльним
poзв.язкoМ пoстaвленoТ зaдaчi.

Пpиклад. |Iеxaй uo=ul=| i un=un.,*un'2, п>2. Taкa пoслi.цoв-

нiсть нaзивaеTЬCЯ чuсllсtмu Фiбoначчi i виl..llядaс тaк: l,l,2,3,5,8,13,2 l... .

Знaйдемo 11-е число Фiбонaччi як функцirо вiд n. Maсмо:

8U) = |- а't - а,t, i' пpодов)t(ytочи Збеpе)кення IloзнaченЬ'

f(t)=a,,+ulz+....+r!nt,,+'.'.. Звiдси -f{t)c(t) Мaс

"f 
(t)c(D=llо_(ut_u,,)t =1. oтжe, f o= ,.+L-t-1

Bi.цзнaчимо, що: l- t_t2 =-(t1 +t* l) = -(l _t|)(t_t,),

n6*l ''6-r
пр 

' - -- 1 _ 

-

д! rl _'2'2

oтже,

a вlilпоtsl.цнo до ПpaBиЛa дlлеtlня EopМfurlЬпиx степeнеBих pяl.(lв:

Bи t.jlяJi:



',,, 
= }(iд[i- ;-t[;)- j = *tдt* - Ё],, ) 

=

5 кOIITPOЛЬнI зAПиТAнIIя I ЗABдAHIIя

5.1 Елементп зaгальнoi aлгебри

5.1.l Чи с aпгебpaiнrrими тaкi oпеpauii:

а) дiлення на мнoжинi pauioнa,lьних uисел,
b) дiлення tla мнoжинi цiЛих нисел,
с) вiднiмання нa мнoжинi цiлих чисе.т,

сi) вiднiмaння нa мнoжинi нaтypaпЬних чисrл'
е) oбчислення кopеня нa мнoжtlнi дiйсttих чисrЛ,
t.) oбчислення кopеня нa мнoхинi дiйсних чисел бi.тьrпих 3a oдини.

цЮ'
g) oбнислення кopеtlя нa мнoжинi itiйсних чисел бiльцlих за двa?

51'2 Для якихp<{1,2,..., p}l (.mоd (p*l)) > с zutгебpаiЧнoЮ сисTе-
Мo}o.

5. 1'3 !,овесги, щo нaведенi алгебpаiннi системи iзoмopфнi:

a)<N;S>i<N\{l }lS>.
b)<{0,2,...,2. n,...}; *; S> i.{0,3,...,3. n,...lt +;<>.

5. l.4 !oвести, щo нaведенi aлгебpairнi систеI\,{и не с iзомоpфними:

a) <N; +>i<Z;+>,
b) <N;+;<>i<N;-;S>;
с) <R; +>i<Q;->;
d\ <Z; (+ mod 3)> i <Z'( mod 3) >;

e) <{0' 2' ...,2. n, '..\;,: < > i <{0' 3. ,.., 3.л' ...}; .; < >.

5.l.5 Чи € сисTеМa l пiдсистеrrloто aлгeGрaТннoi системи 8:

a) д=B=<N; +>;

b) А:<N;+>,B=<Z,+>i
с) A:<N\ {l };+>, B =<N; +>;



d) A=<N;'>,8=<N;+>;
е) А =<N; +>, B =<N\ {1}; +>;

0 A:<{1,2,,..,n};;<. <>. B =<{1,2,..., n};;<. > >?

5.l.6 Для ЯК'IX p aлгебpaiЧнa систеМa <{0, 1,..., p-1|; (+ mod p); < > с
iзoмopфнoto aлгебpaiuним сисТсМaМ :

a) <{l 
' 
2' .,'' p); (. mоd ф+ 1)); < >'

b) <{ l, 2, ..., p\; ((' modp)+1); < >.

5.1.7 Пеpевipити, iзoмopфнi чи нi aлге6рaiннi систеМи:

a) <Z;+>i<Z',->',
ь) <Z,, +,' < > i <Z,. -',> >|

c) <Z; -;S>i<Z; -i2>i
d) <Z; ';<>i<Z;.:2>.

5'l'8 Чи iснус в наBедених tIи)кче пpикЛaдaх гoпloltopфiзм a'rгебpaiu-
нoi системи l в aлгебpaivпiй систеьli B :

b) A - <N; * >, Ч:.N; ,';
с) А = <N.+ >. (пtнoжинa Паp нa.rypaJtьI]их Чисел з пoкopди-

нaтIiиМ дoдaBaнняМ), B = <N,. . >;

d) A = <N; '>, B: <N; -t->;

е) A=<N; *>,B = <Ni {1};. >;

0 A = <{ 1,2,..., n}; ; <, S >, B: <11,2,..., n}; ; <, > >;

g) A: <\1,2,..., n); ; <, < >, B = <{1 ,2,..., n}; ; <, > >?

5. l.9 Знaй.ги кiлькiсть iзoшropфiзмiв aлгебpaiннoТ сисТе]\lи

<R; +; <>нa<R'\ {0}; . ; <>.

5.l'l0 Знaйти кiлькiсть гoмoпlopфiзьliв :

a) aлгeбpи<Z;+>усe6е;
b) мoлелi <U'2' ..., n|; < > y <{ l' 2' ..., n};2>.

5' l .l l Знaйти кiлькiсть aвтoмopфiз;rriв мoделi :

a) <{1,2,З'4,5,6}; r>,.Це r - вiднotuенrtя взat.МнoТ непрoсr.o,ги;

b) <{ l, 2, ..., п\; +>.

5.l ' l2 3нaйти кiлькiсть aвтoмopфiзшriв a.rгебp:

a) <N; + >;

b) <N:.>; 
,

с) <N,. t >,;

d) <t0' 1, . , p.\ 1,. 1+ modp) >, Дe p. npoстoi чис,qo:

е) <{0' l,.;.,5},.(+ mod 6) >.

5.1.13 Знaйти rpaф з мiнiмa-rЬниМ числоN' BeрцIинl не МeнIUе двoх' щo
мaс тiльки rpивiа.rьниli aвтoмopфiзr't.



5.l.14 Знaйти пpoстий грaф з шtiнiмaльним ЧисЛoМ Bеpltlин riе МенIlIе
.цBoх. Цo мaс тiльки тpивiaльний aвтoмopфiзм.

5.l'l5 Чи бyгyть грaткaMи:

a) < 
{ 1, ..., п\,,, min, maх >;

b) < N; H3Д, НЗК >;

с) < {0, 1}"; min, max >;

d) <Z; min, maх >?

5.1.18 Чи бyлуть бyлевими гpaткаМи :

е) < {0, |, '.,'n-1}'' (+ mоd и), (. mod и) >;

t) . {0' 1' ..., л-] }, max, min >;

C)< {0, l, r. i*l},'+,'> 2

5.1.l7 Знaйти зaМикaння МI]o)i(ин нa бyлевих ГрaTкaх

< {(хr, .,., х")l .t; е {0' 1} }, max' min ) :

a) {("'. ..., х,)| Siхl : 1 };

b) {(х''...,х,)]S;х; = 2};
с) {(,r, ..., x,,)i Sl хi i и-1 };

d) {(,'' ..., x,)| 'т1 = 0};
e) {(0, , 0), (1, , 1), (0, l, 0, 1, ..., 0, I ) };

0 { (0, 1,0, 1,...,0, l), (1, i,0, r, ...,0, l) }

5.1.18 Чи буlyть бyлевими aлгебpaми :

a) < {0, |' '.., п-| }; (+ mod и)' (.mоd n), n.х,0, л_l >;

b) < {0' |,,'., n-1},.max. min, и-х, 0, n-1 >;

с) < {0' 1, i, i+l};+, ., i+l-x,0. i+l > ?

5.l'l9 У бyлевiй aлгебpi з нoсiсм t(0,0,0,0), (0,0,0,l),..., (l'l'l,i)} i

опeраЦiями. щo визIlaченi як + _ як sup, .- як inf, -х _ (l,1,1,l). х' 0 _
(0,0,0,0), l _ (1 ^l.1'l) вкaзaTи:

a) воi атoми;
b) yсi сyпrи паp aтoмiвi
с) yсi сyми тpiйoк aтoмiв;
d) всi елeменти' щoмаЮтЬBигЛяд: а.-b+ b.-а,дeаib.aтo.

ми;
е) всi елeмеriтll. цo МaютЬ виГляд: {а + bj . (-а + -b, дe а i b с

еЛемеt.ITalrи бyлевоi aпгeбpи.

5.2 Булевi функui.i

5'2.1 Bкaжiть фiктивнi змiннi фyнкцiтlk' у' z), щo зaдaнa BeктopaМи:

a) /- (1,1,1,1,0,0,0,0);
b) /: (0,0,1,1,0,0,1,i)t
с) ./: (0,0,1,1'l,l,0,0).
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5.2.2 Знaйдiть кiлькiсть функцiй и змiнниx, щo пpиймaютЬ знaчення
1 piвно нa oДIloМ}' нaбоpl.

5.2.3 Знaйдiть кiлькiсть функuiй ,? зМiн!iиx, Щo ПрийMаioТЬ нa Пpoти-
Ле)кних нaбopaх oДнaкoвi знaченIlя.

5'2.4 t]oбyдyйт.е тaблицro фyнкцiil
a)lU'i = (x эy) & (y эх);
b) f(х' y, z) : (x & y) Ф (х & z) Ф (у & z);
с) f(х, y, z) : (x & y) v (x & z) v (у & z);

d)f(x'y,z):(х& y)"t* &:)v (l&'l;
е)f(х'y)=x|(х]у);
0 t(x' y): (х | y) i (х l у).

5.2.5 3a фyнкцiями .f i g лoбулувaти BекTopне зaдartня функшiТ Й:

a) f = (0,0'1,0)' g = (0'1,0,0)' h(х' у,z)= f(g$'fl,z);
b) f= (1,1,1,0), g = (1,0,1'1), h(х, у, z) = f(х, у) & g(z'у);
с) f_ (l'1't'0)' g : (l'0'0'0), h(х, y, z) - f(g(х' у),c(у. z))'

5.2.6 i1еpевipTе, Чи сПpaве,цливi тaкi спiввiднorцення:

a) .тv (y--z)= (хvу)=(хvz);
b) х -+ Ф = z}=(, -+y) : (х.+ z);
с) х & (y=z)=(х & y) = (х & z)l
d) х _+ Lу u') = (х -+y) v ('т _+ z);

е) х + a & z)= (х-+/) & (х -+ z);

0 ,'Ф U &z) =(:rФy)& (хФz);
E) х -+ (у -+ z): (.т -+ )') -+ (.т .+ z).

5.2.7 Знaйдiть фyнкuiro, лвoiстy ло функuiТ (x & (r v z)) Ф I.

5'2'8 .{овелiтЬ теopеМy Прo poЗклaдaння в кoн'юнкuiю викopистoBy-
Ioчи тeopеlty прo poзклaдaння в диз'roнкцiro i пpинциtl двoiстoстi.

5.2.9 Нaйдiть Д.цHФ тaкrlх фyнкцiй:

a) "f(х' y, z): (1'1'0'1,0,0,0,0),
ь) fэ('''у,z):х&у&z'
с) fз$, у' ') = "_9l9 ='

d) f(х'у'z)= ((х&,Эz).

5.2.10 3нaйдirь RКHФ тaких фyнкцiй:

a) .fJх, у, z): (1'| 
'0,1,0,0'0,0),Ъ).fэ(х'у,z)=хvуvz'

c) fз$,у'Z)--хФyФz.
5.2' l l Знaйдiть кiлькiсть .П'из'ЮнктиBниx членiв y дoскo}iaлиХ

.циз'юнктивниx t{opМaлЬних фopмax нaстyПних фyнкшiй:
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a) j(х1,...,х"):x7 (D... Фхn,
Ь) fz@t'..,х,) = Х1 У ,.. У Хn,

с) fз(хt"..x)=(хl v... vx,)& (il v... V'").

5'3 Гpaфи

5.3.l Tеopетикo-lvtttoя(инltе BBеllеllttя

5.З.1.1 .Цoведiть piвнiсть: Аo(BvС)=(А^B\v(А^С), Дe А,B,С - Дe-

яt(i N{нoжини.

5.3.l'2 .Цoведiть piвнiсть: Аv(B^С)={Аv B).rtАUС), де А'B,С - Де-

якi множини.
5.3.1.3 Чи вipнa piвнiсть: l\(BvC)=(l\B)n(А\С), Дe А'B'С - деякi

МI.Ioжини?

5.3,I,4Чи вipнa piвнiсть: l\(BuС)=(..{\B)v(l\C), де А,B,С - дeякi
мнo)l(ини?

5.3.l.5 lI{о €.цoIIoBненняМ до МItoжиIlи l]apl{иx ЧисеЛ y мнoжинi нa-

rypfu'Iьl{иХ чисел ?
5.з.l.6 Щo r дoТtoвнeнняМ дo Мгloll{иriи {1'3'5} y множинi

{1,2,3.4,5,6}?
5.3. l .7 Ш-(o с дoпoвIlеti}iяI\,t .Ц'o Мtto)ки}iи { 1'3,5} y мнoжинi { 1'3'5 }?
5.З.1.8 Дaнi двi мнoжини А = \1'2'з'4|' в = {z'з'о'в'я} ; зaпиrшiть l х Д.

5.3.1.9 Дaнi двi мнoжини,r = {t,z'з,+}. B = {2.з,6,s'9} ; зanиlлil'ь B x А.

5.з.1.10.{aнa множинa 1= \з,z.l'o'.l.6} . Зaпишiть l х l.
5'3' 1. i l .Ц.aна Мt{o)l(инa .4 = l2,5,3,4,8,1[ . Зaпиruiть iТ дiaгoнaль'
5'3.i.l2 l{aведiть пpикj-Iaд двoх piзних pефлексивниx вiдноruень нa

lntнoжинi l = {2,5,3.4's.l}.

5.3.1.i3 Haведiть пpикЛaд чoТиpьox piзних pефлексивниx вiднoruень
нa мнoжинi z = {z's,з,+.в't}.

5.3.l.14 Haведiть rrpикЛaд тpьoх piзних вiднoшень нa мнoжинi
l = .12.5.3'4'8'1l' щo ltе с peфлексивними.

5.3.l.l5 Нaведiть пpикЛaд дBox рiзAlиx сllМeтpичних вiднoщeнь нa

мнoжинi t1,2.4.6.7'0.l0} .

5.3.1.l6 Haведiть пpикЛaд.пвoх piзних вiднoшень нa мнoжинi

{t.z^.l'ь'т.o.tо} ' 
lцo не r сиMе.ГpичниМи.

5'з.I .17 Haведiть прикJIa.ц двoх piзних a}IтисиМетpичних вiltнoшень
нa мнoжинi {t,z.+.ь.z'о't о} .

5.3.l.l8 Haведiть ПpикЛaд.пвox piзниx вiднorшень нa мнoжинi

{l'z'+'ь'з.о.tо} ' 
щo tlе с aнтисиМетричt{иМи.

5.з'1.i9 Haведiгь Пpиклaд lвoх piзних трaнзитиBних вiднotuень нa
lrнoжинi {t,z,+.о';.о,to} .

5.З.1 .20 Haведiть прикЛaд лвox piзниx вiднorшень нa мнoжинi
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i1.]^1.6.7.0.10l ' lцo нe с Тpaнзи.lиBниМи.

5 3.l.2l Hеxaй R . Деяке вi,]нoшення Ha Mнoжинl,l .1,/: зiстaвиirtо нt,t-

Hоше}{ню l? taк-r тaблишю

Зaмiст.ь сиN{Boл}' ''*'' Пoс.гaвипro ..*,' якш-lo властивiсть, зaз}{аLlеНa нa.]
'.*'., с У вiднoцrеннi Л, iпoстaвимo..-".якшlo влaстивiсtь, ЗaзHaЧеHа Ilaд ''*'..

У вiднoшеннi ,t вiлсyтня. Легко зpoзyмiти, щo yсЬoГo iсrlyс l6 вapiaн'r.lв зa.
lloBHення цiсi тaблицi :

Г:'.Т--l lГш,
Г-lш iГ+Т;Т-Т.l iГ.-Г+.-l - Гll Еl_--ilТП

iГ:Т-Т--l Т_Г.ПТ:l Г.-Т - |l;ll [Г-.Тl
iг-----l_r г--']- -.-т.---.-г-----.,l г-----r------т------г-l lг т г 1_ l

l -' - . * i - . tt *l-]-Г-Т]l'-'.ЕТ* * L -' rl. l *--l* r 
-

Bибеpiть зa Bлaсниl\,1 бaжaItttям Мtto)tiину J,1 i пoбулуйТе ]tsa ПриI(Лa-

дl1 вiдHoшeння 1i ДЛЯ кo)t(ЕIoiTaблицi B Цiй Мнo,ф(ини J,1 , ПpиЧo\ly \{IIoжиHa

-'l/ Ta сaN'la \, Bсiх шiсТriaдцЯтЬoх пРикЛaДaх.
5. j.l .22 Haве;ti r.ь ПриклaД екBiBaЛенТ[Ioстi i лpин.ra: вi.1нoшсttня' rЦо

не с екBiвa"qеl.tтнiсткl.

5.3.1,23 Нaве.цiть ПрllкЛaд чaсTкoBoгo IlopЯдк\ i llpиклaД Bi.]ношення'
Щo не € Часткoви]vl tlopяi]кoМ.

5.з.I.]4 Як oхaрaктсризyBаТtl Biднoшенtlя. tЦo с екBiBа.lентнiсlю i Ча.

с ГКоBиIl llOрЯ.f кo\4 oдIloЧaснo?
5. j' l.]5 Hаве.riть пpиIiЛа.] l\|IJo)ItиHи i .]вoх piзltих еквiвa.rеtiтltoстей

Hа цiil \4нoжиHi'

5'].l.26 HaведiгЬ Ilpиь.Лa] N'I{oжltни iJвoх piзних tlaсtь;oвl|\ ПoГlя,iкlB

нa Цiй \,t[roжиЕli,

5.3.2. Bизна.rенIIя гpaфа i йoго основних хapaкTеpистик

5,3.2.1 e Мнo)кинa .J = ll.].].4.5.бl . Зaписaти Nlнot(ину l.(,J) .

5'3.2,2 Скiльки BеplllиH i ребеp 1' гpaфa

Г: [,4 = {r.:.з.+.s.ь}. Д - l(l.2)^(l.])'(l.1)'(j.2). (].5).(].6).(1.6)i ]

i як вiн виг.ЦяДaс r.paфiннo?
5.3.2.3 З упroви 5.3.2'2 llaBести сумiжнi i несу'мi;аtнi Bеl]ц]Ини.

5.з,2.4З yмoви 5.3'2.2 HaBrсти сyмiжrri iнесуьliжнi pебpa.

5.3.2.5 з умoви 5.3.2.2 нaвесТи iнцидентнi i tlеiнцидеttтtli oб'скти.
5.3.2.6 Чoшlу .цopiBнЮс лoкaпьний с.геttiнь гpaфа 5.i.2.2 веptrtинi tr j>r.]
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5'3'2.7 Чи с серeд веpltIиti rpaфa5.3.2.2 iзoльoвaнi?
5.3.2.8 Чoмy дopiвнroс степiнь Bеpшlиllи <6> гpaфa з зaдaчi 2.22
5.3.2.9 Haвeдiть пpик.rra.Ц гpaфa, сеpед лoкaльtrих степенiв якoгo бy-

дyTЬ нallrpед зaдaнi uислa.
5.з.2.10 Cкiльки pебеp y пoв}roМy гpaфi нa семи i вoсьми вeprпинaх?
5'з.2.ll Скiльки BrpшIин непaрIloгo степеltя y гpaфi 5,з,2.2? Cкiльки

Taм вepIIIин пapнoгo стeпеня? Haвести iпpиклaд гpaфa' y якoМy чис,Цo пap-
ниx JloкaЛьниx стeпенiв .ЦopiвнIое п'яти. Скil.lьки y Baшому пpиклaдi непa-

р}Iиx л0кa'.llьних степенiв?

5,з.2.|2 Мaсмo двa гpaфи: г = [,l'. л']. Г. = [1. . в. ], ле ,l' = {r.z.з.+,s} ,

,l. = = il,з,s}, Bl = {(1,2),(1.з).(1,5),(2.3),(2,5),(3.4)'(з.5)} ' B: = {(z,s),tz,з).tз,s),(l,s)} .

Чи с oдин з них пiдгpaфoм iнrцoгo?
5.з'2.1з Нaведiть пpикЛaд двoх гpaфiв, Жoдеtt 3 який не с пiлгpaфoм

iнtпoгo.
5.з.2.|4 У зaдачaх 5.з.2,2 | 5'З'2'|2 нaведеIlo кoнкpетнi гpaфи. Запи.

caTИ Дx!Я кoх{lloгo з I]их lчaтpицю сyмiжнoстeЙ i мaтpицlо iнциденцiй.
5.3.2.l5 flaнi тaкi мaтpишi:

Bстaнoвити, якi з ниx € N{aтpицямIl сyмiжностей, якi . мaтpицяМи
iнltиденцiЙ i якi не е нi тими, нi iнцIими'

5.з.2.16 Bстaнoвити. lцo якщо пpи iзомopфiзмi ./двoх гpaфiв Bеplltи.
нa a пеpехoдиTь у вeptriи}lУ '{(а) ' 

то степенi o6ох веprшин рiвнi.
5,з '2.17 Haвести пpиклaД гpaфiв iзoмоpфниx i грaфiв неiзомopфних.
5,З.2.l8 Як opгaнiзyвaти rlеpевipку,цвox гpaфiв нa iзoмopфiзм?

5.3.3 3в'язпiсть та iнrцi властивoстi гpaфiв

5.3.3'1 Мaсмo Гpaф з l{ttoжI{нoЮ веpцJин {t.z'з.+.s.ь.z} . Hижче у тa6ли.
цi для кoжнoi веpп.тини пеpеpaхoвaнi сyмiжнi з tIеЮ BеptUини. Нaвести пpи.
кJa.ц:

пГГ0Г'Т0[l0l-l
П l0lr l0lrl0l0lr I

il lol0lr lr lr lolol
l0l0t1 t0lr t0П l0l
h-Т0lп-ф01Тl-0lп
r1 i0l0l0l1 l0i0lr I

l1 lr ll il lol0loll I

lr lrlr lrl0 I0 l0l0 I

П-lTTr'l0ТП
lolol0lr lolr lol
r0jr l0i0l1 11 lr I

lololr lolololr I

ПТ010Т0Т0r0r0.l
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a) Щляx}. y цьoМy гpaфi, щo не € лaнц}oгol\,{l
б).тaнцюгa y цЬoМу гpaфi. шo !tе с пpoсТиt{:
в) зaмкненoгo IlIляхy' щo не с циклoМ;
г) циклy, щo не € пpoстиМ;
.Д) прoстoгo циклy.

Bepцrинa Cl'мiжнi з нero
4.5.7

2 з'6
.t ) А' \.7

4

5 1,3,6

o 5.2.7
7 1.3.6

5.3.3.2 НaвесТи пpиклaд грaфa' y якoмy бyле пaрa незв'язних Bеpшиrt
i паpа зв'язttиx веpшин.

5.3.3'3 Нaвести пpиклaд гpaфa з трьoМa зB'язниМи кoМпoнеI.IтaN4и,
пpикЛaд зB.яЗtloгo гpaфa i IIрикЛaД фaфa, y якoмy Bи.цarIення однiеi веpruи.
ни збiльrпyе ЧиоЛo 3в'язних кoмпoнентiв.

5'3.3.4 Нaвести ПpикЛaд гpaфa, y ЯкoМy видaленI]я деЯких двoх pе6еp
збiльrшyс чl'tслo 3в,я3них кoМIlо}tеtt'гiв, oднaк виДaпенl]я бу.rь-якoгo oд}toгo
peбрa uислo зв'я3ниx кoмпoнентiв нё змiнtос.

5.3.3.5 HaвесTи прикЛa.ц,Гpaфa, щo € .церевoМ' i гpафa, шlo ниIи не €.

5,3.3.6 Haвести пpиклaд .цвoх ,цереB з oifнaкoвими кiлькoстями Bер-
tпин, якi 6улиб не iзoмоpфними гpaфaми.

5.З'3.7 Мaемo зв'язний гpaф. Чи Мoжнa цIлЯхoМ видаJlеtl}tя З tlЬoГo
деяких pебеp oДеpжaTи дерево?

5.3.3.8 Beprпин)' стeпеЕlя oдин пpийнятo нaзиBa.ги Bисячoto. Чи обо-
в'язкoвo y кo)кirolltу деpевi с висяЧa веpшtинa?

5'3.3.9 У деpевi l2 Bеpцlиtl' Cкiльки B нЬoМY pебеp?
5.з.3.i0 Мaсмo гPaф' Щo r ПpoсTиNI Л&HЦЮГoМ; Чи с вiн деpевoпr?
5.з.з.ll Мaемо дереBo..[еяке йoгo pебpo пiддaне опеpашiТ poзбиття.

Чи може oтримaний грaф не бyти деpевoм?
5'з,з,|2 Перевipити uи бyле бу.Ць.якa пaрa зв'язниx верtiIиti з'с,fнaнa

пpoстиМ лa}{цЮгoМ.

5.з.3.13 Пеpевipити ни бyдyть y леpевi буль-якi 'lвi вeрurltни з'сдrtaнi
сдиIIиNl прoстиМ лaнцIoгOМ.

5.з.3.14 Зaдaнo пoвний гpaф нa l5 веpш-rинaх. У pезу.lьr'aтi пoслiдoв-
нoГo BItдaJlе}tня дeкiлькoх pебеp вiд нЬoГo зaЛиIЦиЛoся деpеBo. Скiльки pе-
беp видaли,ци?

5.з.з'15 У леpевi BИДaЛИIlИ BеpliIину' степiнь якoТ бyв бiльrпим oди.
ницi. Чи бyДе зв'язнишr гpaф, ш]o ЗaЛиillився в pезyльтaт.i?
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5'3.4 Ейлеpoвi i Гaмiльтoнoвi гpaфи

5.3.4.l Haвести lrpl{клa.ц двox неiзoмopфних ейlrepoвих гpaфiв.
5.3.4.2 HaвесТи l1pиклa.ц неiзoмoрфниx гpaфiв, Uio Irе € ейлеpoвими.
5.3.4.3 Мaсмo пoвний гpaф нa r' BеpIIlиItaх. Чи с вiн ейлеpoвим?
5,3.4.4 С пoвний гpaф нa 16 веprшинaх. Яке мiнiмaльне ЧисЛo прoсTltx

лaнцюгiв y ryaфi, щo y сyкупIroстi мiстять yсi його peбpa i веprшини?
5.3.4.5 Чи iснуе ейлеpiв гPaф, щo Мaс Bисячy веpшrинy?
5.3.4.6 Haвeсти неейлеpoвий гpaф, yсi лoкaльнi степенi якогo пapнi.
5.3.4.7 HaвесTи приклaд зB'яз[toго гpaфa, щo не е ейлеpoвим.
5'з.4.8 С ейлepiв гpaф. Як praлЬнo знaйти ейлеpiв цикл?
5.3.4'9 Haвести IIриклa.цPl гaмiльтoнoвoгo i негaмильтонoвогo гpaфa.
5'з'4,10 Нaвести пpиклaди гpaфa flipaка i гpaфa' щo IrиМ riе с.
5.3.4'1l Нaвести пpикЛaд гpaфa opе i пpиклaд гpaфa, щo нIlМ Ilе с.
5'з.4.12 Пoбyлyвaти фyнкцiю Пoцta для тaких гpaфiв:

a) пoвний гpaф нa сеМи Beplriиrlax;
б) пpoстий ЛariцIог нa IIIести B€plllц11ax;

в) пpoстий цикЛ нa вoсЬl\4и BеpIIIиI{aх;

г) uикл з сди}tим сal\4oПеpeTинaнням.
5.3.4. 1 3 Haвести пPикЛaд гpaфa Пorшa i пpиклaд гpaфa, щo tlиМ Ilе €.

5.з.4,14 Haвести гaмiльтoнoвий грaф, шo не с гpaфом {ipaка.
5.3.4.15 Hавeсти гамiльтoновий гpaф' IЦo Ilе € грaфoм opе.
5'3.4.l6 Нaвести гамiльтoнoвий гpaф, щo riе € гpaфoм Пoшa.
5.з.4.|7 Haвести пpиклa.ц гpaфa opе, щo не € гpaфом {ipaкa.
5.3.4.l8 Нaвeсти Iтриклaд графa Пoшra, щo I{е с гpaфом !iрaкa.
5.3.4.l9 Чи с гpaф fiipaкa гpaфoм opе?
5.З'4,2a Чи е гpaф flipaкa гpaфoм Пorцa?

5.3.5 Tеopемa Мешгера

5.3.5. 1 I.Iaвести IIpиклaд ( и, v ).вiдoкpемлroвaльнoi МЕIo;,I(иttи Bерll]иrr.

5,3.5'2 Навести IIрикЛaд ( и, v )-вiдoкpемлювaльноТ мнoжини pебеp.

5.3.5.3 Haвести IIриклa.ц BерIIrинЕlo-неПеретинaнних ( и, у )-лaнцюгiв'
5.З.5.4 HaвесTи IlpикJIaд pебеpнo-непеpетинaнниx ( и, v ).лaнцюгiв.
5. 3.5.5 Haвести ПpикЛaд чoTl,rpЬox I{еItеpетиI]aнних ( и, v )-лaнцюгi в.

5.з.5.6 Haвести пpиклaд двох (и,v )-вiдoкpeмлroвaль}lих Мнox{ин' oд-
нa з яких мaс мiнiмaцьнo МoжлиBе числo веpII]ин, а iншa склaдaеться з бi.
льtl]oгo числа веptlIин, aле нi oлнiсi веpшиllи з l]Ьoгo BИДa:IИT:,l не Мolr(нa,
зaJIишIaюЧи йoгo ( и, v )-вiдoкpемлювa.цЬIiиМ.

5.3.5.7 Haвести пpиклa.ц дBox Мнo}l(иI] вepшIинo.непeреTиI-IaI{них
( и, v )-лaнцюгiв, в одномy 3 яких N4aксимaJIьнo мo)кЛиве чиaЛo Лaнцк)гiв, а в
iншoьlу - Числo лaнцюгiв ме[llЦе' aЛе дo llЬoгo нr МoжI{a ДоДa,Iи }(oДнoгo
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(и'у)-Лaltцtoгa тaк' lIIoб з}loвy Bийцiлa Мнoя{иI{a Bершtинo-непеpeTинal]тtиx
( и. у )-лaнцioгiв.

5.3.5,8 Нaвести ПpикЛa.ц лвox ( и,v)-вiдокремлIова.,IьIlих Mнoжин pе-
беp, o,rнa 3 яких t\,taс мiнiмaльно Мoжливе чис:ro елеМентiв, a в iнlлil"r - '{ис-
.;ro елеl'tентiв бiльrпе, aле якщo з ltЬoгo хoч oдне pебpo зaбpaти, тo oтpиМalla
Мнo)кишa yже I]е бyле ( и, v ).вiдoкprп{л}овaЛЬIlolо.

-i.3.5.9 HaвeсTи прикЛaд систеN4и MI]oжиlI i системи piзних пpедсТaB-
никiв шlя нei.

3.5.10 Haвeсти прLlкЛaд сисTеМи Мt{o)киtt, y якoi немaс систeМи piзних
I1pе.цстaв}rикlв.

-i.з.5.11 У бiнapнiй мaтpиui нaвeсTи тipиклaд систеМ!t незaлежниx клi-
ТиIJoк'

5.З.5.12 У бiнapнiй lиaTpицi нaBесTи ПpикЛa/ц систellи незaлежниx клi-
тиtt' шIo мiстить МaксимaЛЬнy кiлькiсr'ь клiтинoк.

5'3.5.l3 Чи мoжнa I{aвесTи пpиклaд llезaпе)кltиx клiтинoк у 6iнapнiЙ
.lraтpиl:i тaкий. Цo дo сукyпI]oстi циx клiтинoк нe МoжIta .foдaтll lti oднiсТ
клiтинки тaк, щoб знoBy вийtшoв нaбip }leзaле)I{ниx клiтинoк, oднaк paзoМ з
тишt, кi;tькiсть клiтинoк у цЬoМy flaбopi не мaксимaльнa?

5.з.5'14 У бiнapнiй мaтpиui нaвести пpиклa,ц сисTеМи lloкpиBllиx Лi-
I{lи'

5.3.5.15 У 6iнapнiй Illaтpицi нaвести llpиклaд сисTеМи пoкpивIIиХ лl-
нiЙ. tuо NIiсTить шliнiмaльне чис;ro лiнilj.

5 3.5.l6 У бiнapнiй Мa'грицi нaBесTи Приклaд .цвox систеМ пoкpиBI]их
лiнiй: в oднiй систеlti числo лiнiй пoвиннo 6yти мiнiпlальним, а в itrшiй си-
стeмi числo лiнiй пoвиннo бyти хoчa б нa однy бiльurе, ollнaк' якщo з

oстaнньoi систеМ}l бyдь-яку лiнilo зaбpaти, тo тi, щo за,циttiилися нe бyдyl.Ь
сIо'Iaдaти систeМy пoкpиBних лiнiй.

5.3.6 llаpoспoЛyч€нlrя i дводoльнi графи

5.3.6. l Haвести Ilpillоlадlr .цвoдo:lЬHoгo i не .цвo,loльнoгo гpафi в.

5.3.6.2 HaвесTи пpикЛaд ДBoдолЬнoгo гpaфа' зaписати йoгo Матpицto i

МaтриЦЮ сyмiжнoстeй.
5.3.6.3 HaвесTи пpиклaд пaрoсI'Ioлyчення i приклaд нaбopy pебеp, щ9

нr с ПapoспoЛyЧеllняМ.
5.3.6.4 Нaвести прикЛaд МaксиМaлЬнoгo ПaрoсIroЛ)'ЧенIJя .

5,3.6.5 Hавeсти пpикЛaд нaйбiльшroгo пapoспoл}'чеll}lя .

5.3.6.6 HaвесTи приклaд МaксиМa-цьнoГo пapoспoЛyче}lllЯ, Lцo не с
нaйбiльtшим.

5.3.6.7 HавесTи ПрикЛaД дBoх piзних максllN{a.Цьних пaрoспoЛучеI]Ь в

oднolr1 гpaфi'
5.3.6.8 HaвесTи ПpикЛaД дBoх piзЕrиx нaйбiльшlиx ПapoсПoлyченЬ в

oднoм1'гpaфi.
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5.3.6'9 Чи с двoдoлЬниМ гpaфoм ^uеpевo?
5.з.6.l0 Чи с двoдольним гpaфoм пoвний гpaф?
5.3.6.l 1 Чи с двoдольним гpaфoм пpoстий лallцtог?
5,з,6,I2 }laвести пpиклaД тpьoх piзних мaксиМaлЬних пapoспoЛyЧенЬ

в oдt{olry лвoлoльнoмy грaфi.
5.3.6.]3 Hехaй y гpaфi зaфiксoвaнo пapoсtloлyчeнrrя i пpостий данц}oг

з тaки}tи вЛaстиBoстяN{и: - йoгo пеpше i oсTaIlIlе pебpa пapоспoЛyЧеt{}ilo не
нa;iежатЬ: - з бу.шь-яких двoх noслiдoвних pе6еp oдI{е нaJIех{иTь ПapoсПoЛy-
чеIJIJIо' a.црyгe - нi. Чи бyле y uiй ситyauii даttе ПapоспoлyЧеIlня нaйбiль-
tпим?

5.3.6.14 ДДя нaведениx l{ltжЧе МaTpицЬ дBoдoЛьниx гpaфiв знaЙти
нaйбiльruе гIаpoсIIoлyчеtIня.

5.3.6'15 Дaнi мaтpицi ефективнoстеri л робiтникiв нa и Iиiсцях' Знaй-
ти poзв'язaння зaДaчi прo пpизI{aЧeнIlя нa вyзькi мiсця.

5.3.7 ЧaсткoBo-yпoРяДкoванi мнoжиши i мiнiмaльнi poзбивки

5'3.7.i Haвести пpикЛa.ц piзних чaсTкoBиx пopядкiв нa oднiй множинi'
*5.3'7.2 HaвeсTи пpикJlaд rpьox piзниx лaнцюгiв Y часткoBo-yпopяд.

кoвaнiit ьlнoжинi.
5'3.7'3 HaвесTи IIриклaди мiнiмaльнoi i немiнiмaльнoТ лaнцюгoвoi

poзбивки.
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5.3.7.4 HaвеоTи IIpиклaд двoх piзних aнтилaнцroгiв ) ЧaсТкoBo-
yпopядкoBal{iй множинi.

5.3.7.5 HaвесTи пpикЛaД Чaсткoвo-yпopядкoвaнoТ МHo)кинll i побyлy-
вaти вiдпoвiдний Тй двoдoльний гpaф.

5.З,7.6 Знailти МiнiМaлЬнy лaнц}oгoBy poзбивкy тaких Чaсткoвo уIlo-
pЯдI(oBaниХ МIlo)l{ин:

a) ,l = {t,z'з,+'5'6,7,s}, Л = {(1.2).(2,3)'(t.3).(4'5),(5'6),(4.6)}U 
^(l)l

6) l={l'z.з'l.5}, Л={(^z)'(''з),(''+)'(t.$'(z.з)'(z.+)'(z.9.(ц's)}vA(a);

в) А = \1'2)'a,5}' л = {(1'3)'(l'5),(2'4).(з.5).(4,2)'(5,2).(5.a)} v д(l) .

г) A={1'2'3'4'5'6}. {(2'3),(2.4).(2'5)'(2'6).(3.5).(3.6).(4.6).(5,6)}v^(A).

5'3.8 Плaнapиi i плoскi гpафи

5,3.8.1 Haвeсти пpикJIaд гpaфa rrлaнapнoго i гpaфa неПлaнapнoгo,
5.3.8.2 FlaвестI.{ IIpикЛaд гpaфa плaнapнoгo' aле не п'цoскoГo.
5'3.8'3 Haвести пpиклa.ц гpaфa плoскoгo i гpaфa нeплoскoгo,
5.3.8.4 НaвесTи пpиклaД п'].1oскoгo гpaфa i пеpелiнити всi Йoгo грaнr.
5'3.8.5 Haвести пpиклaд пЛoскoГo гpaфa, в якoгo piвно п.ять гpaней'
5'3.8.6 Haвeсти пpикЛaд П.1oскoгo гpaфa. всi гpaнi якoго тpикутнi.
5'3.8.7 HавесTи пpикЛaД п-.Ioскoгo гpaфa. всi гpaнi якor o нoтиpикyтнi.
5.3.8.8 Чи с IiЛal{aрниМ пoвний гpaф?
5'3.8.9 За яких yМoB бу.Це плaнapниМ дBoДoЛьний гpaф?
5.з.8.10 Чи бyле плa}lapниIlv{ деpевo?
5.3.8,11 Чи мoже бvти п.пaнapниNц незв'язний гpaф?
5'з.8.12 Мaсмo геoгpaфiннy кapTy, де piзнi кpaiни розфapбoвaнi piз-

ниМи кoлЬopaми. Пoбyлoвaнo гpaф. кoжнa веptliинa якoГo вi,rпoвiлaс кpaТнi
нa кapтi, a pебpaми з'сднанi тi i тiльки тi йoгo веptl]иriи, якиI\,1 ЕIa кapтi вiл-
пoвiДapть кpaiни, щo грal{ичaтЬ мiж сoбotо. Чи буле цей гpaф плoским?

5.3.9 Рoзфaрбyвaння гpафiв

5,3.9. 1 Haвести пpикJIaд poзфapбyвaння гpафa.

-s'З.9.2 НaвесTи пpикЛaд грaфa з хpoМaтичI{иМ числoN{ oдиtl.
5'3.9.3 Нaвести IIpиклaд грaфa з ХpoМатиЧt{иМ числoм п'яTЬ.
5'3,9,4 !ля кo)кнoгo нaПеред зaДанoгo нaтypzt"llьнoгo ЧИcЛa п нaBrоl.и

пpикЛад гpaфa з хpoМaтиЧllиNt Чl{сЛoli4 ,?.

5.3.9.5 Чoмy доpiвнroс xpoмaтиЧнe нислo 'Цеpевa?
5.3.9.6 Hехaй Г - ,ц,еякий гpaф' x(Г) - Йoгo хpoмaTичне ЧисЛo, a A(Г) -

йогo мeксимaльний лoкaльний сТепiнЬ. Нaскiльки великиМ i нaскiлькll мa-

лиМ Мo)I(е бyти нисло A(r.)+i-x(Г)?
5.3.9.7 Чoмy дopiвнюс стapшlrй кoефiцiснr. хрoмaТиЧнol.o бaгaтoчле-

нa гpaфa?
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5.3^9.8 Чoмy дoрiвнIос вiльнl,lй член xpoМaTичнoгo бaгaтoчленa ?
5.3.9'9 Для нaBrдених IlижЧе гpaфiв ЗнaйТи ii хpoмaтиннi бaгaтoчлe.

в)

5'3.10 Зваaсенi гpaфи

5.3. l 0. l У нaведених звarl(еItих Гlaфax BкaЗaTи цикли i ix вaги.

б)

Г]

a)

l\

5.3. 10.2 Знaйти найкopoтtшi
веplll ини звaженoгo грaфa :

\4apш]рyти з пеpшoТ Bеplllитlи в усi iнrui

6



5.З.l0.j Haвести llpиклa.ц деpеBay кox(IloМу з гpaфiв 5.3.10.2.
5.3'l0.4 ЗнaЙти нaйЛегцJе llеpеBo зa a;IгopиTмоlrl Кpaскa;ra Дo кo)t(Еtoгo

з гpaфiв 5.з.l0.2.
5.3.i0.5 Мaсмo 3в'я3ний двo.цoльний гpaф, oднa з чaсТoк якoгo склa-

^цa€тЬся з 10 веpш.lин, а iншa - 12 всprпин. Скi.rьки Bеptllин i pе6еp y лepевi?
5.3.10'6 Нaвести пpикЛa/l звa)кенoГo грaфa, y якoN,у с двa rlaйлeгrпих

деpеBaДЛЯ ЗaгaJIЬlioгo ЧисЛa деpеB не Меt{шr тpЬох.
5'3.l0.7 Tе ж сaмe л.тя грaфа. y якoМу tIе ]\lенlllе чoтирЬoх l.IереB.

5.3'10.8 Як rшyкaти нaйкopoтшi lllЛяхи у зBaженo\{),гpaфi, якЩo BilI с

,шеpевoи?

S.3.l 1 oрiснтoванi грaфи

5'з.l l.l Haвести llpикЛall opгpaфa i пoбyлyвaти мaTpllцю сyмiжнoс-
тей.

5.3 ' 1 1 .2 Hавести пpиКЛaд opшIляхy, щo I{е с opЛaнцIоГol\{.

5.3' 1 l .3 Haвести приклaд oрлa}]Цюгa' шIo tlе t- I]poстиi,l'
5.З. i 1.4 Нaвести ПpикЛад opцикЛy, lцo t{е с ПpостиМ oрцикЛolv{.
5.3.l i.5 Haвести пpикЛa.ц opгpaфa в якoМy Yсi веpurини poз.гarлoвaнi

oднoЧaснo y двoх piзних opциклax.
5'3'11.6 Haвести приклaди opгpaфiв з сиМетричHotо i tiесишtетpиЧнoto

iиaTpиr,]яI!{ и сумi жнoстей'
5.3.1l.7 Haвести прикЛaД opгpaфa, y якolly кoх(нa BерЦJиIra Мaс рiвнi

BихiдIlшй i вхiдний лoкaльний степiнь.
5.з.1 l.8 [Iaвести llpиклaл двoх iзoмоpфних opгрaфiв.
5.3. l l .9 Haвести ПpикЛa.ц двoХ ttеiзol\{opфних оpгpaфiв.
5.3.l l.10 Haвести ПрикЛaдtr зв.язнoгo i незв'язнoгo opгpaфiв.

5.3.12 Мереlкi i потоки B мrрrя(aх

5.3.l2.l Haвести пpиклaд мережi i пoтокy y нiй.
5.3.12'2 Нaвести Меpежy i функuii нa ii pебpaх, щo !tе с iloТoкoМ.
5.3.l2.з Haвeсти приклaд rиеpежi iстaцioнapнoго пoтоку 1,нiй.
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5,з,|2'4 }laвести пpиклaД Меpежi i rlотoкy y нiй,
i{иМ.

5'3.l2.5 Haвести пpикЛaд Nlеpeжi i стaЦioнapнoгo
чIlнolo тpи.

З.з'12.6 Haвeсти пpиклaд меpсжi i стalioнаpнoгo
ЧинoЮ tри, lцo не буле мaкси.v.lлЬl{и.v.

5,з'|2.7 Haвести приклaд меpежi i стaЦioнapнoго
Чинoro тpи' Щo не б),дyтЬ МaксиМaЛьниМ.

5'3.l2.8 Чи мoжнa пoбулyвaти Пpиклaд меpежi i пoтокy y нiй, шo бyв
бlr стaЦioнapниM rцoдo двoх пap (д)кере.qo-стiк> i в oбoх випaдках мaв 6и
I{eнулЬoвy вели,rинy?

5.з,12.9 3нaйти МaксимaлЬнlrй стaцioнaрний пoтiк З BеpIIIи}lи u у Be-

ршин) v для нaведeниx Hи)t(че пpиклaлiв:

5.4 Кoмбiнaтoрикa

5.4.1 oснoвнi кoшбiнaтopнi з.сднaння

54.l'1 У pядy глядaцькoГo заЛy l5 кpiсел. Скiлькoмa спoсoбaми Мo.
жнa poзмiстиТи нa ниx l 5 чoлoвiк?

5.4.t.2 Cкiлькoмa спoсoбaМIt Мo)I(нa pозфapбyвaти пoвний грaф нa 6
Bеpцrинaх ruiстьмa кольоpaми? (flвa спосoби ввax(alотЬся piзними, якЩo

I to

щo нe с сTaцloнap.

пoTоку y нiй вели.

пoтoкy y нiй BеЛи.

IIoтoку у нiй вели.

a)

б)

в)



деЯкa Bеpцjинa пpи oднoМy спoсoбi Ntar oдиIt кoЛip, a пpи iнllloМ)'спoсoбi _
iнший.)

5.4.l.3 с кBaДpaтнa мaTриця pоз:rripoьl l0x10. BибиpaЮTься з неi 10

елементiв тaк, щoб нiякi двa з ниx не нa-lе'кaли oднiсi лiнii. Скi"цьки тaких
нaбоpiв пo 10 елементiв можнa склaсти?

5.4.l.4 Масмо.Д'есять спiвpoбiтникiв iruiсть poбoних мiсць, нa якi iх
тpе6a poзпoдiлити. Biдoмo' щo кo)t(ен сrliвpoбiтник Мo}ке прaцЮBaти нa
кo)кнol,{y poбovoмy мiсцi. Скiлькoмa спoсoбaМи Мoжнa здiйснити пpизнa-
чення?

5.4. l.5 Нa трьoх кoмп'tотepaх Сl 'с'..С..С..С, тpебa poзв'язaТи тpи зa-

лaнi 4.r'.P.' пpичoN{у кoxнa задaЧa мoже poзв'язvватplся нa бyДь-якoмl,з
кoмп.ютеpiв. Cкiлькoмa сПoсoбaМи N,toжнa IJaПрaвити зaДaчi нa

рoзв'язaння?
5.4.1 .6У диТяЧoМy сaду с 5.цi'rей' якиx тpебa poзпо.liлити в 7 гpуп,

ilpиЧo]lly B oднy ГpyПy }lе бiльtuе o,цнiсi дитини' Скiльки е вapiaнтiв poзпo-
дiлy по гpyпax?

5.4'l.7 Cписoк екзaМенaцiйниx питaнь ск'цaДaсTьсЯ з l9 питaнь. З ниx
пoтpiбпo склaстI,t екзaпlенaцiйнi квItтки, llричoму B кo)кнoN{у кBI,tтку - piвнo
двa IlиTaннЯ. Скi.пьки квиткiв Мo)кнa склaсr.и?

5.4.1.8 У виpaзi (.r+y,)l2 poзкри,ци j.l!жкIr i пpиве.пи пoдiбнi Членl{.

Який кoефiцiснт 6yлe стoяти бiля виpaзy r,r'*?

5.4' l.9 Чoмy дopiBн}or сyмa С} + Сj + С] * сll
5.1' l .l0 Чoмy :opiвнюс сумa С3] . СJ ' сi + сj:
5..1'l.ll У мнoжинi з l0 елепtентiв зaфiксoвaнi нoтиplt в..laсТиBoсTi

Рt,Рz,Pэ,po, якt l\{o)кyтЬ МaTи! чи rtе lllaTи елеМeнТи Мнo)киtiи, Як зa дo.
IIoт{oгoIо Метoдy BклIoЧеI]tUI.виклIoЧеIlня oписaти тi е.тементи. y яких не.
Мас )I{oДIloгo з Дaних влaстивостей?

5.4.1.l2 Скiльки вiдсyтвoстей пopядк!. iснyе на п'яти сl-tмвoлaх? Ha
ЧoТиpьOх симвoлaх?

5.4.1.lз Скiльки зустpiueй пopядку З iснус нa п'яти симвoлaх? Ha rпе-

сти симвoлaх?

5.4'2 Фopмальнi степенeвi pяди

5'.1.2.l [aнa пoслiдoвнiстЬi аo = 0, o, =

цiю, щ0 ii пopолжус.

l

-, n = 1,2,.'.. Зaписaти ф1,нк.
n

5.4'2.2 Дaнa пoсЛiдoвнiстЬ.' а',,= i .,n=0'\,2,'.'. Зaписaти функ.
n- +l

Цiю, щg iТ пopoлжyс.
5.4.2'3 \aнo двa фopмaпьниx сТепе}lев|1х pЯt|,!..
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f(t I =1 + t + t2 + "'+/' +... ;

g(t)=*|+t_t2 +lз _....+ (-|)n*]tn +,...

Знaйти f(t)+ g(t) i f(t)_ c(t).
5'4.2'4 [aнi двa фopмальi{их сТeпeневиХ pяди:

;(t )=i +/*/l +...t' +... r C(t)=I-t .

Знaйти дoбyтoк J (t )s(t )'
5.4.2.5 Знaйти rraстyпнy чaсткy вiд poзпoдiлy фopмaльниx сТепеrrевиx

l+r 'l -r+,f 1t
ряаiвa) l; бl Ч; в) +.t-t l-2t+t' t-l
. 5'4'2,6 Bикoнaти apифметивнi л; iзaписaти фopмaльний степeневий

pяд y сTaнДapтнiй фopмi: 

--_== 

2 + t.
(l +t + t' +...+ t" +...)(2- r )

5.4.3 Лiнiйнi pекуpентнi спiввiднourення

5,4.3. 1 HaвесTи Ilpиклa.ц тpьох лiнiйниx peкypeнтIrих спiввiднoruень.
5'4.3.2 Poзв'язaти .пiнiйнi pекypентнi спiввi,цнoшення:

a) аn =2а,4,|1> l,aо=l;

6) а, = an_| - an_2, п}2, а6=0, сl =l;

в) а, =2а,,., + an_э, fi22, аa =|,q -1;

г) а,=а,,-1 *2r1n-2,п}2, а11 =О,а1 =1'
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