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Htrвчальirий псlсiбник нaпис:aниli нa' оснoвi кYpсY лeкЦilt.
.якi :rвт<lpтl Ч'IТt\'Л'1 пJ]оTягONI бaгaтьoх 1>окiв I{a пeрIIJих к\.l)-
t;iiх iнrкене})IItr-T()ХI{iчних спецiaльнoстей HУ '' ЛьвiвсЬK?j rIil;riтtlх-
нiк:t... i vtitlтить BpIкЛ?l"ДеI{ня лiнiйнiri aлгсСiilи та анaлiтичнoj гtltl-
l.lет1lii в oбсязi пpoгра\,{I,т цЬoгO кypсy.

BиклirДсння лiнiйноi aлгeбpи пoчиI]a€TЬ()Я З BиBче}Iн.я \Izl-
TриIIЬ i визнztчникiв. ПpиЧoМ\/ BИ3нaчI1ик ??-гO IlopяДкv BBOдI{ТЬ(]J{

Чеpс.:] BI,IЗнaЧI{ик (lr - 1)-гo по1.lядкy 3a дolIol',{oг<lЮ poзкJI?}ДУ заt,

П(]pII]и\{ pяДкo\,l .

()писvlочи лiнi*нi сисTlМи' шtи знaйомиMo ЧитaЧe] нс лишrr' iз
звичt-rЙнt-lк). ttЛе i з lаaтpиЧI{Oк) фоpптокl ЗaIIисy сисTеl"Iи Tir NIa.
,IрИчtIи\{ t:пoс:oСltltul pозв'язyвaI{I{я сисTем i пpaвилo\,I Kpzrьтсl1l:t.
РtlзглядaсТЬся за'ГaЛЬIIa тeорiя систeМ лiнiйних piвняяь. ц()BU_

дит],(;,l теoре}",{a Kptlнекс:pa-Kaпеллi й дос:лiд}кyстЬсЯ ЗB Язoк I)О-
зв'язкiв однopiднсli та нeoДноpiлнсli сисTеN{ piвнянь.

.[сlt;ить ДоTaЛЬilo BиKЛaДaстЬсЯ BеI(Topнa aлгeСlpa. BвоДитьсlя
llс}IяTTя лiнiйнt-ii зilле}Kgoстi вектсl1liв i нa йoгo oснtiвi вс:тttнtl-
BЛк)6TЬся мo;клlтвiстЬ oДItoзI{aч}Ioгo pOЗI(Лa]Iу Bектoрa :за Гlазrт.
r.tlrt. Bi;r1liзнясть<.я вiд зaгaльнtlпpийнЯToГ() .ц()BедотIIIя рсiзпo:iль-
ноi влa<;тивсlстi BектOpнoго дoбУткУ.

Pсrзгляд:rк)тЬсЯ тaкO)к oснoвнi poзпiли дiнiйнoi aлгeбpи: лiнiй-
яi тa евклiдсlвi IIpOстopи, лiнiйнi OпepaTopи. OpToГoнaльrri леl)t.-
.гBopснн'i. сIIpяхiеIIi опepaтoри, кBaдl)aтичнi Фopми i зведення iх
дo кaнонiЧII()ГО BиГJIядy.

BиклaД,aiочи анaлiтиЧI{у гeoмeтpirо, ми дiлим<l ii нir двi чtrс;ти_
ни: анaлiтичIтy гeомстpiro I{a пЛoщинi, дe дос:лiдхiУIoTЬ(.Я плtlt:кi
Г(]O},l()тpиuнi фсipl,rи за'собaьlи BектopllОi aлгебpи й ьlетодy кО()p-

-., ^,.., -i-,.tИtli1 t. 'Ia aнaJtlTиЧн\. ге()I\,[oTp1ro B r]poсТoрl. в якlи xaрaктCриз\--
ЮТIэСЯ пpoсTopoвi гeомeтpиинi фopми.

Зzrгaльнa тeopi.я лiнiи дpyГoгo пopяДкy. якa зaймa€ цeнTpa,ЛЬ-
ше мiсцсl в тpaлицiйних кYpсaХ aнaлiтичнсli геошt<lтpii' 1,вiйшrла в

1lt-lздi.тl. .якиit ПpисвЯЧений лiнiйнiй aлгебpi як зi}сТoсyвal'нIo T(]-
( }})ij кBа.{IlilTиЧlI1х ф<lрr't'

i.ж



PO3I]IЛ 1

VIaтpIДщi тa BизI{aЧI{IДr.ТII

$ 1. l\4ATPиЦI TA ДII нA,ц }iИ]NIJл

1. BизrraчeIIIIя wraтprацi. oкpeшri BиIДуI lvlaтpицЬ

oзначенrrя 1.1. LIаrn1nl.цею 7loз.мiptв 11t ,нa 7l' ,tlат|trвuе.rrl'b(,,Я (:,ц'h,l!n-

нi,сrn'ь ?тL. Тl, ч,ltrсе.n' яr;i poз,мi,ttценi t1 в,uz,nяdi ILp'Я.^'4"(),l1i!!rn,ноi,, rn,о,бл,шцi''
,ttцo .м.iсrn,u,rnb IтL ,pяdь:iв i n спt'oв,n't1,iв.

Mи бyдеrr,ro Запис}/вaTи iv{aтрицro y виглядi

(r l,
o,2rt

(Lпtn

aOo скopoчello

А: llrl,,|l' (z : ffi; J : 1, n) : a TaK()}к ,"1.: i|all|in,,n.

Числa сl,';,I , якt yTBOpIoiоTЬ Дal{y MaTpицЮ. IIа:]иB?ltoTьi:я ii t,.лe-

Mе}ITaМи. ПepIший iндекс елeMeтITa BKa3Y€ IIo\,{()p I)яДкa' а д1lvгий
нoмep сToBпця, ila пеpeTИнi якиx зHaХoдИтЬся дttниЙ eЛс'МClil.
.Я*щo двi мaтpицi мaкlть oДI{aкoBy кiлькiсть pядкiв i с:тсlвпцiв.

To вoI1и I{aзиBaк)TЬся МaTpицяlv1и o,цI{aKoвoгo po3Lllpy.
.{ля мaтpицЬ O]IнaкoBoгo poзмipy BсTа,H()BЛК)6ТЬ(:Я пtlняття iх

piвнoстi: Якщo А: ||а,эil, B: ||b;,||, тo piвнiсть А: B OзнаЧa€.
Щo aij : b4 т7pLa всiх i' j '

Maтpиця' якa склaдaстЬся 3 oДIIoГo pяДкa' нaЗиBаl€тЬся 0ДI{o-
pяДкoвolo MaтpицeЮ, aбо BeкTop_pЯДKoМ. Maтpицл. щo lvla6 oдин
сToвI1ецЬ IIaзиBaстЬсЯ ) oДI{oсToвIIцеBoIo a бo в eктoI)-сToBпце},1,

l Елеl,lентaпlи шtaтpиЦi l!Io){<YтЬ б1,ти нe тiльки ЧИслaJ a Й деякi iнrпi всличl,l-
Еiи. IrallpикЛar. фr.нкшii

0,i I

azt

QD
ш,22

(Lnt'2aml



МAТPИЦl ТA BИ3HAЧHИKИ

Maтpиuя] якa скJIaДaсTься з OДI{OГO Чl,I(:лa' OT()1.Ojt(нк)€iГIl(:Я

З ЦиМ ЧислoМ. тс;бто бУ.ць-яке Чи(]JIo IvIO)кнa pO:зГJIЯдitти яli \4аt-

TрицIo. щo \{aс OДиI{ pядOк i одитl (;ТoBпeтII).

Vltl,тpицrо, Bс;i елt]ьleнти :iк<li дсlpiвнк.lк)тЬ н\'лrtBi. нtt:зивaк;тl,
IIYЛЬOвoК) \.IaTpишelо i пoзнaчirioть vеptlз ().

flкrцо кiлькiс.ть 1lя,rкiв мirтpишi ;1оpiвнкlt.: lti.'tькtlt.тi r.тtlвпцiв.
тo N{aTpиця I{a3ИBa€тЬся кBaДpaTIIoкl. KвaдpаTIIУ М?lTpицЮ. якil
скJIaдa6тЬся З n 1rядкiв i rt стoвпrliв. н:lзивaк)TЬ М?rTpиц('к) ?/-Г.)

IIOряДкУ i пoзнaчtrroть l : ||а'.,||".
C),кyпнiс:тЬ елеМeIIтiв квaдpaтнoi мaт1rицi. якi 1lоз'г:l,tшовaнi

нa' "rriнii, щ() сITOлYчaе лiвиl-t веpхнiй кYт з IIpIIBI,{N{ ниrкнiм. I{а,зI{-

BaстЬся ГoЛoBт{()к) .а'itrгоtlaллто.
Kвaдpaтнi шraтрицi. v Якиx вiдпliннi вiД н\,ля ЛиIIIе 0ЛО\{OIITИ

голtlвноi дiа,гонaл i. IIaзиBaК)ться дiaгонaлЬItиМИ \4itТpИця.\lи i за.
IIи(:YIO:ГЬся тaK:

l-

arr 0

О rt22

0

0

0nn,

: сliag (a11, Q22, . . . , Q,',,) .

Якщo вс:i елt-'ьlе:яTтt. Q;,; дiirгoнa,-rь}roi МaTpицi дtlpiвrrюК)TЬ ().аин

OдIIoМv. тo МaтpицЯ IIaзиBiIстЬ(]я скaляpl{oкl. Bонa Мa€ BиГЛЛд:

0

U

:li,;
0

(I ,,r,

а0
0rL 0ll

"li

n*

Якщо а : |, To скaляp}ra МaTpиllя IIaзивaeTЬсЯ сlдиниvнtlк; i
Iloзт{aчa€ться (ryквoкl Е. Iнодi Для :]aIIис\i еЛеМентiв сrдиничнtli
мaтpицi BI4KopLIсToвУIoTЬ си}v{Boл Kpонeкеpa:

;-;
i#i,

Toдi Д: l|.'u|l.

ur, : {1, ;:il:



[ 1. MAТPИЦI TA i.lAД HИt\4и1

Kвtt,дpzrтнa },IitTриця
МL)I{TИ. щ() Зн?-),х()д,.Iть(,,'1

дtlpiвякliоть н\.':rевi.

Зoк1lеrтir. \,IаТpицJI

f{?1ЗиBt}б]тЬся Irpa,}] () Ю.
.Itr)иЦя

i{itЗиB:l€TЬся трI{кvT}I()к).,'1кIЦ() пt:i с..lltl-

BI.Iще (aСro ни;кuс) вiд гсiлt-lвнt;i .littгt-lнil'.lii.

l.,i r I,t 
t,t

0 b22

bt,,

!, .,,,t)-

aГ-lt,l всl1,tхньoк.l Tр}Iк\'Т1]()К) r{i;.Ii)иц('к). ?l \iа.-

i),.,r,

Сti
('2 

i

(tпl (\t.2 (1,rп

нtrЗиB a€:гЬся jIiB()Io. aГ)o rlи х<нЬ Oк) т pиKy'i-н() к) \1 it'T]) t,,Iц(]к).

2. Tpaнспo}IyвaIIня tvlaтpr,rцЬ
\{iiтpиця; l - |]aj1t пaз,BасТЬся ТJ)i)"IТ(lI]()l{OBilI-l()к) Ц();l() \{?l,-

тpl,{цi ): \|aц|i. якruо ii tl;lеr,Iенти r,,,: rt,i. ()тltr1litцi"tt пtl1ltlв(]д()}iЕ'I
мitт1lttui .{ в ii Тpa}i(.IТoH()Birtl}' .l- нiзr,rв.-.,6;l.L(.;l тl)il,lI(:П()iIvв;lli.llil\i.
С)т;кt'. тl)аi{(:Пoн\'B?tннЛ .r,taт1lицi цt' Лtl 1lr'Mifltt \1i(.ilЛ\,IИ i)'t.l}.;i1} i

с:тtlвпцiв з i :з бepe ;кеI{}I'{М iх нv^."ttl 1lатlii.
.flкщtl .{ :. ,{-' Тo r,I?.l,Тpl4ЦЯ ,.i lI?t3ива€'Ii,(].я (]r,I}'!(}Тtrll,r.tнttто. iIа'_

IiрpIклitд' \{aTpицЯ

(]и\'IeTpИЧнa.

3. Лiнiйнi oпepaцii 1IаД I\,laтpицяIvIPI

lo лiнiйних OIIерt],цiй тraд \{{i'T'pиuя\,{и t{2t'л(-.)i(LIтi' iх дОJ]?lBаItiiя
i rtно>кeння .\42lT})Ицi нit чис.;tt;.

Heхaй мa'тpицi .4 : ijrii,ii i B : 1jbi,ii oдн:i,к(ilJ()Г() 1ltlзr,тiil1..
Cyшroro двoх Мaтpиць ."l та R нaзивa€тЬс.Яi N,Iaтpиця С:

l|,1,i|i' елeI\4eIIти якоi пoрiвIIIoк)тЬ сушri вiдпoвiдниx елепсerrтiв

U

(',_ZZ

ii, 1 3ii

ll 
1 -2 4ii

ii3 .i 0li



i(l l\4AТPИ Цl ТA BИЗi.tAчНtлK.'4

vlaтpиць Аi B' тoбтo

{l11 _г b11

rL2', +- [rt
а1'2 -t- lt12

{r,22 -i lt'2.2

(t,.i,,'т i)i,',

{t,,2,, '-l-b.2,,

ii
I

I

С:..l*1З:

loбyткorvt \{aтpl'lцi -.l : lIai7ii нa числo (}l нa3ztвa6ться lua-
тpиця' eлeIvIeIIти яI(oТ oтpиIvIyIотЬся iз вiдпoвiДIlиx елelueнтiB
N,raтpицi .'1 шrнох<еIII{яlvI IIa чPIслo (!:

ii .,.,' 1 {!il12 а{Li,, |,|1'

Iiii
rr.-t: il 

...,,. {\Q.2.3 {\a.л' ii:1iо.ai,i] 
.

tlll
11 
Сlo,6 (\,(I||L,2 О,Q ,р1, 1'1

\,{aтpиця (*1)J - --{ с пJ)oTI,IЛe)I(нoк) дo Мzlтl)ицi.-l. IJoнii r.tirс.

Ty BЛilсTивiсть, щo '4 -t (_,{) : O.
Cvмa },{aтpицЬ .1 i -B нa3иBa€тЬся рiЗнице}O М?1.Il)ицЬ ..l i ]]

тa IIoзI{aчA6тЬся .1 _ B.
Легксl переB1I)иTI{' щo oпepaцii Дo]]aBаI{I{Я мaTрицI, i iuтнtlхlсння

IIt) ЧИ(:Лo \4aК)тЬ тaкi вЛaстивостi:

't+B:B+А;
А+(B*C) :(..{т-B) -гС;

'4+О:А;
А-l_ (-.{) : p;

сl(J+ B):uА+сlB:
(n + ;J)--l : о'-1+ ,J--t;

rl(/J.4) : (ail)А;
1 .--l : -{.

4. NIнoх<еIrIIя ]!{aтpиць
Irlбyток А. B мaтpицi .1 нa мaтpицкl B BиЗнaЧil€тьtlя тiлькlд

3a, v}IoBи. щсl кiлькiсть t;товпцiв мaтpицi ,4 дopiвнrос кiлькоt;тi
pЯдкiB мaтpиui B.

Ilеxaй дaнi мaтpутця А poзмipy rп,xTl i r,,Iaтpиця B poзмi1ly tl x;l:

l: ila,,ril, B: lll,,ril,

{l
q
j.rI
:й



ii 1. МАТPИЦ| TA tll| HAД t1|Аt\А|4

.П.(.) i : 1ln .j : l.,: А' : Lp.
fioбyткoп,I ..lB N{aтpIдцЬ А : ;jаiii] тa a : iib.1*:ij, зaписaниx

y BlпзIIaченiй пoслiдoвнoстi (--l 
- 

пepцIa' B 
- ДPУгa): IIaзи.

вa€ться N{aтpиця С : iiс;lil. eлeшreнTlиr (;1, яKoi BизнaчaIоться
3a тaк,rrvl спiввiднoпIeIII{яlvI:

C;1,' : {1';1b1р f {l,;2blр -;_ . . . * (t,i,,'b',,р.

.Ц€ z] : L rп k: L:p.
o т>кe. еЛeMс}ITи r,t:rтpицi-дi; бvткУ BиЗtIztЧaК)тЬ( jЯ Taк : t'l JIеМе f]T

(.,д'. 1IIО 3HaхoпI{Ti,(:Я IIA пс1lотинi i-гo pяlкаr iД.-гrl ('T()I]пшя.vlitт1lиlti

С. дopiвнrос сУмi дoбvткiв елеlцентiв zi-гo 1lядкa шт;rтрицi .{ нti вiд-
пoвiдIri cлоl,{еIтти A-го <:тtlвпцЯ },{a'тpицi B.

}3iдзнzrvишro. щO дoбvToк.nBOх пря\,IoкуTIIих МaTpИшЬ це I]pя-
МOкyTнa \,{aTpиця) кii-rькiсть pядкiв яKoi f()рiBнк-lс кiльк<>t;тi pяд-
кiв пеpшrоi шltrтpицi" a кlлькiс:TЬ сTOBIТцiв дol>iвнкlс кiльксlс;тi <:тt>-

BпIIiB дрyгсli ir,taтprтпi.
HaпpиклаД. Якщo

;l-
r -rli-'lio 3ll .

1 Oil

то дсlбYтком .{.B циx \{&TpI{I{lr бYде мirтpиця

С-
2.4+(-1).2 2.5+(-1).0 2.(-2)-r(-1).1
0'4 -t 3'2 0'5 -r 3.0 0'(-2) i- 3' 1

1.4+0.2 1.Гl .г0.0 r.(-2) -г0.1

16
15 6
.)!J+

lJ oзriaченн":i дсlбvTкv MaTpиЦЬ зpoЗYмiлсl. щO 3 t"tti)кЛивtl(:тi
МI{oх(cнiIЯ мaтpицi '1 нa B нe Bипливaс l,loх{ливiсть мнс;х<eння .B

Ea .{'. Taк' в po:]гЛяI{vTOМy IIpI-{клaдi не М()х{нa утBOPити дOбvтoк
B..l, тсlму'щtl кiлькiсть стoвпцiв мaтpицi B не дoрiBнЮс кiлькс-lстi
pяцкiв шrir'тltицi .{.

lсlбvтки .4B i BА oдI{oЧaсIIo iснyroть. якщ() Аi B квадpaтнi
мaтpицi OДI{oГo i тoгo }I( ПopяДкУ.

п liз + 5 -.2.',u-tl,s 2 o li,

1i 
z.з+1-t; s

ii 0.3+3.5
ii 1 3+0.5

10 -5 ii0 3iir -, li

ii__ti
-П

ll



t2 МAТPИЦl ТA Bt43НAЧНt4Kt,1

B iдзна'чимtl ще OдrIv B a)KЛI{By в лirс тrrв it:T-[, :,Ni I.10 iк t)тt}I'l \1 а},.гI)ицЬ

fl€) I{сllv{vTaTивI{е. [1с,' tlзнauaс. IцO для дсlвiлЬlitrтХ МaTtr)I{I{I, .{ i Д
IIOpядкv rr > 1

,4В # B":.

ЁI ttвt.l,]tlмo пl)икЛ.itд. I.Iехtrй

r]-

Ttl;ti

',:ii l :l; В|_-.''''! -:
ii4 Uii i',( -1 ,

ГIpoтtэ для Мzrтриць ,{ Ta B l\4o)*iЛиI}(). ilto :.i . .B :- Iз . '\'
Ttrкi мaтpицi нlrзвеMo IIepeстaBIII,t1\{и. Нarrplrкл?tд' t,Iа.Iрицi Е i
() псpеставнi :з б\,Дь-яксlю \{?l,Tpице.К) .|OГ() хi поряjlкy. \iаrеr,tо
Li. .1 - .-l .Д : ^i. ().А - l.О : О. TТ'i: озrтirя:l6. IIi() Oд}1ниЧ-

Hil N'{аrTриЦrт Е i нvлr,овa r4aтриIiЯ O з yt;iх кI}aдpi},lгних }.{2t1.pицr,

дt1l{oг0 IIopЯдK\'вiдii'piiкlтЬ B oiI('l)aцii мно;ксЕ}1Я T'а,ку ili tr)()j]i,. ,lK
()Диrrиц'r Чи }tYЛI, .l. t{H()}K€I{нi чиt:ел.

\4но;к сlннЯ \{ ilTDиIlI> Мa€ тaкi B Лzlстив сiстi :

i. J . (B .C) : {А. B'\ .С:

2. о(.{a) : (r-r."t)B : -4(aB);
3. C(-4 + B) : СА + СiIЗ:

4. ('"l + B)С : lС + ВС.

дс., А. B. (| l,ta'тpицi. a rr чи(jЛO.
I11lи цьor,rу IvIи I]p,'rТVск?l€]vlo' щсl всli напис;zrнi:{обYткrr N1zt'.rриЦI,

ви:знttчerri.
Псptlвipи\,{() iIеpшI}, tзлtlсlтивiсть. .{ля цЬОI.() o:]нaй0r,rи\{()(:L (]п()-

чaTкУ зi llкo1lс.l.теI{иN'{ 3I1IIисOМ (:УN{ .Iir iх влir't;тиR(,(:f''{Mи.
C кopo.rеIlе IIoЗнaчeIIIIя сyшr. У М aтеfuI a,Tицi ч aс: тtt T p ?},Il Л Я € Tt,-

ся сyМa ве;тикoi (zrлtэ скiнveннoi) кiлькоr:тi Дсrдarrкiв {I1| Q,2 +. . ...i.

{l,,,, я]кi вiдpiзняютЬся vti>к сoбокl тiльки iндек<lаtl,rlr. jf,;тя сПp()щеIi-

, l1 -1 i

': ii 2 tl ii'
2 0ri
| .) r!r .) il

IIя 3a,IIисY тaкOi сylv1и

стtliть дс.якиir виpaз зi

BикOpисToByrTЬся (:И.av{BoЛ !. пiсл"rт ЯK()Г()
k-l

зrтiнним iндекс;ol,ц k. Ta'киfr сиМBoЛ OЗнaЧir€

rf,



:: i МАТPиiЦ| ТA Дl| HAД H,ltv114 l,)

Сyl4у T:)'I(их BI,IpaЗiR дJIЯ i]сiх ЗI{t]'Ч('нЬ iн;]t'кr.r- А, вir 1 :{() ?/' Ёlliп1.lи.

кЛtl.ц. (]иr\iIBОЛ B]{ГJя;Iv I.,^ i:з зrtiнним iн;Iс:кt;сlr'r,4,(vtст;rстi,(:''I f.а,K:
А.- |

''{]1.n..' зa ft вiд 1дO n'')с:кopoяенO п():Jl{it,Ч?lе] T?tK.}'(:Y\fY:

\.-
) rlt. -rtlt(lt?" -l-(trt.

lJ

.3ayвzr>кltNl(). щ(} Bирa3 Ё .,o {)Зн:l,Ч:l,с Tс (]zl\,I(]. {i{i) ri
А:::' 1

:зшtirrний iнДскt; lvto)*iн?l пOЗI{tl. ЧаlTи д()B i jII, н() кl Гlv кв tl кl.

(jl. Г()бT()

!{r-lдarоulr слеМ0I.I.Iи :J iТo.llвiйi{имr,r iндtlк(;il},iи. (:vl,iи д()(:I4T!, Чit-
сT() (;кODOЧ()IIO пoЗlIaЧa.I()TЬ Tai{:

Ё Ё.,- : f too' -:-{I;2*. ..*a,;rt): (rlr1-i*rl12_l-. . .-o'i,.) _
i=l k=1 c--1

-i- (n21-i-rr,22-i-'. . *a2,,) + . . . -L (,{i.,,,1t(!7,,.2+' . - -{t,,,trt)

ft l!

яKщO }}} : ??.1 тO Bиpitз 

' ' 

0;д Чii'(;.гO з?tllи(;Yк)Тl, I(()])()Тк(i )- o,i..
i-lk=i /.^-:!

I}с;i цi види сI(О1)oЧеI{их l]():]ЕitЧcl{Ь (]уl,{ ..vтilIОTll ltprlt.тi BЛ:l(.'rИ-
вoсTi' якi RиlТЛиBiiк)TЬ 3 BiдoL,Iиx RЛit,(]Ttr{B()(:Tt)и J()дil,B?i}IЕIЯ. it (]il.\{():

tl t1
r\-
|. |Г{t;: (') (l|.

i=1 i=l
бtl с:пiльний МЕ())кник \,'()х(нa BИI{O(]иТи :]?:l :JЕtiIк (]vMI4;

rL п| ,n.

'2.|п;-Е.,,- I (1i' lI1 <ll.
r=i i trt.J

o('кtЛЬкИ дЛЛ ]()J?iailHFl Л СП])аB(l.{ЛИBиi,l il(.(JцltlТИзFIИЙ.,!?lк()lt:
TIL N

3. 

' 
Е 0l,A,: I L.ь,,.'

\-
Z2
i,. i

t'- r ;- I

T()N,IУ щ() дЛя дOдaI]ilI{ТТЯ сIIpaведЛиBиIl кO\{УтirтиBIIиii зi}K()il :

NTITL

{. Е(o, + b,) : Lu'+ I0,.
r-l .-l

I{a, пlдстilBl oДIlOЧaсIIoгO ЗaсToсYBа'tll{я :}ilK.)нiв aсtlцiaтиBl{()(]тi Ttr
к oМ.yTaTиBIIOсTi дoдaвa}IЕЯ.

fоведемо TеIIeР llеpiшy I}ЛaсTиBiсть (а<:ouiaTI{BI{iсTЬ) Oп()I)aцi;
МI{Oх<eнI{я N,IaтpицЬ' Toбтo piвнiсть (.-1B)С: .](BС).

Hexaй,1 : 1|а.ц||-'n, B : ilb-,*||",,' О : i|r.д"]|e.,.

z=l &=i
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Пoзrтaчимo АB

дoбyткy (АB)О

Aнaлoгiчнo
p

|l.,1,: I biдс:ь, i

тL

\-
./_2

I

l,'^"

Ц-

АH

: G : ||qак||',,,,p, Дe Qtк :
: GC \{ar BиГляд

P P / ,'

Е.,,u..*": Е ||rti/,,кr:l *=r \ i=r

BBOдячи IIoзI{aЧеI{т{ я BС, :
eлeМeIlт добyткv А(BС) :

а; ;b ;ь' Т<l:i t'лсrrt'нт

l!1r7,11,,,,

N{a']гиМe

(1-1)

OTрИМа6\i()

BиГЛяд

(1.2)

Cyми (1. 1 ) i ( 1.2) вiлpiзIlЯК)тЬсЯ лиIIIе пoслiДtlвнiстlо дoдаrBAI{нЯ
i тoму piвнi. oтх;e' (АB)C : ,4,(BО). тoбто trсоцiaтивнitlть шlнo-
)кеI{I1я дOBеДеI{tr.

]]oвeдeння iнrпиx Bлa(]тиBoстeй сrпе1laцii мнoх<ет{нЯ \{ttTpицЬ
пpoIIoIIУ€Мo як сaмостiйнY BIIpaBv.

Iснyс тaке IIpaBилo тpaнсПol{yBal{ня дoбyткv дBoх МirTpиЦЬ:

(.-lB) : B_ А- .

Спpaвдi' еЛeМeI{T добvткy N(aТpицЬ -t I B

TL

\-1,,i*: Ltt,ill,ь.
j=l

Toдi

fo,i].,": Ё,',, (t,,i*.*.) .

.l=t 1t \*r /

a цeЙ виpaз r елeMeIIтoM

тL

' \"-,
al';O.;; : ) [);;Qь;."r J " /Ll J' '"r

; -1

z nТ rТ
.цoo.yткУ IJ ' А, .

тL

-\--.L
.;- 

|

1l

Тsf(ik: cr,i: 2-,
.-1

b|1аiк,
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g 2. BI43ЕIAЧЕIУII( VIATPиЦI. BЛACTиIFJО'
CTI BИЗЕ{AЧЕIиKIB I CГIoCoБИ oБЧI4-
CЛЕЕ{ЕIЯ

1. BизнaчIIIак lтaтpицi
Brдзнa.rник. aГlti дeтepшriнallт Kвal{paтноi rvraтpvrцi ц() чI{-

(:лo. ЯKс. (:TaRI{ТЬс,I }'' вiдпtlвiднiс:ть lterт1lrrцi i lutсl>кtl бутll Bi,Ipil>t((]1{()

Чсi)()З jj елс'меtlтr,l. Bизна,ч}IИK \4аiTpицi '{ Г;v;]с'iuтti I]():]н?lЧii.гla tlсtА
абсl i.{l:

0lt 0i'l
Qti 0'zz

i5

il t,.I ti п.2 (It,т,,

oзнaчeння 1.2 !с:'mr:p,мi;н(I,н'rIl,().M, .п,tа;пt,p,Ltt;,i .1 - ,'irl;,,i'l П-l0 тi,оpяdn:.t1

(ri > 1) ,на,:tпваеrnb('.Я 1I,,lI,С,n0

(l Itt
(l2п

-- 0,',i{1'22 - (112{1,'21.

(2.r )

|. у1пlво'trlt:'нoi, :l лttl,-

{:rn,о в'|-|,1ц'fl .

n

Гr-1)А.. lо.t,.\1r*.
Lut

dе lI1д dеrn,ецl'пti''нпн|lL ,^'1аIIl,puцi rtopяdN:ц |l, -
пtуltllчi А в,Ll'ь;1lеr:,л,ювa,НItfl,fut :Iе[)ulouo I)Яd No, i, А, -zti

Число .'llriд l{ir3ИBa6TЬся lvliнopol\{ ()Леrv{еIIтit {-/1; N,liiТpиr]i .-l.

i\{aтpиття поi).яЦкY l склaДaсTЬся З oJ{I{()го Чи(:лit i ii дсlте1>-

},'Iiнzl,IТT BBA)Kа'6TI,(:я тaкиr,I. пtO дopiвI{к)с шL()NIV'{Ir(.Лy.
.Jirс:тtlt:yсlvIo вBeд()I{е oзI{aчеI{IТЯ BизнaЧI{I.Il(?t jIo ldil.IJ)иЦь 2-гсi ]

3-гtl rropялкiв. [ля мат1lицi

.l: .| 
r,,' ,tп''i'

iirr.:t 0.)2I'i

}IaсNlo ..|,11 l : tl22. 112 : (I2\.T.1lvly ii визна,чнlrк

r-a! 
-

atl а12

.l]ля мirтришi т1rетьoГo IIopяДкY

li u'' atz arз ]]

--l: 1i 
r,..,r u.z,t ,,r,,ii

ii :rl oвz (:tз 
ri
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3

сlеt А : f t_ I)k-L сl,щ,\;I g.
A::1

Д{.) ,111 1 :

*Jнaчить.

(Izz (,В 
1'а:]2 rLзз 
|

1I.rll9 
-

(1',ll o''>э. I-" \ 't a
t. ll]l.t 

-Orr Lt't i'
a'zl

{r:ti

аzz |i

l.
tt':12 

l

- (rt2

: Qi1{I2.2(1,;13 * 0'у20,23(i"31 * U'1;1{121а:\2 _ 0,13Ll22a3i - (I1у{123Q32 * 0,2tI'21Q3;3.

}{iнoрolur '1/-,, с]ЛеIut].яaD" {1,;i \{aтpицi .-l нaзива,стЬся де.I(,])}IirrанT
\,iaтpицi. YT.BOpеI{oi з маt,тpицi ,4 викpeсЛк)Bа,_t{ня}"( l.Г() рЯДкa .rа

J-г() сTOBIIц,I' тOr)тO

сlеtl : orl

ir
-'''t.1

azz а23

o.Зz o,зз

a2l az:з

ГJlq t 0,зз

021 azz
(Jrr {Lt'>

0,lrt

{l'2rt

-|- а,13

0rt
aэt

A r.;*t

0'э; _ l

Цtj+l
(J't;+r

{li .- t t

0i*11

ai_- 1тi

Q,i+1т,,

(1,t.,tj-t o,i-tj-ti
a,i-т.i-l Цi+t j-.t

{1n,1 "nJ- I Qnj-+r

Aлгобpaiчт{иМ дOIIOBI{еIIIisIм Аii еJIеN{еIITiI 01, \tа,Tpиrii А нaзи-
Bа6-..тЬсЯ ДO.)vToK (-1;,*,1,7. Де.1|, N,liнop eЛ€Мei{!гa {l;,.

Oтх<e' детcрl,Iiнat{T МaTpицi ' Цe ЧисЛO" якe дopirrнЮс (;Y\,Ii

добyткiв елемeнтiв IIеpIIIoгo pядKa нa iх aЛгебpaiЧнi дoповнення
-. T()с)т()

IL
т_atlеt.,{:) o'rА,r. (2'2)
k-I

()т:ке, jleTepN{iIIaЕT N{aTpицi 3-гсl пOpядкv BизIIaчaсTЬся !Гzl,киll
спo(]oбoМ:

tiеtl : апАл * rl,nАn l- a13J13.

?'flкrц<r rлe\{ei{ти ai..j |1ечvIсjla. a деякi iнrrri величтtни, нaпpИклaд, фyнкЦii, тo
i визнaчrrик ..- фyнкцiя. Пpaвилa знaxoд)кенtlяI BизнaЧI{икa B IIьоМY випaдкY r
TaKи\'Iи }к! Iцo i iля чис:лoBих ^'vraтr)ицЬ.

ftq
{.1

l ,ш-



8 2. BИ3HAЧHИK MAТPИЦ!

Пoкaх<eьlo IIa пpиI(лaдi визнaчникa 3-гo пopя]lкУ' Щo

+dеt.{ : \ 'аlк.1,п, i,:Тi. (2.3)
/t= 1

Cпpaвдi

detА : rIш.1л, * rl,pАp * сtз.4tз :
: a1(o,22{tg11_ {l'2g{ij2) _ aу2(а21{l,g11 _ 0д0у\1 *
+ а3(a21ag2 _ a22aзt) : 0,tlо2za33 _ 1,11l Q.2;1Q32 _

o,12a21(/63 * apaдaу _f а3aуaзz - Q13(1.22|1.11 :
: a21(a3а32 _ rr12033) * o,22(цlrr33 - rr,i3rr31)f

+ a2g(ap{I;11 _ Q';цrlg2) _ _a2l(0,2о,gg _ Qвп:\2) +

+ a22(а1pg _ a,13rr31) _ ад(сLgсl42 - {l,p{\1) :

t7

: _qzt an aв
aзz aзз

l аzz
Qtt aВ
a\l, азз - azз

o,tt atz
aм &3z

ад.4д.

\-r
TiC

\\)
'\-

\uГ.
*i"

: -021!|I21 * сt,,22hf22 _ alлxI2g: 0,21.{21 * azzА.zl *

2. Bдaстltвoстi вIIзIIaчIII,II(iB

.Цoведемо BЛaстиBoстi BизнaЧникiB ДЛя МaтpицЬ дpYГoгo I1o-

pядк},.
1". Пpи тpaнспol{vBaнi{i МaTpицi 3I1aчеI{ня ii визнaчI{'{кa не

зlutiнrосться:
сlеt..l : det.{-.

Нexaй
. || сir аe |in: 

|| oo, а'".'it||..-.1]

Toдi

dеtА, : 0it azt
an аzz.

Brraслiдoк цiсi влaстивoстi всi твеpДх(eEI{я' якi бvлyтЬ ,цoBе-
денi Дaлi' oдIIaкoBo сIlpaведливi якдля pядкiB' тaк i для стOBIIцiB
мaтpицi.

2". TIpvl пeрестaЕoвцi дBox pя.цкiв (стoвпцiв) мaтpицi знaк ii
BизIIaчIIикa змiнюeтЬся IIa пpoTилех(lаv|i\ a йoгo aбсoлIoTне зIIir-

ЧeI{ня rre змiнrоетЬся.

: AtrA22 - At2Azt: detr1.
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Cпpaвпi.

./"2t Qzz

{i1t 0,t2
: Qу202| _ Q,tta22 - -(ri11 Q22 - a12Q,2' ) : _ U'l1

o2t

: TI7a1dу2 _ Trla12a21 : m(tlу1a22 - tlt:lazt) :

0rzi
Ц22 

i

3o' Bизнaчник Ma'тpИцi' Щo l4a6 дBt} o.цнaкoBi pяДK}t (стoвпui).
дtlJriвнroе IlyJIIo.

Cпpaвдi, яI{щo пoмiняти мiсцяшlи цi двa OдI{aKoвi ряДKи (стoвп-
шi), тсl BизнAЧIIиK IIе зМiI{иTЬсЯ. З iнIшoгo бoкy' пi<:ля IIepeстaI{oBки
ДBox pЯДKiв (стсlвпцiв) визнavIIик ЗМiI{Ю€ зIIaк' Oтх<е. МaсМO

dеtА : _dеtl.

Звiдсla BиплиBaс! щ()
dеtА: 0.

4o. 'Якщo всi елементvt будь-яI(oгo pЯдкa (стoвпця) визнavI{икa,
гI()МIIO}KиTи Еa oдне i Te }K Числo Tn. To BиЗI{ilЧ}Iик Пo\,fl{oх{иTь(]я
нa шe ЧисЛO.

7Л,a11 an
TПazt а22

I{то влaстивiсть iнкoли фopмyлrоIoтЬ тaк: якщo Bс.i еЛer,IенTи

деяKOгO рядкa (стовпця) BизI{aчI{икa МaiотЬ спiЛЬний MI{ох{IIиK
,/??. To йoго мсlх<IIa BиI{eсти 3a 3нaк BизI{aчI{l{кa.

5o. Якщсl Bсi eлeМeIlти ДeЯкoгo pЯдKa (стoвпuя) визнaЧн]{кil
дсlpiвнютoTЬ I{yЛrO. тo визI{aчник доpiвI{к)с IIvЛк).

I-{я влaстивiсть BиIIЛивa€ з piвностi (2.3).
tj". Якщo кo)кеI{ eЛeМelIт ДeяKoго pЯдKa (стoвпця) BиЗI{zlЧI{ика

с сyr"toЮ I{Boх дoДaнкiв, тo BизI{aчIIиK Мo)кЕa пoдaти .y виглядi
сvMи ДвОx Bи3I{aчникiв зa фopIt,tулolо

(ltr An
azt az,z

a\r + allr att
аl,' + а!j' azz

."11

1L2l

a'tt

аЬt

&tz

Qzz
-t

{ltz
Ц,22

,fr

f oвoдиться пepевipкoК).



q 2. BИ3HAЧHИK МAТPИЦ|

7o. BизнaЧIIик не змiнитЬся' якIтт,o Дo елеMeIIтiв Дeякoгo pяд}itl
(стoвrrця) ДoДaTи еЛeMeIITи iнrпoгo pЯДкa (стовпця)' IIoМIIO}*(снi нa
Дeяке ЧисЛo.

.1 0

Qц * aa21 аp t aa22
azт azz

ai an
azt azz

Qaп' О,Q22

Пzt Q,zz

aп Qtz

azt azz
azt azz

azt аzz
*a att

azt
AD
azz

8". Cyмa лoбyткiв елемeнтiв ДеЯKoГo pЯДкa (стoвпuя) нa ix aл-
гебpaiвнi дoIIoBIIeння дopiвнroс BиЗнaЧIIиKy. a сyMa дoбyткiв елe-
ментiв ДeякoГo pядкa (стoвпця) нa aлгебpaiчнi ДoII()BIIeнIIЯ еЛе-
ментiв iнrпoго pяДкa (стoвпщя) доpiвнroс IIvЛIo. тoбтo

ё , {dеtJ. якlцo i: j,

Lin'*.,,r: \о. яKIцo i #.j. {2.4)

Я*щo i, : j, тo фоpмyлa Q.a) збiгaсться з фopмyлOlo (2.3).
flкщо i + j' To po3гЛяIleМo МaтpицIо А', яку о:гpиМY€Мo з мaтpицi
А зaмiнoiо f-гo pядкa j-,.ul., зaлиIIIaIoЧи j-й pядoк бeз змiни. .Годi

MaTpиIIЯ ,4, мaс Двa oДIlaкoвi pядки. a ToМy ii визнaчник дopiвнкlс
нyлевi. Лiвa чaстиIIa p.\ с poзклaдoМ виЗI{aч:яv:Ka 3a pЯДKol,{ З

ЕoМeрoМ i. Звiдси i випливaс пoтpiбнa I{aМ piвнiсть.
9o. BизнaчI{ик дoбyткv дBox KBaДpaTI{их ,ivlaTpицЬ доpiвнlос

дoбyткoвi визнaчникiв цих МaтpицЬ.

dеt(АB) : det,4detB.

Hеxaй

;: ll 
o,' o,, 

ll , B: llll" l, ii
|| 
аzt o22 |i |i 1zt оzz 

||

dеt(,4B) : аltbл -t с12b21 апbtz -r 0,pb22
(lztbп.| а22b21 аubуz * a22b22

(a''b' * а2b21)(o,'b', * a22b22) - (o'.,b', * а2b22)
(а,'b'' * а22b21) : Qgb1o'2tbrl * щ1b11а2'2b22 i
сIpb21{l,21b12 * сl,2bдаzzbzz - ацb12сLцb11 *
aуb2а22b'21 - {l,у2b22{I,2'b,l _ a2b22022b21 :
щ1a22(b1bzz - bnbл) - at2azl(b''b,,, - b12b21) :
(щpzz _ аnr1л)(b'1bzz - b,zbzl) : dеtА . detB.

Х

+
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3. Дeякi I\дeтoдI[ oбчислeвЕя BllзЕaчвикiв
1. Irepem,вopeнн,Я в |rуtl,b уcir елeм,eнrn,'iв pяdка (cmoвnця),

odнoeo.
Bлaстивocтi 7 i 8 дarоть мoх<ливiстЬ пеpeтBopити B lIyль Усl

елrМеIIти pядкa (стoвпця), кpiм oдI{oгo. i тим сaN{иN{ зBесTи oбчи-
слeEЕя BизIIaчIIикa n-гo llopядкy дo BизнaчHvIKa (n_1)-гo lIopядкy
i т.д.

с ГIpиклaп 2.1

Oбчислити Bи3ЕaчEик чeтвеpтoгo llopядкy

х:px.^'4

A_

< .Цодaмo дo дpyгoгo pяДI(a пeрший. IIoMtIoх(еI{иir :нa, _2; до
тpетЬoгo - пepIIIий. пoмнoх<eний rra _3, & Дo ЧеTBepтoГо пep-

Iций, пoМIloх(eний rra _4. oтpимarМo

t 2 3 4l
2 3 4 1l
3 4 1 2l'
4 | 2 3i

A-

A:1'
-l
-2

n
-l

Bинесемо спiльний МЕoх(IIик
гoгo стoвпця:

a: (-2) .(-2) .

1 2 3 4i
0 -1 -2 -7 Io -2 -8 -10 Io -7 -10 -131

Teпep poзкЛaДемo Bи3ЁaчниK 3a eлеМel{тaМи llepшoгo сToвIIця

-2 -7
-8 -10
-10 -13

eлемeтrтiв ДpyгoгO pядкa l дpy-

-11-7L-2 5

-7 5 -13

У нoвoмy вIlзIIaчникy лeгкo oтpиМaти нyлi в IIеpIIIoMy стoвп-
цi. .Цoдaмo пеpпrий pяДoк дo дpyгoгo' a Дo тpетЬoгo -__ пeprrrий,

1!

rl
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пoМIIo)t(еIIий Еа _7. Toдi BизЕaчEик нaбepе Bигляд:

A:4. -1
0
0

|_т
-1 -2_2 3б

Poзклaвurи Bи3I]aчI{ик 3a елeI{eIIтaМи IIерiIIoгO стoBIIIIЯ' oтpи-
Мa€мO:

Ь : 4. (-1) -2
3б - -!. (-36 - 4) : 160. >

2. Memod звedенн'я do mpuкуmнozo вua,ляDу

I.{eй метoд IIoЛягa€ B Il€peтBoperrнi BизIIaчIIикa дo Taкoгo Bи.
гляДy' кoли всi елеМeIITи' щo poзмiщeнi по один бiк вiд голoвнoj
дiaгoнaлi, дopiвнroюTЬ IIyлIo. oтpимaниЙ тaк тpиKyтI{ий визнaч-
ник доpiвнrос добyткoвi eлeментiв гoлoвнoi Дiaгoнaлi.

Cпpaвui, неxaй

4n, 
-

Qlt aР a|n

0 az2 a2n

0nn

PозклaДемo дaний BизIIaчник зa eлеМellтaМи IIepшIoгo стoBII-

ця. oтpиМa€Мo. щo вiн дopiвнrос ДoбyTкoBi елeментa {i11 IIа1 тpи-
кутний Bизнaчник (n _ 1)-го поpядкy

Ar, : oц 'Arr-r,

azз a2n

oзз a\n

00a,"n
PoзклaдeМo визIIaчIIиK

стoвIIця. oдеpх<имo
A,._t 3}IoBУ 3a еЛeМel{тaМи

-1
-2

Дe
0zz

0

An_t : azzЬn-z,

пepIIIoгo



B|АЗH^чI{|АKlА

'Це An-z - тpикyTЕuii:.BИЗlA,aЧIIик (n_2)-гo IIopЯДкY. Пpoдo"l*yrM0
цeй пpoцес ДoTи' Дoки IIe oДeр>KиMo ви3IIaЧIIикa пepIIIoгo IIopЯДкY
(vислa o,, ). Toдi МaтиМеМO' щo

A,,: aлa2z'..ann.

о Пpиклaд 2.2

oбчислити BиЗнaЧник гI''flToгo

1

-1
1

-t

-1
-l

2

0

-2
-2

о_Z

3

J

0

-3
-3

IIopядкy

А <|т Ul
4 5l

I4 51.
0 4l

-4 0l

{ Дoдaмo Дo кo)кЕoгo pядKa' пoчИIIaК)чи 3 дpyгoгo, пeplпий
pяДoк. oтpимaсмo:

7234
02б8
0038
0004
0000

A_

rО
10

10

I
: 1 .2.3'4.5 : 120. >

fl

f,



Po3IlIЛ 2

Crдстevtи лiнiйнPlx piвн.flrrЬ

s 3. oс}IoBHI ГIOHяTTя
1. Nlaтpицi систеwrи
Cистervra m лiнiйниx piвнятlЪ з n цевiДoшrиvrи - це систeMa

BигляДv
d,1111 *l. tLpI2 * ... { tl,у,I,,,,: b1 ,

{121Z1* tt"22}2 * ' .. * A2,,r:Lr: l1r,
(3.1)

arrl|LI t a7р21,2 * f Сl',,,n'x:n - b,n,

KoефiцiснTИ ai, пpи невiдoМих 11 Q : 1, n) нaзивaIоTЬся кo-
eфiцiентarvrи сI{стeNди i мaroть Двa iнДекси. Пеprший iндeкс вкa-
зy€ llopядкoвий ЕoМеp piвняння, B якoМy 3l{axoДитЬся цeй кo-
eфiцiснт, 'цpyгий iнДекс -- iroМep невiДoмoгo, бiля якoГo стoiть
цей кoефiцiент. Beличини bi Q : 1rл) нaзивaloTЬся вiльциwrи
чJlенaruи.

Пoстaвимo y вiдпoвiднiсть системi (3.1) лвi мaтpицi: МaтpицIс)
А : ||alэll (; : T,m'; j : 1,r,), яKy EaзBеМo oсЕoвЕolо NIaтpицeIo
сIiстeпли' aбo шraтplrцelo систeNtи' i мaтpицro

0,1.n b1

a2n b2
rl *

aп a0
azt azz

arnT am2 aтпn b^

якy I{aзвeМo poзIuиpeEolо МaтpицеIо систe}Iи.
С)чевиДнo' щo oсЕoBlla МaTpищя систeMи Maс n с:тoвпцiв i rzl

pядкiв, a poзIllиpeнa МaTpиця цiсi х( CисTeМи мiстить n * 1 сто-
впцiв i m, pядкiв.
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2. IVlaтpиввa фopшra 3яrтисy систeмI{
BикopистoвyIочI{ oпеpaцiю мЕo)*(еЕIIя МaтpицЬl систeмy (3.1)

Мoх<Еa ЗaTIИcaTуI v виглядi

A.X : B, (3.2)

Дe А - oсЕoвEa Мaтpицfi сисTeми'

х_
ll ",
ll"
П:
ll";

- вeктop-стoBпeцЬ 3 lreBЦoмиx;

B-
bl
b2

b;*

Piвgiсть (3.2) вaзиBa€ться lrдaтptчЕoro фoprrлolo 3аттисy си-
стe}tп (3.1).

3. Poзв'язoI( сIIстeмIl
Poзв'язкolvt систeми (3.1) ЕaзиBaeтЬся сyкyllЕiсть чисeл C|, C2,

.' ., Cnl якa, rriсля rriДстaвляЕEя B систеМy (3.1) зaмiсть невiДoмиx
I1', 12, - . ., Ir., Ilеpетвoprос всi piввяння систеМи в piвнoстi (тoтoх<.
rroстi).

Якщo C|,C2,. . . ,Cn с рoзв'язкol\d систе[,t!l' тo йогo мoх<IIa зaIIи.
сaти y вигляпi Beктop-стoвIIця

C_
"'ll
Cc ll

, || 

: tt"' C2 с'||'

." ll

тoдi .4 .C : B.
Taк, вaпpиклaд' с}IстeМи

12:4,
2r2-I

":llili

- 
Beктop-стoBIIeцЬ з вiльних члеIIlв.

poзв'язкoм

{;l :

.r.,f

'fl
r i.i

с вектop-стoвIIецЬ



Ц 3. oСHoBHl пoHЯТтЯ

ЗayвaxсиМO' щo }Iе кoх<нa сисTеI\{a лiнiйних piвнянь l,1?rr po-
зв'я3oк. HaпpиклaД, систeМa

f ,t* a2:I,t'
l2"r'+2r2:3

Eе Мa€ х(oДI{oгo poзв'язкy' oскiльки лiвi чaстини piвнянь lIpoпoр-
цiйнi'aпpaвi-нi.

Cистемa piвrrянь (3.1) нaзивarтЬся сyп,riсвorо' яKщO BoIIa r,la€
pозв'я3сrк. Cистемa) яKa I{e \,{ar poзв'язкy. нaзивaстьс:я нeсywriс.
Еolo.

Cyмiснa систеМa. якa NIa€ тiльки oДиIr poзB'Я3oк. 3BетЬся BIД-
зIIaчeIIoIо; систеМ?}' щo Мa€ бiльtпе, нi>к oДин poзв'язtiк IIеви-
3ЕaчeЕolо.

У вишaдкy. кOЛи систeМa нeBизнaЧеIia' TO кO)к0н ii розв'язок
IIaзиBaIOтЬ чaстиIIIIиIII poзвoязкovl систcМи. Мнoхiинa вс:iх чa-
сTиI{III4х pозв'язкiв с истеМ и IIaзиB aeтЬ ся 3aгaлЬIIIII\л poзв'я3кoNд.

HexaЙ, EaIIpиклaл' пoтpiбнo poзв'язaти систеМy' яKa скЛa-
Дa€тЬся 3 oдIloгo piвняrrня i двоx невiдомих:

..--^-)

Cистeмa IIевизIIaчeнa. Ii ЧaстиI{I{ими poзв'язкaМи. Як легк() пе-
peкoflaTисЬ' € Bектop.стoвпцi

.)('

*:ll ;li ,":il _i ll cq: 0ll
_) || 1iт.д.

-r il

Алe' 12_ 11 _ 2. Toмy, якщo пoклaсTи !L1 : Q,TО:I|2: o,_ 2 i тoдi
ll-llХ: ll ^ 

*.lI' 
'це с -- Довiльнa стaЛa' € ЗaгaЛЬIIим poзв'язкоN{.

||а_.z|1'
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$ 4. PO3B'я3yBAEIня CИCTЕM ЛIЕIIИЕIиIX.
PIBI{ЯЕIЬ N1IATPиЧHИVI CIIoCoБoM TA
3A гIPABИЛONI KPA1VIЕPA

1. oбepнrнa NIaтpиця
Kвaдpaтнa Мaтpиця ,4 нaзивa€тЬсЯ lleвиpoд)кeнolо aбo нe-

oсoбливolo1якщО ii визнaчник вiдмiнний вiд I{yJIя' тсrбтo rtеt .4 l0.
Kвaдpaтнa N{aTpиця B зветься oбеpнеIloro дo кBaДpаTIIсli мa-

тpишi .-l' якщсr Bикoi{vсTься piвнiсть АB : BА: E, Де Е oДи-
I{иЧI{a, N{irTpиця Toгсl }K IIopяДкy' щo ,;1 Ta B.

j{iiлi luraтриц}o, обеpнeнy Дo МaTрицi ..-l, пoзI{aЧaтиМe\,Io сиМ-
вtlлol.t.-l_l.

Пoкaхсeмo. щ() дЛя llеBиpоДх<еноi r',raтрицi J

r -l

А,,t
Аr,2

lrr ,4zt
^4n -4zz

. .0,11^4,,,1*anАnzl

. .а21А,1*r,tzzАnz*

(1.1)
dеt,l

Аij алГeбpaiЧнi дoповнeнIIя елеМеrттiв 0,i МaтpиI]i J.
()бчи<:лимO дoбvтки .4.1_l i .1_]..1'

Мaемo

y'\n,,J.;L[,l

o,tl Otl
aл. 0z2

a1n

a2tt

Аnt
Аnz

.-1.4-r :
dеtl

Qтtу a'тl2 (trnr,

o,t t Аtl *a 12,412* . . , *сLу.,,А1,,'.

o,21 :|11* azz.A,ni . . . iа2nАу'.

Аnn
. . . *aцAn,,,
. . . *{l,2,,Аnn'

detJ
Qу11А1,1*о,,'2'41i2\

dеt.4 0 ...
0 detl

i аnnA у,,. . .а6 Аn1*tl,n2Аn2* . . . {{t'n,,А,,n

0
0

q
I :rfl

dеt,-l
dеt.4

Е.
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Aнaлoгiч}to ДOI}()дИTЬсjЯ. щO .-1-i,{ : Ё-. oтxtс. -{-_r 'мt],TРиЦfI.

oбеpненa дo :uraтрlиui .1.

Знaчить. для псlбYДови с>Сlеpнtlrrоi r,taтJ>ицi тpeба :заtмirтити елсl-
lvIeI{Tи rl;, iх aлгебpаivI{Ими .ЦOII()BIIеII}Iями. псlдiЛ()I{I4\Iи нa rltlt, A.
i ptlзyльтaT,IpatI(jIIO}IУBATи.

r Teoреlra 4.1

,\ля rпoeo, 'щo6 d,ля ,мarlt'pltl7i А 'i,cн,уtзо'ла обе7lнt:тtсl, ,tvtсl,.

nupuцJ{ A--L. неoбxid.но i dосrn'aпtньrl. що6 rlсiА l a"

ДовeДенн я. H t: об.т:i dнt,un,ь.
Нeхaй Maтриця.4 мaс сlбернен1..{-,. Toдi.{.-l_r :,Е. Згiднсl з

те()I)eМoIо ПpO BИЗIraчIIик дoбYTкv ДвOx :v{a,TI)иЦЬ \{а€Мo:

сiеt(l.-l-') : drt Adеt.{-l : с-iеt Е : 1'

a тoh{Y dеt.4 l 0.

,[осmа,nt,,нiсm,ь. Якщо det.'l { 0, тo МaтpицЮ l-1 мt,l>кнa поГ>Y-

дyвaTи 3a, фopМ-vлoю (4.1). Teoperrta' ;IOBeдCIIa.

о ГIpиклaд 4.1

3нaйти oбеpнену- },IaтpицIo до мaтриui

ii 
r *1 1

.4:ll2- 1 1

il 1 r 2

< oбчислимo det'{' \{aсмо

detl : 2 - | +2 * | - 1 -r 4 : ir.

Tодi Аtt :1. ,ltz: -3, Аtз : 1' Jzt : lJ" ..{zz

.;l:lt : _2, Азl: 1, lзз:3.
3гiдно з фopмyлorо (a.1) oTpиМa€МOr щt)

,li 1 3 -2д_l-:ii-3 1 1

"ll r -2 3

l. .1zз - -2'
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,{oвести тaкi piввoстi

1. (o.4)-1 : *.4-';
2. (АB)_1 _ B-| А_L;
3. (а*t;т : (,{т)_,.
z. Maтpитrвий спoсiб poзв'язyвaЕIlя сIlстelltli лirriйrrих

piвrrяrrь
Heхaй в системi (3.1) m = n. Toдi .4 -_ квaдpaтнa мaтpиця

гIopядкy n. У мaтpиЧIIoMy зaшисi систeмa (3.1) мaс вигляд

АX:B.
Якщо detАt' 0, тo iснyе oбеpнeнa N{aтpиця А-'до мaтpицi J.

ПoмнoхсиМo oстaнню piвнiсть злiвa нa ,4-l:

A_1Aх: А_IB, (4'2)

oскiльки А_|А: E, EX: Х, тo (4.2) нaбepe вигJIяд

X : А-IB.
Пoкыкемo, ЩO вeктop-стoвIlецЬ Co : А_| B e poзв'язKoМ си-

стrfuIи (3.2).

.{iйсвo,

АCo - А@-| B) - (АА-|)B : EB : B.

oтхсе, пiдстaвивIIIи BеI(тop-стoBIIець Й зaмiстЬ вeктop.стoBп.
ця Х з нeвiдoмих I} систему piвнянь (3.2), oдepх(иillo тoтoх<нiсть.
oтх<е, вектop-стoвIleць C6 с poзв'язкoм дarroi систeми. oтpимa-
ний poзв'я3oк €диниЙ. Cпpaвдi, якщo вeктop-стoвпець О * Оo -
iнrпиЙ poзв'язoк систеМи АX : B, тo спpaведлиBa тoтoх(вiсть
АC:B.

Пoмвorкимо oбидвi чaстиItII цiеi тoтoхснoстi злiвa I{a МaтpицIo
А-|:

А-1 (АC) : А_1 B, @_| А)C : А_l B : Co| C : Co'

oтх<e, бyдь-який poзв'язoк систeми збiгaсться з poзв'язкoм
X:Co:А_|B i якIцo dеtАfO, тo систеМa мa€ cДиIIий poзв'.язoк
X: А_LB.
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о Пpиклaп 4.2

Рoзв'язaти МaтpичIIиМ спt-lсобoIrt сисTеМY

( 3"t + 3r2I 4:r3 : -1.

{ Sn1 - 7:r.2 -r 8r3 : e0.

\ 4;гi * 5r,z _ 7:l4 : _g,

{ Мaсмo

ll 
3 B 4

А:il 5 _7 8

il 4 5 -7

dеtJ: A:

i!''ii. f-il.r',li. u-
il,,,ti

a

20

-8
oскiльки виз}IaЧI{ик мaтpицi ,4

33.1
Э _I 6

4 5_т
:440*0.

тo N{aтpиця А нeвиpoII)кеIIa i мaе oбеpненv

-1 -l
А'' -1zt Jзr
Аn Аtz .4зz

Ав Аzз lзз
I

A

дe Ааj - aлгебpaiчrri доIIoBIIеI{ня елеМeIIтiв rl;i.
У нaшoмy пpиклaдi

" 1li n 4r r2;i
.{_,:*il il _Т :,.''i

Tомy

li,'
ll"
llzз

Звiдси

' li eI Il: 
440 ll ::

ll or

oтpиМy€Мo:

4T

-.J /

-3

ll , 
il: 

li -1ll
il 1ll

12 li il +11

_4 ll .l| zоll :
-36ll ll 

_в 
ll

1I

440

440

-440
440

17: L, 12: _L, Zз : 1. >
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3. lVlaтpи.rнi piвняння
1\1[атpи.rшипл piвнянням бvдемo I{aзиBaти piвнянi.tЯ BиГлЯдY

.{Х : B.

чИ
ХА: B,

де ,.l тa B - зaДaнi квaдpaTIIi мaтpитti 7t-Гo пOpядкl/. a х
вiдоl,ra Maтpиця тoгo х{ IТopяДкy.

Poзв'язкoпl Мi)тpИЧнoГo piвн,янrrя I{a3ивa'сTI,сЯ кo}}iIIа NI:i-

тpиця вiдп<lвiднoГo пopядкУ, 
'IKaj 

бyд5.чц пiдстaвлeI{a в \,{aTpичIIс..
piвняння :зal,riстt, rlaтpltцi r, пepeтвOpior piвгlянtiя в тtlтtlrкнiс:ть.

'fI*щo сltltJ l 0. то мaтpиvнi piвняння (4.3) i (4.4) М&IотI, вДИHИЙ
poзB.язoк. Cпpaвдi. якщo lTolvlI{o}Kити цi piвняння вiДпrlвiднсl з.пiвa
i спpaвa I{a МaтpицЮ l_t. тo oTpиМaсN{()

.4_',,l.Y : А-|B. irбlo Х:.{*lB. (.1.5)

(4.u/

d i\14-

-IlJ_l : ВА-\ , абo r : B.-l'.l

()чeвидноJ щO МaTpтцця ,\-IB с p<lзв'язкoм 1liвняння (4.3).
Tpиц-fl B.-l-1 - piвняння (a.a),

Заyвaх<ення. 'ЯкщO N,IaTpi,IЦi .4_t тa B 6 IIepесTaвнi. тo pо-
3B'я3кoМ обидвoх I{aTриЧIIих piвнянь бylе олнa i тa х< МaTриця

Х: А*'В: B-4_,

Пpиклaд 4.3

Poзв'язaти МaTpичI{е piвняпня

(-1.3)

t\.4)

не-

illill":ii?3li
{ У дaноМУ BипaДкУ lvlaс\4o:

.':ii? 1ii, ,:ii? 
3ii
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,)I

Bизнaчник МaTpицi ,.l вiдмiнний вi,r нVлil

тpиця J l{f]()(]()бЛивil, i iснvс -.l ' : .i 
-;

li-

(tiе1,А '- * t). ()тхiс. \{il-
.1 ii

" i. T'оai
-, ll

::2 3i
:iil()

t - l 1,
Х:l.,":i] -; ;ii li ? 3ii

4. Пpaвило Kpaплepa
s1131rдемсl явнi фоpu)-Ли дЛJТ ])()ЗB я:JаIlьiя (.И(.Т('lltl ;i iliвняllь з

n, невiдoмиr,rи.
Hexaй

( tt',1.t'1 "l (t1.t.1 , l-..'-: tl\п.! lt -: i),.

J {L21l:1* {122:I:2 -+- '.. + 0L2,,,.t,',,: !у,. /,1 -\It..ll
L ..,,.,,' у * o,,,2:1.2 + ...t (!,|l,r|:|:|. : |)Il

си(:тeМa rr piвнлвь з ll новiдoМИМи. Bи.зн:Lчник ()(]н()вI{(ii м:t,-

тpицi А систс:ми {4.7) пo:]IIaЧиN'{O ЧeреЗ A, тoбтrt

A: det,:l:

(1,ti (11.t (1 11, 
tt

Q2t 0.22 uzn 
i

Q,rl Qn'! (l ttr,

Зaмiнимo y BизнaЧникv A б\.fь-якиЙ (:.г()Bп(lцЬ. IIitпl)иl.iЛа,r. i-Й.
стoBпцеIи з вiльниx членiв. Oтplтlиaпий тaкиr,r с;псlс.сlСlor,t BизIl?}'Ч-
ник бyДeмo пoзI{aчaTи чеpеЗ A7. тoбтсl

i n1, . . .{tr,-r b1

A21 ...tt.2,;-y lD

0'1i|1...(Iур
(1,2;r1 ...Q.27,.

i-\; 
-

Пояснимo Це I{a

. .Q,tзi- l l),,' a,lti*\ . .(l'ti'tz

лaдi. Hexaй дaнa сIilсTеМ

:It1-:Ii2*.r3:$.
2.:t:1 1:n2*:t:11 :J.
.x.,*:t:2*2t:3:5.

ИK

I

t

| 
0t'

пD]p (\ p1BIIяriЬ:

б -.i 1

311
ir12

1 -1 1

'2 11
112

Toдi



i-
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iJ2 -

f : -'1-lB

1б1
231
152

, a3:
1 -1 6

2 r 3

1 15
о Teoperrлa 4.2

Пpaвилo Кpaшrepa:
'Якщo вl!зll"aч?7llv oснoвнoi. Lиа,rnpuцi сuсTnеJvt'u ( !.7) вidмiннuii
вid нуля, mo сuсnxеJvrа сулliсна i *rae eduнuil, poзв,язoк, яrcu,h

:унаrodяmь за фopм,уaaмu:

A;,o:i, i:|'тt,' (.1.8)

Фopмyли (4. 8 ) нaзиBaloтЬся фopvryлaшrи Kparr,repa.
,[oвeдeння. Зaпиrшемo сисTeМy G,7) у МaтpиЧI{oпtу виглядi

-4X : B. (4.9\

,цe ; Мaтpиця сисTеlr{и, х __ векTop-сToBПeцЬ з невiдoмих
it|1' Z2. . . ' .xn. B Bектop-сToвпецЬ iз вiльних члeнiв.

()с:кiльки detJ l 0, тo систeмa (4.9) Ma€ €дитIий poзв'язoк

Х : l_1B.

Згiднo з IIpaBилoМ МI{oх(еIIIrя МaTpиць МaсМo

I

:
Ц̂

t:
Ц

Аlrbr * Аzфz +...+ Аntbn: Д1,
Аnbt * Аzzbz + .. .+ Аnzbn: Ь2,

Bpaховyroчи. щo

Аиbt * А2nb2 +...+ Аnnbn - A,,.



$ 4. PO3B'я3УBAННЯ сИстЕМ ЛlHlЙНИХ PIBHЯHЬ {).)

To poЗB'яЗкoМ сис:гeМи бyДе вeктOp-стоBl]ецЬ

\--
^ё
A тoбто .Ii:

fl

шo i тpeбa було ДoBести'

о Пpиклraд 4.4

Poзв'язaти 3a дoпoNIOГoIо фoрмyл Kpalrеpa систему 1-liв.
I1янЬ

( L:t - t2 L :t3: $.
t^
\ 2,', = Jj'2 -r .Г з : 6.

\ iс1 + I:2*2r3:'\.

{ BизнaчI{ик OсIIoBнoi мaт1lицi цiсi сисT(r\,iи

::ll:

Aз:

1 -1 i
2 11
1 12

2

i

:5+A.

A;
A

oбчислимo BизI{a,ЧIlИкИ Ьi. якi tlт.1lr,тм}.6x,1() i:з визнttчIlИKa cfuI-

стeМи A, зaмiниBlllи B I{ЬOr,{\i 
'.й 

сT()BПс)ЦЬ (:ToBllцer.t iз BiЛЬнИх
членiв. IvIaсшrо:

I

2

I

-l

1

l

0
Z

.)

_ 1i
- 

ltr.1

t.t

0

r\

o

4

I
-t

1

1
-t

б1
4.)

_1
-1

1L

5

tl

4

1

2

1

1

2

L

0

_t

-l-

0

-l
1l.

r
10
D?

12

0
*t1

-1
oтх<e'

a1."t- 
A

-4,_ ').
-Or .t2-т -5-43 1.

5'A
i):-:
г1

l5
- 1.>
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s 5. 3AГAЛЬнA TЕoPт'я C.ИСTЕIVI ЛIЕIIиниII{
PIBЕIяЕIЬ

1. Paнг пtaтpvrцi тa йoгo oснoвнi влaстивoстi
Hс:хaй l MaTpиця poзмipy TrI X n. Bибepемo в нirl дoвiль-

пo A pядкiв i A стoвпцiв. Елементи. якi знaxOдяTЬся нa пеpетинi
вибpaних pядкiв i стoвпцiв. yтвoplo}oTЬ квaдpaтн), Мaтpицкl A-го
I1opядKy.

oзrra.reння 2.| Miнopoлt nюpяdrcу k ,иа,пlуl,tlцi А наз,uвaёTПbС,fl 8l1-

Jrt Q,|'HIIlс ь.вtldpuntно1. м"аmpuцi. елелrенntu нхo| знаtоdнtnьс'I -н(I ?L(-

уlеrn,u+-t,i вuбpа"нu"r dовiль,нсl k pяdкi,в rn,tl, k с:тn,oв,n,цi,в.

Hапpик "lta.r. 1. vlатpиui

ll 
2 3 4

B:ll 0 -2 3

ll0 2 2

1

А
-a

вибеpеьlо пеpший. дpyгий i тpeтiй pядки Ta iТеpIIIий' тpетiЙ i vе-

1? : ?iтвеpтий стoвпцi. Bизнavник |0 3 1 i с oДI{иМ iз мiноpiв 3-гo пo_

|о 2 4i
[)ЯДKy мaтрицi B. \{iноpoм 2-гсi IIopядKy 6, I{aпpиклaд' BиЗIIA'чI{ик
]з li
] .., ! i. L,aj!,Ir еЛеMеI{Tи МaTpицl M()х{}ia po3ГJlЯДaти яK Мli{Opи

IIерlUoГo пoI )Л.]'K }''.

oчeвиДнсl' щO МaTI)иця А poзмipy rnxn' мaс ьtiнopи бyДь-яксlгo
tIOpЯДкY вiд 1-гo до k-гo,,цe k: rnin(rrl'ri). Cepeд yсix вiдмiIIIIиx
вiд нyля мiнopiв мaтpицi А с xoчa б oдин шliнop. пoрядoк .яKOГo
бyде нaйбiльrпиlt.

oзнaчення 2.2 Po'нzoлt, lvtаm'ptll4i Iьатuв(Ir|nься на,fr'б,i.nь,Lutl,ii i:l n'о-
pяd,r;iв z1t,. лtlнo'piв, в,id*ti'ннur вi,d II,ул.fl'

flкщо pal{Г }v{aTpицi J дopiвнroс ?.) To цe O3IIilЧaс. щ() МaTpиЦя
-.1 мaс вiдмiнний вiд нyля мiнсlp ПOpяДкv ,I.) a'Ле буzь-якиit мiнop.
ГIOряДOк якoГO бiльiший зa r' доpiBlrк)€ I{yЛIо.



5. 3AГAЛЬHA ТEoP|Я сИсТЕM ЛlHtЙНИХ PlBl-tЯНЬ

Paнг мa,тpицi J пoзнaчи\{() сиМBoлом: Rg-.l. OчевидlIo. щO ЗilB-
)кДИ вИкOнYстЬся спiввi,цнorпення

0 < Rg--l I mirr(ni, rr).

Haприклaд' ]vlaTpицЯ

L2 1 4ii-, il3 2 1
l:I

iiO 0 I
li

ii i 1 I

Мaс сдIlI{ий мiirоp чеTB(]pTOГ() ITOpядкy'
pед мiнopiв тpетьоГo IIopЯДI{y с ..'tiноp

дсlpiвнtос нvлкl. Се.

214
3 2 1i: I

:J.

paнг'''

001

Bлaстивiсть 1. Пpи TpalТспol{yвzr,ннi
змiнтосться.

м:iтi-lиui. якi сlпpoшу-

шlaтpицi ii paнг нс:

Bлaстивiсть 2. Paнг шlaтpицi нe зlliнитЬсЯ. я}iщсl ПepесjTa-
B|,ITИ ii pядки (стoвпцi).

Bлaстивiсть 3. Paнг мaтpицi не зt"tiнитЬся. .якщO IТoMI{()-

>I<vITv| всi елeменти ii pЯДкa (стoвпця) rIa, вiдмiнне вiД I{YЛ'I

чи(:лo.

Bлaстивicтъ 4. Рaнг мaтpицi rтe зшliнитЬсЯ. якI]{o дo oДI1oГo

з ii pялкiв (стoвпuiв) .]oдaTи iнtпlтй pfIдOк (стoвпeць). пoмнtl-
х<ений I{a Де'{I{е ЧислO'

Bлaстивiсть 5. Paнг мaтpицi не з:utiнитЬ(.я' якщo в.:lтЛУч'{TуI

з неi pядoк (стoвпсlць), щo дopiвнкlс }I.yЛК).

0li
0il
0li
0il

яктl'rr

якиfu' вiдмiнний вiД нvля.
Рoзглянепto тeпеp тi

roть йoгtl oбчислевня.

oтхte. RgJ
влaс;тивсlстi
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Пeprп нiх< сфорМyЛК)BaTи IIа.сTуIТi{Y в.шa<lтивiсTЬ. BBеДс}Iо IТ()-

IIЯTTЯ лiнiйнoi комбiнerцii вeктo1l-ст<lвпцiв (вeктtl1l-pяrкiв ) .

Poзглянeмo & вектol)-сToBIIцiв виr.лядv

\-. --ri -

.Г 1,i

.1,2'i

:

.^,n.J

(t: iJ).

Помнсl;киlvl() кO;iKeI{ вектop-стOBilецЬ I, нi] деяке Чи(;JIO l; (j :
t*) l дoдa},IO iх. T.сlдi oTpИ\,{a€lVI() B(]кT()J)-(;T()BII(]uЬ

l'- );

ri

ii
i

jj

aбсl
)-: )rfr

oдеp>кaниii вектсlp-сToBТIець ). на,.зиBaс.гЬ(:,I лiнiйноro
нaцiсlо BскlгoI)-(.тoвпцiв.\.;1i = ГТ;..' ЧИi."rI.r А, (i:
кoефiriiснта,tyiи лiнjйноi комбiна цii.

Piвнiсть (5.1) сквiв?lлeн1.н2t (;tnr:тсllii 1llвнянь

9" : Аt.i]*r t Az:]."z ---...* l1',;i."1.'' (Гl.2)

,UT

Uz

:

At'

k

-\--Z-

:l ti
:l:2i

'Iltt.i

(5. 1)

коir,ябi-
1.Т;

Хд I{а,:]иBit,к)тЬся лiнiйно Зaлe)кIIи.; ,,o, [/ = ]. 
^.J. 

xl() (.lll)aBf )к.v6'Тi,(.Л рlв-

дes:1'n.
Bектоp-<:товпщi Хt' rz, .' .'

lУ1и. яi{Щo iс:н1.i91t, тilкi числa
нiс;ть

k
sa')l

Дc Lаi т
;-1

A\--- \' -- /r)/_ui- \l - (./.

l- i

{J' О нyльовий BeKTop-сTОBпеIIЬ

(l-;.3)

Bектop-стoBгIцi. якi не r лiнiЙно За'ле)кI{и}lи. }taЗиBак)TЬс.я
лiнiйнo tlеЗaЛe}кIIиМи. Iншиl,trr (:лOI]a\{и. векTOD-(:Tсlвпшi
\_ilt.\' (1 : 1. k) лiнiйнO нeзaJ{e>кнi. якЩo piвнiсть (5.i3) мo>клиRit ЛиIIIе

a? :0, ToбтO всi кoефiцiснти r]L; : 0 (l : 1,').
k
\-12
l.: I

ЯкЩo
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Tеopеrлa 5.1 встaнoBЛк)с 3в
бiнaцii i лiнiиноi зaле>кнt.lt;тi.

t) i.Y1 -т. r-r,2.{2 -.1_ . ' .

Пpипyс:тlтx,{()' щ() вiдrцiнrrим вiд нyдд

tlбидвi ЧaсTиIIИ осTaI{I{ЬOj piвнсlстi

o TеоpeIrлa 5.1

lля rrюt,о tцo6 вс:кrп,op-с:lтt,овn'l4i X; (i,

tl o ::|о,Jtr е, i,|'U|7ll,,пl,u,',н е с; бri d,н о'i, d o с:,n,urn,нь o,

'n i нiitrl, l н l шl'v б i н"tt'ц ir-ю i,н i tt u,l'.

я3Oк Мi)ii по}1яT.TяI.Iи лiнiйнс-li коlut-

't . ll) б ул,tl, ,n'iн' i'tt-

оdu'н' ,iз нtt'l; б,ув

* or,fr, : {).

с кoефiцiсIiT Q 1 . ГIоlцнoiкI.IBI]Iи
l

Hzl Чи(;ЛO --. oTpиrv1aсМo
(t.1

,Цовeдeнrrя. [{r:oбl:i,с)rt,iс:,rn,ь. HехaЙ вeкТO1)-(:тoвпцi -Y; (' - 1.lr)
jIiЕiйiro залr'iкнi. .Гrlдi згiдн() з ()знaЧ(rHняN1 it:нt.кlть ГаKi Чи(.Лil
a1. ol2, . '..,С|тt. ,Iкi н(l всi оДнoчa,с}iO цopiвlllt)кlTЬ н1';reвi' щt;

_Хl * -Yz * Xn: О,

?tс)o

-\r : (-",) .r, - - (-!.) t,,
\ ttt/ \ ,ti/

a це спiввiднorшeнн"ri 0зI{aЧid61 щO вei(TOр-сТoBПець 11 с лiнiйнoкl
коrr бiнaцi€ Ю pсIII:ги B (jк'I() })-{]Tов пц iв.

fi,ot:,rrlпllt,нiс:rrt,ь' Hехtrй, нaпpиIiЛaд. веIiTOp-(:ToвIIець 11 с лiнiй-
rrокl комбiirirцiск-l реIIIтI1 BсKToI]-сTOBПЦiB, тобто

Хt : iJzXzI'9313 * .., -i* Зnх,,.

Звiдси oTpИМy€Mo:

() : (-1)-Y' -г,92{2 * .'.1- iJ,,хn,

/ rtz \I -.- IL../ t (_з)

\ rtr,/

(r?l це OЗ}IaЧi}с! щo BекTOp.сTовпцi лiнiйнo зaле>кнi 3i+0)
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о Пprак"rraд 5.1

j]oвести. щo Bектop-стoвпцi

1

х, : liо
ilо
tl

лiпiйнo нeзaле>кнi.

Х2:
0

1

0

1*az.0-tсl3.0
0iaz.1+сr3.0
0*сl2.0+rrз.1

0.

0,

0,

тoбто зaдaнi BеI{TоJ)-

paнГy l'taтpицi:

Хз:
0

0

1

< PiвнiстЬ {r1Х1+02х2+rrзХз : O piвнoсилЬII:} с:истемi 1liвнянь

t;r
звiДки oтpиMaсN,Io, Ш{O С.tl1 - (l2 : Сr3 : 0'
стoвпцi с лiнiйнo незaле>кнi. >

Tепеp сфopмyлrосМO TaкУ влaстивiс:ть

o Bлaстивiсть 6. Parтг мaтpицi нe змiнитЬся. ЯкIцo вllЛУчИТт1
з неi pядoк (стoвпець), який с лiнiйнoro кor,rбiнaцiскl iнiших
pядкiв (стoвпцiв).

2. Елеrvrентapнi пepeтвopеI{Ilя пraтpr,rцi
Eлешreнтapllиlllи I{aЗиB aIоTь tlя т:tкi перeTв OpеIi}lя \1il Tl)иiiЬ :

1) пеpестal{oвкa двox довiJIЬtIих 1lядкiв (стовпцiв);
2) мнoх<eнI{я pяДKa (стoвпця) нa вitrtiнне вiд н.yля Числo;
3) лoлaвaнI{я Дo елементiв бyдь-яксlг() pяДкa (стoвптrя) l,т:rтpицi

вiдпoвiдних е.iIеМeI{Tiв iнtшoго pЯдкa (стовпця)? гIONIllo>кеI1их I{a Oд-
нe i тe х< чисЛo.

oзнa.reнтlя 2.3 lвi лtаmpuц,i' назtl'вrlЮItl,lJс'Я с:хвiваленrпн1I,^l'1I. Я]i1l11О

odна .l tt'u.l' Оmp1I^4llemt|сЯ з iнtu'оt,. за dоnолttlzоttl с,'ь:iнчr'н,но1.ъ'i,nьь.tlспti

е,л е 

^1' 

е?7map нuI n еp еIn в o p е,|1b.

.Якщсl r,taтpицi l тa B еквiвaлснтнi. TO цe зaпИсУсTЬс.я T K:

,1 - B.
BpaхoвyrоЧи BЛa'сTивtlстi 1-6 paнгv r,taтрицi, бauиllo, щo еЛс-

ментapнi ПеpеTвopеI{I{я I{е змiнrоroть palrГy мaтpицi. тобто якiцO
А - B, тo Rg,4 : RgB.



[ 5. 3AГAЛЬHA ТЕoPlЯ сИсTЕМ ЛIH|ЙHИX PlBt.iЯHЬ .l ir

oзцaчeнвя 2.4 Kанонiчнo10 н(],3?Iвaеmbс,Я ,MaTIl'p1I1,''I . в якt,tt н(I ll()-
чт,mKу zo.noвнor' diаzoнал,t, сrпoЯmb ni,dpяd dекi,nь,на о)ltнlt"t.l, (ь-t.'l"l,-

к'iсrnь ftTiIII Jv|,o}11:е dopi,внювarrL,u н,улевi), а всi, i'н,ut,i (.ле.M,снIтIL lop,iв-
нюЮ|nb ну,nевi,

Зa дoпoмOгolo еЛrМеI{TapI{иХ ПеpеTBoplIIЬ Ko)кнУ M?]Ttr)иj]к)

Мoх(нa IIpиBeсти Дo кaнонiЧI{Oi. Paнг кaнонiчнtli r,lаtт1lиtдi дrl1liв_
нкlс кiлькoстi oДиницЬ I{a ii гсlлoвнiй дiaгoнaлi.

о Пpиклaд 5.2

Звести Дo BигляДy МатpиIIIo

5-3-2
.)1t
J --L -()

-1 3-5
i знaйти ii paнг.

{ Biднiмемo вiд дpyГoГo pядкa шtaтриui .:l пеprпиЙ 1lя.Цoк i псi.
мiнясмo цi pядки мiсцями:

1 1 -2 2 -1 li2 3 5 -3 -2 li5 6 -1 3 -5 l!

Teпep
rкений

Blд ДpyГOГo тa TpетьoГo pядкiB Bl.цIIlМеMo IТepпIIIи. гIOМI{O-

вiдпoвiднoнa2i5:

li 
, r -2 2 -7

ll0 I e -7 o

ll 0 1 e -7 0

Biднiмемo вiд тpетьoГo pядкa дpyгий. oтpимaсмo МaTpицIo:

ll t r -2 2 -rllП tlB:ll 0 1 e -7 0ll
ilO 0 0 0 0ll

Мaтpиця B еквiвaлeI{тнa мaтpицi А' oскiльKи oДер)Kaнa з неi зa
ДolIoМoгoro скiнчeннoi кiлькoстi елемеIITapI{иx пеpеTBopеI{Ь.

KaI{oI{lЧЕIoгo

ilz 3
ilА:1l3 4

li5 6
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oчевиднсl, шо RgB : 2' a oт)*((). i }tg.{ : 2. \Iaтpицкl B лсгк()
ПpиBесTи до кaнoнiчнoi. B iднiмa roчи IIe pIший t-:тoвпецЬ. IIoМIl0х(().
ний нa вiдпoвiдне Чи(]Лo. вiд yсiх нeсTyПI{I,Iх. пере1гBopI,{\{O R 11уЛЬ

1'сi t'лeltеHТи IItlpшIOI'o pядKa. кpirl п(ll)rr1oГ(): (lЛс],,IстITИ iнtших ;lяl-
кiв не змiняться. Пoтiм. вiднiltaкlull дpугI.tй (:Tol]ПeцЬ. Пoш'lI1()>К0.

ний нa вiдпoвiдне ЧисЛo? вiд нaстyпIIиx. пеpcTвоpиМ() B н5.ль l <.i

eЛeМeI{Tи ;lI)yг{)го pядка. кpir,r f,p}.гoГ(). i отJlиrlaсмo кirнrrнiчнr.
\{аITDиIIК)

i0000
01000
00000

3. Tеopevra пpo бaзмcтlуIit vriнop
Hехaй зa.цaнa' r,IaтpицЯ А:'|!ао|l (i: 1.Л,j :,I.n) iRg.1 : l..

Tодi згiднo З BизЕIaчeIIIlяNI pal{гy ila'нa \{aTpиця Iua€ вiдмiнний вiд
IIyля мiнop ?.-Гo ПopЯлкy. Ko>кен тaкий шtiнo1l бyломo нaзиBaTи
бaзrдспrдrш шtiнopoшt мaтprlцi l. ()чевидI{o. щo \{aTpиця А ьlо>ке

NIaTи декiлькa бaзllcllих мiнopiв. Bибеpемo i зaфiксyсмо oдин iз
них. Cтoвшцi i,r pядкИ rraтpицi. Ha пel)('Tинi яких pо:змiщt.нi r'ло.
MеI{Tи вибpaного бaзиснoгo мiнсrpa' нaзвеМo бaзисниrvtи сToBп*
ця}"{и i pядкaми.

fiля бvль-ЯKoгo бaзисногсl мiноpa CПpaBe!"r-IиBil

о Tеоpеvra 5.2

Буdь-'яttлtt.l, сm,oв,nецt' ,мсllnpuцi е .niнi,,iiнo.ю кoм,бiнa,u,i'ею il1.

бrl,:lttcн,ux сnt'овrlцiв; с:с'l,+li баз,ur:н,i r:,noвntl'i .ni,нi,iiнсl не:lu,,l,е:rc'нi.

I{ю теореМy llaзивztютЬ тeopеUIоIо пpо бaзIДснlцй ьлiнop'l
Без обме)кеI{IIя зaГaЛЬIioстi мoхtнa Bвa)кaTи' пa бaзиС,HItiI

мiно1l pсlзмiщeний нa пepeтинi IIеpIIIиХ r r:тoвпцiв i пеplлих 7" pяД.
кiв мa'тpицi А. Cпpaв'цi, якщo це I{е Taк. тo. т]еpeстaBЛяк)Чи стO-
впцi тa pядки' зaB)кди Мo)кнa' пеpевести видiлений мiнr;p y лiвиЙ
вeрxнiй кyт МaTpицi l, a потiм вiДrтoвiДнrl зvtiнити нyl,те1laшiю oЛ€}.

l,lентiв. OчевиДнo1 щo кOЛи Teoре]vlil спpaBд}кУсTЬся пit;ля пеpе-
сTaI]oBKи стoвпцiв i р"д*iu. тo BoIIa сПpaBедливa i цс-l ix IIеpе(.Ta-
I{OBки.

l.]oвe:.ння тeop('.\lИ (:ив. Г5]. [91 1 нс tl])OBiLfиIt() Чсl)(tз r.porriз:кit.тЬ IlИкЛа:1\
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4. Cyrrсiснiсть систeпси лiнiйниx piвнянь. TeоpеIlfa Kpонe-
кepa-Кaпeллi

Ht:хat.i зttда,I{a CИ(jll]сМ?l' /7/ Л их рliвнянь з li нtlвiДoNII''1\,{и

Q,11:Il 1a'Qi'2.t2
0,.2.,J| I -f Q22.t2

i o..r j

Iс:нvе Bа],}tiлиBa теOj)е)v{a ТIpO (

нлIIТ, '

. .' * t1,,.,r,:l:r,. : l),,r.

\rr,l iс:нit;ть (; 14 с1.()ivi и лiн iйн их 1lilз-

с Teopеrvra 5.3

Teоpеvra Кpонeкepa.Kaпeллi:
О,uс,mемa л,iнiЙн,ur piвrt,ttнь суlvl,iс:на rrюdi ,i rtl,iль.t;tt, пi,od'i. NоJL1r,

pz''tt'Z poз-ul'upcнсli,,n"tоtrьpuцi, С1I(m'е^tl| dtlpiвнttlt I)(l,11?у tlt,н,овнtii
*t, аrnp u,l7i с lt, сrTl,е Jvtr 1 l.

flовeдeння. Hеобri D,нiс,:rnь. ПpипytlтиМ(). шIO (:и(:1.еl,1A ( 5..1) сv.
)vli(lнa \ с1 'С'2..'.,(|,, oдиIr iз ii poзв'язкiв. Пiдt;тABи\4O {:1.(,2.' ,С,t

ЗaМiстЬ нс:вiдoмrrх Jl'1 ..lil. ....'I,, Y си(;Tе\{v (5..1). ()'rpllмaсм() //1 i)iв.
H()(:TCй

( Q11{:1 4'rtn(\ -r- " ' + (/i,,(',' : irl '
Il r.r21C1 { Q2'2С',l +...+ (!.,,,t.',. : |1,,
j'r') 

":j\j i ':it'Ii z (5.5)

t
\ r:,.,',it] 1_f Q,nэС,2 -|... + (,|'|II7i,('l|,: |),.,.

CпiввiднoIшеIII{я (5.5) r,ro>кI{a зa]Iи(]aT'I{ y ТаKoмy вигллдi

.11

iн

-г
_l_

llrll

L7

att
azt

(Irп7

ii,',ii
1l (l't1 

11t r':'l .- i * .-.-r ('n

ii'ii
i! u"nt2 li

1i ,,',, l{ t,l bt

ii ",, ii i,i u,
llii:riil,iiii:
t! ",*, ii ',i lr,,

. (56)

a це oзI{aЧa€) щrэ сrстaннiЙ сT]()BIТецЬ рO:]Iшир(]Еоi ьrtrтprtшi -J с лiнiй-
нoкl кoмбiнaцiсrо ii peurти с:тсlвпцiв. Aле :згiднo З BЛaстивiстю [j

}-)aHI- },IirTlrицi нr. зttillитьt:л. ЯI(Iц() BИЛ\.ЧИ.гlI з нtli t.тt)BltсТIЬ. якиЙ
е лiнiЙнсlкl кoмбiнaцi6}o iншrих (Iт()вIIцiB. Знaчить. Itg.l : Rg,.l. що
i тpебtr бvло дoBeсTи.
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!,оr:mа'mн,iсn,ь. Il'eхaй RgJ : Itg.J : r' BиiiЛим() l. бtl..llасъIих

с.дoвпцiв шtaтpишi .4. якi бylуть i бa,зис:ниМи с1.oBIIшями мilт1lишi
.+' Бeз oбмe;кенн.я зaГaЛЬЕIсlстi ввaх<aсI\lo. rцtr Сiaзисни\,IИ сi Iiеp.
rпi l. стовпцiв. ЗгiдIIo З TеopeМOIо пpo бaзисrтrтrl l'tiнсlp tlс:тaннirl
(:TOBгI()ць rtzrтpитri l с lтiнiйнorо комбiнz:lцiскl бaзисних стсlвпцiв.
3 пьtlго BиI]лиBA€, Що iснУкlть тaкi Числa (i'С2,. . ..Сr. Щ()

*сz + I L.T

0,,пlт'

b1

b2

t,i,",,

An
а22

(:\

(
j
\
I

{l'11СJ1 -г {112С2 -| . .

t],21{.,1 *сl'22c2*..

+ ц \rvr -
tL2'r" \ t - (5.7)

Якщt-l в piвнян

0'n11C1 * tl",2с2+ . . . + сl.,,,,.,.c,. : b",

tlяx системи (5.4) пpийняти

lrl : (:1 ,!t2: С2.. ):J;r: Су,!l|,7у1 - 0'.. ..1|,,: $. (5.8)

тсl piвнянI{я систeМи (5.4) IIеpeтBopЯTЬ(]JI в 1riвнt-lстi (5.7). Звiд-
С:,у1 Е!..тIIIИF,aG. щo <lyкyпнiстЬ 3Ita,ЧeIIЬ невi,цомi,rx (5.8) зaлоBoлЬнЯ€
y<:il"t piвняIIIIя\,I С'ktcTellт4 (5..1)' тобтo сjи(]т€)lvla IlIil6 poзB'язoк. Teo-
J)CМa jIoBеденtl.

.Цoслiдимo TеIIеp IIиTa}IIIя пpo кiлькiсть poзв'Я3кiв сYМiсноi (]и-

сTеМи лiнir1них piвнянЬ (5.,1).

t{сxaй Rg.-l : Rg,Т : r. Числo r T{aзBeМO palтгolvl дarloi с)|4('Te-

r,iи. t3aфiксvс]vlO бylь-який бaзис'ттvт'fit мiнop lvlaтритIi J. Piвilянн:r.
я к i в iдпtlв iД arо ть б a'зиcllимt pяДк aМ' II aЗ B е Мo б aзl*tcтlъllvr lI piвЕян-
IIяI\,I!I Дal{oi (,ИсTevlvт1 невiдoмi' якi вiДпoвiдarоть бaзисним сToBII-
ЦЯl4) IIaЗBеМo гoJlotsIlиlvllitr er pеIIITy вiльниrши.

CпpaвeдлиBе Taкe TвеpД)KеI{I{я.

о Teopеьдa 5.4

C u r n t-е,цt t, лiн i'tlн ur piвня нь еKtзiв 0,л е-н1 rt'r1 (I с I L('? nе'u i с в tЙr
б азtlс:нtl,л:'оiвн я,нь.
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[овепeння. .]гiцно 3 TеOpe\{oЮ IIpO (laзиt:нlаЙ iuiноI) бr'Ць-якиrт
pяцoк ])oзIIIиpет{оi l"lатpицi ,,l с лiнiйнorо кoltГ>iн:-i,rriенэ l. Сl;r:зиtlнl.lх
pядкiв цiсi lvraтpицi. Toмy бylь-яке: 1liвняrтнл дaIтtli (:i,i(:]г(]\{и \{O)к-
нtt oтpиМaTи зa дollovloгoro лiнiliних опe1l;rцiтл з бaзистlих iliвнянь.
Знaчить' Ko)кeн p()ЗB яЗoк. якитt зaдOBOЛЬtIяс; бe:зrrсн\' {]и(;T()\4\,

* tl,irr:t.:,, : l)i.

+ (!2n:itn : b2.

Q11:|: 1 *{Iу2{:2*
(l21 iГ1 _+_ 0,221J2 -r (5.e)

0 r1T 1 * Q,r,2:7:2 * i {i,r,r:tr, : l;,

ЗaДОвoлЬняс i б5rдь_яке рiвняIl}Iя си(]1.сvlи (5..i). 3 iншt-liО Сlок-.',:.

oЧeBl4Дi{o. щO Ko)KeI{ poзBiяЗок сисT'еьrи (5..1) i вtrДнсrчitс 6; pО-
ЗB'я3кO\,1 бaзис:нtli с''1сTеN7:,I (5.9)' oтiкс. TсOI)()\4II дOB(]дeнa.

З довеленоi теоpемvт 5.4 BИТIлиBaс. шIo fJIЯ дtlслiд;ксlннЯ il!т-
TaIIнЯ про кiлькiсть pозв'язкiв сиС.TсMи (5.4) дос,ить дtlслiдr,rтlr
систеМy (5.9)' в якiй кiлькiсть 1-liвнянь u.дорiвirк;с ii ilaнr.v.

Oскiльки рaнГ r,IaTрицi <.ист('\{I,I ltе \{Oiке бl.тt: бiльiшиiи вil
кiлькос;тi ii rreвiдol'rих. тoбт<; t. { lt. :Гo \1Oж,цивi .rва' вrtirirдкrт: а.бсl

1. : IL,. aбo l. { lt.

1". Hехai.i 7, : r| 1тобтo кiлькit;ть 1liвнянь дс-li>iвнlос кilтькt;t:тj
нсlвiдоr,rих. Tсlдi BиЗIIaЧIII4I{ сисTеМи (5.9) е базrтс:нlаlt itiтто1ltl..'t. а
ToМY згiдrro 3 TeoрсМою Kpaмеpa си(;TeMa (5.9). ?l OTхi(). i с;.тд(;теr"rti

(5.1) rrtrс сJ'llнlлtц })ОЗj] лЗ()K'
Brдснoвoк 1. Якrцo paIIг сyпriснoi систeIvIи доpiвнтое кiль-

кoстi нeвiдoшlих' тo систeil{a NIaG еДIдIIий рoзв'язок.
2o. Hехaй j, < Il. Пеpеrтс-.<:t:\{() B I]p2lRi частини piBi{ЯнЬ вt:i члt:-

ни" якi ьtiс:тять вiльнi невiдоlti .1',' 1.!Г.7'.tl.... ':I:l|. f'oдi систеleir (5.9)
нaбирaс BИГЛЯд'r'

+ 0,1],:I:r - bl - 0.у"*1.I|7';t'

+ а,,2r.dr - b2 - 0'27*1I,7'''1

(.171.i'1 --l- {lr.2.t'2 * i t1,.,.:I:. - b,. - (1 ,, уl'iIJ7* 1 {i, Г |l,I'|, .

Якщtl вiльнr,tшц нев1домим xт,*1' .. . . .l',, I{2lдaT.I{ дtlякi чиt:лtlвi знa-
ЧеI1IIЯ (r+1.. ..,(|tt. TO (jисTe\,I"V (5.10) \4i))KIItt pОЗГЛя:lirTl1 як (:исТ()-

мy r piвняItЬ з г невiДс-lмИМИ :l|l.:l|2^... ^lr,,,. ()с:кiльки Bи.iIIzlЧIIиIi
сисTеМи (5.1()) бaзиcнtлil мiвop. ТO си(]Tе\,la (5.1()) rraс сlи-
ний poзв'ЯЗoK ?l1 : С1 ',i].jl : (|2..., 

':{:T 
: (|r. ТoДi вtэкт()})-(:To1]ПOI{Il

{

t

I
I

I

I
I

t

Q1|.1Ji { {lу2J|2

Q21iI:1 * 022:Г'2

(.1 
171 lL y1 .

(12,,.|r,. 
(b.10)

J_

-]-
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|liс1'с,..'. .,(|'r,Cт'*1,.. ., с'llТ. 
'1K\7*' 

€ poзB1Я3кo\{ бaзисIloi сИ(:Tем'I
(5.9)' с T?IKO>K i рtlзв'язкoМ еI{BiBaленTIIoi сI{сTеl,{и (5,4). .,\ле зll:l-
ЧеI{I{я BiЛr,них невiд<lмих ]t{o)кItа виГlpaти дoвiльнo. Tоlur}r pi3н'jХ
1ltlзв.язкiв (:И(.T('}!И (j..l) бv:с бс'з;riч.

Bисновок 2. Якrцo pal{г систе1\{и r rvтенurиrl вiд кiлькoстi
нeвiДошtrлx 7Z' тo сlrстrNla ьдaе бeзлiv розв'язкiв, a ,;' гоJIoвIIIдх
нeвiдoплpIх лiнiйrro виpa)KaloтЬся Чepeз ll - r. вiльнrдx нeвiдо-
}'{иx.

Сфoрмvлtо6N{O llpaвиЛo pозв'язyвaIII{я с?IстeN{и лirriйниx
piвняrrь:

1. OбчисЛИl{o paI{Ги oсrrсlвтroi .Iii I)oзiIIирt'iltli r{аTрI4iIЬ i :з'.яt-

сy6j},Io сyr,riснiстЬ (jИСTeir{И. .Яlкщо (:исTeIvIа, t:yмiсriа. Т() З1Iах0д!l}1()
б Удь-який б aзутс.ъlуlfr- мiнсl p IТtl р JIДI{V ?'.

2. Беpеl,тtl r. рiвнянь, з кtlефiцiснтiв яких скЛaДеIlиiл бaзисн.ухм
l'liнop: peI]ITy piвнянь вiдкидaсмо. ГолoвtIi невiдoх,li. коефiцiснTИ
яIiих l/тBopюк]ть бaзvтс:ътий t"tiноp. зiiлi,{lIIаGМо лiвtlpYv. :r реIIIт1'
II _ |. вiльних rrевijloмиx IТс]pеI{oси}"{() B ТIL)it,Bi чaстини pilзнянь.

3. l]a ПpaBиЛo\,{ Kpамepa зIleхoдиМсi гtlлtlвнi невiдоьti Ч(\1)еЗ

вiльнi. oтpимaнi piвнсlстi € зaгaJIьIIипt pозв'язKolu сIZrстeIvtи.

4. Haда,lоuи вiльrrиlur нeвiДомим д<lвiльнi чис;лoвi Зi1zl,ЧеIlI]Я

знaйдt'lмo вiдповiднi ЗнaЧeI{IIя ГoлoBIIих невiдомих, тобто ()Tpи_

N{il6i{o чaстиннi poзв'язки сIдстe\,{и.

о Пpиклaп 5.3

jIос:лiдити (.и(jт(l]vl.y piвirянь i знariти ii 1loзв'язt)к. fIкщO
вонa tlYьriснa

( tt *2t2+.t':r: il.
I

{ .r1 t 3't.2 - rз : I,I'
L 3l:t i 4r.l - J)э, : il.

{ ЗaпиrпеN{o poЗшIиpel{y МaTpI,IцЮ си(:ТеМи' вiддiливrш14 1)'||:-
кoК) сТОBIItlць вiльних членiв

^-ra-

7-2 1
1.)lI J -t3 4 -1

!

1
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()бчислип,lo paI{г oсrrовнсli мaтpиI1i (]trlс:Г()l,{и. l,{iноp ]i.p.yг'OГ0 I]()-

l)яfк.y. якиtл ЗI{il'хOдИTЬt:я v лiвом}. BeI)хHЬ(lltr. к\.тi

7-2
't 'l

* r, 7- rr.

N4iнop Tp(:)TТloГ() I{Op'яДкY

Oтхсе' рaI{Г oсIroвнoi мerтpr,lцi с:истеrrrа дr.liliвнкlс 2. тtiбт<l 11g..i : 2.
j{л.п <lбни(jЛeI{I{я рaIIГy pозlllИpеitоi t,taтpиlдi 1>tl:зг;-iя!I('II{) rtilrt;1t

- 
I-l_ lr.

.jнaчить' itgJ : 2' тoбтсl R,g.,^l : R,gJ : 2. L-pтt;тt::,,tzt t:\-rtit:;rtl i rt:lс
дBa незaЛс>кнi piвнЯЕI]Iя. :за якi вiзьlцrэr,to п+lpiшi lва. tlс:кi;i,}:ll BO{{{I

ltit;т ять бti:зиt:нvтЙ rliнtlр. Тоfi

. 11 - rlз 2(:i:;1 - 1)
звrДKи .Гi : 

-.-, 
12 : - .

аo
Знa.{иTЬ' (]исTеlla ltас б<lзлiv 1lозв',.tзкiв. flкщrl. нtrпtr)IlкЛi]'д.

B:]яTи !I:3 : |. TO OTpиN,I?lс}'{() Чa,стиIII{ий ptlзв'я:зс-iК (|i4(].i0l{ll

1 
-) 

1I,ri
lj)1I J -f I

.! r I lrl -l -,1 |

1-23
1 3i
.i .lJ+;)

(r't-2.r.r:3-.,'.,.
t
[ ,, - 3.l.: - .l -г,,l.:t .

'r'- - 9.. t * --

о Пpиклaд 5.4

!or:лiдити систеМу
сYrдir:нa

рlBII.яIlЬ l po:]B 
'.IЗaTИ 

li! ЯкЩo l]()т{а,

+ ,I2 + jt]:] : б.

- :l:2 + ,u3 : 3.

- x;2 l2r3 : $.

-612*5r3:6.

I ii,
t;l
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< Зведемo I)OЗIIIирeн\, LIaTpицк) (]исТеУII4 дO кtlнOнi.rн()ГО Bи-
глядУ. Biднiмеш,rо пс:prший pяJIoк. IIoMI{oх(еllий нa вi:пtlвiднi кtl-
сфiцiснти. вiд дp1,гoгO) Tр(jTЬoгo i четвеp.r.OГO 1>ядкiв. ir, lТ()lГiм il,Т{tr,-

лoгiчно зpсlбимо 3 пrpIIIиM сTOвIIцеM. oтpи.."iaемсэ

111
2-7 1
11оa *t L
L1 г.J -O i)

11
0-3
0-2
0-9

-9
-t
-12

0
* 

!_,

--i
1 .-)

-1!

Поltiнясшlo Знaки B тpЬoх сlстаrннix (.T()Bl]ЦЛх i пс.pt:t;тttBl4],r() дрV-
гиir тa' третiй стовпцi. Пiсля IIЬOГо оTI)и\Ia€\IO

1

0

0

0

00
tlt.)

-1 2
*29

tt

u

i
12

10
tJt
00
00

1

-1
1
О3

0 i 0i
3 i slr
5 loii -
15 i 30 li

( ''* 
J.2*.l.r:б.

\ 2.,, _ ,Г2 - L.'j : !.
\ .r'r - .r2 * 2.r'r : 5.

Bизнaчник цiсi систеN{и вiдмiнний вiд н\'ля. TсlivtУ. 1iозв'язyкl-
чи ii зa IIрaBиЛOМ Kpalrеpa zrбо мaтpиЧI{иМ спtlсоСloшt. OTpI4Nii1'€\,IО
poзв'яЗoк

100
i) *3 -10-2 1

0-9 2

ri

i

ri

1dru

]_-lв iдси o(:Til!гoЧ}Т() ]vIitтимeМO

100
010
001
00;i

(l

U

i

.J-

oтх<tl. RgJ : R,gJ : 3. oскiльки кiлькiс;ть нeвiдtэl,tиx itopiвнкlс
p:ll{гv. тo сисTеМa Мar сДитlиil poзв'яЗt)к. Щoб йoго зrтaйTи. poЗ-
гляI{е\{o бa,зис:нy си(jтеМJi' якa склaf,aсTЬся 3 ITepIIIиx тpьoх piв-
IIЯIiь сисTlМи

100
010
00r.
000

io
iСlin
i0
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r Пpиклaд 5.5

Пеpевipltти.

{ Paнг oсI{oBTIOi мaтpипi Дaнoi си(]TеМ]2I Rg.-l : 2. ot;кi;тьttrд
мiн<rp дpyгoгo пopядку

q-+{\

a Мlllop TpeтЬOгo пopядKv

Чи сylv{lснrснa систе\,{a

( 2.r; - r-2 - r::\ : 2.t-
{ 3r' , -r .r.2 - rr3 :0.
I

| -1't:1 - 3;r;2 -r- 13 : l.

2 -t ]:3 ir

-t
'l

.)
-J

с)

r)

А

-l

-1
1

-fi

Paнг poзIIIиpеIrOi мaтpицi l сис;теми дсlрiвнtoс 3, сlt:кiлькlr rтiнtlJ>

t
?
,1

1.)
-t L

fгll- t.,

.)1
-r) I

()т>кe R,gJ : 2. a R,gJ : 3. Тovly сисT()\tt}' нес:1,мit;rr:r.

5. CистeIvrи oдHopiдrrиx лiнiйниx piвrrяrть
Cистемa сi.шнoрiдних лiнiйних piвнянь I.{aс BиГл.яд

( {I 1,..1:1* {112:L,2 -t..-* 0,1r,:I-,,: {).
I

) u2l:l:|.т (t'22I2 *....г 0,'2,,1|',,: |}.

I

|. .,,,,'.,, l сr,,2I2..|* .' . t tl*n;I:,,, : 0,

aбo в MaTpиЧI{oмy виглялi

(5.i1)

l.I:0.
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сИСт Е|\А|А Л||1|Йt1IАX Р l B H Я Н Ь

lJгi,'rнo 3 BЛAсTиBiсткl 5 parrГ}r lraтpишi Rg,,l : Rg..l. Знаiчиf'ь.
(]'1сIe]vla (5.11) с:Уlдiснa' Kсlжнa (]}Iс:тeМa tlднoJlilнlах лiiliЙних piтз-
I{яI{Ь Мtr€ нyльoвий pозв,язок

Fl yль овий pOзI] я3oк (] IIстer,{ 14 I.IaзиB 2l€TЬtlя тpив iалЬH?IlvI.

r Teоpеnаa 5.5

,Iл'a rrt,ozrэ. ,ttl,oб сlt,r:пt,с:,лlа, odн'opidнul; лi,.н,iii'н,,tl:t piв,нaнь (5.11)
,|\,1,а,л,а н,{,-rn,,Ijlt,вiо,лъ,н',tt,i1 1lrl3в,яlols:, ,н,есlбt;ir}но 'ii, dоr:rn,rtm'ньo. ,LLцоб

pсl,rt,z ty,iс:;t, СШСTПal\7II 611в лаеtt.ulllil вi'd 'ь:iльк'rlr:m,i нeв,ido.\ru,I.

floвeдeнн я. H е oii:ri, dнi сm,ь. ГI pип у-сти\4 O. щO с:исTe]\'l a ( 5. 1 1 ) м a с
нет1lивiаrлЬI{иI,l poзB:я:]oк. Paнг ,r с'\tСтсInИ I{е Мo}кe бути бiльI'шим
вiд кiльксlс-lтi нсlвiдо\,|'7х n, (ос;кiльки lt кiлькit;ть t:тtlвпцiв сlснов-
нс,'i мzlт1-lицi)' 'ilкшiо I,- rl ,. тo згiднo 3I]исI{Otsкoм 1 систеlutir мir'ла б
сi\иllиil pсlзв'язок i, знauить' iнш;их рoзв'язкiв, кpilс тpивitr'льного.
tIс. \'{aЛtl б. ()тx<е. I. < rl .

,Qorлn,а,m,нir''mь. TlpиIIyсTи\{(). щo p:ni{Г с}I(jTе\{и пlсtltшltrl вiд кiль-
кoстi невiдtll,tиx. Toдi згiдtто З BисI{01]ксlrд 2 r:истс:rt:r (5.11) мас Гleз-
.пiu pсlзв'язкiв i. oT)Kс. l,ra€ poзв'яЗoк. яктriт вiдlцiннt,rй вiд.гIlивiaль-
нOГ().

Haслiдок. Буlь.якtl сI{сTl\1?1 однoJliднlтx лiнiйниx piвriянt,. в
якir1 кiлькiсть iliвнянь \{е}IЦIa вiд кiлькoсlтi невiдolvlих. ]t{aс н6].
тpивierльний pсlзв'язок.

Розглянсlмo сI{стемy oднoJliдних ,riнiйних piвнянь. в якii,i кiль-
кiстt' piвнянь дo1>iвнкlе кiлькoстi нeвiдоrtl,rх

{
I

{
I
I

t

(j11:i:i * O,pI2 *
O,21I1t 0,2'2:I:2 *

Г/in.|n : f).

(12,.;11,, : {),

-г
+

(5.12)

O,n1:,T1 t Ap21:,2 t * Q,.,,:Г,,, : |.).

З ДовeДеноi теopешlи 5.5 ДjI'I сIъ(:\-(livrи (5.i2) виrrлиBa6 тaкa Tе-
oреN,Iir
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о Tеopетvla 5.6

tля mozo, щoб сuСTnoма odнopidнu,r лiн'iiiнIШ l)iвrl''т?l.b (5.12).
в якi'ti rсi,льк,i,ctтt'ь piв,н,янь dсlуli,внtсlс: 'кi,nьхoсrn,i' |lевiaО^4,1II, ,i\Ia'-

Jxa н,е:шpu'вiо,,пънllii, prlзв'язott. не''обri,dн,o 'ii )or:тizатrt,нbО' 1I\oб |x.

в u'?н a'ч'11,lr |i t) ll7lzt lн, н tв uв rr ул1{ ).

Pозгляrrе\,lo теТTep IТиTaнI{я прo сTpvкTyрy З?l,ГалЬн()Гo po-
ЗB'язкy oдЕ{opiДI{oi сис.гt.l,tи лiнiйних рiвнлнь.

о Teорeьra 5.7

Яltщo вех:rn,о,p-(:moвn,tt,i Ci (i : \l,'1 е I)o.]€} 
'{.1Ъ(!',,\tu 

or)нo1t'i,dно:t,

(,'1lсrnе^4,11 А. X :0, уn,о 6уdь-ят;a z|l; л,j,н,i,fi,нtl r;o.мб,iно,tч/я

g: f l,с',- /r
1l

rпo,|с o.J'{ : е p o 3 е. ft 3N ( ), 

^t 
u,,i t.:t,' с'u с, п t, е лt'u.

Дoвeдeння. Oс:кiльки Beктop-сToвпцi С'i (i : 1. rr) € })o.
зB.яЗIia,}"{и (]исTеN'I],1 .-l .r : 0' .гo .,1 .Сi : 0 (, : l. /,). Тoдi. врaхО-
Bv ToЧи B Л a(:тиBoс тi lt нt-l >кеТ1IIЯ \Ia Тl)иЦЬ. lv{ z.l 6}j o

/,'\,,
..l.(.. =' {');.', } :'),i.{С;) : 0.

\; / ,-i

L)тх<<l. t]еliTOI).сTOBГIецl' С' с iroзв..я3к()L,I (;I4(;TeМи .4. .Т : [}. Теоpс:-
Мil дoвеДеI{a.

Фy'дa*eнтaлЬIlolo систellvlolo poзв'.язкiв дЛя (]истeшrи лiнiй-
i{их Oд}IOpiдних piвнянь I{aЗиBz16TЬся лiнifiнo тIeзaЛе)*(на' (:I{(]TeМi1

poзв'язкiв. ЧеpeЗ якv лiнiйI{o Bиpa}Ka€TЬсЯ бyль-який poзв'.язoк
цiсi системи рiвнянь.

.Якщо paнг ,/. сисTс.МI4 лiнiйних oдноpiдних piвнянь доpiвнкlс
кiлькtlс;тi n невiдоr'tих. T() фyндaмс.нTaЛЬ}Ia сисTе\,Ia Jltlзв.язкiв
(.клaдurсTЬ(jfl 3 с.ци}1()гo рOЗB я:tк\, н\'лЬoB()Г()'

.Якirlо Т { ,П, TO сIlpil,Bед,IиBa теoper,ta 5.8



rffi

С|/1Ст Е|'Аr/1 Л | l-{ | И l-lИХ PI BHЯ H Ь

о Tеоper"ta 5.8

Я,t;uчо pЦн,2 r сuсrn'е,futrJ odнopidнlt,l; ,n,iнiйнlL,l: piвнянь ,ме,н,ut,tli1

вid rtiлt,ltoсrrt'i' невiilo"+l',l!I n' mo maqa сuсrLеJ\|'а J\,taе без.ni'н ф,уrl-
dсl',л-l'е,нmал"ьtru!: с1rcПlе,уI po3в1ЯтNiв1 lotpе,\,r'Q Til)|с,Ha :] н,uI с1t^пa-

dо,emьrп 3 T], - r. pО3в?'Я3t,iв.

[овeдeння. Hеxaй рai{Г сисTеМи (5.11) лopiвнк)с r i 11"111 !I,r1.,2:

. . ,,' .I:T1 вiльнi неBiдoMi. PoзглянеfuIO дoвiлЬ}IиЙ. aЛе вiДмiнниli вi.l
l{vЛЯ BизнaЧIIик ПopяДI(Y n, _ r1 -якттit зaПишIеМo ,1, виглядi:

Сr*1I Сr*12

(r +21 Сr+22

L'r t1n-r
(tr+2n-rD_

Ст'2 Crrr, -"

Якщо еЛeMеЕTи oДI{oГo iз стoвпцiB' IIaIIpиклaД',-гo Bизнaчни-
Кa D BЗЯT'1 Зa ЗI{aЧeI{ня BiЛЬниx IIeBiдoMиХ. To Зa TIpaBиJION{ Kpa.
Мсpa \4и o:гpиМaс)vlo с.циIIИй po3B'я3oк систeМи (5.11)' Зaпиrшемtl
.jil€)p)к а,ниЙ poЗB.Я зo K У PvIГ Л Ядi в eKтop-сToBпIIя

Сэ: ||,. э, . (.rj. (,т-1L. . . . . (',,j|'|'

()скi"тlьки 'f мо>кe нaбиpaTи зIIaЧeIII{я |,2, ' . . 1,n, - 7.. тO oтpиМaсlvlo
сисTеМv З rL - r лiнiйно l{езaЛeх{ниx Bектop-стOBпцiв. Iх лiнiйнa
I{eзaлe)Kнiсть виплиBar з тoГO' щo МaTpиця. яка склaДeнa 3 цI4х
BеKTOp-сToвпцiв. пtiстить вiдшriнний вiд нyля мiноp D псrpядкУ Tl,-r.

Hехaй TеIrеp BeкTop-сToBIIeцЬ

B : Ilb, b, br+r . .. b" ll

6 IIOBiЛЬI{иM рoЗB'язкoM сисTеМи (5.11)' Пoкaхiеlrto' щo BeкTop-
с,I()BПецЬ B с лiнiйнoЮ кoМбiнaцiсlо BеKтop-стOBпцiB C', C',.' . ...
I\,T]-Т.

ПозllaЧИ\{() Чсpез Сi U: Т.,r _ rl 7-й с.товпсцЬ BиЗIIerчнvткa D.
Oскiльки D # 0, T() с!гoBIIцi визнaчнИкa D лiнiйнo незaлех<нi.

Tепеp вiзьмемo BeкTop-сTовпeць

Сrt7

1,, litB : lib"+t br+2
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i п1эисдrтaсмo Ёroгс> дo систeМи BекTop-с.тt-lвпшiв c',. O'p,"':lII2)' (;и.

(:Те\4il BeкTop-сToвпЦiв

L -[.L 2,

лiнiйнo зa'лех{I{a. бo кiлькiсTЬ BекТOp-с--товпцiв д()рiBнюc 'n - r + 1.

a poзмipнiсть кo>кнoГo 3 I{их 7l - l'. ЗнaчиTI,. BCКТ{)})-(]тOBI1еIIь B с
лiнiйнoro кoмбiнaцirЮ peIIITи BекTOp-сTовпцiв цiсi t:и<;тсми. тобтtl

. . Vn-7. D

PoзглянеМO Teпсp

Сl't

С2t

\- - \_r 
- 

lrl vrl

C---ti

:

Сn'|

Тl''r
fr : \- .r,i

?=i

векTop-сTOBIТeцЬ

n,-T

}-:Г ),,С'- B.' L"t''
t=l

Сtz

c22

,l',',

(r+12
+. * ),,-"

(in2

Oскiльки Ci (,L : t.lu _ l1 Ta B с poзB язKtIМИ (;и(jTrlr"rи (5'11). тtl
iх лiнiйнa комбiнaцiя^ TOбTo }. е ptlзв.я3K()\{ сисTеNIи (5.].1). Зaпи-
IIIеМo спiввiднопrеIrIIя (5.14) у виглядi

C-.t,.-r 
iiLt2n.-r 
il'li

{trn_,r il 
:

'-i"-"]l
(1r,,.-'r' 

]I

(5.13)

( 5. i4)

(5.15)

I

I

i
I

01
L
u2

:

br.

br*t

b,,

*Аz

BpaxoвyкlЧи спiввiДI{OIIIенI{fI (5.13)1 oТриМа€lvlo. щo B сПiBвiд-
нoшIel{нi (5.15) всi вiльнi невiдolцi вeкTop-с:г()BПItЯ ). дo1liвнюrоть
IIyЛ}o. Tомy сдиниtl рoЗB'Я3oI{ систelvIИ (5.11). яК\1Й OДсpх()iсTЬся.
яKlIdС\ :]нa,ЧенIIЯ BiЛЬниx членiв ДopiвIТЮIоть нyлeвi. бyre IIvЛЬОBИМ

рoзв'яЗкoМ, cт>к{:' ). : 0, Toбтo

п_T\-B : ) Аi('i.

=
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Зн:l.rить. сисTeMa векTop-стсlвпцiв С, 1i : 1.ll _ r) с ф}.rтlilМel{-
,гa'лЬIТoк) сисT()lv{oIо llозв'язкiв ДЛя си(;Tеми piвнянь (5.11). Aлrl
вi.fмiннrtх вiд н}.ля ви3}IаlЧникiв (n - r)-Г() ТIор,J.Iк\- it.пvс бt'злiч.
Tol,{Y i фy'дu.'"нTi]'ЛЬI{иx систeN{ pо:зв.язкiв Сtr{СТо}v{И (5.11) с бсз-
лiч. ()тжr:. f.еoрсj}{?l,'trOBедеIIi],.

t3 тt:о1ltlм 5.7 i l].8 BиIIЛиBaс теopeluта' 5.9.

о Tеopеnдa 5.9

3аzсl'',zьнll'ii poзв,язott odнopidноt с11сrrl,е,^'|l1, ,; уt, не.вi'do.ьt'LI,\N,u IJт'tI-
( |l I' ,\l l l F. н tlt,-l -я с)

'|l'Т

x = Г Aiс-,.

--;.=,

0е (', 1i - LIl 
-I') 

0oвi,lьнi лitLitl-ll:, t1|',]П,.1 |,',к'lti чu-,.1tt,'ttннj

уlО3tз,tIз,к,,tt, t4lс:[, с:u,r:rllе^4,,|!. 0 
^i 

(i : 1,Г- T ) t}овi,,l,ь,н,i di,iir:нi
a|,ll,с j1,a.

O.гpиlozrний pсlз1.д51aт:Itl€ l,tсl;кливit:ть с:фripr,lYЛк)BATи пpaви-
лo ДJLя пOбyДoBId фyидaплeн.faльI{oi систeп,{и poзB,я3кiB'

1. Bi:зьr,rtlмO бVдЬ-.'{киr1 вiД,.'riнниЙ вiд Iт\rЛя BиЗItaчI{ик D псl1l.яд-
IiУ 7/ - т'. fiля сIIр()III(]н}{я ЗBI,IЧaI1но Сlеptэмo визI{itЧI{Ик' \,' JIкoГ() еЛ(l-

\l('}IТи голtlвrтоi :i;iгtlнtt,тi дtlpiвнкlтoTЬ ()диI{иIIi. tr pештa н\,лi'
2. Biльнrдм нсвiдгll'l]{\/i Hil.д;r€)"J() I]OЧеpГOBО ЗнaЧен;lя, якi дсlJliв-

}{IoК)TIl e.IlеIйеIiТil}",{ п(]}}ПIОГO. ДI)YГOГо i т.д. стсiвпrдiв вrазна,чникil D.
i кoх<ен ilаз iз зzll.iiЛЬI{()Гo p()зB:ЯзIiv зI{itx()Диt",IO ГJiцIТOBiДнi значен-
Fi1l Гr)l.lUBНlтх нt';i]rl.ri lt.х.

i}. ()т1lиr,rltнi :l - /' i,}()З]] ,.].Jl.iи ]'TB()РIOI()f'Ь фvндaltсlнT?1ЛЬIIy (]и.

сТе\'Iv. 3ai.:iлt-тlr,тll 1lt)зтз':rЗок с лiнiirrrtlrrl кOмбiriаrцiскl ф).нца'r"tс:н-
та,льнсli (:l{(]т(]}{и ilс;зв'язкiв.

ГIpиклaд 5.6

Знaйти зaгальний 1loзв'.я3oк i фvнlirментaлЬ}ly си(lтеN1].

рoзв'язкiв дЛЯ систеМи piвнянь

:t

'fl
.1iн

(
I
I

I
I

l1 *i3r2+3l::''*2l,ц
11* 4r.2 + Гl:r3 + 3;z.1

,2L:1 -т 5r2 + .trl:,1 + l;1

:I:t+5l2:7.r;1 +6Jг1

-г

+

t
т

4r,-, - 0.

7:r;, * (\,

5t:;, - 0.

10.r: : ().
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< Biднiмеl{O пel)шIс piвняtlня (]l,I(.т()\1I{ iзi]r ,]1;r,l..;г() 1.?t Ч()ТI]()I)Т()-

t.ri 1liвн,.tнiJ. il Тii,K(l;к вil Тl)eТl,(,Г(i. п()II('])('-]};l,t} Ii().\IH{)iКtlRiil iI liriГl.
нtl 2. N,Iaсмсl:

1 OTpиjиaсМO BeкTop-стOB

t-

)

Ь

( l:l + 3l:2 t l}z3 + 2L:i т.1.l.., - ().
l^
J .t,='2.t., +.1 i:-J.r, 0.

) - ..t., - 2.t'.,- 3., r -3.r', - 0.I .^z - .1

t 2:l2 -.t. 4.t';1 *. .i.t.r т_ 6.;: ' =. i)

T.епtl1> ,цJ)}/Гс- piвняrlr+я д()дa6Мo дO 'Т]jеТьi)Г(). ;1, 
,rtl}it)х{ ц() t]е,l.ll{]l,

:ГOг(). e}j]е IIoIТеp().цнЬo \Iн0iкиМо йoгo rlil *2:

(.t ,* 3.r2-J.t',r-2., t- l.r'-,= 0.
I

{ .,., _ 2J':l, .т- .I. , '- ii.l.-, -- 
(l.

t .,,,a : U.

Bвaiкaсrдo ГoЛoI]I{иlvtи нсвiдoivlи\{14 !I'i...||'2.;?].. ?t i]iл1,т{Itltи.l.3 i,l.'
З лpyгогo тa TpетЬOГO piB}rянЬ :]IТа],хOдиiviO

:1.:э : -!1:., -. 3.l:o.

Пirr:та,вивillll OTpИ\'i2lII0 ЗТ{ilЧ()i{НЯ ./i2 ts пс]})UIе })iRняннJi. :Jнilii:](ru(

.t:,:3.f'l+lti':,-r.

( ) т;кe. з aГ:iлЬI{pIi? рOЗB 
l я:J()к (] I,I( :Tеi!,Iи }.f it 6i I]иГлЯ;I

.l]] :]Jlrз-5ll:.-,.

lt2 - -'2:r:13 -3r;.
.I:,tr - 0.

I{а,дaьro вiльниIuI нeвiдol'tиьt пO Чеpзi знilЧeн}I;i. якi дt-iiliвtiвl-..; г

еЛeМeIITalt стtlвпцiв BизTIAI{IIикa

l1 0i
l0 1l

I

;li
iii
-llulr
0il

Пц

О

-.)
0

U

I

\l-г.-vl-
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якi i yтвtlp}оIotгЬ фyндaмeнTaЛЬIIY сисTеI,{У 1loзв'язкiв.
ЗaгaльниЙ poзв'язсlк

) : 
^,

_ '.t

3)r * 5)z
-241 - 3^2

,\i

0
,\2

J
.)

-L

0

0

*Аz

o

0

0
1

6. Зв'язor< poзв'Язкiв oднopiдноi тa нeoДIlopiдноi систe]i{
Яlкщo B I{еoДI{Opiднiй системi лiнiЙних piвнянь (5.a) За,lv{iни:ги

всi вiльнi ЧJIеt{и }i\uдд',. тo oTpи\{a€Мo oДIIopi.Цнy с;ис:теl,ry (5.11).
яка, нaЗиBaсTЬсЯ зBeдеIIOIo систeNIoIо для виxiдноi нtloдноpiднtli
сисTеMи. Miвi рсlзв'яЗKAМи нeоднopiдноi сиtlтtlми i вiДповiдноi iй
звoДeнoi сисT0\4и iснyс ЗB)Язсlк, яктцiт вI{IIЛиBa6 з тeopеми 5.10.

о Teоpeмa 5.1.0

Cу'ма d o в,iл, btlo?o'p о зв,'я з,lt,у tt,е о dноцlidнot,. {:llсm,е,htr,Ll i d о вiльн,o -

zo pО:Jв,язttу l,t. звеdе'н,ot,, сItсrrleJ\|,u, e p03в,fl3хО,мt неodнop,idноit,,

с'|1,сTne,Mu,

[oведeння. HexaЙ BеKTop-сTo'впцi

61 : i]r:1 С,2 сi, iil . F : |I.f' 'f, f,||

с poзв'язкaми вiдrIoвiднo сИсTеM (5'4) i (5.11). тoбт'o

-1.С : B. .4.Л: 0.

Tодi
-1(С+F,l :,1С*-4'F:B.

Знaчить. С + F с; poЗB'яЗKoМ сисTеМи l.Х : B, щo i тpебa С.lYлtl

ДoBести.
AнaлoгiчIIO .цOBOДиTЬся Tеopeмa 5.11.
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о TeopeIrлa 5.1.1

P,iзнll"tt,я dвor doвiльtll1,I p03в,язl;i,в неodн,aуi,i'dн,tl:t, с11{:rп'е"\,t,il ё p()-

3 в' я 3?t О J\4 i,1. .l в е d е н сl t'' ( 1 r- ( ? n, е h,|, |I.

3 теopем 5.10 i 5.11 виплиBa€) щO зaгaЛь}Ilirй poзв'язol( IIеoД-
нopiднoi систevIи lvIo)кнa oтpиrvlaтll' якIIIо шо бyпь-яKoгo Чa-
стltнIloгo po3в'я3кy цiеi систeNIи Дoдaти зaгaльrrrлй poзв'язoк
ij зведerroi систervrи.
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Bектopнa aJlгебpa

$ 6. EлЕvIЕЕ{Tи BЕKTOPнОI AЛГЕБPи
1. Cкa.rrяpнi та вeктopнi Bел?IчIIIЕI'I
У lдaтсэштaтиui. фiзицi, e;reкт1ltlтеxнiцi, llехaнiшi тa iнrrrиx п1эи-

кЛaдf{их l{avкz}x j]'oв()'цитЬся N,IA!ги сПp?][BY З BeЛиЧ?IIIа}Iии дB()x
ви:tiв: (lкaЛЯрниrl и i всктt-lI)Hи\4и.

Cкaляpнolo BeличиIIoIo ) аlбсi скaляpо\{. н:lзиBa€тl,(']я BlлИ-
ЧIтI{a. яI(a xаJ)i],i{Tеpи3v6jтЬся. З:l вибрaнrli сlдигliацi вимipюванн;r
ЛишIе числoM.

Taкими tsеJIиЧи}Izl'^,IИ с: Чa(]. IеMпеРir]ГУpe'. дoB)киI{il. ilл()щa.
оСl'см. Мttсa. ГYсTI.Iнa. рoбoтa. <lпip пpсlвiдникa. (lЛ('ЬiT,l)()€rlнit.ть

ToЩo. Kо;кна 3 IIих цiлкоtut BиЗIIaЧarТЬс'I oдниr1 ЧисJl(),.vI. Яке D,{-

рaх{aс в i.цноrпеннЯ I] с лиЧиIIи Дсl в iдшtlвiдноi одиниui вимi1l ttlв анн я.

.I{.ля пoвтlоi х apaкт еp'1сТ\1:к'1 iнпrсlгtl J)ОДli Bе JТиuин ( пеpr:шtiп1ен-

I{я Toчки1 IIIBидк()стi. п1lиtlкo1)eнI{я, iv{o\'{eI{T\' с],{Лт11IIа'IIpvги слeI{-

Tpичl{oГo aбо мaгнiTI{oгO пtlлiв тoшо) тiльки чИcЛa IIе,ц()сTaTнЬ().
Тl'i величиI{и хapzlк:геpизyюTЬсЯ ще i нirпpямоl,r.

Beктopнolo величиIIoIo Еa,зив?lсTЬ(;Я BeЛиЧL{I{ilr Якa xilpilli.
ТсPизY€TЬся. к1liм чи(.Лa. щtl t"l нaшpя\{()]vl у пp<l<:т<lpi.

Kсl>кнy вектopнУ IJеЛичи.tТy \'{o}кнii зoбpaзити нAПpяMJJ(iI{и\{
вiдpiзксlм. якиЙ, IiaЗиBitк)ть Beктopoшт. loвхiинit йогсl дорliвнкlс
Чи(jЛoвoN{y :JнaЧо}IнIо BекTojlнoj величiIifи. A IIaТIpяМ тaкий. як i з
цiсi величини.

Зобpaх<eннЯ Bс]I(TOpних веЛИЧиIТ l{aпpЯМЛel{иМИ вiл1liзкtrми
(вeктoрaми) аaс мo>к;rивiс:ТЬ ЗBeстl{ pяд дiй з BекTOрт{иI,{и I3еЛИ-

ЧинaМи Дo вiДповiДIlиx oПepaцiй з BeKTOpaМи.
Рсlздiл IvlaTе\,{:lTИки. B якolvl\, виBчa,К)TЬс.fl Oпepi],цii з вeктtli>а-

Ми. I{a3иBzt€Tься вeктopltl,rп,I числеEIIяI\л. Bонсl б\';lr.i (]TB()1)('ЕI()

дЛя iIoTpeб фiзики i мсlxtlнiки' ilЛе IIIBидк() знaЙпrлo iПиpoкс :]?l-
(:тO(;yвaння i в матeмaтицi. ок:oбливtl y гtloметpii.
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Гjвt':с'rto ТсI1('l) (,(.H()Bнi I]{)!]flTТ'i. tl()ЗTIаЧ('l-ТH't i г<'trмiни BeБТ()l)-
I1{)Г{) \{и(: Лt}l}l Яt.

2" Bектopи' Braди вектоpiв
Beктotrlоl",r ila:Ji,fBaс'iЬ(:Я lтii-ili)Я}tлr:llt,,tЙ вiдJ>iзt,'к. r.оГlтo вir1;i'зt-,к.

ГI()ЧilТ(}К i кiнr'ilь'lк{.i.il iзк;l'lllнi.
Bсlнтtl1l. П()ЧitTк()\,; якОi'{) 6 T.()ЧK?], .{. а. кiнЦс::"l ].()tlKil IJ. rтti-

3I1il\{ilс,lЬCЯ (]14},1j]()ji(lri .{ 8. I{;lrl"r Ti't}iОГ() I]():]н?lЧсli}i,{. ]\.ix() Чi!(;T()

BiкиBttсTЬ(]jl Пo:]}IaЧеI{н'i B.}IiТl;pa о1нiеI() ]"'iал(}к)_.бУквсlкi j{i1.]'I.1}I{:I,.

ксlГо aлфа,вiт\'з р'1ск()i{):]i]('рхvi нiti1l)J.1к"il.1 з, ri.Ь..i'.i"i'....

1l
Y

_,/

.' 
Pис. 1

[овхсиноrо. aбtl N{одyJIеI\,t BeкT()])а .ТB 
'.r,uтвllt',1.ь(;Я 

дOB)il'{fl?i
вi.п1-liзкa AB. якtr пОЗI1iiЧil€;ТЬс'{ си}1BОЛ?lми ]ТEi liбo й .

Bекто1,l. ITOЧaTOi{ i кiriсшь .яIa(]Г() збiг;rкlтьс:я. I{tlзиBil€тЬ(]Я нy-
JIьoвиI\4t i тlоf,нttчilсТi,(.;,l ..,',,.,.. d.

<,?

Iiа J)}tr]\.нк\. B( |{iТ.()l) :lt l Гi1lа>хiiе,гь i;л
пi.r1liзкtlu. на jl K()\lv (.ТiiiЛK()iо в кiнт:i
lliдзl{tl.It.l,с'.гьс.яt доf.lтttiа tlttпi;яrr(1,'ис. 1 ).

з-'. Рrrс. 2

l.}tlктсl1lи. якi Лe)iirТь наt t.lднiЙ гl 1lямitt aбo н:L

пitI}i]Lл()JIЬi]их пpЯlvIих. Тia:jиBaк)T1,(]я кoлiнеap-
нrlrtи.(р'иr:" 2). 1lУлr,tlвlдit веI{TоI) BBtl)Кi,e.IЬ(jЯ
к r; л iiт е tt 1>нr-rшt Гi y.r. ь-яК ( ) I,{1' B е к.г() p\r.

f}сктtli>и i]Bitiiiill.Of ьt;я piвниNIи. якlit() B()t{и кt>лiтlсla'Jэнi. lvlаrк;r.ь
одна,к<lвi ЕIaIIJ)яIVIи i дtiв;кi,тни 1piтс;. l}).

Рprс. }.'

i--l'
1,l "'r.

d '--

.J о:знtrчtlнrrя 1liвнtlс:тi вtlкr.tl}riв вtдп,.rr,tвitс l.tlке
Тl]еIJjI]к()тiн.я: якi б нe булpI BeI{тоp d i то"rкa

-.Jl," iснyе с.цprнrдй вeкTop Р{}, щo дopiвнlое
вектоpy й.

Iншprми сЛ()]Jaмl{1 ,I.()Чка' П})],{KЛi.]1itнн;l :laнt)t.() R('кf^op:r й пдох<е
бyти вибpaнa ilовiльноrо, Тtlмv Bе}i.r()1)Ie' якi вивча,IоТЬся I] Г(]()-

мет1lii. нa:JиI]ii'кj:Гt,t : яt вiдьtrvINIvI.

-Iвli кt,.лiнt.;lDнi 8('к.Гr)l}IJ. 
']кi 

rtttkll i, (l.i!{ilТirrRi ,I.;вх<l,tни i п1lil-
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TиЛeх(нi нaIIpяМки.

d

I{aЗиB aroтЬ ся в3arNIIro lTpoтилeх(Еpllltи'

Beктсlp, пpсlтилtэх<ний
IToзI{aЧa.сTься - d ( т>тлс.

Pиc. 4

Beктop. ]Ioв}fiиI{a ЯкoГo дopiвнroс ilдинишi. I{aЗиBa€TЬ(:'я 0ДIlI.
IIичIIIДvI' aбо нoplлoвaниN{ BeKтopoNI.

Tpи BeкT.opI,{ нaЗиBaloTЬся I(oIyIIIлaIIapIIиlvtи) якЩO BoIIИ
ПapaлeлЬнi oднiй гIJ-ioщитIi aбo лсэ>кaть в оДнiй rrлoщинi.

3. Лiнiйнi oпepaцii IIац вектоpalvlи.
Haд вектopa\4и Мoх(на Bикo}Ivвaти певнi МaTе\4a.Iи.rнi опe-

paцii. Haйпpoстirшиьtи З I{их с .цoДaBaTIIlя BсKТOрiв i 'rднo;кeнrтя
tseктopa I{a ЧисЛo. .Як вiдoмtl, шi опеpaцii нaзиваllотЬ(]я лirriйrrи.
N{и.

Bек-f()tr)\

oзнa.rеrrня 3.1 О,у,мo,ю d + b dвоr веrtтn,о'piв ri i, b rtuзttвъ€Tn'bс}r ве\:-

rnrlp, ях",t;ii з'еdнуе noч{7lfl,ОIi, веrl]nоpa d, з кi,tt,це,пl векmтp06 ,,o у.',n"u,
щo ве.Iimo,p b вi,dклadенo вi,d кiнця веKrnop(I (i, (,цlr:. 5). Ц" npавu,nО
d o d ав rlння в екmop,iв 17 а 31'Iв аюrnь,' np а вш,n О J\r'rnpuх:ц,Inн1]'K a', .

d
,,.4r-r

,/ \r
./

,/ -\ 
f,,

Pис.5 d,+b 3.a**d:rТ;
-l.r7-г(-;):б'

Bлaстивoстi 3 \ 4 виплиBaIoTЬ бeзпoсеptэдI{ЬO З o3lraЧеI{Ь I{y-
лЬoBoГO i пpoтилеl}ъiI{oГo вектt-lpiв.

.]oвсдeмo влaстивit.ть ]. тoбто кox{уTaТивнiсть tlпepaшii ]1()дa-
BaннЯ.

B лaстrдвoстi дoдaBaIIIIя
.П.oДaвaння вектopiB Мa,с тaкi влaстивсlстi:

1.d+b:b+d;
2 (d +0)-r F:ri - (irt-r"):
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t;
,{ля цьoго Biдне(](l\4O Beктopll d i Б

JIo сI]iЛЬI{oГO IIoЧa,тку. i пoбvдyсJfuiO
нa' IIиx Пap2lлeЛoгpzt\,l (pис.6). З
TpиKliтiIикa О'4C l"{aсМO. ЩO

d + l,: ОС. a з ТpиK\.ТIIуIКа' ()I3('

aнaЛoгiЧнo ^.vlaеivl() b + Гi, : ОС,, '/\*;т.\,Tх(e. o+0:|)+a.

2
\--

o
Pис.

(ТA
6

foвoдяvи цК) Bлaстивiс:ть Ми oтpиМa'Ли дpYгий спoс:iб пoбv-
дoBИ сУMи дBoХ BeкTopiB. Taк 3Baне .'пpi1вил0 

IIapaЛсЛOГpа]v{а,:]:
сYN{OIо ДBox 'Bектоpiв й i b, вiдклa,Дel{иХ вiд tlпiльнoГo IlOчaткУ 0.

;-2,с вeктop UC, якиЙ збiгaстьс;Я 3 дiaГOl{aЛЛк) ITа,pii,леЛOгрa\{a, пo-
бу.loвaногo IIa векTopaх d ii як нa' сT()pО}Iaх.

За,лиIпaстЬся ДoBeсти BJIaстивiсть 2' Toс)тO а'сoцiа'тивнiсть
опеpaцii дoДaBaIIнЯ.

Taк. з ЧOTиРикyTIiикa ()AIJC
(pисl. 7) оveвилIIo. ЩO

ОС:()B-BС:iIi+b)--v
i

6B

Pцc. 7

oтiкe,
, j\(:(1-т_(0+('j.(d-гb)*

Bикopис:тoвyIoЧи пoслiдовнo IIpaвил() TpикYTI{икa. MOхiнa пO-
бyлvвaти сyMу (lyль-якoi с;кiнченнoi кiльксlстi дoвiльнo poзмiще-
t{их B пpoстopi вектopiв. oт>ке, IIpaBИЛO Дo.цaвal{ня Мoх(нa сфop-
MyЛIoBaTи Taк:
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J.
'l i

o
Pис. 8

KiтItlтtь ..ln tlс;тztнtтЬOГ() вeкTOp'} ]IoдaгII{a i!{сr)Kе с.\.rдit'тIдтi4(,|, З

пOчa:ГкorVI 0 пеpiriогo' B цьoмv BиIiaдKу сVMOIо вектo1iiв € ЕY,тIь(,-

вий вектоp d.

Biднiпlaтrllя Beктopiв. ПpiiвиЛo TpикYT}Iикa дoДtlBaнЕIЯ Bек-
тopiв дii,с; \'IO}I(jrивiс:ть BвесTи Й опepaцiк,l вiднilиaннЯ вt.ктtlililз.

OзнaченIlя 3.2 Piзнtlt-че'хl.i-i вс.,н:lтlo1trt ii i вt.:t;rrlо2srt,1] ,no',,,"n.,',n,u,.,,'

ве|\iГn,o,p F, 'я,tl;,tt".t.i в t:у"мi,;} в(.h:,In,0ponni dur ве'ldIILo.]) d. rтloбrnoi_ё: ri"

(o.rевиднO1 щO ( : d- ( _Б))

Пpaвилo псrбYДови 1liзтlицi .i - Б пotla-
зaIТ() I{a pис. 9. ()т;кtl, для rrобyдoвrt

1liзнитti rli- l,l требtl iзiДнести l]eктОpи
ri i ll дtl спiльнtlгtl IIОЧ:iТк\, 0 i пIlt,lilсl-

o
Pис. 9 b

(]iГи I]ек1.(,уl }}.-\ i:з кiнцевt;i тtl.rкlt IJ
B BекToрa-Biд'сltникa в кiнцeвУ .fol{Ky

A в ектсl1.lA- :J\{с]ншlYB alloгO.

о Пpиклaл 6.1

Bектopи d i Б yтвopIoIоT.ь кyт 60.,. oбчислитvl 1а -тЁ1i
id* il, Якщ() ].i| : 5. lБ] : в.

< Пoбvдyсrv{O llapaЛeлoгpaМ OACB
бА i Б : oВ. Згiлнсl 3 BизнaчeI{I{Яjv'
l'{a€Мo

-{2
III^- -- ----------

' 
lI{об ттrlбyдyвaf.и сYN{.V iзсlктсllliв

.'t iiз ,, d',i',. , . . 
'|i,,, 

треба :з J{t,вiльrтi:,j
i-. -,Jln- l.1gч1qy i, вiдкла,стrт B(]Kl ОI) |i i .

.{:з i , йtlгtl кiнця BcI{l.()р d2 i т.:l.
i

\а !,о ri,,,. Bt:ктti1l ()-\,,, illi) 3 6]1}i\,ё
I 11'ti

-} IIOЧitТOк (i пе1llшt;го BC]KT(i}]ii й1

-././-. .\,,, :зкiншс,r"t ()с1'tl't{I{Ьt)i.t)Bi]l{T()i)ir

додaнкa d,'. i бyлсr (;YtviUк) дtl-- Q1 * (l,2 * ..' f o1,нr-tх вr:ктоpiв.

Q'2

-Ul

.L

9r*'q-,-
г

(pис. 6) нa вeктtlpitx d :
(.vMI,1 та, piзнишi вtlк,гtl1-liв

:d,+b.
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З тpикvтникir {);\]] :]il .I(]()i)t]\тt;кl ко{:ин1,t:i;.з
-:-- .' ---+ ..,[i'.: (П:.- .тЛ_ ](т oD..tls/-{i()\.

.Гo.r'tу'

- 7')
|сi - b|. :'25-т6'1* 2'5'.ч.l:оs60.,: J!}. |.i - ь :7"

3 тpикyтнltка ()AС]

--+ .' :-| ., -.+ .,

i()С , : ,().1 
- т_ .lС - - .! ()-\ '. 'i. .,.<,,s/i) \( .

lО'\С : 1li(l., - 60, == l2(i.,"

- 
, .j

,Jнilчи:Г},. iri -т lt '' :,2i) _- 6.{ - 80.t:tls ]2().,: 12{,l.

l{i 'i t: \/t2g = 11..i.

VIнох<енIIя Beктopa нa чI{слo

oзнaчeння 3.3 !oб,tуnн:rl,м,аri ве,ж:rп,оpа,i+d;\!',l!'(:,1аО +О rr € R
н0':},ll,в0е.m,b{:tI ве,h:m,oр |l , яr;tt,Й зсi,dово.,l|,I!2! {.Irl(I^:j tJ,h|,rlВ!tI

l J l) Ь.l),n,! tl,('(|1ltr rr [l tlr h iIl,tllltl ri .

z) ii]: jrr|. rТ].

,i) нt ь',lnrl1ltL h j П rtiнn.ь.rlно IrIr|tljЯ,1L.1 I-tti. ,,!Ь. lti() l| -' :i. t l)jJnlIit!-
.t1,{::,8{:.TL'i,7,ftt\',11\{) O < il.

.J iIьогti o:J1Iа,ЧеЁIi{.fi Rt{ГtjtиBi}€. tцO к()Ли RoliТ()I)'1 ri i t кt,лiнtli.i1lттi.

'., 
Б : о ri.. i l{itвIIrtк'l. .fIкrцо r7., (itriиIl],iЧI11,{й вс.ктrlp т(}ГО (]?i\ii)i.(J

ilаIilряr4.),'. щсl i вtlктtl1l ii. тО с-: i.ii..t:.,. i. rtriв,rакrа " r'i,, : *!-.
],ii()пеp ir,цiя МI{Oхi{]t{нЯ Bе кТ() J).-. }Тa чиС Л{) ( с: к ii,r я1l ) }iar LIа,(:т.,. tтн]

B .j]а,(;ТиBoсTi;
r/l.(ri- J)i:'ti ,Jti.

2' rl (d * |i) : сl |i * tхii.

l}. с-i ( .i d,) .: ('rl'1i d.

I{i в лtlстив oс; тi пI)i)П()нv€Mo д()I] есTи с: аrtutсltl тifснсl.

4. Лiнiйнa зaлe)кнiсть вeктopiв. Poзклaд вeкTоpa пo
бaзисy.

РoзглянеM() (;исTe]v{У вскто1liв rТi. r?.2. ' . ..d',,.
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oзнa.reнтEя 3.4 Bекm,oQl d нат,l],вaеmb(;Я лi,'ttjliнo,хl tсo.м6iнаtt,t,с:tri

('u(-Irlе.м'u ве'ь:tnopiв п.t.Гit.....i,,. fl,li:щ() it.н'уюntь rrtпь.i с-l\0,1'Я!tll,

r},1. (l2. . .' 1 o,n,'lцo

Q1 *сr2ti2+...+{\r,d,r,:

oзнaчеrтIlя 3.5 Bе,кm,oцttt, ,i',d,z'. . . ,dn ?70,3IIв|z.llrllbся л,i:нi,,il'нtl :1'а,-

,/Lе.}t4:,t1,?I.h11I,. ,fl1с,lLt,o i,с:нgюrnь ,mati' 'ч,uс,л,а (ii . (l2. . О,n. 11l1o (:ll,p{zв-

d uс:11 еmь ся 7l iв нi сm,ь

{1.1 d1 * a2li2 -r + ttrd.,,:6. (б.1)

о" 'f с'li l О.
;- 1

(тoбтo сepеД Чисел o,1,О|2,..,.,(,||.L с х()чa б tlдне вiдшtiннсl вiit
I{Yля).

oзнa.rerrня 3.6 ()tl,с,mс:'мсt векrn,op,iв

,niнiй,но ?7 е 3ал е )|,(:,|l' О, Ю.'fl ,I;1Ц 0 ll,iв н''i r:mь

' t! 0 3 U' a 0 ё,1 I l, I t C.Я

0i dt -l az dz *. . . -i- rlr,,, dr, : 6.

JvtО)|(:,n,uв(I ,rl1luI(, ,,p,, in]. : 0.
i.:1

Tе. щo систеМa Bектopiв лiнiйнo зaЛс)t(нa. piBн()сиЛЬI{() ТRеГ)-

.цх{eннЮ, щo хOч би oДуттт iз вектopiв Iiiсi сI4(]'I()},1и с лiнiйнoю к0r4.
бiнaцiскl iнrших' ToбтO лiнiЙнo Bирa)кa,€тЬсЯ ЧеI)eз iнrшi вектсrplа
сkIcTеМII'

Cпpавдi. якщ() зaДal{a систеМa вектopiв лiнiйно ЗaЛOх(нa. :гс)

Мoх<нa пiдiбpaти тaкi чиt:л& (!1,Гl2, ....,(7,,,' З ЯКих хoчa б <lднe вij{-
мiнне вiд н)rля, щo бylе сIIpaвд>I{yBaTисЬ piвнit:ть

rr1 d1 * tl.2[i,2 I... -:. 0л 4. : 0..

Heхaй, ДJ.Iя пpoсToTи .цoBеДcIlIIя' rl'n f 0. Tодi ltа'смo:

С} l (v' Гl,. _ r

an: -- A1 - - 
Q2 - .' .* 

- 

an-t,
(1r,. (t n ( \тl
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a цe ()зI{z],чa€' щO Bс)кTOp rin лiнiЙнo Rиpа)ф(а'6TЬсЯ Чеpе3 iншr вск-
]гopи сисTe}v1и.

Нaвпaки' нtlxit,й тепep Oд}II1 3 вс:ктopiв (.I.Т(.T(IMи. I{aIТJ)икЛaд 4..
бyдe лiнiйнoкl кtlr'iбiнirцiсю iншrиx вtlктсl1liв:

d,": iJ', ri1 + ,}2(i2 -т

3вiдси oтpи,.dilсN{O

/t -
|''n1..)/_l

131 tii i i2ri,2-r ... i iJ,, td,,-,,- l' 4, : 0.

ToбTo piвнiсть BиГ;-IЯдY (б.1). Черltэз те. щO Сeр(lд кOефiцi€Е{Тis
i,Jt,i'z,...,ij,,_t._1 € _1. тс.l нr-. вс;i BOни дсl1liвнкltt-..IЬ IIyЛЮ. i тOl,'тr,

сисTеМa BектOpiв лiнiйнo ЗaлеiкI{a.
.Цвzr вс,ктopи лiнiйно зaле>кнi J{иIIIс тодi' колl'{ Bсliти колiноtrрнi.

Cпрlaвдi. неxafr BекTopll й i Б колiнtlzt1lнi. Toдi iсrrl.с тaкe Чи(;лo (}.

щo
Lt: rtd.

a це oзIIa'Чaс:. щ() Beк:гOри с7 i Б лiнiltl{o зitЛ()хiнi. i нtrвrrаrки.
Tpи вектtl1lи лiнiilнO залt}х(нi тoдi i тiлт,ки тo.цi. ксtли BoIlI4

кoмпЛaI{apнl.

.{iйс:но. нс:хaй BеKTopи .;' i
oДиH з i{-иx. IIaIТpиKлaд. BекT()I)
тоpи d, b :

d:uli+ili.
Bi.цне<;сlмсr BeкTO1)И d.Б.i до t.пiлt,-
IIoгo гIOча,тк\. Oчeвицнo. щO Bек-
Topи (у Q ]' ,) 0 ле}кaтиМvTЬ R ТIлo-

щинi вtlкто1liв r7 :Гii Б. iх сyi!,l?r. тO-
бто вeктop i. лtlхlaTИlvIе в цiй ;ке
п.rioщl,rнi. ()т;кtl. BeктOl)и .i.i..
кoшtплaнaрнi.

63

r-" лiнiЙтrо Зzl;.Iеiкнi. тt;бтo хсlча, б
d лiнiйно BI,IpaiKа,стЬсЯ Чеl)еЗ Beк-

(1 а

Pис. ]-0

}{aвпaки. яI{щo BекTOpи .i.b"1 кoМПJlitнiL1lнi. тtl BOI1и М к).]гI,

спiльниrl IIoЧaT()к i ;tе>кaть в однiЙ пл<liцинi. flкrцо вектoilи d i Б

IlешaрaЛельнi' то iIoдaIIня BeкTOpa i у виглядi лiнiйнoi кorдбirтaцii
вектopiв r,r] i БпoкaЗaнo rтa plrс. 10. Oтх<сl. Beк:t.opи а.Б'r лiнiйнo

,iJЪl
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:raЛe}Klii. .fl*щo х< вeктоpи d i
KЛaД d, лiнiЙrrсl Bирa)r<a€:гЬсJТ
Tодi

;1 
-11, _

b пapaлельнt.
Чеpе3 цр.vГ]{I,I

.-,i ^t1D+tJ.(.

Тo (]диI{ З н}IХ' I{aпpI,{.

I]ектop. тобто |i: i]b.

тобтo BекToри d,.6,d лiнiЙно зaле>кrтi.

о Teopeшra 6.1

Kоut.нi чo|nupu ве,h*зтIОp:l в n,pосrilорli е .пi'нitiнo зtlле;>х:'tt,'i .

,{oвeдеrтня. RiдrrесеМO веI{тo p'4 .i.Б' а. .i' до сПiJ.IьнОг(i noЧil.Iку.
Якщо BеKTopи d. b. dкорrплaнapнi, Тo BОI1Iа лilтiйно зaлех<нi. lгобто
y с;rriввiднolшt'.нтli a ri + iJБ -r ^r /: ti ХОЧil б с..EтаTJ кoефiцiснт вiдl'riтr.
ниЙ вiд IIyля. Aле тодi i вt.lктоpи d' Б. с*. J.o*.* лirтiйнс.l залехrвi.
РoзгдяттeМo TeIIеp BипaдOк' Koли век.Iopи d'.ь, i. IIекo)"IIIЛaнаpнi.

Рrдс. 11
Пpoведемo Чеpе3 кiнець Brктop?.t, rj шлошiитти. IТа,рaлt]J.lЬIIi Пo-

IIapEo BeкTopaМ d,, b'€ (рчa li). oтplt}'1a€},{() шaрAЛL,Л{'пiлец, дia-
гoIIaЛJIк) 

'IKoгo 
€ веI{тOр ОD: d. !{iaгонaдь ОD Зa}{иKijl,с ЛaMa}IY

лiнirо oAРD. тоl't},',згiднсJ 3 IIрaвI,IлoМ дОда,I]аIII{я BeI{TоJliв ь,laсмс}:
d: ОD : ОА -т АP + РD'

Оскiльки тА,тP.РD колiнсaBпi вilпt-lвilнr) i]{]ктОpiil\d ,7. Б. 11 ,l.l

iснyrоть тaкi чиr:лd a,!,1i) шIo o-?: ,"d'ТР - 3i' pВ: r,i oт-
х(е' oTpиМaсL{o

tl,: ad-r iJb+^уe,

a це OзЕaчaс. пIo векTopи d,,i.с,jлitri*нo зaлех<нi.

(6.2)
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CпiввiдноI]]eнI{я (6.2) нaзиBaК)TЬ poЗI{Лaдo\{ BcKTopa ПO .Il)i,Oх
нeкo\{IIЛaIIapIIих BекTOpax. TaкиЙ poзкЛaД oдIIoзI{aЧIТиЙ. Cпpаrв-
дi, п1IипyсTиBIIIи. rrт.o Мoх(Ливi двa poЗкЛaДи

d,:tуd+3b-т^1d,

i: rуt (i -r lJtБ + ^,' v

i пtlpiвнrокlчи ix пpaвi Чaс,TvIHI4,. oTtr)иlvla€Мo:

(о-rrl)d-t,J- Jl)Бt( - l)rr:d.

{я piвнiсTЬ зa yMoBИ. щtl d, Б, d,n",no'плaнapнi. A,{())*(ЛlIBzl Лиi]]е
якщo oДI{oЧaсI{o

oi)

с} _ сli : Q. iJ - !\ : 0,,a - ..yi : 0.

бо в iнrшoМ\, BипaДкУ d,Б.F були б лiнiйно зltлс'>кнi. i.
плaнapнi. щo сyIIеpeчиTЬ vмовi. Tомy сl : .l1 . lJ :
тoбтo poзкЛaД (6.2) oднознaчниr1.

OT)кe. }ioi!{-
,'\. ^r' : I'r

oзнaчerтн.я. 3.7 Базoю. а,бо 6азuс:оJ\л в rlr)oсInopi, ,нrlзшво,еrnьr:'я б,цdь-
flKт вnopfldкoвана mуli,,iilжа ,tlе|t'oJ\ltn,nаlt0"pT71l,:L' вехmсlp,i,в.

Я*щo B IIpOсTopi зaдaний бaзис, €t,dz,€Ъ, To бyль-який BeкTOJ)
d мo>кнa o,цт{oзIIaЧ}Io пoдaти як лiнiйнv кoмбiнaцiю бaзис;них вoк-
тopiв, тoбтo y виглядi

d,:(ltф*а'2d2*сцd,,

oтх<e, якщo зaдaний бaзиc' тo KOх(нOМу BeктOpy lvlOх{нa ПO-
сTaBиTи y вiДпoвiднiсть вIIopЯДкOвaнv тpiйкy ЧисеЛ кoс:фiцiснтiв
po3кЛaДy цЬoГo BeкTopa пo бaзисних Bек:Гopax. Haвпaки, кох<нiй
BпopяДкoвaнiй тpiйцi ЧисeЛ (1|,(12,С13 З& ДolТoМoГoro бaзисУ MO}кТТa
ПoсTaBИти y вiдпoвilнiсть BeкTop Q1 ё1 * {l2 ё2 * О3 €3. де d1 , dz, dз
бaзиснi BeкTopи.

oзнaчeння 3.8 Баз,tt,ссl,уt ?7а Il,"x01щ1I,|Ix TlаlllвсIеrnb(:fl вnоpяdr;oванrt
? l ap а не'No'xтнеapl7ux в еrсln,о p,iв.
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Я*щo нa Плolllинi вибpaниЙ бaзпc. тO кo}FiIIO1vIY Bектol}у. oДII(}-

З}IaЧI{o вiдпtlвiдaс BIIopяДKoBaнa пaр:t Чисeл. i нaвпaкi,t. кoiкiriIr
BПopядкoвaнiй пapi uис;еЛ OДI{oзI{aчнo вiДпoвiдaс веKTOp'

oзнaчeння 3.9 Ях:,uцo ф,€2.ёg 6tl":ltt,с: i d : O;/l .t 0:2ё2 з. rrзil,
Tn,o ч1Iс.rI,а {l1. r-}2' ft3 Ha31I8aю,IтIbсЯ .l;oсl,pDш|нtlJn,а.^t,1J ве,I;:T|l,Оpz, i е,i,t)ноt:,н't,'

бо,зtt'су ё1,d2,€3.

ЗaпllсyкrтЬ це Taк d: { 01: a2iс}3 }.

5. Лiнiйrri опepaцii нa.ц вeктopaп,Iи' Iц0 зaДaIli своТшrи ко-
opдI[нaтaI\lIи

c Tеopеvra 6.2

Яжtщсl ве1t,Tlъop d, м,нo:lюurпbс'Я 'нa ar,,uс,лa \, l.l'ozo tсooуlt)tl,но'rn,u

Jv|T{o )|{:'аrrlbс'Я tla це ч.uс",IО,

flовeдeння. Hеха,Й d: 0t Й * аz€2 * о:.ji3. Toli

)d: } (с.', сi * о2F2*а11ё3) : ()rlr )сti * ()ri2)ф + ()n3)й..

о Tеopеwra 6.3

Якuчo ве,NIтl'op,u dodоlкlпtt,cя, doс)а,юrlnсa i lr в,ir),noв,t,d'н,,i r;о.

onduн,аrn,tl'.

[oвeдeння. FIсxaй ri : al ф*a2i2 *rL3 ф. i : 11 ф-т ;32d2 -.lj r]j.

Tодi

а +6: ( ri,t d l сlzёz *. схзe"3 ) + ( i\ ф * lziz_t дl3 d3 ) :

: (сvr + !\) d' + ( а2 * 32) €z + (*, + !],) ёз.

о Пpиклaд 6.2

Чи мoхiyтЬ Beктopи r71 : 1 2: _3: L)' dz: { 3: -1; 5 } i d3 :
i 1; -4; 3 } yтвtlpкlвaтrд бaзис?

I
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< Bектopи ё1.12,e-3 YTBop}oЮTЬ бa3ис: тOjli' K()Ли BOIIИ лiнiЙно
I{еЗaJIе)i{нi. Згiднo з фoprvrулoю (6.1) МaсMo:

{}1 r71 t а2d'2 1. r}3 d3 : (l,

]гOбT()

or{2; -3; 1i+rl2 13; -1;5}*a3it; -+;lii:9.
aбс,l

{2r,.1* 3с,2 + a3; -3сr1 _ {12 - 1сц; rl1-i- 5rl2 -.r- 3a3 i - ti.

.{ля знaхo.цх{сннЯ ()|\'Q2 Tit, сr3 oTpиМa€N,IO систеN{У piвн"tlнь

( ,2о 
1 -r lla2 -: aз : ().

l-( *3al - t}z * Jсt3 - fl.

L ,,r + 5.,, + 3*". : o.

lJизнaчтrик (]исте},lи 
^ 

+ {) (ilepeвipити). Tсlмlr дaнa сlднopiднa
систeмa IvIaс IIyлЬовi poзв'яЗКИ, {.t1 - (12 : {},1 : [J. oтiкe. згiДнo
3 OзIIaЧeI{няшr 3.б. B()KтOpи d,1,(i2 i aij лiнiЙно нeЗaЛеiкнi i мoх<Уть
yTROp}oBaTИ бaЗИc.

о Пpиклaд 6.3

Знaйти Bектol) сi : 2dл * 3d'2' якщo ai1 : 1 1;2;3 i i ri,'2 :
{ -1;2: -5 }.

Згiдiro з теOpе\4O}o 6.2 BекTOpи 2d' : { 2: a;6 i i
: { *lз; о; _ 15 } , ir згiДнсl з теopе}v{Olo 6.3. BекT()p

-1; 10: -9 ).

6. fleкаpтoBa llряtvroкyтrra систeNIa кoopдинaт
3aфiксvсмo B llpoстopi тovкy o i вибеpемo ДовiлЬI{y ToЧку

М. 'Paдiyс-BектopoМ тoчки Jlz1 щoдo ToчкИ o нaзивaсTЬс.я BeкToI)
бТT. виoеpеМo . к1liм тoГo. дeякиrl бaзис i,.ё,z.e-з. Tодi тoчцi ^1.I

]vIo)KIIa пoстaвиTи y вiдповiдrriсть впopядKOBaI{y тpiйкv ЧисеЛ -

кO()р.ци}Iaти ii paлiус-BекTopa.

67
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oзнaчення 3.10 Cuс,mемoю,tсoopduнаm в,npoсTnopi,на,ttt,вtl"lrll,b(fl
с,u,к,у1nнi'сmt, rrlo,ч,tt1l О i, 6aзuсу €1,€2,€g.

Я*olo lа.i : |'d,|: Id,i : 1, тo бaзис нa3иBaстЬся ДeкapтoвI.tlvl.
CyкyпнiсTЬ тoЧки o i декapToвoгo бaзис1, €t' ?z, t'---3 нaзивaсTЬся
ДекapтoвolO сIIстeIvIoIo l(oopдиI{aт.

Tочкa () нaзивa6тЬся ПoчaTкoм Koopди}Iaт: пpямi, 1цO тlpо.
хOдIяTЬ ЧepeЗ тToЧaToK кoopдиТ{aT B нaпpЯмi бaзисних век.гripiв.
H:],зИBaIотЬсЯ oсяМи кooрдиIIaт. Пeprшa _ вiссlо aСlсцис. .цpyГа
вiс:скl oрtиI{aT' тpетя - вiссro aплiкaт. Плoщини, якi п1lоxOдЯTЬ
ЧepeЗ oсli косl рдинaT' нa3иBatoTЬся Koop,циI{aTI{ИMи IIЛoщинa\,1 и.

oзнaчeння 3.11 Koopdu,но,Tn'nJЙ,II,m,Оч?t,1J II .u вu6pанi,l.t, с,ucrn'е,пti ,r;:o-

о уl d u'н о'm, ?7 а 31I в o'юr n ь ся к o o p d uI7 аrnш 7l a d i'у r: - в е ttm,o p а ц,i, еt. m' о "tъ:u.

ГIеpIшa кoopдиI{aтa нaЗиBa6TЬсЯ aбс:uисoк-l' Дp}гa ()p.цИI{a-

T()}o1 a TpеTя aплiкaтoro. KoopлинATи T()чI(и IIиIIIyTЬ y дy)ккaх
пi(]ЛЯ Сiyкви. якoЮ IIoЗI{aЧeIIo ToЧкy.

Oтже. ЯKщo бrt :.r' d1 * U dz * 7 ё:з : \,.; !t: z }' Тo Toчкa J./ мaс
кoopДит{aTи .t;. ,!J, z' ЩО ЗaIIисYcTЬся Taк: I,1 ( l: ,9, z ).

Розрiзн.яroть лiвy i IIpaBy систеМи кoopдиIIaT. Poзглятltlшto
BпopЯдкoBaII)' тpiйкy IIекoМIIЛaIIapIIиХ вeктo1liв. I{я тpiйкa нzt-

зиBaстЬс.я IIpaBOIo (лiвoтo). кoЛи IIoBopoT вiд пеptшoГo BекTOpа ДO

д])YГOГo i вiл лilvгoгo Дo TpеTЬoгo зцiйснкlстЬСя I]poти Гo.циIII]l,IKo-
всli стpiлки (з:r ГoДиIIIIиKoBoIо стpiлкотo). Ho pис. 12 зoбprr>кeно
ПpilBy сисTeМv KoopдиI{aT' a нa pис;. 13 лiвv.

Pиc. L2 Pис. 13

fiекapтoвa сисTelлa I(oopдIдIIaт II a3 ИB a€ тЬ ся пpяIиoкyтI{olo 
1

якlцo базис i1.е-2.v3 opTorropМtrвaниЙ. тoбто l"-, i : |Ё | : lй i :



8 6. ЕЛЕMЕНТИ BЕKТoPНo| AЛГЕБPИ

1. i кvти шliхi баr:зиt::яИIn:,l векTopi}Мl,т пpяпti. B цьсll"tv виrraдкv бtr-
зис:нi BcKTopи Iloзjla'Чaк)TЬ Чеpе3 т,.;, A. .ТоСlто

ОI,I : ri + lJ .,j 
.r z k

Kot;pдинaти бyДь-як()гO BeкTорa 17 в бa'зи<;i i.'.j ' k: бl,дtllто IТO:JIIaЧa-
ТИ u.t'10,U.п. i тoдi

d' : Qx| + o,j + u,l. : 1 о.,.: сt,,; а,|.

69

7. KoopдvLн.aTтt Beктopa' зaДalloгo дBoI\{a тoчкaN{и
Hс:xaй в ДеякiЙ дeKapToBiЙ с:r,rстeмi кoоpдина,T ,llaяo цвi .rrlч.

ки.{( :I:t,,!J\":1 ) i B1 '!'2,!!2::2). Знaйле\{O кoopДин?l.rl4 всlктo1lаr J,B.
\zlaсмо ОА: {''' у':z1 }. ОВ: {r.2: Ц'l::.l|. .1B - ()B _ О,1 (pи<:.

14).

От>ке.

АB : {.', - ,Il.. ,!]'z - ,!Ji, zl - :r }.
oтх<е' щоб знaйTи к()()pДин.l:Ги

Beктopa -!B. пoтpiбнo вiд кoopдиI{ilт
йoгo кiнцевoi тoчки B вiдняTи кO()pi}l-
IIа,Ти ПoЧtrTк()Boi тсlчки .-1.

о Пpиклaд 6.4

ЗнaЙтlt ToЧку
Bектopa 6: i2:3;
B(1;2: -1).

А( r, у. z ) ' в якiЙ знaхo ДИTъс'1 пOЧiiToк
_1}' кiнeuЬ ЯкOгo збiгaсться з тoчI{olo

Pулc. 14 х

-l*-:*__t,N'Iar}vI().l::-|,!J:-1,z:0.тoбтo.{(-1._1,0)'>



i0_ BЕKТoPHA AЛГЕБPА

B. ГIoдiл вiдpiзкa B дaнo]vly вiДнorшеннi
iilн:lЁlдс:мо коOI)дI4IIaти ТOЧtiи '\1. якa дiлить

вiдвrlшIt'тrrli,\. тtlбт<) Зa.ц()BOЛЬI{я€ Y}{oBу

Л7: ) -)\,{ 8, \1 1Af-L

). (.,...1. !l':. ::). (.,.. tt.: ) вi.rповir.iilис,15). Пr;знtl.itдl,ro Чеpез ( l','.t11' э'у

1{с,) кс()i)ДиE{?lTИ :гоЧOк ^4,^ B ' ]I .

or.кiльки

zl * Аzz
1+^

L| .т L2

(6.3)

( ri.-1 )

а,нaлогiч-
з фсrpмvл

L{а' плorцинi зaдaчa пpo подiл вiпpiзкa pозв'язyсться
нtl. тiльки бaзисl склaдaс:гься 3 двoх Bекто1liв. a :гoм.у-

((i'3) зaлиIIIi}К)тЬся тiльки пepпri двi.

о Пpиклraл 6.5

B точка'х Ml(xt,lJt), Mz(rz,,у,z) тa h,I3{:r:з',!1з) пoшtiпIенi

\цaСvr rIL|.rП2 TА r/.?3. ЗнaЙти кoopДиIraти ценTpa I\Iaс.

А1,I : { .r: 
_ :il1 |,!j _ 9t 'i z _ z1) ,

\,tr B : { t', - x:; !J,2 -,11: 2.2 - :}.
To

.Г, - .I'1: ) (:ru - J.)'
9-.lJt:\(lll-.у),
i-:!1:,\(;u-z).

Звiдсlи

.l'l * ,\;r:.l !]t i А.ц,
., = .__, -Г-. !! : 

' 
f, .

|1'A l-тA

'Яlкщо 
^ 

> t]. To :г()Чкa l1( .г, 17'; ) знаx()Дить(]я нtr пpяl'tiЙ ,].ts мiж
T()ЧкaN{и '1 i B ' .Якщo A < 0, To тoчI(a 

'l^I ;loзтarпoвaтIit на тiй iкtl
rr1lямiЙ. ilЛe HC llа вiдpi:-lк}, i.{B..

.fIкщo rзiдpiзtlк .{B дiлpттIr(;Я }IitBIiiЛ' тo ,\ : ] ' i кll<-l1lдиI1?}T{,1

(]с])(l:IиIiи вiдpiзкzi'гtlкi

Pис. 15 х
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{ Знaйдeмo сi]еpilIy кoopдI{IIа'Tи iIеIITpa llaс 
'11,( 

.r, , !j,') (]tr,I(:Тt)\lиl

дBОх N{a(j ,ITl,1 | rI],2. Згiдно з вiдсlмим IIoЛO}к0I{нЯN{ М(l](?iнil<rа Цr:нтi;,
мaс цiсi систеМи дiлить вiдpiзoк iII1,hI2j нa uzrсттпlзи. якi сlбсp-
неI{o пpoПilpцiйнi МaсaМ m,у i tlt,.2. тобто v вillнсlшitэннi ,\ : уР. .Гri,ri

lli. 
I

вiДпtlвiДtio lо фоpl'rvл (б.3) мArlvlО

t.!. * Ц |!-,

'I I II)),-;
ll| |ii1 -т |l2 |i!2

t'lt i --'l)t.1

.1i1 //71

'i + ,rtз
fтl,1 '|ln'2

,у:

Тi

r ' 1- ,Ц!tr 
'- 

'-
| " I t n,

1 i 1IL2
1т- nLl

.i.' iji i -т .I.l I)t',

-''!l'Itl.1 i 7Tl.'2

Hехай '.l1(.r..q ) ЦеI{:гp \4A(] (;и(;Tt]\{и Т-i)i,(jх \i?i(. iti t- tit,'l i iit.',.

rlоло>кeння TOчки ^11 rrе З\,Ii}iиTЬс,{. якrцO \{i}(:И 7|),l \ ||}.2 Гl...jl'ть
3oсеpеДхieнi B ToЧlli '1l,. тоГlтo TOчкa 'lf с центl)()\4 М?l(] (;и(]Tе\{и

цBoх Maс: МAси I}l.3. ЯКаt пOМiщeнa B т()чЦi ]11il . i \,{:l'(:И iI}, 1 t ;}22 3
TOЧцi ;x1,. ЗнaчиTЬ. N'{I4 Мoi*iеl{o 3нaйТи ТОЧкv .1/ як ТОЧKY. 1liс)

:iлить вiп1>iзoк :.1 1,..i1:j, r' вiднotшеннi ) : #*L'. 'Jitr.тr){,()Bvh)ЧИ

фоpмyли (6.3)' OTpl{Мa6N{o:

1 l Irl'з Тll-1_ттI2- п)',1

ll.l,1 +'{rI': rп| +,lтI.)

3ayвa>кення. 'flкшlo B тOЧK:1x IIi(:r;.
rn,i (i : 1|n). тo коtlp;IиI{aти ценTpa
3a фOpМyЛaМи

{I|,. -т !)!,.) -т iii',,'

lJittt1 -:- !J.2ttt2:- !J;srrtj

|l1,l' - |ii,2.т,iI!;i

цi)(i : L n l поrtiпrоrri l,rt,t;rt

M a(; цi сi {.] и( ]Т{-. l'1 и'J It ?l'.\ (.)'r.1Я Т iэ

'1il t-t-Tri.21 ll'L:l
,{П1-,1'',

\-, rn

j: ,-- ll -
\- ,,,
12 "'t
.i- l

\- ,,',,,,
LJ :JI II'I

z=l
rt'
\- ,-
!- "'1
a- l

9. Пpoекцiя вeктopa IIa чiсь
Hexaй ДaIIo BeкTop r7 : lB i вitll, l. Пtrlосlкщiскl вi:ктсipa а нi]

вiсь / (Пprd) нaЗиBaстЬс'I дoв],t(ияa вiдpiзкL\ | -1 Iз, ] rri;к ()(.н(;Bа-

Mи IIеpIIеIIдиKyляpiB. oII}rщеIIиx З TOЧoк ..l i .i- ЕIa Bi(;Ь l. вз"яtтii :зi



BЕKTOPHA AЛГЕБPA

AнaлoгiчI{O BI{ЗIIaЧaсTЬся пpоекцiя ()дi{Oгo BOкТOpa на, iiiшиr:t.
Лeгкo Пoкa'зaти. IцO

Пp,d: jaijсos(.i z;. iu.'J /

()

/ ]Т),U

'it:il

iii
ll

i --B-----t--* t

a) б)
Pис. 16

()с;нoвнi вл:}сTIII]oстi пpоектrii вeктopа нtl вiс;ь ПoJIЯГtll{)1.Ь B .I'().

\,I},. щ() лiriiЙнi опt'1laшii IIilд веКTOpaМи iТpивoдЯ]гт, дrl вi.lпсtвiДнlrх
лiнiйниx опt'paltiй }Ia.j. l]l)Oекцiями lI14х BeкТ(ipiв. ir СilМ(': я};lц() .I().

дitк)TЬсЯ дBa BекTOpи d i Lr. ix пpоeкцii rIa дoвiльнY вir.l, те>к Дo.ltt,-
К)тЬсЯ (pис:. 1ti, б); ЯKщo Bек,]гop d lvrнo>китЬся нa fir,,дi,-якt] чи(]Л()
ri. йoгo пpoeкцiя нa,цoвiльrr1'вiсь Taкoiк MIIо)киTЬс'{ нa чисЛO (.}.

тсlбто
Пpi ( п- _t b ) : ГIрl1 d _t Пpl 1,,,

ГIp7 (rr d) : *.Пp, e.

r Пpиклaд 6.6

Знaйти Пpl (.i + Б), якщo id|:2' lГl : ц

< VIaемсl: IIp; fi +6) - Пp, d-l. Пpl i : i Ii,',

i р : :J0,.

сoSя.+. 10l.t;оs;

ffit

П

: 2 . с:os 30., .г .1 . сos 30, : 3r,/j'



q 6. ЕЛЕMЕНТИ BEKТoPHol AЛГЕБPИ

].o. Гeo*rетplrчIlllй зnдiст декapтoвиx IIpяlvIOкyтних кoop.
диIIaт вeктoрa

о Tеoperr,ra 6.4

tс:каprnoвi n{)Я,h|ot:t!Тn,нi, кoоpduншn?l U,t.. a-,, i, rl,^ веr;nlОpil

d dо,piвн'ююmb ,n,pa(Ёцiл"l,t rtьтZo вРNnlapo, н'rl' осl, ()r. О.у i Оz
вidуt,овidri'о.

,Цоведенвя. AIra;тoгiчIIo Дo мipкувaнь, якi нaвсдeнi IIpи дOBе-
деннi TеoреМи 6'3' вiдне<]elvlo BеKтоp rТ до IIOча,тI{у {) пpямокyтноi
дeк2tртOBсli систеIlrи i пpоведе]vlo чере:J кiнсць .{ цьог<l вCKтoрa
Tpи пJ-IОщ.|IIHу|| .f|Ki llaрaлeлЬтri кoоpДиI{i],Tlll1\,1 площиI{a}t ().ц". О." i
{')., (pис. 17). Tоvки IIеpеTи}Iy вкaЗaIIих плOIцI{Е:J O(:,IМи О:т:. ()ц t

0z вiдповi'цно позначимo ..1r. l.: i .4з.

Tодi r] : oT, to,т, uбt. oс;кiльки Bектop (Lfr ко4hrеaрrrиlt
Bектopу i' ," ОT, : (I.,,' 7. Aна,iroгiuпсl, бT, : uo .i i Отз: ,,, .i.

n,)to

-' - 

- 

-;7'
--t ,--' .r'

-'-" ---/ ,,r' 
I

.-ra 
----=----_._-- 

,/1 .,/|7"

t-,i -a

I

Pис. 17
Ha вiдмiпу в;д кoсoкyтrтсгo пapaлелепiпедa (pис' 11) l, вIапaД-

I{y декa.nTовtli пirямoкyтнoi сисTеМи IlapaлeЛeпiпeд. пoбyДOBaiIии
iia бaзисн?;x BeкToрa,,i' j, Е, 

" 
o1,"'oкyTIlи\,I. йo"o дiaгorralть -_-

Bектop ..j. Toьlv Г)''1lo*|i: Q,*, Пpоod : ao 1flpo-d: a".

,{i
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BЕKТoPHA AЛ ГЕБPA

TOPIB
1. Cкaлrяpвий пoбyтoк i йoгo влaстивoстi

oзнaчепн^я. 3.I2 Cкaл,яptt,uLп do6уmком dвor веttmopi,в |7ат,llваеmb-
сЯ ,ч,IIс'лo, яке dopiвнюe doбуmlсoвi doвctсuн цur вaсrnopiв ?Ia Koс,uн,!lс

KуmI, !\,I?,}'1: I|uJvIu.

Cкaляpний дoбyтoк вeктopiв d i Б пoзнaчaсTЬся символoм d'Б
aбo (d,b). oтх<e, згiдrrо 3 oзI{aчеIIII"яМ) МaсMo:

/ - t \ i +l It I\а'o):l0I.io;.сosf'

$ 7. CKAЛяPЕIИиL ДoБyToK ДBox BЕK-

(7.1)

Дe p - кут мiх< Beктopaм vт d, i Б, тoбтo .р : (Й).
Пepш нi>к сфоpмyлIoвaти EaстyпI{e твepдх(eнI{я' yтoчIlиМo IIo.

пятTя кyTa р мi:к вeктopaМvl d, i b.

Пpивeдемo дoвiльrri вeктopи d i Б Дo спiльнoгo пoЧaтку 0
(pис.18).

Toдi 3a :кУT p мiх< вeктоpaМи d i Б мoх<нa
в3яTи 6уaь-якиtt З двox Bкaзal{иx нa pис.18
кyтiв 9l' i р,. Cпpaвпi, сyМa кутiв рl \ Vz
доpiвнrос 2т i тoму сos P1 : сoS 9z, d B oзIIa-
чeIIEЯ скaляplloгo дoбyткy BxoДить тiльки
кoсиЕyс кyтa мiх< вектоpaМи. 3 двox кyтiв
pt i pz oдиI{ менrrrий зa т (нa pис.18 Цr кyт

- pt).Toмy ДoМoBиМoсЬ' щo нaДaлi кут шriх<a двolиa вeктopa:vlи _- це тoй кут, якиfl нe
бiльпrий зa т. тoбто 0 { сэ 1т.

Bpaxoвyrочи' щo i d| сos p : тIpБd i |Б| сosр : ПpaБ, спiввiднo-
IIIеЕII-я (7.1) мo>кIIa зaIIисaти в тaKoмy виглядi:

(d'Б) : Id,|. Пpa Б: 1i | 
. Пp;d. (7 t\



$ 7. сKAЛяP|tl/1Й lloБyтoK ДBoХ BЕKТOP|B nr-lrJ

oснoввi вJlaстивoстi скaляpнoгo дoбyткy

1. Kомyтaтивнiсть Мt{o)кeнI{я:

(d',Б): ( Б, сi ).
TIя влaстивiсть B,иIIJII4Ba€ 3 oзЕaчеIII{,I скaлярнoгo дoбyтку.

2. Aсoцiaтивнiсть вiДнoсно, мIIoхiеIII{я I{a ЧисJIo:

(^d,Ё): ) (d' Б).

Cпpaвпi, згiднo з (7.2) Мa€\{o: ()оr.Б) : |Бl . Iipг(Аr;) : 
^ 

ii| .

* ' z - 7rItpo-0.: 
^(0,0,1 

.

3. .{истpибyтивнiсть вiдrroснo ДoДaBaIrIIя:

( o] * Б' d) : ( d,,d) + ( Б,.-).

3 oглялy tтa (7.2) Мa€Мo:

(а+Б,d) : lс-lПpа(a+Б) : lс-l Пpаd+ 1с-.l Пp,Б: ((i, d)+{Б,с1.

4. (d,,Б) :0, якщo d LБ, i нaвпaки.
P / + ф\ | a|c . | 4l г-_5. (d,d) : l diz; звiдси | d| : \/(d.d).

2. Bиpaх<eввя скaляplloгo пoбyткy чеpeз l(oopдInнaти
спiвrrднoхсвикiв

Hеxaй в IIряNIoкyтнiIi дeкapтoвiй системi коopдинaт

d: {o,a]o,у:1аz|э b: {b'ibuib,},

тoбтo
d,: axi + ooi + o,Ё, Б: b'i + ьo j + ь,Ё,

Дe i, j,Iс -- oДvтgvluнi пoпapЕo IIepIIеIIдикyляpIii бaзиснi Beктopи;
тoбто (i'i): (i' j): (k,k):1' (;."l): (J.A.): (A,i):6.

Tодi
(d',Б): a'b' * (1уbu t сt"b,.

(d' b) : (а"i + аu j * а"lt,,b'i * bo j + b"k) :
.{itснo.

(7.3)
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а,b'(i i) + rt,|lo (i,i} + o,'b, (i,Ё1 + а,,b*|,.i,i)

+аuboG,i) * а,ub,(.i,i') * а,,b'(E,;) * о,,bu(i,/) + CI',b,(Ё,i1 :
: a'b* * а,ob,u * rl,,b,.

oтх<e, скa.rlяpЕlrй дoбyтоI( двoх вeктopiв пopiвrrrое суrrпi
пoбyткiв ix oдвoйrvrенIll!х кoopдI(Еaт.

oскiльки (d,'i'): Id|2, то

3. Kyт prirк двoьra BеI(тopaмlI

cos rp : (d,'Б)...-_-=- : а'b'aо,u|lu+rl,"b,
(7.5 )ld!.lil \reтqт'z

Я*щu Beктopи d: {Qx,au,rl',) i 6.: { I)',b,,,.ir. } сlilтогонaль:тi. тtl
р:',сos!,_соs{:6i

t7 .1)

(7.б)

(7.8)

а*b' * аubu + а,b, :0'

Я*щo Beктopи d i Б кoлiнeapнi. тoбто d : )li то

arau(fz
t)r- bu- b,

(.7.7)

4. Haпpямrri кoскIIусIn веI(тopa
Пoзнaчимo Чepез а,0,1 кyти ьliхс вектopом с- : {a',rl,,,а.") i

Beктopaм:и т,i,Е вiдповiднo. Tодi

G,,т) a.т'
с()s сY :

|а|,|xI vщт;ГттI,

аi2*+аi+а|'

(7.e)
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/ - ;\(0'trJ {tr2

Kt-lсинvси кУтiB. якi yтBоpК)€ Beктoр з ()(:яIvIи кOOpДиIIaT. IIa-
зиB aютЬся йогo IraIIpяl4ЕиIvI!{ кoсllllусalwи. O чевидно. tцtl

сos2 сl * соs2 3 + <:os2 ^i : 1. ( r. ir.l

Beктop 6,.:<, - {соsQ;сosillс:оs1} опltниvний i Мa€ }iaпpЯ)vI векT0-

рa (i.Aлe # : *.aбo d: iс-ld., i тtiмy R IlpяМокvтrriЙ t;исте..uti
Itti

кoopДиIlaт кoopдиIlaти oдиIIиЧI{oГo BекTOpa do с нaпp.я\II]иNIи кo-
ситlvсaМи BекTopa d. тoбтo n-o: {ссlsrr; (;оs,9:<:os^i.i'

З iнrпогсr бокy.,a,l:: irjiсosrr: Пpid, (L,g: Пp,-ri, {t,z - f|o'i.
Oтхiе, кoopДиI{aT|4 0x,a,ll,аz векторa ti е йсiгo прtlскцiлr'rи нa
вiдповiднi осi ксlоpДи}Iaт.

5. Biдстaць шri:к Дao}la тoчI(aмII
Biд<;тaнь d мix<;воL{a тOЧкaми J( 1j.!l,!J|:ц),]3(:t2,.iJ2.Z2) пе

.цоBх(иIIa вектopa АB : {.., _ ,Il,уJ2 _ ,!Jt, zz _ ц|. Tомv

,j: Cr - ;P F.r2)

о ГIpиклaд 7.1

l]нaйти кyт, який yтBoрIoIoTЬ oдиниЧIJi вeктори d1 i ё'2,

яKщO Bек,Iopи d,: еi + 2d2 тa b : 5е--t - 4ф пеpпендикул.яIlнi.

< ПознaчиМo чеpез (p кyT мi;к-вектоpaМи 4 i d2. С)бчислимtl'
сKaляpIII4й побyтoк вектоpiв d ra b:

t - 7х / 1 ^1(сl'b): (a*2€2,5a_4€2) :5( d', ё')_a(€'' а*2)+10( dz, ё' )_8("*,' ёz):

: 5. l a !, + 6' |€'i. iё,|сos? _ t9. | с--2 |2.

Згiдrro 3 yмoвoю зaдaчi вeктopи ф тa F,2 сrдиничrri, тобто id' l :
l d, l : 1, a вектopи d тa Б _ пepпендикvляplri. тобто (d'Б) : 6.

oтхiе' для зIIaхoдхteнIIя кyтa р Мa€I\,{o piвняння

(7.10)

6соsсp _ 3 _ 0 =+ р:60.,.
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о Пpиклaд 7.2

Звaйти шpoекцiro вeктopa 6 : {Jl: _3; _5 } нa вiсь I, якa
yтBoploс 3 кooрДиЕaтЕиIvIи oсяМи Оп i Оу KУT|4 а : 45o, 0 :
60o, a з вiссro Оz - туг'у1й кyт.

{3гiдно з фopмyлoкl (7.11) \darМo

сos2 45o * сos2 60o + сos2./ - 1 сos2 1
t

:-
4

oскiльки 1
Мo чepeз d

з вiсстo l.

туlvttl КУт, To сos 1 :
oДvltтvlчнwЙ Beктop' якvтЙ

Toдi € : {сoS 0l сos g; сos 7 } -

:2, тoбтo

_ь. Пoзнaчи-
спiвнaпpямлeний

I 't>.t. 1'[ 
:

lТ ',_'I 
t

Пp1 d:
Пp;d :

Пp6d,:
2.>

(d'' €)
|е|

$ 8. BЕKToPI{vwI ДoБyтoK
1. Beктopвий пoбyтoк i йoгo влaстивoстi

Oзнaчення 3.13 Bеrcmopнuлt, doбуmкoJvl векTn,opi,в d, i,Б no,u"o"-u.
сfl веKIтIop d, ,яlсuti заdoвoльуt,яe mакi aJуIoвu:

r lч| |+ i1. lс-i : ldl.1bIsin 9, de? _ KlJm лаiэrc вeкrnopт,Jvtud' ib;
2. Bercmop d nеpnенdlllсуляp,н,uЙ, do векmopiв d, iБ;

.3. Ho,npя*t векm'opа, d вu6upаеn1bс,Я mак, щoб mpi,йка вeкmop,iв
d,b,t була npавoю (puс.19, а),

Beктopний лoбутoк вeктopiв d i Б цoзнaчaК)тЬ символoм [r7. ij
aбo d, * Б. з oзЕaчеIIЕя BиIIливaс' щo MoдyJтЬ Bектopнoгo дoб5rт-
кy чисельнo дopiвIIIo€ IIJIoщi пapaлелoгpaМa,, побyлoвai{oгo IIa
ПepeМIloх{y BaIIиx вектopax. Toмy. якщo чepeз & пoзнaчv|TfuI oДv:'-

ничний Beктop. якlлЙ колiнеapвий вектоpУ d : [d' bi i \4aс oДнaкo-
вт.цft' з IIиМ llaпpяМoк (pис.19, a), тo d: |d.e _ |[d'b]l.d, тoбт<;

d:|d,Б1:s.&. (8.1)
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rre ^s 
-_ пoбyдoBal{oгo I{a BeKTopaх ri тa b.

Рис. 19 a) Pис. 19 б

Tеopeмa 8.1 встaнoвлIо€ Baх(ливe спiввiДноrшеI{IТя. яке бvде
BикopистoByвaтись дaлi

о Teopenлa 8.1

"Якuцo d doв,iльн'uЙ веrirnop, ,rrcuЙ, леan:urnb в ILJ101ц'uнi т;
€ - oduнuчнuЙ вeкmop nлОщuнu 1т1 oprnozОr7альнuй вaсmopу d;
j - oduн,lt,ннuЙ, вeкm,op' opm,o2oIrа,льнuil, do nл,oul,uнu т i сnpя-
м,oвaнuЙ, |nаK' 1цО rnpi,Йлса векrnоp,i,в €,d mа j npавa (pur:,19'
б), mo dля б'уdь-я'ttozo веKmo'pа, d', яlсuil, леъсurnb в nлoщuнi' т,
cnp aв е d,nuв е сn,iв вidнouьeннЯ

(8.2)

[oвелeвня..(oстaтIIЬo ДOBeсти' щo BeкTopи' якi стoять в лiвiй
i пpaвiй чaстиIIaх (s.2)' Maк)тЬ oднaкoвi ДoB)KиI{и' кoлiнeapнi й
oдI{aкoBo сIIpя\{oBaнi. \,{aсмо ||d,,а| : S, де S IIлoщa пapaЛеЛo-
гpaМa' пo бyпoвalloГo I{a BeкTopaх d, тa d..{oвх<инa всктopa' якr,тЙ
стoiть в пpaвiй чaстинi спiввiднoIпeння (8.2), дopiвнtос lс].lПpji,
тoбтo дopiвнrос S, бo якщo 3a oсIIoBy пapaЛелoГpaМa B3яTи Bек-
тop с*, то йoгo Bисoтa h дopiвнlос |Пpаdl.

Koлiнeapнiсть вeктopiв |'d,,d] тa Пp"-d . 
l d|' d виПлиBar 3 тOГo.

щo oбидвa цi вeктopи opToгoнaльнi.цo шлoщи.яvI 7т.

ЗaлипraстЬсЯ Iтepевipити, чи BекTopи | d, t1тa Пpдd.I r7]..f oднa-
кoвo сIlpямовaнi. Cпpaвдi, BeKTopи [d, с-]] i Л oднaкoвo нaпpяrlленi
(vи пpoтилe>кно), ЯiiЦo тpiйкa d,di d -- Пpaвa (лiвa). тoбто KтJI'I

IIЛoщa пapaЛелoГpaМa'
сi

I

I,4Б
| ---
| --'V-
\/'

\
\a ,/*t
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BeкTopи d тa € JIeх<aть IIo OДиII бiк вiд с*(по piзнi
Пpаd е ДoДaTl{oю (вiд'смнoю), aлe цe i ознavaс,
i Пp"-d. l с-l . d завэrcdu odнаково сnpялtoвш,нi.

Bлaстивoстi вектopЦoгo пoбyткy
1. HекoмyтaтивнiстЬ .l{}to)кeЕIIя:

бoки)' i пpсrекuiя
щo Bектotr}И iа. (: 

i

Id, 1,l] : -[b, r7].

Cпpaвдi, BеKTopи |d,'Бj' [0',d] мaкlTЬ oДнaкoвi довх<ини (моlvлi)

jtd.b.]i : iiБ,d]i : ldl . 
i Б1'inр.

Boни колiнeapнi, оскiльки oбиДъa пepllеIrдикvляpнi дo IIлoщи}1и.

щO BизI{aЧaстЬся BeliтopaМvl d' I b.
t!rх ЕaIIpЯМи Ilpoтилeх<нi. бo тpiйки d,b,f.i,b|i d,b,ib,rij pi:rн<ii

opiснтauii.
2. Beктоpний дoбyтoк доpiвнIo€ пyлЬoвoМy BекTop\r тодi i тiлt,-

кi тоДi, кoJlvl пepеМ}loх(yвaнi вeктopи колiнеapнi (лoвeсти цК) BЛ2l-

стивiсть сaмсlстiйнo).
3. Aсoцiaтивнiсть вiдносно сKaJIяpIIoгo МIIOх(I{икa:

[^d'i] : )[d,Б], Id,)d] : lId,Б].

.fкщо ) : 0, aбо якщo d i Бколiнeapнi, тсl oбидвi рiвностi oчевиднi.
бo в <lбoх випaДкaх ix пpaвa i лiвa чaстиIIи доpiвнкlкrть нvлевi.

ПpипyстllМo тeпеp, Щo ) + 0 i Beктopи d' тa b нeкtlлiнеap.
нi. .Цоведe\лo спoЧaтKУ IIepпIy piвнiсть. Щоб пepeкoЕaтись в ii
сIIl)aBeдЛивостi, дoситЬ poзгJIяiIyTи MOдvлi й нaпpями вeктopiв
г r ч 

'] 
r га r]

i^a.0 j1 
^Lа.o].Зa oзнaчeIIIIяМ l[d, b-]i : I al| | Бi sи p' Цe v _ кyт мiх< вeктopaN{и

r. l o. loЛl

|) [a'Б]l : i) ila||Б.|sin.p' li,\a,i]| : i) lldliБ|sinр1.

де Йr кyт мirк BeктopaМи \d i а]. Biн доpiвrrюе кyтoвi P. якщo
,\ > 0 iт _ 9' якщo А < 0. B обох Bипaдкaх sirrр1 : sinp. Звiдси
BиIIливaс' щo 

l[ ,\ a, b-]i : l A I d, Б,]i
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Beктоpи l)a'Б] i 
^ 
la,Бl кoлiнеapнi,,]K BeKтop,. 

Y:'JIеjJIrоf{-
дикYЛяpIIi до плoщ'уlг"kI. Я:кa BизIIaЧaетЬся BекTсrpа:vtи tj t /,t.

Якщсl 
^ 

> 0. тo iх rialтpями збiгaютьс:я. i. tlt:кiлькlr iх мo:Ivлi
доtrriвнкltoтЬ oдиII oдI{oМy' BoI{и те>к рiвнi. *

Якщo х< ) < 0. тo нaпpями Bектopiв [) а.biiid,.b: пI)Oти;Iе)к-
нi. тoбто Bектoppl [)r;.Б] i )[a.Г] piвнi. ()тжtl. п1lи Аl0

[,l r;, Б] * ,l [й' Г].

;Iрyгa з piвнос:тeй 3Bo]IитЬс.я дtl пеprш<li пеpс(:TatsЛJ1}Iн,1lvl
с,пiвrднo;кrrикiв в лiвiЙ i пpilвiй Ч?t(;тиI{aХl a' (:itNl():

Га' ) 6,] : _[) Ё a] : _) [i, r71 : 1 iii,i.l.

'1. Рoзподiльнa влaстивiс:ть вiднtiсll() дOдiiBaIIня'
,{ля бyдь-яких вектоpiв d,Б,ёсIIрaBeдливе спiввifнсrшrtэння:

i,ri -r Б,.=j : l ri' i] -т iГ г].

,Цoвeдeнgя. Почнемo з BиIIаrДкy. Koли ()дlIIт iз с;пiвllнtrх<никiв с
oдиIIичI{иI\,{ BeKтopoм r:7. 3 oз}IaЧel{ня Bектopнoгсr добyткv BиПJIи-
Ba€. щo BектOI) ''ii',,,l Мo)кнil по(lvлyвaти Till(. як зсiбpа,x(ен() нil
pис. 20. Cпрoeктvс\,{o Beктoр с1нa плoщиI{у. iIеpIIеIIДикУляр}l.v ,]()

Bектopa d, i повepIIеMo Beктoр ОT' в цiй плtlщинi навкoлrl т()ЧкI4

O зa гoдиI{f{икOBoкl <;тpiлкorо нa 90n. ()тpиrrаниli тil,ким t;пt-lt:trбtlм
^) гэBекTol) О.1,!, : [,i. ,i,1.

81

Pис. 20 Pис. 21
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Спpaвлi. |бт'i : lo4i:'ld1со'(;_,:) : iаisin; -..Ii'|.
i lsln7. дс: р - Kyт мiх< вектopa\4и d. i сi,;'BекTop o{ 

',"p.'0!{дl1-кr.ляpниЙ дo Bектopiв a|i с7 i вектopи d.oт2 i с7 yтвoрIoК)ТIr Ili)?iв\.
т1liйкv. Oтх<е. О-т2 : |.i'e J.

I)oзглянeМo теIIер oДиIlиЧI{ий вeктоp &. пepпендикуЛЯI)t1v ;i()

III,()Гo IIлощиI{Y т i тpикyTIIик ОАB (рис,. 21), в якo]vly ОА : d'
бB : i *i. АB :Ё.

Сшpоектv6]Мo roчки l та B нa IIЛоIIII{}1\,. т i пtlвo1rнe^.vl() Тpi4-
кVTIII.Iк О.1\B1 в шiй плсlщиtli Зa гoдиI{ЕикoвоIо стpiлкоtо на 90.,.
()т1ll,rмaсмo TI)икvTIiик О.7'2B,2. Ч як()\{v згi:нo З lTotiеpсднirll.I rri1l.
к.}'BaнIlяп,'" ов3 : |ri +Б, &1, ОI, : [d,' r!,i, т,F, : уi' r7,,'

Aлtl

тOМ}r

iri+Б.3,J: td Ё] +iБ.,1,1.

Помнох<имо обидвi ЧaстIlII{и oсTaI{I{Ьoгo с:пiввiднoшIеннЯ нa i r" i .

i. в1laховyК)чи, пro Z : lr-l сZ. a 
'aко}I{ 

BЛeстивiсть 3 вектtlpнrlгrl
дсlбyткy. OтpиN{aсrlto:

г э | +l ?'1 г э | эl -^1 i l 4| Э'1
io +.)i \(1(,i: l'{l. ir IС" j+ [0. l(|( ).

абo
I,rt+b.,=; : Ld.al+ ib.,.l.

2. Bиpaх<eння вектoplloгo дoбуткy чepeз кoopДиIlaти
спiв*rпoхсвикiв

Hrхaй

Oчевиднo. шo [i.i] : Ё' |т,i] : fl' |i,F,i - i, rj ,i l - 0.

ii'т] : i, [Е, i1 : g.
.Ioдi

id.ij : |а'i + а,,i * o,i,. h,i + b,,j + ь"Б7 : o',boЁ - с,",l,"j _ а,, |l' i+

d' : Q,r i, * аll ..j * rl, k
b:b,i-rboj+l),А,.
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*{t,, b,Т+а, b" j _rl" |l,,| - ( u,' b" -Q',.b.) .j-:i о, il,,,

t.. 
-

:?7t .'1 t"."

(!, (1,, (1-

b,r. tttt lt,

-0"bу

-1 I

"I

a
r. -i-

r

l,-"

-:
L

0:с
1.ut

)7+( а. h, -0,, l)

i

i.

j

()т;кt-''

|' 
Щl Qz

:t

" 

bu b,
Qz Q,.t

b= b,
а' ц|
|,,. bу

7

,,
U,,

r- il
i0' o 1:

'i.ik
'l 0 -l
4 -12 -5

: -3i -r 4f - 1'2{,.

(s.3 )

о Пpиклaд 8.1

С)Сiчислити пJ]oщv пaРaЛеЛOгрa\4?l. пoг).Yд()BirItOГ(]

Bектopaх d: i l;0._, }" b: i4; _I2 -5}

< 3нaйдеМo сIтoчaTI{v BeкTopI{иЙ дOС)\'тсlк , а. Б . :Jгlднrl :з фtt1l.
МyЛoio (8.3)' МaсМo:

iа,di:

flк вiдсlмo. IIЛoЩa S пapaлелoгpa\{a' псlГrY].tlвit,iI()Г() Hil" B()кТ()рit}: (

i b- дopiвнIос l[ а,i1|.oтх<е,

-,,t1^15:i-iii*{7*12д"l : (_3), -t (.l), -г (_12)2 - l3(кв.tl;').

3. ЗaстосyBaIIIIя вeктoрIloго дoбyткy
3. t. o бчислеgIIя IIлoпI IIapaJIeJIoгpaI{a тa тpl]tкyтЕlll{a
Hеxaй зaдa,нi ToЧI(и ..{(,t, ,at' 4)' B(.',.уz' zt) i С'(.z::l, !J:з.2:з ).

РoзглянеMO BeкTop' ТB \ тe ' Згiдно з_с'эIiззeIiHЯ]rI BCKТO1)}ioГO

дtlбyткy ]vIoДYлЬ BекTopI{oгo дсrбyткy ,.{B. 1(, ччiBI{Iос плtlттт.i

пapaлеЛoгpaМa) пoбУцoBalloгo нa BeкTopaх АB \ .\C. тtlСlт<l

l г ._-} .---+ j 
I

Sо : ll .{B..{С li .

tL lt
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.Якщo пoтpiбнсl зн'atlтуl IIлoщу тpиKyтIIикa АBC 
' 

т<r BoI{:t дtlрiв-
нюr пOлoвинi пдoiцi oтpимaнoгo llapaлrлoгpaМa, тобт<>

Sд:;iГfi.ju]i
о ГIpиклaд E.2

oбчислити IIлoщy трикyтЕ}rкa АBC' яКщо А(1,1,1).
B(2.2,2), C(4,3,5 ).

Ie: {B;2;4}. Toai

..-.д 
-sLАB, АC1 * :2i_j_k

l г--J J.]

li..lB' .1C ii: vr4Тl + 1 == J6.3нavить, Sд * l/6(кв.ол).iL .l

3.2. IVIorrдeIIт вeктopa d вiлпoсЕo фirсoвaвoi тoчки

Мoм d

Пorrяття Beктopнoгo дoбyткy Bикo-
pистoвyrться в с:тaтицi тa ;lинaмiшi.

,'t a тaкox< в теopiТ еJlектpoМaгЕетиЗ-
/ мy. oлним iз вa;кливIzlx зaстoсyBaIIь

// d Bектoptloгo дсlбyткy r пoi{яття lvto-
\dеIIтy BeкTорa d, IIриклaдеIIoго l]
тoчцi .4,1 вiднoс:нo фiксoвaноi точки
О. Зa oзIiaЧeIIням (pис.22)

г1

Мoм6 d: i oit,а]. (s.1)

r Пpиклaп 8.3

Сплa.Ё : { 2;_4;5} пpиклaдeЕa дo тoЧки М(4,_2,3).
3пaйти Мoмeнт цiri сили вiдпoсsо Toчк}l .4(3.2, _1).

{ 3гiдно з фopмyлою (8.4) МarrrДо:

iiЁ
111
324

\,{

Pцc. 22

МoмдF: ГтЙ,FJ.
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Tодi .,l,1,1 : { l; _4:4) i rпvк:lниt'l

Mом.'1 F =

т
,

-rl
-tl

тобто Мoм.a,Г : t -ц:3;4 i.

k
.1a

5

:
1i

2

: -4i -.:_ 3.l -г 1i..

$ 9. MIIIIAний ДовyтoK BЕKTОPIB

1. BизrraчrнIIя ruriцrанoгo пoбyткy тpьoх вeктopiв. Bлaсти-
востi п,riпraнoгo дoбyткy

Hехaй дaнi т1lи BeKT()}.)И q,6.l. Пtrмно;кrr\lо RекT()1)E() tsсitT()})и
ii I b i oтp'lМallий вttкто;l itТ. b l пoмн()i,l{и\i() скi}лЯрI{O нit вtlктоil Z
тoбто сI{лaДеМo BиpaЗ

,г - /l([а.0 r. r).

ТIой виpaз i нaзивa€Tься мiпra'ниl,l дсrСiУткtlм трЬOх B(litт()J)iB. T()i1\.

lllО B IIЬOМy Bик()ри(jтaнi двa Bиди МI{0х{(lнIlя. Мiiпaний ;{сlбvтrlт<
бylемo пoЗIIaчaти сиMBОлом (d. Ё а), 

'u'. 
ттlo 3а, O:]il?lЧ(}Iiт1'lN'{

(d.b.r): (Гd.lll. а)

Miшaниfi,Цoбvток як peзvльтaт скa.;IярI{Oго \{н()).K()I{IIя I}()к.
то;liв [d'b] i с*е скaляplrОIо BелиЧинoкr (числtrll). Biн Мi}r дvl*iе
пpoстe гeo\,leтpиЧIlе тлvМaченI{я.

Мirшaний добvток нeкoМIIлaIIapIrих вектсr1>iв а.i,,a дс-r1riвнкrс
oб'rмoвi Iтaрaлejleпiпедa. пoбyл<lвaнoГo нa цих BсIiT(lpirх (вiднt:с:rr-
IIих дo спiльногo Iloчaткv). вЗятOМy зi зцaкtrlui IIЛк)(,. ЯкIц() т1liйкit
tl,b,{: * IIpaBa' t зi знaком мiнyс" кOJiи u*l тpiйкa лiвa.
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r- 7r
Lo.0)

CпJlaвдi.
| / I t r\ I I + r , r r

|(а,b,e')|:|а!'b lsirr; ji:; ; сtts€)'.

Дr P кyт ьri>к вeKTOрaМуl |i.Б.
. кут мiх< вектopaМи [d.Б.1, d.

oб'еьt U llapaлеJlепiпeдa, 
.пoбy-

дoвaЕoгo Iтa вектopaх d,.h. С lo-
'piвнrое дoбyтковi площi ОсIIoви

S:ldIiБisin9
нa висoтy h: i il | соso 

I

(pис.23)' тoбтo

|(а.Ё,(')l : S' lt : с.

o,

Pис. 23

3нaк lulirпaтrого лoбyтку збiгaеться зi знaкo\,I сoS o. Tоi,lv вiн
Додaтний' кoJIи кyт o - гостpий, тoбтo I{oли тpiЙкa вeктopiв d,Б, e
_ Ilpaвa' i вiд,rмний, якщo o - тyпий, тoбтo тpiЙкa вектopiв .' лiвa.

oтх<e,
(d,Б,d): *о.

Haслiдoк. IVIiшraвий добyтoк Доpiввloс нyлeвi тoдi i тiльки
тoдi, кoли llеpeМIlo)кyвagri вeктoplд кoмплaнapнi.

Cпpaвдi, piвнiсть (d,b,a: 0, тoбто piвнiсть
| +' I r r

|йilbt sin 
'э 

jс] соs O : 0 BикoЕуrтЬс.я якщo:
1. Хoчa б оциrr iз вектоp\в d,Б,dе нyльoвий i тс;дi всi тpи Brк-

Topи комплaвapнi;

*2. sirr 9 : 0. Toдi вектopтl. d' i b кoлiвeapнi, a oтх(e' вeктopи
d, b. ё _- кoМIlлarrapнi;

3' сos o : 0, тoдi вeктоpи [a'Б1 i .-op"oгoнaльнi i вектopи d'i, d
кoмплaнapнi.

oбepнене твepдi*(eЕillя дoвoдитЬся al{aлoгiчвo.
3 геoметpичIloгo тлyмaчelrня мiIпaвого дoбyтк у* BиIIлIZIBa€' щo

Цa,Ё1,d) :(d,[i,€]),
3вiдси, 3 oгJIядy Еa кolvlyтaтивнiсть скaлЯpнoго добyткv i a,rг

тI,IкoмyTaтиввiсть вектopЕoгo l\dЕo)l(еЕEя' .цЛЯ дoвiльниx тpЬoх
вектoрiв d,. b, d Мa€N{o:

, t 1 -, r i - - r z - - ir z i - -r t - - 7(rl'o.с): (b.с.d'): \d,d'b ) _ -(b,d.d): _(с.,с,b): -(d.ь'd.).



li 9. гЙlшA}iИЙ дoБyТoK BЕKтoPlB

2. BиparкeIIЕя rvлirпaнoгo дoбyткy чеpeз коopдItl{aти IIе.
peп{IIo)кyвaIIих вeктopiв

I{eхaй d: (l.дt+ oui + o"i. i: |l'i+b,,,j +b,Ё, l-- с:'i=
С,t J * (.. Ё. 'l.oдl

87

f + r'1
L"r"j -

-?
I,

шx'

LUa

(rz
,
oz

а)'
AvX:

r+ E
4,. 0,,,

L,, bу

0,2

b,
4,,

b",
4", o."

b., b.

c"'
LUI

vrl

а" a,, o.,
1t'
vт v,l |f1

с' с,' (.'
'oу

(1,, 
,..' '' (-, :

b,,, 1

(d,, b, d) tr. ?l э\:(La.ol,c1: &,,

o.,

C,,

r1,",

b,,,

az

b"

сz
(12

AU7

Ь,vt:

аz
b"

w.l

ш,I

b,,

a. 4,, (,t"

b, $tt b,

с" (:". (..

laKиМ ЧиI{oМ.

(d,b,d): I

I

i.

I

(e.1)

о Пpvrклaд 9.1

.[aнo vотиpитoчки: А(1,|.1 )' a( 4,4,4). C(3.5.5)' D( 2'4'7'},
ЗнaЙти oб'еrut пipaмiди АBCD.

{ oб'сr,r пipaмilи дopiBIIЮс oдFiй IrJoстiIl oб'сrдv llapaлелепiпе-
дa' пoбyДoBalloгo нa BeктopaхTB,Тe 'ID. oт>ке

?Jпip : 
} 
'(d,.Тc 

jD 
)

! / -----+ -----} --S\Тодi un;,: *|1.lв,АC.'\D)i : Ё-oа
333
2 ,1, .1

136
: ;.18

: 3. (кyб. oд). >
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о Пpиклaд 9.2

З.яс;Yвi.rтrr. Чи к()I{пЛaнapнi B()ктоI)I4 d : { 2:3: *1 i. t] :
i 1:-1:3 ) i 11: { L:9: -il }.

{ *Jнaйдсr,tсr ltirпaниIl добvток Зaдaних вeктоJriв. \zlaсrlсl:

{ri.b.t):
2 3 -1 j

.1!L -l J r:tJ.
i1 I *1l r

()т;кс:. :зaда,нi BеFiтoplI l(oNIllлaнapшi.

о Приклaд 9.3

l.fовt:<.тt,t. lцO Чoти])и TOчкI{ '4( 1.2. _i ). B(0. 1.5 ).
Сt *1.2.1 ) i D(2.\.3 ) ле;кaть в oднiй п;.loЩиi{i.

< ]Jн:rйдrlN{t) Kt)с,lt)]{иIltI'Iи всlкт<>1riв fi. :гс i .li. \Iасмс-l:

fi: i _t;._1;6 i. ..lа: i -2:0;2 }' ..tli: {1: -1:.i }.

Мiiшaний дo.)vToK

(.rэ,^?,.Тd) :
*1

-)
1
I

_lь
U2
-l 1

-0.

()тiкtl, BeктOpи rB, rё i fi KoМплal{apнi, a, тoМy т()чки А' Iз' {:
i D лeх<trть в tlднiй плошинi.

$ 10. IIoДBIiтниЙ BEKтOPниЙ ДoБyтoк
Hехaй зaдaнi тpI{ вектopи d, Б i а.

oзrraчeнпя 3.14 Якщo вeкm,op i u"o,nopнт ,rl,o.|v|:нo)|{,urn1l 
T1,(I, ве,N-

тrt,oуl i, а' веNInop d m,аrtоэсt: веNrno,p?lo n,О,h|,t1Оtr'.um,u, ?Io, веn:rn,o7l,нlt,,ii,
\ , i'. ч1 ' | - ri -. 1 aUОoцTll,o|i, |-b. с.i. 'nю om,puмa€'Ь|,о веKIn'op I17. Lb. (i i, 'якttЙ ?l,|Llltrвo,еrll,b('r

r t, o d в,i.tунш м' в еIlJ n0 p н'1 L,м d o 6 у m,r; o ла'



$ 10. ПoДBtЙнtлЙ BЕKтoPHИЙ Дosyтoк х()

о Teopеvra 1.0.1

,\,n,я doвi'nьTIll':r {)ек.m,oI)i,в d,^ 6 i d сrl2ia,веd',tuве r:ll,iввidн,rlttlе,н-
't1'.fl

b(.i^с) - i(d,'b). ( 10.1 )

ДoвeДeння. PозгляI{е}Iо oкpс\{() trBa Bипа}дки: rТe})шIvуЙ,' ксiлll
BeIiTоJ)и Бi rjкoлiнеapнi: лpyгий. к()Л}1 Bектopи Бi d,'..*o,'iне:r1lн1.

B пеpiп.омy BипадK)' пoзI{a'LIиМo ЧеpеЗ .i оpт l]еIiT()рa ri .Гtlдi

1: iс-.i'r7.b: +iL,|'r7,'.f,е 3нaк плIoс беpeшlo тодi" ксlли вект<li;и b i i
OднilK()]]() Сп1tяМOBаtнi' а, знaк l,liнyс кoли гipoTиЛе)ф(нtl. Зна,йiiеlцtl
b(d''r) i а(d.b).

Мaсмo

Б1d,'11 :

:lсi(.,'\a,
-!j'l

Знtrчитr,.b (.i'а) _ t(.i,,D) :0. A.lre i лiвa чtrстинa (10.1) д<lllilJТil{)сJ

ii\,".Iк)1 осlкiльки вeкToрIIий Дoб\,тсlк td. r=1 кoлiliеаlрI{их вектrlpiв
дtliliвнюс IтyЛю. .Цля пеpIшoГo BипaДKy теop6]t,Ia дoвсд()нa.

PсrзглянeN{o Teпep ,цpугиIl BиIIaдoк. Kоли BеI{TOрI4 b i r" не-
кoлirтеapнi. Beктo1l Гri--. Ib. il ] opт()Гol{a льнтlЙ ts(,'KTОpv i.ь,..' ii
tlстaннiй opтoГoI{?t'льний BеKToрaМ l,l i .. Знaчить. BеjiiТ()I)'{

i;.ii,' dll,tl iiкrrмrrлa,нil,pнi, a ToМ\i BеIiT'Ol) i,.d''l'b.ijj r,ro>кнil p():}-

I(ла(:ти Зa дBON,Ia нeкt-lлiнс:а,I)Iти}'{I,I векTol)a\,{и b i v як 3il бtt:зи<:tlм.

тсlбтt,l iс:нyк-lть дiйснi ЧисЛa o i ,J такi. щo

(|, D -f i.7 с. ( 10.2 )

ЗieлrtrпaстЬся дOBeсTи] щo o : (.i,,-). ,З: -(.7.6.). .toвeдеМO. нa-
Пpl{I{Лaд. lцo 1} : (17.r1). Bвелrмo тaкi ПoзI{aЧеII}Iя: т IIлoIIIиIIa'

.яIF(it визI{AЧa€TЬ(;Я B('кт()pаМи b i d: 1 - oдlаtтичний BeкTop' Щo л()-

;киTЬ B IIJroщLIнi т i opтогOIlAЛЬIII{й До вектopа i i одиничний
BекTop' якутЙ oртOгOI{aльний Дo IIJIoщихlтl т i спpяМOвaний тaк. щtl
трiйкa ё'd,i - пJ)aBii. Toдi згiднo iз спiввiДноrпенням (8.2) МAс},IO

',d..'|Б' i}i :

i.tll'( d,,1'),

iГi.z i .i,,i,).

' '7' -. ' - эr 1 lt,,b|rО (,т. а| r:., ) : 1i | :

+, hl r'0 \*!" t' )сt0.D)

r 4 i 1 э] ]

iс'Lt)'(.]j:

г7 -lIn г1:
L "" j Пpаb 'id|. 0. (10.3)
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flкщo rl, oЦ|lтIИчt|vIй вeктop, якvlit кoлiнеapний вектсlpy r"i оlнa-
кoB{) :J I{иr,{ (jПI)яшiований, тo пPaBa тpiйкa ё, с9, li yтвopioс' ДrKap-
тoвl,rй пl)яN'тo}iYTниii бaзис. PoзклaДеМo вектOp d пo цЬOМy бaзисУ.
вI)aхOBУloЧ't. IIIo кOoрДиIIaти дopiвнIоIoTь пpсlекцiям вектоpa d нa
баrзиснi BeкTOpи:

о- : ПIэ"- d- . € + TIpсd . r} + ТIpo d. d.

BекTOpнo (10.3) нa (10.a). Maсмo:

Г.: i ГIp".d. e]+ Пp"-d . & +TIpod. j' Г7p6b.Id|

(10.4)

Пotuтнo>кимсl

Г ., .']

| + г I +] |la.]0^с1!t ' 'l
-t
")

: i а] . IIр;,Г ( Пp6r? |а.ii + Пpаtl* |,ъ, d1 1 ПPo dii, d.l)

B1>aхсrвyю\iи. Щ(),'ё, i1 : -.ъ; [ съ. i] : € \'Li, 01 : 0. gтpиМaсМO

i - .l
in-.ib.с.-l l : |с-| .Пp"-b(-Пpud.3'+ Пp..d.el) .L '.1 \

Aлсэ [ d,rLi,t)7: *t + 0сi. Toму

аi - 3 d: It|. Пp"-Б ( _шpua ' сa + Пp.-d. e-) . (10.5)

Псll''Iнoхсишro с:шiввiДIIoПIeI{IIя (10.5) скaЛяpIlo нa d i BpaхoByIоЧи.
щ()
(Б',.): ПpаБ' (,?,е.) :0. (ё,ф -- 1, сlстaтOннo oтpиМa€NIO

i-'ri .Пpдb: 
iс=i .Пpu0.Пp"-d, aбo .: jdi .Пpаd : (d^d).

i{ля дoвeдення piвнoстi ,9 : _(d,,Б)

дсlннi помiняти мi.tlцями вектopи с-i
ar

- ! п-. l L..=] l.L -l
Teopeмa дoBеДeIIa.

о Пpиклaд 1"0.1

.{aнi вектoри d : {2;_3; 1},
ЗнaЙти rd. Г'b.d]

пoтpiбнсl B IIpoBeДеIIoМy ДoBe-
- г -l
Ll, i вpaхvвaтИ' щo |а,|а,l,] l :

b : {-3; i;2} i с1: {1l2;3}.
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{ Згiднo з фopмулorо (10.1) Ma€Мo:

[d,[Б,d]:Б(d,Ф _ ё@,ф,

Знaйдемо скaляpнi лoбyтки (d,ф тa (с7' Б'):

(d,ф : _L, (d'Б) : -7.

Г,а',L6,41: _Б + тi:{ 10; 13l 19}.

Toдi



РО3ДiЛ

AнaлiтичIrta гeО}/nетрnя Еf,e

II.IяФщдI,дF{l

s 11. ЛII{Iт ЕIA гIЛOщИЕII TA тХ. PIBЕ{я{}{E{Я

1. Пoняття IIрo лiнirо тa Тi piвняIn}I"я
I1oняття лiнii с OдIIиМ iз нaЙt;клaднtiпiах Ii()tijlТ]l }1?l 1('\ii'l'lтii],1 .

3aгaльне вpтзIIa'ЧeIIня лiнii I{aBoдиTЬ(:.тt в t:пtlЦiirJ-]l,}iiй .\{ilТ(]}lЗ,.Il,Тli-

нiй дtас:циплiнi . Toпoлoгii. Boнo бyлсl дtlн() i] ?().х llrlка,х iТ().Г{}ЧI{i)-

гс-l стtlлiтТЯ МaтеN{tlTикofuI П.С. Уpис()I{ОNI, }iи зугlинИ\,I()i]]: ,тIИlli('

нa OЗIiaЧеннi оiвняння лiнii.

oзнaчeнrя,я 4.L Pi,вня'нн,aл'l лi,н,i|i'. l, в t)t:.ьrl,1lltюв.i.ti, r.,it't,,.Гllt:,м,i, r,:tiо1l{}tt-

н' апl,,|1, {l, n,n, otцu,н,,i, н, а 3l Iв а r;m b с'я 7l i в'ня нtt.tт

Г(:i;. q) : 11. (ir.ij

яхt: зadoвОлb?7'Я,l0lтlb,х:oopduна'пttl:l: ,i 1l h:())''(:н()'l IIl'(},1t'.r\,lI itit:t ,ntнi:t i нt'

эаdoвольн.fIЮrn,t' ,коo'pdtl,наrтt,u :x<,:odнtli rn,tlчl;tt,. 
'l,|iа 

tr(, ,1,?,}!{:1!П|'b тlrl u,itl,

,л,i,н,iz.

'Як зpoзytutiлo з сrзнaЧll{I{я' с:a}v{il лiнiя l tlсlзг;rя^l?l6]TЬ(jяl .яK l,,IнO-

>кIтнa ToЧoк. кoopдиI{aTуI I1 lJ якиХ зaдOBOлЬII.яIоI]Ь 1liвняllil;t (11. ] i.
Piвняння (11'1) lt{aс безлiч pозв'я:зкiв. тсlСlто, бtlз.liiч liiii)

ЗIIaчет{Ь :r i у' якi зaдовоj:IЬняloTЬ це piвнянriя. Кrl>кнiй таrкi"1 пtr1li
вiдповiдас ToЧкa IIa I]Лoщинi. Пpoтtэ. якIцO oГll,tеiкити(:}, Лtr,Ifl](]

дiЙс;ними poзв'язкa.'{и. тO piвняння (11.1) M()х{с \{ATи iх бrlз."lliч.
скiнченнY кiлькiсть а,бo не мaтlI х(()'ц}ТoГ0 poЗB.яЗri.y. iJ tlt: rа,н-
IIЬoМУ Bипl1дкУ кa'xiyтЬ. щo Taке рiвняння I}изHaчa,€ vяB}I\' лiнiкl .

HaпpиклaД, piвнянн я 2r2 i 3ц2 : 0 визнaчaс тiльки ()д}Iv TOЧкv
()(0,0), тoМy щo (0,0) -- сдиI{a iIaрa Чи(:еЛ! якi зaдовoЛЬ}iЯк)тl,
laне piвняI1I{я. Piвняння 2r2 +\lJ, *5 : 0 Еe \{zl€ >I(oдТJ(}I.() цiйснсlr.tl



Ц 11. ЛlН|l HA пЛoЩИHl ТA lХ P|BHЯHHЯ

Рo3B',язi{v. TOбТtl B()ТIO BиЗIIirЧa€ yяBI{v лiнiкl.

2. ПprаклaдIl зaдaння лiнii 3a дollorvloгoto piвняння
Р tl-tt.лянсlut сl Iекiлt,I( a Пр()(:Тих IIpиклtlдiв визнavеннЯ х irpa,I{Tе-

p.r' лiriii :]ir ,llaнИ\{ ii 1liвнянням.

о Пpиклад 11.1

i)iвнлriтr.rr ]' -,!) : i). iiбo. щo oдIl(] ii'гсl:к. [ :'!J Bи3II?I.

Чi;It.-] М}IО)Kиllv TOЧ()к. rlJI{tiКoB(l вif,да,лених вiд ос;tlй (]lI(jт()\,tи

jt()ОJ)дИгra,г. тrэбтс бit:i:кт1lиtlу ПеpIIIoг() i т1lс,тьilгt) кOo})дI{.

I{атl{t,tx кvтiв.

< (-lпрaвli. д,rя вс1х точtlк дtlслiд;кyвaнt,li лiнii :r: : .}: t)T)к€} в{ii
B()}tи po:зl",tiiл'снi в<:е1lt.lдинi I i III к()opдиIIaтниx кYтil}, наl tlднtrксiвiii
вiдстtrнi вiд iх сTOJ)iir (pиt:. 24).

93

о ГIриклaд 11.2

If tiзг.rlянеltri 1.liвнявня {2'r.2 +:з,g2)(1i! - 4) :

< l.iiву Його чaс;тиIIУ Мo)й(нa pо:]кЛaсти llit
сltt'гl,l 1-liвняilн'l Y lзигляД,i

t2t:2 +3y2)(r; - 2)(, + 2) : g.

R t;нc) З ilдo B ( ) Л Ь1]'] еTi, (],{ Л I,t шILl T'тNlуl зI{ilчeIIЕI.яМ и
}i'iI{)TЬ рiвнлння

i).

i\,Iнo)+(}IиKи i зirпи-

r i у1. якi Зtlд()I]oлЬ-

.2.,'.J -т 3y, : 0, :r-2:0, .r'* 2 : 0.

Псрпrе :] Цих piвнянь :]aДОBoлЬт{Я€ лиIIIe oдIтa IТapa Дiйснltx Чисeл
:/ .= 0 Т.<\ l] : 0. тtlбтo в0I1o Bи3IIaЧa€ лiнirо. якa Bиp()дх(vсTЬ-
(:я B ToЧкv O(0' 0). .(pyге ;liвняlтня B'{зIIaчa€ \.IнO}KI{I{v точсrк. якi
\{aк)ть oдну r1 Ty сaМy aбr;цису r :2. Bонo зобpzt,х<aс тIpяi\{y. ITa-

p2)ЛCЛЬIIV oсi Оц нa вiдстaнi 2 вiд неi. Aнaлoгiчно рiвняння :I' : -2
зoбpa>кaе IТpяМV. пapалеЛЬIlv осi Оу ттa вiдстaнi 2 лiвopyu вiд тrеi
(pис:. 2Гl).
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Pтпc. 24 Pпc. 25
Я*щo лiвa чaстинa piвняння лiнii poзклaДaсTЬся нa дскiлькa

МIIoх(I{икiв, тo гoвopятЬ' щo лiнiя, якa визIIaчaGться цим piвнян-
I{ЯМ' poзIтaДa€тЬся вa Дeкiлькa лiнiй.

3. ПpиклаI{In сI(ладaЕE.fi piвпянь зaпаЕ!!x лiвiй
Чaстo лiтriro зaДalотЬ 3a ДolloМoгorо тiсi чи iнпroi геoмeтpиvноi

BЛaсTиBoстi лiнii, спiльнoi Для всix ii тoчoк. Ha ii oсновi тpeбa
скЛaсти piвняння дaнoi лiнii.

о ГIpиклaд 11.3

Cклaсти piвняння мEoжиЕи Toчoк' oДЕaкoBo вiддaлeниx
вiд стaлoi тoЧки C(a,b), тoбтo piввяпня кoлa.

< Пoзнaчимo дoвiлЬEy тoчкy кoдa чepез M(",y), a йoгo paдivс
Чеpeз R. Toчкa x[ лe>кvтть нa кoлi тoдi i тiльки тoдi, кoли

|CМ|: Д. BиpaзиМo цIo BJIaстивiсть, спiльнy для всiх тoчoк Ko-
лa' чepe3 Дoвiльrri KoopДиI{aтvl r i у Toч:кvt M i вeлvтчини, пoдaвi
в yмовi зaдaчi.
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Y I \.-lr
,lJ : _|сJ. 

i

\, .U': l"'t

26 P*тc. 27.
KoЛa сIIpaBeДЛИвa piвнiсть

Q. _ а)2 + (у _ b), : R.

r r) r '\, ^)\.r_а).+(y-0).:tt".
кOлa.
кOлa зIIaхoДитЬся B пoчaTкy кoopдiиtlilT. тоСlто
piвняння кoЛa нaбyлe BигляДy

Pис.
oтхсе, Для тoчoк

aбo

I{е i с piвняння
Якщo цeI{Tp

тoчцi o(0,0), тo

:x2 +!J2: R2'

о Пpиклaд 11.4

Toчкa pyxa€тЬся Taк' Iцo вiДстaнi ii вiд дBoх BЗar\{нo
IIеpIIeEдикyЛ"fIpI{иx trpяМих 3aЛиIIIaIoтЬся BесЬ чaс B стaЛO-
мy вiднolшеннi. Знaйти piвняння ii тpaсктоpii.

дoвiльнy ToчKy тpa€кTopii uеpeз x,I(r,y), a вiлнoIIIеI{I{я ii вiдстa.
ней вiд кoopдиIIaтIIих oсeй ''- Чepe3 A. oчевидI{o' щo |^'I|x.{|: |у|'

|hI2h{|: |r| (pис .27). Алe3a yМoBolo ## : A, oTх{е, 
l1| 

: *

3вiдси
u

- -LЬ
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aбсl ц : k:r Tal.ц - _&:r' I{е, як ЛeгкО IIepeкoт{aT|4(я. пр"lIr,ti" lцt-i

прOхoдЯ:ГЬ черe3 II()ЧaTOк кoОрДиI{aT. 
1'' 1'l

Aлс yr,toвy зaдaчi МO)кЕa пIe зaIIисaTи TaK: |}} : l' тtlГl'rt;
'.t/ I .t1 

;

r. 
-.- |

ll : .(.. (-)тх<с. oTриIиaсil,Io тrte д3! npяrii: 'r : А.lJ Tll .i. : *,i'1l Уr.i
t lt I

Ч()Tиpи шpямi зiiцoвoлЬIIяIо!гЬ y\,Ioв\/ зaдачi.
()т>кtэ. B зB язК)1 з анaлiтиЧни\{ П()IilFIня\t лiнii BИI{liкil,к)ТЬ

зrrДачi двсlх типiв. -Jaдaчi IIepшIOгO тигt}. ITOляI.iIк)Tь Y побr'дt;вi
гpафiкtr i вивчtlннi влaс:тивостeй лiнii зa дOIТ()мoГ0кl :rа;itrт-itlгсl ji
triiвняння.

.jaдaчi дрyГoгO Tипy IIoлЯГaк)TЬ
Е{.l, сlсrтoвi 3aдirIIoГo I.еoмeTpичIIoгo
vf вOpeнIIя.

4. ПepeтиIl двoх лiнiй
Чaсто дoBOдиться pсlзв'язyB?}ти f'ilкУ зirдaчy: дано iliвнянгiя

rвсiх лiнiй
F(r'.у): g, Ф(:r' u) : g. rr r.rl

3нaйти ToЧки iх пepeтинY.
lШvкaнi ToЧки. Якщ<l вoIIи iсн'y'rоть. I{аЛ()хIATЬ irСiс;м лiнiя:',r.

I.сlr,ty iх ксlo1rдиI{trти пoвинrri зaДoBoЛЬIIяти 1liвняI{Irя oбOx лiьrili.
()т>ке. щoб знaйти кoopДт1lътaтут всix тoчсlк пA}DеTиIIY, тpеба, trlti-
ЗB яЗaTи (:и(.тeМ.\. 1liвнянь

{ rk..У) :0.
i ьi;' i,,: o. 111.:})

ГIкщo сисTеN,Iil (11.3) не Мa€ дiйсних рс-rзв'язкiв. то лiнii. заrдatli

рiвн.янняlли (1 1.2), }iе IlеpеTи}Iaк)TЬ(jя.

о Приклад 11.5

Знaйти тoЧки IIеI)етиЕy кола (л - 1)2 * (y - 3), : .1 i
прямoi 9 :-t,.

< Pсlзв'язyсМo сисTеIt,Iy piвнянь

v BиBедсf{rri piвнянrrя -'riьrij

Чи ьtехttнiчногс-i Зiiкt)IiV ;i

-_ ,1{(r,-1)'+U-3)'
|,ц
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iJ rтк-'lro.lаЮ Ч !t j/ З Гt(' I ) ri]( )гс) рiвняrrня.

.r2 -* i:,' -- 3

.Jвiдс:i,r .Ii1 : 1' :I..l : i|'t. i вiдпtlвiдтто. .,'
:гоЧKii}{],' ё f.()Iiки (L. t) i (3.:t;.

.- r)

_t
- r. !l!

5. Клaсифiкацiя IIлoских лiнiй
"Jirдання ;riнiЙ за' JIOI]olv{()i.Oк) iх piвнянЬ Ilр}IB();1]'{Т], j() кj1il.-

с:ифiк;lr1ii лiнir1'Ja.Л())i(н() вiд влаr:тивсlстtlй Цtтх 1riвнэirlr,.
Ус:i ;iiнii [rозпtlдiл.яIк)'IЬ IIа а"'tt.ебIэuriчнi lt г1lir,,llсЦ<l rr.]t' trr н i.

oзнaчеrrня 4.2 А.,tzе5'prt;t,"t'но'кi .ni:н,i'с:ю ,rl{!,:}rrвl-еT|ilt(,Я |llIt,l,:(l' ,,ti.ttt.zl . нь:ti

;}0бpa,)'с{tс:Tn,ьс'Я (} t)с:,ь:aуlrп,ttвu:r nоoуldtн(t,'in,o':I: ал'к6pri,i,,t'tl!i,.\| })iв{l,н11 11)l'|\l

i:(.;'. a) : {).

it: l; i.l:. u) (, ,,\|'l70,1'о1!,л.t:rt в,id эмi'lt,шul: l, i у . (]пк:'n:i,rt,t' .,NIН'{i1-|)1t'i{|,tr,(|

Лi,.l;) . ttцu t.ttкit,.tltt, t1 ,titltil ,t,tit,ttt,ttrl'i,'!)r()t1}!|{t||| ,t'ltt ri1,tli,t,:t;'i .lilii,',. tlit.

'|t!t-J(l (.-trl-bс,t ll ()p'l 0 
^:|)''\|' 

.l t tti,.i.

Лiнii. якi нtl с irлl.ебpiiТuниl,lrl' i{азиBa'к)тIJ(j'{ ТI)iiн(:I{ен.]('iif.:1t-1.
}Iи.

П1lиклада,Ми aJ-iГ().)рiiiЧI{Ilх лiнiй с лirrii. зtt:tttнi ilittн:ltiняutt

.I:i !/ -2:0. ::..J:1l2 _- 1-..i.i. .,.. * ц'' -ij.ril: ti.

П1lиклaдa.lvlи т.pitт{(:u()IiД(]i{1.I{I4х лirriЙ \'I(}iк1/ТIJ бv'ги л.нij

, - tg з,: tj. б,'!j -т..r - ry: Q. //: l()g.,.l..

\,1r;>кнa п()кz1З?}T.и. Iцо aЛГебpaiuнa ;тiнiя зtr;l}lIJlilсTI,(;i] aJlr-('-
Гlpaiннolo в кo>кнiii .1tlкtt1,lтtlвiй r;иt:тtlьti ]i()(;i)ди}{?lТ. I{J)I4Чi.-i\t.!. ijj)-l{

II0pеTBOреннi ксlilpдl,It{il.l. IТtlр'1д()к ii т.t'iк lз.с j.uitlк,ст ьl''i ' Тi,rтr.
дсlцiльнсl клirr;ифiкl,.BaТI,I алгeб1laТvнi лiнii З;t,jlt'itill{} вi,i titl];ir.lкr'
iх 1liвнянь.

jЗ а,нaлiтичнiй гtltiшtетpii вL{BЧак)ТЬ(;;I .;Тиlli(.l it;tгtlб1ltii.lнi ;liнii i

пpиTОму ЛиlI]е лiнii пеpшrогti i ;]l)'vГ()Г() пtl1lя.tкiз. т<rСrтtl ;тirтii. якi
B дeк apтС)вiЙ с;prt : тсlшl i зo Сl pirх<AIoTЬ(]Я р iaiiЯiiЦя\4'{ ;

l:'2 + I3:r,ц +"(.,!t, + D,l: * Еit -- Л : t],
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s 12. гIPяVIA ЕIA IIЛOщиI}J.T

1. 3aгaльнe piвнянrrя пpяшroi
Hехaй нa IIлoIIiиътi Оrу зaдaнi l{еI{vлЬoвиЁr вeктop fi : {,t' B\

i точк:r r}/o(r'о, y6). Пoтpiбнo склaсти piвняI{IIя IIpяМoi, щo IТpoхO-

диTЬ чеpе3 TOЧKУ ,ilir0 пepпеIIдикУляpI{o дo вeктopa ri.

З aксioми елcMеIiTapнoi геомeтpii вiдoмo, щo чеpeЗ TOЧкУ, щO

Лeх{итЬ нa зaДaнiй пpямiй, Мo)кнa пpoBeс!ги сДиIly IIpяMy. якa Пеp-

пeIIдиKyляpнa iй.
oтxlе. пoстaBЛeIIa Зaдaчa Мa€ 6Диний poзв'язсlк.

Jля loвiльноi точки II(r,y) rшyкaноi пpяпlсli BeкTop \,Io]I :
{r .roi,!J уo]1 IIepпeIIДику-ляpний Beктopy f, (p'с.28).

Pис. 28
Тilму (]кaЛяpllий дoбyтoк ix доpiвнroс нyЛIо: (r110T7. f,) : 0 aбo в
KoopдиI{aTax:

А(' -,o) * B(у _ 9о) : 0. (12.1)

I-Ie i с piвняння lпукaноi пpямoi.
oт>кe, пpяМa IIa IIлoщинi визнaчaсTЬсЯ piвнянням пеpIIIoгO

сTеIIеHя вiднoснo дeKapToвоi систeми KoopдиIтaт.
Пoкa>кемo TеiIеp. щo Koх(Еe piвняння пepIIIoгo стeпeIIя BизIIa-

чaс пpяМу в цiй системi.
Poзглянемo довiльне piвнянI{я IIeрIIIoГo сTeIIеIIя

Аr*Bу*С:0, А2+82>0 (r2.2)
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i нехaй ,lfо(.то, y6) с orнiсIo з тoЧoк Bиpaх{('lнoi rrиlut лiнii' Ttiдi ви-
кoнУ€тЬся рiвнiсть

,4,o+ Bуo+ C:0.
BiднiмaюЧи цю тoтoх<нiстЬ пOЧЛ()ннtl вiд 1>iвняriня (i2.2). OTi)и*
\,IaсМo 1liвняння

l(r_,n) *B(у-9о) :0.
Jlке виЗIIaЧac Ty (ja\,Iy лiнiто, що й piвнянrrя (12.1). },iвняння (|2.2)
I{2],ЗиBaстЬсЯ зaгaлЬнишr piвняIIIIяIvI шpяштoТ rra IIлoIIIинi. аr вrlк-
тop n] -- {А; B} нopМaЛь}lиМ BекTOpol"l дaнtli п1iяl,rоi.

Oтxre. Ми IloкaЗaЛи, щo iснyе Лище OдI{a aлГ(:бpаivнer лiнiя
IIеpIIIoгo пopяДкY IIpяМa.

о Пpиклaд 12.]"

Cклat;ти piвняння пpямoi' якщo TOЧк?l x[oQ.3) с <l<:нсi-

BoIo ПeplleE'цикyляpa) oпylцеЕoгo 3 IIoЧaткY кoOI)диIIilт нa
цIo пpяМy.

{ oскiльки ToЧкa I,I0(2,3) с оснoBolo пеpIIендикvЛяptl". якиЙ
oпyЩений 3 IIoчaTI{y кoopДиIIaT IIa IIIукai{y.IlpяIv{У. то нopN4zlльтtиЙ
Bектoр ri : О1[Ь: {2:3}. Heхaй xtl(r,,у\ дoвiльнtr тоЧKit пpямtli.
Toдi вeктop й пеpпel{дикУляpний Дo BeкTopa !I(|xI - {,.-2;ll *
3}' тoбтсl (п, мn-Й1: 0. У кoopДиilaтнiй фopшri с,lстaннс piвнянн.я
нaбyвaс BигЛядy

2(" -2) +3(a_3) : 0, aбo 2r +3у- 13 : 0.

IJе i с зaгaлЬI{e piвняння rпyкaноi пpямoi.

2. Дoслiд)*(eнIlя lleпoвЕoгo piвняrrня пpяшroТ
.(oслiдимo' як poзмiщeнa пpЯМa вiДнoснo кoop.циIIaтнoi систtl-

Ми) Koли piвняння (l2.2) нlIIoвIIе] тoбтo Дeякi Йoгo кoeфiцiенти
дopiвнrотoTЬ I{yЛIo.

Мoх<ливi тaкi випaдки:
1. C :0. Toдi пpяМa пpoхoДитЬ Чере3 пoЧaToк K()OL)диIIaT, a

кoopДинaти ToЧки o(0' 0) зaдoBoлЬIIяIоть piвняння Аr i Ву : 0.
2, B : 0. Пpямa ,4r * C -- 0 пapaЛелЬнa осi ().у, o<,,кiльки

I{opМaЛЬIIий вектop fr: {А;0} шpямoi IIepПel{дикyляpний цiй oсi.

99
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3. Aнa,тоr.iчно. яI(тr(o ..1 : 0, тo 1-liвнянътя B11 l С :0 визнaчaс
ITtr-lяУY. п?lp?}ЛелЬнY oсi o]:.

4. .'l : С : (). Пpямa BlJ : 0 сyrvriщaе!гься З вiсс:кl ():t:. тсl(lтсl
.i} : Гl с piвнянняl'l tlс:i O:r.

il. В : С] : 0. I11lяl.rtr .4..r' : 0 сyмiщzrсTЬ(]я З вiс;с:кl ()у.,тсl(lтo
.r: : {) с; ]liвtlяннrIl"i tlсi Oy.

3. Piвняння пpяшrоi ''y вiдpiзкaх''
PtlзглянеМо :]ilГ:lЛЬrrе piвнян}Iя IIpяM()i (12.2) i пtlкit;кtlм()' lт1(-}

йtlгt; ll(lxilIа :]iIПI,1(;:t,Tи v виглядi piвняrтн;l

i12.3)

як() н?tзиBa€:i.Ь(;я piвнянняIvl IIpяlvIoТ''y вiдpiзкax''.
l.1ехай в<:i кoефiцiснти А, B i С вiдluriннi вiд нyл"яr. Tоцi piвняння

(12.2) \I())*iн?i 3ii'ПI-I(::lти у' вигля,Ii

t: , '!l _,С-С-,
-l -Ъ

i. п1rtlйнявIIIи a - *|, u: -g. OтриМaс}vIo 1liвняння (12.3).
-t lJ

}. pilзнянrri'.у вiд1liзкaх'. (12.3) vислa rl-тab Мaк)тЬ тaкий гсlt-l-

N!еTpичниЙ змit:т: BOт{и до1liвнкlкlTЬ BеЛиЧинiLм вiдpiзкiв. якi вiд-
ТI4I{ar IТp.г'..vla вiдпtlвiдrrсl нa Ос,Iх О:r тzl Oy (вiд1liзки вiдклa.цulк)тi,(j,]
вiд псlчатку- кOОpдина,т). ll{oб пepeKoI{aTИCIr y* цЬOМyt дOситЬ :зна,it_

Ти ToЧки IIсpеTиrТy пpяl'loi З o(;яМtr,I кoopци}Iilт. HaпpикJ-It],д. T()Ч}iit
IIеI)().гиI{\'' з вiс;скl ()r визнaЧ стЬся iз спiльнtэг<l розв'язaнн:t i-liв-
ll.яI{}Iя (12'3) з 1,liвняння\,{ U : 0 oсi Оr, Ми oтpимa€М() кOopдинaTи
тOЧI{И iТереTиIiY l: : u. lJ : a. AнaлoгiчII() OTpиМас..vIO I{0Opдиl{i:l'тI4
т()LIкI{ I]()pеTиI{v пpямоi з вiссlо О'у: :t:: 0, .r/ : b.

Рiвн.яння пpяl,tсli .'y вiдpiзкaх'' зpуuнo BикOpисToByBaTи дj]я Тi

г1l:rфivнсlгo :зо бptr>кcнIIя B ПpяN'{OкyTнiй с:истепli кооtrrдинaт.

о Пprдклaд 12.2

Cклar:ти piвнлння п1lяшloi, якa пpoхОдить Чсpе3 TOЧк.y
Lfg(1' 1) i вiдтинaе вiд кooрдиI{aтIloгo кyтa трикуTЕик. IIЛo-

щ?l flкoг() поpiвнtос 2 кв. оД.

.t: U
1

i l - 
-:аo
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/.Iо*|,:rt i.
!
I rtЬ : =.l.

Яка, рiBlio(:иЛЬнa .цBO}i i:и(;Т()..d а xf

{ З:rпиrrrеМo piBнянI{я II]Yкaпoi пpяшrtli ..у вi;{pi:зкit,x.':

{+|:т'
а, I)

Hа,шt шсlтpiбнo знайTи знaчeI{нJI ll?l,paivlет1liв ti i li. Тtrчкtt \/J(i. j 
)

Л()х(итЬ I{a шIvкаlIIiй пpямiй.. Tо..',tУ ii кtlо1lдинtti.}t зiljI{)B()jIl.,I{Лк).IЬ

piвнянняпp'ям<li.тобтt-l ] * } - 1+ (t,-|l:.;'1,,. {l;tlltцit ^),т1>iткl,т'

IIи}itt. якlтЙвiдтинrrе oi^ f.,oJiиIlатI]()Гt) к\.Ti. iIJ)'t},1il. BI4:]IIi.{{?l,сТLi.i;

фоpмулсlю *S : Ч' . S. якIIIO вiдiliзки rl .тtl |l (),]iI()Г{) :}нitli\,. i -.'.
a

якЩo 1liзних знaкiв. -]гiднti З .y\{()Boк) :зtt:Ittчi }tit6'\].)

аb: т4.

j{ля знitхсlД>кеI{llя lliipilМeТpiв ri тa l, ОТриМa'б}It) (.I,1(:Т()\i.',,. iliiэя'яl;i,:

( а_тb:1' (сl-:'b- --,f,

t,,b=-l tn 1rrl,:-1.

r)<lзв.,iЗкaMи oдеp)кaIlих сисT(tМ €l (l 1 : 2, b1 :.2: tt - _ '2 * 2't2.
b'2 : _2 _ 2J2. {Ig : _) - 2J', b:з : -2 + 2v'. ()т;*;"tl. '\,ittl;зi зit-
дaЧi заrДoBoлЬI{'lIoTЬ TpI,{ пpяшri. рiвняння якиx oТ1)I4ria€i,l(,. .'Iкui()
зar,riсть а, тa b пi.цс;тa,вlar,tO 3I{aЙдeI{i рoзв'язкiа. Рiвняirня rrl\'к?lнi,I}:
Пl)яМ}1х N,laIOTЬ виГЛЯд:

{*Ч:l. 
.i. _- ll 

-:\. 
-.,, 

-__ li- ,,,.2 2 _2 + 2хГz 
, 

-.2 * 2\/2 _2 _-'2J' - 2 -'')v'
Пiс:ля сIlpoщеТ{Ilя цих piвнянь tvlaти\,IeМo:
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4. Кaпoнi.rнi i пapaМeтpичнi piвняння пpяшroT
Пoлoх<енIIя I]pяMoi нa плoщиrri вiднoснo сисTеМи кOopдиIIaт

МO)t(нa зaI,aT\I бyДь-якoкl тoЧкolо l{g(rg.}о), щo нaлeх<итr' цiй
пpямiй. i нaпpямкotvl пpяМoi, тoбто векToJ)olvl ; : { rn: n }. колiнеa1l-
ним цiй пpямiЙ (pис. 29). Heнyльoвий Bектop i, якvтiт пa'paлельниrr
пpямiй. IIaзиBaсTЬся IIaIIpяIvIвиIvI BектopoNI пpяплoi.

Чеpeз ТoЧKy .116(16, y6) мoх<нa пpoвeсTи oдIТy i тiльки одн5,
ITpЯМy' IIapaлeлЬI{У BeкTopy i CклaдеМo ii piвняння.

Pио 29 .*
ЕIехziй x,I{х,11) дoвiльнa Toчкa пpямoi. Toдi вектop :l16'1f :

{:r - z.6; U 
_ ,aв\ кoлiнеapний вектopУ s" : \m; n,} . тобтo ксloрди}1аlTи

цих Bектopiв пpoпсrpцiйнi:

.( .!t, A-Ao (r2.4)

aбo
! t : .rs -r rnt.

Ia:aо+nt.
(12.5)

P iвняння (12. 4) I{A3иB aсTЬся кalloвiчниvr piвнянняvr пpяпloi'
a piвняння (12.5) ii пaparrteтpичEl{rvlи рiвтrяrrIIяN{I{.

5. Piвняввя пpяшroi' Iцo пpoхoДIлть чepeз Двi задarri тoчки
,l]вi тovки пoвнiстro визIIaЧaIoтЬ ПpяМу. СклaДeмo ii piвняння.

Hехaй ^if1(z1 ,уt) тa h[2(r2,у2) ,цвi тoчки пpямoi. Boни BизI{a-
чaЮTЬ IIaтIpЯМI{иЙ вeктop пpямoi i : M|ffz : {лz _ rrl az - 'ai.

ПI
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BpaxовyкlЧи Te, щO IIpяMa IlpoхoдитЬ Чере3 ТoЧкv '111 (.r.;.9i). от.-

pиМa€Мo кaнoнiчне piвняння lшyкaноi пpямoi
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x:_:t:1 _ !)_ljt
j"z-.I'r 

ll :- !!r

Piвняння (12.6) IIaз}Iва€ться piвняIII{яfuI
xoДитЬ чepез двi тovки ,1,11(:;1 , !]i) i l\[2(l:2' у 

j).

i I 2.(jr

пpяьtoi, Iцo пpo-

о Пpиклад J-2.3

Чepез т()Чки Mt(-|,2) 1x4J(2'3) пpовt:lr:Hil пj)лl'Itt. 3нrrii-
ти тoЧKи IIеtr)етиIrv цiсi пpям<li з ot:ями кO()J)диIra.I.

{ Згiднo iз спiввiднoшIеIlI{яN'I (12.б) piвняrrгIя тrpяrltli. Лкit П])()-

хOДитЬ Четleз ToЧки.1,11(_1,2) тa fI'z|2,3) l"тaс ]]иГЛяд

r.-| ] tt -.) .r -г l
^^.,2+I 3-2 3

l,*)

ToбTo

Tочкa
,r-n
ToчKи

1: I

"33
IIеpeTиIry oтpиN{aЕoi пpямoi з вiс:сrо O.r rtaс к()()l)ди}lаT'J:
r : -T, a З B\c,сЮ О.!J J : 0, ,у :7l3. ()т>кtl. r,ttrсltrl двi
(0,7l3) i (-7,0), якi i с rшyкaниiии.

TL,
у - - (J _ /6) -l- |t/g'

rn,

ln : Пpo"s-: |il сos (p' ll, : f11>6,,i: iJi sirr 7'

Звiдси oтpиIviacN{o' щo L : tB Р.
Tтl,

(12.T 
t

де
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,\1" ,."
',//

.t

Prдс. 30
Tarrгeнс Kyтa 

' 
нaxиJly IIpяI\,{oj Дo Осi (),i: gд3цga€тЬся

кyтoBl{Il{ коефiцiснтol\I ПpяMoi. Позн:iЧи}{t) i1(}Г{) Чi)i)(]:] д.. ,гi)];
11

- - tg f : ii.' i 1liвн.яння i12.7) нaбyв?rс i]lIГjT}т-IIy
tll

lJ : l,.('r -- ,t'л) -т !/tl.

а-бсi. якlцil п1lиlitнят14 lJt:l 
__ l;:lг; : l,1.

у1 -i;.ra!l (!.)хl

Рiвtiлнrrя (]2.s) Il.l,:]иB:],сTЬся trliвiiяtтн'i\,I пI)jIr,IО; -j KYТ()Bl{}i к()-
tlфiтtiснтill'l. I.iаil:rl..tетp /l 6 OI)диIIa'T()к) T()Ч!{'1 Пеl)еТI,{гtr. п1iяutli ,l

iзir.t.lсr (,,}с (1lirt.. 3t)). Нкшtl П}),IМii Пil[)<t'.iloЛll}lit, ()(.i t)t1 . тгl J, .,

1 кvтсlвиlт ксitlфiцiсiт.г д. в IlЬ()\1! BиIIадк\: }]() BиЗ}IaЧo,тlттiт. oт;к<l.
1>iвн'яння п1lя.."lсli. iT:i})aЛ(]ЛЬrтtli tlt:i ()у. н<: \{()iKе бУтуi ']2ItТисi1}1(l \/

виглядi (12"s).
Зaувa:кeнHя. я кщO Пp,{ \,1a Зii,;irЕ a piвir"ттнням

'тr-l' кoли }З {

aбo ,у: A:r -]* b.

.-l;t: 1Bl1 *С:{).

0, l}rlгtl М()Хiнa 3 пи(;a!гI,1 v виглядi

,.{Сд(\^':*B.,'

-'tr \_

:l - Гl', r) .

!) 1)
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7. Kут мiхс Двoшra пpяI!{и}Iи
fвi пpямi Moх{нa зaДaти зaгaлЬIIиМи piвняннями

А1z * BflJ * С.t :0, А2r * B1! * Cz:0,

aбо кaнoтliчними
Г _ r' l| - ll. r _- т^* " ,, :t :tl " "::-. a - !J'z

TП,t 'П 
1

П1z 'I1z

aбo piвняI{IIяМи 3 KутoBиМ кoeфiцiснтом

'!J : k:P * bt, 'A : kzr * ltz.

Biдпoвiднo :Io ЦЬ()Гo }IA€M() зaдaнi BeкTopи нopмалt'й

{Ц; Btli i d, : \Аz B2}, нtrлpямнi вeктopи i1 - {rlr,1: n, } i
{пl,2:n2| тa кyтсlвi кoeфiuiснти k' l kz'

Kvт o мix<,цвoмa IIpяМиМи дopiвнrос кУтовi мi;к
aбo нaпpяМlIиМи вeктo1lAми. j

oт>кe. МaтиМeMO:

сos o : сos (';,Ъ-) :
JR+B?.ущ+BE,

А1А2 * B1i;'
(12.e)

aбo
( 12.1 0)

Якщo пpяпli зaДaнi piвняtтняшrи 3 Ky.Ioвим кtlефiцiснтоь,r.
Ёr : tg Qt, kz : t8 рz, ле р1 i р2 кyти HaХИ.IlY IТpяlvlиx дO
О.r.

Toдi зa TеOpeМoК) IIpO ЗoвtIirшнiй кyт TpИкVтI{иKa (pи<l' 31)
M26Мo: О: Qz _ qэ1. oтх<е,

tg o: tg(яz _ 9): t8 lz_tgрi
1 + tg fltg яz

тoбто
tg 6):

l- t-n2 - rLl
(12.11)I*hkz

toскiльки веKтopи it1 = {.\;B.} i fi2 = {А2;B2} пс.pпендикvля1rнi вiдпoвi:-
Еo Дo пpя\{их J1r * Bfl * C1 :0 i,4эr + Bz,у * C2 : g, тo з]дI.1. @ l'ti>к ци,rtи

пpяМиМи вiзьмeптo кYт мi>к BeктopaI,Iи d1 i ri2. т<lбтo 11 : \ii1.тiz)

lx нopMаля1\,1И

тo
r.lс;i
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Pис. 31
3ayвaжeння. Якщo o _ кyт мii*< пpяМиMи. Тo 1т - o т:.l,кo>к с

кУToМ l,ti;к ниl,tи. Tодi зI{aЧeI{IIя соs@, яKе BизIIaЧaсTЬсЯ фopir'Iv-
Лalv{и (12.9)' (12.10) i (12.11) Мo)ке бути дoдaTIIиМ aбо вiд'сшtниiи.
Oдне :J !{их вiцпoвiдaс кyтовi o. a дpyгe т -. ().

Пapaлс:льнiсть Чи пеpПel{Дикyляpнiсть дIBoх Пpямих piвтio-
ЗнaЧI{ti Пap аЛe ЛЬнoстi Ta IIеpIIеIIдиKУ JIя pI{сlстi iх }IopМ aЛЬIIиx а'Сlo

IIaПpяМIТих вектоpiв. Toмy вiДпoвiднo Дo BI4гляДy 1liвнянь. 
'I:кv:-М'{зe,цirнi цi пpяrri. oTpиMaсМo:

it) u',u oв tl n аpале,4ьнoсrni'

-''li Bt TI1.t

т: B,' 
"Ф

б) ц'l,t o вu n,е'prt,енdurcуляpнo cmi,

Tl1
)

Tl'z
kt: kz, (r2.12)

(12.13)

t-
-f

Toчку

-lrJz * B1В2 - Q: TTl,tTПz * n1n2 : g; 1 + ft1fr2 : 0.

r Пpиклaд 12.4

.{oслiдlrти вЗa6МIIе pозмiшеннЯ IIpяМих -2r '| у
i) i 2u * 1 : 0. Якщo пpямi IIеpeтиIIaються, 3н:iЙти
ПРl){'l'I,lн1' i кoс.инvt: кутa мi>к н'vIN114.

k,2 : 0' oскiльки k1 # kz, тo пpямi пepeтиIIaК)TЬся. .{ля знtt-
хoДi*(еI{I{я Toчки IIepeTиIIy pозв'язусMo сисTеMy piвнянь

-2rlц-1:a, 2у*1:0.
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Poзв'я3ок сисTeМи:

lrих J16 (-: ;)
dля обvислеIII{я

(i2.9). Мaсмo

()т>ке. Toчкa IIеpeтиIIy пpЯ-

кvта мi>к ПDяМиl{и BI,{кoрисToвУ€\{() фOpМYлY

соs (9 :

r=

звiДси o : arссo.Ч.
5

(-2) 0+1.2 r-vo

о Пpиклaд 12.5

Чepeз ToчI(и NIt(2,_5) | fuI2(3.2) пpоведеIIa' Пpяrvla. Cкла.
сти piвняння пpямсli, якa пpoхoдитЬ ЧL.pез т()ЧIi}' IvI|)(2'l\1

IIерПeI{диI{yляplro Дo IIpoвeцeнoi пpямoi.

{ 3aпиIшемо piвняIIIIя IlpяМoi, якa IlpoxoДитЬ ЧepeЗ ToЧки
hI1(2, -5) i I,I2(3,2). Згiпнo з фоpмyлсlro (12.6) МAсМO

31
А.у- ..)
тL

i)r;VOJ*

oскiльки IIIyкaнa IIpямa пеpпеI{ДикуЛяpнir дO oTpиМaнсli. тсl

згiДнo з фopмyлoю (12.13) ii кvтoвий кoофiuiснт k : -;. Kpiм
:гoгo' luyкaнa IIpяN{a llpoхoДитЬ Чrpeз TOЧкy \Io(2,1). .Ior,r.v ii 1liв-
IIяIiI{я Мa€ BигЛяД

t_2 у+5 - I_2 lJt5: :-. абo :Э ll - 7l.- .l 
Q

3-2 2+5' 1 7 -:t-'r

8. HopмaJrьIIe piвняпня пp"яlvloТ
Пoлo>кeнIlя пpяМoi нa плoщинi мo;кнa BизI{aЧити Дoв)киI{OК)

IIepIIеI{Дикyляpa |ОP| : p' oпyщeнoгo 3 пOчaткv кOOpДиIraT }Ia
IIpяМy' i кvтtlм (\ 

- Еaхvlлy йoго до oсi Оr (pис:.32).

(_)\2
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Pис. 32
Haпpям IIеpIIеIlДикУляpa О P втцзяaЧaсTЬся OДиI{иЧI{иM BeТ{тo-

рoМ IIOpМaлi пpямоi. пpовeдеI{иМ 3 пoЧaTкy кOOрДi4IIa,т. тоГ-rто в<lк-

тopoм
й" - {сos a; siri o }.

Biзьмeмo нa пpямiЙ дoвiльrrY точ
r* ii 1laдiyс-BекTop. тобто вектop i :

{ {",.!J) i познaчи[,lo Чei)е:j
: {r;r7}.. Toлi T|pа.i: p'

--- - ;l

^уt
Отi

З iнrпогo Сioкy

Пp,;.r- : |r.] сos(fl?) : le] |,й" | соs(,Ё. й.) - (,-, ii,'),

oт>кe,
(r',f,') : 7t ( 12.14)

aбо, в кoopДиIraтнiй фopмi,

i-сoso f ysirr a _ p: {}. (12.15)

Piвняння (12.14) i (12.15) IIaзиBaIоTЬ IIopМoBu}IIиМ1 aбо нop-
МaЛЬI{иN{ piвнянням пpямoi. Пeprше 3 IIих Зaпllсaне v вектоpнiй
фopмi.

Зayвaх<иМo. щo зaвх(Ди p > 0, оскiльки p *- це вiДстaнь вiД
пoЧaткy кoopдиI1aт.
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9. 3ведeпIIя зaгaльIloгo piвrrяшвя пpяпloi дo ЕopмaльIloгo
BIrгJIядy

PoзглянeМo ЗaГaЛЬнe piвняння пpямoi

Аl*Bу-rC:0

i звеДемo йoгo До I{OpМaЛЬI{oГo BиГЛядy

jгсosa*9sirrа_'p:0.

Щoб цi двa piвняння були piвносильнi, ,цостztтrтьо, щoб iх к<l-
ефiцiснтlr 6у ли пpoпсlpцiйнi:

сos Сr sin сl *p 
\

I : B :7:'^'
aбo

сos o : )А, sin rv : )B; *P : АC'

Звiдси BизIIaЧa€мo кoефiцiснт пpoп<lpuiЙнoстi ):

\,(l, + 82) : сos2o + sin2сr : 1.

oтх<e.
\- *'/FTB ( 12.16)

пpoт!(лex(ний знaкoвi С"Знaк ) зa yмoвоrо )С - _p мaс бvти
оскiльки p 2 0'

Чис: лo ) н aзивaсTЬся llopfutyвaJlьЕиrvl }Iнo)кEIrкo!УI.
oт>ке. щоб звесTи зaГaльнe piвняння пpяьroi Аr+B71*C:О

,цO нoрМaЛЬIloГo BигЛядy (12.15)' пoтpiбно пoМI{o}кити йoгo на'
I{OpМyBaЛьний \,{нО)'I.iI{ик ( 12. 16 ).

10. Biдстaнь тoчки вiд пpяшroi
Hеxaй B пЛощиIIi Оrу зaДal{a IIpяМa IIopМaлЬIIим piвнянням

(12.14):
(,.' fr") _ Р: 0

i тoчкa ''116(z9, yg). Tpeбa знaйти вiдстaнь d цiсi тoЧки вiд дaнoj
пpямoi. Пiд вiдстaннIо Toчки вiд пpямoi pозvмiемO Дoв)t(иI{y пep-
IIеIIдикУЛяpa' oпyщelloгo з Дaноi Toчки lia ДaIIу IIpяМy (pис. 33).

109
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Pис. 33
Як бaчим o с], : iПp,;.ffi]. З iнIшoгo бoк\r, Bектop

^\cй : iО _ T=N,

де r.о -_ paДiyс-Bектop тoЧки hIg, r.у - paДiyс.вектOp тtlчки .\i,

якa с oсIioвolo пepпel{Д,икyЛяpa. oпyщeнoгo 3 TOчки ^\1g нa IIpЯМ.y.

oтх<е.

тт,тт l- ! эo
lI1>;..\-.116 : (r-о - r]v. n-") : (й.t1') _ (iv.,j.).

Oскiльки ToЧкa Ar лe>кить r.ra Дaнiй шpямiй, тo ii paлivс-вeкTo})
,Гш зaдoвoЛЬII"яG piвняння (12.1,4) пpяМoi' тoСlтo

(fр,й.) : p'

Bpaхoвуrоч!{ це' oTpиМa€мo

Пp,6"lVЛf; : (й, d.) _ p.

oтх<e. d: l(r-о, f,:) - p|.

oтx<e, вiДстaнь r/ тoчки вiд шpямoi виpaх<aсTься aбсолroтним
ЗI{aчеIII{яМ лiвoi чa(]Tи}Iи I{opMaЛЬIIoгo piвняння цiсi пpямoi, в
яKoМy paдiyс-вектop цiсi тoчки зaмiнroсмo paдiyс-BекTopoМ Дa.
нoi тoчки.

.Якщo пpяМa ЗaдaтIa в KoopдиI{aтнiй фopмi piвнянням

Jсos(}*ysina_P:0,
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тo
11 : |rо соs сr * ry6 sin rr - P] (72'17)

Я*щo пpяМa зaДaн?r ЗaГaЛЬIIиМ piвняння,.,l А:r + B у.]_ С : (), то.
щoб BизнaчvITIn d' тpeбa piвняння знopМУBaTи. a потiьt пiдстaвити
в йoгo лiв\r чaстиIlv кoopДиIIaTи зaдaнoi тOЧI.iи. тобтo

.J_{r-
.,lri)* Bзlo+С

( 1 2.18)+JттB
о Пpиклaд 1.2.6

.(aнo тpикYтIIик АBC' пе .4(i,2). B(2,_2), C(6, i). Oбни.
сJlv|avl ДoB)киIrY висoттl C D.

.( Зaпиrшемo piвняIIII.fl сTopoни АB' BикopисTaBIIIи фo1lмvлv
(I2'6\. Мaсмo

111

x:-I rt-9

2-r -2-2' 1 -,1

oтrке, piвняння сTopoIIи АB мaс BИгЛя! } : _:1.t'_г [i, аб<l

4r*U-6:0.
oбчислимo .цoв)KиI{y Bисoти C D, [I'ля цЬOгo ДOсTaTIТЬ(; знaЙти

вiДстaнь Toчки C(6,I) вiд пpямoi АB, Ha oсновi фоpмvли (12.18).
]v{a€Мo

14.6+1.1-61 19d- /n'v1/Jтстт

11. PiвняIIIIя IIyчкa IIp.ffIvIих

oзнaчeння 4.3 ПункoLvt n,p'ЯJvtur на rl.noutl,Ltнi з це'rtrrl,p0.,\l, ц dаtl'i,ii
moнцi нaluвarmbсЯ сa]dуn,н,iстnь llp't^4ux. щo nplJ.оdяln,ь |l't"Рсl t1Ю

Tno\tу;у.

Я*щo зaДalla тoЧKa Moko'yо)' тo piвняння

А(" -,o) * B(у - Уо) :0
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пpи зМil]ниx кoефiцiентaх Аi B' a тaкO)к piвняння

U - ?Jo: li(r - ,o)

пpи змiнномy k с piвняннЯМи IIуЧкa IIряМиx з цеI{Tрoe{ в задаl,tтiй
тtlvцi i'l,/6.

Пyvoк IТp"яМих Мo)кЕa зaДaти буДь-якими ДBoМa IIpЯМиМи

А1r * BtU * Ct :0,

'Ч2r * Bz?] * Cz: 0,

(12.1e)

якi пepетиI{aloтЬ(]я. Toчкa ix пepeтиI{y € цеIIтpoМ пуЧкa.
Piвняння пyЧкa B цЬoМy BипaДKy ]\4o}кнa скЛaсTи' I{e BизIItlЧa-

Ючи кoopдиI{aT цeIITpa IIyЧкa.
Пoкarкeмo' щo piвняння

.^l1:z; f Bfl * C7 +,rn(А2r * B,2у + Ф) : 0 (r2.20)

€ prBняI{IIяl,{ шIyкaнoгo IIYЧKa.
Cпpaвдi, пpи бyль-якoМy знaчeнrri m piвняння {12.20) с piв-

IIяTIIIяМ пеpIIIoГo стeIIеI{я i' oт>ке, визIIaчa€ пpяМу. Якщo тoчкa
x,[g(rg,yо) с ToчкOIo пеpетиIIy IIpяМих (12.19)' тo ii кoop.циI{aTи
зaДoвoЛЬIlяIoтЬ piвняння (L2.20) IIpи кoх(нoМv 3llaчeннi rn.

Ifс oзнava€. пIo piвняння (12.20) с piвнянняМ IIvЧкa Пpяltих з

цeнтpoМ в тoчцi пepеTиIry IтpяМих (12.19).
Пpямi (12'19) тaкoх( Ilaлeх(aтЬ Дo IIyчкa (|2.2О) i iм вiдповiдa-

rоть пeвнi ЗIIaЧеI{I{я IlapaМeтpa .rn. Якщo m:0, oтpи}vla€Мo пеpllly
пpяМy' Якщo Tn: ф., --_ Дpyгy llpяМy.

Щоб iз пУчкa (\2.20) виДiлvlти пeвI{y IIpяМy. тpебa Зaдaти дo.
ДaTкoвy yМoBу дЛя BсTaIIоBЛе}II{я зIIaчеI{нЯ пapaМeтpa ,пl, щсl вi.Ц-

псrвiдaс дaнiй пpямiй.

о Пpиклaд 12.7

Пpoвести IIpяМy) щo IIpoxoДиTЬ чеpез ToЧI{y IIеpeтиIIv
гIpяМих

2r*3у-6:0, r-2a_2:0
i vepез тoчкy 

^,I(1-,4).
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1 TТТyкaнa ITpЯМa }IaЛe>KиTЬ JIo IIyЧкa IIpя\,Iих' щo BизI{aЧa6TIJ.
ся зaДal{иМи IIDЯМиМи. Иoгo piвняння Nlaс вИГЛяд

2r * |\11*. 6 +- lrt,(l __ 2ц - 2) : i1.

}iaм т1lеба пiдiбp:r''Iи Taке знaЧeIII{я /7},) щ()б п}),1}1?i rIp()хOдиJIi'.
Чсpе3 TOЧк\; \{(1'4). JIля IIЬoI.o пi:lста,вrамo l\(}Оpд}1ii.:i'Т!4 ,l.()Чк}t

i1(1,4) в piвнянtiя i]УЧкil IТpяN,Iих. \{:ilсIvt<l

2. | -:i..4 * 6 + пl,{1 . ] _- 2. 4' --2) : it'

звiдси
16

tlt _ _ _

9'
Пiдставляк)Чи oтpиlvIaне зI{AЧеIIHя nl в 1liвrilтI{ТIЯ lТ.y'ЧKa,. 3на,х()-

ДиМo IItvкaIIе 1liвняння пpяьrtti

s 13. ЛI}III ДPyгoгo ГIOPяДK}/

]'. Елiшс

oзнa.reнн.я 4.4 Ел,iуlсo,м I1а3uваеmb{:'т ,'И,Itl.t'с,utl{I ILo,чО,h rLлo,u\,llTl,,п,

dля ,якur с11'нttl вiс)спrа'н'eч1 вid dвrlr фi'кt:riва,tltl,:I: |пoil'l-hi {фоь:цt:iв1. е

сrnаr,l'o10.

Hеxaй F-' i F2 ._ фoкyси eлiпсa, ;1/ - itоr.о довiJlЬt{il T()ЧкA.
Biдpiзки r1 : |F1!.,{|' i r, : iП,x{i I{aзиBaк)Tьс:я фoкit,лЬ}IИI,IIl 1lадir,,-
сa}dи ToЧки М елiпс:а. lх t:yмy пOзI{aЧI.tMo Чеl)ез 2a, Tсlдi Зa Oзнa'-
ЧеIIIIЯМ

11 t r'2 : 2rt' (1:\'1)

BiДстaнь мi>к фокv(]a\{и елiпсаr IТo3IIаlч,1Мo ЧеpсЗ 2r:, тсlбтt-l iF.; F'2|' :
2с. ()чeвутДIlot Щo |F'F,i < iЛ1,i/l _r- i&'i.,Il (pис:. 3.1), т<lбтtl 2t" 1' 2сt,,

с<а.
Bибеpeмo I{a Плoщинi leкapтовy llpяfuroкyTн-v (|I{СTeIdY KOOpiii,I-

I{aT тtlкиt\,{ спtlсoбoм: зa вiсь O:; пpийr,Ii16}]() lТl)я\,Iv. я}i.r IТрoхОIИTll
ЧерeЗ фокyси г1 i Л2' a ПoЧaTOк I{()OрдI,{н?i,Т ri()irit:тиr,tr; rrосс:ilt:диrli
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мiж фoкycaмIkl. Biдпoвiднo дo вибpaнoi сисTеми кooрдиIIа,т фокy.
си СiyДvть МATи тaкi кооpДиI{aTи: F,(-c,0)' F!(с.0). KоopлИ|Ia.|I4
ToЧки .1,/ пoзнaчиМo ЧеpеЗ "r i g. Tодi piвнiсть (13.l) B кOOрдинaтa'х
Мaс BигляЕ:

\к' +Ф |a, + \re - ,.), +'!t : 2а, (13.2)

Piвrrянн.ri (13.2) i с piвнянням eлiпсa. .[ля зpyЧIIoстi с:пpoстиl'rо
piвняння (13.2)' пеpeнiсtши дpyгий paдикaЛ гIpaBopyЧ тa шiдrrессl-
r,lo обiлдвi ЧaсTиIiи piвнoстi Дo кBaдpaтa

(:г + r')2 *,!!, :4tl,2 _ 4а\[@ - (.-r + у, + (r _ ,), + зl'

П ir: ля с IТpoщеI{тr'I oTpиr"{yсМo

"х/(r 
_ с:}2 + у2 : а2 -- с,r.

Я*що щe paз шiднести Дo кBaДpaтa обидвi ЧaсTини oстaнньoi 1-titз.
нсlстi Ta IIpoBeсTи спpoщeння' To MaTиМеМo

(а2 _ с:2)r2 + o,a, : сf (а2 - ,2).

Y

Pцc. 34
Пpиймемo

тoдi

') t ,')(],,-с.:b, (n>.)

,) ') ') t )">
0-.r- + u- !/- : о. tl- '

Pис. 35

л
lw

(13.3)
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Пoдiливlпvl oбvtдвi чaс,TvIHИ цiсi piвнoстi нir o21,l2. oтpи\дa'с]tt()

t
,у1

+_:l
' rD ( 13..i )

Piвняrтня (13.4) нaЗиBaIoTь кaвoнiчнипt piвняIIIlяI\{ eлiпса.
Piвняння (13.4) с aлгeбpaiчниivtи piвнянняьrи дpyГOГo с.t()пеТтя.

oт;кe. елiпс с aлгебptriчнoкl лiнiеro ДpyгOгO IТopяДкy'
[oслiпх<еlIIIя фopьrra eлiпсa
Poзглянемо 1.liвняння (13.4) eлiirсa. Kо>кен iз 'цодltтних ДOдaIi-

кiв лiвоi чaсTиI{и piвняння не бiльrпий за, знaчeIII{яМ вiд пpztвtli
чaс:тиI{и piвняння, тOМ}. для всiх т()Чoк елiпсa

i15

t

d,

aбо

:{2 < а2.

_сl{riа.

,у., < b'2 
'

-b .. ц 1|l.

тoбтсl всi точки елiпtltl, ЗнaхоJIяTЬсЯ BсеpеJинi п1lяпtоI(VTТIика. (]f.()-

pol{и якoгO ilapirлеЛЬrri ос:яl.l i мaroть дoB}IiиlIи. щсl доp1внк)к)тЬ
вiДпtlвiднo 2o i 2b (pис. 35).

.Гoчки .,l'(_0'0), А2(с.0)' Bi (0' b). B,(0' _b)' 
" яlк14х t-lлiпс lI(lpe-

Tинaс осi косrpДиI{aT. }IaЗиBaioTЬ(;я BеpIIIиI{aN4И eлiпс:a.
.flкщсl бyдь-якi ЗI{aЧeHI{Я (z. y) зaлoBoЛЬ}Iяк)ть piвняння (i3.a).

To. oЧеBиДI{O' це piвняння (>УДутъ зaДoBoЛЬIIяти i зт{aЧе.tII{я

(-,'y), (', -,у). ?', _:ц)

ToМy' щo кoopдI4IIaTи в piвняння eлiпсa Bх()ДЯT'1, B IIa,p}IИх (:TCIIо-

цяx. ТIе O3IIaЧA6' щo кOopдинzrтнi <lсi е осяlrи с:иштетpii. a псlчa,тсlк
цeнтpoМ симсlт1lii елirтсa.
Beличини 2а i 2h I{aзиBa,к)тЬ ДoB)киI{aмrт сlс:ей слiпtla; .t вс-

ликoIO пiввiссtо" 6 мaлoю пiввiсскl (o > b). 
1

Розв'яlкемo piвняння (13.4) вiднoснo ,!J: ,!J: a!1;'7 - ',' -]вa-
)кaloчи IIa сиМетpilо елiпсa, дOсTaTньо Дrlс:лi"'"I йoгo фo1.lму в
пеpшtiй vвеpтi. t"f u"o:1oстaннiй рiвнoстi пoтpiбно B3яти ЗI{llK

IIЛtoс' тобтo, a _ Lх/а2 _.r2. ПpиIlyстиМo. щo.' > 0. Tодi:
а

1. Якщo :r : 0, Мa€Mo U : b. oтже, TOЧкa B'(О,b) лс:>кить на'
елiпсi.
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2. Якщо 12] зpOсTaс вiд 0 дo а. To ?J сПaДa€ вiд b дo 0.

3. Якщо x: : 0'1 ,l-J 
: o, тoбтсl ToЧкa А2|l,0) ле>кить нa eлiпсi.

BpaxoвyкrЧи т{aвеileнi вище шtipкyвaння, бyлyсМo сХeМaTиЧТ1()
елiпс (pисl. 35).

Я*щo 0, : h, тo piвнянтIя i{aбиpaс BиГЛяд

r,+у2:(12,

тобто с piвняннЯМ кoлa. У цьoм1u BиIIaДкy r: : 0; a це o3I1а.Чa€] IIIO

фoкvси збiгaються 3 IIeIITpo\л кoлa.
Зayвaх<eння. Якщо фoкyси с:лiпсa poзмiщeнi нa oс:i О'у

сиIuе1.p!{чiro вiднoс}IO IIoЧa,TKy кOoрЦ}l!{aT' тo piвняння е;riпс;ir
ltilс тOt1 сzrмий виГляД (13.4), trлe тодi а, 1 b. Tоrty. яI{щo xoЧеМo
бУквoro 0 пoЗI{aЧИTи BсJIикy пiввit:ь. тo в piвнянrтi (4.27) пoтJliбнс;
бyкви tt тa b пoшiiняти мiсцями.

2. Гiпepбoлa

oзвa.rення 4. 5 Г i',nеp1 o л o,tО I7aarc аernb cfl JЙT7 o.жuн a |noчo|t nл oщu-
нzl, D,nя яnu,r tl"6t:оJ7юm'r1е ?Naче?7|7Я рli,знuцi вi,dсrп,аtt,еti вid dвor фirc.
сoвa,tt,ur |noчОK (tpoкусi,в ), е cTna,rluJv|,.

Пoзнtlчимo ц}o сTaЛy BеличиIIy Чeре3 2а, a вiдстaнь мiхi фо.
кyсaМI{ ц \ F2 чеpeз 2c. HeхaЙ ],I -- дoвiльнa тoчKa гiпеpГltlли.
Toдi rl : |л'1 А',I1, т,2: |F'21,I| фoкaльнi paлiуси довiльнoi тtlЧки
lt1. 3гiднtl :] oзIiaЧеI{I{ЯМ

lr, - ,tl :2,,,' (13.5)

с > а1бo ifiii 1 > iF2АI| - |ЦI|.,I| (pис. 36).
.Я*щn вибpaти сисTelv{y кoopдиIIaт тaк сaМo' як i для <lлiпс:t,

тсl piвнi<;ть (13.5) B кoopДиIlaтaх нaбеpе BиГляД

I{е i с piвнянrтя гiпеpбoли. Пiсля пpoBeдeIIня IIеpетBopеIIЬ, aнa-
логiчних Дo IIеpеTBopеIIЬ спiввiДrroшeння (13.2), сlт1lишta6\,to ка-
нонiчнe оiвняння гiпеоболи v вигляпi

Фz э'Z

o 'о - 
r'

с)2 + у2

(13.б)



E 1з. ЛlH|| ДPуГoГo ПoPЯIiKУ t1,7

Дe b2 : c2 - а2 ("> o) (вивести сaмoстifанo).
3нauить, гiпеpбoлa € Taкoх.i aлгeбpaiuнсlro лiнiсю ДpYГOгo

пopяДкy.
Дoслiд:кellЕя фоplvrи гiпepбoли
Cимeтpiя. Kooplинaтнi осi с oсяN4}1 с:иметpii. a пOЧaTOIi ко-

opДиIlaт - цeнтpoМ сиfuIетpii (rив. Дoс;лiД>кення сr{h{етpii елiпсa).
Toчки llepeтинy з oсяfuIи сиvreтpii. Гiпepбол?t Ma€ двi всlp-

IIIиI{и: Аt(_а,0), А2(а,0). Biлpiзок ilrАzi : 2а с дiйсною вiссrо
гiпepбoли. oскiльки вiсь О11 rтe пеpетllнaс гiпepбoли. тo пapа-
Метp b нaзивarоTЬ уявIloro пiввiсс:кl гiпе1rСlo.пи. ПapalvleTp .,l _

дiйснa пiввiсь гiпepбoли.
Aсиrvrптоти гiпepбo.rпt. P oзв'ях{eш{o piвняння ( 1 3. 6 ) вiдн<lсно

y. oтpимarlиo o : -91;,2 _ o,. Якттto |r| ) а. To _cO < lJ < +ф.
тoбтo гiпеpболa u 

""l*"*eЕolo кpивolо. якa склaдit€тЬся З ]IBс-}х

сиI\,teтpиЧниx вiднoснo осi oy вiтoк. щo ле>r(aTЬ IIpaBОpуv вiд пpя-
мoi r : (1, Ta лiвopyu вiд пpямoi r : _а.

Pис. 36
Biзьмемo дoвlльнy тoЧкy M(",у) Ha гiпepбoлi i тovкy М',(',:ц;)

Ь
пpямiй lJ : 1x. Toцi

а

lMtMl:At-A:

нa

b
_T
сI

b t " . b,_ ;J', - I,2: it" - Ji, _ а?,)

n-
lim |i,11 x,I|: lim :(z _ х/r2 _ а2)
rJoo r)х) (],

o,"D:-
а

iiпr
jc *} oо r + х/F=} -0.
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Oтхсe' вiткa гiпеpбoли' якa лe>KитЬ B пepшIiй vвepтi. нaбли>кaеть-

сЯ .цo пpямoi ,у:9r, кoЛи ToЧкa по кpивiй IIpяIv'y€ в нескiн.iен-
rriсть. а

Якщo пpи неoбМr}I(e}IoМу вiДдaленнi тoчки пo кpивiй вiд iio-
Чaткy кoopдиIlaт ii вiдстaнь вiд деякoi пpямoi IIpяMyс дo I{yЛя. To
тaкa пp"яМa EaзиBaстЬся aсиI!{птoтolo дaнoi кpивсri.

Toмy згiднrr 3 ви3IIaЧeI{I{яМ aсиMIIтoти Тa вJ1aстивoстей. си-
. ,oмeтpii гiпepбoли Мoх(нa зpoбити висIIoвoK' щo lТpЯМi у : *_..,' с

aсиlvlllтoтaми гiпep бo лvt.
Oveвиднo' aсиМIIToти гiпepбoли € Дiaгoнaля\аи пpJIМoкУтIIиKa

зi стоpoнaмуt 2а i 2b.

Гiпepбoлу зобpa>кeнo нa' pис;. 36.
ГiпеpбoлИ: Щo зaдaнi piвняннями

'Оl).)x." u- r- u'
a2 b2 а2 lР

IlaзиBaк)тЬсЯ сIIрях(eЕи}Iи' Якщo с : b, тo гiпеpболa IlaЗfuт'

вaсться piвнoбivнoю; ii piвняттня Мa€ виГЛ яg' 12 _ U2 : a2 ' ?'

aси]vIIIтoтaМи € U : t,.:.

3. Пapaбoлa

oзнaчeяня 4.6 llapабoлoю ?7aluваernbсЯ J\,t?7o:}t1:u.rL{1 rnoчot, ?i,oЭt,с-

11(1 3 ЯKuI odнаlсoво вiddсlленa вi,d dан,oo. 'rпoчкLL (фortуcо,) z вid dан,с,|

npsl лl, ol. ( dup екrnpucu),

Biдстaнь вiл фoкyсa Л дo диpеKтpиси IтoзIIaчиМO Чеpез p. Hе-
хaЙ fuI - ДoвiльЕa тoчкa пapaбoли. Toдi r : |FL{| бyпe фокaль-
ним paдiyсolvl тoчки ;И. Biдстaнь вiд Toчки x,[ дo ДиpекTpиси IIo-
зIIaчиМo чepeз d. Tодi згiднo 3 oзI{aчeIIg,ям r : d.

Bибеpeмo дeкapтoBy систеМy кOopдиIIaT тaки\,{ спoсoбoм:
вicь Оr IIpoBедeМo чepeз фoкyс i'пеpпендиKyляpl{o дo диpeктpи-
cи LN, a lloчaтoк o вiзьмемo lIoсepeДинi мi>к фoкyсом i диpeкт-
pисolo (pис.37).

Toдi 1liвнiсть r : d в кoopДи}raтнit фopмi зaпиrшeтЬся TaI{:

,pr o.z
(13.7)
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Звiдси' пiсля звiльнення вiд paдикaлa. oTpиМa€Ivlo

'!J' : 2trtt" ' (13.8)

Piвняння (13.8) I{aзивa6TЬся кaнoнiЧIIиl"I 1liвнянням пapабoли.
.Я{к бaчимo. пapaболa с Taкoх( aJ.iГебpaiчнокl лiнiскl др\'Г()ГO IТo-

pЯДкv.

Pтлc. 37
[ослiшх<eЕIIIя фopшtи пapaболи
З piвняння (13.8) BипЛивaс, щo OpДиI{aTa,у мaс дiйсне зI1AЧс;нI{'я

ЛиIIIe яKщo aбсцисa .r: нeвiд'смIla' тoМy пapa(>t;лаr рO3TaII1()BaI{it
IlpaBopyч вiд oсi o.r/.

jIля кo>кнoгo ЗIIaЧeнIIя J. trliвняння (t3.8) .f,itс ]ва tr-liвнсlп1ltrтlт-
лех<нi 3IIaчeIII{я ,q:

!/: *х/2p''.
Oтх<e, шapaбoлa сиN{eтpичнa вiдноснo сrсi Оr (oс:i пapaбoлlr).

Якщo J : 0, .цвa ЗIIaчеI{I{Я op.цинaTи oДнакrlвi. ToN{v вi<:ь Oy
дoтикa€тЬся Дo пapaбoли в пoчaткy кoopдиi{ilт.

Toчкa пepeтиily пapaболи з вiсстo с:имeтpii liaзив?tсTЬс:я ii вe1l-
IIIиI{oIо. Oтхie, пoЧaToк кoopДиI{aT € BеpII]иIIoЮ пapaбoли (13.8)'

Пpи нeoбМеx(el{oМy зpoстaннi 3IIaчe}IЬ tt6с.Цтас,vl .t; вiдповiднi il,l
зI{aЧeIтI{я opДиilaт тaкoх( неoбмех<еI{o зpoсTaкlть. Шe oзнaЧа€. шlO

вiтки пapaболи пpoсTягaК)TЬся в нeскiнчeннiсть (pис;. 37).

1
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Зayвa>кенgя. Якщo систeМa l(oopдиEaт вибpaнa тaк, щo вiсь
oz збiгaстЬс'{ 3 вiсскr симeтpii пaрaболи' IIoЧutToK KoOpДиI{aт 3

BeрIIIиIIоЮ) aле llapaболa JIе)KитЬ y лiвiй пiвплoщинi' тo ii piвнян-
I{I{я Мa€ BI4гляд: у., : -2pr.

.Я*щo >к пapаболa сиМrTpичЕa вiДноснo oci Оу, a верIшитIa
lr,tiститься B Iloчaткy кoopДиIraT1 To ii piвшянIIя },Ia€ вигляj].
tr2 : 2pу, якщo BoЕa Лeхiи]гЬ у веpхнiй пiвплoщитli, i 12 : -2pу -

якtIIo в ниiкнiй'

о Пpиклaд 13.1

Cклaсти кaнонiчrrе рiвнявrrя елiпсa, .fIкщo вiдоьlо, що вiд-
дaль ь,ri>к фокyсaltи дорiвнrос 8, a :"raлa пiввiсь li: 3.

< Зa yЬloBolo зaдaчi 2с.: : 8, 6 : 3. Iз спiввiднOIIIеI{тIя b2 : а'2 _ с2
зIIaХoдиI\.Io а2 :9 + 16 :25. Oтхсс, piввяння елiпсa Мaс Bl1гл,!д

-t

о ГIpкклaд 13.2

Cклaсти piвкяння гiпеpболи, фокyси якоi pозтarшoвaнi
вa oсi aбсцvlc симrтpичЕo вiцпoсцо пoчaTкy кoopдI,{Eaт.
вiддaль rлiхс фокусaшIи цopiвнrос 26, a piвняшня aсиI\1rIIToт

,1

:J - -o*.J

{ LШукaемtl piвняння

а2 _|f ' Зa \,nrовorо с: 13.

BиЗIIaчeIIHЯ 0, Ta b мaешtсr

гiпeрбoли y виглядi 1 non2_'r-r дL (

b-

Tсrмy

tt
.Lц

25 '9

r'
;*

L
L'_:

t
't t-
;h.

,4

;JЗ piвняння aсиМIIToт

систeМy piвнянь
oтх<е, для

39

О

-:-.

OJ:

{uo.!ri :',,* 
{

у2
DT-

П
hil

- шIyкai{e piвняння.

-1
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о Пprлклaд 13.3

Cклaсти кaнoвiчне piвняння (l3.8) шapaболи. ЯKa пpo.
хoдитЬ чеpе3 тoЧкy 

^,IО(9,6).

{ Згiднo з (13.8) piвняння пapа,бoли Мaс BиГляД у2 :2]l,t''
Пapilмeтp p зI{aхO,циМo з yMОBи' щo T()Чкa 114(9'6) лeх<ить нa
ГIapaбOЛi, тoбTo 62 :2.9p. ЗнauитЬ. p : 2 i Ц2 : 4:l: - шIyкaI{е
piвняння.

4. EксцeнтpисI{тeт тa дIrpеrrтpllси
paбo.rпл.

Фoкaльнi paдiyси Toчoк елiпсa чи
тaкиtrdи фopмyлaми:

eлiпсa, гiпеpбoлrи i пa.

гiпepбoли Bиpaхiaк)TЬ(:я

11 : !Д1I,/| :
r 

- 
tf;'l.{l 

-t'2 
- 

11 2-ra | -

(13.e)

3'яr:усмo, Чи МO)KIIa фoкaльнi РaДir-си TOЧoк сlлiп{;tl, гiпepбo"'rи
iпapaбoли paцioнaЛЬIlo Bиpaзити Чеpез iх aбсщис:и.

Iз спiввiдIloшei{н'i (l3.9) мaсMo

t? - ,3: 4rr:.

fля eлiпсa ri * ,r,z :2a'. Т.oмy iз спiввiднoпIeнIIя
Мa6мo 

с
't-t - Тz:2i,'.

POзв'язaвIIIи сисTeMv piвнянь

( 13.10)

(13.10) oтpи-

(13.11)

paДlyсlв

(13.12)

[ .' + Тz:2а.

t 
,, - rz:2It

вiднсlсно r1i 12, дiстaнeмсl paцioнaльнi виpaзи фокaльних
тOчoк елiшсa:

г
Ф._I'-]-_rr I - 

u | .rr
a
с

T2: 0' - -I,.a
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?

Числ<l e: ] I{aзBeMo ексцeЕтpIIситeтoDI eлiпсa.
a,

.dля eлiпсa e < 1 (o > с). Ексцeнтpиситeт eлiпсa дopiвнroс
I{yЛIo' якщo фoкyси йoгo збiгaloтЬся' тoбтo кoли eлiпс пepeтBo-
pIoсTЬся B кoЛo (b2 : а2 _ с2i с:0; o: b).

Ексцентpv.rСvITeT хapaктepизyс фopмy елiпсa.
СпiввiднoшIeIIIIя (13.12) лля фoкaЛЬIlиx paдiyсiв Мoх{нa ЗaП!I-

caavl У виглядi

f ля тонoк гiпеpбo ЛИ T2*T1 : *2а. Пpиvoмy 3IIaк пЛIoс (мiнyс)
вiДпoвiдaс ToчкaМ гiпepбoли' Для Якиx r 10 (, > 0)' З oстaнньoгo
спiввiдноIпеI{IIЯ' беpyuи дo yBaГи (13.10)' oTpи\ila€Мo

TI: а t eI1

12: а _ eI'

12*11:a29r.
а

(13.13)

(13.14)

Числo е:
гiпеpбoли е )

9
a

1.

IIaзBеМo eксцеEтpllситeтo}I гiпepбoли. Для
Toдi iз сI4стеMи piвнянь

I',_Tt:*2а'
l. ,, + rt : a2er

oтpиMa€Mo:
a) лля r 10 (пля тоuoк лiвoi вiтки)

T2: 0' - Qr,

Tt: _0' _ Qit,э

б) лля r ) 0 (лля тouoк шpaвоi вiтки)

T2: _а * eI,
T1 :a*er'

[ля пapaбoли r : d,, a d, : 
" 

+*.
2

Toмy

(13.15)

p
t

(13.16)

(13.i7)
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fiиpeктpисalvlи eлiпсa (гiпepболи) нaзивaloтЬся двi пpямi, якi
пepITеI{дикуляpнi дo фoкaльнoi oсi (тoбтo дсl oсi, нa якiй ptlзмiщeнi

фoкyси) eлiпсa (гiпеpболи) i знaxоДяTЬся нa вiдстaнi ] вiд цеIITpa
кpивoi.

Пoняття Диpектpиси шapaбoли викopистoвyвaлoсЬ IIpи OзI{a-
ченнi пapaболи.

.f,иpeктpиСvI :кpуIг.vIх ДpyгoГo пopяДкy IIе IIеpеTиIIaIoTь сa\{иx
KpиBих.

У вибpaнiй нaми систeмi кoopДиIIaT ДиpеKтpиси елiпсa. гiпеp-
бoли i пapaболи llapaЛeльнi oсi Оу. Toму piвняння диpeкTpис
eлiпсa i гiпepбoли MilloтЬ BигЛяД

r23

o"
-L
-l--.gl

( 13.18)

a piвняння ДиpекTpиси пapaболи

( 13.1e)

Елiпс, гiпepбoли i пapaбoлa МaIoTЬ тaKy сшiльнy влaстивiсть:

о Teopeшra 13.1

Bi,dнoul,енн,я d o в эюuнu ф oкальнozo p аdi,у cа T 1сo )|с,|IО?,- Inoч?сu

лiнiit,. dpуzozo nopяdку do вidcmо,нi d цiel.rnoa!,lс'l'l вi'd вidnовidнol,.
dupек,rnpuсu r сТrlaлuм i' dopiвнюe еKсцe?rmI)uс'urnеmу rcpuвot,
moбrno

Т

d

Дoведeння. Heхaй fuI(r,у) - дoвiльнa тoЧкa елiпсa, d4 i d2

ii вiддaлi вiд вiдповiДниx ДиpeкTpиC, T1 i,Г2 ii фокaльнi paлiyси
(pис. 38).

p
2



t24 AHAЛlтИЧНA ГЕoMЕTP|Я HA ПлolllИHI

Pис. 38
.{ля пpaвого фoкУсa i вiдпoвiдноi йсiмy дI{peкTpиси MaсМo

T.2 а_еI
d.2- ff-.r.-"

цля лiвиx фoкyсa i диpeктpиси елiпсa

T'1 a + e:I

i: nnr:"'е'
AнaлoгiчIio дoв?OДиTЬся Teopе\,{a для тOчок гiпсpбoли'
fля пapaболи l : 1, тобтo еKсцеIITpи(;иTет пapaбoли е: 1.

а

о Пpиклaд 1.3.4

Cклaсти кaвoнiчве piввяння eлiпсa, яKщO Зa]Iaнa тoчкa
MotJ5;2) елiпсa, a вi.цстaнь мi>к Йогo ДиpеI{тpисaми дopiв.
нюс 10.

': ^.{ Toчкa trIо(-\/5,2) лe>ьиrь нa елiпсi. Toмy ii коopди}IaTи
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oскiлЬки b2 : а2 _ r:2. Toдi

5(o, - с'2) + 4а2 : а2 (а2 _ .2).

3a 1,МO36lо вiДстaнь мiх<DДиpекTpисaмуl d -- 10. tspaxоByloчи
l1.| aР' 

({ 
- - 

a- z I-(i3.l5). МA€Мo 
., :5 aбo L:5' (бо е: сlо'), звi.цки сt2:5t..

Oт;ке. iUIЯ знilхoД)KeIIнЯ rj МaсМo piвняння

5(5r -,:21 + 20с : 5с(5с, _ i),

aбсl с3 _ 6с2 * 9с : 0. oскiлькvт, c {
Tодi a2 - 15, b2 : 15- 9 - 6 i rпyкarrе

x2 u2

- 
-J,- '' - 

'l

156

0' тo oтриМaсМo, Щo с : 3.
piвняння мa€ BигЛяД

< Зa yМo*olo вiдстaнь мix< диpектpисalvlи .l: 
3 '": i. Tому,

Bрaхoвyloви (13.15) мaсмo Т : 3 "б" #: 
9, Зuio с:vт rl, : 2 i

с:а'е:3' oтх<e, b2: с.2 _а2:9_4:5i+ _Т:1 Iшyкaнe
t')-a-
45

о Пpиклaд 1"3.5

Cклaсти кaнoнiчнe piвняння гiпеpбoлиl якщo вiдомi вiд-

стaI{Ь rrлiх< ii диpeктpисами 8/3 i ексцeнтp v|culaeT u : }.t

prBI{ЯнIIя.

5. ПoляpЕa систеIvIa кoopдинaт. PiвняЕЕя кpllвInx Дpyгoгo
Ilopядкy в IIoJIяpEiй систeпдi кoopДивaт

Пo.rrяpнa систeilda кoopдInЕaт
Bибеpeмo I{a плoщинi тoчкy О, яKУ llaзвrМo IIoлIoсoМ' i

пpoмiнь ОP, якиЙ IIaзBеМo ПoлЯplloЮ вiссtо (pис. 39)
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Pис. 39 Pис. 40
ПoзнaчимO чepез p вiдстaкь вiд тoчки !у,I дo lТoЛIoсa O i чe-

prз р кyт шliхi пoляpI{oЮ вiссlо i пpoмeнeм ОI,I. Kyт р вiлpa-
xoByсМo IIpoTи ГoДиIIIIикoвoi стpiлки вiд по.ltяpнoi осi. Чrлслa p
i р визнaчaloTЬ IIoЛo,(еI{IIЯ тoЧки hI ътa площинi i нaзивarотьс:я
пoJIяpIIиI\,Iи кoopдиIlaтanvlи тoчки jl[. Toчку ,l1 з поляpниMи
кoopДиIlaтaМи р \ ,'р пoзнaЧa€Mo сиМBoлoМ fuI (p, р).f ля тor.о, Щoб
вiдшoвiднiсть мiхс вiДмiннмими вiд пoЛIoсa тoЧкaМи плoщини i пa-
paМи кoopДинaт (p.р) булa BЗaсМI{ooДI{o3I{aЧIIoIo. BBa)кa€Mo. щo
0 < р 12т.

Мiх< декapтoBolo пpяМoкyTноro i пoляpl{oto сисTеМaMи кOop-
динaT) Якщo ъicь Оr сyмiщенa 3 IIoЛяpIIoro вiссто i почaтoк Дeкap-
тoвoi систeМи 3 пoЛIoсoм, iснyс 3B'яЗoк (pис. 40)

I: РсosP; у: pslnр.

Piвняння кpивIrх Дpyгoгo пopядкy в IIoJIяpIIiй систешri кo.
opДиIlaт. I]e piвнянIIя Ми oTpиМaсМo. BиKopисToByIoчи oсIIOBIтy

влaстивiсть eлiтrсa, гiпеpбoли i пapaбoли' a сaМe: l : €.
а

Hеxaй ЗaДaнa бyДь-якa лiнiя: eлiпс. гiпеpбoлa vи пapaбoлa
(якщсl дaIIa лiнiя с гiпеpболoIo' To Ми бyдемo poЗгЛяДaти oднy iз
Тi вiтoк). Пoзrraчимo цIo лiнiro бyквorо .L.

HеxaЙ F -- фокyс лiнii, | - lvтpeктpисa. щo вiдпoвiДaс дaнoмy
фoкvсy.

Зa поляpнy вiсь вiзьмемo фoкaльну вiсь кpивoi L, a 3a IIoлIoс
- фoкyс Е. ПoзнaчиМo Чepeз p пoляpl{ий paлiyс дoвiльrroi Toчки

,11 лiнii -L, a uepeЗ ч2 - ii поляpний кyт.

iilП
П
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Pозглянемo спiввiдIlo[IeнIIя

1'

l : €, (13.20)
o,

де е - eксцеIITpисиTет лiнii, r - фoкaЛЬI{ий paдiyс ToЧI(и 
^,1' 

(1

'- вiдстaнь вiд тoчки tr'I дo ДиpeкTpиcи t (pт,rc. 41),

oскiльки IIoЛIос збiгaсться з фoкyсoм F, тo

I 
-у.

(13.21)

t27

Toдi

d : |IvI D|: lлNl : lfi.Еl + iл'Nl

Чеpeз фoкyс .P пpoвeдel\лo хopдy
нoi oсi. Пoзнaчимo ii дoвх<иI{y Чepез

: iЛд'l l pcosp. (13.22)

iтеpпrIIДикyЛяpIlo Дo IIoЛЯp-
p.

Pтлc. 4l
Tодi тoчкa P, якa вiдпoвiдaс веpxllЬoМy кiнцrо хoрДи) мaс пoляpнi
кoopДиIIaTИ.. p : p; р : т 12.

Числo p fl'alvIв,arтЬся пoлЯpIIиM пapaМeтpoм лiнii.
oскiльки спiввiДвorшeння (13.18) спpaвeДЛиBе Для всix ToЧoK

лiнii .L, тo для тoчки P мoх<нa ЗaПvIcaTИ йoго тaк: fr: ".

З oстaнньoгo спiввiДнoпrенн я сI1 :Ц. 
^ne 

d,, : i'o| : iЁt'|.
е

Toмy
,]: Ц

е
I pcosp. (13.23)
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Пiдстaвимо в лiвy чaсTиIly piвнoстi (13'20) зaмiсть r' i r] \х
ЗI{aчeIIнЯ (13.21) i (13.23). oтpимaсшto

$ + pcosр
:€,

звiДси

p- l - eсosqэ
(13.24)

I-{е i с ПoляpIIе piвняння eлiпсa (" < 1), гiпеpбo;rи (однiсi вiтки)
(е > 1) i пapaбoли (е: 1). Tут p .. фoкaльrrий IIapaMеTр, е
ексцeIITpиситеT кpивoi. Piвняння (13.2.1) BиKopистoBУстЬся B IvIe-

xaнiцi тa aстpонoмii.
У piвняннi (13.24) фoкaльrrий пapaмeтp p ДлЯ пapaбoли мaс

Tе сaМе ЗнaчеI{I{я. щсl i в piвняннi у2 : ,2pr. Cпpaвдi, для пapaбo-
Лt4 p - l^F'Pl : ]PS| (pиr:. 41), тoбтo p _ вiдстaнь вiд фoкyсa дtl
ДиpeкTpиси.

Пpиpoпно IIoстaBити IIиTaI{ня: як виpaх{a€TЬсjя фoкaльний пa-
paМeтp p !'Л51елiпсa тa гiпеpбoлlI Чeprз пiвoсi о' i h?

t ,t
r' 't t'':,i{ля елiпс^ lэ * 

,,, 
:'пi.цстaвимo в йoгo piвняння кoopдиI{a.

ти oднiеi iз тoчс-lк елiпс;а, a сaМe P(_с,рr). Мaсмo

о,2 _ с2
1,
D-

aбо
') ')p- . (:-

b2-- а,.2-
',)
D i r.> - 

r)

..)b1 b2
ЗBrдси p- : (Р l P: i'

t

.{ля гiпep 6on' \ _

BиМo в piвняння. пiсля

ttt

a : 1 KoopДиTIaTи
0.
чoгo oTpиМa6Мo:

ii тoчки P(c,p) пiДстa-

c2 - а2 b,2с.

ar-
D2 n2
;;:1' aбo .--

(tr2'а2

o,2

"baP- : -;,
t')
D-

;

шll
:

звiдси 3I{oBУ )I{ Maс\{o:

I у-
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Oтжiе, piвняння елiпс:tr. гiпе1lбtlли i пapабoлI,I B IтoляpI{Их Ko-
Oрди}IirTaх (пpи BкaзaIlОN{v вибopi пoлIo(j?l i псrляpнoi llсi) L{aк),IЬ

OДн?1коBий вигл.яд
p

t, - есosl
IIрI4ЧOI\,{У для елiпс;a i гiпеpбoли фокaльний llill)?}\,{eтp p ЗB."']:]i-ti{иIt

:-} пapaьIе1.paМl{ a i b фtlpr,rУлOiо

(13.26)

.[ля гiпсlpбoли 1liвняння (r3.25) виBедеI{O Дл,.I tlilнiеj ii вiт.ки.
ПpoTе ЛoГкo пеI)0кoI{aT',I(:Ь B Т()\,1}l. iцrl йilгt-l TаK()j.K Зilд()B0j1i'ti'я-
ЮTЬ кooрДv[НaTI/I бy.Цi,-яксli TOЧKи; якil 3l{aхoдиТЬt;Я нir др.Yi.iil BiТЦi
гiпepбoли.

Пpиклaп 13.6
t .)

.{aнo piвнянвя eлiпсa 'tr *Т: 1. Склir,сти Йсlгo П0ляl)-
lО lo

не piвняннJ{, 
'lкшIo 

нaIIря}IOк полярнol сlс:i зГ;iгilстЬ(:я :J д()*

.цaтIlиlvI Еallp.fl\{кoМ tlсi Or. A IIoдIo() ЗнaхoдитЬся y фt)кv<;i.

t'2l)

l', -

(13.25)

Ttlдi r. :

Тtlr,:v гltl-

< Згiдно 3 yМ()Boro зaДaЧr М?}с\,I(): tt : 5. ll :
IN------т; .i fi .} /- .

vZО - 1() : .t. l()МY с: :3l5 i фoкtrльниЙ пa1r:rметр

ляplrс piвняння елiп<:a \Iit€ BИгЛяД:

5 - l]t:оsи

-t.
l(,
-

щ
. l - 1гrtч.l- i*.-"r

l8
,1

U--.' 1 ;) ..^., ^r. - JruDy'

l-o

о Пpиклад 13.7

Покaзaти. щtl piвн.яння p

лv i знайтi,r ij пiвoсi.

i8
-- * Bи:JI{AЧa€

+ _ oсoSр
гiпс:trrГlо-

< ЗaпишеМo Зaдa,IIе piвняння у виглядi
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й
. d- rToДi мaсмO е : ; ) 1 .- тсlбтo зaдallr piвняння с piвняннЯ}"{ Гll]ep-

ц
бoли:

9 ,o 9: t- D-: 
2a'

- 
9 n ) t- te .) Dr .тoбlтo 1а : 

"2 
_ а2 (бo b2 : с,2 _ а2) ,

9 2i,) ) t ]г.-Xi---,.
Ьo,: 

-й",, - Q,2 +сt : 8' с: 10, 6 :'/19g_ 64 : 6.

p- с

a

|,,
o-

;
55: 
J * c:40't
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$ 14. гIOBЕPXЕII тA IIPOCTOPOBI ЛIнII

1. Пoвepxнi тa ix piввяrтня
Як вiдoмo 3 геOмeтpii нa плoщинi, МеToд кooрдиI{aT Дa€ lvo-

iкливiсть BстaI{oBити BЗarМIIo oдI{oзIlavнy вiдпtiвiднiсть мi>к дe-
яKvINlvI гeoМrTpиЧIlиМи обpaзaми i piвняннями. Teпe1r. пiсля вве-
дeIII{я .цекapтoBoi системи кooрдиI{aт B пpoстopi. мсlх<сlМo pO3гJI.я-

IIyти цr IIиTa}Iня в пpостopi.
Heхaй B lIpoсTopi зaдaнa пряMoкуTI{a дeкapтoBa систеМtl кo-

opДиIiaт.
Пoвepхнеrо бyдeмо IIaзивAти МI{o)киI{y тoЧOк. кoopдиI{aTи

яких зaДoBoлЬIlяIoть piвняння BИГлядy

F(r,у,z) :0. (1r.1)

Haвпaки, piвrтянням пoвеpxнi вiДнoсrro зaДaноi систeMи кoop-
ДиI{aT }IaзиBAсTЬся piвнянI{я 3 TpЬoмa змiвниМи. яке ЗaДOtsOлЬ-
IIяIоTЬ кoopдиIIaTи кoх{Еoi тouки, щO лe}(aтЬ I{a lloBepxнi. i не
зaДoBoлЬIIЯIoтЬ кooрДиIlaти >l(oДIloi тoвки, щO IIе Лех(итЬ нa нiй.

ЗвичaЙнo' IIoвepxнi зaДaютьc51 ЯK МIIoх(иI{a тoЧOк, щo N{aIoTЬ
спiльнy для всix I{иx ГeoМеTpиЧIIy влaстивiсть. II{oб дiстaти piв-
IIяIII{я зaДaнoi TaкиМ спoсoбoм пoвеpxнi, ДOстaTI{Ьo aнaлiтичнo
зAIlv|caTvI ГеoМетpиvнi yмови' щo BхoДятЬ B ii визнaчeння.

ПpoiлrостpyсМo цe нa oДI{оМу I]pостOМy шpиклaдi. Hеxaй
тpeбa склaсти piвняння сфepи paдiyсa R з ЦентpoМ в тoчцi
xIg(rg,?Jo, zo) як МI{oх(иIIи Toчoк' вiДстaнь 

'1K|^х 
вiД тсrчки .ll,1 пopiв-

нюс .R.
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Нехarl }/I (:r. у ' z) цoвiльнa тoЧкil сфepи. Зa oзнaченням сфе-
pи ]иi],сМo 

1ffii : д,
aбо в кoopДиI{aтнilt фоpмi

(:r _.r:6)2 + (у - yо), t (, - ,.,), : R-,2.

ТIе i с рiвняння сфtэpи, ]гOМy щo йсrгo ЗIIдоBOJIЬIIЯК)TЬ ъi()Opди}тzl-

ти буДь-як<ii тoчки сфеpи i не зaдсlвOльIlЯК):гЬ кoOpдинaти .IOЧOI(.

flI.O не JIe}(aTЬ нa д:rнiЙ <:феpi.

Легк(l IrерекOтiaTи(]Ь. що trliвняннЯ. .'Iк(] нс-'мiстить однiсi :] к()-
()})jIиТIaт :loб1lаt':жаtс. нet.кiнчt'Ilн.y цилiltf})I{ЧHУ Т]()Bei)xнкl. Cп1ltrв.ai.
нсхaЙ piвн:rння тloвt:pхrri

F(t.,ц):11 (14.2)

rrе rлi<:титЬ кoopДиilaTpl ?. fане piвtlяння I{a Ir;Ioщинi О:tц зобpa-
)*(il€ дeяк.y лiнiкl L. (pиt:. 42).

iz

)'L

Pпc. 42
'Якщо ЧepeЗ ToЧки цiсi лiнii пr)OBеде\{tl п1lямi. пapaлeлЬнi oсi 0z.
TO прo будь-якy тoчкy кo>кнoi З циx IIpяМих MOх<еМO cкaЗaТvI.
що ii кoop,циI{aтr,t (l,у.z) зaloвOлЬIIяIoTЬ piвняння (14'2), тoМУ ItlO

Довiльнa aплiкатa цiсi тoчки в piвняння (1a.2) Ее вxoдиTЬ.
()т>ке. piвнянIrя (1.4,.2) зaдoвoлЬI{ЯIoтЬ всi точки IIряMиx' Ilapii-

лелЬIIиx <lсi ()z' щo пpOхOдятЬ чepез ToЧки дeякоi лiнii l B плO-
щинi ()rу; IloвеpхIrя' YтвopеIIa пapaлeлЬIIиIv{и мirк собoЮ пpяМи-
M'1. щo пIJoxoДяTЬ Чеpез ДеJlKу ''нaпpЯмIty'' лiнiкl L, нaзlавarтЬся
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циЛlIIДpиЧIIoК) IIoBеpхI{еЮi ITpя}Ii. 
'1кl 

ll 0IIи(:\'I{)TЬ. t{tlЗиBаlк)тЬ(]я
'':ГBipниМи''.

t)тx<е, piвняння (14'2) зoбpa>кaе ЦилiндpичT{v IТoBei)хнro. твi1l-
нi якоj ПapaЛелIrнi ос:i Oz.

I]iдшовiднсr рiвн.яння

F(u':) :g Чtl Л(.r:.:) .= 6

:tOOpzr)кaк)тЬ цилIIIдриЧI{l Пi)I]ерxнl. Тiрi{tl()N,ТV гB1J)i{r П()})llit)] гIill)il'-
лельнi oсli O.r. твi1lнi .lJl.yгr;i IТaI)aЛс..гIЬнi оt:i ()il.

2. Гrpoстopoвi лiнii
Бylь.'якy лiнirо B пp()(;Т()lri rto;кrizl рOЗГЛЯДilти 'IIi 

П(li)(rТiтн:lB()х
пoвеpxoнЬ. зaдaниx вiдповiднtl piвняння\1l1

['i.:-t:. у, z)
Ф(l',t1. z1

{ i -r.il )

Ti знaчtэнъ.'1 :!:1 ,у. z. якi:J:ti()B()лЬI1,]к)T], сlби;вtt, ;liвrrлнн;r. ви-
ЗHil,Чff,К)Tlr тoчки" щO JIeх.(aTЬ OI{IIoЧa(;нO нil tlГ>сlх псlвtl1lхlтяx. ,:tlГl.

TO pOзTaIIIoвaнi нa лiнii iх псlpетинy. Отxiе. (ji,1сT0М?} j{]]()х I)iпiТ,.jijr,
(1,1.3) ви3I{aЧа6 ;riнiк.l в п1lot:тotrli.

HaприклaД. сисTеМa piвн"яrнь

(,
J (:r -,'u), * (у - ,цo)., -г (: - i6)2 .= /]2'
\[::0

Зtl vМotsи1 шo :j < Л,, Bиз}t?Iчzlr K()Jl()^ яI\e 6] ;ijнiскl II(}})(}Тr1I]\' t;фо;lи
3 IIЛощиIIoк> Оlt1 .

Пoтpiбнo l{aти нir yвaзi. щO JIaну лiнiro l ltrllкнti п()д?t.Iи ]iB()\lil
piвнянняьIи нескiнчeIIнOЮ кiлькiсткl t;тr<>собiв: зtrl'tit:ть Ja'нИх дi]()х
пOвepхoнь MOх{Еa B3яти будь-яку пapy IT0B()})хOнь' якi П('i)('TиТIii-
к)тЬся пo тiй сaмiй лiнii .L. AнaлiтичIIo ц(] ()Зн:Iчaб. ш<l .зeмir.'rь
сист()Ми (14.3) Мoх(нa вЗ,I.Iи бylь-якv еквiвtrлоilтllv iй (;и(:Tе\{\,.

Haпpиклaд, лiнiсro пepетинУ .Цвtlх rlфер

t -.2--t
lr

* (z - 3)' : l0

: ti.

-0.

J :r2 +3t2

1..'+v'
( 1-1.-1;
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с кoЛO paДiyсa -B : 1 3 цeIITpOМ B ToЧцi O(0.0,0), яке Лeх(итЬ ts

плсrщинi Оrу. Cпpaвдi, якщо B ДpyГе piвняння систe\{и зal,riсть
.:t2 + у2 * z2 пiДс:тaг:,zIтИ йoгo знaчеIIIIЯ 3 IIерIIIогo piвняння, тo oТ-
pиМa€Мo

1-62 *9:10+ z:0.
Системa (14.4) eквiвaлентнa системi

(t.)

I J:' + It'
\.:о

* z2 :7, aбo 
{: J;:, 

: 
'

кO}кЕaз якиХ BизItaчaс кoЛo paдiyсa R:13 цеI{TpoМ в тсlчцi
O(0' 0.0). яке Ле)киTЬ B IIЛoщиIIi z : 0.

ЗaДaчa IIpo зЕIaхoдх(eннЯ тoЧки пеpеTиI{y TpЬox п()вepxoнl,
piвносильнa зaдaчi t;yмiсногo poзв,язaнIlя ]грьOx piвнянь. тт{o ЗO-

бpa;кaтоть цi пoвеpxнi:

F(",,у, z) :0'
Ф(t:,у, z) : 0,

Ф(r,у, z) : 0.

(1.1.5)

3. Kлaсифiкaцiя IIoвepхoIIЬ
Пoвepxня' якa B .цeкapToвiй шpямoкyтнiй системi кoopдиI{a.I

зoбpa>кaсTЬся aлгебpaiuниrvr piвнянням F(", у, z) : О, тобтo piв-
IIяI1I{яМ' лiвa чtrст}tl{a якoгo r МIloгoЧЛeн вiД I. ?J, Z.I{a3иBaстЬ(;,{
aлгeбpaivнolo пoвepхнeю. Cтeпiнь цЬoгo MIIoгoчЛrIIa виЗI{aЧa,с
IiopЯДoк aлгебpaivноi пoвepxнi.

Лiнiя IIеpеT}II{y дBoх aЛгебpaivних lIoвepxoнЬ IтaзивaсTЬся aл-
гебpaiннorо.

Пoвepхнi. якi не с aлгебpaivними, I{aЗиBaк)тЬся TpaIIсцeн.цеI{:Г-
тIи\lIи.

Нaдaлi булertо poзгляДaTи aлгебpaiчнi повepхнi пepшoгo i
дрyГoГo поpядкiв.



ti 15. пЛoЩИHA

s 15. IIлoщvI}.j.A.

1. ГIлоцrиIIa як пoBеpхIIя IIepпIoгo llopядкy. 3aгaльнe piв.
IIяIIIIя плoIIlинI,t

Hexaй зaДaнi ДeкapтoBa IIpяMoкyTI{a систеMa кOopдиI{aт Оr,цz
i piвняння пеpIIIoГo сTепе}IЯ

.4:t -r Bу * Cz * D :0.

.Це А, B,С, D -_ дoвiльнi стaлii А2 + B.2 +О, +0,
Toдi спpaBеДЛиBa тeоpемa 15.1

о Teopeшra 15.1

Krlэюна,n.noщuнa 
^4o)|се 

буrntt' вu,pо,|)|с'е|7& л'iнi,'ilнuar piв-
?Ifl?Itu,Я^,t вidнoснo вuбpанol'. dека,pmoвot|. сuсmе,м,lt' кoopd,uно,rn, ,у

n,poсmopi' ,i, нaвnакlt,, .lto)|с?1e лi'нi,Й,не p,iвняння вidнoсн.o dекауl-
lnrlвoi' cu(TIl'еJv|,11 r;oopduнаln 'у npoс:mopi- вIIpaJсъе rLл()щ|L't!'у.

Iнut,uллu слОвaJЙII nлoщu,Tla е еduн,rl,ю n,0веp,,Ji'l1'еK) TLеq11,IО?0

n'op'яdr;,t1.

[oведення. Hеxaй y пpoсTopi зaдaнa Дoвiльттa площина. Л1"

Пoзнaчимo oДI{y з ii тoчoк чepe3 h,Ig' a IIepпeIIДикyляpниЙ до неi
BeI(Top- - Чepез й. Toчкa lx,/g i вeктop f, пoвнiстк) BизI{aчaIoтЬ IIЛ0.
щиI{y 11. тoмy Щo Чepe3 тoЧкy r}1g мoх<нa пpoвесTи одну i тiльки
oДIIy IIлoщиI{y пepIIенДикyЛяpIIo Дo вeктоpa ri.

Bведeмo y пpoстopi лeкapтоBy IIpяMoкyтнy си(;те1\{Y к()()рдИ-
нi'rт i Пo3IIaЧиN{o чеpе3 !I|o, !!0, 26 кoopДиI{aТи TOЧки ,x10' Черe:] .t:.

!! , z r<oopДvlътaaИ дoвiльнoi ToчKи .1,1 плoщиъти II . ir кoopДи}IaTи
вектоpa rТ чеpе3 А, B, C {pис:.43).

135
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Z

\'rlv10

Pvтс. 43
[3t.к.;11p .\fi]]1 -. i,.-;г11l.t/- !jо: z_:1;} п1lll Гiyдь.яксlrlу пoлсi>кеirнi

'I()ЧкI{ ..i1 на, плoщrтнi Л пr:1lпондик\rjТ'яtr)IТplil ;1сl Е}t]кTоI)a ri. ()'т'iкt:'

сKaЛяl)нI4ii ц<-lСlvтoк циx дr]Oх вектtl1liв дtl1liвнttlс I{\'Лк):

(й. ,ТroЗТ) : о ( 1;.1 )

Piвнянн.я (i5.1) ц€) ]]еKT()pне рiвнянH'I 1lЛ()II{ини П. У кtlсill-
]tднtrтнiljr фоpмi в()I{O \tilтиМе BиГЛЯд

..l(r. - rо) _ }з(.у - lЛi) -l- С(: - ;ti) : 0. (1Ii.2)

Я{к бaчиrlо. рiвнянllя iIJIoщини П лiнiйне.
Легксl jloBC)(;TИ i oбеpileнe TaОрд)фiення. Cп;-ltLвдi. нt-.хirl:r зaд?-lн()

дtlвiльн<' лiнiЙнt' piвняння

..l.г :_ Bу - С: -' Г) : О,

+l
7t, I

.--

1z'
-'l

I

I

I
I

i

l
i

ti

a\

>i

/----

(15.:J)

цo ..l. B. С ;roвiльнi ЧI{(.)лa. щсl o'цнOЧa.(]н() i{c дopiвнк-lк)TЬ IlyлR).
Hrэхaй :11g(r.g. !to.zо) -' деЯкa ToЧкA. кoopциIIaти якоi :ra'JOBoЛЬIiя.
ttlть piвнянн'i. TобTO

,4.r;6* Bуn+CzgiD:0.
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Biднiмarочи oстaннro piвнiстЬ lIoЧЛeннo вiд piвнt-lстi (15.3), OTpи-
\,1aс},Io

А(' _ rо) + B(у _ yo) + С(, - zо): {),

а, uсl згiднo з (15.2) с нl ]rl.o iнrше, як piвнянIТя IIлoщиI{и, щO ТIpOхo-
диTЬ Чepeз Toчкv '14) пеpпeнДикyЛяpllo BеKтopy fr: IА1, B:О),

Piвняння (15.3) нaЗивaсTЬсЯ зaraлЬIIиI\{ piвнянняwr плo-
IциIIи' a вектоp rT - Beктopolvl Тi нopшraлi. aбo нopМaJIЬIIи\lI
BeKTopoМ.

2. floслiдх(eнIlя IIeпoBI{oгo piвнянIlя плoIщини
Bиxoдяvи iз гeоьteтpичIIoГo TлyМaчеI{ня кoсэфiцiснтiв А. B i С

B зaГAJIЬIIoмy piвняннi площи:н\4 яl:к KOoрдиIIaT Bектopa ii ноpмaлi.
IIиTaI{нЯ пpo вПлиB коефiцiснтiв piвнянIIя I{A poзмiщенTтя ITЛOщиI{и
вiдноснo сисTеМи кoopДитIaт poзв.язy€TЬсЯ IТРoсTo.

a) Змiнa кoефiцiснтa D шpи нeзмiI{I{их ксreфiтtiснтax '4. B, (,-

ТlpиBoдитЬ дo пapaЛ(]ЛЬ}ioгo пt:pсмirпeння ПЛotциHи i. зокpel,tа.
Якщo D : 0, дiстaсмo piвняння

.4r-rB,у*Сz:0
IIЛOщI.{I{и' Iцo пpoxoДиTЬ Чеpe3 ПoчaтOк кoOpДиI{aT.

б) Piвнiсть тlvлевi oдI{oГo з кoефiuiснтiв .,l. B чтl С ознaчaе
пеpIIеIIдикyляpнiстЬ векTopa нopмaлi дo вiдпoвiднoi oсi. тoбтo пtt-
paлeльнiсTЬ пЛoщиIIи Дo цiеТ осi.

в) Piвнiсть нyлевi двсlx кoeфiцiснтiв Аi B,l iС чи В iС
oЗнaЧaс IТapaЛeЛЬнiсть плoщИни вiдповiднiй кoсlpДинатнiй пл<l-
щинi Оrу' Оrz uи Оцz.

г) Piвнiсть нyлeвi TpЬoх кoефiцiснтiв .4 ' B i D: -4. С i D чта
В. C i D визначaс вiдпoвiДIlo кoopДинaтнi ITЛOщиI{и ():tц' Оrz aбo
О,!lz'

о Пpикдaд 15.1

Toчкa Mo(2,_2._4) - oсI{oвa пеpгIeнДикyляpa, .який
oшYщениЙ 3 IIoЧaTкy I{oopдиЕaт Еa IIлoщиI{v. Cклaсти piв-
I{J{I{IIя цiсi плoщини.

l.),

нa,

{ Знaйдемtl KoOp,цl4I{aти BeKTopa
B3яTи вектOp О\,Iь : {2;-2;-a]..

нopмaлi й. Зa BектOp rТ tuio>к.

' Плoщинa пpoxoДиTЬ чеpeЗ
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тoЧKу. Mo(2'-2,-4)'Toмv згiДнo з (i5.2) пIyкaTIe piвняння мaс
виГЛяД

2(" _ 2) _ 2(у +2) - 4(z + 4) :0,
aбo

r-A-22-12:0.

o Пpиклaд 15.2

Оклaсти piвняння пЛoщиIIи, 'якa IIpoxOДитЬ чepез вiсь
Oz i тouку Mo(4,-I,2).

< OскiльKи пЛoщиI{a пpoХoДиTЬ чepез вiсь Оr. тo B зaГaЛЬ-
нoМy piвняннi (15.3) коeфiцiснти А тa D дсlpiвнIoК)тЬ HyЛIo.
тобтo piвняння MaTиМe BиГляД Bу * Cz :0. Toчка h.Io(4,-I.2)
I{aлехiиTЬ плoщинi. Знavить, ii кoopДиIIaTи ЗaДOBoлЬI{ЯIoTF,
oTpиМaIIe рiвняння. Мaемo -B + 2C : 0 aбo B : 2С, i rпУкaнс.
piвняння IIлощиIIи нaбиpaс BиГЛяД 2у * z - 0. >

3. Kyт vriх< двoшra IIлoшIиЕaI\,Iи. Упдoви Ilapaлeльнoстi й
IIеpIIеЕдикyJrяpIIoстi Двoх IIлoIциII

Неxaй Двi плoщини зaДaнi ЗaгaЛЬI{иMи piвняннями:

А1r * Bfl * C1z * Dt : 0'

А2rlBzUiC2zlDz:0.
fвoгpaннvтЙ кут мi>к двoмa IIлoщиIIaми вимiploстЬся лiнiЙним

кyTo\,l. sIKl4Й-, яK BиIIЛиBaс 3 вiдoмoi TеopеMи З eЛeМel{Tapнoi геo-
мeтpii, дopiвнrос кyтoвi o мiх< BекTopaMи l{oрМaлeЙ й1i 7Т2 двOx
ЗaДal{иx IIЛoщиII. Koсинyс кyTa @ знaхoдяTЬ 3a фopмyлolo

(й1. rT2)сos(7: 

-

W'lWz1
(15.4)

oскiльки n.1 : {А1: Bt; Ct}, n-2 : {А2; Bz; Cz}, BIIзIIaЧIаMo I{oси-
I{yс KyTa мi>к двомa пЛoщиIIaМи Чepeз кoефiцiснти ix зaгaЛЬIIих
piвнянь:

сos@: А'Аz+B\B2+C|C2
( rD"),i
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Умoвa пepIIеIIДикyЛяpIIoстi Двox IIлощиII piвносильнa ylloвi псlp.
IIеI{ДиKYляpностi вeктopiв Й i fl2. Boнa MA€ виГЛяд:

А'Аz+ B1B2*C1C,,:g.

Умoвa IтapaЛeJIьнoстi ДBox IIлoI1lиI{ Мaс виГЛЯД:

(15.6)

Jr B\ C\

А2 82 Cz
(15.7)

Bонa Bиpa}кa€ тсlй фaкт, щo векTopи I{opМi},Лerl Двox пapaЛеЛЬI{иХ
IIЛo щиTт кt-lлiнсa pнi.

о Пpиклaд 15.3

Зa яких ЗнaчeIIЬ ! тa тn piвняння 2r * !,у *3z - 5 :0 i
rntr - 6у _ 6z * 2:0 визнaчaкrТЬ цapaлельнi плоЩини'!

{ Згiдно з yМoвolo (15.7) пapaЛеЛЬнoстi ДBOx IIлощиI{ l"{ilсN'{с):

139

ox.)LLd
1

.-з--6-ll|
t-2

о Пpиклaд 15.4

Зa якoгo ЗIIaЧеIIII.я / piвняння 3r * 5у - !,z _ 3 : 0 тtl
r * 3у * 2z *5 : 0 визнaЧaloTЬ IIеpIIеIl.циKyляpнi плoIцини ./

< Згiднo з yМoвolo (15.6) пеpпrl{ДиI{yЛЯpiIoстi Двox ITЛoщин
Мa6Mo:

3.1-5.3- 1.2: Qe !.:-6.
4. PiвняIIIIя IIлoIIluI|IuI) якa пpoxoДить чepeз тpи зaдaнi

тoчкIr
Hеxaй IIJIощиI{a зaдalla TpЬoMa сBoi\,{и ToЧкaМи \,It, IIz.

x/I;1' якi Еe ле>I{aтЬ I{a oДIIiй пpямiй: x,I]r1,pJt, Zt), l..I2(r2' уz.:z) i
.4,13(r3. !!iз, zз)' a 'hI(r,a,'z) - Дoвiльнa тoЧKa ТIлощиIIи. Tpи вектo-
p. Mдt ' M;IE,, Mм' (p,". 44) комплaнapнi, oT>Kе: iх мiшaниll
.цooУToк ДoprBIIIос I{yЛIo :

@Jt ' hr'Й, мJ?i : a.
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13иpaзивtши цIo yN{oBУ чеpе3 коopдинaTи дaI{их вtlктtl1lirr' МitТ}1r\itl.

l\Io:
I-r't lt -l1t :-:r i

iI1'2 _ x| l, 9z - ,Цl z,2 - Zi ) : (J

l.,,-,' lJз*l1t :з*:lI
plBIIЯннЯ плoщиI{и) Якa пpoхoДиTЬ ЧеpeЗ Три зtiданi T(J[tI-;и"

t

1r

( :,.r

Z

\ ---.'

7r:\'t i.---

Pиc. 44

r Пpиклaд 15.5

Cклa<;ти piвн.яння I]ЛoщиI{и. яI{a ПpoхoдитЬ чеpcЗ т()Ч};I4

Л1r(3. -1.2), x[,z(4. _1' *1) i rt,/3(2.0.2).

{ ПiдстtrвиМo B piвняння (15.8) кOopдинaTLI T()Чoк ^l11. .112 тir
-rl,l .

r;-3 у+
^.tl+*o -.tt2-3 0+

нe piвняння

1. z-2
1 -t-21. 2-2
пЛoщиI{и.

-Q=93r_r3,у+z*8:0

шlУкa
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5. PiвнянIIя IIлoIциtlуl ''У вiдpiзкaх,'
PозглянеМo ЗaГaЛЬilе piвнян}IJI IIлoщини (15.3) i покaxrемO. ЩO

tr"IoГО }{oх(нa Звe(;Tи Дo BигляДY

(15.e)

Яке нaЗивЕlК)Ti, piвнянняIvl Irлoщини ''y вiдpiзкaх,'.
L]шp:lвдi. якщ() всi кoефiтiiснти А, B. C i D вiдпдiннi вiд нyля, тtl

рi;зняння (1rr.3) МOхiT{a ЗaIIисaTи y виглядi

-l

DDD
l lltr]i4иiiяTи. 1цo {1 : - J. D : -E. с,

Зa'yвa>ки},{or Iц() в 1liвняннi ''y вiдpiзкaх'' (15.9) uис;лa а' b i с ьra-
I<rTЬ Пр()с'гlrй r.tloме:гpиvний змiст: BоIIи доpiвнtоioTЬ BеЛичиI1ii\{
тзiдрiзкiв. якi вiдтинa€ IIЛOщиI{a нa ocях Оr, Оу1 \ Оz. Щoб пcpекo-
нaTИсЬ B цЬoМy, ДoсиTь знaЙтvl ToЧки пepeTиIIУ IIЛOщиI{и 3 oся\,Iи
I{oОpдинaт. НaшpикЛ!lД''гoЧкa IIеpeTиI{Y з вiсскl О r визнaЧa€TЬ(]'я
iз суl"riсrтoгo poзГЛя.Цy piвнянI{я IIлoщини (15.9) з piвняннями ц : ()

i;:0oс\()э::

1, ..a '| -ц1 у:0, '--0'
0

тобто "]]oЧI{il J(a' 0.0) шyкaIIа' TOчкa ПеpеTиIIy гIлoщиIlи з вit;t;к;
(l;r'' Aнaлогiчно Знaйдемo, щo KoopдтДтaTИ TOЧки пеpетиI{y IIЛoщи.
ни (15.9) з вiс:скr Оу: r : a,!/ :b, z: 0 i з вiссrо Оz -' :r : 0,,у : 0'

3ayвarкerrня. PiвняIIIIя (15.9) Мo}I(нa OTpиMaти з piвняннл
(i5.8]' Якщo пpийняти II : Q, !!t : 0, zt : 0; Iz : 0., .!!z : |)' Zz : a.'

.{:3 : 0' ,aз : a' 23 : {|, тoбтo як piвнянI{я пЛoщиIIиl щO IIpoxoдитЬ
Чepeз Tpи Toчки J(a' 0,0)' B(0' b,0) i C(0' 0, с).

о Пpиклaд ].5.6

Cклaсти piвнянпя IIJIoщиЕи" щO IIеpшеI{ДикyлЯpнa ДO
IIJ]oщиI{и 2r - 2у * 4z _ 5 : 0 тa вiдтинac нa кoopДиEaтнI{х
oсях Оr i oy вiлpiзки) BоличиIIи якиx а : -2, b :2l3.

r41

:I: 1l Zt"
D-т D.т D*n -E -c

/rt.rtiL

]1'l\rr t) (
Iy:0, ::
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< ПiдстaвиМo в piвняння (i5.9) зaмiсть tl' тa b ix знaчення.
Oтpимaсмo piвнянн'я

u

тB

tlЛoIIlИIIи. I{opМaЛЬIIиЙ вектop якoi f,1 : i-+.:.+i. Hоpмaль-
\ 4 . с)

ЁIи\{ BеKTopoМ зaДaнoi IIлощиIIи 2r*2у*4z- 5:0 € BекTotr)
ii2 : {2: -2; a). I]i плoщиI{и IIepпеI{дикyЛяpI{i. Tоlutv' BpaхOByI{-}Чи
yМoBy (i5.6) пrpllrнДикyJ-Iяpнoстi двoх IIлoщиI1' зIIaxOДиМO lIapa,-
lv{етp с: iз спiввiДIIoшeнI{я:

-0=+с:|.

_+
-2

7
-L--l

(:

oт>ке. IIIyKaIIе

ху_*+ 
i-2 213

, (-;) -, (;) .. (:)

! 
-]I

plвIIЯннЯ IIЛOщиI{и Мaс вигляД

aбo t_3у-2:-r2:0

6. EIopшraJIьIIе piвняrrня плoIциIIи

Hехaй в IТpoстopi зaДaнa IIЛoщиIIa \,pкa BизIIaчaсться вijj-
сTaIIнIo p вiд пovaTкy кoopди}IaT' тoбтo IoР| ДoBх<иHoIо IIеpIIeн-
дикyЛяpa) oПyщеI{oгo З пoчaTKУ кoopДvIкaT IIa IIЛoщиiIy' i нaгIpя-
MO}'t цЬoгo IIepIIеIIДиKyЛяpa' тoбтo кyтaN,tи а, 0, ^| , якi вiн уTBopЮс
з ]IOдaTI{иМи IlaПpяМкaМи oсей систеМи кoopДиIlaт. Koopдинaти
OДиI{ичIIoГo BeкTopa }Iopмaлi (pис. 45) бyдyтЬ BеЛичиIIи: сoS rl.
ссls j. сos ^i. тoбто
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.-\=-
M,/

Pтпc. 4б

;0 : {сos 0; сos J; сos т}.

Пoзнaчимo дoвiльнy тoчкy IIлoщиI{и Чepе3 I,[(r,у,z) \ знaйдeшro

пpoекцiкl paпiyс-вeкTopa r-: О]vI нa нopМaЛЬ Дo пЛoщиIIи:

Пp,i"r- : (r-,d0) : Z CoS а + усos'6 * z сoS^|.

З iттIшогo бoкy
flp6"r-: p.

виpaзи ДЛя пpoекцii вeктopa. oTpи-

(i,Й") : p (15.10)

oтх<e, пopiвнroroчи цi двa
МarМo:

aбo в KoopДиI{aтнira фopмi

тoбтo piвняння
IIяЕEяIVI.

Щоб 3Bест!I

Jсos0 * yсоs 0 + zcos1 - tr)

IIЛ0щиIIи' яке I{a3иBa€TЬсЯ

зaгaЛЬIle piвняння IIЛoщиIIи

0, (15.1i)

It

Ах*Ba+Cz*D:a

нopfuIaльIlиIv{ prв-



+\/А2+B2+C2
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Дo I{opMaЛЬIIoГo BиГлядy

]rсos.-Y * yсos 0 + zсos^i _ Р : 0'

тpeбa пoМI{o)кити всi йoгo коефiцiснти I{a ЧисJIo

.1
rJ.F + В2 -(n

Спpaвдi. IIOpМaльIrе i зaгaльнe piвняння цr ДBi фopми tr-liвняi:ь
однiсi пЛOщиI{и' oт>кe, iх кoефiцiснти пpопорцiйнi

сOS a сos i3 соs ?
-\

Звiдси oДеp)кИМO

сosa : ,4)' сos,1J - B.\, сOsJ : f)' -уl : D\'

Ko pистyкlчисЬ спiввiДнolпeI{н"яIМ

сos2 сy * сos2 rJ + соs2 ^/ : 1

Дiстaнeмo (дA), + ('B)), + (C))2 : 1. тoбтo 
^2(А2 

+ B2 + С'2) : 1.

Звiдси ): --+; ^.. Знaк ЧvlcЛa,\ вprзнaчaстЬ(;я З УМOtsи
*JА,2 + 82 +С2

АD : _p < 0, тобтo вiн зaв>кди Мaс зI{aк, шpoTилех(ниrl знaку
вiльнoгo членa D.

Числo ) нaзивaсться ЕIopIvIyвaльIIиI\л IvIЕo>I(ЕIIкoшr piвнян-
ня. oтх<е, IIopМaлЬнe piвнянIlЯ IIЛOщиIIи МaTиМe BиГЛяД

.l-с_FBу+Сz+D
(15.r2)

7. BiдстallЬ тoчки вiд плoпtини
Hеxaй пЛoщиIIa 11 зaДaнa свoiм piвнянням B нopi,{aлЬHoМ} BИ.

глядi
(r-,ii")-p:ГJ,

DL,B
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Дe n]o : {соsa: сtrs 
^J; 

с;os1}. r- : l,r: L... z} i тоuкa -\19 з JraДivt:-
вeктсlpoМ r_ : {rу1:уr.t,:g}. Bизн:)ч}I}lo вiдt;тil,нь r/ тt;чки '\1о вiд
дaноi IiЛoIIlиt{и.

R'

i

/) r-- ..-..-.-- '

-7r:

,i//,/
,/ ,/

t, /z'
/t''t'

0

Perc. 46
Пiд вiдстaннк) тoЧKи вiд IТЛощиIIи бYдемtl poЗYМi'IИ д()]])I(r4н.}r

перIIeI{ДикYляpt],. oПYщеЕIoГtl :з дaнoi TС)Чки lia Дal{y IIЛOIциIIY. To.)-
TO велиЧин],"

.J: lr!i61.
де r\ . oст{oвa П(]J)ftеl{дикУлят)A1 oпylliеьtOГ() ::i T.()Liкlr .1d; ir?r л,Тtr-

щиIIy (pис. a6).
Beктоp /6 Mo)кi{a pOЗi'.]IяДaTИ яli сУMv ]]B()х Bе}iTttpiв:

.т_.;'.-'...............-
' 0 * / "\ -т- ]\'.1 6.

3вiдси ]vr}fЬ : т1o - r-л,
Oскiльки,

+
ГIp,1.]/'\,f; : Пp,]o(iu _ й,) : Прл",l'о - Пp,7.Гi. :

: (r-о, й.) _ (r-л, i.) : (й, ri'") * p.

-)lii
frti

,i:
il/1

it
т

{

z

/5

TO!

d:i(й,й")_r,|. ( i5. r3)
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Ifeй pезvлЬTaT Мo)кнa сфopмvЛIoвaTи тtlк в.idс'rnань rпo"t,шtt в,i,d

nл()1t11,l1,t1,t1 dopiвн,юе абсoлюm'нo,|'|у 3'10''ченн,ю лiвoz чll'.mu'нzl нop^tа,пb-
,н'ozrl 

1,liвнян?7я II,noщ,ttнu dля ptldiус:-ве,ttrrl,op0, dанot. moчKu.
У lioopДинaтнiй фoplri (15.13) Maс BиГЛяд:

rl : |rо сtls .j t !/6 сos ! i zn сos ^; - pl.

Якщсl IIЛOrrlиIIa ЗaДaI{a ЗaГaЛЬ}IИM piвнянняu
.Цa$уagz*D:O' To I{OpMyIoЧи йсlгсl, i пiдстaвЛЯк)Чи пtlтirt
rra lr'tiсце Довiльних KoopДинaT кOopДиI{t}TИ Toчки :}16" oтpимасМo
фopмyлy для обчrдсЛеI{I1я вiдстaнi B Koopдинaтнiй фopмi:

il,o+ B.уo+Сzg*D|
(15.1,1)УEттт.F

" Пpикдaу,I5.7
ЗнaЙти вiдстaнь TOчки ,\,{о(5'3.2) вiп IIЛOщиIIи 2t; + 311 +

6z*4:О.

< 3гiднo з фopмулоro (ts,l+)

u- 12.5+3.3+6.2+4,1
/4 + оТз6

$ 16. гIPя1\4A B ГIPOCTOPI
1. Kaнoнivrri piвняlIIIя пpяvroi
Hеxaй IIpяNltl .L зaДaнa B llpoсTopi тсlчкorо i1g(16' y6, zg) i нa-

IТpя\,II{иМ BекTopoМ € : I!;тn..rt)' тoбтo BeKTopoМ' IIapа,лeлЬI{иМ
пpямiй I,. Пoзнa.{иМo. як звичaйIIo' Чеpез xI(r,у,z) лoьiлЬIly TOЧ-

кv прЯМoi (pис. 1T) \ BиpaЗиМo yмoвy колiнеapнoстi вектоpiв
,u;м i jв кооpДинaтнiй фоpшri:

Jt - 7)g a-,Чo " "LJ

{ rn n

Рiвняння (1б.1) кaнoнiчнe piвняння пpямoi.

(16.1)
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Pи.c. 47
KoopДинaти |,,lтt,' n нaпpЯМIIoгO BeKTсlpa s"пpямoi' як зI{a€Мo"

пpoпоpцiЙнi кoсинvсaм кутiв a, 3, ^i, якi пpяьta.L vтвсlpюс:3 кo-
o p.цинaTIIvIN'уI o c'{NLkт.

Toшty, яKIцo !' : 0, To I]ряМa l пеpпендИкyЛ.flp}Izl, дo осi (Jr.
AнaлoгiчI{o. кoЛи m:0 a6o n:0, тo IIpя\,{a l пepпeндиKyляpI{a
вiдпoвiднo дo осi Оу aбo Оz'

Якщo х< t, : п-L : О, ]гo IIpяМa .L пеpпенДикYJIЯpнa oс:i O.l' i
oci Оу, ToбTo ПapaлeЛЬila oсi Оz. Атт'aлoгiuнo, кoЛи !- : rt. : {Jэ

тo I]pЯМa i пapaлeлЬI{a oс\ Оу i кoли n : m, : 0. To пpяМa
пaDaлеЛЬнa oci Оr.

2. Пaparvreтpиuнi piвняння пpяплoi
HехaЙ. як i вище. i -- U;nl,;n,) нaIIpяMIIиii вeктсlp пpямоi l,,.

I,,Ig(rg,Uo,zo) __ фiксoвalla тoчкa пpямtli тa h{(l'.у,:) Дoвiльнa
ToЧ}ia пpямo.i L 

'Reктopи M,;Й i s-кoлiнеapнi. oт>ке, ПРИ бy.Ць-якtiмy IТoЛo)кеI{-
нi тoчки ,lf нa пpяьriй l мaсмо: TБIt :3t.

Пepeхoдячи Дo спiввiДноlшення мi>к KOopдиI{aTaМи цих Bек-
тopiв, oTpиМa€Мtl

(':tо*|t,
\'o:llo:-mt,\::zo*nf.

(16.2)

Р iвняння ( 1 6. 2 ) IТaЗиB aIoTЬсЯ IIapaNIeтpичIIиrvrи piвняIrIrяMIlI
пpямоi. Мох<нa пoкaзaти' щo кo}l(нa ToЧкa ,Ц',1 з кoоp'циIlaтaМи J)
у. z. я:кa BиЗнaчa€ться piвнЯI{IIяМи (1б.2)' Лeх(иTЬ нa пpямiй. що
пpoxoДиTЬ чepеЗ тoчкy &1g пapaлелЬI{o вектopу i

о Пpиклaд 1-6.]-

Cклaсти кaнoнiчпi Ta Пapaметpиvнi piвняння пpяпrоi.

147
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якa lТрoxо.цить Чеpeз тoчкY Mо(-2.1. _r ) IIарaЛеЛЬI{o ]1O Bек-
тopa i: i1: _2;3}.

< BiдпtlвiJ}Io .цO piBlrяi{ня (16.1) Маl,с lvl():

-t

1-'23
O тpиьraне iliв няннл с IIIVк iiн''м кaн онiчнlrм piвriяIIнЯ \,1 пp,тr,lоi'

Згiдно iз спiввiдl{OшIeI{I{ЯМи (16.2) пapa,lеTpиvнi piвнянI{,r iTрЯ-
шroi мaтимYтЬ BиГJlяД

.с : -2-r t. :ц : \-2t, : : -1 *3f'
о ПpиклaД, Lв.2

Cк.п;rt:ти рiвirяння upяl,toi. якa гIpOхoД.,{тЬ Чeре, .foЧIiy
x,I1;(1 ' 1.1) пеpпеIrдиI{yЛяplr() дo Bс)ктOpiв ,i1 : {2; 3; 1} i й :
{3;1;2}.

< oс:кiлт,ки ТIpяMa l пеpпенциKуЛЯplla дO Еrе}iTopiв .i1 i ф. тсl
F{tlпpЯN,lний вt':к.гсlp пpяштсli i перпендикvЛяpIIrlЙ дo вeктo1liв .i, 'aф. тoбто ;ii[й' йl" 3нaйде]v1o Bек,r.otrlниЙ доб5'тсlк вектo1-liв .l] та .s"2:

,LJ
Г-.
,,S.1 ,

Toмv згiДно з (1t].1)

ф] :i2 3
.)1
Jl.

п]Yкaне plB]]

z-l 'a-7
-l

5i *.j -7k.

\,Iil,с BиГЛЯд

г|.itt:-t
'). I-t

ЯtI}Iя

3. Piвняння пpяпroi' якa пpoхoдить чepeз двi задaнi точки
.Якщo ЗaДallo Двi точки 7.I1(r1,U1,21) тa x,I2(',,!!,, ?z), тo Зa I{а.

пpямний BскTop J тlpэrмоi Мo}I{нa BЗЯти вCкTOD .тТЛ i. rlт>кl'.

{': aэ - .Ij;1l 7I1, -- !J2 _,!J1, TL: 22 - ::1.

Kaнонiчнi piвнянн1тrgдмоi, щo шpoхoДИTЬ ЧеpеЗ
IIaпpяMI{и\{ BектopOм x,I1 i1i, мarотЬ BиГлЯД

J: -{Iit _'!!-?Jt:Z-2,
Iz--ui Uz*at Zz-Zt

тoЧкy э,t1 i

(16.3)
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о Пpr,rклад 16.3

Cклaсти кarroтriчнt:

i)е:] т()чки lvI1\1. - 2. 1) i
рIBЕяI1I1.я гIpЯМol. ттIo гII)0х()дитЬ ч(]-

М,(3'i.-1).

< Згiднo iз спiввiдrIOЦIеIIIIЯ\{ (1б.3) мaс)vI()

tt -+')

1.)L_гL

:t*1
ТОбТ()

пJ)яM()j'

4. 3aгaльIre piвIr-яIII{я xlpяlvloi

ПIlяrtv Mo)кItA I)OзГля:(aTll ЯK J-Iiнiк) ITeрс:ГI4н)- ;{B()х ГiЛoIJII,{Е. {Il()

зaДtrнi ЗaГaЛЬI{иN{и рiBiiяIrнЯ},Iи. 1нпlиrти (]Л()Bil-\{и: III)Я\{v 1] пI]()-

сTopi Мo)P{Iltl 32lДa'Tи си(:Тс]lvIoк) ДBоx лiнiйгtих 1liвl-iянь:

*l -._.1

кa,rтоrтiчнt] 1)jBIIяння iIIv}:irнОj
2

i1б.])

Iloкa>кемo' як систеjиY лiнiйниx Jliвняriь, II1() BиЗI{IIЧаIOTЬ Il})'{-
rly. МOх{}la 3весTl{ дtl кaнонiЧtloГ() BигЛЯдy.

II{oб звесT}I сисTeМy piвн.яТIЬ (16.4) дo Kt],нoЕ{iчнtlгсl BиГЛ,Iд\.
(16.1)' тpебa: 1) знaйти l(oopди}raти oднiсi З TOЧ()к пpЯ\4оi: 2) знaй-
Ти кoордиIlaтv| |., m,. n нaIIpяlvIIiOГO вel{тOpa s. пpямсli.

Щоб BII:JIIaчити кOopдиIlaTи oднiеi iз точrrк пi)ЯМOi' ЕIaдa}{()
oднiй ЗfuIiннiй, нaпрI4Kл2tД z, довiлЬHoгo ЗнaЧeнIIЯ 'эij i 1lсlзв..я)KС.М()
сисTеМy (16.4) вiДнoсlнo змiнниx lr i y. Знa,liдeнi к<lсlpдI,lti?lTи т()tl}i],I
},10(z9, ,!Jo, zo) пiдстaвля€МO в piвнянгrя (1б.1).

I ^q'.,,* IЗt?] * Сlz * l), : 1;

} ,{2.,' * Bt1j * С2z * D.,: 11

.,, 1.t-l
!)1

ct-!-) ^ - I:t''
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Z

,,,,,/.,'
,'7'

I

Pис. 48
Щоб BизнaЧиTи кoopДиi{aти !,. rn,, 'n HaтIpяМI{oГo векTopa пpя.

моi, зaувaх(иМo (p,". ,18), шo вiн пepшel{ДикyЛяpний До вектopiв
нopшlaлeй плoщиI{ (16.a): fi4: {А1;Bt;Ct]i i |i,2: {Аz;Bz;С2i. oт.
)ке' 3a Beктop .i мoх<нa BзяTI4 вектopl{ий дoбyток вектopiв ri| | |i2.
тoбт<;

---f
I

I

I

тjЁ
А1 B1 Сt
А2 B2 C2

aбо

i:{l{' q'l
llB, сzI

ПiдстaвляIoчи B piвнянн
BrкTopa s- iз спiввiДIIoп]eI{IIя

э |1 - 
]5 : f7?,1 ,1121 :

Bv Ct
B2 Оz

Ll -fl
гiL2 .12

;r Bl
А2 82

(1б.5)

кoopДиIIaTи

t* ,;I
.J -т k.

C1 11
Сz А2

я (16.1) зa'мiсть l]. n
(16.5)' oTpиМaсN{o

А1 Bу
А2 82

\
t'
I

L,П

I_iIо

lB, c,l
!-llB., C"l

U*Uo Z_Zо
1б]l: L{, BJtitllCr --1, I I.-1, B,|
1 - -l | - -l

piвняння пpяlиoТ (16.1) в кaнонiчнiи фоpмi (16.1).

(1ii.6)
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{ Згiдно з фopмулoro (1б.б) нaпpя\,IIIиrl вектоp пpямсti

--||.-2 3|.' з tlil -2!.l (1.i1

": t' , -:" -5 i i ' ii ,'I = {J: i r:ti}

Щoб знaйTи кOopдИнAтI{ T()Чки -11i1 п1lямоi. н:rдaмtl oднiй змiн-
iЙ' нaпpикЛa! .?:, дoвiльнсlгo ЗI{aЧеI{I{ 51 I : 0 i pозв'яхсeMO систеN{}-

i.l'нo<.rto зшliнниx 17 i а:

| _z!J-:_3: -l : 0. Ги: -8.1, ! ..

I zy-52-4:0. - t::--1.

oтх<е, кaнoнiчнi 1>iвняння пряшroi MaIоTЬ BиГляlI

g:"и+8 
-z-|4'1 |4:-Т-, abo 

': 
7 

: .1 .

Е
B

о Пprлклaд 16.4

Звet;ти tro кaнoнiчтloгo BигЛЯдy зaгaЛЬЕIе 1liвrrяння пp.я-

r,rоj

r - 2,!l + i\z -4 : 0, 3:l: .у 2o __ 5z' - 4 : 0.

5. Bзaспднe poзwriпlellllя Двox пpяI\,tиx
Hеxaй пpямi L1 i L.2 зaдaнi кaнонiчними piвI{яI{I{яIv{и

Ut Z*Zz:x-It lJ-At Z-Zt I-Iz U-:-
Рt TП..2 TLz

(16.7)
Itz

aнaлoгiчнo. як i

iх нaпpямI{иМI{

TПl П,1

(16.8)cosp:
'/ ^| 

+ n] * p,, / tnэ, -r lij + pj

Умoвa IIepIIеIlДикyЛяpIIoстi пpямих (1б'7) нaбиpaс BиI.Ля.ц

KУт p мirк пpямI/IN:I/I B пpoстоpi BизI{aЧaсTЬся
кyт liтi>к пpяМиМи I{a IrлoIцI4нi. тoбто. :тк кYт мi;к
BекTopaМИ й i i2, тoбтo з фopмyли

ТП,1I}L2 1 }I1TL2 _f РlРz

(1б.9)Itlllll2 * tt 1tt.2 i 1t11t.2 : g.



i.52 AНAЛlТИЧHA ГЕoМЕТPlя B пPoстoPl

Ilpяьli бyлyть IIapaJIеЛЬнi' якщо iх нaпpямвi вектоpи s"1 i .i2 _

колiнеapнi' тoбто I(oли

Pt

Рz

rП1

?TI2

П1

Il,z
( 16.10)

i lraвпaки.

_-ДРpu*тi. пpямi бylyть IIepетиI{aTисЬ' кoJIи вектopи i|, g2 \

M1h,I; : {rz _ x:tl!!z - ,!t]zz _ zr} бyцyтЬ KoМпЛarrapнi (pис. 49),
тобто BикoЕУBaтиМeTЬся \rl{oBa

(lvl,r trI;, s"i, s-2) : g,

якa в кoopдиI{aтrriй фopмi зaпиrпеться тaк:

Iz - ,It lJz - Ai 22 - zt
?TLT ,П1

Рl: :fl. (1б.11)
'IrL2 TL2 Pz

tl
il

Pис. 49
о Пpиклaл 16.5

.(oвести. шro пpямi. якi зaдaнi IIaрaмrтpичЕиN{и piвнян-
нями r:2t *3' U:3f _ 2' z: -4t+ 6 i r: t+5,у - _4t_1,
z : t _ 4, пepeтиrralотЬся'

{
Двoх
x.{2{5,

Пepeвipишlо, чи BикoнyстЬс.f y\,IoBa (16.11) пepeTиЕy
пpяLdиx' 3гiдвo 3 yМoBolо зaДaчi MaсМo: ]Vh(_3, -2,6),
-1.-4), s-1 : {2;3; - } ra s-2{1; -4;

_1 +2 _4-6| |в 1 -103 -4 i:12 3 -4
-4 1 i 11 -4 1

5+3
2

1

}. Tолi

:24-4*80+30-128-2 -
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:134-134:0,
тобто УМoвa (16.11) викoIIyсTЬся' a тОМу ЗaДal{i гIpяМi II€}pеTиIi?i.
}oтЬ(;Я.

6. PiвrrявItя IIyчкa IIлoIциII
ГIyнкoшr IIлoщIlrII ЕaЗиBaК)ть t;vкyпнiсть всiх г{л()щ'IIIl якi пilо-

xoдЯTЬ чеpе3 OдIIy IIpяMv (вiсь п\iчкa) .L.

.Я*щo вi<;ь пyнкa Зaпaнa рiвняннямИ B Зi.lГil.IIЬI{oN,Iv виглядi

Сtz i Dl :0,
C2z * D,z: A,

( 1б.12)

(1б.]4)

To plBI{ЯннЯ

lr;i:* BllJ*C1z* Dr +А(.{zt+ B2ll *С2z -;_D2) --1;. (i6.13)

.це 
^ 

-- числoвий IIapaN{етp. буде piвнянням пvЧI(а' I1ЛoщI,1н.

Cпpaвдi, piвняння (16.13) як лiнiйне BI{:JI{а,Чaс деЯкY llJIojцI'н.Y
пpи всiх Мo)r<ЛиBlтx ЧисЛсlBих зI{aЧе}II{Ях пt],рa\,Iс:тptr ). Bс:i плсl-
Щtr4jЁ.'7' 3aДalli piвнянняl,t (16.13), пepетиI{a}oТЬсJI псl пpяltiiт l тrlм1,,.

tllo кoopДиHати TOЧ()к пpЯМOi l. за:сlволЬFtЛк)ЧLI piвняння (J6.i2).
ЗaДOBoЛЬIIяк)тЬ i piвняння (1б.13) не:]aле;.KI{с-l вiд ЗI{ilЧ()}Ть' якi нir-
биpaе п:rpi}Мeтр ).

Hс:хaй Tепеp тpеСla Знi}й'Iи piвняння плOщI,1н!I :] даIIoГ() I;YЧKa.
якa пpoxoДIzтЬ чеpе3 тOчкy i,16(z6, !tо, zo). poзTaIII()Ba,I{Y ПOзtl прf{-
мoкl (16.12). BикорисToBvIoчи тoй фaкт, щo кOopдиI{ATи T()Чк'{
..lf6 зaлoвoлЬI{яК)тЬ Jliвняння (1t'.13)' тобтсl

,:l1:rg l_ BllJo * Ctzo * Dr *,\(АzIx t B2,!/0 * О,2ц, i D.,'1 : 11,

зна,йдeмo :] oсTa}IllЬoгtl спiввiДHoIIIеIlня liapa'М()Tр A:

\ - _..lr.ru ]- Br,о * Cl:u -r Dr

.-l2.i.g + Bz9o * С2:1, * D2.

oт>кe, piвнянrrя (16.13) с piвнянняМ П}.чкa IIл()IцI{II' :tкi п1ltlхl-l-
Дя.IЬ Чеpе3 вiсЬ IIyЧкa (16.12).

Площини (16.12) тaкo)к }IAЛе)кaTЬ Дo IIуЧкa IIJIоu{иI{ (1б.13) з:r
IIеBIIих зI{aЧеIIЬ пapaМeTpa А. Якщо ,\ : 0, OTpиМа],€Мo IIrpшIl, IrЛO.

щинY А 1 r * 81у * C 1 z * D 1:0. .Цpyгy пJIoIциI{у :|.2l: -т Bl L1 * С,2 z -ь D,:0
.fiстaнeмо. якIIIo А : эс.
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о Пpиклaд 1.6.6

Cклaсти piвняввя IIлoщиI{и' якa IIрoxoдI,ITЬ Чеpе3 прямy

lx -f lJ - z :0, r - l) * z -l :A

i тtiчкv Mo\,1' -1).

{ PiвнятiIIя бyДЬ-якoi тIлoщуlЕIkl) яKa IIpoхoДиTЬ чеpe3 зirДalIv
IIpяМy. Maс BигляД

r + lJ _ z *)(, _'!J + z- 1) : о.

Пapal,teтp ,\ знaйдешtо iз спiввiДIIoПIeIIIlя (16.14):

( 1б.15)

\- 1-r1*l
1-1-1-

ПiДс:тaвивIIIи oДеpx(aне знaчeнrrя )
(1б.15), oTpиМaсМо piвняння tпyкaноi

12
в piвняння пyЧкa IIЛoщиII
IIлoщиIlи:

3,x-тlJ _ z*;k _lJ+ z_ 1) :0, aбo 5r_a* z_3:0.

$ 17. ДЕЯKI 3AДAЧI HA ГIPяtVIy I IIЛoщиЕIy
B ПPOCTOPI

1. Kyт плirк пpяlvIolо i плorцинorо. УrvroBl{ Ilapaлeльнoстi
тa пepllelrдикyJlяprroстi пpямoi i плorцини

I{ут О мi>к пpямotо i плoщиI{oiо B пpoсTopi вимipюсTЬся гo(;-
TpиN{ KyToМ мiх< пpямolо тa ii пpoeкцiсю нa IIлoщиI{v (pис;. 50).

Hеxaй пpяМa i плoщиrra зaДaнi piвняннями

:r-Io U_,!)o Z_Zо
!'пLp'

.1'r + Bу * Сz.F D: (}.

1т

- - (n
2t'

ouевидно, Що

o-
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Де ,р .- кyт Мi)к вeктOpoМ llopМaлi й плсlщини i нaпpя\,IIIиNl Bек-
тopoМ s- I1pяМo!.

Pис. б0
, Ky' р Мo>I(нa визIIaчити зa фopмyлoк)

/./lц ,. _ (ri, s] 
- 

'4'! + Brn -т Сlt 
-lf,lls] 

_ \tFттIтeJР *' IlРт;Р
з iнrпого бoку

сos.,i : .o'(1 _ o) : siir 6).. \2 /

oт>ке,

sinO: |А!'+ Bпt,*Crti'
" - ut.p 1 g\ф't|тт -,ттjР

Якщo пpяNIa llapaлeлЬI{a плoщинi. тo :кУт () :
oтх<e, спiввiднoпreння

А!+Bm-Cll:0
€ уМoBoЮ llapaЛелЬrroстi пpямoi i площиrrи.

Якпrо IIpямa пepпelrдикyЛяpl{a Дo пЛOщиI{и' To
кoлiнeapнi. i rraвпaки. oтх<е, спiввiднourенrlst

АBС
|пtn

с l.МoBolo шepIIeIIДикyляpIIoстi пpямoi i площини.

( 17.1)

0. i нaвпaки.

(r7.2)

Beктopи 
' 

i i

li/.JJ

о Пpиклaп 17.1

3нaйти кyт мiхс пpяМolo r : 4 - t' ilJ - 5 - 2t. z : 3t- l
IIлoIциEoIo 2r * 4у _ 6z * 7 : a.

t'.э\s i ?t,
\iГ/ \.'l // \,--n
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.t Пepейдeмо
IIoгo

рiвняпь llp.яМCIi дo кaнoIтiЧ.

p

-1 -2 3'
T<lдi. шpийнявIши y фоpмyлi (17'i) ..\ :2, B : 4' Сj :
rI.L : _2, n : 3' oТриМa€LIo' шIo

-i1 
t 

- 
I

vc I 
- 

I (

r
()т>кe' О:L. >,'

. п,**,l B' 1т.2

Зa яких B i,nIIрямa r : 5 * 3t' у : 9 _г 4t. z : -2 -т r.Lt

IIеpIIеIIдикуJ]яpEa Дo IIлoщиЕуl 6r * B'g _ юz * 9 : 0 .l

{ BiдповiдЕo дo спiввiднorшення (17.3) мaсмо

6B-10
-:-3 4 ni

3B1]Iси

2. Bзaеrvrне pозмirценEя IIр.fiIyIoТ i шлorцинr,r. ГIеpeтРIlI ilpя-
I\/IоТ 3 IIJIоIциIIoIо

Пpямa B прoстoрi ьlох<e пepeTиIIaти IIлощину. бyти ДО IIei па-
paJlrлЬI{oro aг)o l1aлeх(aти iй. BстaноBtrlтМo l ЧI4М х ap aкTеpи3y€тЬ ся
arraлiтично кo>кний З цих випaдкiв.

Hexaй IIpяMa i площинa зaдaнi piвнянrrямrа

"-,tO _U-AO:Z-tO
{mn
Аn*Bu*Cz*D:a. (17..4)

Зaпипlемo piвнянilя llpяМoi в lIapaМeTpиuнiй rpopмi:
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i::Do+{.t,
у:,ц0*rn,t,
Z : Zo.т Ttt.

{17.; )

trliдстaвляюvи (i7.5) в piвнянIIя плoщи}II4 lIit r'liс;це :r, у i ?.' Оa-
Г)и}"{aсAдo

J(,o+ !,t'1 * В(у6*mt) *C(z6 *nt) *l):0,

(:I{ + I3rп * Сrt,)t + Аr11 * Bуo + С z.6 -т1J : 0.

Tyт моxсливi тaкi виIТaДки:
1. Якщо А! + Bm * Сrl l 0, то piвняння (17"6) Мaс 6J]иI{I4.v1

poзB яЗ()I{

(17"71

звiдки
(17.61

ГеoьteтpичЕo цe oзIlaЧaс. щo пpяМa IIеpeTиI{ar IIлощиI{у- в <lДт'тiil

точщi. Kоopдиrraти тoЧки IтеpетиEy oтplаIdarМo. якщo y спiввil-
ношIеIII{я (i7.5) пiцстaвити нa мiсше f Йoгo ЗнaчеI{I{я iз спiввiдно-
II]еIII{я |I{.{].

2. Якшrо '4"|,- B'rn*Сп:0 i y':rо * Bуo*Сz6+ D + 0' piвнянття
(17.6) I{е ]\,{aс pозв,язку. I]е ознaЧar' щo IТpЯt"{:r lTapaлеЛЬнil дО
плOIIIIIIIи.

3. Якщо А!,.rBтl-rСrt,:0 i Jzо *Вуu*Сzg*D:0' тo trliвняIтЕI"fl
(17.6) ьraе безлiч pOзв.я3кiв. ГеомeTpиЧl{o це oЗI{aчa€, Щo IIpяI4a
IIaJlеj{tи.fЬ дaнiй площигri.

о ГIpиклaд 17.3

Зa яких знaЧеIlЬ А i D пp"flМa r : 3 -т 1t''ц : 1 _ 4t,
; : _3 * l нaлежитЬ IIЛoщиIIi Ах *2u _ 4z i D : a,|

{ Якщо IIpяIt{a лe}кить I{a IIлoIцинi, тo А!' + Bm' * Сn : О l
'1'o + B,t,o+ C"o * D : 0,тобто 1,4 - 8 _ 4 _0, 3l +2 +12* 1) : i].
звiдки Lfa€Мo: ,4 :3. D: _23'

о Пpиклaд 17.4

3тraйти тoЧкy IIepетI,Iнy пpямoi
щиЕи2r*3у+z_1:0.

7:-
6

т_1
1

у+I
t 1 IIлo.
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{ Пеpeйдeмo вiД кaнoнiчниx piвнянь пpямоi Дo IlapaМетpиЧ-
I{их:

r:1*t, lJ:-I-2t, z:6t.
I]iцстaвляIоЧи B piвняння IIлoщl1IIи 2r * 3у * z _ 1 : 0 нa мiсцс r:.
.!J1 z oTp|1|\'а'нi знaчeнrrя, Дiстallемo

2(1 +,) +3(_1 _2t)+6t_1:0, звi!,сvr t:1.
Toлi .z1 : 1 * 1 : 2. 1Jt : _1 _ 2 : _3, z\ : 6, тобтo TOчI{6Ю

ITeреTит{y с ToЧкa x,,I1(2, _3,6).

3. PiвнянIIя пp.Ешroi, якa пpoxoДI{ть чepeз зaдаттy тoчкy
IIepIIеIIдIltкyJrяpIIo зaДaЕiй плoщинi

Пoтpiбнo сKлaсTи piвняння IIpяМoi! щo IIpoхoДитЬ чepeз тoЧкV
,11i (:r1 ,.!Jt, zl) пеpшeндикyЛяpl{o дo плolцинu Аp* BlU*Оtz* D : О.

oскi.ilьки IтpяI\{a llpoxoДитЬ чepeз тoчкy lvf {х1,?Jt, Zt), тo ii piвняll-
нЯ l"{aс BигЛя.II r ..rt _U-'At:r-rr,

(1 TГLt П1

дс: l1' ,|П1, T-L1 -. кoopДиI{aти I{aITpямIloгo Beктopa J1 пpямoi. Aле
шIvкaнa IIpяМa IIеpiIeIIДикУляpIIa до 3aДalloi пл<rщини. Toму' нa-
rrpямний вeKтop .il пpямoi кoлiнeapний rтopмaлЬIio\dy BeктopУ
й1 : {.41 Bt;Ct}. Знavить,3a вeктop s-i Мoх(Е& BзятlI Bектop il1 i
тoцi piвняI{IIя IIIyкaноi пpяrtoi мaтимe BиглЯд

!I:-It _A-Ut _Z-Zt
А1 BT Cl

о Пprдклaд 17.5

Cклaсти piвняння пpямoi, якa пpoxoДитЬ Чepeз тoчl(y
h,I1(3, _6, 7) ЦepllеЕдикyляpнo дo IIлoщиЕvl r * 4у _ Bz _ 4 : 0.

(17.8)

{ Пpиймelv{o v спiввiДнorпeннi (17.8), ''' - 3, 9l : _6' z1 :7,
.{t : !, Bt : 4, Ct : _8. Toдi piвняння IIIyкaнoi пpяllоi }raбува€
BИГЛя]Iv

z-3 у+6
-8
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4. Piввяввя плolцин!n' яка llpoxoдить чepeз зaдally тoчкy
IIapaJreJIьI{o заi{атriй плorцивi

Hexaй зaдaнi тoчкa xIу(rg,,!Jo'ztl) i плoщинa ,,{t.r * BtlJ .r С|уz -т

Dl :0. Пoтpiбнo скЛaсти piвняння IIЛoщиIlи' яKa IIpoхoДи.IЬ Че-
pе3 тoЧкy .Lf0 пapaлeлЬIlo зaдaнiй плoщинi.

oскiльки IIopМaлЬI{i вeктopи IIapaлелЬI{иx IIЛoщин колiнeap-
нi. то 3a lropМaльнуlfir Beктop пrYкaнoi IIлoщиIII{ lvlo>кi{a BЗяTи вeK-
тоp li1 : {.4r:B;C1}.

Знavить., piвняння

Аt(r _,o) * Bl?у _ уo) + Сt(z _ zо) : 0 (17.e)

€ IIIукaIIим piвняння\d IIЛoщи1Iи.

о flpиклaл I.7.6

Cклaсти piвнявня плoщиЕи) Якa пpoх()дитЬ чetr)eз тoЧку
IuIoF1,3' _7) шapaЛeлЬнO Д,() IIлoщини 6r _ 5зl * 1z - 15:0'

< BiдповiдIIo Дo спiввiднotшення (17.9) мaсмo

6(z+ Ц _5(у_3)+ 4(z+7) :0, aбo 6r _5,у*1z*67:0. >

5. PiввявEя IIлoIцatgII' Iцo пpoxoДить чepeз дaнy тoLIкy
пepпelтДIlкyJlяpЕo дo зaдавoi пpяшroТ

Пoтpiбнo склaсти piвняння IIлoIIIиIIи, яKa ITpoxoДиTЬ Чep03
тoчKy lIg(lg, Lto, zo) IIеpIIeIIдикyляpI{o Дo пpямoi

"-.tt _A-h:Z-2,.
Lmn

Piвняrrня IIЛoщиI{и' якa пpoxoдитЬ Чepез .IOчкy h,Iу(rg',!Jо,zo),
згiдно iз (15.2) Мa€ вигJIЯд

А(" _,г0) + B(у - gо) * C(, - zо) : 0.

oскiльки IIIyкaЕa плoщинa пepпel{ДиKyляpl{a зaдaнiй пpямiй, тtl
IIopмaлЬIIий вектop fi: {А;B;C} IIлoщиIIи кtlлiнeapниЙ rraпpям-
IIoI\dy Beктopy €: {t;m|n) пpямoi. Tor"ry IIIукaнe piвняння ITЛoщI1.

III4 Мa€ BигляJI

t(' - r:6) + m(у _ yо) + n(: - :o) : 0. ( 1 7.10)
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r Пpиклaд 17.7

Cклtlс:ти piвrrяння ЦлtrщиIIи. якa IIрoхoдитЬ чеpе3 ToЧкy
Mt\. -2, 1) пeplleндиKyлярIro дсl прямоi

! t - Zt, * z - 3 : 0,

l, + y - z * 2 : 0.

{ ЗнaЙдel,{o нaпрямттиЙ BeкTop зaДzrнoi пpлмoi. ()скiльки
;: [ri1. й2] (згiдно з (16.5))' To Maс\,Io:

.ч:
i, 1k
r-2 1

1 1 -1
- 

: .l .; I Qr,
- 

l -1- 
'.l 

-т o^.

6. PiвнявIIя IIлoIщllЕI.t' якa пpoxoдIдть чеpeз зaдally пp"яIvly
i зaдaнy тoчкy

Cклaсти trliвняння плoщиI{и) яKA IIpOxoДить ЧеpeЗ ,пpяМу
I' --:Г'О -.!/ - 

ao : . _ 3n 
i тovкy ;\11(11 , !J7,ZI) (тоuкa,1/1 fie JIeiкиTь

tm?-l
нa зaДaнiй пpямiй).

HeхaЙ I{(:t.,у,z) _ Довiльнa тoЧкa IIЛoщиIIи. Toдi векто1lи

i s;: {,{:;nt;n} -- кoМIlЛaнaрнi (pис. 51), тoбтo tиiшaний дoбvтсlк
$iтr, l',I,' 1\-r'.i) : 0.

i i _---- _---lt
l'7Iо --/ - -..--':-'- - '-\'1 

t

Pис. 51
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У коopДиrraтнiЙ фopмi OсTaI{н€ спiввiднotшeтrня нaСlvвaс BиглядY

Ll -
n,

яке i 6 IIIyкaIIим рiвнянняМ пЛoщи1Iи.

о flpикдaд 17.8

Cклaсти trliвняння IIлOщиttи! якtl IIpoxOдиT'Ь ч(]рс3 rrl).я\rv
r ,:2t + 1' у: _3t * 2, z :2t -.3 i точкy LIу(2, -2' 1).

{ З piвняIIIlя lтpяМoi мaсмo: Jо : 1: !Jt) : 2. :'6 : -|J. { : 2.
.Пl : _3, n : 2. Toму. BpaxOBYIони (17.11). oтpиlлa6м() piвняilt'lя
IIлoщитIи:

t:'- L lJ -2 z +3
2-I -2-2 1+3
2-32

7. PiвнявIt.я IIлoItlиIIи' якa пpoхoдIrть чepeз задaIIy llpя1vty

:.1' - tt ll - ?Jt

-Zt - J0 lJt _ ljо
!' n.

IIti
-l'Di

I

-0, i17.1i)

IIapaлeJIьцo iнrпiй пpяrvriй
Пoтpiбнсl скЛa(:ти piвняння

Чеpе3 пpя\,Iу x; 
,:l:l - 

,Ц _ at _
t i 7Л,t

ITЛOщини. якa пI)oхOilиTi"
- ,-|

,ILL

;_.эn

l2 Tfl,z TLz

\IZ

Hехar1 tr,I(r'у,z) . ДовiльIIa тoчкa тпvкaноi плtltцЙни. Тt-lДi
BектoI)и M'-rt : {r - lti1J _ ТJt.,z _ 

"'}' .il 
: {{1:lll.,;n1i тa .i.; :

Uz'i rrьz; n,} - кol,tlIЛallapнi (рис:. 52).

S2



r62 AHAлlтИЧНA ГЕoMEТPlЯ B пPoсТoP|

oтжq, мiшarтиfi лoбyток цих Еeктсlpiв лopiвIllo6 IIyлIo' тoбтсl

$r;rt '.li', 
s12) = 0. Bиpaх(aloЧи Йoгo vеpез кoopдиi{aти IIeрeМI{о-

х{yBtlllих вeктrilliв, дiстaнемо piвrrяння lшyкaнoi IIлoщиIIи B коOp-
диriaтпiЙ фоplvri:

lx_It |Ч-Ul Z-Zt
[.i TП1 llt
(.2 Tt1,z TI2

-0. (17.12)

о ГIpиклaд 17.9

Cклаr:ти piвпяння IIлoIциItи' якa llpoхoдитЬ Чepeз IIpя]vIу

Ч.1.' : ! : " 
_.2 

пapaлелЬнo прямiй r, : _2 _ t, ?]: 1 +3l'2 :t -iz=-2+4t.

{ 3гiдно з yМoвoю зaдaчi Мa6мo: I|: _1' !Л :0' ?l' :2, {t:2.
ТI7l : 3' 7],l - -1 , !2 : _|, rrlz : 3, Il2 : 4. Toмy. BpaхoвyюЧи
(|7.I2)' oтpиЬ{a6Мсl

r:+1 ?l z-2
23-1

-1 :1 4

_ 0' aбo I5r _ 7rl *9z_ 3 : 0'

якe i с шyкaЕим piвнянняld IIJIoщи}lи.

8. Piвв.янII.E IIлoIциЕI!' якa llpoxoдить чepeз зaдаIтy пpяшry
шepIIeЕДI|кyJц'IpЕo Дo 3аIТaЕol IIJIoIцIIEI{

Hехaй lЦукa}ra IIлoщиEa IiрoхoдитЬ
I: _;I:0 'a_lJв Z_Zo
----;-: 

-: - 

пepпeilдикуJlяplio( rn, n,

Аl: * Bу * Cz *д_s 0. Tодi BeKTopи ]|,I1I,I,

плaцapнi, тoбто (ЙI0I.I'g,,fr) : 0, aбo

чеpe3 пpяМy

дo IIJIOIIIиIIи

iтart _ I{oМ-

:T_Ig lJ_,a0 Z_Zо
t ттl |1,

АBC
-0.

Oстaннс rriвняння с шiyкalIим piвпянняМ IIЛoщини.

(17.13)
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. гIpикдяц 17.10

Cклaсти рiвняшнll IIлolllиI1и' Якa IIJ)()х().цI{тЬ Чер()З ПJ)яl{\r
r-L ll z

-2 
: 

ц: т пepIIеЕДикYЛяpIIО Дo IIл0щиIIиilr+4'у_z_l:().

{ BикоpисToвyIoЧи piвнiсть (17.13). oтpи\{a€Mo

r-1

-2
3

у:
'li

^1т _l
- 0, aбo 8r _ 'g .:.20z _ 8 : 0.

9. PiвняrrIIя IIлoIциIIII' якa IIpoxoдI!тЬ чepeз двi пapaлель-
нi пpяпсi

F{ехaй IIЛощиI{A lIpoxoДитЬ черeз двi пapaл€ЛI,Hi пpяvri

tn

i -ilf(r' !J,z) -. Довiльнаt тoчKa плoщиI{и. Тсlдi вскт.,р" .i/'f :
- {'_',,U_уJt| '_'')'тГ'тI.; - {:r2_r1i ,Чz-!jt,| Zz-Zi} тa i : {l:,m:n\
- кoМIIЛaнapнi. oтх<e' (ЙTi. I,IJB,"] : 0. Bирaзимo o(]T?it{т{сj

спiввiднotшеI{I{я Чepез кoopДиIIaти IIерeМII()}riуBaIIIтх вс'кто рiв :

r-at 9-At
Ii2 - :t1 9z - lJt

tm, Tl

Z1

Z1 -0 ( I 7. i-1)

l oTpиМaeмо piвнянI{я lllyкaнoi площиlти.

о ПpиклаД L7.L1-

Склaсти piвняння IIлoщI{Eи, якa IIJ)()x()ДиTЬ Чtэp€з IIit.
paлельнi пpямi r : 3 _ 4t, l) : 5 * 3t' z : _2 + 12t ir-1 _у_2 - z

-1 3 12'

{ Пepшa ITpЯМi} IIpoхoДI{TЬ чepeз TOЧк\' .\/l(3.5, _2)' a Д])J..
Гa _ Чepе3 Toчкy !,t,(t,2.0). Toлi т.тт,: i_2; _3:2}. .\lтi :
: {.lr'- 3; у _ 5: z * 2} i .i: {_4;3; 12}'
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B iдповiднo дсl

:r*3 у*5
-2 -3
-43

сIIlBвrд

z *)

2

12

нoшIrI{IIя п7 .I1) Мa€Мo

-0' aбo 2I;_ 8U-9z_5:0. }

10. PiвняЕЕя IIлoIцудgяI' IIpoвeдeIIoТ vepeз лвi пpяlсi, ruo
пepeтиЕaIотЬся

3а.цaнсl двi пpямi

:r-1111 '!J-'!Jt z-zt T-x.2. lJ-!J'z z-Zt
rt\ Тl-l 1 zli ' [, IIl2 П2

Tpебa склaсTи piвняння IIлощиI{и, flкa пpoxoдитЬ чtjреЗ цi цвi
пpяМi' кoли вiдtllulo' щo BoI{и IIеpeтиEaк)Tься.

Пoзнaчимo чеI)е3 l'I (:r,U. ;)дoвiлЬIry тoчку iшукaнoi IIЛoщиIIи.
OчeвиДно. Bектopи s?t, .Т2, А,I\1I кo\'{IIлaIIapнi (pис;. 53).

./ 11, -//t{
! -/\.

' .Sl --/' \l---"
t 

-li[

Pис. 53
oтхсе.

R иpa;кaюЧи чepеЗ кoopдинaти IIepеМ IIo>F(УBaIIих вектсr1>iв, дiс тtr-
}1е\,{o Diвняrrня IIIVкaнoi IIлOIIIиI{и:

:I: -I, 1 A-at Z-Zt
{'1 TII1 Тl,i

12 TtL2 lrz
-0. (17.15)

о Пpик.тrяп L7.L2

Cклaсти piвнянвя IIлощIIви, якa пpoхoдитЬ чеJ)eз п1>яrлi

'_| -?J+2 -'_5.^,"_7 -'у_2 _z_1.
2 - -3 4 '- 3 - 2 - -2'

;r-lr
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\I2в'2, 1). a iх нaпpямнi вектopl'l вiдпсlзiдясl .i, : i2;-3;.1} тui

'Ъ 
: t3;2; _2i. }{iшaниЙ добутoк всктopiв .s"r. j: тa .Vffi'

]п
. It

t1 - ril-\-v
(.чL..5z..l.11.ll2J : l J

lF
,n

.z.-1 у+'2 z

2-3
tl .aJI

aб<;

2r: _ 16y - 13z *
якe € шIYIiaниМ piвняннrrм ITЛOщи}Iи.

Цeiс
тoчки

-.)
о

;

.il
-2i:0.

rl
-_*1 l

_ (\

- tr.

тoбто BикoI{УrтЬся yМoBa (16.11) пеpетину пpЯI{иХ.
Toдi вiдпoвiднo дo с:пiввiдII()lIIеlII{я (17.15) \{?l'6\4()

-(i
riг\+ i-(r.

-2i

31

D

11. PiвrrяIIIIя IIepпeIIдI[KyJLяpa' oпylцeнoго 3 дaIIo! тoЧкI{
IIa IIpяIvIy

Пoтpiбнo склaсTI.t 1-liвняння ТIеpпендик\'Л'яр?t. OIIуЩ0I{OГ() З да-

ноi тoчки,\/6(:;9. ,!Jо,zil i{а IIpяI,iY 
x _;tt 

--!/ 
- lJl 

- 
Z - |:i

lI ttt, ,rl
П1>oведer,{O Чеpе3 :Г()Чк\l ,x'Iti(zo. 9о, zо) IIЛ()щ'{нV пo1)пeliди}ivЛлI)-

Eo дo зaДaнoi пpямсli, якa згiдно:з фсl1;мrzлtlкl (1?.10) rrtrс l]I,IгЛЯд

|.l|I _:r:0) + rnl(!| * уo) -т ri1(; *:с) :0.

.Jнaйдeмo тOЧкY !'I'2(r2,]lz, z2) iТеpeTиIl\,l пpяьtсli
J) -it:1 a-h Z-2t: . з oтpиМaнOк) ITл0щинOЮ l1(.r; _ .l]6) -[.r^ Ttlt TIt
пla(у _ уo) + rц(z _ zо) : 0.

Teпер зaпиIIIемo piвrrяння п1-lямсli. щri пpOх()дитЬ Чер03 т()ЧкI,I
i,1o(zs, tJo, zo) \ hI2(r2,!J2, 22)

,-_"l:0 Ц_ao Z*ZО
:I)2 - Iq1 Az - Ao Zz - Z0

шyкaниN{ piвrrянням пеpпel{дикyлярa. ()пyщеI{()го з дilноj
Еa пpяМy
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. гIplrклад L7.L3

Cклaсти piвняння Bисoти TpикyтI{икa. oпyЩеноi 3

BepIIIини B(3.i'_3) Еa IIpoTиЛе)r<Еу сToрol{y АО, якщс)
А(|, _2, _4) тa C(5, 1, _7).

< Kaнонiчнi piвняння стopollи :|C ' якa пpoхOДитЬ ЧepеЗ тo.qкI4
..i i C, згiдЕO з (16.3) Мaк)тЬ BигляД

з:_]. :,!J.r2 - 
z+4

5-1 1-2 -7+4'
Чеp<l:з BеpIIIиII'}, B пpoвeдеМо IIлощиIIу пеplIеЕдикyЛ.яpi{О дo

стopol{и АC трикvтI{икa' якa згiДно з (17.10) Maс BиГЛЯд

4(r: _ 3) -г3(9_ 1) _ 3(z+ 3) :0, aбo 4l:*3,у -3z _24:0.

Знaйдс.м<l тoЧк\, D пepeтиI{У oTpимaIIиx п1lямtli i площини.
Jля шьoго пoтpiбн<l trroзв'язaти систeМv piвнянь

- t:-l lJ+2 :r-4
(a (, (, 43-3

il,r+3у-|\z_
1,:1+4t,ц:

24 -- 0.

-2+3t,t---4-3t,

I
I

I
I

I

.t

-\ I
a

I

I
I

t
(

+- 7
-t n'
l"L
45

t7
.1.)

14',il
89

t7

()Деpхсaнi-r тo, / цs 13 8q\.*u (й'_й _й)
опyщelioгo з BсpII]иъти B IIz], стopoнy

Tолi piвняI1ъIя' виcoтvт BD:

:r_3 'у_I z+3
ii_.1 -_j3_.1 _89-l 1'
i7_d 

_|7_ t _т7r-.)

12. Biдстaвь вiд тoчки
Зaдtrнa поямаr l

6 oсIIoBс]к) IIеpITеI{ДикvЛЯрa.

АC.

'! 
+:з- ,x_3 у_1Ф\,\, : 

- 
-315 i9

пo пpяrvroi

..tl _la Z_Zо,т _ т^

rn TI,
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iтсlчкa' lI1Q1,'!Jt,zt).3нaйти вiдстaнь d т<rчки.x/1 вir пpямсli i.
LШyкaнa вiдстаrнь d _- IIe дOЧiкиIIa BИсoT:,.4 пirpа;IелOгpа\lit.

побyДoвtrlioгo lIiI Brктoрaх fuIyI,Ii : {,'' _ 11:6: !1 _ .!/n| 21 ._ э0| i

i : {{;m;rt). П.l-IoЩa ПaрaлeлOгр?t\ia' доpiвнкlс. З oдI{Oго Сlок\,.

|Lr\10.41i..'-]i, u з iншrогo i,] .d (pис. 5a).

-t,lr
r'/.--._-
i" r.!

Pпc. 64
()т;кe.

i.',].l: iir1/0,1л' il
Звiдси

, tlrl*ri, .*l:u: 
Ё]

aбo в кoopдиIlaтнiЙ фopмi

2

ii 7.1б;

,.Чt _
7IL

!l "u'nI
,1-

L

JF*"P"V
(\7.1,7\

о Пpиклaд |7.L4

oбчислити вiдс:тaнь вiД тoчки IVi|(|. _1. _2) Дo прямtli
r*3 _ у*2 _z_8

3 2 -2'

_)
i3:2: -2) i ;X/ol/; : i4; 1; -10).

Tолi
Ь

-10
o

.---..-.--} |т 'i
Ll'Io^,[t,"] :14 1 : l8r. - 22.i-r- 5k.

32
|[,t10.V4, 4| : \/т'24 + 4s4 + 25 = r/8l}з i l.Б] : |т + 4 ,-3: 

'/t7.



r68 AHAЛlТИЧHA ГЕoMЕТPlЯ B пPoстoPl

oт>кe. пIvкaнa вiдстaнь

d- 'Д 
_-т.

13. Biдстaнь шtirк цapaлеJIьEIIlvIи IIpя}IIIМI{
Hехaй зaДaЕо двi пapaлельпi пpямi Li тa L2

I-Lt lJ-Ut Z-Zt I-Iz U-Az Z-zz
tt'1 T|\ Tlл (2 TП2 TL2

Пoтpiбнo обчислити BiдсТaнь d мiх< ЕиМи. LШyкaвa вiдстaтrь d
- дo\Bх<иi{il BисotгI.{ пapaлeлoГpal\Цa' IloбyдoвaIroгO нa вeктopaх

I{1tr{2 : {*, _ rl\lJz _ ?llizz * zr} i fr : {Limт;n1} (aбo s-2 :
Uz\ тrt,z,:n2}) (pис:. 55).

ATrуl1 
"1

Pис. 55
I l лoшa, IIaр aлслoгpal'{a цopiвнlo с |[1 h ]vIЬ. s-1 ] | (aбo l|^ I | 

^,I;, 

g,2]|) 
.

Oтх<е.

,l- i[n{ir4' й]l

\r&3_:
Jfr

aбo d _ i|fuI|fu?2,ЁiJ|

IsЪi

о Пpиклaд 17.15

O бчисдити в iцстaнь .'uri :к Двомa II apaJIeлЬЕиЬ{и IIpяМ иI\,Iи :

I у-3 z-2 . r_3 уI1 z_2
1: 2 :-Г, _l-: 2 : 1 .

< Згiдвo 3 умoBoIо зaдaчi Мa€Мo: l41(0,3,2), ]uI2(3,_I,2) i s-:
{1;2;1}. Tоli 

^nм,: {3; -a;0} i

(17.18)t+ I

lsr I

,i jk
3 -4 0
1 2 i

умдf",4 : : _цi_зi+toЁ, |iл,I;тr,,s]| : r/rи, l"1 : v6.
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oт>кe, вi;]повiднo до фоpмули (17.18) шIvкafIa вiдстaнi,

,t- ',пr5
Ув

5r-: __ VJU.
ti

14. HaйкopoтпIa вiдстaнь пriхс двorrдa шrprwroбiх<нишtrл пpя-
N{}IlшIlt

Hехaй :JaДaIIO двi мr,r;vtобi>кrri п1lямi I-i тi\ I,2:

r .{ 
|-ц !/ -'!Jt .Z - Zt:-

I'IL1 ll,t

1,-.1,,2 'tt * Ut ,' - р.):
I),27l!2{2

Bизначити нaйкоpсrтшУ вi.цстaнь r"ri)к ниМI{.

Haйкорoтшa вiдс:тaнь lr.ri>к дBO\,{a \4иr4O.)ixiI{и},Iи IrJ)'яМиN{и

доpiвнкlс вiдс:та,нi l"ti>к r'всlм?l. пa])aлеЛЬI{иМtrlT IiЛOlttиIIа\{и. B JIких
ле)KA'тЬ цi пpяr,ri. oт>ке. тrт6s p633'Я3i1,ги п()(]TilBЛcнy Зz],дaч-y. т1lоС;a
скЛa,сTи piвн.яння I]Л0щи}II{ fI , якa l]poхoдиT.l, Ч()pез IIеplIly пI)'я\{]','

пapi}.ilеЛЬнo Дpyгiй. 1 визнztчити вiДсlтaтIЬ TOЧки .1l.1.r.". i72. :.2) вi:
тtiсi площини (рис:. 56).

IIT

;.-'-}з*-- IJ,)
--

il
/

i

. rtr, .tll
i---

l-r-*<---_
.чi Гr

lt i

Pис. 56
Площинa 11 вiдпoвiдIlО Дo фopмyли (1.|.12\ Bи:JtI?lЧ:l€тьс:.яt 1>iв.

tIяII}I"яМ

.Г-:}-|1 .9-!]l Z_Z1
|'i rfLt П,1

t2 ТП2 I,lz

-n
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()т>ке. iIIvкaн.t, вiдстaнь Bи3IIAт-Ia€ть<lя фopt"ll,Лoк):

.l't'-.Lt (lt - IJr

{ | 7ГL1

I {.) m')

zz - Zt

ll]Oсt П,1

).) ',гl - (17.1e)

__+
(.ii. .i. ll1x,I;)

i2
Tn,1 j

l

П12 |'

-2). \r2Q.0.-7),
-!J: -0i I

Г- A.-
t' Ittt /?r lnt

\i ,,,, ,: I - t, r,
{\
(,

1 I *3i
2 -2 9i
9 _O _-. 1U

t, i'
tz| -Г

Iнпrий сгIoсiб. Bектtlpи "il : {{ i:пt1illi}. ф : {t.2:rrt'2:rt,.2\ i
LII\Ii : {.i:" - ]',,: !J.l - ,!Ji|z,l - ц| - некOМIIJIaнapнi. [I<lбyдy-смtl
Il:l цих BeкТ()I)ilХ. як н2l pебрaх. пatr)aJlеЛeпiпед. ()сI{oB()к) як()-
I.O 6 IТirра,Лit]Л()Г})A\I. i]Oб\lДoвaниЙ I{a Beкт()paх jt i i2. .Гtiдi вiд-
(]TaIiЬ r/ дopiвнкlс дOBх(иIТi висoти O,гpиN'{а,IIol-O lТapaЛелепiпс:дtt'
Oтi*<е' щoбrс.}Г)Ч',1(jЛI4'Iи вiДстaнь a. псtтpiСlно oб:см пapaлeлепiпt:да
I,: ](1[liul;.,i,;..i)1 pоздiлити I{a IIЛoщy йoгo oсT{oBи S: i|'''..i.2jj.
тoбTо

n- r(iг'TB, ,;'. .iz)i
(t7.20)

ll{, *--1,

У кt-lopДинtlтнii,t фrltr-tмi OсTaI{ТIя piвнiсть Ni'a€ I]иГляд (17.19).

Пpиклад 17.Iв

*Jнtrjiти нaЙкopотrпy вiдстaнь сI уrl>к двoМil IIp'IМи\{и:

зaдavi 
'11i 

(0, 9.

Toai М1I,$: {2|

.1

,1

o
-L

-, o li_ L'art.

/lh'it*
-3 i : 301 -- 15.i * 10/t.

ei

|т
t1
iо
iL

]i',, ' йjj : /900 + 225 -- 100 : 35"
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Знaчить. IIIYкaнa вiдстaнь tuli>к прямими вiДпoвiднo дo фopмv.
ли |17.2О) Доpiвнк-lс:

. 245
(1 :=:7.

35

15. 3нaxoд)кeЕIlя тoчки' цIo сиIvIeтpичIIa дaнiй тoчцi вiд-
нoсrro зaдalloi IIлoIциIIи aбo заДaнoi пpяrrлoi

Hеxaй пoтpiбнo знaЙти ToЧкy Q, Якa сиМеTpиЧнa тoчцi
fuI6(rg,у0) zО) вiднtlснсr зaдaнoi I]ЛoщиI{и А:r * Bu + С]z + D : 0.

Ш]oб poзв, яЗaaИ пOсTaBлеIIy Зa,цaчY' потpiбно:
1) vеpeз TOЧкv -116(.r:g'Uо' zо) IIpoвeсти IIpя]vIv IIеpпeндиK1.ЛяpII()

ДO пЛoщини ^4:r * I]a * Cz * D :0' якa. згiдно з (17.8) Мa€ BиГЛЯд

J JU у у|) - - -0

С
2) знaЙти ToЧкy P пеpeтиIly OTpиМa,нoi пpямсli i зaдaнoi пло-

щиI{и. Toчкa P пpoекuiя TOчки i-[6 нa плoщиI{У;
3) вpaxoв)iloЧи) щсl тovкa, P сepсДиIla вirpiзкa i'I'IОQ1j. тoбтtr

:r,q * :r:s Uq*уo (L7.2r)_ ,рr)

TO iз спiввiднorшення (L7.2|) знaйДемо KoOpДи}Ia.Iи T()ЧкI4
qQ:qэуa, zQ).

Якщo }к ToЧкa Q сиl"reтpиЧI{a тoчцi -4d,(rо, !/o.zo) вiднoс:нсl зa,-
lt|-Jt1 U-At Z-Zt

Дallol llpяIvtol , : ---, Tol('1 TП1 fl'1
1) vepез ToЧкy L[g(rg,ao, zo) IlpoведеМo IIЛoщиI{y IIеpПеIIДикY-

.-I-xt U-Ut z-Zt
ЛяpIIo пpямiй , : 

- 

: j, якa згiднo з (17'10) Мaс Bи-t1 Tl1,t ?Ll
глЯд

ltk -.16) * mt(U -:цo) -| tL1(z -;о) : {):

2) знaйдемo ToЧкy Р пеpeтиIly IIлoщини i зtrдaнoi п1lямсli:
3) вpaxовуIoчи' щo тovкa Р сepeдиIla вiдpiзкa ixlQ]' iз спiв-

вiдноrшeння (17.2l) знaйдeмо кoopДинaти ш]vкii,}Itli тtlнки Q.

о Пpиклaд 1т.L7

ЗнaЙти TOЧкy Q^ лкa (;иNIеTpичпa тoчl{i ,v/0(1.3. -4) вiп-
I{o(:г{o ПЛoщиItи 3:t -т ! * 2z : {).

B,|л

z6 t 211

- -l'.
2
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{ СклeдеМo IТapaМетpиuнi piвняння пpяi,toi. Якa iТрох()iИТi,
Чepе:] iГOчкv ]10(].3' _4) пapaлеЛЬIro нo])МaЛЬI{oМY BoкТOI)v ПjI()-
iциIТи,- : {:3: 1:_2|. Maемо: :l: : I + 3t' .u : 3 ]- t. z : _.з - 2t..

ГIiдс:тaвимo OтpLI}laнi знaченTтsI :|. у t z в piвняirня ПЛ0I]IинI,1:

3(1 + 3t) + 3 * t - 2t-4 - 2t) : 11.

звiДси f : _1. Tодi. пiДстaвивтJJИ t, : -1 в паtr;il,мeтриuнi iliвн,яiIrт'ri
пpямoi, oTp}IМa€Мо тoЧкУ P(._2.2.-2)..як?l € п1lоtlкЦiскl тtluкrt -i-l',;

I{A IlлoТтrинv. KottpдинaTи сиIvlеTриЧнoi itl T()Чки () знzlиl,<ll,tо iз
с:пiввiднorпення ( 17.21 ) :

:i:q: -l - 1 : -5, lцe:4 - 3: 1. ze: -.1+ 4 :0.

()т;к.'. Q(_ j. l . 0).

. ГIpиклaд 17.18

ЗнaЙтr,r тoЧкУ Q. яка сиМt]тpиЧ}ltl тtlчЦi x,IcQ. -5.7) вi;.

нoснo шряluтoi 
.,,,' - 1] 

:4- : +rJL

< Пpoвe:rеI,{о Чеl)oЗ :ГoчкY i,16 iтлoш{иll\' I]epПeIIДикYЛЯ1)H() .]()

зaдaнoi пpяlu.ltli. якir згiднo з (17.10) N,{tl€ Bигляд

1(r - 2') =|\(li.-.5) * 2\. * 7) :0 trбсl :rl-3!J*2z - l: ()'

Ро:зв'язaвjIIи СисTeмv piвнянь

-1:0.4 z-6
t'

OтpLI\{a€N{() T()чк\- Р(3. _2.2). якa с пpoекuirlo т()ЧK}I '\19 I{a пpяМ\..
Iз r;пiввiдIIoIIIеI{ня (17 '21) знaйдемo KoopдиIraти тoЧки Q'. z:ц1 : 4.

9Q: \, ze: -3.
oтх<e' 8(4' 1' -3).

{ri3у*2:i.r-5 у-t-[i3



li 18. ПOBЕPХHt llPyГoГo пoPяДKy

s 18. ГIOBEPXHI ДP}.гoгo гIoPяДKy

Повepxня},Iи дpyгoгo IIopяДI(y нЕrзИBaк)тЬ п<iвсl1lхнi. якi в де-
к tlpтtlв iй с истеruci KoO pДи}IaT зoбрii'jкaЮ:Гьс'{ a ;lге С'rр aiuними piв.
нЯЕI{ЯMи дp-vгoГO стопс)I{,i. тoбтo iliвнянняlutи BигЛядv

Ц11!t|2 | tt22312 * rl'13z2 * 2a12:I: l! i 2(l 111;I:,:*

2t12;aуz * 20 1al: * 2rt2a'u -r 2{цaz * rr,4. : g.

lle рiвняIтня IIизи]Jilк)тЬ 3aгaлъII!tl\{ piвнянняIvr шoвepxнi
дрyгoгo пoрядкy.

Обмех<rrr,I()сЬ 1)()3ГЛядcМ нaliпpoс:тiiших (кzirtсlнiuнlrх) piвнянь
IiOвеpХонЬ ;Ip\,.Г()I.O l-IОрядкУ i з.яt:Yеl,lо IIиT?1иi{я irpt) 1х фtlp'.urу.

1. I-{илiнДpи дрyгoгo llopяДкy
Цилiндpl2tчнolо IIoвеpxIIeIо' aбo пpoстo цvrлiндpot\zt' нaЗи-

Baс:Гl,сЯ пOBеpxI{я' yTвo})eнЁi pYхOМ IIpЯ]vIOi. яка пeI)(lTv{Нar, зaдaТIy
кpиBy i зaлr,тrrrа,сTЬ(:я IIaрaлOJTЬI{OIo сTaЛoN{V Bс)кTOJ)v'

П].я*.r. шIo с:воjм pyxolvт yTBopк)6- цилiндI-l, нii:JиBaсTьr;я йсlгсi
твiiiнсlк-l, a кpивtl] якy lIеpе,гиIIaIoTЬ твipнi }iaпpяМIIOlо ци;riri-
драr.

Тlилiriдpalvlll дpvгOГo Ilop'lдKу IIa3иBaк)TЬсЯ цилiнд;lи.ir+i пtl-
веpxнi, rraпpя\IЕиl{и якиx с лiнii дрyгОгt) IropJI.xKY.

Cеpeл цилiндpичЕiиx I1oBерхс}I{Ь дI)yГОГ() гIOpЯдк\I р()Зi.JIяlIе\{{)
1>iвняння тtилiндpiв з твipним}l' IlapaЛeЛЬIIи\1I4 rl<:i {) :. Тx 1liвняння.
як B}ке бvлo Bl(азa,I{O paнiшre, не l"tiс:тятЬ }i()opдIf}laT'7 z.

fJкщо 3a l{aпpяfuIн.v лiнiiо B IIЛoщиIIi ; : 0 BзЯTи oдI{У З кpllвих
2.го шopядкy

173

(18.1)

(1s.2)

(18.3)

Tо Ko>кне З циx piвнянь, якщo ix вiднести ДO Ilрoст<l1rовоi (]исTе-
Iv{и к()opjIиI{aT' :зобparкaтимe цилiн.Цp 2-гo Iropядкv з твi1.lнимlr.
IlapajleлЬI{иMtrlt oс\ О z.
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Piвняння (18.1) бylе зобpai.I(aTи цилiнДp, пepеpiзи ЯкoГсi IIЛO.
IIlинa'МИ. ПеpПeн.IIикvЛяpIIИМи твipним (пapaлeльHиilIи площl,lнi
Оrу), бyпyть елiпси з пiвосями а i b; тaкиЙ цилitтдp }Ia3иBa€тЬсЯ
елiптr'тчним (pис. 57). Piвняння (18.2) булe зoбpa}riУвaTи цилiндр.
v яI(OМ1,' плtlскi по1rе1>iзи, lцO ITеpIIeIтДикyЛярнi твipним, бyдYтr,
гiпepбoлaми; йoгo I{aзиBaк)ть гiпеpболiчним t1илiндpоt"r (pиr:. 58).
Haperштi. piвняння (18.3) зoбpa>r<ас цилiндp з пОI)ITei{дикvляl)I{и-
\{и дo твipних пЛtlскиМи пepepiзaми Y BиГЛЯдi пirpaбoл: тaкий
шилiндp булемo нaзиBaти шapaбoлivним (pис. 59).

Pис. 57 Pис. 58

2. Кoнyс Дpyгoгo пop.fiдKy
Koнyсoшt 2.ro шopяД'Ity I{aзиBaсTЬся Il()Bеpхня. JIкA B IIpяN{o-

кyтнiй системi KOopдиI{aт ЗaдaсTЬся piвняrrням

,i2
tJ-т u_ 1lR z1 )1--n

С"

:r.'..-
oz

Рiвняння (18.4) нaЗивaсTЬся кaЕolliчrrишr piвrrянrrяIvl KoIIyсa.
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,T
I

\

\

Pис. 59 Pис. 6o

Покaх<eмo. щo кoнyс (18.4) yTBopК)сTьсЯ IIpяN,Iимlи. якi пpо-
хoдяTЬ чepез lloчaтoк кooрдиIraт. .I{ля цЬoГO дoсиTЬ дoBесTи.
Щсl пряМa, Якa 3 сдIiус пoчaтoi( кoopf,иIiaТ i .тtlвiльtlr. ТoЧк\'
I,I,(r','U,,z,) кoнvсa, IlaЛex(итЬ KoIIyсv. Cпpirвдi. Пf).яl\ttl. щO Пptl-
xoДитЬ Чepe3 тoЧки О \ 

^/I,, 
BизIIaЧaсться piвняI{I{яMи

oтх<e' кoopДиЕaти дoвiльнoi тoчки ,1,1 пpямoii поpiвнкltоть :l: : :t!t'

у : a,t, z : zlt. Яснo. щo BoIIи 3aдoBoЛЬIIяК)TЬ piвняння (18.4).
Koнyс (18.4) зобpa;кeно нa pис. 60.

PoзглянеМo IIepeTиI{и KoIIУсa IIЛoщинaМи. IIapaЛеЛЬI{иMи кo-
opдиIlaтниМ плoщиIIaМ.

1) ПеpeтиII I]лoщиIIoIo z : h зoбpaх<aсTЬся piвнянняl,t

ПеpIпе 3 цI,Iх piвнянь зoбpaх<aс елiптичний uилiндp. дpУГc
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IIЛ()щиI{v) IТapaЛeЛЬI{У IIЛoттIиттi Оrу' oтхсе. пе1,lсpiзirми кofiy(.a

IIЛoIЦIТнilМ 
'1 

z:lz r e;тiпс:и:з пiвoсяr,тИ (1l --Ц!. u,: цli
с(:

Заyвa>киМol lцО сэлiп{:, якиfu' OTpиN,1у6Mo llpи irсlpr'тинi li()н\.t:it
IIЛ()щинoК) z : {). Bиpoдх(y(;:ГЬсЯ B т0\{ку.

Но с склaдIlll\,t i питeння пpо лiнii пеpе1.и}i\,. кoнy(:Еl IJJl()lIiи.
IIaМи ,.I : rn, ЧИ у : ri. Boни с гiпс:рбоЛalvlи. яlкi виI.rод)*Iук)TЬ(]Я r]

пapy Пpя]vll1x. кoЛи 7l-l _+ {'J Чи 7t -+ {).

3. Елiпсoiд
Елiпсoiдolи I{aЗиBaсTЬсЯ IIoBepхI{я) Якa B ;]eкapTilвiй шp:tмо*

к\rтнiй с:истеьсi I{rlOpдиIraT BизI{аlчaсTЬся piвнянняпt

(18.r)

:t' rl . b, (. Jttдатнi числtt, lЦO нtlЗиBilЮTЬсJI лiвоt:яшlи елitIr.tli..1:i
(бyдемo Bваr)кaти. що с } b>,).

Piвняння (18.5) нaЗиBa€TЬсЯ l(aнOнiчниwr piвняпняпл елi-
псo.iпa.

.ЦtlслiДиvto форму елiпсоiдa зa його к:tнсlнiчним piвнянн;т;r,t

(18.5).
Haсa.rtпеpeJ' за.}'ва;'I(и\{o. lцt-l. оскiльки в 1liвtiяння (lБ.j) вхll-

дЯтI, ЛиIl'е кBaдpaTи кOol)диIIaтt To" Якщo ToЧKa 3 деяI(иМи Ko-
OJ)ди}IaTaNIу| I. у. z-HaЛе}KиTЬ eлiпсоiдv. тo всi TOЧки (*:t. --..ц'

-Е.z) тaкoхс ГlvдУть IlaЛе)кaTи йoмy. I_{е ознtrva€' Щ0 tlлiпс:оiд с I1o-
BеpxI{еЮ. сиМeTpиЧнorо вiднot;нo всiх тpЬOх к()ОpдиIIa:гI{их I]Лс}-

щитт. осей' a TaKo}к IloЧaтKy KoopДи}Iaт, якi I{a3иBaIоTься вiдпoвiд-
I{O IIлoщиI{aМи симeтpii. oсяMи симeтpii i центpс-rvi с:имtlтpiТ елi-
пс:оiдa.

oс:кiльки сyМa тpЬox ДOДaтIIиx дoдaнкiв лiвoi Чaс]TиI{И 1liвнян-
ня (18.5) доpiвrrioе одиниui. To Kо>r(еII З IIИх (пpи дiйсниx зIIaЧеII-
iIях KoopДинaт) IIе &Ioх(e бути бiльtшим вiд oдиницi:

Звiдси BиIIлиBa6. щo KooрДиI{aTи ToЧoк елiпсtliдаl Зaд{)I]()ЛT.,нfl К)Т1,

неpiвнiс;тl,
_а{I{a, *b<уЗb' *с,{z.1 r:.
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Oтя<tl, елiпс:tliд цt. t.кiн.rс)Elia l-I()3е1)xн'.I. .яКi:t tIОIJЕti(]TIо jl()iiiиT;,
вt.е1>елинi Пill)aЛ(lЛепiттt'.fa. 1lсlзпli1;lт ']K()l'();зi-lrtr;вi.1н<l 

дtl1liвttьlitlть
?u,.2li. 2с,.

.roчкlа (+o.0^ 0). (0. +b.0). (0, t). *t-.) нtt,-lr';кilть с.;lillс;с-,iд.", i iiiL:}I,i.

Bilк)ТЬ(:я liol'rl вr';rru;1Fla\1ll . ()тя"rl. L]r'prlТI{}lИ t.лitlс.rli;t;t с ;(,ЧТiiliil,1
ueрeтиIiy слirrс:оiдa З (](]Я\I]{ IiОI.() (.и\,{i]1'1)i;.

IJiдстaнi 2о.,2h. 2с, rrl:к B()рIIIIit}ar'Ip{. tц() ;i(])кitTI, trа, сi'пнtil ii<:i

с иl"ltlт1,lii. tIaзI,'RiIкiТЬ( j.'i O( ]JI \{и с лiп < t liдii'
Ш{сlб .yявити с;обi ФорrrIу слiпr:t;ТJir i зtlГl1lа.зитlт jlс;гtl l{il i)и(:\,н.

кv" ts14кOpИ(.l.it6,.\1(). яlк ; ;л,-l к()]j\.(.:l. .\I('l.(,] !lii Ii,il.l('ЛLiII{х Пr'ilt'тitiiill.
})o зг л'яtItlviс.' п(' j ) ('.I I,I}1 t,:tiпt.r.ll lir бvдr,- riк t i lt i Г ()J ) и.]()IITtl ;]Ь jf () }t )

IIЛ()щитIOк) z : l.t,. Лi;iiп' JIк}l ()Т]}и\'I?l,с\,IO IJ])и дilн()rlv rrс1ltlтlaяi.
]]из}IilЧil€ть ся оiвн.r{нн'tМ ]'1

.Jвiд<lи BI{дI1о' щO Ilеtr)eTиrt с елiпсt-lli з гtiз(lt.яtliи

.,r'- , 9- _r- -:_-. ,.. .г_--, 
--.. - r.

ti2 (L - Ч\ b2 (1_ ,\,':
\a'-l\t.-!

a 
- 

l,

[-i,ztl t i"() : ljtl l - 
_т

tl 'Iу |'-

(
I(
I
I\

. i-tt
П, : 0 t/ i - _ 

-V r''

AнrrлогiчI{)/ кapTиъrv дiс:та'нс:мсl i i.ti)и I]{.i)('ТIltti с:лiтltlоiIti, гi;iil.
щинa]vlи. IТapaлсЛЬlltr.IlvlИ ксl>кнiй i:з двtlх iншrrах I,}с-rr.t,, rrлс)iц'1i1 (''lj.-

метpii (pис. 61).
Лiнii перeTиrrу елiпt:сli:rzl" (1 8.5) :} кОO})Jl,Iнztт}IpfN,1i4 пл()iциIiitll14

ji: : 0, ,!'l : 0 тa 2 : 0 називarоTЬСЯ Гo;-IoBниl,{I4 I1еpеTI,II{I:[\{и ..-.Лi-

псоiдa. Елiпсtliд (18.5) ЗOбpa)кено н:r pиr:. б1.
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. т - d- -ltr\,.,, l \
----1,'--j-----./tn I

Pис. 61

4. oднoпoрo)книI{ний гiпepбoлoiд
Oпнoпopo>кrrrднний гiпepбo.rroiд .. це IIoBepxня, якa вiд-

HOсfIo деякoi пpяЬIOKyTнoi декapтoвoi сvтcТеIJ|И кoopдиIIaт зобpа-
)KaсTЬс-я piвнянняlvt

(18.6)

дe ri > 0. b > 0. r.) 0 __- числовi пapaмеTpи.
P iв няння ( 1 s. 6 ) нaЗив a€ TЬ с я l(aнoнiчI{иl\д piвнянняrvl oДIloпo-

po)*сIиIIногo гiпep бoлoiдa.
I-{я пoвеpхI{Я poзМiщенa сиМеTpиЧно вiДтroснo IIoчaTкy кoop-

диI{aт. кoopд{4l{aтнi плoщини с йoго I]ЛoщиI{a\{и сиMетpii. a tlсi
кoopдиI{aт --- йoгo ()сЯМи симeтpii.

Пеpeтини гiпеpбoлoiДa площиI{aМи z: h с елiпсaшtи

з пiвсlсям ц q* :., l; ' oVt*.'''
Пеpетини плoщи}IaMи

Ьl
:lf-Бl

Гh,
ttlt * a'
I : n7 с вiдпoвiднo гirIеpбoлaМи

It*o'
\ !': ,,b'

'!J:ni

{Г,, g;,', {w;
z2_-1

(r'rr)u - ''
mt'*а,
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дe

(fi :

(l

якщо in| <.b тa |tn 1 аl.
Пеpeтин пoвеpxнi (18.6) IIЛ6щИ11ОК> ll : b Bи3нaЧa€тьс;л 1liвн.яtн-

IIяМи
( (., :\ 1.,.-:\:п
{ \;-т)\;-,)-.".
l'!! : b'

якi зoбpa)*(alоTЬ двi пpямi

(:t zl----0.\а с тa
|у: b

Пoдiбнo лвi пpямi ()TpиМa6^.vIO

щиI{oю T : 0, (pис. 62)'

(
I

I
I\

Пpl.I

:fl.
а(|
't/ : b.

rrеpетинi гiпеpбoлoiдir плti.

Знaйти пepeтиI{и гiпepбоl-roiдa плсlщинa1vlи lJ -= li' i' .?.: : ПL. !,(''

|n|>bтa|rrr| >с.
Tочки (*с,0.0), (0' +b.0) I{aзиBaютЬ BеplIIиil:IMи OдIIOпоpOх{-

IIиIIIIoгo гiпеpболoiдa. oдношopO}к}Iи}Iний гirrеpбoлсti; (ts.о) зо.
бpa>кeнo нa pис. 62.

б. [вoпopo)кЕ!(Eвий гiuepбoлоiд
fiвoпopo)*сrIIlпIни1vI гiпepбoлoiдorr,r IIfl,ЗИBil6TIlCЯ п()RеpxIТЯ.

якa B Декaртoвiй пpямокyтнiй сиt:темi l{ooрдиI{aт Bи3I{а.Чa6TЬ(;Я
piвнянням

(iE.7)

Piвняння (18.7) IIa3иBa6тЬся кalloЦiчниvr piвrrянняM ДвoпO.
po)*(IIиIIEoгo гiпep бoлoiдa.

I{я пoвepxня pозмiщeнa сиМeTpиЧнo вiдноснO IIoчaТкY кoop.
ДиIIaT i коopдинaтнi плoщv.rHIД e йoго площИ:нa\,IУI сишrетpii.

Poзглянемо ii пepеTиI{и ITЛoщиIIaМи. Пi}paЛеЛЬI{И\Iи кoopди.
IIaTIIиМ плoщи}IaМ
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.T

'l
I

1lt

t ,'
l/

-+-----

/')

у

I
,'/,

nv

/'| )l-a
t/

i\
i;t )

Prдс. 62

Плrlrцrтна z : |t, iTep('TIтIIа€ пOвe l)хнкi il8.7)
Ih| > r:. тоГiто дB()IIOl)o}Kтlиiтний гiперболс-liд
BерXTI'I) якa скЛaдaсl'ЬсJl 3 llвOx чaсT'и}]'

Лiнii пtэреpiзv IIЛ()щиI{a]vI|4 Z : Lt. \|i|, 2 t, цс

Pис. 63

лI4IIIе тtlцi. кliлт-l

нtэoбl,tе>кс:I{:1. il{)-

tlлiпсlи

\?:,i (""
( i8.E)

* r,). якi

.Ц,всlтrti-

.Якщо h -- *t'' тсl елiпси BирOд)кyЮться I} т<lнки ([),0.

I{ aз}IB itloтЬ B е pIIIиi{ aN{ и дB oIIo р6}I{IIинIIoг o г iп с p б сl л tl i дzr.

Пеpетини I]JIOщиIIatvIvl :]: : Tn ч17 !! : n е гiпе1rбсi;lll.
pO)KIIиI{ниЙ гiпс:pбoлоiл (18.8) зобpzrх<еrio нtl 1lис. ti3.
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6. Eдiптичний пapaбoлоiл
E лriштprчнpIп,I пap a болoiДoшr I{ i}ЗI{B а, с.IЬ (:я IIOB еp хII,я. як a в де-

кapтoвiй пpяIl{()I{уTнiir сиt:тсь,ti кotrptиIla'T ви3IIaчarT'Ься piвнян-
I{"fIli'I

.)

i{:'

-+p
Рiвнянтlя (18.9) нa.JиBa€'ться кaнoнi.rrrишr

елiцтичцoгo llapaболojдa.

181

Koop.Цинirтнi площинтт Оl:у тa Оуz
вepxнi" flкшo z { 0, рiвrrяння (18.9) нс
}l(одIII{x цiйсниx :]}I aЧеI{Ilя )( :r: i :t/. O тжсl,
нaц IIЛОщтцнoк> ()r.ц.

Pис. 64

Плoщинa 'z : 0 Nlar З IloвepxЕelо oД}ry

3/ : 0' z : a _*. BеpIIIиEy пapaбoлoiДa.

p>0, q>0. (18.e)

piвняrrrrяпл

с ITлOIIIиI1a},{и сl-{\,leтpii по.
М()}к{l за,дoBoЛЬнятисЬ IIpи
B с jI IIОB t] pхIIя poЗTaIIIoBaнЕL

,r ._ 1-.
{t

I,1,1

сшiльнy тoчкy .Z: : 0,
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ПлoшIинa z: h' |t > 0 пеpетиIIaс IIoBrpх}Iк)

( ,i2 'i2I ' , lt 
- 

|

< 2"h- 2nh- ''
tL\::h

IIo eлlПсУ

iir

tta

ri . il,

ll, r.

II1BOсl якoг()
,,,- 1/ф. b' : 

'/т'|'
'Г{кrцo вiзьмеr"rо I]eретив IIЛoщиIiок) :1,' : Т|t,, тO дiсT?rI{сIuo пaрa,-

бoлY:
( / ///2\
lу,:2r1|:_ - l.
l;:',. \ 2р/

П<lliбнo ПCpет],Iн повepхнi ПЛOЩиI1oк) .у : li, бylе пaрa(loлoкl

( ., i n2\
l.r.:2;r{:- _ l.
1, : ,.., \. 2ц /

ЕлiптичниЙ пapaболoiд (18.9) зобpa;&(еIIO нa pис' б4.

7. Гiпepбoлiчний пapaбoлoiл
Гiпеpбoлiчrrипд пapaбoлoiпoм I1aЗивa6тЬся IтoBерхI{Я. яI(a B

iекal)TOBiй пpямoкyтнil.t системi кoopДинaт BизI{aчaстЬся piвнян.
IIя\,{

.t'2 l/' _ ., - ,

т_т:,2:' 
p)0' q>0. (18.10)

Piвняння (1s.i0) IIaзивa€тЬсЯ кalloЦiчrrиvr piвнянняvr гiпеp-
бoлiчнoгo пapaбoлoiдa.

'Як бaчимo з 1liвняння (18.10)' пoBеpxня сиМетpиvнa вiднt-lt;нсt

IIлoщин Охz тa (),uz.

П.i.IoЩинa z : 0IIеpетиIIaс IIoBepxнкl шo лigii

'))
Jц

--" -0. ::0pq

[ '' -
\,..,@

-!=\ (l-*4) : n. ;: {r.

J,!) \Jp Jq)

aбсl
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тoс)TO IТ() дBoх IIpяN,Iих (pис:. ii5).

( ,, - * rT,.<у--Vt,".
L.:0.

Плопiинa z : |t. пеI)етиI{t},с ПoBel)хнк) IT() гiпс:pбoлi

;;- +: t' :: tr' tt * (t

(18.11)

( i8.12)

o<',i {)t::

,rt. I]сiни

.flкттt<.l h, > {]' дiЙснс,lкl вiс:с;кi цiсi гiтlеpбoл
яI{Ifi'() ll ( 0' дiйсrroкl вit:сю Сr'yдt. пzrilaлtlл

РозглянеN4o TeП(']) пtl 1lr'1l iзlt Гl()Bel)хпi
бyпyть зoбpaх<aтl,tt:я piвнянlIяМи

и СlvДсl Пtti)il'ЛCЛi,
ь ос.'i О,у;.

IТJТoIilиII?i,\II,1,!j -_

flкi BI4ЗIIa'ЧaютЬ пaDaбoли З IIaDaМeTрo\,l p.

.-LJ
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.Я *щo IТoB e l)хпЮ Iiе p е тI,IЕ aTI.{ II лоIIII4II a)v{ 11

oтpиN{a€I\,Iо пapaболи

!J2 : -2q

Гiпербoлiчнrтй пtrp а,болоiд

8. ГIовepхнi обеpтaЕIIя
Hеxaй в IIлOщ}Iнi Оl1z Зaдal{.r лiнiя

( rrz2\
le- ^ l. )':ttt.
\ lр/

(i8.9) зсlбрa>ксно на

r : TrL, тo B lТеpсplЗr

pис:. 65.

{ F{у,,) :
L:r:0.

J,. piвIтяння

il.

якоi l'ta,с BиI*лЯ:I

/.l я 1 .{\

пpи обеpта,lт.Знaйдeмо рiвнягrrтя пoвеilхнi 6) я|<a' trтpиN,Iy€тЬс'{
lтi iliсi лiilii тraвколсl ос:i Оу $ис:.66}

Pис. 66

Biзьмеьro дoвiльнy 'тoчк}i ,1/(Х, \,, Z), Якa Лех<иTЬ нa п<rвеgrхнi
o i пpoвеДeМO Чеpeз rrei плoщlrl{y перiiеIIдикvЛярIIo до oсi обер-
TaIIЕя Оу. У пеpетинi Мaсмo кoлo' цеIITр яKoгo Лe)I{иTЬ в тоvцi
:V rтa oсi обeртaIIIIя. Koоplишaти Toчки rv(O,}',0). Paлiyс кoлa
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lllЛ1 як в;i<:тairь llirк двorl?1 ,i()чкar,Iи ]1 i r лoрiвнrос \/хттт.
З iтrrпогo бокv. цеr1 p:rдiyс: с itбссlлrотIти.v :1IIаi,Чет{Т1,]l,{ itплiкaтrl точ-
ки lI,, зaдaноi аillii i. a ol)JиIIaTa цiсТ TОЧк;4, д<i5-liвrткlс }.. Oт>кс'.
пpийнявrulr в piвняrтнi (18'13)

.и : }, z : +{уz -l- 7э,.

\{и Oтpиr"1а€\40 inYкiiIIе piзняння пoвeilхrri t-lбе1rтанъr'я o:

'тt.(}. т\/.Y.r : Zэ) : a. ( 1ti.1,1)

()т;ке. Мa€rlto IIрi],BиJIО дЛ.}1 oд()p}KalrlIл iriвн'iIlI{я пtlвсэpхнi. обе1l*
T?tIIIIя:

[.rrя тoго Iцoб oтpyllvtатP[ piвняп'ня повеpxнi, yтворeнсli
обеpтaнняпс лiнii l, ruо ;Iе)кIIть в IIлoIцин\ Очz, rr,iтlкoЛo ос.i
09, потpiбно в рiвняннi цiсi лiнiТ заьtiвити z g'a. +у5Т*, *, a
?l зaJIРIIIити без звriвrr.

Arтaлогiчнi пpaвrтлa сIIpaBeJIливi i ЩoдО lIOBеl)xOнь. якi О.Iр"t-
N,1Yк]тЬс,i о беpтaннЯМ ilлoс кI,Iх лiнifi нaвкoЛ() iнiпих K()opДинeT}Iих
o(jt.й.

о Пpик.rraд tr.8.1

Cклaсти piвняrrня пoвtlpxвi' якa уТBopенa oбe1lта,ЕII.ям
'D pз

елiпсa c t ' 
:1, rцо Ле>It}IтЬ в плоrцинi ():rz. нtrвкo.l]t] OСl

().,.

< Oскiльки eлiпt: обt-.1lта,стЬся IIaBKОлсr осi О:r. то в Йrэго рiв-
rrяннi I ЗaifuIтlIt\сtvlо пезl,tiн}IИм. a : зашtiня€М() iiil -Jу' +:2. Тllдi
рiвнянrrя шr.ук irrroi повrэpхнi \Ia,с Bиг l-Iяд

t')')
" *:l 

t" 
-1a2 с2

I{я псlв еpxII,I ЕIaзиB aс TЬ ся е лiпсoiдoп,r oбepтaння. -3 oк p 0 ^\I а,. Як щ ()

а: с. To ()тpиМit'GIvIО с;фt:pу.

r Пpиклад 18.2

Cклaсти piвняння поверхнi. якa yтвoренa oбepтaпI{яl4
'12 z2l----lгiпepбoли \ ", 

_ 
,Р: ',ItaBкoлo: а) осi Оr.6) oс,i Оz.

I(y:o

1rt5
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{ Згiднt-r З lltr)al}иЛ(lrл piвнянвя пoBеpхIii обtl1lтaннЯ },1i}с BигJIЯд.)")D').'
. .{'- t.l' -1- .:- .f" -i- Ll- :-.,\ '' _ t. 

^\ 
" _ 1<1,J . - ,) - 

r. rrJ--_ -; - r.
{t' (L'

Це :r) пвoшоpo}I(IIиIIний гiпepбoлoiд обepтaнIlя. б) однoпo-
poх<Е?Iнний гiшеpбoлоiд обepтaння'

о Пpиклaд 18.3

('к.l',..r и 1liвнпння поtlepхнi.,ткa \.TBUl)r'н;,i tlбt,pтit!iн,t.\1( .'
| ,,t :')nz

па:LDaбсr'ци { У - LI'.1 IIABк0Л(I oсt Оz'- t.r:0
{ ШIYкtlrтe piвняti;lя \,Iaс BиГЛЯд

,,.'2-у2:.2ll:.

I]е пtr1liiiitl'тtliд tlбеpтaння.

ГIpик.тraд 18.4

Ск"цас:тl,r рiвняння пrrвepxrri. fII(a YтB()})е}rа oбеI)тtiнI{ЯN{
a п : l'

rIIlfI.\trl.i j ,.. 
..l . 

HiltsкoЛo <l<'i Оц.
L.: - t,

T[Ivкaнс ;liвri'яIння Мa€j BиГjTяд

lj == +\G, -._ J. il(lo ,т.2 -: z2 -,a2 : (}.

тсi'Гlтr.r 1]()B..'j)хi1сr(] tlСlсpтaннJI с кOi{y(.:. }

{
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ЕлevrrнтPI тeоpiТ лiнiйI{РxХ
шpoсToplts

$ 19. лrнrйнутiл TA ЕBKЛIДoBvtil ГIPoCTo-
PU{

1. Oзнa.rенIIя лiнiйнoгo rтpoстopу. Bлaстивoстi лiнiйного
пpoстopy

I)сlзгляrтемt; oСl'сктИ. Е{ц]\ я:к:11\1\1 BиK()IТ\,iк)Тl,<:я дii дсlдaвa,нliя i

},{нO}1{еI{I{sI lia чи(:лi],. тtlГlтo тaк звaнi "тiнiЙнi tlпе1liiцii"
()б'сктaми тaI(OГo ролУ 6. IIaпpикЛan. BоIiTоprt. тtiСlтO нaIT])'{-

млеrii вiдpiзки IIit IIЛ()Iцинi i в п1lос:тсlpi. \.{н()Г()ЧЛ()I1И (]TеIТсI{я {'tt"
мaтplтцi, oскiльки ДЛя кo)кнOГtl з них б\,ли B(]:Гi1llОBЛ('rii oпt'ilаl,шii
iх Дсlдaвaння i \,I}lo}KеI{I{.Я IlЭ, ЧИ(];.iO.

*]aлс>кно вir п1lи1lo]и rlб.сктiв. якi po.JГЛ,I]?lк)Тi,(.я. шi tlпr'1ltruii
BизIIaЧaIоTЬся Пo-piзнсlr,ry. aЛе BOI{И МilК)It, дсlякi i<:т.tlтнi aЛil(::Ги-
вoстi. якi збepiгaIoTЬсЯ \r всix BиIIaДкaх (коltуa2117внi<:ть i ir,с:сlцitl"-

тивнiсть дoДaBaТ{IIЯ. дvтс:т1>иб1.тивнiсть вiднсlсно }'{н())к(]нI{я fI:l I{и*

сло тoщо).
Якщo :гeПеp ЗaЛиIIIиТи O(]TOpOI{Ь IIpLIDод'}. сlСl'сктiв i ввсlt:тr,r

аtкtlioьlaтиЧIIo ЗЕlзIIaченi двi oпс:paшii. T() \i()}iI{а тloГ;yд\,'вaT',I .з:1-

ГaлЬIlY теopiкl. peзl.ЛЬTaTи якoi \io)кнa, Зa(:Ti)(;()]]yB?tТИ B кO}iiн()\Iv
кOнкl)(lTЕIс)МУ Bипatrкv. ( )с новни\4 П()Fl'ITТ я ll тrtкt-l i тr't l1lii 6 Г1( )tlя Тl.Я
лiнiйного IIpoсTopУ.

oзнaчeння 6.1 Мнr,l:ltсttна L с:лс:.менrтt,i,в х.У'Z.... б,цdь-slъ:ol ,Гl,p.|,l'-

pot}u 'нaз,uв{IеTnbсtт ,n,i,,tl,t,ti'нtt,,l,t ,npo{:mopo,N|,' 
'fl.л-,1!\0:

!,} ,у 
'лt,но,:tк:u,н,i, L ввеdе,на, on,с:pо'tt,iя dodава,н'ня. Я.h]a, rio;n(rнi,it, rt,а,1li

х.1У еJI,еJ\1,е,нrnliв 'iз L r:'rnавlllпь ,ц вiDnовid,rtiсrnь (ldrtо:цt'аolн() в.(!'.],r1,0,,|!(.-

'нlt',ti еле"l,t'енm, z i..з L. ItеЙ' е..пе"\/I,е'нrп, tLп3lIв(I}0|n,b (,1l.|\4o}{) t:,пt,"uе,н,nt,iв х
i, у,i rt,сlзн(1,al,aЮrnb z : х 1- У i
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:2,) в,u,з'нсt',t,е.'t;а оIl,('})aцt,я Ltl,нoan:е'tITI'fI е'л,е,,fu|'r:,нrniв iз ], .на ч,tL(.',1'О. tt'.;ia'

,h'о;)|,(:1.!,a,I/|,ц ел,е,lt()?1,пl,у х с L i н:o:лl:нсi.мч 1!'1I(:,n'!J Q, {,:,m,авurrtь ц вidrirlrt,i u-
н,iс:пl,ь оdно.}н,о''r,н,с| |з,ll,.],t1,(I,etен,uti, е,леL,аен|n, У € L, ul,o tr,Q,.JlLв(IёiIl'ьс:а i,|
D rl 5,цl rt ко,л,t''i l t,О :}.н.o, ч,r7eTnb с'Я У : сl x..

,?,) d.rttl буaь-,яь,ul. r',пс,м,rнrn'i,в х.у. z С L i бцdь-нь itI' ,t|!i.(',',1. i i l'

.J оn,r:,pаtl,iit'. dоdаван,,ня i л1',нo:)|сr'н,нЯ ?1'а' |1',t1'{,.,n0 эrt,dово.,,|'ь,rt,flЮlILь ,irl(i;н:1

o,,ti,с1'o.,I''t,II:

1.х*y:}*х:
J. ix.l- У) * z: Х _i {у + z);
.|. ,j.с.:,н,,це 

Tt,'!J,,xl;о{1 tl,li, (,,л,е,п4еr7rn О rn,а,ъ'tit,. 't|\() х * 0 : x..
,|. 0,nЯ ?i:():7{,.l1,0,1() (,''4t,''Nl,СTLT|I,0' х € l i't:rtуi.: ll,p0}Il'!r'.1,i',t1,(.l't,ii'tt t,.'.i't:',',i't'tt:it

-х 'rn,rt,,r;:.tl',ii,. 1t+0 х -t (-х) : 0;
5. rl(х - y) : {]х i_ rlyj
{j. (o +.,i)х == 61.1 1 l'lx..

7. сr(.jх) - (rr.j)x;
8. tr .х: х.

*,liir.в;r;кltrIO. шl{l oЛ(l\I(lHТи лiiiiitнtiг() П.i)О(.тoll1. п1litriiiiI I(i :Iil,i;i-
j]ilT.I{ вel{тopal\flIl. il (.a.\1 пi.ltlстi1l Beктop}IРt},I IIрoстopoLI.

ГI1ltlс:тi1l l нa:;l,iвaстьс;я Дiйснrttrvl. 'якlIIo в 1. опоilaЦi ll riil.);{t.}i.
r{я BoкT()l)it Hil Чl.t(.Лl) BTIзЕIaч(lна, тiльки:лл J'iЙt:них Чl1(.(1.'i. iкоll-
ЕЛieксн}Il,Е. 

'{r{iIIО 
uя ()I]epalriя пtrrпи1rк)6T,Ь(:Я i нa кoмп.]Т0ld(]}тi Чi4-

r:ла. jl:rлi С;1,дi-1,u.l i)().lглЯдaТи тiльки дiiастl'lдут лiнiйнrrй п1lorlтi1; ,'-.

Bлaстивoстi лiнiйнoгo пpoсторy

э Bлaстивiсть }. У дoвiлЬI{oмy лiнiйтlсlмll ITр()сTоJ)i ir.нr'с сДl,t.
тrlтй н,vльсiвr,rl:i tlл(lмt;нт 0 i длst кO)кIloгО елеNIеIITII х it:н1,.с

€-]'r.11l11Аi1 ]ll)ОTИЛс}KниIi еЛe}n{еI{Т - х.

I{ifтt:rrtl. зi.iднсl :i а,Ii(]ioМOкl 3 iснУс нУльoвий еJIоN'{еI{T 0 тtiкlrlt.
]lt() x * 0 : х. I11lип.r'(]1.иtr{o. щO iснvЮТЬ двa нvлr,oвi (i.Пе\iС}IТI,r 0i
i 0.,. lГо;ii х - 0t : х дЛя буДь-якtlгO x € I' Пplтiir,lе\Io x .-- 0:.-Гori 02 _.i_ 0i : 0z _-} 0 : ol. Aнaлс-lгiЧI{o. яIiтrl6 x : 0,. 0 : 0"
():ГI)и}4aс1{сl 01 * 0z : 0t :+ o : 02, Toбтo or : 0z.

Iснyвaння дЛя кo)кнoГo еле\{еIIT'I1 х хoЧa б oднoгсl пtr)С,тI{л€))к-
floГo (]ЛеМe}ITa BиIIливaс 3 aксiolти 4. Пpипvс:TI1t)!.iO. lцO eЛ()\,Iе}I:Г х
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-щ
r/itr дI]it lIр(-}:гилe)riнi eЛеМенTи
lJгiднсl :r zrкr;iо:vt<lю .j

х -.x., : 0

(-хlj : (-xr) + 0 : (_*') -г (x-
: ((_*xi) *x) - (_х,) : 0* (-х:)

тtiГ;тt-t (**.) : (*хl).

o Bлaстprвiсть 2. .]л"rl довiльнt-lгсl ,-1irlijiног() 111)(}(;.1'Ui)\r }i\,jil,t)-
зltЙ t'Лt::utсгrт 0 дo1-lilзтrtoс дсlбYткoгзi CЛеlf()нТtl x нa riйt:ir() L]I{-

t:лtr (). тtiбтсl 0 : tj .х. a' ПpoтиЛe)*(нtаii сlлеr'lt)iт1. - х дttilirзнitiс
]oб}.ткtlвi олtlr,iентzt x нa -1.. тrlбтo -Х: (-.i) .х

L..rliilrвдi.

х.0:х.0-0:x.0+(х-(_x)) :(*.0тx) ':,1 --Х) :=

- (x.0 _ь x. 1) _г (-*) : х(0 + 1) - (-х) == x т- {-x) : ff.

()т;кtl. \{a€^\{()

х.i) : 0'x: 0.

lIокii;кеtutо felr()p. щО (-1) .х : -x. ЕItlхalt y =- (-_]i.х. -Г<lцi

xi-y : Х* (-1)x : 1.x-г (-i)х : (1 "- l)x : {i.х : 0. т'tlбтсt
y ::: (-i) '* er tipотиЛ(}iКни)l CЛе}'{()HT()М f(} x'

II уl,ur;:л аd,u л,iнiil,,tl'ur n{) О сmopiв :

l. N{нсr;кинa дirlсних ЧI{(:eЛ.
.)' \,{нохiиIIa B(]I{TOlliв (тобтt-l нilпряr'iJi(:ниx вiii;iзкiв) rтtt lr.;rtr-

ttlиili чи в пpоt.тtl1li.
l}' \{rrtliкI,rна .11,n',. мaTpицЬ poзьrip\, ||l Y' |l .

.]. \4нсrжинa С..1,; всiх фvнкuiЙ /(r;). якi нсlпtlJltl1lвнi н:t вirili.зкy
io'bt .

i'l. N{нсl;ки.г,a P,, ivIнoгoЧЛснiв 1),.(i) : Г tl ,t',_,(.T(]ilснЯ <t //"

z=0

о Пpиклaл 19.1

HехaЙ Я2 r{IIOх(I4нa всiк впсlpядIi0Bа,нI,{х tiаtl ;ttЙснl,тх
ЧI{(]eJi х: (at.rr2) з oпеpauiями дoД:lBaннЯ:

(:х.,))'=

: (*xrl.
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a) якщo x : (сzr,rr2) i y : ({\,p2). тсl

х-гy:(at-1i.rlz+i]i;
тa N{IIOжонEя Ea числo A;

б) V) € R: ,\х : {Aсll.,\сr2).
Чи бyаe -R2 лiнiЙниrл лpостоpом ?

{ Пoкaхсе]УIo. lllО ввсItенi опеpaцii цOдaB?l,ЕI{я i ш,tнсl;кеrтн,i нa
цiйсне I.{ислo lJaЦoBOlIЬТIЯI{)тЬ aксiошtи 1-8. \.{aсмо:

у +x: ('h* схi,fz* а2): (o' _ iJl.дz-r i3,l}: х.l_y;
(**y) *z: (*, + В,,аz+ 3z) * (?.' ^iz):
(*' +i1i *1,''0z* 0z*^у): (ar * (nj'-гir), аz*i|z_t1i2)) :
,:Хi-(y*z):

iснyс 0: (0'0) тaкий. rцo Х]_0: (*',u,,)-| (0,0) : (r-r1 ,оz):хi
iснyе ПpoTиJIех<ний елel,rеЕT -х: (__rrl'-au )' що

х * (*х) - (.,' ,суz) + (_o.', -*,} : (0' о) : g.

1 .x : i(a1' о2) : (сvr' az) : x;

)(i,*) - )(ir,or ,ll(х,z) : {Араt, \1.ttх2'1: )рr(rll , О'l) :
: (}р)х;

)(х _t y) : .l((rl t,аz) * (3ь Bz)): 
^(ar 

* '31,Q2 r 32} :
: (Ao1 + }l,i. ,\rr2 + 

^32i 
: )(*,, *,,) *,\(jt',9z) : )(х * У');

() + д)* : (,\ + Й@',аz) : ((,\ + ll)аl,$ + р)сr2} :
: (,\a1 * рrl1.,\a2 + Раz) -,\(сr1. a2) i |t(rl1,&z) :

Ax i-;.2x.

2. Лiнiйний пiдпpoстip

oзнaчеrrня 6.2 {Iidм,ноэюu,н,a L, .nirliЙ,нoeo npО(:rllopц L rt,сl,зuвrl'ewt,ь-
ся лiнiЙ,нш"м n,idn1loсmopoJvl, npтсrn,opу L, якщo вoнa €: л,iн,i,x,н'шм nуlо-
сmo,po"\1 вiDноснo оn'е,pо,цiй,, ввеdенu,r в L.Irl
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ШIсlб пiдмнll>кинa I., лiнiйнoгсl пl)ОсTОpv бv;rir .riнiitним пiдп1ltl-
(]т()pol,{. пtrвиrrнi BикOЕ\rB.}тиtlь тaнi \;\1()i]и:

.i.. .Якщо х € L,. У С L,'].i) х + у € l,,:
2...Якщсl xс 'L,,i сl e R довiльне ЧI4сJIо. тil гix € l,/.
Iъiitкrшс Kаil{\'Чl{. tlпr'paшii. ввt'lснi в L. зitt.r r)(.()Biri.ti lt, .'Лt'\lr'jl-

'т\в L,. не IIOBиI{I{i tllахtl;]lттrа :;tr r,ttl;кi uiсi пi;lмн())-JiиI{и.
Пoкa>кемO. lЦО пiДшtнoх<тлнa L,. eлеil,{еI{ти якоi зaДоBoльIIя-

Ioть ylиoBaм 1..2o, е лiнiйЕиN{ Ilpoстopoп{. ,Iл;t шь.lгil lТtlт|)iб.
н() ITеI)екOIIaTI4сЬ. rцс-l ztк<liсirtlт l-8 N{A}oT.Ь r,ri(;tlt. в l,,. }/r:i tlкt:itlr'ttt.
к1liм 3 i 4. спpaвдiкyЮ,гЬся ДЛ,I елeMеrттiв пiдr"тil(]ЖиIlи L, . (lil B()i{}I

спpaBoдливi для вt:iх елемснтiв ПрOсjТoрУ 1,. T.оvry З?ljТиllliiсTЬ(]JI
rrсl1>eвiplттИ BикOнairня ztксiсll,т jj i .4. I{ехай x ltlвi"lrьгli,rй A)Лt,}]t'н.l.

пiдrrнoiкиtти L,. ) дtlвiльне дit,rс:нсl ЧисЛО. .].<l;li. згiдттtl з v]'{()-

вокr 2: )x € J,,. ()t:т<i;iьки ) дtiвiльне. тt-l. it1llтtiнЯRltil{ ,t - 0.
N,IaсМо 0.x : a с L' ^a rтpи ) - _ 1 от1lи,"raсlv(). il{() (-1;x : _-х € l/'
тoбто нУльoвий елeMеI{T 0 i пpотилe>кний еЛr)\I(]I1T' -.x f{aЛ()жаTЬ
l,. a тOмY МнO>I(иI]а l, с лiнili}lи..!{ ПpосTOpO\{.

ПpvrклаЛrл.
1. Mrrох<иT1il. яка скЛaдa6TЬсЯ ЛиI]Iе з II\.'j]I,OB()l.О еЛ(]1,I(,гIт:l 0.

с лiнiйниl,t пiдпpостopoN{ Довiльногo лiнiйн<-lгti п1ltlt:тtlpv l'
2. N,Iнo;кинa кo\,IпЛa}IaрI{их чи колiнсаpIII{х вt.кr-tl1liв П]'t)]()

NII{o>киIILI всiх звичtrl"tниx вектopiв с лiнiЙним nilп1ltlс:тt]i)( )\1.

3. Бaзис тa вишtipнiсть лiнiйнoгo
apифrvreтичний пpoстip

У poздiлi 2 (|j5. п. 1) бyлo BBедeI]o
нсlс:тi вeкToр-сTс.lвпцiв. a в pоздiлi 3 (п6.

з?Iле)кнOстi всктoi>iв.
УзaгaльнeI{IlяN{ Циx IItlI{ЯTЬ € пOI{яTTя "lliнiйнсli ЗаJIе)кн()(.'ri еле-

ментiв дtlвiльнсlго лiнiйнoгo IIpOсTop\,.

oзнaчeння 6.3 Сu,r:rnелtа, елелlе'н,rlti6 Х1,Х.l , .Х,,. 'lt'll1 
,r!а.1,(J||Q?nь

лi,н,iti,нo"м',у Ilpoсm,or)oвi, L,.н'азtlваern,bС'Я лi:tli,'il,ltti ILе,:](I,пе.,}|1.:17('1.](). f{,I;itI\t)

уliвнiсnь

пpoсTоpy. п,-виIvIlpнI'Iи

ПoI{я,гTЯ Л111t,{IIO1 :JtlЛe}K-
'- t\П. +) П()HflТl''l J.tl]i]I]ioj

ТL

/- СliХ; : 0 ( 1e.1 )
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){Iв|Jк:!JеПLь{:я rп,oii i T{Li,lxb.t;1t' пюdi| til"nll &i : 0 (i : 1,,;), ttбt}

u: : d).

У пpотиле}I{нОМ)i BиIIaдкУ (]tr{сT'сlvtа елсl{еЕIТiB Х', Х2. . . . . x'i I{а-
3I{Ba6TЬся ;тiвiйно 3aл(',>Kн()}o.

Розгляце tlтo деЯiii нallпро ст ilui вл аt. rиB О (:Тi л iнiйтrо ЗаЛe}кI{I.тх
i,лiнiriно нcЗaJlе)*(flих сЛе}Iе}rтiЕ.

1. Б3'пь-яка (:,l(: ге\ia t'лelrсlп r'iв. якtt rtiстиTL IivлЬ{)RI{Й t] jl(.}{(.iI.г.

с лrнiйнo зilле>кнoк).
Cпpaвдi, нeхай Хi : 0, тодi. IТpиI}IиaЮчИ .\.:1.).::0'.. .. },,:0

(JTг)и}.{a€}!,I()

i.0+t}.x2 . ...+0.Х,. : o.

2. .Якщсl сис]ге\,{a eлеМel{ТiB Хl.Х2,. 'Хzt лiнiйно ЗAЛех{нa. To
хoЧа б oцин з еЛеl\{еEТiв тliеi сисTеN{и с лiнiйнокl коr,tбirtaцiсrо iн.
IIIих.

CпIiaвдi. o сjкiЛЬки зацa}ra ()истeМa eле\{eнтiB лiнiйно зaЛeх{нil.
1.o \,to}кIТzr rriдiбpaтI'{ тeкi Числa )l ,):...',)\,., З якиХ хOчa б однс:

вiдьriннс: вiц ily.qя. щo бyдe сIIpaBдх{YBaТисЬ piвнit:ть

Arxr -1- A2x2 -r '" * )r,x,, : g. (19.2)

Hехaii для IIpОс:Гo.ги IIOBеде}IIIя ,\; l0.Tоli рiвнiсть (19.2) },Io>I(нa'

1loЗв'язaтlт вiднoс:но xi.
\1aсшто:

A2 A3 
^nХl:-r Хz_ r хз- _l-Х,,,

А1 А1 А1

a Це oзIIaчa€' щo ()лeМеIIт х1 е лiшiйI{oiо кoMбiнaцiеlо iцrшi.rx елсl-
пtен.гiв сисTеI!1!l. Пro й тpс:бa бyло toвeсти.

CпpaвeдлиBe й обepненe TBеpдjф(еI{ТIfг. ,flNщo oduн iз ел,е.|l'е?r'rГIiв

с'|IС'rтi,е.JvN],L Х1 , Х2, 
' 
Хn е "liнthrt,ою ?с\м,бiнацiе,l() ,iн'IlIu,I' уn() цJ] сIIс'm,е-

'\,|' 
t I е''x (,M енI ni s л i tt,ifrп о J a.n е.J\с'II a'

Спpaвдi, для IIpoсToTи зaIIисy BBaх(aTиIиеМo eлеMeIIT х1 лiнiй-
нокl комбiнaцiею iнтших елеь,tс:нтiв:

Xt: |lzХ2 l-;l,3х3-1-...+ [InХr,'
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Тtlдi t,iтpим?r€\,l()

1 - tr *'l!.',. '- 
tr t.,,

€ ();lиниця. Tt) I{(j I](li B(}}.1и:1().pi]]ЕI{}fi)Т1, Il\/лi{). i ::rlr'тY (]и(.1Г{-]t{il Ё,]l,tl-

\.I0нl.iB дiнiйнr; 3nJI{]]й(t{ii. Iri{) й T.i)(}бtr бvл() .itiBt'(:T.}..
()т>кtl. (]и(:Т(]\Iir (l.iI()\;()fJ.гiI] лitiiiit'tt; Зii'.Ilt)].l{,ii:l j.i]]ii t i i;ti,ti;.'l .г.i'--i-.

кO.ilj'I хОЧ:i Гl rtдr,rн iз о;rr'.\'{(|}{ТiR (:И(]Tt)lllui \,I{))}iiiti Г1(),iii.Iii i/ Ri,1i'jl1ij]i
л iн iil irоi .{i () -.v1 б i.н irцii i т;rшl.r х е Л () М (l il.I. i Ь .

BипсipнiстЬ лiнiйНoгo прoстopy

0знaчен|'.я.6.4 fl,мцо tз .,l,,rtLi,tLrttl.ь1',ц.n:р{)(rrt{}рiL i,t: нt1t: r? ,i,i,r|,i,r.l',:!{) ,|(,(|-

:t{1.il,(,)'{:'rt'.tl:I;е.a'(.^|еl1,f'j,в.tlбцiь-яt':.i,.it-т'!t:,1'(|'''rt,r,нriti,iч(1|!'(,;.!:

'litt'i h,нtl :ttt,4е:ltl.tt-'i . ?tL() '1 iн.i-ittitlit tt7lttr:ttt-i,1, rttl,||!в!!t,Illrlt.!] :i.r.jIl'\l itltt:!-.,;'
LhLr:.ло ?t, н('!,:l,|Lвo'еInbL.'r вlL,\,1 i])tti'(In'x).rl,,i'tr.i,,iiуLttzrl Il'i){){:rrrОрl!.

Iнi]]tt.r.ii,t (.Jl(lBitМИ. вlтrti1lнit:тI, Jliнi[iilt,Г(, [.i;i;..,tIli)\' ilt. ,\iii}\.
(:и}vIаi.iIЬI{a кiлt,кit:ть ;riнiйнl; il{):Jiijii')к}1ИХ ('..;t'l.('i:.. i.i; .''' lI;,i)\.l\; iТ];t)-

t:.гt.l1li. .flкщо iх бtl:rлi.т. Т() iтtr)i)(:.i i1i ;тtr:;li,з.,r,6..Гi,(.1 нeсi(iНчrl{ii{]-
виN{ipЕI,IN.i.

ГIpостip. tiктrir \,iiстИTl, ЛиlII(j oдиf{ I1\.'i.,(,tlиi{ ('Л{)1{()ti.-l.. I]'lii-
}к ;t 6] T.], (:я IIyлЬ- Bи}ylipнипa'

,/J_BиlvIiрIII-{it лirriЙrrиti, Пр()(:тiр L irtr:tt';i бl'дrlittl {1().jI.;ti,Ч:iтlf t]iI}i.
j]OJI()М Ln.

Бaзис лiнiйнoго IIрoстOрy

oзнaчeнIr"fi 6.5 Ijо,:уu,с'tl.t'l, ,л,irri''ti,,rLоtо !!-$|i.\t !itl.t lllt, {iI'!}(,Тr1{)!},|j .Jll,i,.l-

€}ас:rrl'b(:Я б,уdь-яксt' в,{l,0ряd,Nов{I?7а (rt,,sitlъt,у,пl.,..,p{l{s{Irt,{],) ('il,{:,|тte'hLа !'t tI

л,i,,н'i,ftlt,tl r!е:Ja,il(|,)t'(,,II'u1: (:.ir?',^Jtе.Н,|ri,|,в x;. Х2. . . " ^хtl. '!'l,.,!|L(; 
:i 1i, i1(r,)|1'-l!!)/i)

(./I'е.^7(|T7ПL(1 x € Ln i'{:нцкtrrt'b |ll,(I'h:,t |tuс,n'(l (.]r.(i,. ....(I|l^ ti\{l

т.,L (r;Х.. tlir't'
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Piвнiсть (19.3) ria,ЗиBaстЬс'i poзклaдol,t eJIeiltеIIтa x 3a бази-
CoI\tI Х1 'Х2.....Х,. A Чи(;Лa 01.(l2...'.,Ql, Ilil:]иBA,к).IьсЯ KоopДинa-
'гaNtи сЛеN{сI{Ttt х € Ln вiдноr;нt> Сlaзисv Х].Х2' . ...X,,'

Кo;кt-'н еЛеr'Ieнт x лiнiйнoгO IIpo(jToрУ L,, MO){iе (lх,l,и l)OзКЛi:L.10.
нI'rй 3it, Гlaзrас:оr,l Хi,Х2,...,Хr. СДvI]A,vI\Ц сПOс()бoNi. тo.)TO к()i)DдI,1Еi1i'I,1

кOiкЕOгo елеМен:Гtl х вiдносн() бa3ис]}. Хi.Х2'....Х' виЗI{t},Ч:ii{),iЬ(1jl

t)Jl{()ЗнaЧI{o.
iI pипvстl,t\,I O. ц].o itlн\.с iншrий рOзI{ Л ?.lд'']гo г):гO

*: Г.,,*,.

",Bilнil,,lсlмсl п()ЧЛ(]i{II() (iз.+1 вil (19.3):

0: 

'(о; 

* lr])х;.- .L'-',
i..- r

( 1e..1)

()скiльки с jI()\4еI{тI{ Хl, Х2. . . . . Хn лiнiйнtl н(]з?lЛ())KI{l. T() ()(:f.а'-lt}I.я

iliвтiiсть \{oiкЛ?Itsa ЛиIIIе 3аl, У}v{oBи. щo

оr - 01 :0'rlz -a\:0'..',t1,,,-{/,,:$.
тсlбтtl.

(!1 : g11 ,(\.J: a't^.... {}.,, : r}'/ .

що й дoво'циTЬ сди}iiсть poзклraлv (1|).3)'
Oтiкtl. якЩO в rl-вимiрIтoМy ilpo(.тoрi:]aдаTи ;цеякиfu ба,зrlс. т.t.l.

I{OpисTyюЧисЬ p():JкЛirдoм (19.3). ^.Vloх{ЕIа BстaI{oBити вЗil,6\{OOдI1O-

зHaЧH\, вi,lпсlвi.rltit.ть ltixi ('Л('\1()HTаМИ ]ЬUГo ITp()(:Т()i)v i впtlil,я.tкtl-
B?)'IIИМи послiДoвн()(]TяМи iз rl чисел (o'i. rl:2, .' .' (l,).

Числ:t, (o1. rr2. . . . . on) IIaзиBaIoTЬ(jя коop'циIIaтaN{и ()Леl,IеI{Tаt, x
в бzlзиci Хi.Хz'....Хrl .У цьorry BипztДкv x - (rrl.o2.. .'&,). Оve.
BидIТO. якщO B пpOсTOpi вибpztти iнrший С)ilЗисl, тo ЦеЙ (.i{Миil сЛс'
..vIeI{T х бyдe N{а,f'i.I iнrшi косlpДиI{аTи.

lt-виплipний аpифшreтичIтий пpoстip
Б vдь.як tr BПopя]]кOB i}I{a (]Vкl/шI{iс]Tl, i3 7i дiйс: rтих ( ко м плtlкt: ниx )

LIис с Л Il  :JИв aсTь с:я дiйс ни\,{ ( кO\,tпЛек с нiтм ) aрифMeтичIIиl\{ вeк-
тоpoNI i пoзнaчaсTЬ(]'я сиМBoлOМ x - (:i: 1.:i]21 ....]l]/]).



E 19' Л *1|Й11|/1Й ТА ЕBKЛ |ДОB|4Й ПPoСToPИ 19rj

Чиcлa :1}у. !l:2.

I{()Гo BекTOpa x.
}Iад allиф]vI()]гI1ЧI{и\{и BеK,I()I)A...'1i',I BI4Ii()н.\/It)TЬсЯ .I?rкi ()ile])il,]jiТ:

todаванll".я..'яI(щO x: {з-: |.:I|2......t.,,).y - \ll l'!Jt..'..'!J IL') . ТО

х+ y: (.t,i - lJ ,.J':.. j/.:......l,,,.-,l|',) (111.; )

hIнo:tк:е.нtl,Я ,|x{tr at''tl(.no.. .flкщ() i
i x : (.,.,..,',. .... L: ',). т{l

Чиt;Л() {riиt:нr Чи к()\{Ilлt)K(:поl

д; : (,\.r.;. }..., .... А.l.,, ). ( I !i.(j i

Mнoхсиша' вt;iх дiйс;riиx (копtплt.]к(.н'tх) zlilrафrttl,тl,IЧtIих t;t:ктtl1liгз
iз ввсlдt]ниМI{ ()пetr)?Lцiяrти ;j()J;tt]itIiII'l (i!].5) i .i,"нtl;r<tlн!1Я i-1ii Чи(.jTL)
( 1 9. 6 ) нilЗиB ilсTЬ ся rl -вишriрIIиI\t дiйсниtrд (кошrплекстrипя) аг}иф-
1\4етI{чIII!1\4 IIpoстoрolllr.

ПoзначaеTЪ(:я l1-г:,1,r'ri1rниit riйr:ниli (кti'r,lплс.кt:liиiii i}1)и(рilrt]'ГiiЧ-
ний пpостip симвtlлONl .R7r ((-",),

Якщо зa бaзис в 1l,. взлтI4 (j}-{сT'(]Ni\. Dt'ктtl.l.liU

e1 : (1,0,0.....0'i.
e: : (0. l. t,. .0,.

e,,: (().t)^0.....1,.

тo тaкий (>aзис: нaзI{ЕtttсTЬсЯ кaнoнiтrнишt.
Якщо зaфiкс:yвaти в ,R'' .цtlвiльtlиlт СliLзис Б : \,ё'. ij2' . . . . е/, /. ,l"()

кo)к}IoM\i вeкTopy x (згiltно з il].3-} вiдirсlвi;]аtк.lTl, 
'i()Г() 

к()()i)дин.i1]]4
B цЬoNt\r бaзисi.

3ayвa:кeння. }Ieoс)хi;Iнil 1lоз1-ri:зняти к()}'iп()неьif''{ B()кT'о1lti i йt;-
гo кOopдиI{aTи B ДеякOI{\r базисi. i пir:и.ятiiти. шI() Kо()р.lIинiiTI{ B()K-
тоpa t:пiвI1a.].irЮТЬ з Йогtl Ii())lП()нснТа\i14 тi:i ьки B кil]i(JHiчнrlм t. Г,a-

зисi.

о Пpиклaд 19.2

Чи с лiнiйI{o зaЛех(IrOК) си(.теМzt вt'к.тсliliв хi : (2:(): 1).

x2 : (l; -1;2) i х;1 : (3;1; i) .1

. iz ?? нiiз'I B 2l Io TI, С Л кoI\{пoIIeIIT alqul il J ) i' ф }{ ().i И Ч-
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< ()клtrдeмo лiнiйн\, коlцСlirraцiкl :зaдa'них I]t'к-IОрiв i п1;и1l1в.
tl.'iе)r1 () iТ дil нl,'.шr,()з()Г() B t}KT() pti :

(l1 .Х1 ;02.Х2 -i (r3.Хr ::0.

У кr;tl;>Ци}raтнiIl форl,ri ()(],}.?1нI{6 r:пiв:зiднt;lI1{]}LitJI нaбr.,вtrс BИi.J-T.ii-

:Iу:

o,(2:0:i) ,

*d ля знaхс,]]>ii{.]IIi{я

t l,itj t{У 1liв няir'rr, :

i] t,r:зн:tчнr{к (jисTе]'l }I

I

-l

!

()т.lкt:" (]}i(.Тt-,ii1it i,I<i€
'Г()\l\. B('кf.()l)И Х. . Х: i

ri()Зaл()жiI{I{NIи. Р

о ГIpиклaд 19.3

iIiIlllrl{\' (:t4-

6ill,]н'IIi })О:]i3.Я'3OК /i: ; : t.\.2 : (i:\ : {i. ;r,

х:J (згiднtl lJ ()f ЕIitЧ{:]I{i-r.r;rr 6.i3) 6 jiii{iйil(i

а2(1;-1;2) -t о3(iJ:1;,11 : (0: ii:0).

(l r. (i., i /l ; ()'Г])11^\Iil c\1() (,.{нi,})i.TFI.,

('Ir -:- (r.. -l- lJri. = (j.

{,t ,r,-,,,-,,,,,.il.
l. .,,, * 2,t.; ir'; : {i.

1

i

'1'2

'\ - tl

ir

lJtiка:заlтit. щ() I](jктОpИ e1 : (1;it: j)' 8., - (i):.i, i1 } T'tl €.1 ::
l7: -Б; .i.1 vтвt;рк;ють бaзи(; тtl :Jнa*тlт i)tlЗId.,'Iitд ]]{]к Гtll).i х :.:

(2; -l:3) зa тrlrl,i б;rзисоlr.

{ Пtlкiuк|r\{о. lц() iзеIiTOpи €i ' €2 i €3 лiнiйirti нс::зii,лrl>кт;i.

{jliltl,вдi" ItоХaЙ ft1.Х1 _|(l2.х2*03.х3 : 0. f.сiдi J'lI't Зн:lхОдхd()i{il;:;
(Il ;. {l.; irr3 отpиlлa€\[O oдно1liднy лiнiйнv (:i{{.:T(]]\.{y рiвтi,']нr,:

(,tt* ().о2* 7rr., : 1.1.
I

{ 3rl1 .г 4о2 - 8rl3 - ().

L ;,,, * 5,t., - -iri.1 - t).

BIдзiraчник си(:T(lМи A : 2I + 0. Oт;ке. (]и(;,l.€'\\.,1а, rlас с;1rlяili!
1;o:зв'я:зOк rt1 : (\2 : (tl;3 : 0. тоСl:гсl вt]KTОi)IT €1. 82 i е;l
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;liнir'tпt-l ll(!:]?.lJJ()х:нi i r.тIзсlркlкlть Г;zlзиt:

'.,:1 .€1 .t- ,t:.2. €2 -t-;1:;; .e3. f'O.),j.{)

(2: -.i: ili =,- .r 1(1:i:i;)' .,,1():.1: a)

ii()o

', --

{
ii
i.

I
t

.l----'.) ..)
i

I:!

r)

.).,.

..).J I -i

\ __ 
-1

4,.
7.t

,1 ,.

:t,

2

l:-
I :: .).

. .i':a

!\

I)tl:зв.-:l:jt;к тriс;Т {:]I4l..Тi'\;}t

1 2 i _,x = -_ *€: .l _e., -]- -€:l. Чtтс:.] ') '
t) r) ,)

]'()l)il, x v ба:]и('i е1. е.3. е3.

4. Eвклiдaв.Иfl пpoстiр: OЗItаЧeнняt oсI{оBIIi поняття
\{и вiтзнil ,чI{;I'i;iriiijrт.l:ir iiJ)()сTii) 

'f]i 
}'IIТ(}i{il1i:\r il-t.-''l('i]l.;LJ i:j .]il-

;iilii И..,1и в tlil,:l rlпr.])i),ili,I}тlI .'I().lillJtlIllt'l i"r[Hl):.l;.'}:i{ii tIil ii i1(..lit.

..\"rt' в ()ftlих r-lИIП(' .i ('],)\liililх .l()-.iil,i}iiJiAl:.i i :.;}iil;4i..нli'i itii Чl!(..,1t,

]"lI;' не \{()x{()\'1() jlilTи tsИЗН.ilЧ(:)Нi{JI д()B}KИt}i,{ Ii(]Kl.()l)2)". кVТil .\]]}.: ;l(.li.
ТOрii\,{I,{. (jк:t,Ля})I{oI () д{)б\'Т:t\' в(.кТ()i)iв .i{)щi)'

ШItlб ввrlс.ти lti гI()j-IЯ1'Tti. З1]а;.I{il,Т:4\'i(].\iO бil.j()}}'i],1 П()}1Л,l..1.;;, (:кi]-
jI']})н()Г() f()С)vTкv. яit(] BL{зI{ilЧl,1\,1() ilii(.i()\itt.Г.i'.ii.ii,-

oзнaченIIя 6.6 Iiа':,tl-,цlrt't,. 1111О rl ',,ti,lti',h,н,tt,,ut,t1 1r'|)i){:'r!!О,|)i' !, {1{r(|(i{',-

г!(; {.ti{!.ll,fl|lнtt'it t)riiцtIi0t,:. ,]ti''i!,{, h.О.l'( н;h ri,Q,!)i |.1 { '1',t(-:!tIIttI it4! liIil()]ltt: t

Х,y Еj L ltс'lt,.,rлrtr'l,',|'('Тl,0 t! rзiirl,rlвi,d,н,i'r:тrt,ь с:itt:н,е 0j,|l,r'itr, ,|,!!'t'00.x.3,,. i l;;..
'f!'п,,ir!,вQ'€Itl'b{:.,I(,.l;{l.n,,Я,I)'rL'lL''udОбцrп,h:r),\,|(:,'(.).\|,(.|r!,|{l,i,

iоtзi',,ztiнll":t Х.У'Z € L i, 6t1iь-янtit'tt i.i,flr:н,сizt-, 1t'.ri,(:,i|,{l А .iЦ,rJr,вt;,,ttl|1 |i l{'l!!i'lli:)j

IilIIЬ'l' {r-rI'/.Loltt, (uь:t,,iо,-tt tt,t :

/. (*.У) : {y.х):
2. ()x.Y) : A(x.y);
.l,. (x _t У,z) : (х. z) - (у'z);
4. tх.х) : 0, rl,р.ll'чa,Lt'l| (*'*) : t) ,n,ll,.шr.' rilОL}i.,л:(-l.4lt х.= 0.

oзкaчeнII'я' 6.7 Лi,нi'ii,нtt,,il' 1l'l}0(,7ll'1',p, (} :nхю.t\I'!l ввt'0t,но (:l,'o'?|i!)t,.Il'fi' ii)-
б ц r n,o tt.,tI а Ы I в a €п. I,Il сfI (:' B'k:,n,i d o в | I,h,l,, 11, p 0 сTn, o p a' M.



)xl] : /l\K 
^x) 

: V,T...(*,' =. ;^]/тx.в : iAli'ii.

-J <l<:тaнньоi piвrrостi. зoкpештil. oTpиМy6;мo

il0|i : о.

A Тiiк()i}(. ulo цЛЯ КO}кнtlгO B(..кlГ()рir х # B МO)кнa Дiстaти IIOI)N{()-

вitний. Я}ilцo 1ltlздiлити Йoгсr на нopr"Iy:

tlХх:*.

Тit к :t сlrrе paшi,я }I il,:JиB a6TЬсЛ нOрМyRaI{}Iя\4 Beктoрa.

(х' y), ( (х' х)(y.y)'

rзiДtliltt пi;д нaзвокl неpiвностi Kouri-Бyнякoвськoгo.

5. Hepiвнoстi Kоrшi-БyнякoвсЬкoгo i тpикyтIrlдкa
J.шя слeмсlнтiв x. y цtlвiлЬI{()ГO eвклiдoвоГO llрOстОpy сIT[)aBец-

ливa нepiвнiсть
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Евклiдсlвиtl tt1lсlr;тip бvДсliut<l п()зi{aчa.ги бУквокi Ё].

Htrп1>ик"тltlJ. 1,r прOстоpi Л,] б1'в ilизнitчениЙ скаЛ.яpI{иЙ добyт<lк
.- i. *,,7 .- i,

\{t.ll| : '1lIi0 (:()S(rr.0). lJ]l{ зil]oB()ЛЬfIяB
'у,М()BИ 1-4 i зzrл()х{aв зiд вибоpv r,laс:rшта,бнoi сlдиliищi. ()т-

ili(]. }iкщo o;i\11114Ц.А виl'lipкlваi{нЯ дОB]*(тхнъl вибуlAнa. Т() вtlкз:сipниi:l
П l)( )(.Тiр .B.l vтв<lpюlс Тl ) Иtsи\,li p н иЙ l'вкл i;Ir tвий п 1lос:т!p.

oзrraчення 6.8 11 tlp,л,t,о'ю' а,бr,, i)ов'.tt<:ll;tтю {|.Л(|.h,!,t.l.Lfll,a (веr;lпr,1,а,) х
(:{],h;.,/|,i.оoв0Zo Тl,poСlfl,lуl,у Е ,на,;lttв{1'€:Tn,bсt] .i't,е,в,id'€',tt,l|7е ,|L'l!,(.а0

l1кщo i{oj)},I?l
(:я 1{ () р\,lOв aIII4\,I

tiДrтнииrrиьt ).

'J с;знaчення
ПЛиI]?tс. Пl()

Bcкт()р2t д()рttsFiIO6; 0дI{I{I{цI.

(звиvaйний вектo1l B цЬOМv

i l() *\

.r() B()кToI) IIAЗи.I]2j rтЬ-
B 14IIaдкv нa:]ивttсTЬ(]Я

нOр\,1и i влitстlrвоt;тi 2 с}i.tЛяl)IТoгсl ;iоei';ткJ- BИ.

(1e.e )

( 1e.10)
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.''1;я дtlвt:деaня цiеi irе1liвнt-iс:тi i)()ЗгЛ,l|I€)v{o B(:]кl.О}) x - )y. ;ttl

x.J, € Е' ,\ € Л. Тilдi :tгiднtl З lJЛitс1]иBiс;ткl ..i (:кilЛЯТ)}lОгtl ;IrlГjYтi<l.
f,{?l6\1() 

(x- )y.х-Аy) > ().

Заt.l t,сvва.Bшiи :rl лiвtlj Чil(.Т14Т]I1 O(,ТitнFlЬOГrl <:пiввiлl;(;ltel{I,i,j ]i,lТtt.

с:тивrtстi 1-3 с:кa'ляpl{()Г() дoб\.ткv. дjI''] к())t(I{сlt.o .\ Oтl)}t)vl?l €\iO:

tх. х) - 2t(х. y) - },(y..у-l > lr

()t;тiiннс с:пiввiднoul(]нIJ'Т б] I{I]аlд1)ilТ}1и},{ Тl)иЧЛ()н()'.,t вiДi'ttlt:нtl i.
()скi:rькll цtlй т1lииjr€)}I -1;IЯ вt:ix ) нirГlиp:..с нeвiд'сr,;;тi зtttrЧення.
:'tl iitlгr) ]]..('ь:i)l,1}liн;tllт нr'Jti];tтilИЙ

(*.y)'- (*.*)(y y) S i;

тtlГiтt>

Г{е1liвтliсть
r.лядi

ll(х у)'lS ]lxl.ily l (19'11)

тоГlтti нOрМa (:кaЛ,,{i)нOгtl lIоГlyтк\. нe П()i)i'BI,1Iц\'с дсlГlyт'к1' FI()1)\,l

I1е р(l \{н() }к)rB ?lнI{х rзект61 1liв.
Сlп1laвлi. Oс:кiльки. ;Iiва i IТpatsir Чi],(.Tи]lI1 Ilt'1.liвнrlt.тi i 1 9.1{J) нr.-

в i-l. с lut tтi " OTD!I\{ it,€Nl (,)

S r/(х.х)(l,' y).

roбтrl
li(" y) lS lr":ilil,;,

Hepiвнiсть тpикyтIIика. Bиксl1lиtlтOtsvк)t{и нс'1;iвнit:ть
( ] 9. 1{)). ЛеГIi(} j{oB('(.т14 нr'1liвнiс.ть TриIi\:ТI{tr{к2l

]]x -т. }r]] < * lvl

lijтс:нtl.

lix*y 2:{x-*y.'Х*У) :

(x'y), .< (х.x)(у y)

Kошi-БvнЯKOB(.кoГt) \i()>кТ12} .]i:tПи(]?tТ11 i в тaкtl:ul\. Bjl.

(х.y),

]* i, * 2(x.y) iуl
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l } т.-*; ll.

li*+.yliS i]хll-- liy1 iil).]2)
I]t' 1 с нtll;iвнit.т'i} .Гi)l1к\rТнI,1кil ij.'iя :lвl,тuitiirlрt.х вtlк l.ili;.i:з }^. .

liу;.. iix.: у'l. Ji)R}кI,1тти r:тоt;iн тi-llтк.,,тi.lt',;кil ).

8. Kу-'o ьtii*t l]ектОрarfи евклiдовor.o lТpoсТОpJr. Оpтого-
нальнiсть вeктоpiв

^Jti' tl'iтi,t,.Itlгiс.кl з jзi)кTt)DIi(}к) tlЛгt.бi)()I{.) i]i]{.,i().\1() пt)IТ'-tТТ.я I{\.Тi)

r';i;к -Iвtllii.l. iJ(]}iТ()i)it\1И {'Bl(J..[iПtlвс;:.t-l пl)t){:T()I}\'l.

t}значекня 6.9 Kутr,,о,,тt, .; ,t'l'i,:х,t', t}(.:'h|IIl{-iD{tr,,\'tlj х..-/ € i' /tэtt}'ц1,.i'!t,,lltt.l,i'tl

tii{i ,н 
t1,,:,i,rlв(J.'{) ) i|'(r.3|r'{}(!(:!f t,b{|fl llitl'ь:tl,ii t;t1"il i{} {. ; ... ;,.i. h:0(|l',!1,!!!: 2r}i{)l{)

| ) | !.! ! { | l'' ! r ! (: I I I l| |.,|l i. I i l tj t] i d I | | l l 1! {' t ! !1 Я.\t

(х.y j
(;OSf - 

- 

-"xyl

сDtlIrмr,'llzi i] 9. l iJ) rrас (.сl{(]' Т()\,1\' t.tiil :lгi.ltitl ,. trt'],i*нiс:ткl iI9.i i))

(1'')l 
, .. r.х r'lу:,- -

'lтз i:rtl ll
ix.vi

-I < --l----:--- <- i.-,х }" 
_

Оpтoгoнальlxiсть вeктоpiв. Rсктtl1-llI Х. 
"1,' 

С Е на:зlаIJЕl,к).Ii,(]я
(ii.).I()ГO}.i?1,Лi,нi,{\i14. 

'Iкlц() 
(х' y) : (,t.

С-..r,ir;тt.ri;l вtlrlтti1li.тl Хl.Хz.. . . . Хrr i{il.JИB:i€TЬ(;я o}}1'i)Г()Еi?L.i]],t{()К}.

;;F'ilI(} L}(lttl{ П(;Пiil)H{) ()})Т()ГОHi-tl.jЬi.,l i iх<сl]r.н:J Т{Т4х нr.;о1liвнк}t,- ;{\-
лЬ()З()}I\. вt.кто1lotзi.

()невидrrtl. }ll,r.;ТЬOi]иr,i воriтоJ,l o оpтогсlнД,ЛI>i{Irrtrl дсl бv:ь-:i!(t)г()
B()кT()tr)а I]р()(]ТОl)1i. :

(0.y) :(0.x.У) :0.(x.У) :0.

O1lтrlгонаЛЬIIa (]и(jTеMil вtlктtlpiв :Jа'B}I<дI,т с сисTеlvI(lкl лiнirlнсl
11е3ttле)к}Iих вектopiв.
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Спpil,вli. яI(]цo
тtlрiв Хi. Х2' . , Х,.

тIpиII].стI,{ти' щo
лiнiйнtl :]a Ле)I(I1A.

0pToГoтIaЛЬ}Ia (:и(j!гeMtl B€]Ii-

тoСlтс-l

(tl1Х1 i- r}2Х2 *...i- r,},,х,. : Q. ( 1e.1 4)

дe пpИЕaЙмнi oднt-'З tlисeЛ сr1 (скa;кiМo. o.1) вiд..'liнне BiД нyЛя.
тo ДOМ}Io>кyroчи скa,л,IрIIO oбидвi ЧaсTиIIи piвнoстi (19.14) }IЕ}, Х1.
oтpиМaсМo

ar(хr, х1) + ru2(х2,xr) * * о,, (xn. xl ) : 0.

Ha пiДстaвi оpтсlгсilIaлЬIlo{:Тi с:ис:тtlми rзс;i члс:ни. I]()чиIIа'кJчИ'-3
,цpyгoГo' дopiвнкll<)TЬ I{vЛк). i тоrtv CIl (хl 

' 
хl) : 0. Aле це }lс).lv{o-

}KЛиBO. бо a1 + 0 i (',.х') > 0 (aд>кe х' + o). Ця с;Yrrеpеurтit:ть
ДOвoДиTЬ IIaшIе 1.Bсll)дх(eнI{я.

7. Opтoгoнaльнrдй бaзтлc в Е,,
У лiнiйнoМy Ill)oстtl1li всi бaзисът piвrtсlп1lttвнi. .}, скiнчr:нъtО-

вимipном-v r':вклi.ц<.lвOМv пpсlс;тopi зpyчIlo к O ])ИсТYB а TlIс ь () 
J )тOгO-

IItl,лЬI{иМ бaзис<lм. У тaкомv бaзисi дy>кe пpoсTO BI{знaчAI()TЬ(:Я
кOоpДиIIaти бvДь-яК()ГO BекTоpir. Cпрaвдi, якщo Б : (et. €:. . . .€,,)
OpTOгoIIaльний бa,3ис;, то бvдь-якиЙ вeктop Х ]\'{oхi}Iа ПoJaТи }, Bи-
глядi

x:.l]l€i -1_ с-Y2€2 -l-... -| (\',тlel-l .

.I]oшlно;кyк)чи ск ЛЯprio tlбидвi Чa(]Tи]IИ сit;тilнньtll] piвноt:тi на
е?. OДеpх(иMo. щ()

j:1.n,. ( 1 e.15)

Я*щo BeкTopи opтогOнaЛЬIloГo бaзису IIРoт{OJ)МyB Ти. т(} О,г-

pиМaсМo opтoнoplиoвaний. aбсl eвклiдoвий Гiaзис. У Цьtlмv ви-
II?}Дкy фopмvли (19.i5) с'IAк)TЬ ще пpoсTiiшими (тoьtУ щo зIIil}Ieн-
HI,IKиI доpiвнtовaтиМyTЬ oдиницi) i нaбиpaкlтЬ BиГJIЯд

(x, er)
( ri - ;---'

(e;, e;,)

{r'; : (х.€.).

Haдaлi n,-вимipний евклiдiв пp<lстip
лoмr Е,,.

(1e.16)

OyдeMo IIoЗI{aЧaTи сиMBO-
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У дoвiль}I()Мv ll-вимipнoмv с:вклiдoвoMy пpостоpi Еn it:нvс
opToГ()I{aльнитt бaзутс (див. Гt]).

8. Bиparкeння скaJдяpIIoгo Добyткy чeрeз кoордиIIaти
спiвtинох<никiв

Hехaй в евклiцoBoMy пpoстopi Еn Зaдal{o Дeякvdr бaзиc
€t.€z, ,€,.. Toдi BeкTopI{ х) y цЬoГo lipoсTopy Мo}кнa пOдaIи y
вигляli ++х- ) L'ie;. У: ) !J,e,.

i=I :l:I

a ix с:кaляp-зirit

(x, y) 1|xlj j\еi' e j).

Я"що бa:зиt:

Z:J
;+;L7_J

(le.l7)

op

nll

: г\-1ЦL
i.=t J:i

дoбyток

/n It \: (Е..'"'.Е u,ei)

ToI{OpМoBaний" то

(e,.er) : 
{;.

( 1e. i8)

о ГIpиклaд 19.4

Пoкaзtrти" щo BеIiтop'7 x: (1. -2,2. _3) i y : (2. -3,2.4).
якi зaДaнi B opт()нopмoBalroМy бaзисi, с opTOГoIIaльнi i знaЙ-
ти I{oDМv к()}l{ЕIOгo з I{иx.

{ Oскiльки вектopи x тa y зaдaнi B opTolIopМoвalIo]vty ба,зисi'
тo ix скaляpний дoбyтoк згiднo з фopмvлoкl (19.i8) .Цорiвнlос с;vrтi

дoбyткiв вiдпoвiдниХ кoopдиI{aт.,roбтo

(x,y) :1'2r(-2) '(-3) +2'2+(-3) '-1 :0.

a це oзIlaчaс. шI() вeктoри х i у оpтогонaльнi.
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Зrr;rЙДс:мо IIoplУI,'I дaI{их вектo piв. N'I aсшto :

il*ii:Vtх-J() :V@
Arraлсlгiчrro r.lбчисли\,lО. IIlo

,, f:-:

;'Уll : V33.

11(jсинy(. J(Yтil р l,ti;*l век.t.t,раrМи
pI\l()j]Al{()\4\' 6азисi. якrцrl x = {0.

vла,L'Iи (19.13) i (19.18) },,{aсМo:

o 'fi+1.1+1.2+1.0

с Пpиклaд 19.5
()бчислити

:зацаrri B OртОпО
(х/1..'"z.о,l .

< ljгiдно з ф<ipм

: v,Т8.

x i y. :rкi
1 I t\f ! rr a,'r J -

сОs 1,
lx, yj

il"iiiiy|l /оТ1+- 1+Т/7ТТ+ ц*тт

o Пpиклaд 19.6

.foвeсти. IIIo кoЛpl Beктo})и х i y евклiДсlвoго IIpoсTOp\l
Opтогoна,-Iьнi. тсl

ii* +yli2 : ll*l12 + llyil'.

< Згiдно З oзнaЧеIIIIяr"l ноpMи Beктopa

il*+yll':(**y.x+y)
Bикopистoвyloчи вJIaстpIBoстi скaляpIloгo loбyтку. Ма'сМo

(* * y, х + У) : (х, x) -t- (х, y) + (y' x) + (y' y).

BрaxoвylоЧи. щo (*, *) : !iхil,, (y' y) : l|yii,, (*,y) : (y.х) : 0,
oтpиN{ar\{o

ii* + yil': li*ii'+ ilyll'.
о Пpиклaд 19.7

Пepевipити opтoгolraльнiсть CистeI'ли вектopiв e1 :
(t. -2, 1.3) тa e2 : (2,1, -3, 1)' floпoвнтlти \\ ДО oртoгolraJlЬ-
нoт.о бaзису i цa його oсrrовi знaйти oртOIIopмOвaний бaзprс.

/*VJO 2



201 ЕЛЕMЕНТИ ТЕoPll ЛIHlЙHИХ ПPoсТoPiB

{ Bвa>кaс\{o. Щo BекTopI4 €1 i e2 зaДaнi B opТ0I{OpМOBaТ{Oi\4v
бaзисi. Toдi iх сI{aляJ]IIиЙ дoбyтoк дtlpiвнкlс сvr,ti Доб\,ткiв tlд-
нoйменних кooрДиI{aт' тoбтo

(еr'ez) : \.2+ (-2). 1 + 1. (*3) *3. 1 : 0.

oтхсe' BeкTopи €1 i e2 - OpToгoттaльнi. Tепеp ЗнaЙДеМo BeкTotr)
€3 : (",,r,',Ig,x:.1)' opтoгoIIaльrтиil дo вeктopiв ei i e2. \4:rешrсl
(ei, eз) : 0; (ez, eз) : 0, aбo

.t: ; * 2.t.,, * l.з *i_ 3r1 : 6,1. 2rt -.t'2 - 3.r'.1 -1-./'; : ().

3 одеp>кaноi системr,r знaйдеA,{oi .Zi - J3 - !I|.1, |I|2: jЛ3 t:1;1, l]0 i|3 Til.
:tц - вiльнi невiДoмi. Haдar,rо I3 TZ'u4 Дo'iльнi rrенvльtlвi зна,чrlння'
I{aITpиклaД, jС;] : L. 14:1. Tодi Jl : 0' Iz :2' oтpиltaсмo Bс]к].[iр
ез : (0,2' 1, 1). tlкиЙ с opTOГoI{альний,цO BекTopiв е1 i e2. Знi'riлсl,tti
Тeпеp tsскТop еt : (rl 'I'l,.J.з.r.l). о1>тoгoнa;rьний дo векTopiв е1. e2
i е3. Мaсмo: (e1'ец) :0; (ez'eц) :0 i (e3'e+) :0, aбо

.r: 1 -2r,2*r:3 13r4:0, 2tt -.r, - 3.r3 * .rr : 0.

2r,+ iГ3*:z:4:Q.
З oтpимaноi систеМИ: j|]1 - -2rц':Т2 - Q. iIз: _x)4, !0:2;1 -- вiль-
не невiдolutо. 'flкщo пpиЙтlяти z.4: -1,,Io oДеp*(иМo. щ6l !I:i:2.
Jз:1.Toдi ea: (2,0. 1._1). Bектоpи €1, €2, e3 i е1 yтBopIоютЬ
opToгol{aльний бaзис:, Пpонopмy€Мo oTpиIvIal{иfi бaзттс' dля цьo-
гo пoтpiбно знar1ти l{opМy Ko}кIIoгo вектOpa. 1\4а,смo:

]lеiii: v/ТБ. l]u,ji:.,/ш, li",,il: r/о, ljе,ii: v4.
oтх<r, BеI{тoplI

s\,:-el-:(-!-*2 I 3 \-, - l|еri] \л -;Е 
"П5 ''Б).

eЧ:.€,_:(, 1 * 3 l \. lie,lj \ v75, х/ts. 
'/15. 'hs 

)
e9:'.€3.. :(o.зlr\.' lle,|l \". '/6. Jв J6)
e!: JL : (L.0. +.-+). lle+ii \r/о х/ь vвl

YTвopIoК)TЬ opToЕopмoвaний бaзиc'
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$ 2o. ЛIнIЙнI OГIЕPATOPИ
1. oзнaчeння лiЕiйIIогo oпepaтopa
HеxaЙ зi}дaIIO Два 'liiнiйнi пpостсlpи L \ L,'.Якщo кoх(нOМy еЛe-

ментoвi х с 1, сTaвиTЬся 1' вieпoвilнiс:ть зa деЯкиL,l зilкol{oМ eлe-
' 

-i,
МeI{т x, : А(x) е L,' .IО кa)кyтl,. шIo 3aдaн0 вiдсlбpa>кеI{Ея aбО
пеpeTBoреI{I{JI jllpoс.rОpy Lв I,,. Елеrleнт x IIZ1ЗиBAк)тЬ пpooбpa-
ЗoМ (opиГiнaлoм). a вiдповiдrrий йомv елt-.tlt]нт x, йoгo oбpaзoм
(зoСlpа:кенняr,l). BiдоСlрa,х{еI{ItЯ .1 np.,.,'.,1;y l в l, Сl\zдс:мtl ПoЗнa-
Чil:гИ сиlv{BOЛOМ -i : L -+ L,.

oзнaчeнrrя 6.10 Bir)oбpa:rcе,r*7J1. uбо rt,сrpе,rпв0[)е|tr7,,I 'j . L 4 L, ,

flKe Ko),с'нo"N|,'! eЛ'€,М€ll,rnoвi х € L с'ПIав,urrlь .у вidrt,овii'|tI,сTTtb елеJ\,l,еTIrrL

х, € L, , нaыI(}o,е,m,|,ся 0?l,еl)аm,О.poJ\1 1,, ,цo r)i'с: з I, в L, .

oзrraчеrтня 6.11 Оn,с:pаrn,o1t 1 : L 1 L,, l7(I31lвaеml,(:Я .n,ltti;ii?t.lt,,\1,,

яT;що d,nя doвiлbTIrL:I' (|л(:J'1еrtnt,iв х1 'i' х.2 npoсInОpу L i lовi,лb-Hт.lIt

di,Й' сrt o z,o n !,,u'с л а ), в tn;oн,Ll,кlПlt, (:Я сn, iв вi dн oul еt|нЯ :

1o. .{(x1 - xz) : -4(*,) * --l(x2)

2o. 'Т1,l*; : 
^;(х).

()т;кe' лiнiйний ОпepaTop IIеpеBоДи.IЬ сУМу eлeментiв
ix rrбpaзiв, a добУтсlк eлеМОI{Ta I{a Числo в Дoбyтtlк
цЬoгo eлеМеI{Ta l{it дalтe ЧисЛo'

З oзнaчення лiнiflнOГo oПepaTopa Bипливa€' щo вirr
дить бvдь-яку лiнiйнv комбiнaцiю елемeнтiв пpoс:тopy i
;ж лiнiйнy кoмбiнaцiro вiдпoвiдниx елеь,tентiв пptlстоpу l,,,

; fi^,*,)
\;/

(20.1)

B сyМy
обpa:зa

Пepeвo-
B Taкy
тобто

(20.2)

Зayвa;киМo, щO лiнiйний oперaтop нvльовий елeMlI{т TTрOсTo-
pу l' пеpeвoдиTЬ B I{yЛЬoBий елeшtент пpoсTOpy I,. С)пpaвдl, нeхай
o - нvльoвиЙ eлeМel{T IIpoстopY l. Toдi

i1о; : .Т1о ."1 : о' ,j(x) : 0 .x, : 0,.
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о Пpиклaд 20.1

Hехaй ,Т __ .,,,"p,lTop I\,{нoх(енпя довiльнoi lrаiтpипi .Y iз
шpoстopy кBaдpaTних Iuaтpиць дpугoгo lIt,tr)Ядкy сгIi)aBt], нil

ll t -1 liьtaтpиuкl 
|| 
" 

, j1' ПoкaзAти. lII() шей oшepaтtlp лiкiЙниЙ.
llo = li

{ Hexaй B i C -- дBi дoвiльнi мaтрицi прoстoр\. кBaдpаIIlих
]\лaтpl{ць дpyгoгo пopядкy. Tопi

ir I -1 Ii ii r -l r

4/i?) : B lj 
] -; li J(сi : с;| i _; 

;i-L\ul 
l.o =1, .lL -.1

BpaxoвyкlЧи BЛaстивостi лобyтку l{aтpицЬ i l,llто>кенIl,] Nla-
тtlишi Еa ЧисJIo. Мa€;Ivlo:

r.,Т1в+С):(B+С) iil -] 
ll :,il lll-'rll-: .4(B) + J(С'):

z. ii,lв1 : (^s) ill 
_; 

il 
: 

^ 
(, 

ii l _1

П- -ii \ ll-
oтх<е, уМoB}I oзIIaЧеI{ня 2 виконYrоться

ниЙ. }

*ilr .. ll r -rii*i;-'il2 ,ll:
ii\
li I : )..1(B)
ll/

i опepа,тоp i лiнiй-

. Пpиклag,2a.2

Hexaй ollеpaTop -i.-_ ,,o'opoт IIЛoщиIiI{ ЕABкoлсl фiкссr-
вaвоi тoчки o нa кут (, B двoBиN{iрноьrу. пpосlтii1-,i вектоpiв.
Чи бyде ollеpaтoр ,4 __ лiпiЙним .j

{ Пoкa>кeМo' Iцo oпеpaTop i -__ лiнiaний. тoбто

.Д(*' + *,) :.4(*') +,Т(x,),

"4(.\x1): AJ(xr)'

'Ц€ Хt, Xz - вeKтopи IIa IIJIoщинi, a ) _- дiйспе чисЛo.
oскiльки сyМa вeкTopиB х1 i х2 с дiaгoнaлЛ}o IlapaлслогpaМa!

пoбyдoвaЕoгo Еa Bектopaх х1 i х2, a Iloвopoт СУ\|И. векторiв х1 *х2
с' IIo сyтi' пoвopoтoМ дiaгoнaлi lIapaлeлoГpaМа,. то ''l(x1 .l- х2) :
.:t, a\,J(*') +.4(x2) (пив' pис. 67)'
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Bектоp )xi - кtlлiнeapний BeкTopу xl, а, riОB()pOT.

Ax1 нa lкУ: p це IIOBоpOт Х1 З нaстyпI{иМ N4}Iо)Kе}ТI{ЯМ

piвнiсlть ,,l()x1) : ).4(xr) oueвидна (pис. 67).

oт>кe' o.'"p.,"op .Т - лiнiЙний.
А'1хх,i=хА*,

Bек,IОpa
н:i ,\. то

лiнiйнi.lмv

L,. тoбтtl

(20.3)

АXl

Pprc. 67

2. Maтpиця лiнiйrroгo ollеpaтopa
Hеxaй L i L, вiдповiднo n-вимipниЙ i zri-вимipний лirriйнi пpо-

сTopи" ,Т -- лiнitне вiпoбpa)ф(eнIlя L в L,.
У пpoстopi L вибepеМO бaзис B: (et'€2'....e,,). a в пpoстopi

L, _- 6aзvтc B, : (u1' 
"!, 

. . .;"Ь,).

Якщo x € l, тo x: Г,.,.,",. П1lипvстиМ(). ш() пl)и
r=1

вiпoбpaх<еннi ..l елeМeI{T x IIеpехoДиTЬ B t]ЛеМeнт x, с

Bpaхoвyroчи лiнiЙнiсть МaсМo:

TI,

- \- " J/o.)-/,
;- 1

I at \x : ,-tix]

x' : -{(x).

вiдoбpa>кеI{I{Я)

/n \:; 
{ I,,"')\;=r /

iнrшогo бoкy'

HexaЙ

|-тt , + Ix, е L.. To\1.\' X : ) lJiei.

m
,, t \-' t.{(e') :) аi&,i. i:L.n' (20.])

а*]

(20.4) y (20.3) тa пpиpiвIlясMo кoeфiцirнти п1lи e|Пiдстaвимo
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{j: \ln) y лiвiй ЧaсTиIIaХ.
_т a12.I:2 * .

* A,22J:2 -t- '

()т1lимaсмo

" f (1,1t,Jltr.

. -т II'21l.l lt.

сIтlBBrIIIOшIеi.{П'1TA

'9i

9'z

пpaвrи
: (tilJ:l

(20.5 )

Цe фopшlули ПсpетI]opеI{нЯ кOOpди}naT еЛеМeнT?l x п1.lи вiдtl.
бpa;кeннi i ,,p.;.,.o tr>у L в L! .

Лiнitlне вiдoбptr;кеrrття ,']' IIр()СTt)рy L в L, y зaдallиx бa:зr.tс:ttх

цoвнitlтiо Bи311a.Чa€ТЬся lvlaTpиllеК)

'l- (20.б)

-LiL)L5tJTкa I{aзиBaсTЬ(;Я tr,IiiTJ)ицеЮ лiнiйного olТеpi]"тopа,
зailal{их бaзи<:aх B i Iз,.

Bвeдемo IToз}ТiiЧеI{I{я

\'-
li,у'

,, -|'\,у,-ii,;

Tодi спiввiднorшення (20.5) МO)KIIa ЗaтIуIсaT'{ B МaTpИЧIlOlIУ виГЛяДi

),, : l.Х. (20.7)

()т>кe, кo)*([ioМУ лiнiйномy oперaTopу -Т . L -+ L, (-y вlrбpaних
бaзис:aх) вiдпoвiдaс сBOя МaтpицЯ.

Cпpaведливе rt oбеpнeне TBеpдj*iеI{I{я:
,rio:}|с|7(I ч,uслoва 

^r,arnpuIqя 
вidnoвid,нozо poз,vtip?l (: Jvlarnpu:tl,t:ю dr:.я-

кozо .nilн,ifr'н,ozo вi,doбtrlа:ltсення '4 : L -+ L,. Якщо rt,7эсlr:rrt,,ip L мсlе'

вtt*ti,7lнiс'm,|] 17, а npoспt,,ip L, - вuллipнiсmt) m, mo JvruTn,pul|Jt .ni,нiЙ,-

t1o2О тnеpa'rтLopa А: L -+ L, лtое poзлli,p lJl' х n. C.moвn,цi лt'апt'ptt;tl,i А
е'n о o p dшн аTтl'o,л7,ll о бp азt,в б азu сн,ur в с:'l;пt-op iв.

oпеpaтopсlвi .,l : L -+ .L вiдпoвiДa€ квaДpATI{a МaTpиця ,{.
flкщо dе,tА l 0, то olIеpaтop j ,'u,,u*стЬсЯ IIeBиpoдх(eниvI Й

iснvс oбеpнений tlпepaтс-lp) яKoМy вiДпсlвiдaс обеpненa МaTрI4ц)1
{-l-{ -.

(t t1 тt'z ,,r" 
li1Zt tL2't (t,2r, 
lt,,

"'ii'
(Irli &.пt,2 ,,*^'||

J,I

I2
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о Пprдклад 20.3

С)перaтtlp .l - tlпеJlilцiя I]J)Ocкт,!.BaIIнЛ BектO1-liв т1ll,т-
виir,tipнoгo IIl)oстoРy I{a гOpизoнT?lЛьIlY IIJIOщиIlv ()1:i.l:2

(рис;. 68). Знaйти \{aTpI{цк) ,4 tlпеpaтtlp.' .4 -у кt],нrlнiчltсlмv
бaзис,i et : (1,0,t)). e2 : ({)' 1,0). ез : (0,0, i).

Pис. 68
< ]VIaемо i(.,) : €], j(.,) : €2, .J(..') : o. ()тх<(]" п()реTB()].)()I1-

ню А вiДпoвiДaс Мaтpиця

J-
1 o oli
0 1 Oii
0 o 0li

^з
+

I

I
I

I

+
i

о Пpик.rraд 20.4

HеxaЙ ; - (:.;1 
':I|2,r3),',41*1 

:
12 * r13). IIоказатrl, *., n.,upo'.,p,Т
]v{атpицю в кaнtlнiчнolr\z бaзис;i еi
e3 : (0. 0, 1).

|с'2 * :r3.2э:l l- :r;3.3r1 .-

лiнiЙний i зн;tliтrt iiriгr;
: (1. (). ()). е2 _-- (0.1.0).

{ Пеpeвip!{МO] Чи BикoI{Ук)тЬсЯ \I}'{OBI{ i20.1). \l,а,с.rto

.{(x+y) : (:с2+у2*:Т3*!:з,2l:1{2,у,*xз*'!]:з.3lr:l*l}../l -).2_..|J2-r:I.:l-т!J:l)

: \rz * :l:g,2r1* 13,3::1 _ Jz *;3) +. (ll, + ,у,'2у, - у:з.3gt - !J.z -т !/:\)

: .,{(x) + l(y);
.Т1,l*1 : ()rz -F ).tl1,2)rr + )r3,3)z, * )z1 - ,\:ll2 _t ).l;r) :
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: )(.2': f 1u3.2/l t.?::t.3rr -- .t:.t ; Jtj') : ,\--l(xj.
()тх<.'..Т лiнiЙнитт()П(ll)aТ()I).

Тсlдi

'1(e1) : .-l(1. t].0) : (0.2.3) : 2e: -г iie;3.

.Тr...' = .l(tl. l. (J) : ( i. {}. - l) = еl €:l.

-.j.(...) :.Т(0'0. 1) __- rl.}.l)*-er -г€2т'e;1.
{).rrlвпцi ьтаlтришi .{ с кoоpjIIтнA'.IilМ'{ сlбira:зiь Гliiзиt.нlt>: аllк-

тсl1liв. Tоtтt' }lit,тtr)иr{я J опepaтсipa .! ]vIа,6 BиглЯд:

i;o I 1ii
l--,,1 0 tii

il 3 -1 1il
n Прrдкrraд 20.5

ЗilaЙтlr лigiiiне IIеp()тBOрсI{н'I. -аке п(]рсB()дить R(}кT.()l){'r
at : (1'().3). a2 : (2, 1.0) тa a;j : (().0. 1). щ<l зirданi I] riii-
нtlнiннoraу бa.зиl.:i, вiдпoвiднll y Bектol)и b1 : (1.2. |]). b2 :
(0. l.0) i b.; : (1.2.3). Зн.afiти Мaтpl{ЦIo ЦЬoг() Ilсpt-lTtз()J)с}IЕIя.

< tlсхaй ..1 lvlilТpиця IIер(}TBoJ)n""o .Т. }1K() {Tе1)(rB()дlТ.:Ь i}{]t(.
l.()pl,{ а, т] b; (l : 1.2.3).

li-lдi

i r I il I ll-t uli:ii2li
li3l, liOil

мtl,т1lиvнiй фоprс

,ll'li
li

ii2ii' lillii:
ii0il :ji

rlоi'_1rlflii_^rl",l-
ri i ir 3jj

tiбrl в

il r
Rpтзнaчник l, 0

.fи\{о. Щ() 
i з

,, - i1 2 0ll
0 I Oli :
3 0 1il

i

1 2 Oil I o 1:
o I nll:ii, t 2

3 0 1il ii,r 0 3ii
20
10
0i

01
12
03

li 
1

ir?ii-
ll 0

:1+0,тoмYзoстанньоi piвностi зI{ax().

nА
4a)

-'t J

-9 18

1
i)

:,
.l

l-
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3. Дii чjlд .пiнiйgуIl|lluI oпepaтopalyllД
Hеxaй А \ B .- дBa лiнiйнi olТeрaТopи, якiдiкlть в пJrостоpi l.
1. Piвнiсть oпepaтopiв. Oпepaтоpи '4 i B нaзивaються piв-

IIIllvIPI' якщo 
-Т1*1 : Я1*;

для бvДь-яKoгo хс I,.
Якщo А : l|onэ|| iP 

= 
iibo;iii мaтришi. якi вiДпoвiдaкlть

лiнiйним oIlеpaтopaм А i B в дeякoМy бaзисi B: (еr'€2'...,€,")
пpoстopy L, тo a'il: bij Q, j : ffi). тобтo piвништ лiнiйниlи OIIep?r-
тopaМ вiдпoвiдarоTЬ B дalloмy бaзисi piвнi мtlтpиui.

Oчевидiro' щo спputBeДливe i обеpненe TBep,])кeнI{я.
2. [oпчaчj.я ollepaтopiв.
Hехaй А i B -_ Деякi лiнiйнi olТepaTopи Iтрtlс,гtip5, l.
^^Oпеpaтop C, як\it кo)Ч{olvly еЛeМеIITOвi х € I, t:тaвить .y Biry

повiднiсть eлеМeIIт J(x) + B(x), нa'зиBaIOTЬ сyмolo oпеpaтоpiв J
i 6 i познaчaloтЬ e :,Т * B.

Покaх<емo, ЩoпеpeтBopu,,"o 0: А-В лiнiйнe. Спpaвri.
якщo x1 € .L, хz 9 L, ) - дoвiлЬIlе чи(;ЛO. тo:
1) c(x1 + *r) : .4(xr + *r) * .B(x1 + *r) : l(xL) -r -4(x2) -"t- B(x1)-r

a. .a'+B(х2): (.{ + B)(*') -t (А -г B)(*,) : (,:(х1) + С(x2):
2) e()хr*) : (а+ 6;(,lx') : i(,t*,) * Я()*,) :,\'Т(xi) -l-,\6tх1) :

: A(,4(хt) + B(х')) : )C(*,).
l3'ясyсмсl TeIIep' Iцo вiдб1,вaсTЬся 3 \,{aT})иЦямll лiнiйтТиx ()l]е-

paтopiв, якщo остaннi дoдaютЬс.я. HeхaЁt в дeЯкOlviy Сlaзисi лiнiй-
IIoМy ollеpaTopy А вiдпoвiдaс мaтpиця ,,1. a tlпе1la'.IopaМ B I С
вiдпсrвiднo мaтpицi B i С (v тoьrv ж бaзисi).

Зa oзнaчеI{I{яМ

CX:Ах+BХ:(А+B)l
ДлявсiххсL.

Toмy C : А -t B, тoбтo якщo дoдa'IО]гЬся лiнiЙнi Oпel)aТ()tr)i'1.

ДoДaIoTЬся i вiдпoвiднi iм мaтpицi.
3. MвorкeIIEя ollepaтop^a IIa чI{слo
[oбдткoшI ollepaтopa y' IIa чисJIо ) нaзивaсTЬся OIIеpi}Top

B : )..l, якЩo для .цoвiлЬI{oгo еЛeMeIITa х € L сI]pаBе.II'Ливa 1liв-
нiсть 

Я(*) : ,li(x).

21.r
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llокa;кемo, Щo oПepaтop B с лiтriйниrur.

{iЙтнo, якщo хt i l, х2 € L, сY -- i{oBiлЬI{e ЧисJI(). Tt-l

1) B(1 aхz) : А,.l(хr -*,) : )(l(хl)-t,{(x2)) : ,\.'l(хr).r,\,.t(х,; :
: B(*,) + B^(x2);

2) B(oх1) : ),{(aхr) : ,\rr,1(*') : 11).{(хi) : rl3(xl ).

Hехaй B деяKolvly базисi лiнjйномy IIеpeTBo})еt{}1к) .Т вiдпoвiдас
МaTp!тllя А. a пеpетвоpсlнню B - мaтриця B.

Зa oзнaчеI{I{яtvI

BХ:o(JХ) :сv,{.Y.

Oт:ке. B : а.4. тобтo ЯкщO лiнiйний oшеpii.гop \IEoх(итЬс,] нa Чи-
t:ло, вiдпoвiднir йомУ \,{а'тpI,{ця тaкo)к МII()хiиTЬся I{а цe ЧI{(]лO.

.1. lVIrrо>кeЕIIя ouеpaтopiв
,Ц9бr1ко1r лiпiйrrих ollepaтopiв j тa Я 

''u,,uu€TЬсЯ 
oiIeрa-

тop С - ..l .B, якщo для бyдь-якoгo х € .L (:пpaBeдЛивa piвнiстт,

d1*; : '{1Я1*1;'

З остaнньoi piвнсlстi виплиBaс. щo сIIерiшy eЛе}vlеIlт x^IIеpеTR().
pК)€тЬся B еЛеМеItT y: B(х), a пoтiм.. B t)ЛrМенT n:.1(у).

^Oпepaтop С- -. лiнiиний. ос:кiлЬки ДЛя Дoвiльrrиx Xl 
' 
Х2 € l тa

довiльrroгo числa ):

С'(x, - xz) : -'l(B(x1 -l- xt)) : l(B(xl) .t B(х2)) :

: .i161*,)) + .Т(Я(х,)) : О(*,) -t 0(x.,).

^,, 
. ?..-С'(Ах1) : .-l(B(,\x1)) : l()(a(x,))) :,\.1(B(х.)) :,\С(x1).

.fIкщо .q, B 1C ,vaтpицi лiнiйних olIepa:гopiв.]. fr ie у
де"якOМУ бaзисi, то згiднo з oзI{aЧеI{IIЯМ

CХ:j1(Bх):АBХ

Длявсiхх€L.
Toмy С : АB, тoбтo якщo МIIoх(aтЬся лiнiЙнi OITepaTopи. вiд.

пoвiднi iм мaтpицi пеpeмнoх<yloтЬся.
5. Toтorкний oпepaтop
()пepaтоp ..l нaзивaстЬс'I тoтoх(rrll1и' якlцO ,{(x) : 1.
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oтхitl' тотoж;ниli Oпер?Iтop кO)KеII eлlМеHT х С I, зzrЛиillaс Еi:i

vriс:ili' У вибpaнoьlv бaзисi тoтo;кноNly Oпepilтol)У вiдпoвiдa€ ().rи-

ниЧIla МaTриця. IIознaчaстЬся тoтOжсний ollеpaтop сиl.lвoлrr:и Е.
б. oбeрнeч1ий Oпepaтop
()пepaтop B нaзивa€тЬся обeprreниil{ дЛя oll()p:lт()pa ''l' якlдti

;1 B : B . А: Е.

У цьомтv BI{IIa.цкy зilписУЮTo .6 : j-,.
З ознaченIIя BиIIлиBt.t,€: Якщo x, : .i(х). TO x : j_.(*,).

.Якпro OпеpaтOР .i с ,тiнiиIlи}vl) тO лiнifiнll:,r с i опсlpаl'.,p .i-'.
oбеpнсний сrпс:pа,тоp ..1-, iс:нvс тoцi i тiльки т'одi' кtrлr.r cеt --l l 0.
де ,4 -. МaTpI{ця OIIеpaтopа ..l. oбеpнeнoшIy Oпеpaтopy ..l_] вiд-
шoвiдae МaTриця .4_-r. якa с oбepненa ДO Мaтpитri .{.

о Пpиклaд 20.6

.(oвести, IцO мI{o)I(инa лirliйник опеpаlтсlpiв уTBopюс
лiIriЙниЙ п;-ltlt:тitrl.

< Hехat i . MiIОхfitнa лiнiйниx опеptrтОpio, .Т i Я - лoвi.тLнi
Oilеpa.Iopи 3lvIllo)киo^Z. 

^ 
- дсrвiльнtl чисЛ{). ()с:кiлькrд...,'u'., .i+

B лirriйттих oПсpа,тOpiв с лiнiйний oll()paT()tr)' ]Itlбyтoк дrlвiльнсlго
ЧисЛa ) нa лiнiйrтий сlпеp;lтtlр це тaкO]к лiвiliний oтtеpirто1; i
tsиKOIIYк)Tься aкс:iоми l-8 (пepeвipити !). т() N{I{O}riинa -/- (згiднсl з
oзIIaЧcIII{яtr,rлiнiйнoгOI1рoсTopy)6]лiнiйнlrмIIpo(]тOр()М.>

о Пpvrклaд 20.7

3адaнс-l лiнiЙнe IrеprTBopeЕI{я

!r'
I ,,"

:2r1 * 12,
:3trr - :7i2,

! .r7 : ii _ 3:с!j.

f ,r2 : 2r'.' - 4,';.

Знtrйти ]vli}Tpиц}o OIIерaToр:], e ' o*'n ПC].,l(:)BoIIИTIl B()KT()|)

х'' * (',|,r,j) v вtlктop x/ = (:с,,,,l;,2).

{ Mасшto: х, : j(х). *: 6(*,,). Toму
N{aтришi oпepaтOpiв .i. тa 6 вiдпoвiдн<;

x, : .1(B(x,,)) : .{. B('х,').
дtlpiвнкlкlть:

ll z 1il ;t I -3ii
ll , -1ll ' o:ll 2 -ril..{ -



21,4 ЕЛЕМЕHТИ ТЕoPIl Л|H|ЙHИХ ПPoсТoPlB

BрirxoвyюЧи. lцO ollеpt}Top С : А.B. тo йoгo мaтpиця

С| :.1 ,:ji ] -i li li ] -3 li -ii4 _10ii

ir- .,' ri - -oli 
:il r -Jil

о ГIpиклaд 20.8

Покaзaти, що лiнiйне пepeтBopеI{I{Я

i{:!1 : -:I:\*3;I;2- r','' t;,, : -3"'+5r2_13. I,з : _3:l:l _3rz+rз

IrеBиpo'Ц)I( енсl i зrrtlйти о беpненtl ПеpетB() I)сIrпя.

{ HextrЙ x : (.r,i..l.2,:I.r). *, : (lr,1 .r,2,l:,.,,1 . Tодi х, : ,1(х). ;<l
\4a,Тp}tЦя Пe peTB OрeI{i{,r

lr.)
-.t tJ

lil 
- 

]] D х't-l -' 'J
I .l

-.) -J

Oс:кiлт,ки BиЗI{itЧЕIик },iaT'рI{ця ."l но .Цo1liвнкlс I{yлЮ (пеpt.lвipи-
ти !), тсl iс;ilyс обеpнeне пеpeTвoptэння ,{-1. шtaтриЦя ЯкoгO

r -i,-1

-1 0 -1 il_'t ') _1 П

*|, r -; it

( )т;'itt'

.r -.1: --l

тoСlтo

1i
Irl
ll

I rl'ii

I
=:-

4

.1: 1

'12

J,,3

ii,iii
iir', ii ,

ll ,'! ii

t,,
:li1 : --*(r'r*t',r),

,.t.2: _]r,.l - 2'Ь+,,,)'

:?i,3 : -]iu,.| - J"',, + t:'.r).
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7. Лiнiйнi шepетвopeнI{я ца плоrцинi
jfля iлкlt:трiriiТ вiцобрaiкеIll{'Т i)дЕ'oг<r лiнiйноГo пр0(..I()1l1. в iтг

rлии. ptiзгЛ,{I1{:'М(} вi:обilа;кCl1н,1 IlЛ()щиъlи P в IIл()Ilт.иrl}, (?. .\. цЬ()-
Му виIIадк-r, Пi.Ц lзiдоГ;ра;кенlтяlц ..1 : Р ..- t) pозуl'riк-iтЬ :]:IKOFI. нii
<rстroвi якOГo коxiнiЙ точцi lf плоtцитlи Р СTс1,BИTIIСЯ 1, зilrioвiд-
нiсlть цеякi:t, .r.OчIi2l ,l1, плоЩirни (). irtro зeliис-vсTl>(:.fl Тa,к:

1|, : Т1'i,r1.

'flкщo I1р'1 цьOМv вilоСlJlа;кr.irнi :зберiГilс1.Ь{;я пp:rlrti;iitrijднiс:гь i.
кpil,l цьt;т'о, piвнr,тr'r Bе}iТOрa}.f I{лoilIиI{и Р вiдпtlвiдaк)ТI, 1liвнi вс:к.
ToI)и ITJloщи}Iи (), хсl ]гtlк(.j Biдoбрa;кt:нriя МОх{FIit p():JГля;ttt,Tl{ 

'IквiдсlГ;1lelхсi]нtl:Т в(]кT'tlр'iв riлсlщтцъти I> .у, B()K.I'oРtrlt плtlщишl,l Q:

Y : -.ii*t.

Бvцс:l.tо BBiI}Ka']ГlI. щtl вiдоб1,.,,*..,,no 'Т лiнiiлнt.l. Blа1lii,:зиr,lt;

дaтlе ;тilтii1rтс вiпoбрах(eння B кOоpдиIт:tтнiй Фо1l..'ri. .Цля цьог{l T'i4-

берl<lмо B llЛOщl{fli Р пpяrrt)кYтнv деIiapтoв-v (:I1t:.I'(]\{}. lioОi)диriill
Оl1з'o :з (laзvт<:ътут\,Iи BеKтOpitlvlИ ё' i е1. a B ПЛOIцинi (g] (jиt:Т(]-

мУ Оут,tlz з бaзутснмМи вектOpilМи е1, е,,. Ilлtlпrинта I, ! (j rlli>к1.ть
сvtr,liшaт'rлсЬ, a гAкo}K }'lo)кyтЬ с;v:иiulaти(;r, i си(:,гe}{и кtl()])tr;,Ii{а'r.

Paдi1,с-вeк:гop О \,! довiльноi Toч}ii4 x{ (:т:'' ..t:2,1 тIЛ0IIIиI{I{ tr)

(Jlис. 69, a) N,I()){<н1], рoЗклaсти irо СlазисI{их веIiт()pа,}i:

(|fi :.{,1e ' l_ 'l.2€;.

IIJlипvстиlv{O) ]l10 oбрaз Toчки O. тoбтсi тoЧкa О, : 7()) ьlас.: тlа
II"r.IoЩиIIi Q кoop:инaT-и 0i. b.3. ЗтraйдеМО I(oopдиII?1ти обpазy 1.OЧкl{
:1f' тoбтo .IoЧкI{ h{' : ;{]/i.

Мaсlто 
ci?, :6d, - Оф. iilис.бg. б)

! J__l -- _-___-__+

gc О;\f' : lJte,t _ 112e,',. бО, : b.e,, * b,,e!,. (),-\! : .Jt(Л?] :
]:2€2) :,.' J(е') * .r2..1'(е2)'

13ектоpи .4(е,) тa .,{.(е2) задtlнi. ToбTo вiдомi iх p<lзклaпи
сoм е1 ' еl.:

.1(:r1e1 *

:з;t бtt:.tlт-
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.l(.') : (I17etI -т а,21e!2'
r/..l(er) : (tr12€\ * а22e,',,

aL : aпat * (l'tz:tz * bl .

az:a2trt*u22r2l$2.

\, : АХ + B.

Якщo пpи вiлобpa>кerrнi тoЧкa o пеpeходитЬ B
Ll1 :6,:0 i спiввiднorпeнтrя (20.11) нaб'paе вигЛЯд

), : ."lХ.

Poзглянемо Дeкiлькa llpиклaдiв вiдoбpaхdеIlь.
1. Biлoбpa)KеЕIffI

(20.8)

oтх<е'

уte\ * уzеЬ : 6'e,' + b2e!,+,'i1.') + r2i(e2)' (20.9)

Звiдси, пiдстaвлякlulл (20.8) в (20.9) i пopiвнlorоvlт кoефiцiенти
пpи e! i e! в пpaвiй i лiвiй ЧaстиIIaх спiввiднoпreння (20.9)' oтpи-
Мa€МO

(20.10)

ТIе i е кoopдиЕaти тoчки fuI, :,i1,rr; - обpaзy тoЧI{и :11.
Зa допомoгolo вeктоpiв.стoвпцiв i мaтpиui А вiдoбpa*.'''" ,i

фоpмvли (20.10) N{o>кЁa ЗaтfiIca'TvI у lu,aTpичIloМv виглядi:

(20.1 1)

тoчкy (-/, тo

(20.1"2)

Ai : krt, A2: 12

- цe po,тяг в3дoBя( oсi Оrt з кoeфiцiеI{тo\{ po3тягу k (pиc' 70).
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i[,.'l |,l]э" i"- L--')

l': : lJ

7ш
I1

Uto lll Оl б

Pиc. 7О
Мaтpиця цЬoгo вiloбpzr>кення

r:iil gii
iiu iii

2. Bhсlбpa)кеIII{я

'lJt : *::l:l, ,!Jz : li,::Гz

-- Це рo3тяг в *: piiзiв. яK B I{aIIря\Ii Oсi O;с1. тaк i в нaпpяl'li осi
():r2 (уlшс. 7\')

Maтpиця цЬoгO вiдобpa>кення

ili oli
", : 

ii ,i *;l

i3. ПерeтвOpeнIlя ,!Jt : -iljt, !]z: J:z

I{a :]ивa€Tься ДзеpI{aлЬI{иМ вiдсlбpa>кенI{яМ вiднoс нo t>с,i () r,2 (pис.
7r\

'r'l!lJэ

ш -{;7_

Pтlt'c. 7L

:t2 u,)

t7

'Z:/п,(,, .. ,

О

Pис. 73
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Maтpиuя ЦЬoГo вiдобpaження

-1 0

0i

4. BiдoбpaiкетI}I.я

!/t:x:l*Аl:2. !J'2 - .I',)

нaзиBaсTЬсЯ ЗсУвoNI Bздoвх( oсi Ol1 (pис. 73).

N4aтpишя' 1IЬoГo вiдoбpaxieння

,-il--ii

5. BiдoбpA)кеIII{Я

al: It сos0 -:Г2SrfiСr'

це Пoвopoт IIa KУT o (pиc.74).

NIaтpитlя цЬoГo вiдoбpa>кеннгr

iil

?J2 : '.t: t sin il i- J;2 СOS Сl.

.:ii i

1l. i| сos (Y _ Sltl n
I 

- 
tl

]] slll Сl (j()s (l
II
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Pиc. 74

4. ПepетBopeнIlя плaтprrцi лiнiйнoго ollepaтopa IIpи IIеpe.
xoдi до Iloвсrгo бaзvrcу. ГIеpeтвopеIIIIя кooр,циIlaт

Biдoьto. Щo бaзис в lrz-вимiplloМv лiнiйнсrмy пpостсi1li l,, склa-
дaсTьсЯ З }z (]ЛcМt)нтiв. Бa:зис l"lo)кнa вибиpaти бirгaтьмa сПOс()-
бaми: кoх<i]v лiнiтitтrl нoзi.lЛ('}кТ].}. сИсTС,\l\. i:з ll <r-тt'.rtt'нтiв М())liТ]i-l

B3яT}1 зir бaзис. Tоlt]. Baj.iЛI1BO ЗHa'Tи. .як :Jв,язaнi мiхl собоiо ili:зrii
бaзIаси i кооpДинilTи O;IЕtoГо i тогсl }К слеl{еtlTa B ДBoх ЗaДа,нI4х
бaзисaх.

ПpипУt;тиN{o. 1цo B Irpo(]Topi l,. :зaдaнo довiльнo Двa Сlaзprс:и:

TA

I1еprшиrl бaзмс:
вим. РoзгJI'lI{еN,lo
нoвиr"r. Oскiльки

B: (er'€2....'€,,)

B, : (.e,l, €',' . . . . Е',,]'

(20.13)

(20.1,1)

i20.i3l нaЗBе\{() (:Iаpиtl. ;t, д1l.\.гl,rй (20.i.l) н()-

{)ГIс]pа,Toр H. trкpтЙ' псp()B()дитi, с;тzl1lиr1 Сlaзr,тt; в
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?rбс)

To oТIeрaTopv

e,t' : tl{eь')^ (l. :

€,^: |,tl'€l - lt.:t,Е:-..

в iдirtiвiДaс \{ a.f рi,iцЯ

l,tr. l,r,
l,..,.t Ltt

IL

\-1х : ) J';€,.
I-t

1. r)

-7 || ,,1.ё,,

i20.i i:)

(2(i.i6)

r-rIA

it-
h'r,1 h r,2

N4irтi.lt,тtдя H х+a'зивtt,6Tl)(]я \{aТpиц('1о пel)(]х()ц.у вiд бitзисv (2t).1.})

дri бitзitt.v (20.1.t). .lаr.вaх<и\1()' шI() (.T()B]lu'I.\Irr l;iсl rl;аr 1lиui s li()-
Oр,шIlI]a.ги елсl,rентiв e,h (А' : Т. "; в стapО\,ту бi.iзrтt;i 6.

Oчс:вlrдно. \IitTрИця H тl'с:виpoдх{енa'. тoГ;тtl с1tэt, H { 0. У пpсl-
тиЛe>K}I()fui\,' BиП?tДкy ii сlтовпrii. il Ti414 (]a,\{i,{l,{ i бa,:зисlнi 0ЛCIvIеH']]И

e,' e,,.....€,,,б\',rt,т б лilliйнu зit'лс>кнi. lito (.\.П('j)('ЧИТll r-ritlni. шl'() (.ti.
(]Тс\l ?]' B, с лiнilr}i () II (]:J aЛе)iKI{()к).

Звiдсl,l I]иiiЛI,{Rа,б,. Щo б-vдЬ-ЯKа' KBtlдрa.IТItl l"{ijiТj)иIi",q ПO1)ядкУ ?} з

вiдмiнним вiд н5,;iд IJI,{:JнariIТиI{Olvi € \,Iaтрицею П(lрех()Д\. вiд tl;iнtlгrl
бaзи<;\, tl.виr,tiiэноГ() ЛiI{iIlнОГO IТpo(.T()pv дO iнrшогrl.

З'ясyсl,It.l j.еIIсp. 
'Iк 

зB)'TЗaнi lliiк собoкr кt;O])диIrirтlr однtlr.ti i
T()Гo )l{ eЛ()l'1(:ll{iГtl I] .f,BOх 1liзltиx бaзисax.

Нс-'хitй х д()BiJ-iЬний еЛeNteHT IIpO(].Iopl l,'. Пpiатl1r(:Tl,Ilv{O. Щo
в бaзис:i (20.i3) еjIеr,IеI{T х x{:lс KоОI)ДиIIzj,\^I4 it:1.il:,l,^.''.Irl', iI, в Г;trзис;i

(20.14) /'.:l:,,., . . .J:,,,.тсlбто

ii

ii

It.r,,

i , 'r,,

II,

r\ftlx : ) J',r,.
LJ
,-_l

Toдi, I]pzrхOBуЮчи t:пiввiДI{о[I()нt{я (20. 16) l OTpI{},Iaс\,I()

l]i€1 l. r2e2 *, ., * :Г,,,en : :r\(hli€t * h,.27e2 *.' . -|. lt,,iе,,)-"t-

*r|2(h2e1 * h22e2+' . . + hn2en)+. . . + r/n(h,1,neу f h21,€2+. . . + hn,,e,,) :
: (/r11/,+hpr,,+...+lt1:tl,,,)e1*(h21l/1*h22:tJ9*...-.l_h2у':tl,,)e2-r'..*

*(hnlr,, * tt'2l:,,,+ . . . + ll,,,,,,Г,n)e,.
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oскiльки кoOpдиIIaTи еЛеМеI{Ta x B

ся OдI{oзЕIaчнo. To з OсТaf{ньoi piвttостi

.Ii i : |,,,,',t, -| |tnl'Ь *
)1,2 : llrrttr, * lt2,2rt2 *

бaзисi r20. 13 ) BизнaЧa}oTЬ-
BиI]ЛиBit,€. IIIO

* ltln:ttn.

* h2nxtr,,
(20.17)

(

1

l
t I',, : hrrr.rt, + lt nrr!, -j- ' ' ' -L /t.,,n-r',r.

Piвностi (20.17) i с шrYкa'ниr"{и фOрNlулaMи IIеpeт]]opеI{IТЯ кo()pди-
IIaт eЛlMe}ITa, Irpи rТepexo,цi вiд бaзисv B дo 6aзтлсУ B,.

Фopмy,ти еa.Ш) MOx(IТa ЗaITисaти y мaTpиЧнOrvly вrаглядi

Х:ff.Х,. (20.18)

дr r - сToBIIeць iз кoоp;rиIlaт еЛе}v{elТTa х в бaзис\ B. х, сTo-
BIIець iз кс,lopДиIIaT сл("]}t{еIITil х в бaзисli B', H . .Мaтpиця пеprхоII.{
вiд бaзис:y 6 дo бaзraс:у B,.

oскiльки MaтpицЯ ,Iy' неви1loд)кеI{a) TO i3 1-liвнoстi (20.18) ви.
ITJIиBaс' щo

.Y, : Ё'I*1 .r. (20.1e)

Kсr>кrrомr- лiнiйнoмy olIеpaтОpy в llp()сТopi .L,1 y вибpaнoмy бa-
зисi вiдпoвiдaс МaTpI{ця. Якщo змiнrостьс,я бaзvrс:,. Мaтpиця лiнirt-
I{oгO oпepaтop a змiнкr сться. Toшty, ПрирoДI{O. BиIIик a€ 3aIIитaIII{я :

,fl,lt' 3в'язан,i мi,эю собoЮ J\|аTIlpu,цi' 'яr;i вi'dnoвi,dаюrn,ь odнoлtу ,i ,molиt1

)tс oll,еpаTnoplJ в piзн'ur 6аgt,r:сli?
Неxart лiнiйнoмy oIIеpаTOpу .Т o

пoвiдaс Мaтpиця l. Покirrкеl{o' п1o B
y' вiдпoвiдir,с МaTpиця

.1, : H_|.1Н.

де }1 l,{aTpиця l]еpeхo.ц}, вiд 6aзшсУ B дсl бaзиcУ B'.
Спpaвдi, B стapoмy бaзис:i ДЛя кoopДиI{a:гIIих стoвпцiв oбpaзiв

бyдь-якиx елемeнтiв x \,{aсMO piвнiсть

}', : А'Х.

AнaлогiчIIo' B IIoBoMv бaзиci

(20.20)

пpсlt;тtlpi L,, ь бaзисi 6 вiд-
бaзисi 6, тoму х( оIIеpaTopY

},, : А, .r, (20.21)
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Пpи пеpеходi до IIOBoгO бaзиcУ KO()pДинaTи lЛеI!{еI{тiв х i йсlгсr
oбpelзy x, зв'я3l1нi r:пiввiднO[IeIIяМи

(20.22)

дe H МaТ,pиIIя ijepеxoДy.
ПiдстaвившIи y сшiввiднotпення (20.20) зaмiс:ть }, тa ,Y iх :знa.

ЧеI{IIя iз спiввiднoIIIеIIIIЯ (20.22)' oтI)иМaсМО

trI\', : АH х,
:rбсl пiсл.я Пepе},{н()х(ення злiвa ътa H_ l д,тaсмс)

\,' : H-| АI! х, .

тоГiто. З oгЛядy нzr (20.21)

oт>ке.

Oзнaчeння
do маrnplrцi
T, щa

B : T-t,!7.

Iз спiввiдIIоIIIеI{I{я t2().23) BиIIJIиBa€t щo \'Iaтpицi лiнiйниХ 0IIС]-
paтopiв в piзниx бaзиcaх пoдiбнi.

CтipaведлиBе Taкe тBеpilх<eнrтя: nodiб'rri .ма'rrlptl,t4i, ,мtt"хlrп,ь odнtl-
'к o вi в,tl, зtl, а,ч|7u,lс,1l.

Iнrпими слoBaМи) BизнaчIIик Мaтpицi лiнiйнсi.o ()перaTopir нe
ЗaЛe)KиTЬ вiд вибоpv бaзисv.

Спpaвдi,

dсt.-l, : dеt (Н_|.АH) : dсl H irlq't.]dеLН :

: det.{.dеt(111l_,) : dеtl .сlеtЕ: dеt.l.
Звiдси, зoкpеМa, Bипл,1Ba€, щo подiбнi мaтpицi aбo .д}IOЧa,снo

oсoбливi' aбo oДнoчaсI{o IIеBиpoд>кенi.

.4,r, : H. 'АHх,.

'4, : II-\АH' (20.23)

6.L2 Kваdpапt,на,^4,arnpu,ц'fr А но'зlt,вrl,(:rn,b{:1|,n,or)i,б,rtсtю

B, якщо iсн,gе rn,(1rtа невu,pоd:хс'енtl roвrt,t),trl(Ilrn7(I ,^лa,n,plЛцft
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о Пpraклaд 20.9

oпеpaтоpv .Т * *u,.o,,ivrrомy бaзис;i B : (et.е2,e3) вiд-
itr 2 3il

пoвiдaе },IaтpI,Iця а: |jz r 2 i]. Знalt'и l"{aTpицк) цЬoгo
ll3 3 lii

()шrpaToJ)a в бa,зисi B, : (e\'еЬ,e!)' де e1 : е1 * e.2. el: : е.l,
ei:et_eз'

< 3нaйдeМo NIaтpицЮ llеpexoДУ Biд бaзис:У (e,.е,,е3) лo бa-
зисy (e,',eiz,ei). Oскiльки BеKтopи e'', e!2, е,.. виpa;кaК)TЬся Чepeз
вектopи €1, €2, €3. To

e! : (1' i' 0). e! : (0.0. 1). е,* : (t.0.-1),

Aлe стoвпчfuIKvlмaтpицi пеpеxoдv l1 це кoopДинaTl{ бaзисниx
вeкт.эpiв e|1, e!2, e'!' тoбто

H-

N,{aтpиiдя ,.l, oпepaтopo ,Т в бaзисi ("\,eЬ,e.!) мaс BиГляД:
.4' : H-\,4H.

oтхie,

li 0 1 0
f,:ll 1 _1 1

ll 1 -1 0

10 I

10 0

01-1
сlet H : 1', H_': 

ii 
: -i ?

ii 1 -1 0

ll 1

ll2ri .)

ii .,

2 3li
1 2li
3 1ll

1 o 1il
1 0 Oli
0 1 -1 il

2 0il2 0ll
I -2 ll

ti .)

il,: 
ii 

6

ll 0

о ПpиклaД,20.10

У пpoстopi,L2 ouepa"op.4.в бaзисi (",''"|), де е,1 : e1,

eЬ: el - €2 МR€ MaтpицIo А, : |l ? 
_,:li. 

o.,"ou'up Я в бa.llr rll
зисi (e,1, e,i), дu e,1 : еl * e2, e!,! - €1 2e2 мae MaTpицIo

ll n г. ||

в'' : ||y :, il. З"at'" МaтpицIо ollерaтopa 0 : e'в + B вllb -ru ll
бaзисi (",i,.D'
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{ Знaйдеl"{O MaTpиЦIo l,, OIтерaTopu J o бaзl,тсi (e,i. e!)' ;{ля
, ,i

цЬOГ() знaйдешtсl },{.Iтрицк) пepехO,]l)r н:i!,l^'' il'' ii вiJ бtrзиг:y
,1. 

h rt ltzt 
,1(еi'.l) дo бlaзис:У (ei,' еjj). Bирaзиt"tсl BeктOpи e,|. eЦ Чеpез Bект()I)И

e'.. e'r:

e',,t : |цre\ * |l21e,2. e'J: lt,lzе,l * hzze\.

()r:кiльки e1 : ei, e,...: €t _ €2' To €1 : e1 , €э : еl, _ ёl'2.

e,,, : е1.l_ez : e,r+е1 -Q,2:2e',_e'.',, ё,.j, : ",_2e": el' *2(e!-"1,) : *е1 *2е.

От>ксl.

l1 ,r
т1 |i Ln__1,, r

li -'

-ll

:l| . dеtЁ/:3.') tl-ii ",:lii? ili.r li ^ 'il

Vlaтpицi А,тa.4,,опepaтоpa.4 в Сraзисax (еi'":') i (е,i,ei) зв,язarri
с;пiввiдноtшellняМ 't,, : H_|.{,Ё1. тобто

,,, I ilz 1ll il 2 -1 l; ii z -l tl i;B -r :,'-1:iiirzlilir.illl-t rll:,it2ii
Tепеp мaтpицi oпepaтopiв i i .8 зaдaнi B oДIroМУ бaзутс:\ (еf'е,J).
Tомy ]vtaтpиця С,,опеpaTopa а: iB +6 в бaзиci(e,i,ei)

С,,:.4,,B,,+I3,,: l] -1 ii |i9 .6^ii-li g б li : i| -5 34 l

i 1 , ii ii, -rо |jf !i ь _'0 
i. 
: 

ii i5 _21 
li

о Пpиклад 20.11

Знaйти фoplryли пеpеTвopеIII{.rI кOop.цинaT IIpи пеpехoдi
вiдбaзисy (e''e2'e3)пo 6aзиcу (e,,,ez e,,),якщoe1 : (1.0'0),
rz: (0,1,0), e3: (0,0,1); e!: (2,_\,0), uЬ: (1,-1,1), e,,:
(1.2, *4\.

{ oскiльки е,' - 2el - ez, eЬ- €1 - €2 -|- €3, e,з : et * 2e2_.lез.
TO Мaтpиця IlеpeхoДу ff вiд бaзиcу (е', e,, e3) ло бaзисy (е!, e2,, e!)
l"{a€ BигЛя]I

ii 2 1 1

н:li -1 _1 2

ll 0 1*4 ' dеt H:_I.
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Згiднсl з фоpмvлсlю (20.19) зв'язсlк r,ti>t< }IоBиlvIи i стaриr,ти кОtlр-
JИi-I?t:гaМи МаG BигЛяд:.\,: H'j.\. ЗнаЙдt).\l(, \Iil'r])Irцкi i1 i. flкii с
оГlеpнсlнсllo дo Мaтpицi H. l4aсьlо:

H-Т :-
2 5 зii

-4 -8 -5 ii-1 -2 -1 il

Ttlдi
-3 ii ll 

,'
5ii 'ii .r,
1 il li ,';

3вiдсI-1

|,:_)t. - 5хz*3:r:;3'

t;t, : 4,t, i- 8:r:2 -l- 523.

r':l: x,t + 2:t2 * з:;1. }

5. NIaтpиця llepeхoдy вiд OдЕогo opтo}lopшIoвalloгo базисy
Дo iЕЕIогo oртoIroрNIовaIIoгo бaзисy

Hеxarl Еn -- n-виrtiрний евклiд<lвий пpoстi}), B .: (еt. €:' . . . . e ,, )

i B, : (ei, el,, , . . .e;) оp:гollopМoвaнi бaзи<:rr. тoбтo

22a

l\ -z -5 *:l
ii:ii + 5 :)

ll 1 2 1

,a
.(.1

-2 -Ir48
T2

(20.2-11

i мaтpиця H : |l|hoi||'i r Ь{aтpицеЮ Пеpехoдv вiд бaзи с,у B дrl бelзис.у
6,. Toдi згiДнo iз спiввiднoшIеI{ItяIи (20.16) Мa€N{o

ЕaOepуTЬ BИ-

якщo ?, : .'l :

Якщ() i, # .,j.

(е;, еi) - {e,i'",) : 
{ ;' ;Ж ',}'.,

h,уiQ,,,

h,,,,е,,'

ня (20.24)

Q'i:hti9i*h2ie2+"'+

e'i : h1ie: * h2ie.2 -г .' .-г

З tlгляДv нa цi фopмули спiввiднolшс:н
гляД

(t
hмhtэ * h'2;h,'2i + "' + h,,,ih, - ) -''r- 10,
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Cvкyпнiсть Циx piвнoстeй МOхiIТa \. }{aТ'])}'{Чiтiй фсlpvll

lt,.t htz
Itzr hzz

зaпИс?}ти

lr'rr'il
lц, iJl:

lr r i ltz
|ttl, lфz

l0 0

ll
ri

;i

lt

I

а бсl

l3вiдки }"Iа,€\4(). щ()

It r,. lt n.t It,rn il

t1 Н:L

Il: : H-|

i00
CI] 0

( 20.25 )

-1 Нa,f|I?{l,C,Г|I|lС'Я 0,pIIlo,lо-

rn,p u?r с' 11, o T1 0 в ( I'H (1 
"\1 

aIп p'll',t|'']

lrn:

i Lr,2

Ir,t n i,.2,, I t,,,,

()т>кt.l. ]{itTpl{цЯ пepeХoДy FI в\g, oдI1OГO opTОнОpМовaьrого бzt-

:JИс.v д() iншсll.о ()i)T()I{()pN,1oBaIIoГo бaзiас:У €j OpTOГOпaЛЬIIOк)'
]J озiтa,чсlнllя OpToГ(lнzlльнсti ма,т1lицi r]иI{ЛиRa'€' tц() вol{a неB!I-

Т)Oдх(()fi.l. бo iснус tlбсpненa Мa,Tриця. Jaлi' оскiльки ilet ..| :

t]еt .,l. а, сiеt А_i : =] . , To дJIя визI{aЧникa opToГoнaлЬнOi N,Iа,_(l0t .{ 
I

Tpицi сIrрaвеДЛI4Ba piвнiсть dеt А:; ,:;, тoбто dеt l: +].
(lct, А

Зayвa>киМO. щс) oДи}IиЧЕIa мaтpишя Д OpToгoIтaЛЬIIa,:

Е--Е-):Е.

\.{aтpитtя..1 -1, oбеpI{еTIa дсr OpToГoнa.lrьнoi },{aTpr4цi.{ (tr тсl.rly i

МaTрИця,,tr.), тaко)K с opToГol{aлЬI{oю. Опpaвдi' З T()Гo1 щo l i :
',1Т. випливaс

(.1- J : (.{ )-t:.{ = (.1 ')

Лt:гкo Taк()}к пt'JleвipитИ, Щo дoбyток op:ГOГoIraЛЬ}Iих М:lTpицI,
opт()Гol{aлЬнa М?}TpиIIЯ.

oзначення 6.14 jIt,,нi,,iiне nеpеrnвОI)",nn'o tr: Е,,, *+ Еn назtt,ваenztt(:Jl

opTn'o?,О|1,(Iлt,|1,,l1,^41 'ЯK,u\o 
,ttozo лааmpuцrr в doв'iльнЮ,Ьt:ц op,m,a'нoI).iу|"oва-

'H, o,^.|,,у б а ыlсi е lplrl,o./,()н 0лl)'|7а.
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o пplаклaд 2o.I2

3пaйти МaтpиIIк) лiнiliнoгo IТCpетвopеIIня. яI.;е здiйснкlс
IroBopoT Ha кyт (! пpЯi!I()}tУтноi nt,кapт0Btlj (.и(lтttМl,t к()(,ptrИ-
нaт (нa плoшинi). Пoвоpот здiйснюетЬ(]Я Пр()ти гOдI{I{н}Iко.
вtli стpiлки.

{ Heхaй E2 - двсlв:zшti1lний евклiдoBи1,I шpoстip, ff - МaтpицяI
лiнiЙнoгo oпераTopa .-l . Е2 + Е2: B : (I."rj тa B' -- {7.7,\ jтBil

OpтoнopМовaнi бaзуtс,и.
PoзK,]aДrмo нoвий бtl,зиc IIO (;Tapol{}.:

Toдi

7/ : |l,ili + hжj,. .i' : |,,,zТ * ],,'..i.

(7,71 : th,,:i+ ti21j,71: hrr(i7) * tur,(.i,i): t,,,.

З iнIшoгo бoкy,

(ii ,il : |/||7l сos сt : сos 0'

тoбтo hп: сos0.
AтraлoгiчIlo oтpиМaсМo:

(l,h: h,z,: sinо. (i,,h: hn- _sina, (1,'j) - h,zz: сOs0.

oтх<e,

.._ ]|соsсr -sina||Jl : ll li .

|l sшa сosa 
i|

+
a
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Rизнtl,чнllк Мaтpицi 1{ дopiвнIo€ Oдиницi, Тсlдi

I-I 
_ | : ii сus ri sirr . r ]i : II_'. .

iJ - S1ll Q с()s r} l'

()тiке. МaTpиця l1 лiнiйнoгO IlеI)етBoрeннЯ' "яке з:.iйс:нк)€ пt)-
Boрoт дсI{apT'oвoТ с:истeltи I{oopдI{нaT l{aвкoло фiкс:сlвtl,ltсli тОvки,
€ op]]oГolIaлЬI{Oк) Мaтpицеio.

о Гrpцклад 20.13

Лiнiйвий OIIepaтOp tr , R':'_+ ,R3 ПepсBoдить кaнс-lнiчниil
б,aзvус el : (1'0.0)' ez : (0' 1,0)' eз : (0,0, 1) вiдшoвiдIro 1l fril,.
зусe' : (0,1'0)' e;: (0.0,1), е! : (1,0,0). Чи бy.uс oпepaтоp
А оpтoгoн:lльним ?

{ Maтрrlця .,l oпeрaтOpa i 'uu вигЛяд

iio o 1iil:ii1 o 0ii
li0 1 0lj

I}изнzrчник Mа'Tpицi ..1 дopiвнIoс O.циI{ицi. OГrеpнеI{a l,{aтриця ..l'"r
i тpaнс;поIIОBilI{i} .{l. вiдпoвi:нt-l piвнi:

i] 
о 1 0

-{-':il 0 0 1

li 1 0 0

o 1 oji
0 0 1li ,

1 0 0ii

якi дilоть в евклiДtlBO]tI\'

l':

тобто ,4_, : .-l' .

Oтх<e. .,',"po'op J opToГoнa льtlиiа'

6. Cпpяrкeпi oпepaтopи
Hехaй А тa B _- лiнirtнi oпеpaтopи.

пpoстoрi Е.

oзнaчeнЕя 6.15 ]Iiн'iйн'i orlеpalno'pш А i, B нaзuва,кlTrt,t'(:tт сTLщЯJ|се.
ItuJvtu. ЯKщ0 dля doвi'лb,tluL х Inа У, 'якi н,ttле:ltcumь Е сn1lавеdл'uвr,
сni,вв,idrto,uJeння

(.Т(*), y) : (x, Я(y); (20.2б)
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Oчeвиднo. щrr тодi (B(").y) : (х'.{(y)).
.]ir1стlсl.

(B(*).y) : (y' B(x)) : (."l(y)' x) : (х. .a (y)).

З'ясYсrцO. як Зв'язaнi l"raтpицi (:Пря;.I{ених лiнiйних <lпеpzrторiв
в n-ви:uli1>IroМу t'вклi;ItlвO.\,l'y пl)()(:Тtlpi Ё,.. H.охali B ()I)Toнol)МoBa-
I]ol,{У бaзисi B: (еl'ё2,.'.,e",) oпеpaToрY l вiдпсlвiдa€ }{aTpиI{Я

,,l: i|,,ii|I' a olТеpti:гopУ в.-- Мaтpиця B:\|b,э|i"i. Зzrпиrшемо спiв-
вiдноrшeння (20.26) для Beктopiв х : €A' У : €i:

(i("д). e,) : (eд. Я(е,))' {20.27'i

а,бо

Oс:тaнне

Bpaхoвyк-lvи.

:JBlцки I3иIТЛиBar. щ()

А: B (20.29)

Oт>ке, Mи lIoкaзaли' щo кoли i 'a B 
- 

сIIpяхсеIIi опepa-
тop}I' то Nlaтpицi циx ollеpaтopiв в opтoнop1!{oвalloп,ly бaзисi
зв'язaнi спiввiднoIIIеIIIIяI\,t (20.29).

Teпеp ТIoI{aх{eMO1 щo B скirrчeннoвишripнovty llpoстopi коrк-
rrrлй лiнiйrтий опеpaтop мa€ спpяrкerrий.

Biзьмемtl B цЬoМv rrдoс:тtlрi opTOlroрМtlва,нrtй бaзиt;. Ko:кнtltuтt,
лiнir1ношry ollepaтOpy l y вибpaнoму баrзисi вiдповiдaс },Iti,TpиIlЯ
.,l: l|a;,||i. ЕIехaft B:.4Т : lio,oii?.Зa цiскl MaтpиIIекr псlГ.lvдvсlti;
OIIеpaтop Я. ПoтpiбiIо дoBeстИ, Щo oпeрaтop, j 

'u .6 спp.яI>кeнi.
З нaвеДеrroГo BиЩe Дoве.цеIII{я BиплиBa6, lrlo сltiввiднorпeнн'л (20.29)
i (20.27\ еквiвaлснтнi.

спiBB

/" \ / ,, \
{ Г,,^.u,.", } : { "- Е !,,p,|.\;/\=t
iднOrшеrrня МOХ{н?t зaliи(;aTи \. T?]к0\I\, виглядi

д+
L n,o(е;. e; ) : )-ll,/(еt. еi).

*::;^.-. "o".";;;oвttнiлй. 
OTpи]vIаtсМO

rL.i1, : bk.i, (20.28)
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Riзьмеr'ro T()Il()p двa дt-lвiльrri вектrlpи

; : Ё.r;е;. v :f u,e,
;__l

poзгjlяIIe}v{o скaлЯpЕi лобyтки (.Т("),y) i (x'6(y))'

/^/ " \ " \ " 
:t

(.Т(*)'y) : 
{ 
j ( Е,.;e, } 

.|u,",l : ЕЕ..,y,(.j(еi).e;,).
\ \;-- t / .r=t / i=i ,:r

('20.27 )' Oдеpх(и\,lO

(.Тl*) y) : (x, Я(y)),
it це oЗI{aЧa€. щo с:пiввiднotпtlння (2.26) викoнyстЬся для Дoвiльнtli
I]аpивr.ктtr1liвхiy.

()тх<e' 14и д()Bели. щсl B скiнчен:товиIvtipнoмv евклiД<lI}OМУ ilI)O-
стсrpi кtl;книir лiнilдний ()ПеpaToр .] мirс сПpЯ>кеI{ий лiнiйнlrй сtпсl-

Р?ll.op. якlпЙ lТoзЕa,ЧaЮтЬ ЧepеЗ А*. Toдi спiввiднoiпtэння (20.2б)
нaбyвaс Rиглядy 

(.Т(*)'y) : (x' J-(y)).
.Якщо^.{- \{aTрI,IIIя OIIс,paтOI)o .i*. якиiir (:пpЯ){<el{иЙ дO OIIC-

pzrтOpa ..l. тo

/,' ^ /,, \\, п n

(".Я(y,) : {Г...,",.я (l lt.i",| ) : 

' 
Z,,,,,,,(e,.frце,1'1.\;=r \.,=r / / i-_) i-_,.

IТоpiвнкl к)ч]4 ()TpI4N,Iaнi до бvтки i в ptrxоB\. К) Чи с; пiввiднсlшI()нi{Я

l*:J

' .Ц<lвести, щO сlpfiкeнi о:iеpaTоpи МaIоTЬ
1) (.-tr-)":,.1; 2) (,-l .B)-: IJ*..А*, 3) (61J)-:
}т()виpoд;кетrий оrrс:paтоp. тoбтo det .,l f 0' тo

. ПpиклaД 20.14

.Jнaйти 14атрицю ;1*^лiнiЙнoгo OIIеpaт(,1,., .Т*. .який с:u1l,я.
iкениtl Jсl OпеJ)aтopa А B^opтoнорNroBaнoМY бaыаt-,i B :
(е t . ez. е3 ). якiпo ()iтеpeтop .,1. пеpr-'вtlд}IтЬ Bсктopи a; : (0.0. 1 ).
a,: (().1.1), a3: (1.].,1) вiдшовiдIto v Bектopи b1 : (1.2,1),
b2 : (3. i.2). b;] : (7.-1,4). KооpfиIIaти всix вектс-l1liв за-
дaнi в бaзис:i B.
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{ l3нaйдс-'\I() N{а'TpиI{к) .1 оперaторlаt

ll0 n ri,-'
iiO 1 i],
il I li,

..l. .iсl ..l(a) : Lr. -'.\Iir,сrцо:

J ') rl
: i _; _"i -,, 

,,'r---il',," 2 1 rli
,]_ 3 7

.+:ij z r -1
i. 1 2 l

.-1" : -{ :

. ПpиклaД 20.15

Лiнiйний uoo1,u'с,p i 
'

3a;IанИЙ Мfl,Тpt,т[eкl .{, :

H-
'1 ! з ila I a l;2 r rli .

1 2 0li
()т:кe.

i.

1

П

E:з - E3 в (laзтlt','i B, : (ei, еl,.еi)

: r iii(} 5 -i ,i. Biд.lшI(). lцO е1 -.- el -
27 -3

1-2
2-7
12

ri-2 2 o,o-':;i, i -t t:.-ii 3 -1 .-1 
ii

Tодi
2

i
1

2e2*e3, e! : еt*e2-_2е3. еi : е; *еz. де 6ь":зис., B: (еt'€2.e3)
oрToнoplvl<lваtяиli. .Jнaйт и МaтpицЮ,{* с:пp'я>к t)Е()I.0 ()llеl ) а -

тopzr ,4* ъ 6aзисt B,.

< Вaзис' B' I{еoрTOI{oplv{OBaьIиI,i (псilrlвi1lтлтll, !). .rrlrrv. 
uttlСi

скopI,{сTaтися фсlpМvл()К) (20.23). псlтpiбнсl :;нtlйти ^.!{ilТ-l)I4Iiк) A
oпеpаTopа ..l в ()pTOI]0pN1()ButI{()r,1\/ бази<.i B. Bр;iхоR.\.к)Чl,1 t:пiвrзi:_
нOшIс)н}Iя (2(,.23)' l{а,6;\,1()

.1 : Н l,Ii
де ff ,ivItlTJ)ИIIJi IТCpCхOJ{Y Biд ба.зrrt:v 6 до бtrзи (,,,,, B,' }tiiтpиrtri

ii i 1 :Jll

l]о ' -'il
ii'2 i *3 

I

il 
2 -:j 7lt,

il6 -4 6 
ir

llrj -5 5li

rii 1 1

А:;]i2 1

* ii'i ')li-

li 
*2 2 rii

i - I .i '' :
ti 3 -1 -tii
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f.сlдi

"i2 6

',l* : А. : il 
_3 _4

|iт 6

()т>ксl. Мaтl)иIIЯ ..1*, <lпeрaTopa j* u .,,,,"<;i 6, ^.'tас

А*, :- H*1 ,4* H :
-36 -:37 - 1ir

30 30 t,4

26279

б
*,i)

5

ii
ll
t,
lr.
il
I

ii

li

$ 21. BЛACI{I BЕKTOPи I BЛACIII 3}IAЧEЕI.
Е{я ЛIЕIrЙногo гIЕPЕTBOPЕння (oГIE.
PATOPA)

1. Bласнi вeктоpи тa власEi знaчентlя шraтpицi
Bi.lсlrлсl. Щtl в рiзних бaзис:ax OдIIo\{y i тсlмv iк лiнiйноIlIY пepс-

f Bopет{н}o вiдпtlвiдaють piзнi lлaтpицi. Tоl"rv в}It{I4кAr ЗaПиТaнн,I:
Чи N{()j.KЛивo знtrйти дЛя дi}нOГo пepеТBOpеI{lIя тtrкий бaзис. B як()-

Му l{aTриц'i пcpс.fвOpеI{I{я МaЛa б нzrйпpoстiший BиглJ{д, IIaпpи-
к JIilд. дiil,гонtl льний.

.]ля пtlст;rвлeнoi зaда,чi Ra;iкJIиBе) 3l{aЧсн}tя МaIоTЬ нtэнYльовi
Bек.Iopи х С L' якi зaдoвOлЬIIяIотЬ 3a' дaТIoгo лiвir.тнoго ITеp()IвO-
pеIilrя -4 УмoвY

..i1*; : д*.

де ,\ деяк(l ЧисЛ(). Bектtrpи х I1t13}IвaЮTЬ BЛаI(]ниN{I{ Bс1ктopa\4!I
rrсi)Отi3opeннЯ.

Ознaчення 6.16 Влrt,t:'н'u,пt ве,t\iТnopo.l',|' ,niн,iliнюzo ]1,е,p(m'вopення .\
'n,'p()(rn,o,p,у L ,на..t,ttвltеrт|,ься веKlnop x С L, я,н',tlii эаdoвoль|l;те ?]"\toв'у:

-'i1*; : 1. *. (21.11

Числсl A нaзивaстЬ(],I влaсIIиIvI 3IIaчeIIIIяпд. aб<r BлaсIIиIvt чII-
слoтvl iIеpеTI]Opення ,{. щo вiдпoвiДaс влaст{()Му Bектopy x.

PoзглянelIO TeIIeI) IIитaIIIIя пpo зI{ax()д]'I{еI{Iiя BЛi1ст{их зIlaчeIIЬ
i в;т:tсних вeк тo1 l iв лiнiI:lного пеpt)TBOpеIII{я.
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.flкщо B прoсT.оIii L,, виб1lt.Lти бaзrтс.B(e1'€2'....е')' To y RLI-

бpaнoмy бaзиci лirriйнoмv I]еpетвOpсннк),{ вi.rпtlвillaс Ma'.Itr)Иця

,{.' a вектopy x BекTOp-стoвIIeцЬ I з коoplИIl'AТ BекTopa x. Ioдi
рiвнiс:ть (21.1) NIO)кI{а' :за,мiнrдти рiвнс-i,сильнокl iй \,taTpичI{Olо 1liв-
нiстrо

ALI-) at2 0.tt,

ozt a,zz-\ (12,
- 0. (21.1)

0п| 0,n2

Рiвняння (21.5) lIaЗиBaGться xapaктepистичIlиN{ piвIIяIIIIJII\Д
\{aтpицi l лiнiйнoГ() IlеретBopеIIня (oпepaтоpa) .4. l{e piвняннЯ
i?,-ГO сTстIеня вiдноснo ). IJoтro сЛy)'I{иTЬ для 3i1аХ()ДхiеI{II,я Bлa(jFiI4х
зI{aЧeilЬ iиaтpицi ..l oпеpaтoрa ..1.

oтхiе, Мa€\,{с) ДоBедeI{Y Taкy TеoреMy:

о Teoperrra 21.1

I}лас:нi, lTlа'чеTrн'f| ,пiн,itiн,ozo oIlеpЦmt)pa (nеpсrn,во1lс:ннa) збi,-

za,Юrrlbс'I :] |;o11е.11l.l"M,1I :I:0'paК,mе.p1'!,Сmuчнo,?(' 1ti'вн'ян'н'я l'l'uпt7ltt,,t1,i

цbozo on,еpаrn,О,pu'

Лiв5l vaстиIIY хapaк1'0pис.IиЧI{oгo piвняння (21.5) нaЗиI]aIoTЬ
Taк o jiK xapaктеpplст}IчIIиNI rlrlloгoчлеIlolи лiнiйно гo oIIe p aTо p a.

233

/ r'l .))
\4L.21

/,)1'l\\;r.rr/

iдiтоi с14ст(jl'{и

t21.4,)

ькlr тoД,i. K()Ли

il}r()р

-{l
- ()

..,'
,-- tJ.

i тiл

J.х:)..Т.
aбo

(.1 - }Е) ..{ : 0.

де .Е . сlДиниЧнa МaтpицЯ ?r.гO IIOp.яДI(у.

Piвттяння (21.3) ё] NlaТpиЧI{иМ зllIII.{(jO\t ()

лiнiйних 1.liвнянь:

( (а' - .\).l;i * a2]:.2 + ... -t. o,1r,|i|,,,t\
l а''21l.1 -t (аzz - ))::2 ]. . . . t 0',2,,,!I.:,','

1t.l. nr,1:r1* rtr,,2J:" +... + (tt,,r, - )):r,,

Система. (21.4) N{ar ненyЛьoвий 1>tl:зв'язсlк тсlдi
BиЗIIaЧниI{ сисTeМи дo1-liвнroс н1,лс:вi. тoбтсl
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Якщo з piвняння (21.5) знaЙДeмо зI{aч()tIIIя ). то' пiдстaвлякruи
ix в piвняння (21.4). знaйдeМO l{eЕIyЛьoвi poзв,Я'ЗKvI цiсi сисlтеми.
Це i бyдyтЬ кoopди:яaT'lBлaсIIиХ вектоpiв.

3ayвa>кенrrя. Oскiльки I\{и poзгля.цaсМO дiйснi лiнitнi пpoс:гo-
pи) To длЯ коMПЛeксI{иx ЗI{aЧенЬ ) бyлемо BBaх{aти' щo вiдпtlвiд-
них iм BлaсI{их вектоpiв нe iснyс.

о Пpиклaп 21.1

Знaliти власнi зiiaчеIIЕIя i влaснi Bектopи лiнiйвогo IIеpе-
тBopенEtЯ. ЯKе B де.яKo\{Y бaзисi зaдaсTЬся МaTpицrlo

{ Cклaдс:МO хapaкTеpисTиЧнe piвнянIIЯ МaTpицi i знaйдeмo
liогo кopeнi:

А1

I

I

r 2 
ii4 3 li

.l

.4

A2
t\.]- /\ -0. aбo 

^2_ 
4^_5:0.

Звiдси )t: -1,iz:5. Цe i с влaснi 3IIaчеIIнЯ мaтpицi А.
ЗнaйДel,lo Tепеp кoOдиI{aTи вЛaсI{их вeктopiв' пiдстaвляIоЧи B

сисTeМy
I tt - ))r1 * 2:t2 : g.

\ 4'' + (3 - )1"rr: s

нa мiсЦе ) послiдовнo вiдпoвiднi влaснi знaчeння )1 - -1. )z : 5.
KoopДинa:ги BЛaсIIoгo BекTop& Хi. ЯKИЙ вiдпoвiдar влaс}IoМY

ЗнaЧel{нIo )t : -1, знaxoдимo iз сI1СT1N1уI

f 2tt i 2r2: g.
( ЭJ,2_ -J.1I {.rr * {.rr : t)

3вiдси x1:(r1i_zr).
xr:сl(1. -1).

ПpийнявIпи I]':Q' ОTpи]vIa€МO" IцO

Aнaлoгiч}io зIlaxoДиМo BЛaсниЙ вектo1-l хz: (rl'12), який вiд-
пoвiдaс BЛaсI{oMv зI{aчеI{IiIо )z : 5' .Цля 3I{aХoдх(еI{IiЯ J; Tс1' .t).2

Мa€Мo сисTеI\{y

{-t:,' :::: ::, 1 ,;р,1 - 2:r1
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oт>кe, x2: (i]1 .2rt). Якщo !1J1 :3' oTpиMa6;Мo Х2: {i.],23). Т\,т r-t

i {J Довiльнi вiдмiннi вiд нyля дiйснi ЧисЛa.
3ayвarкeння. Якщo x 'BЛ?lсний вeктop лiнiЙнoгO rTеpeTBOpeн-

ня ,,1 з BЛaсниМ 3I{aчeI{I{яM ). то BeI(Top rl]x) Який йoмy кoлiнеap-
ний. пpи бy.Ць-якoмУ Q + 0 тaкo>к бупe влaсниМ BeKTOpoМ З ]гI4M

сaMиfuI BлaсIIиМ 3IIaЧеIII{ЯМ.

Cпpaвдi' яI{щo j1"1 : )х, тo ,1(ax) : .j(*) : rl()x) : ,\(61x).

CфopмyлIoс\4o ще Декiлькa TRepД)кеilЬ:
Tвepдхсення 1.

flхщo лiнi,fiнuЙ, lTl,е,pаrno,p diе сэ лi'нi,Йнoлtу di,t-t,cнr-,лtу npоt',mtlpi,
Йl,o шIpа'tсrnеpucrn,u,нн,Lt'Й лttt"ozo,Llле,н ,маe di,йснi' кoефiцzе.нтlu,. Яхtщtl
np,u 'Llb0,м'g |). ,tIеna,p,t|с1 ,|n,o rаp{IrcrтIеpuс,rrl,It"nr,нс,, pi,в,н,Яrt,н,,t "t.t"aе 

.Irlnt"а б
oduн, di,Й,сн,uЙ, х:op,i,нь. B цьoLvtу вuntldку л,iнrй,нu'ti onе,I)arrl,op ,h,|'ае ,f,'o\|,а

б oduн в"nаc'нuй, ве'Nrnop.

Tвepд>кeння 2.

JliнiЙ,нu,й o'nеpаTтlop нe 'Ь1o)|се hIаInLL б,iльll.l,е ,н'iul: tt pIIHIIT в.,1o(,.

нur 3,t7aчень, oс'tсiльK1l хаpаK,mеpuсmII,чI7е уliвнян'н,Я .Ma€ с'nrc,niнь tt.

Tвepдrкeння 3.

Bласнi ве,NrnoI)II Х1,Х2, ...,Xп, лi:tliЙнozo onеI)o,rrlОpo -i .' nоnаpн'О
pi,зншмtt, влa(:н,uJ\лш 3,Haчеrl?7flJ\|z )1, )2' . . .' \- ,n,|н'iЙ,нo ,н,е,lо,ле:lк:,н,i.

Tвеpдr*<енrrя 4.

Якщo вr:,i влсlсшi значе,ння \1, \2,. . . 
' 
),, .ni;tl,il-l'tl"ozо u,,po,,opu А

p,iзнi, rn,o вi,dnoвi,d.нi t,.м вла,сн'i веKTnОp,u !J,m,вopю'Юrrl,ь 6о':зшс в ,n,-

вuлt'ip'нtl лtу лi нiЙ,,н o 
"vt у r t'p o сn t,opi.

I{e твepдх{eнI{я випЛивaс З Tl}еpд)l<ентrя 3. Cпpaвдi, якщо всi
влaстri зIIaЧeIIнЯ )t, )z' . .', A'piзнi, тo вiдпoвiднi jм в;тaснi BеI(Topи
Х1,Х2:...,Хn лiнiйнo IIeзaЛe}KI{i, a тoмy ix мо>кнa BЗ'ITи зa бaзис
n-вимipноГo I]poстop1/.

о Пpиклaд 21.2

ljнаrЙти нt.l1ll,roв;rвi влaсrri BектOpи oIIс|рaтсlJ)a А, шraтpиця
яI{Or'0

*t
1

-1

235r

ii;
li r

-, ii

l' ii

А-
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< CклaдeМo xapaктepисTиЧнe piвн.яння

4-^ -1 -22 1-^ -21 *1 1-.\
-0, aбо )'r-6)2+i1) *6:0.

oдин з кopенiв цьoгo piвняння )l : 1. Toмv M}IоГoЧJIен )3 - 6)2 +
11) _ 6 дiлиться без осlтaчi нa,\ - 1' Toдi 

^3 

_ 6)2 + 11,\ - 6 -
() - 1) ()2 _ 5) + 6). oтжr. кopе}IяМи х?],pt],KTеpисTиЧнtlгo piвirяннл
с A1 : 1, Аz:2. ), : 3.

Hехaй влaсний BекTOp 1 : (:r;i l l:2,:1:3) вiдпoвiдaс Bлa,снOMy 3нa-
чеI{IтIо А. Toдi Для зI{aхOДх<eн}Iя Bлa(]тIих вектtlpiв пoтрiбно pо-
ЗR'яЗaTи сисTеMy piвнянь

пpи ,\ : Ai, }z, )з"
Неxit,й )t : 1. f.сlдi сис:'гемa нaб1'вac BиГЛяДy

3z; - 12 - 2r3: Q,

2xt - 2t:3 :9,
:I!1-A2:Q

Пpийнявtп14 ,.Г1 : rl(o l0), знaйдeМo' щ() x|.2 : g1 ,. IЗ : (\'. 'flкщо
B3яTИ сl : 1, T,o BЛaснI,Iй вeктоp Х1 : (111;1). Toдi x.i : kJi :
[trr\lr.rt
\ "я' "б. J5 l'

Bлaснi BeкTopиl якi вiДшoвiдaroть BлaсниМ зIIа,чеI{IIЯM Аz - 2
тa )3 : 3, вiДпtlвiднt-i

х2 : (1:0; 1) тa x3 : (1: 1;0).

( (1 -,\).r'1 - 12 - 2.t'r : o.

{ 2.,, + (l - A),": - 2.r, : g.

[ .r,1 - .tz -r (1 - .\)2., : 3

(
1

I

t

lt 1\
| _. {1. _ I

\ /t'"' Jt )
Toдi x3:
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2. Maтpиця лiнiйнoгo llepeтвopeЦIlя в бaзисi 3 влaсI{llx
вeктopiв

Poзглянешttl лiнiйrтe пepеTBopеI{Irя -4 n-випripIIoгO IIpOстopу L,,.
ПepетвopeнIllo ..l u д""*оlay бaзисi вiдпoвiдaс МaTpиця J. Пpипy-
сTиМo) щo Bлaснi знaчення A1, )2,. . . , ),, шttrтpишi .'{ дiЙснi й piзнi.
Toдi, вiдпсlвiднi iм влat:нi BекTopи Хl, Х2' . . '' *' с лiнiйнtl нlЗaJIe)K-
нi, a oтх<е УтвopIOЮть бaзис B L,,.

Hехaй l, Мaтpltця IIеpетBoрення ..l в бaзис:i 3 BлaсIiих Bек-
тo1liв. Покa>кr,.,цo ' Щo ця мaтpицЯ ---.дiaг<rнaльнa. Cпpaвдi, якщо
хu (i : т' ") влaснi вскT()p'{ пepеTBoре.'",, .,i. 'о

,4(",) : )iХi, ) - | ,)

IloзклrrдeМo BекTop ,+(*,) за бaзисоМ Х1 , Х2. ' , , , Х,,l

i("n) : С'l1zХl * Сt2,;х2 * * {tr,'iх,. i : 1. n

Toдi
a1.x1 * ri,2;х2 * ... | {tr,,1х,,,: )iХi,

З сrстaнньoго спiввiдIТoIIIеIlIlя BиIтЛиBa€j, щo

i.:Гi.

(1"1,:i1.r': ..: U.i-Ii:(tiL1i:...-:(1,,1 :0, {t;.,-- ),1. 'i :1,n.

Як бavимо, в цЬo\,{y BиiIaдку всi елештеI{ти МaTpицi l,, кpiм
дiaгoнaльниx, доpiвнtоtоть нулt-.вi, a ii Дiaгонaльнi eлеMeII!ги
а,,',сl,2,2''..'(7,n,, доpiвнiсlкlть вiДпoвiдно )l,),:...,A,,, тoбтo € вJIaс-
тIиMи зI{aЧeI{IlЯМи лiнiйнoгO пepeТBоpеннл J.

oт>ке. в бaзисi з BЛ.iсI{их вeктopiв lvlaTpиця А, лiнiйноГo lIepe-
TBopеi{I{я буlе лiaгоIIaлЬIIOк)

А1 0 ... 0

0)20
(21.6)

Якщo Мaтpиця ff с мaтpицelo llеpеxoдy .цo бa3ису 3 BjIaсIIиХ
вeктоpiв' тo згiдвo iз спiввiднoIIIеIIIIяМ (20.23):

An.

А,: H_l .А.H. (21"7)
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3 остaнньoгtl спiввiДнoшIeI{IIя Bипливaс' щO .цЛ,I бyдь-якoi l{eBиpo-
f;кеrтoi l'raтpицi J влaснi ЗI{aчеI{IIЯ якоi дiйснi i 1liзнi. jснyе TaKa
\laтpиця H (мaтpицЯ IIеpехOду), щo МaTpиц'{ II' | '4H _. А, 6у-
Де дiaгoнaЛЬIIoк). пpиЧoМy ii дiaгoнaлЬI{иМI4 eлс]\{eнтaми бvлyть
влa.снi зТ]aЧеIII{Я lulaт1lицi J.

oзнaчeння 6.17 Лirri,,tiшЙ' orlеpa,n,op .1 нrlзttвсlеrtlbfil oTlе,p(Шrlту)0,^1,

tlI)0сInot сПLpуh''m'11p1I. ,n'h-lt\0 вi.'н ,мrt,е: бaзtrc '] вj?,псT1!LJ' векttttl1li,в.

Oтxiе. Якщ() всi влaснi знaчeння oпеpaтс)pa .i лirtснi i pi:зlli. то
oпеpaтОp r,Ia€ IТpOсT\/ сTpyKTypv.

Сфopl'lvлк)сMO кpитepiй шpoстoтlt стpyl(тypи oпepaтopа:l

о Teopепдa 21.2

J{лл пt-tl'ltl. ttцt,6 iснував базttс 'iз влut.ltltL. веъtn,оpiв I)tl(|)(r-

rп'otrlа А, неoб:l:i,dно i i)ocm'аmньo. щo6 No)'сTroJ\,t!/ в,'Iъ(:нС'l'^lЦ 3'11,0,.

,ченri1{.) А, нporrt,н,оr:rn'i, k,,, вi'dltoвi,dо,,'l,o h, л,itt,iti''н,О ,t,!(::30,l.L(i}|L|t,ul

в.1'| a сTr,u'r в еTiIrLО'px в'

Bpахoв1-к)Чи. щ() OдIION{У i тoмy ;к лiнiЙнolly oпepi],Topу B

рiзних бaзисtrх вiдшoвiдaioть псlдiбттi мaтpиui. oс']гilннк) l.еopеМl/
]vI()хiт{а, с фoilмvлtоB aTИ T[lк'

.Я кпro кOх.lнOl,tY в лaс}iol4Y зIIaчeIlнIо вiДпoвiдir с тaкa кiлькiс'ть
л iнifтнt-l I{еЗaЛ() >кн 11 х вeI{To IJ iв. яксl тo с к paтнiс:TЬ B Лaс Т-IoГo ]JI{tlЧеI{-

}I,{ як Kopel{я хaрaKTеpисl.иЧ.ItоГo \,IнOГOЧЛeI{?I, тtl тoдi i тiльки
тoпi iснyr пepeтвopeнIlя пoдiбностi. lтке l]pивOДиTЬ М21Tpиuк)
oПepi],Topa дo дiaгoнaЛЬHoГо BигЛЯдY,

о Пpиклaд 21.3

Звести .цo дiaгoнaльrroгo BигЛЯД'y МaтpИI]IO
, |iц -7||'l:ll .r -r.'l" rl

< СклaдеN{o хapaктepис!гичне piвняння \Iit,тI)Ицi i знilйдсмtl
йoгс-l кtlpенi:

i{\-' +- ^ -t
I .)i\

L -J - /\ - 0. aбo ).+)-6 : 0. звiДки )l : *3, ),z: 2,

l 
"]Ioвtэ.]eння rив. [5]
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Kоpенi хapaктepистиЧIIoгo piвняння дiйснi й piзнi" Oт>ке. влaснi
BекTopи лiнiйнo I{езaЛех(нi i утвоptоrоть Сrа,rзис. Знaйдемo влaснi
Bектoри. Мaсмо

( tц _ )).rr - 7l'2 : g,
{

I 2r, - (5 + )):r2 : g.

'Якщо }I : *3, IO ДЛя ЗIIaхoД)кеIIHя BЛaсI{OГO BектOpa х1 oTpIд-

Мy€Ivlo систеМy

239

3вiдси xr : a(1' 1), ле o -. ДовiльI{e Числo. Якщо пpиrtняти 01 : 1,

To Х1 : (1,1).
Aнaлoгiчнo знaЙД{еMo' щo хz: (T' 2). \{aтpиЦя H тTepехoДy Дo

I{oвoгo бaзvтcу (xr,xz) 3 вJIaсIIиx вектopiв Мaс BигЛяд

H_ i ; li Toдi H-I --*ii j' l' ii

oтхсe,

А, : H-тАH : -30
02

зIIaЧeI{Ь'Якщo змiнити нyмеpaцiiо BЛaсIIих
oтpиМa€\do' щo

,,: 
ll 3 j,

о Пpиклaд 21.4

3вести дo дiaгонaлЬнoгo BигЛяДу MaтpицIo

ll o r 4

'4:ll o 1o
ll 1 1 0

{ CклaДeмo
Йoгo кopенi:

xapaктepистичI{e plBIIяIII{я МaTpицr 1 зI{aидeMo

ri

(Аr : 2, \z: -3), тo

-)
01
1

,1.*

)0
-)

f

I

- 0, aбо )3 _ )2 - 4^+ -l:0.
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Звiдси )l : 1, \.z :2')3 : -2.
Коpеrii хaрaктeристиЧI.oго piвв:lння дiйснi й piзнi. it 1<,\{Y

влaснi Beктopи лiнiйно IIезaлех<IIi i vтвоpток;.гь бaзис.
KoоplинaTи BЛaсIIих вектоpiв зiтaйдемo i:r сис:теrди

( _А', -г .Г2 t .t.z3 : 6.t,'
{ (i-))rr:6.
[ .,' * tl' - А.r.3 : 11.

пiдстaвляrочи зaмiсть A пoслiдовво вiдпoвiдпi влaснi зI{illleIТIт,]

i:)l:1 ,\:)z:2 ):)з* *2

{ -,'*л,2+4rj_*1i. ( *z'.,-г12* 4.с.1 :g. ( э,,*l,'2*,.ir3 _-().

i { -.Тz --- 0. { з,z : (}.

l. ,rirz_:r3_0. L ,'*r:_2л3-0. L,, *]..3+2.l.-1 :().
Звiдси xi : (5'_3'2), хz: (2,0, 1), х3 : (2,0, _1). \{aтpицЯ пepе-
хoxy "цo l1oвoгo бaзисy

li 5 2 2 ll , ll o 4 o ilII::il ..,9 o.ii. H_l:_йli _з _9 -oi|
||2 1_1 li ',|i _з _1 б ll

Tодi

,4':H-\.,4.H:il i: 3ll
llo o -z li

о Пpиклaд 21.5

3вeсти цо дiaгoнaлЬЕoгo BигJIядy ItaTpицIо

ll 7 -t2 6 iiА:ll 10 -19 10 li
ll 12 -24 13 li

{ ХapaктepистI,IчЕе piвняння Мaтpицi l мaс виI.л.яд:

7--^ -12 6
10 -19-) 10
12 -24 i3_)

-0, aбo 
^3_^2-^+1:0,
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ЗBi;lси ir : Az : 1, )\:з .-. - 1.

.Jнaliдеr,,lс) Tеп с} p К()o })динaт,{ B.II?i,(] I{их B ( }к1'o l) iB. r]iДс ТaB ЛЯк)ЧI1
1] (-:tr,I(]Tе\I1/

{7 - А); 1 * 1,2:t,2 i- 6.r.' : 1i.

l[).r.i - (19 * ,\).l:2 -р 10.;;3 : g.

\2t' 1 - 2.1:t:,2 + (13 * .\).r:., : [)

нa мiсце ,\ поr:лi.цсlBriо BiДшOвiднi влatjнi :]нaч()riЕя. Гipи ) : ,\i :
,\2 - ]. МilсМО

I
t(
I
t
I\

I

)
a

I

б.,.t -. 12.i 1 _1_ б.r., : g.

l0:r1 * 2{\L:2 1 10.r.* : 0..l.),'' .)'|,..' - |') '.. - Г1
-'t't ! ra'r'l 

- 
t,

r: 1 -2t2 *:r'.3: g.

4,l:1-б.rz*3.r3:11.
5.r'l * .9:r2 -t- 5.т'. : 1-1.

6t:,*72.t:2*7.r:2:0.

}{с:хtrt1 .i:3 : 6, .l;2 : il. Tодi.l'1 : .1. JIкщс; iтi-lllЙrrятlt 'r.:з :7, I.2 := i1 ,.,',,
]):1 - 

.J. ()т>кtl, BJIa(]н()jl,lv зItaЧeI{I{К) ,\ : 1 крaTI{()сTi 2 вiдп<;вiдtli{)Тi,
дI]а, t]JIit()нi вeктopи х1 : (4.5.6) тa Х2 : (3.5'7). Якi с лiнiйнtl
Il('зitJrех(Hим и (пC l)овi1lит.и ! ).

Яiкщо ): Аз - -1. тО ДЛя зI{aхoдiKеIIЕIЯ вЛa()н()Г() векTоi)tl x;3

М?l€МO си(]1.е}VIv:

(
I
I

l
I

(
a)
I

(

{
I

\

Srrr - 12:r:z * 6:r:3 *' 0.

lO.r'i - 18.r, * l0.r'. : 0.

12.r'; - 2-lr.: * 1 l.r'j - 0

Biднiмсм<i вiд д1l.vг()I () I)iB}IянIl'i Псl)1шr' i tlr T)11.\1а]i(' 1litili;iнtiя
вiзьмсмt-l зa пеpIII() 1lilltlяння (.и(.Т('NJи. il ]рVГ(' i т1lсr'с 'Jil ..IИLш,l^\I()

без змiн. olepх<иьro (;ИсT'сМY. еквiвi.l'.:rсI{1гtIУ д?rlriй. яK[i \',Iil,с RиI.Л'tf

iГ1 -3:r2+2r.t:{)"
5з;1 __ 9", + 5;г3 : g.

6l;1 -I2r217L.::з:{).

Якщо IТepшIе iliвняння систеNIи I]oсЛiдoBHO ПО}vII{()х{IiT14 IIэ -5 та, .6
i дoДaти дO jlpyГOГO .lа]t, TpeTЬ()Гo рiBIIяIIЬ. Tо }IATи}v{()lvl() (]и(l1]е]vIY

BиГЛЯJI' 
!:t,,-3:l:,2*2:t,1:11.
[ 6:12 - 5.r3 : 6.
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Пpиймемo lТ3:6. тодi 12:5,it, 1 :3. oт>к(). ]]Лi.t(.11i4ff ]]еKт6I)
х'r: (3.5.6). Toдi

rJ-al 
-

А, : H_l АII :
10 0

010
00-1

3. CrrrvreтpllчЕi llepeтвopeЕIlя тa ix Мaтpищi
PoзглянеМo Iцe oДиI{ вaхслrдвий клaс лiнiйI{их II(]р().гBt)p()НIэ (.lB-

клiДовoгo l]poсTopv сиМeTpичнi шep<этвOpеI1I{я.

oзнaчeння 6.18 Лiнdil'нr: nеpеrnвopення .4 евк'n,idовozo rl'poсrl70,p,!J

Е ,назcrcаr.,пI,|1cfl с'uJ\,tеrnpuч,tIu,Jv|,' ,Я1сщo dlt'я doвiльнo't, ,nаp,u c.nеJ\|е,нnt,iв

x' y € Е вu"lсoъrуе'mt)с'Я,ц.h'l,oв(I

oзнa.rення 6.19 Kваdpаmна JЙаmpшця А наз,uвo'е'mbся с,uJ\,|,еfn'p,tl\t-

'l7oю, ,f{?t'щo

А':А.

Haзвa сИМетpиЧна МaTpИця.. цiлкtlМ пl)Иpo.цнa. оt.кiльки eЛe.
МеI{Tи тaкoi мaтpицi, якi poзмiureнi симeTpичi{o вiДнoснtl ГoЛoB-
ноi дiaгонaлi, piвнi с;д : ауi. Симeтpиuнi ПepеTBopення тiснo
пов'язaнi з (:и\,IeтpичI{иМи МaTpицяМи. ,ЦoводиTЬся. Щo N{aTpиця
сиМeTpиЧтIOГo ol]epaтOpa .4 : E -+ Е в.цoвiльнoмy opToгOIIaЛЬI{o-
м\rбaзисi сиMeTpичIIa.

ЗYпинимoсЬ Iтa Деякиx BлaсTиBoстяx сиt"lетpичItИx IIepeTBO-
peI{Ь.

1. Bлсl,с:нi 317(I,че|7|7Я с1lм4еrnpшч'tьo?О onеpъ,T|Iopа d,iЙ'cнi,ч,ll,с,nа.
Пoкa>кемo це I{a пpиклaдi сиMeтpичнoi мaтpицi дpvгoгo пo-

pяДKy

t - ll ol' сlz ]i \.^_^.._^_,{ : ll . iI ' ХapaктерисTиЧIIе piвняння цiсi мaтpицi мaс
1l rttz a,22 llBигляД

ii 4 3 3li
ii 5 5 5 ii
ll 6 7 6 l!

i

i.
i
I

(nr*,. y) : (*.;tvi)

{Is - ), atz
at2 сlzz _ ) - 0, aбo ), _ (o'' * аzz)), * agа22 _ а1z : 0.
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.f искpимil{aнт I{Il ol.o рiBI{яIIilя

D : (aл + azz),2 - 4{аgu22 - "|i) 
_ rfi, - 2а11tI2.2 = аЗz * 4а], :

(.,', -аzz)2*+a],>0,
щo <;вiдuиTЬ IIpo тe, Iцo коpeнi xtlpак1.еpистI4ЧIIoГо piвняння' тсlб-
тo влaснi ЗIIaчеI{IIя Ar i )2 сиМeтpИЧноi мaтpицi ,4. дiЙснi числa.

2. Bлaснi ве,к,flIт.pll с,,llh1,е,mp,u,Ll,Ho?o ,rl,еpеrrlв0pе,|7|7Я - opm,o2o?1,0,]xb-

нi,
Cпpaвдi' нexaй Х1 T3, Х2 влitснi BeкТopи (.иMсTtr)ИЧ}lOгo ITеpс-

Tвopeння А. ЩO вiдп<rвiДaс BЛa(:FIи\{ зI{aчeI{IIяl4,\l i )z. дс ); l A2.

Tоli
i(*,) : )rxr i .r(х,) : ).2Х]'

звiдси

{ -.{(x, )
\/.:\.*,) (хi',,l(х2)J - ()lхr,xz)-(x1.)2х2) : Ai(xr.x..1)-12(хt.xz) =.

: ()r _ А.:)(xr'хz).

A.ше пepетвоpeння J сиМeтpиЧтrе" тoбтt>

(.i,* ).*,) : (" ..i1*,1)

Tодi ()1 - ),)(*.,xz):0. BpaxoвyюЧи. IЦо )l f Аz' TOМv (хi.х2):[1.
тoбто влaснi i}екT()pи Х1 1in Х2 tl1lт<rгtlнaльнi.

ПpипyстиМO тспep) щtl ,\l - Аz: ). Tсlдi

1 = 
1ri1., ."' (r,' t - rtzz,)2 -т 4аi',: 11.,2

З лpугoi piвнoстi вt{IIлиI]aс' шIo .l |I : :"22, |,r: : 0.
oт>ке, ) : (,l,l | : ia22' i мaтpишя Ollеi)aTopil lVIaс BиГЛ'Ii{

, ll 
^ 

0'': ll r, 
^

oтхсе, OпеpaтOр ,4 с oпсpaTopoМ псli{iбнос;тi i кtlх<сlн векToi) 6

BлaсI{иМ веKTopoМ. Tсlму Зa Irapy Op:гoГoliaЛЬних вектopiв N{o*iнil
BзяTи бyдь-якy гIapy IIенУлЬoBиx OpтoГOIIaЛЬI{их вектoiliв.
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Bис;rroвок:
1. Якщo pOЗГЛЯдaTII си}"{еTpичнy Мaтpицю А як l'{aTpицЮ лiнiй.
I{oгo оПе])aтopa.4 в ДеякоМy oрToi1opмoBаIТol,,{v бaзи<li. тo Зaв}I{ди
\{oх(ga знttйти нсrвий ol)тO}IoрIJoвaвиli бaзи<',. якlцfr' склaдaсTЬсЯ 3

BЛaсIIиx вeктоtrliв мaт1>r.rцi А.
2. Oскiльки пеptlхiд вiд однoгO opToIloJ)}lOвaIIOго бirзrrt:у 'lltl iнiпо-
го здiйсню6тЬся Зa дOIrolVIOГoIo opтoгorraльноj мaтpицi. a в бilзисi
iз власних вектоIliR \laтI)иця стaс дiaгoнaль}toк). тo .Jля кri>кtlllj
сиN{t]TрI{Чнсli ьtaтpI,Iцi.1 Мoх(нA пiдiбpaтll OpTOг.oIraлЬ}Iy Мa.гI)ицк)
H тa,кv. щo МаTpиця H, -,|H бylе liaгt)IlаЛЬI{()к). i в нil,i пo дiaгонaлi
бyд\.тr, з}IaxOдиTиt:t, влaсEi зIIaчеЕIня мaтpиui ,.l.

о Пpиклaд 21.6

l]нlrliти JЛЯ (: I{NIс)TpичIIoгO IIеpетB oрeння .,l. З ilд aI{() I.О \4а.
тtr)ицек) ,4, o1rтtirlopмовaний бaзис:^ I} Якo\{Y \{aтpиця IТеpе.
TaoРеEI{Я бy:rе дiaгонaлЬЕoк)) якщО

a) .q-
2 0 .1 

ii0 6 0 ii.
4 o 2 ii

4, 12 il ^, ^_12 l1 li' o) 11 :

< Щoб pOЗв'язaти IТoсTaBЛеI{y ЗадaЧ1'. пoтpiбно зrraйтrт IТ()BI{Y

()p]:OI]Op.av{oв?}1{Y (]и(:теМy Bлaс}Iих вeктopiв ДaIIOГO псpeTвOpсrЁIItя.
a) Bлaснi 3I{AЧ()IIня шraтpицi ,{ шyкaсмo З хapaкTеpI{сТI{ЧнOГ()

rliвняння

-i 12

12 11 - ) -0, aбo )2 - 15,\ - 100 : (.),

звiдси )r : 20, )z : _5.

Jля тсlгo. щtiб знaйти в;raснi BекTopи, trloзв'яiксltuтO с'1(]:Гtj\4y

I (4 - )).r'1 * 12.r'" : 0.

I tz.,.i .г (1l - )).t'2 = Q

якщO):20i):_5.
Якшo ,\ : 20. тO (]исTеМa нaбyвaс BI.1ГЛядУ

+ 4rt - 3r2:
!

^uU. il'r : -J.r.-4f -tоr'. * 12r.z : 0'

[ 12:11 -922-0 
1
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ПpиitмеlrО.,j:.2:4: TOдIi r;i:3. тoбTt; }'1zlсМ() BлaсIIий BекTOр х':(3..'1 )'
.flкшo ) : '-5, тO Х2 : (4, -3).
OpтонopмoBaнИi- бaзpтc iз влaсттиx Bёктopiв

"?:й:(: j) -,:(j ;)

1ll 3 a l':,r,*1 r j

5ir -l _-,J il'" 
* t)', i -:t

H-
Tодi

i мaтpиця

t),

4,:H,..{.н:j; ]], .,.;
ii tl *" 

'i
х'apaкTeТ)I.IсTичIIе 1.liвнянн я

-0. aбo ,\'] * ]0,\2 + 12) _t 72 : Гl.

I4

tJ

2-^

Poзв'я:*<cмо

2-^ L)

0 6-^
(J

t знaйдемсr вrтaснi ЗI{aЧL.IlI{я пеpеTBOpеIII{я: )t : -2' ,\2 : ,\'3 ".. 6.
С,l к лaдем о вiдпoвiднi с]исТеNIи лiнiйtiих piвнятiь дЛЯ ЗIl2l,х O.lI)*{0н-

rjlЯ RЛaсних вeктоtriв

,\1 : -.2 ,\" : А'; : (j

( *'+ lГj - Q,

i .l'z : (). { -'l.l г.l''t :.'0.

[ ,. -' .rз - 0. l .,'r - J':t : {J.

Пеprшa 3 цих сис]гeN{.1uIЭ'€ po3l3'я3oк;I,.l :1,:I:.2: {l'.r::l: * i. т0С).f{)
Хl : (1.0. _1). oсoбливiсTlо Дpvгoi с;ис:тсlrl}1 с; Т()' Щtl лt;нtl iзiд.
повiдaс l{paтнo]vly к() реIIIо xapaкTС' I)исTичII()Г<I 1 

li в нянн я.
Haм пoтpiбнo знaЙTи ДBa opTOГoIIaльнi влtiс:нi вtlктс.l1lи. \{ti;к-

нaпpийняти' IlаIТpиклaдi Ji : 1, J2 :0, :,r.3 : ]. тtlСlтtl xz : (i.0. 1).
Beктоp xз: (rr, :л.2,:r;1) IioвиI{eн бути OpToгOI.IaЛЬнИl{ ]{) Х; ТЕl Х2.
тобтo йoгo коo1эДvIттaTИ пoвинrтi зaJOBoлЬI{яти (lи(:т()Mv

{ ,', * /3:0,
1 ,; _,, : о. + J.. :.д1 : $.
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яI{a с пoBIIoIо сисTеМoк) BЛaсIIих вeкTopiri пepeTвOpeннЯ l. BiД-
IToBiДIIa дiaгoнaлЬI{a МaTpиЦЯ МaTиМе виГЛяД:

,({:

g 22" 3BЕДЕЕIEIя 3AгAЛЬЕIoГo PIBЕIяЕIHя
ЛIнII ДPyГoгo IIoPяДK)r Дo KA-
нoIIIЧЕIoгo BИгЛяДy нA OC}IOBI TЕ.
oPш кBAДPATиЧнИх ФoPN/{

1. Kвaдpaтичнi фopшrи тa Тx звeд'еIIIIя Дo кalтoнiчнoгo вpr-

г.ILядy
Kвaдpaтичнi фopшrи. Пp" дo.',иДхсeннi зAгaЛЬI{их piвнянь

пpямоi в R2 тa IIлoщитrи в Rз ми oПepyBaЛи oднopiдниNIи \{IIoгo-
Члeнa\dи пepIIIoГo стeпеI{я вiДнoстro ДBox Чи тpЬoх змiнних' тобтo

F(',у) : аr * blJ ЧuI F(',у'z) : ал * bу * с:z.

,Цe сr. b, с -- чИcЛoвi кoeфiuiснти. Iх нaзllвaкlть лiнiйIIиМи фopшrа.
ми. Пpи ДoслiДrкеннi зaгaльних 1.liвнянь лiнiй Чи lloвеpxoнЬ ДpvГo.
Гo пopяДкy зyстpiva€МoсЬ з oлнopiлIIиMи МIIoгoчленaMи Дpyгoгo
стeIIеIlя вiднoсно Двoх чи TpЬoх змiнrrиx. Ix нaзивaloTЬ I{BaДpa_
тичIIиМи фopмaми.

Bивчaкlчи n-випlipнi пpостopи' ilpиpoдIlo yз;iгaЛЬI{иTи цi пo-
I{ЯTтя .Цля OдIIopiдних МIIoгOЧЛенiв дpуг<'lгo сTeIIеI{я вiД rz змiнних.

oзнaчeння 6.20 Kво,0pа'm,t!,ч,,t7ОЮ фop"мa'ю F' вid п, элl,,tнн,u,l:

|I|1' :.t2,...,In IIа?u{}aе,n7bс,,I odнopt'dнutt, ,Jvt|70,Z0\!,лtjн dpуzоzu сrn,еrlе'lL,f|

rзiiн, o сrlо u,t ш з,мiнrtu:t, :

"-ё!l.,t',1.,
, : 

.L 
(lih 'I;.l L'. (l;t. : (Iр,

i.4.. I

Toмv l\,{oх{нa взяTи. ш{o х3: (0. 1,0). IIoдiлиL]lIIи кoх(еI{ з вeктс-lpiв
на йoгo I{opMy. oтpиМa€Мo Iпyкaнy OpTOI{opМoBaIIv сисTеМy

/1 i\ / 1 l\ .*i:( ,=.о.-+i. х3:{+0+} х!:(0. 1.0) .' \r/z v2) \r/': J2/

-2 0 0

0 60
0 06

(22.1)



l 22. 3BЕДЕHHЯ 3AГAЛЬHoГo PIBHЯHHЯ ДPУГoГo ПoPЯДKy 247

сlе аi1- \r,,Ll,с'лoв'i' к:оеtfiit|,iснrn/u.

Iз ксleфiцiеit,riв {/;i'. ivl())*(Hii, yTв()pити Мaтpицro J : iiri;д|i,l' le
a'ik : 0р,;. ЯКit, н.i],:}'1Ba6TЬся l\4aтpицelo I(ваI{paтиIrIIoТ фopшrи
(22.1)' ()скiльки 0i7. : ()1.,,;, TО МaTpицЯ .4 квaдpaтичнoi фоpми с
сИl,I(iTрl{Чтra. r.сiбтo .] : .{

Poзг,rянеМo. IIaITpикЛaД. кBaдpaTиuну фopшlv вiJ,нtlt;нo Т])Ьoх
змiннl,тх

Г* -i a22 :r| * uз, lii * 2а9 x'1 J,2 * 2a,3 .I:1 :I:.\ -т 2Q2:\:t,1 3J;3, (22.2 
,\

Ma.гpиt1я

(ltt.{:.

t-ra-

€ Мaтpицelо KBa'цpaтичIIoi фoprvrи (22.2).
Позrraчимo Чеpе3 r вект<lp-стoвIIецI,) .r ЧrреЗ .Yг BеКтOi)-

pяДoк iз n зr,tiннИX it,1' 12:. . .. rn. Toдi кBa.црaTиuну фсlpмrУ (22.i')
МO>K}IA зa'Писit'!ги }' r,Ia-f pичI{ol!{y виглядi

ll o'' a.,,z rl,rз ii

ll ot (1|2'z ort 
il

il ,r,, (r.2:\ o.3ts ll

-Е : Х''.l,{

f-' : iltt (tzrl r1 1 0,p:1:2 *
+I2(a12Ir -t- a'22!I:.2 t

t22.3)

Cпpaвлi'
1 fl,1r,:1 ,,,)i
-7 rl.2,r,rrr)*

|,r n{tt,1,,x| * Q,2,,x2t . . . -г ,.фl-uпn.L tt ) -

ii'''ii
|''1'' ,.', ii : r'.tх.
li,,,i]

Звeдeння квaДpaтичноТ фopпtи Дo кaнoнi.rнoгo BигJLядy
PозглянeмO кBaДI)aTиЧIi\, форlмv (22.1\ в пl}o(:To1li t,,. 1.ori

!Г,1, J.,-1, . :I:Гi к()O})динaТи B(-.KTOpit х € Е,, в дeяк()NI\- ()})ТOI{OI)}1()-

BаIt()lvl\. бa:зттс\ 3: {с:1. -.2. .. ' ' с',"). IJ цьоr,lv Bип?lдкv K]]a'дi)а..ГИa1]{а'

фt.ip'^'та ('22.1 ) набYrзtrе BиГЛЯДY

- iirl rz

i': х''..l .x. (22.1;
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Де x : i|а:1' 12,..., .rui|'. xт' : i|r,, rz, ..., In;1 вirпоBiдIIO
RекTO1)-с:ГOвпсцI, i вектt.ip-1-lя.il()к З к()OрдинaT в(]кTOpа x.

Пepейдемо дo IIoBOГo OpтOнopМoBAIIoГ() бaзис:v B, :
(i7,, еi , .''. 4,).'Якщо 11 N,{аIтриця Ir6,,pexoД\, вiд Сlaзисv 6 дtl бази.
.:y B,. то вiдпoвiдне пеpeтBof)еI{l{Я кO()pjll,IТ{ilT BИ:]I1zlЧilстьt;;l спi,в-
вilнtlrшенняrl

.tсl .\ : l].li..t':'
(22.il) ь (22.i1):

Х : l1 .{,'
.1,,,ii'' -Y, : |11l!'' т|,.

Г : (IIх|)'.,4 .('Hх').

()скiльки (F1х,)' : Х,'' . .[/.., тсl

.Е : -f 
,'. . 

'4, 
. х, ' де А, : [I' АIl.

сI,тМе.гpиЧнa. Спpaвдi.

(22.5)

.l:|, i i.. [li;lс:тaвимсl

тtiбто

\{aтpиця .4,

А,' : (tI'АH)' : II'.,4'.H' : H'АI] == А'.

13p:rxoвукlчи. щo пеpexiд вiд tl,цнoгo OртOI1ol)\4()]]aнOr.() базисУ дtr
iнrшoгo opTolropN.{oвal{oГo бaзису зДiйснiостЬся :]а, дОIIOМогoIо 0i)-
:t.ОгOI{aЛЬI{oi l,raтpицi. тoбтo H,: Ё1-i. тo .4',: H'|.,tI{.

\4zr'тpиuя ..t . с:иметpI{Ч}Ia' a дJrя кох<rrОj сИI\{етpиЧноi ма,rprтшi
iснvс 'гal(a opтoГollaлЬIIa Мaтриця ,A1, щсl Ма,Tриц.я Ir.'АH (lуllс:

дiaгrlнaльIIoк)t в якiй по гoлс-lвнiй дiа,гонaлi будvт.ь 3I{aх()ди1.исЬ
вла,с:нi :]IIа,ЧeIIIIя мaтuишi l. тoбтt-l

А1

0
0

0
,4' : H-t rlH :

\,,

Тодi квадрil,тиЧIra фopмa в IIoвиХ Зl{rI{Е{их

TL

Г - \- \. .,2

наrГ;tlpсl BиГJIяI(

(22.б)
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()тpимaний вигляд длЯ квaдрaтиvнoi фoJrvlи }IaЗиI]aстЬсЯ кa-
нoнi.rнитvr. Числа A; 1i : 1lt1. лкi с BЛaс}Iи}Iи ЗT{ilЧ('HняMи МA-
тpицi А, нaзивaloться х:}paктepистичI{иМи чисЛaМи кRa'дГtaTиЧ-
нoi фtipми (22.3). }Iaпpяrrли BлaсI{иx вeктоpiв vraтpицi l нaзи-
вaIотЬ ся гo лoвEI1tIvIи IIaIIpяIvIa}IРI квaДp aти.*нoi фopшtи.

()т;кe, квaДpaTиЧI{a фoi\,Ia нaбиpaс кarroнiчниЙ вигляд. ЯKщO
нtlilpяМи осей коoрДиllaТ збiгaкlтьс;я З ГOЛORI{I{},{I{ I{aпpяMа,rvIи
кBaдpa,тиuноi фopьrи.

о Пpиклaд 22.].

Звtl<.тll j]( ) ка Еi( )HiЧ}IOГ() iiLlгЛ fl.:I\. к Bа]р атrr utl r' фtli lrt.r'

F :T:ri -r 6:сl + 5:t2, _ 4l;i:l:2 - 1l:,2't:;j'

{ Мaтpиця цiсi квirд Ич}IOl фOpМи \{aс BиглJI.ц:

7 -',z
-26
0*2

0l
-,) i

-l
;i

par

lt:ii
ii

{
-1

.Цля цьtiгс-l скЛaдi],€;\{() xtlpaкТери-Знaйдеьдo ii влaсвi зТТaЧеItнЯ.
сTичI{e piвняння мaтpиui .,l:

7-^ -2 0

-2 6-) -20 -2 5-A
: [). aГlо ,\.l - 18^2-.l- 99) * 162 : 0.

Pо:зв'язyкrчи йoг<l. знaйдеt"to хaра'I{тepистичнi чис"'ilt дaнrlj
KвaДpaTиvноi фop.."rи: ,\1 : 3. ,\2 : б, ,\., : 9.

()тх<е, дaнir KI]aдр?IтиrII{ll фtlpмa ЗBoДиТЬсЯ дo каrroнiЧI{Oго BIt-
гЛядv

F : 3l:,| + 6l:,,j з. {):r,|.

2. 3вeдeнIIя зaraJтьЕoгo piвняння лiнii дpyгoгo flopядкy дo
кaнoнiчrroгo вигJLядy IIa oсновi тeopii кваЛpaтIrчних фopпл

oдним iз вaхiливиx i uiкaвих Зaстo(]УBal{Ь теopii квaдpaTич-
них фopм с зaдaчa сIIpoщеI{IIя piвняння KpиRих i псlвеpхсllIЬ Дpy-
гoгo llopядкy. Як Bх(e гoвopилoсЬ' ця зaдaЧa IIaЛejкиТЬ .цo Tиx.
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яKl ви3I{aч14J1|4 гI(](--T[Iн()BI(Y oснOвIIих ПиTa,нЬ T()()pii I(BitдpirTиЧIll{х
фсl1lьl.

Pозглянr'мo ЗвoдеHн'I Io К?1нOнiЧH()Г() BИГЛЯJ\' зa'ГaЛЬГI<iгtl 1liв-
I{яI{I1fI лiнii цp1'рOгo пopяДкy:

a11.t:| i 2а12.r,.11 * сLzzll2 * 2{ly"l: _r 2аzз!J -i- rz33 - 0. l')') 7\

РозглянеМ() (jПoЧeTкv сyl,Iy ЧЛеIIiB дР'}'Гoгo (.тL.пеI{я B лiвiЙ Чa-
стинi piвняrrня (,,22.7}. Легкo IТoМiTиTи1 IIIo це кB?rДpaтиuнa форr,rа
З сиr{еTpичIIОIo MaTpицеIO

1*л- 0i1 аn 
||
rl(It.t U.t.t ll.- |:

ПсреЙдешrO дO I]Oвoi с:истеми кoopдитIaт Оr,i1,. o(]i якoi (]II})Я\{(,)-

Baнi пo lItl,пl)я:\,{кax BЛaсниx вeктopiB N{aTрицi ..l. Тtlдi кBt},.:ll)aт}1Ч-
}ia фOpМa нa,буBitс BиГлядv

,\1l:|,2 .у )z,ц,, 
'

де A1. ,\2 влаr.нi зFIaЧеI{I{я мaтpипi А. тобто Kopeнi хaр?rкТсpl{-
стИaII{()г() рiвiIflння

0,11 - ,A (1rz

0t2 tt'22 - \ -0.

Hyl,tеpai1ilo BлaсIiиx Чисел вибиpaсмо TaI{' тцоr) drt I{ : | (H
Ma']гpицJт гI(]реx()ц}/ Дo OpToi{OpN{oBaI{oг() бaзисy 3 влa(:I{Их B()к-

тtt1liв пlaт1lишi .J,1.

Oт;кe, piвняння (22.7) B IIoBих кooptиI{:rтaх бyдe }taти вигЛяд:

А1:l:|'l 1 Аl.!J,', * 2а,'',l| -r 2а,,,,l/ * a,*., - g. (22.s)

Дсэ о,',' o,,,,' rt,,,, деякi нoвi кoефiцiсilти.
PoзглянtlN{O TеПep ДBa Мo){<ливi вtaпaдки:
i. 

^1#0.)z#0.B цr,oму Bипaдкy в piвняннi (22.s) видiлимo пoвнi I(Baдрa.IИ:

, ( -,. 2tt,,',., .,i].\ , / ,, 2а!,, , r,,..j,\ , o,,,., (,'.,2,
,l, l,, 1_ -.---j--1./,,.г 11 J*,\, Ili- - -т-ti , 

'tl l-,i'',- - _rТ _: i).\ ,\t .\Т / \ А.3 ,\i / ^i ,\i
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rti', \ l+..,1
^z/

абсl 
/ ,l.]

х' ( ,., * +) + ), (rl,
\ 

^, 
/ -\

д(l

I . а,|iз ,,Ь2зlr:,7+Ё
.t l /\2

Пеpeнес;еМO пOЧtlтoк кOOpдиI{aт B

ITo М () г() Iо фо tr-l.-"t yл

-h

.'lrl t.l
Т()Чк.\' (/ (_ _

А1

0,Ь:t l-Ь/ Зa f,O-

J'" : J! - 'I1 . ,," - ,,' *(t!2tt .

^r ^2
B pозvльтaтi piвняння (22.8) нaбe1lе BиГЛJlД,:

\,.t,,'2 -- )'.,у,,.. - Ii,

1). .Якruо Ii + 0. тo, пoДiливiши piвнянняr (22.9)
Ma,€Мo:

,tt'2 ?1,,'2
I v 

-1/L -r- A- - t.
\Ь

a) Якшo oбидвi BeЛичиI{и *'# до'цaтнi, T() piвI{Янтl'я {22.10). :r

зI{aЧиTЬ i piвняння (22.7) зtrбpa;кaс eлiпс;.
б) Якщo oбидвi веЛичиI{и *'* вiд'смнi \{?l€\,1O yяBIIий елiпс.

тoбт() piвняння (22.7) нe iIрeдстaBЛяr }(oдIloi лiнii.
в) Якщo oДI{a З цI4х BелиЧиI{ дoдilTl]it. il' Дp)'гa вiд'сьtнa. то

Мa6Мo гiпrpбoлy.
2. .Якщo K: 0, тсl piвняння (22'9) Мaс BиГЛЯД:

\''r,,,+)2у,,2-{). i')t 1l)

Пpи цьoм)i МO)KЛивi двa випaдки:
a) Якщo )l i )z Мaк)тЬ piзнi знirки. :Гo лiва чaс:тинa, piвняння

(22.11) poзкJIaд?lсTЬся I{a .цBa дiйснi лiнiинi \{нOх(I{иKи Як I)iЗнIтцЯ
квir'.rpaтiв. Рiвняння (22.11). a ти\{ сa\'Iиlur i piвняння (22.7) (.lvrc
пal)oЮ IIpЯMиxt якi пеpeтИI{aк)TЬся.

б) Якшtl 
^l 

i )2 N{aк)TЬ однaк<lвi ЗIIа'ки. тo лiва чil(.тинa 1>iвнян-
ня (2,2.1|) с сvМolo квaДpaтiв i' oT}кl, poзклa,дaсTЬся I{a два, },IнOх(-
rзИrкv| I]еpIIIOго стeITeнЯ. пpoте oбlлДвa \{нoжI{ики мiстять чЛеIII{ З

1r') ()l

нa .1i, OтрI{-

t22.r0)
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y.яB1ти\4и кoефiцiснTaN,Iи i ми мaсrтo пapy J-ЯвI{их IIp'I\Iих. якi гlil1lt'-
Тинaк)TЬсл. тобтo piвнянrrя (22.11) зtlбparкvс OцIiy дiйснv T()Чкv.

II. oдllн iз кoeфiцiснтiв xapaктеpистиЧI{Oгсl 1liвн.яння ); trбo )2
доpiвнкlс I{vлIо. Тoli 1.liвтrяння l22.8) шl:t,тиr,rе BИГЛ'Iд;

aб<;

)1::,2 i_ 2tt,.,.,l| + 2а,'дLl,* o,|,', : 1;. ), l 0.

\zу,, - 2a'1,sJ + 2a,.2,t1, 1 сl,,3з: (). 
^2 

+ 0.

i')') l .) \

(22.13)

- 0. (22.1б)

Pозглянеr,тtl piвн"*rнI{я BиГЛЯдУ е2,12) (;r,тя рiвняння BиГ-ц;IдY
(22.13) мipкувaння тaкi сaмi. ЛиIIIе I' .t2\ y, мiнякlтЬ{:я poЛfI.\aи).

1) Якшo a,zз F 0. то 1liвняннsl (.2,2.12) мoжн;r pOзI} язaTrt вi;Iнtlсlнt;
,у, i мтl. Oтpиl{а'6Мo

, Al Г| ,'l ..l. ..,: ,, |:| Гl - 
I':|З 

1.).) 1 .l ilI - - ЙL,, 
* 

ц, 
- .N,,. \:L. i.a l

Piвняння (22.1,1)' ii' oT.>ке. i trriвнliння (22.12) зобpa'хсaс тlaJraГlо-
лv.

2) Якшrti rL,,,', _- 0. тo iliвняння (22'12) нaберс' BиГJI.яц

lЯ'

А1

А1.r,2 * 2сl,,,.,.r, * с|,, : 61' (22.15)

зIiлaI]шIи ;tiв\. .taстинv (22.15) нa r,lнo>кItикI,I псрцIOГс) (:1.()I]с-

ри\{aс},'():

/:a)\r Y (/,.t - r{.Jl^l

,\t )1

Piвняння (22.1б). a Tи\{ (]ilМиlvl i piвняння (22.7),
.яКщo a!2.. - oi.,.,,\l ) t) визнaЧa6 пal)y ПaрaЛслЬ!{их Iipя\,1I{х:
якщo a]i. - rr,...,,A1 < 0 IIap.Y УявIiих ПapaЛeЛЬних пРя\'1их:
ЯKщo а,|,, * о,,,.,),r : 0 двi пpямi' якi збiгaтотЬ(],я.
Oт;кe, Ми ПoкaзAЛи. щO бУ.ць-якa лiнiя ДpуГOгo llop.яд}i\- с сlлiпt:

aбo гiпepбoлa, aбо пapaболa. aбо Пapa пpяМих (якi IтеpilтиIII],IоТЬ-
сЯ. пapaJIельнi aбo збiгaкlться).

Пoдiбним с:пoсoбоl,t ЗBoдитЬся до кaнонiЧIloгo Bигляду piвнян-
I{я IIOвеpхнi lpугoгO пopядкУ

Г..', n
L

D^

()T

Г
I

l:?'
I

I

l
-,tl- tr 1:.1 

I

-l
Ij

: rLt

-t

ri
Ij

o,!, )1

а,1112 * сt22у2 * а,цz2 * 2а,px:!1 + 20,В:r, z * 2а2:у!] z*
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-r20-i j:t t- 2u,2aу * 2031z -| rzqa : $. (22.17)

Сrтpям<lвукrчи осi к()оpi.IинzrT ITo Г()лoBI{их l1aпi)я\,{aХ кBацpa,-
тиЧнOi фоpми

F -- uуi:l:.2 -т rrzzlJ2 * 01з:lZ2 -| 2{I12:I:IJ * 2aу1x'z .Y 2{I2;1,lJ z.

ЗBедeМO ii дtl кaнoнiчнoго BиГЛяду

Л : ,\t.,;,2 -r \.'!J'2 + )зz,2' /.).) 1 х\

дсl Ai ' Аz. Aз хaрaктерисТиЧI{i ЧисЛa кBafpa:ГI{ЧЕOi фoрIvIи.
},. новiй сисlтtэмi Koopди}raт piвняннfl' (,22.l7) нtiГlере Bигл'III

А1.т,2 + А.z!J,, - А;i:,2 i 2ri,,,1j +2t/',ц, * 2t/.',z, + {|',.,:11.

j]aлi рiвнЯilliя (22.17) спpoшyloть 3a допo\{OГoК) IIi}рaЛеЛЬн()Гo
IIеpеI{есrIIIIя.

о Пpиклaд 22.2

3вес:ти до кaнонiчIloГo BигЛ'IДу Jriвняння к1llrвt-ri

5't.2 .- 8пу + -o,у2 _ |8r* 18y - 9 : 0

та, шoбупyвaти ji гpaфiк.

< 1' Зн:iхoДИIuo tзлР.(;t{i зIlaЧeнI{я ьtaтpиui -{

дpa]гиЧI{oi фtlрми - .) - ')t : a.r- -г б.rt7 -т il!J.'

pОЗB,I.jyк)ЧИ хaI)aкTopисTиЧнс 1>iвнян}iЯ }lirTi)I,Iu'i .{:

5-^ 4

4 D-^

кBa-

a

фopr,rи. тoбTO

- ii ь 4 i- ii 4 5 
r

-n

N,Iaсrlсl
(5 _ )), - 16:0. звiдси ,\1 : ], i2:

2. ЗнaxодиМо гoлoвнi нaпpяMки кBадpaтиvноi
влaс:нi Beктopи мaтpиui J, iз сис:теlutи piвнянь

Г (.,,, _ ))l -г a12Tll :0'<.'I rt'2| -т (o'z,z - ,\)m : 0.
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Де l1n7 ' кoopдиI{aTи BЛaсI{oгo Beктopa х. щo BiдIIoвiдztс влaсноrt1'
знaчeннro A.

Hсхa,Й,\: )r:1. Tодi х1 : (11irnr). дe /1 тa ?7l1 B}IЗHfl'Чaсr,ltl i:l
(]и(]теМи

41,1 +4rn,1 :Q, 4h*4mr:0.
Звiдси It: -T.|l't. Toдi х1 : (/1.*/l).o]rиничниrvl BеKTOpОМ цЬOг()

ГoЛoBIIoГO нaпl)я\iУ бy.Це вeктop /? : (*. -+\\/
Aнaлoгiчнсr знaйдеI{o. щO '': (*'t)
\,Iaтpиця 11 переxoДy Дo opTol{opМoBaн()Г0 бaзис:У з BлaсItих

вектopiв мaтpицi J мaс BигЛЯJI

!!
il
lllill
iril

Н-

3. Пoвepнемo осi KoOp;IиI{aт Taк. пtoб на,пpя}{и IIOвих KOO1)-

]и}IaTних oс:ей збiгaЛI4сЬ З ГOЛoBI{иМи i{aпpЯ\{aми кBaдpaтиvнtli
фсlpми. Toлi кoopдиI{aTи BrкTopa ::! бvlvть 3IIaЧeнI{яN{и кoсИIry-
с:a i синyt]a кyтil O пoBopoтy, oскiльки лiнiйне IIepеTBopeннЯ. Яке
здiйснтoс IIoвopoT сисTеMи кoopдиI{aT I{aBкoЛO фiксoвtl,ноi тoчкlа,
€ opтoГol{aльIiиM пеpeтвopeннЯt!{ з I4aTpиЦеIо

tl -il Vl \/2
ll 2 2lt Jt '/til - 2 2

li 
-I i \/2 \/2

-ll 2 2-ll х/z v1
li - z 2

Н- сl.ls (t. - sin a
sirr o (:os o.

Тrlдi t.оs " 
: +. sitl n : _+. тoГlтсl

Bиpaзимo змiннi :r, y uеpeз новi :1. , '!J 
"

тобто ,,: +V, + l/). lt : +(-,r, + у,).
Tепеp Мoх(eМo г.ИpaЗИTИ Чeрeз нoвi змiliнi r,, у, лiнiйн1, ЧaсTи-

нy зaДalloгсl piвняння:

-l8.l._ i8.и* 9 : -.Чk, + g,) _

.т/i : 
-- .l

змiннi

1:\
tt Iul \li

Чt', +lh+g: _18\/'ti +9.
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Oт;кe, пiсля вiднeсeння piвняння кpивoi дo Г()ЛoBIIих нttп1lямiв
ii piвняння нaбepе BигJIяд

r,2 +9у,2 - |sJ'у, +9:0'
Персlтвo pиМO OT риМiltt() piв нянrтя, видiливrп и псlвниiт кB ?t.i I)i1'Т :

t|2 + 9(lJ,2 -.2,'/т у, + 2)+ 9 - 18 : 0

aСlо

.trr *9(1/ - Jll'
ЗдiйснкlтоЧи IIapilJ-IеЛЬI{е IIсpeЕeсeнI{я
зa фоpмyлaМи

'Г,, : J.,. !l,, : !J,

оДcpх(и}"{o кaнонiчне piвняння елiпсa

_Q

П()ЧаТK}. lt Т(}ЧK\. ( )l \0.'\,1')

_.,б

пI lttru
_l_
I ' 1 -''

4' Бyлусмo кpиBy. ПoвepтaeМo сисTevIу О:r.у IТа кY.г ru' : -.15n i

пеpel{oсиMo IIoЧaToк кoop.циI{aт B тoЧкv О,Ф'\i2}. Поб.1,lyвaBIIlи
систeМy О,I'',у'', бyлyемo KpиBl/ (pис.76).
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" Пpиклаg.22.3

Зве<:ти :.о кlrнoяiчItt)гO BиГля.]v 1riвнrrння к1lизtli

3l:2 _t |0rч * 3.1|2 - 2t _ |4ll_ 13 : t)

тa пoбy.ayвaти ii грaфiк.

{ 1. ЗнaхoдиМo хapaкTepистtа.lнi ЧисЛа' кBaДpilTИvнtli фtillIutr'r

F : 3:r2 -+ IAr,!J -r Jy2.

Ска"лaДeш,lo хаpaк.IеpисTичIIс piвнявня

r3*^ 5

i 5 3-^

звiдс:lт ); : 8' ): : *2.

l)r : 25
I

]:о. lrбo (3-
I

I

2. Cклaдaсмo вiдпoвiднi сис:теlrи
Чeilня Bлitсних вriктоl-liв

Аi:8

-5lr*5rn1 -0
tt : tl.tt

х1 : (1:1)/ - -\.о - { х/.2. v/2 \*l - t 't' c I

-2,l:-I4ц -. _2

i почaткoве pi

лiнiйниx piвнлнь дЛ'{ BизIta,-

)z: -2

5l.z i 5тt,z: 0
lz: -тnz

v^-/-l.1\
^Z - \ .-: LJ/-

-o - 
I -vJ. vJ \r z - l-r-' t )'\ - -/

Oт>ке. фoprtyли пoвopoтУ oсeй ДO гoJIоB}Iих нaпря.viв \{?lT.и-
\,IvTЬ BиГляд 

n, ._ Фnl 
- 

nП,,t)у
,, _ V.2 ,l -у ',f2 ,1;' 2ц | ,2:l

Ha oс:нoвi цих фоpмyл Дiс;тaнel,tо, щo

( Jz , ,,/t ,\ ,, (*,,* *r,)\ 2 . -тu)-|a 
\т, 

-_Ту 
/

BI{яI{I{.fi на беpе BигЛЯД:

8r,2 _ 2у',z - 8J2х, - 6J2y,_ 13: t]

: -8х/2 э:, -6J2,у,
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-\ 
.l

3/2 \

, I -rr'

3a фОp}IvЛ!l.."IИ

:ц,',,*

l.

?}.)o rliсля BидiЛеriн.'l пOBI{их кBtuIpaTlB

/ д\! /
El.,',-v! l -z|.ц'-l" t I -l

\ -/ \

ЗдiflснкllоЧи пaрaлеЛI,II() псpеI{есt]нIIя

,r''t :.(t - +, !J" :
oтpиil{aс}до 1liвняннo .i,,..pбn,,

/r'2 ,,t!2

3. Бyдvеo,o кpиBY. Cистемy i{oоpдиI{aт ():lJ у, ().I()i)]*irt\,1(l iз <.tr-

сTeми ():tу пoвopотO},{ нa кvт су : 45". Пtlрt+нtltlи\'{() П()Ч21тoK кOtl})-

ди}Iaт B тoЧку О' (+,_4f )\- - t
Ilобyпyвaвrши систеМУ кoopдI,{нaт (),r,,.t/'. бyfvсм<i IipI,IB\r

(pи<:.7T).

Pуtc.77
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o [Iprдклaд 22.4

Звес:тr,т io ка,нонiчI{oГo BигЛ.ядY Iliвняння кривoi

4r2 _ 1r,.L1 -| у2 + 6n + 2у + | :0

тzr побy.Цyвати ji гpaфiк.

< 1. l]нaйдеrvlo влaс:нi зт{aчeIIII"я мa,тilицi J :

fpa]]иЧIIoi фoрми F : 4r2 _4rу*y2' poзв'язуtоvи
не 1liвняння

ii:0

4l'1 -2rn1:Q -12
Тn1 - )|' l'2

х1 : (1;2) X2

",,-( 
l ] \ а_.1 - \ '/з' "в. ) ".z -

oтrке. фoр,lцyли пoвopoтy oсeй кoсlp
п1lямiв МaTиN{vтЬ Bигляд

n -ri:.) 1 ]. квa,-
-L r 

i

apaкTepистиЧ-

l4-i -2i -2 1-A -0. aбо )2 - 5,\ : 0.

Звiдси }i : 0. ): : 5.

2. Знaходи\fo Bлaснi вeктopи, якi вiДпtlвiдaто']ГЬ кOpеIIяМ хa-
] )а }iTсI)истИчI{OГ() рiвняння

i2:

- 2rn2: g

- -2rп2: (-2; 1)
/ ., '\t!.rt| Е. Ё 

'\ Vа vx/

диI{aT дo ГoлoBl{иx IIa-

'lrt,
t _ 5r 

_;E!t-
ц: ftl| o *у'.

Нa oснtlвi цих фopму.ll фopr"rул дiстaнeмO. щO

/1 ') \ /') 1 \
|o,r.у.2lJ : ь |:',', - 

.=!l, 
) *z ( .=',, 

- +.,' l -\vo vc / \vD v"'t)-
10 10 . -
/-.l.' - /=!J' :2V5t, - 2х/5у,.v5 v5.
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oт>ке, IТoЧaткoBe рiвrтяння нaбetrre BIтгJIяд:

5'у," + 2Ji:r, _ 2\/i lll + 1. : 0

aбo' пiсля виДiлeння IIOBI{OгO квaдpaTa.

, (,,, _+,, * *) +2х/5зJ - a.

тобтo

, (,'* -r 2vБ lt : t).

,с\ 2

v, 
1sJ

Рис. 78

Bиксlpист.oвvloЧи i:iнiйнe пepeTBopeнIIя к()opдин:}т

I,, : r,, ,!J,, : ,у, * *
тo бтo здiйстrкr roЧи IIapaлeлЬI{e IIе реI{есeI{}IJI IIOЧ?1Tк V кО opДиI{aт
тoчкy О' (0,f ). o'p,NfaсМo piвняrrня пa1lаГltlли" \ о /,

",rl2 - _2JБ.,,,:t--.1
rt
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lt. lля поСl\'дови кpивоi .сПеpIIIv -з}itlйдеl"lo кvт ш()B()])отY {-}.

\,I:rемо: (:()s(l.: }.,i,,*: 
j-. 

тt-l.Ii tilr;:2 i rl'- 6i-)..v0 virЬl':lyсмо криi]у. П()B0pTtt,сМ() с!{(;T()\1V,()"l:tl;тa К.},,Г (l: - tjj.' i
t /- \

П()peнo(jI'{]vlo n()Ч?IтОк кOopдиl{а1T B 1'()Чкy { u. У; ] . ilоr,r,.rr,'l]?lЕI[;'l'\ :)l\./(;и(:те\,Iv {),:l:,,.ц,,. бv:I-vсм<l {<риBY (рис. 7li1. t>
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