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BиД., П€pерoб. i дoпoB.- K.: Bищa IIII(.'

1994._ l92 с.: iл.
ISBN 5- I l-00 4271-3.
РoзгляЧyтo oснoB}Ii poздiли кoмбiнaтopиI{и i тeopiТ

ймoвipнoстeй, a .Taкoх{ нaйпpoетiшi .пI{тaнI{я пdaтеI\ilатичнoi
сTaтисTики i тeopii випaДKoBих пpоцесiв. Нaвeдeнo багaтo po.
зiбpаниx ПpI,lкладiв i заДач' a тaкoх{ BIIpaBИ I\ЛЯ самoстiйногo
poзB'я3yBaHн я.

Д,pyгe BидaI{I{я (1-rше BиД._ |977 p.) ДoпoBIIенe зHaч}Ioю
кiлькiстЮ 3аДаЧ дЛя.сaMoсTiйнoгo poзв'язyBaн}Iя.

.II,ля стyДeнтiв tlедаГoгiчниx I{aBЧaлЬ}II{x зaклaдiв, щo
BЕBЧaJотЬ дIIсциплiнy <Tеopiя ймовi pнoстей>.
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I 63_94
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1@) B"цдавничe oб'еднаHняv uB}ща шIкoлa), |g77
@ 3. Г. Шeфтeль, 1994

пЕPЕ',цшloBA Дo,^цPУГoГo BиДAIIFIЯ

У дpУг9мy видaнtti yсyllе}Io u.i пoMiченi неltoлiки ПеpllIoгo BIl.

ДaH}Iя' .цеяKl IIиTaнHя виKлa.ц,eнo пo-lIILtIoМy' .цoД.aнo pяд t{oBиX. ПИT8Ht,
i новllx ITpиKЛaдiв. oскiльки Дo KtIиГI{ BI{ЛЮЧе}Io 3наЧнy кiлькiстr.
}iIIpaB ДЛя самoстiйногo pозв'язyBaI{rIя, тo ii l\{o}I{Ha BикopисToByBaт}-j
l як збiprrик 3аДaЧ.

.(о.yвaги чиТаЧa. 3нaк EЕ B TеI{сTi oзнaчaе кiнець ДoBеДe}I}Iя. FIy-
меpaЦiя oз}IaЧeнЬ' Teopeм' фopмyл' BпpаB y l(o)кнoмy poздiлi само.
стiйнa. Пpи пoсиЛaннi на TеopeМy aбo фop.Iv'yЛy B ToMy са:п,loмy poздiлi
BкaзyeтЬся Л.ич:е ТТ HoМеp; Пpи Пoсилaннi нa.TeopеMy aбo фopшtyлy B

lF{lIIoМy рo3.цlЛ1 Bкa3y€Ться тaкoхt нoМep po3д1Лy.

3 пЕPЕ'.цJvloBll Дo IIЕPшoгo BиДAIIHЯ

I] oсновy uiсТ Kниги IIoKЛaДе}to лекцiТ, якi aвTop пpoтягoм бaга.
"гьol poкiв читaB нa фiзикo.п,IaтеIlilаTиЧHoМy i мaтeмaiичнoмy фaкyль.
TеTax I{рoгoбицЬI(oГo Ta Чepнiгiвськoгo пeдaгогiчниx iнститyтiв. Bо.
нa llаIlисaна вiltпoвiДно Дo llрoгpaМи ? тeоpiT ймoвipнoстeЙ цля спецi-
aЛЬIloстi кМaтеMaтикa) ПедaГoГiчниx iнститyl.iв, aBTopoп,I якoi r, aкaД.
A. 1vt. Kолмoгopoв. Kp iм Tpa,цицiйниx теМ 3 тeop iТ ймoв ipнoстей B
кI{иГy' згiДнo З llрoгpaМoЮ, BкJI}oЧенo Taкo}к еЛeмeнти MатеIvIaтичнoТ
стaTистk1KI4.

oскiльки Цей пoсiбник пpизнаЧe[I иЙ Для' мaЙ6утн iх yuителiв мa.
TеMaTИI{И' To B IIЬoМy oсoбливy yBaгy пpидiлe}Iо ПитaflllяМ, якi мoх<нa
BиI(opltстaти нa ypoкax y IшкoЛi. Це тaкi ПитаI{}l Я, ЯK oснoBнi пoняття
кoмбiнaTopиI(и ' зaстoсyвaння кoмбiнaToриI(и дo poзB'язyвання ймо.
вiрlliсниx 3аДаЧ' зataчi нa геoMeTpиЧ}Ii ймoвipнoстi . Iy''atаfyтнiй УчL1.
1.еЛЬ пoBи}Ieн чiтко yяBЛяти сoбi лoгiuнy стрyKTурy I{o}I(Hoгo lvlaTеil{a.
TиЧIloГo Kypgy, Я\Ий вiн BиBЧ.ае. ToдлУ в кн'.из!пpидiлеI{o yBaгy такo>к
аксioматиЧI{iй побyловi тeopiТ 11мoвipнoстей. Пpoте' вpаxoвyЮЧи, Щo B
IIpoгpаM.1"x ПeДaгoгiчниx iнститyтiв не пеpедбаЧеHo BиBчeнЦя 3aгаЛЬ.
нoТ те9Рii мiPи' aвтop oбмежиBся еЛеп,trilTаp.I{иM BикЛа.Цolt{.

У книзi вмiщенo Tакo}к з[IaЧнy кiлькiсть ДoкЛад}Iиx poзв'язaнь
гIpикладiв, щo Дас ЗМoГy BикoрисTаTи ix для самoстiйнoгo BивЧe}Iня
теop iТ ймoв ipнoстей, зoкpеNlа стy.цeЕтal\,tи.зaoЧ[lи KeMи.. 

Aвтop ryрo^Bдяuний pеце}Iз*eHTM B, с. Kopoлюкy, A. B. Cкo-
po}o,цy, Ю. П. C3vлневy. тa Д1. И'. Ялpeнкy 3a кplrтиЧнi зayвa}I(eння'
якt сIIpияЛи [IoЛtПtI.IeннЮ кHиги.
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s l. Пpeдмeт кo^^6iшaтopиl(и. Пpaвилa
Cу}rи i дo6уткy

У Сl;tl.;l l l,( )Х l.;|./l ylj,lX ЛIoдсЬкoТ дiяльt{oстi ДoBo/tI{TЬс'Il'yt.l.l)ll|.lIll(.,l t t;|/Ultl;lMll' B яKиx Тpеба знaй.ги ЧИсЛo N'{o}K.
lllIl||\ ll(l {;tl||l|'(.Ilt, |.t/l.;lttllх tlpедпаетiв, ЧРtсЛo способiв, flI<уI.
ll| \l()l|1||.; llltli. lIlllll /[(.illttlй вrlбiРTоЩо.,I'акi зaДачi вивчае
iIl.lllll||.lt|,l}ll|..,l l;l.ily l|} M;lГеM?ll'ИKtl, tIРtlд.меToI\4 яKoТ r
lr.lrlll }| l.lr lt|'lt.llltll,\ l\1ll())ltllll. ()l<pемi lсошlбiнa,гoрrri зaДачi
tlt l tl l}|ll,l 'lllr ;| lll.r. lt r.1,l|)rl t tlrlli !|;|(.lt' it.IIе rtеprшi TroреTиЧI{i
Jllll ,rt|,,|l|r(.||lIil ll lIlii t;t.'l1 ;| 1)\. ltlt .tllrlб;lt'lti li ХVII r:т. lo П а -r'lr Jl ,,| (.[,.1 l ll lll (. il Nl ;| \, t|t il:tl(y 'l rli7ц1lil,\yllк11M ЧI{сЛа
llt tl|||\ Nl(lzlr'llIlllll.|(.ll ll ;l i;ll)tIl||х il'1l;tх (l<.'l1ll'о.ltli iгpи,
ll l)ll I lrV(lllI\( ll\l lr llIttl) |,i|,,1 .iil/Ulrl l(()Мбirr:l.I.OpIlKрI Розв,я.r;шr,il. ll ii ,п ('t)

Ilpсt.r.с l} сlll)ilIi)ItllItl П{it,геlvl;-tTII.lIдz. tIаyKy I{11]\4бiНaTopI4I<a
ilеpеl.IrOpИJIaС'1 JIltlllr B I.lаtll tlас. ПiдвиlIlеFIrrя iнтеpесy Дo
I{oI\4бi нaтopI41<'{I RtlкЛиl{aНo б),pХЛиBиi\,l po3gиTKoil,t обчис.
ЛЮBаЛ Ь[IoТ ТrХ Н iKи i пов'язattllшl 3 I{иlvl laГaЛЬ[I РIМ poзBиT.
кoM /lИсKре.I'tloТ шlатеMаТиl(l,l. 3oкpеМE, бaraтo 3АДaч TеoрiТ
ймодi pностеЙ pозB' я3)rетьс язa,цcПoildoгoЮ KoМбi нaтop, KI4.

Bведемо Пo3ЕI aЧеНH fl. Д{ноrкИHИ tToЗlraЧатиL'{e-
Mo BеЛI,4Kvl}/lkI [Ia,ГЕIHсЬIttth{Il бyкваvlи: А, B , C, .. . , ТХн i еле.
MеHTи - NIaЛиМи| Q, b, с, ... ' oб'l.ц'{ aHHf1, пеpеpi3 i piз.
lIИцю МгIO}I{иI{ А, ts Пo3HаЧaTиvlеl\4o Biдповiднo i д |J B,АB.(aбо А П B) Ta /\s; И _ пopo)кFlя l,{нo)I{иI{a.

У цЬoмy РIl'з4i.1i poз ГIIяДaTипiIеIvIo лиIIIS скiнчeннi мнo.
>KI4HI4; Чеpе3 ry {Ф Пo3[IaЧаeтЬся ЧисЛo елементiв мIнoх{и.
ни А: якщo 

^/ 
(А) : n' тo рII{O}I{иHy .4 Нall4BaЮтЬ n-NIНo-

}I{и}lCIlo.

3нaчне ЧисЛo теopеlv' i формyл кoмбiнaTop I4KLI гpyНTy-
€TЬся tIа llBoХ е.ЦеMенTapI.It{x ГtpаBилаx' 

'tкl 
p^ailI4}aютЬся

прaxиЛaми сyM t.l i дoСlyTl{y.

-Пp a в И II ()-с У M tl. fltсttt,о \еякuri oб,скm а Jуt09!сt1а
вuбpаmu m, сn\r:обам|t.,0 oб,r''tttn.|l *^ n сnосо6аgl, niuцoлou
нiяrcшЙ вuбip 0 tt,l :tбi';:аt;|tl,ll(:l:l :l u(:rх)нu'I|| 3 вuбОpiв i, йo oОui*
3 oб, скmiв а абсl b мошlttt rttt67l(lпllt tIl |- n cnoiofuам.tl.

Цe ПpaIзИJIo с,|.;l(-: :rtlltt:iм OlllI}lU(tl I]NI' якщo сфopмyЛЮ.
BaTу, йoгo .lак якtщl N (А) '.:; ftl' /V (B) ; ft, Аff, 

,:^ 
i , *o

^/(А 
U B) -m..t-n.

4

ПpaBилo дoбyTI{y. Якщo oб,o,$m а, мoэtсна
вuбpаinu m cnaco1аЛt|t i npu KoctсIиo.пra вш6opi oб, скmа а
oб,скm b мoэtснавuбpаm|t n Cnocoбамtt, ma вшбip nаpu (а,b}
lуtolfс|dа зОiЙcншmu mn сnoсoб(].l|ьш.

Д. о B e t e н н Я,. Hеxaii piзнi мoх<ливi вибopи oб,eK..
,Гa а r, Qt, ,,., a7n1 o piзнi мrr;.к.ПиBi вибоpи oб'eктa b пpl,t

вибopi щ r' brt, o.., bini TO/li всi I\,Ioх(Ливi вибopи паpи (а,

b) yTBopЮЮTЬ пpяМoкyl'lty .гaбЛиЦЮ

(а,, b',), (a,, b,,)' i r. 
' 

(а', bп),

(a,, b,,), (а, b,,)' ... ' (а,, bzn),

(d*, b*t), (d*, b*z), , (а,*, b,nn).

Ця тaбЛиця'' oЧеBиД}lo' сI{ЛаДarTЬся 3 mn еЛеMeнтiв. Е
У 3 aГaЛЬ неI-Iе Пp aB ИЛo Jtoбyт Ky. Як.

Щo oб, сKm аL JуtottсHа вuбpаmu mL сnОсoбаl,tu, oб'€кffL az- ffiu

сnoсoбаfuIu, .. . , oб, €Idtn аr - ffi, cn0c0ба.I4,u, rО вшбip вnopяd.
KoваIuo| cuсmеjуxu oб, скmiв (а,, o.. ' а,) foLОfiс,на зОiitснum|,!"

ffLrffLz .. o mr сnocoбa'.ryI|I.

Це пpaBиЛo ЛeГкo ДoBoДРIТЬся iнлyкцiею гIo ,'.

Пpиклaд. Нехаl"l 3 Пyrlкту Адo ПLi{KTy- B, ry доpiг, з 4 дo C *
n дopiг, з B I\o D - k.,Дqр'..' з C Дo D - l дopiг; B i С мi>к сoбою

дopoгalvlи }tе спoлyЧе}Il. CкiлЬкoМa.цopoгaМи Мo}Kнa ПoTpaпити з А
до D?

]гiднo 3IIpaBиЛoI\4 до6yткy з А.цo D Чеpе3 B вeДе mk л9Piг, а
Чepе3 с - nI дopiг; тoпrу 3a IIpaBиЛoI\,t сyп,Iи ЧисЛo всix доpiг з.r1 Дo D
e inн, * n|.

Bпpaви

l. У Тдальпi е 3 пepшi стpaви, 5 лpyгиx i 2 тpетi сTpaBи. Cкiль.
кoN,Ia спосoбalvtи l\,lo}кна сI{ЛaсTи 3 них oбiд?

2 ' Cкiльки двоuифpoвиx Чисел Mo}K}i а скJl асT}I 3 цифp l , 2, 3,
4, 5, 6?' .3. 

Cкiльки тpиuифрoвиx Чисел },toжна yTЧgPити 3.цифр |,2,3, 4,

5, 6, якIfl.o всi шифpи yЪвoprн9гo ЧисЛa rigвI4ннi бути piзними?. .4. 
У lдкoлi нЬЬчaЪтьсi 1200 yuнiв. .Ц.овест}l' щo Ilpинaймнi двoе

3 llltx l,Iають oднaкoвi iнiцiaли.

g 2. Упopядкoвaнi }vt!{o}lt|4}|у|.

Poзмiщeння [6ез пoвтoPeрЬt" Пepeстaнoвl(и

JVlнoх<vlНУ |VI [IaзиBаЮTЬy п o p я JI K o B a H o Ю' I{oЛи

B lriй BстaшoBЛенo вiднoшеltня пopядKy (, Щo Маr тaкi
BJIacT|4BoсTi: l) для бyль.яKиx o, b с IVI aбo а < b (а п9Pе-

дyе b), a69b
оiр вiдношIerrня гIopядKy B дa}Iiй Mнo}t{иi{i нaзиBаtотЬ i.Т



lltl{lll'lJllivtt;lllIttlNl; |';lt() |l;llll)|tlt.,l;l/[, l\|lltl7;, lIll;l Il;tTуpaЛЬI{ихIllt(.(,.tl (.l.;l(. lItlrlIltl1lt((llt;|||()l(), 
'll(ll(O 

ltll|)l)}|/llt\,ll;l.l.tl ЧI,IсЛa 3all(t.lllliIlIt!l}lt). IllГllil;1tl.lrlr;llIt Ill -< ||,t.()/lI l tt'll,|.'ll .Гo.Дi' tr{oЛиIl| - |l ,l l..,trt Ittlr ll)1]/llr \,It;IlIl|'l сl(iI|.{t'tril'.,l ,l l\lll{ ))l(tlIII.l ДoсиTЬlr()l|r1;llПl\' |! (..|t|.N|(.lIt\, lll)ttlItl(.;l].tl (),'llllI t llr,;'.1t.;li1} l, o.r' t|;lГll l Il|)r lr.11; l.Iltllr .ll lt ll ,,.,...N,,L,lI,l.pl l] lt(.tlIl( lNl.\, ||( )l)1lltl(y.
Ir, t',|\l\, \|||rl}t(lllly М())ltllzl' ollеl]I,lllll()' liIlrll)'|,/(l()/B aTИIIo-

lll tlllll\l\,,. l;llt, /l.rlil l\Ill())|ilttlIl' Щo ск/IaДar.I.llC}| .t .I.|)ll()Х еЛе.i\t(.IlIllt Il, l,, I,, t\t(l)l(./lItl}i .гакi 
P'ПoPя/lI{yBаllll'l: (а, b,-б,(tl, t', |,|, (|t, tt, ('), 1|l, t,, tt), (с, а, b), ('iЬ, ф./lвi вtt.opяdкo-,itIl|| \||ltt l1, tlItt! |ilitl,|tt'(l|()|lt|tJI p[внuм|,t, я|сщo вo|l,u crcла(iсttol?'b-t,tl ,' Itltt \ |'tl1|tt \ t, lt',lltlt|пiв i o0наrcoвО snopяОкpванi. На-lll)lltt./l.l/l , (,t, Il, t,) i (u, (|l b) - це piзнi BПopядKoBaнi шtнo.

rlr I I ll | |

( ) .| ll ;l l| (. tl l| il l. llехай Л/I r n-TvIHО/I(инoЮ, Ё g. Il . l,,t,'lttitt]t'IttI|I || :| |l (../l(,N4t'll.l'ilз Пo h, 
"nu'u,',l.й,oo.яKyttll(l1ltl/(l(()|t;lt|\' |i пi.ltп,lll())|(lllly MIIO}Itl'lllIl 

^4. 
LlислЬ po,lvli.

ll((.lll, :| || (../|(.Мt.Il'l ilt ll() h ll().tll;l'l;lt.],I.Ьс'I Taк , Аx (/ 
- цellеl)lltil бyltll;t rIl1l;lllltyltl,l(()l.() (../l()Bil ;lгГulIlgеnlеnt * pO3}4i.

щеIllIяl' BIIoр'l/tttyl]аlIllЯ).
oтх<е, ДB3 poЭмiшlенltя BBa}I{aЮTЬся piзними Ilе тiлькиToДi' KoЛи Boни вi.цPi:зняютЬся Д,eя I<I4NII4 еЛеМeнTaМи ' aЛe i4тoдi' KoЛи Boни скЛaДaЮTЬся 3 oДнaKoBиx еЛеI\,{е[Iтiв, aЛевiдцзFIяЮTЬся Тx пopядKoМ.

ll TeopeJ,eа, 1. fля ?udo.Я,tсuх наmуpалb|tuх цtl,сел n i k(k

т.. А!,:n(n*I)(n._2)... (n_kal)' (l)
tl o B е Д е н Н Я. BиведеМo спoЧaткy тaKy pеKypеHTнy

фopмyлy:

А*+'-Аr,fu*k) (A<n*|). P)
Для тoгo щoб Дiстaти бyль.яI{е poзмiще}IFIя 3 n елементiвПo k + l, тoбтo BПopяДKoB,"i (i Т-i).Пiд.мнo*йny n.Мнo)I{ини fuI , ДОcить дЬ якoТ-".оyдi unoщДI{oвaноТ k.пiд.п,IнO)I{иI{и А4 L С А4 ПpиrД НaTИ 

. 

6у Дь-якиfit 3 еЛеп4еItтiв
а ( /l4\. M |. oскiлЬI(и М}l()}к ИIIУ А4 | М()iI(Il;l lltrб1l;l].ll Аr'спoсoбa\/II4' a 0ЛеМеlll. (t n --- k (.ll()(.(lб;tмll' .l.() :t;l Пpa'илoп4
Д.oбyткy П;lрy (h|,, (/) N|())|(ll;l lrll61);t l'| , ,,1,i, (tt * l,,) спос aбa.MI{' tцo дсll}сl/1l|.Гt, r|х l;)l\,l У./l\/ (2)

l.епtl1.l t|ю1lMy./|у til .'l(.|.lt() J[()tt(.(. lll tllll'vlillit.lt-l пa k (пpи
фiксованoмy ll). t,ll1l;tlrJ[i, ll1ltt /.. l lttl rIlrl1)N,|У./I;r oЧеB ИДнa(А:, 1: |l, r.об,гсl ||-M'|()/|tltIt;l ttt;lr. It ()1lIl()(../l(']\4еFITtlих пiд.M}Io}l{Ilrl). l Iс,х;lii t|xl;}My./lil (l ) П|.l. Пtlr llr. l\,||f| ll('ilt{oгo k <
6

- Аr" @ - k) : n (n _ l) (n * 2) (n - k+ 1) (n -
k), тoбтo фopмyЛa (l) Mae мiсце i для k + l; ToMy

ця фоpмyла сгIpaвД}tryrтЬся ДЛя всix A < n. t
Пpиклaд.. Cкiльки тpeба Mати сЛoBrrикiР, щоб N,{oхGIa..бyлo без.

пoсep6днъo рoбиJи IIepек.пади з бyль-якoi g п'яти гvIoB, РoсiйськoТ, yк.
palнсЬKol ' ангЛ iйськ6Т, н iмеIдr,кoТ, фpанu.yзькoi' нa бyль.якy iнrшy 3

ниx?
0чевидно' ЧисЛo сЛoBIlltl(iв доpiвнtое, А?: 5 ,4: 20.

oзн aЧеIltl'l 2. PозмiщенHя 3 n еЛеMентiв Пo n
нa3иBaЮTЬся nеprcmаt{oвKаJуttt 3 n еЛеМентiв. Числo Tgpе-
сTaнoBoI{ 3 n еЛеN,{ентiв ПoзtlaЧаrTЬсЯ Чеpeз P,, (P
ПеplIIа бyквa фрaнЦyзЬKoгo сЛoBa pегmutation - Пеpе.

сTаHoBKa).
Як бaчимo 3 ЦЬoгo oзнaЧе[Iня, piзнi ПеpесTaнoBKи 3 n

елементiв вi,ц.PiзняюTЬся ЛиIIIе Пopя-{1.o* елементiв (бо

Ko}I*Ia 3 ниx MIсTиTь yсi еЛеМеI{Tи Д,aH o.i n-мнoх( I4HиI). Томy
i\4oх{нa сKа3aTИ, Щo Pn_ це ЧисЛo piзниx способiв, яKиMИ

N,,Ioх(нa BIIopядKyB aTI4 l?-Mнo)I(иHy. oскiлЬKи Pn
3 Tеopеми l безпoсepеДHЬo BиПЛиBaе TaKа TеopеМa:^

T,op,Jwа,,2. Чшcлo nеprcmанoвoт 3 n елeJЙеIumiв )optвнюс

fuoбуmiу вciх наmapа/Ibшшх цuсел вtО I Оo n:

Pn: I ' 2 n - rrl. (3)

3ayвaжeння. Фoрмyлy (3) ЕIеBа}KKO дoBестl4 : 9..:l:::ч:*noo 
Ilа

оснoвi Ьзначен}'Iя ПереСTaнoBoк. PoзгЛя}tеП4o сПoЧaTку тl пepесTаHoBки

' 
i елемeнтiв, щo Маiсlть тoй самий Перlllий елемеI1T а; ЧисЛo TаI(tlX

IlepeсTaнoBoк с' oЧеBид}Io, Pn*1 ; беpyнй piзнi а,ми ДiстаttеMo Bсi пе.

pесTaнoBKИ 3 n елеI\4еtITiв. oскiлькtl еЛеI\4енT o N{o}K}Ia вибp aTИ n сПo.

Ьобап.lи, To 3a пpa'иЛo* лoбyтку Pn: nPn_t.3вiдси, BРflxoByЮЧи'

щo Pr : l, дoвoдиl\,Io (3) iнд1,кцiею rт.o n.

Пpиклаi" oiloгo.pqpу "l0 дpyзiв зaЙшлpt Дo P:TPP.11I:^ХазяТr.i
DестoDа[Iv ЗaПpoпollyвав Тм пpихoдиTи Jlo IIЬoгo щo.цня l Koх{}Ioгo paЗy

ffi;;.u,'Б','.Ё*t Ътiл tlo.iнrшoмy; пiсля тoгo , ЯK yсi спoсoби pозшli.

йБ"n" 6yдyio u,u"pnaнi, ix гoлyйатиl\4yTЬ y pесTopaнi безкоtштoвн().

Koли наётaне цей День?
Числo piзниx спoсoбiB poзIvriЩення l0 чoлoвiк зa сToлolvl' oЧеBиД.

tto' дop iвнюс
Pro : 10t - 3 628 800 ^s 

3,6 ' l0o.

Цей дeнЬ HaсTa}lе Чеpе3 9942 рoки.

Bпpaви

6. Cкiлькol\{a спoсoбаI\{и lvloжНa poзсaДИTИ Q vuчiв уxLэч..-ч.11]i
0: ёкiл'кЬмu сшoсoбalши lvto}кнh ЪрoбиTи тpиколipнии пPqРxp:lР

з гopизo}tTальЁQми с.i\лyгаМи o.ц}taкoвoТ шиpи}Iи, якlцo e тKaнич9f]?:
}Iиx кoльоpiв? Poзв'яlкiть цю 3at.aЧy Зa yп4oBи, Щo o.цин 3 кoльoplB

I\,Iae бути чеpBoниI\,I.



1 . CкiлькоIvIa спoсoбaми мo)Kнa з 30
фiзopгa i peдaктOpa стiltгазети?

yultiв I(JIaсy oбpaти стapoстy,

8. CкiлЬKoI\{a спoсoбаMI{ I\iIo)к}Iа llpисyд}rти зoЛoтy, сpiбнy i бpон"
зOBy Ir{едаЛi нa зIvtaгаItIIяx-' B яI{I{х беpyть yчaсTЬ l5 чoлoвiк?

9. У шахoвol\4y Tyрltipi беpyтЬ yчасTц 7 чoJIoBiк. CкiлЬI{oМa CПo.
сo6ами Mo}tivтЬ poзllo/цi.цитись мiсця мiхt Ьимrr?

l0. Cкi.irllli()М;l сtloсoбaми Mo}I{}Iа скЛaсти сrIнсoк з 8 уuнiв?

s 3. Кoмбlнaцii I6eз пoвтoрeнЬt.
TP><кyт}|ик Пaскaля

():r l| ;l ll (. ll lt ,l 3. Неxail tVТ e n-Mнo)кинoю, ft < n,
Krtлt6iн(I||ir:tсl 3 |l ('./l('l\4cllтiв пo k Ha3иBaЮTЬ бyль-яKy k.
lri;lмll()}|(ltlly Mtlr))|itlllIl 

^4. 
Числo Bсix комбiнaцiй 3 n eЛе-

l\t(.tl.l.iIt ll() h ll():tlt;lllilС.ГllCЯ Чеpе3 Cr' (с - пеplшa бyква
rIl;l;rll |[ylill|(()l.() (../|()lt;l t.t)l llllina isоn - кoMбiнaцiя).

()l.нtс., tttlмГlilt;tl1iТ, Il;l tli:tмirry Р.iд p03МiщенЬ,-- Цe Hе-
tlll()lltl/Utrllt;llli lli/l,шtIl())|tlllll| :til/l?ltt()l t\IIlo}KtII.IlI.

,I'сttрl,.|aц, 3' /{лн бtpt,*JllittJ I.I(l|tlцpалbt.Iuх n i k (A { n)
Л|t]ti м i ctцсl |l сl 1l лt у /l0

f-l rt (rt - - l)
\JN

(tt_ /с+ l)
(4)

3n

:
k.

Taким ЧиIIoh{' Ko}I{шa кoмбiнaцiя 3 n еЛе},IеHтiB

Д.оBедeнH Я. Piвнiсть (6) 6езпoсеpеД}IЬo BиtlЛи-
Bar з.фopм},tll (5). I{ю сaY..Y piвнiсть Лeгкo дoBесTI,I iнак.
Шe, з'cсyваBlIIи ГIpи цЬoмy ТТ кошtбiнaTopЕIий сn,tltC:Ц,.a сaIvIе'

яKщo 
^4L 

r ft.пiдмllo}t(иI.Iolo ru-NlНo}I(I{ЕIи Л4, то 
',},I 

.\.-iИr r
{n - kil-niдo,t"o}I(иlloЮ цit,Т MI.Io)l{иIlИ, i нaBIIaKl,i. oтже,
ЧисЛo b.пiдмIlo}I{и}I n-|,/ILIo}Kиtlи ,(opiвнюе числу tn - k\.
пiдмнo)KиIt цiеТ MI-Ioх(l,IlIи. l

Piвнiсть (6) Mo}кllil tloшlиpиTи rIа BиПаД.ОI( k::- 11 (тoдi
Bo}Iа бyде IyIаTI4 мit:lцс i /tляl k == 0); пpи цЬoМy.цoсиTЬ tIo-

!ffaсти 8a oзшallеllllяIvt Су' : 1. Сrrpaвдi, С!;_ l (цu Bи-
ПЛиBal яI{ 3 r|ю1ll\4yЛи (4), тaк i з oзнaЧe}Iня , 6o oЧеBидHo,

Щo iсlryе ЛlII.шr oДHД n-ПiДмнo>куIНa n-п,IЕIo}I{иЕtи - сaп4a цЯ
плIIoN{иi'u); ToIVIy Пplr k: n (i гIpи k: 0) piвнiсть (6) пе"

pеTtsopЮrTЬся B T.oTo}Kнiсть: l .... l.
TёopeJw,a 5. !'ля буОь-яKttх, наmapалbншх ц|tсел n i k

(k

C*n, _ Cr,+ СT,

lrl

(7)

Д. o в е,ц e н н Я. I с П o с i 6. BиlсонaeMO TaKi пepe-
тBoреHIIя:

Д. o в е д е H [l f|. Яnщo зa.цaнo деяI{y кoмбiнaцiю
елеMе[lтiв IIo k (тобто k.пiдмно,жиI{y n.Mнo}KигIи I|4),
вIIopядKoByЮЧи ТТ piзними спoсoбаMи, МИ дiстaнеМo Ph
- k| piзнlаx poзп,t iщен ь 3 n еЛеI\,lеtlтiв пo /t -- t 

-) :\h ' n-k+l I

nl

nlnl

(h-l)l (n*h+l)l

Пok
71hnn

(5)

l; тoдi фop.

цuсrll n i k

Х
IlopoдХ{yr k| pозмiщeнЬ 3 n елемeнтiв пa k, тобтo

- kJ Сr', зBiдси, BРахoByЮЧи фopмyлy (l), Дiстaемo

tk * l)! (n - ft)l (h - l)l (n - ft)l

n+ | (n * l)l 7rk: un*I.k(n-k+l) kl(n+l-A)l
II с ТI о с i б. Цeй спoсiб з'ясовyе кoмбiнaтopний

сI\,IисЛ фоpмули (7): тpебa знaйти Ч}iсЛo A.пiдмЕIo>KIlн (n +
+ l).мнoжпHtl Iw. LIеxaiа а _ доBiльнИft, aле фiксoвaниЙ
eЛеМeнт NI; тo,ц,i Koх{нa з A.пiдl\IНo}I{}ltI IVI aбо мiстить, aбo
Hе мiстить еЛеМеIIT сI. Koжнa k-лiдуr..нo}Idl,Iна А4, щo нe
мiститЬ ,a, € A.пiдшrнO}IшtIoЮ n-i\/It1o,}itиtlи Л4 \t' {а\; oT)кe,

ЧисЛo TaKиx пiдмнo)I{ин ,цopiвнюе C*. ,Цля Tcгo Щoб .цi.
стаTи яKy-небyль A-пiдмHo)Iинy IVI , щo п,tiстtiть а' .Дocи,гЬ
B3яти бyль.яiy (k - l)-пiлм[Io}I(и}Iy N.I}Io}KиI{и zи \{с} i
пplrеднaTи ,цo неТ елеМеtIT а,i oT}I{е' ч}IсЛo TaKиx пiДмнoхсин

Дopiвнюе ih-|. Taким ЧиHoIvI' чисЛo всix ft-пiдмнo}Kин

Mнo)I(иtIи IVI .Ц,opiвнюе Cr' + Ck-|. t
3 фoptr{yЛI{ (7).BипJII,rвaе пpoстий i зpyнний сгIoсiб oб-

ЧиeлеЕня ЧI{с * c, a6o, як Тх Чaстc }IaЗиBаIоTЬl б i н o п.I .

(4). I
Пpиклaд. На збopax IIpисyтнi 30 oсiб. CкiлЬI(ol\{a спoсобaМИ Мo)К.

нa oбpaти пpезI{дiю збopiв y сKладi тpьox oсiб?
ЩyкaнI{I\,t ЧисЛolvt сцoсoбiв r Числo кoмбiнaцiй з 30 пo 3, тoбто

c3o - 3o ' 29 '29 : 4060.

3aзнaЧI{L40' щ0 фopмyлy ДЛя ЧItслa кoмбiнaцiй Чaстo
вaIIисyIoтЬ в iнtшon,ty Bиглядi: яI(Щo ЧиселЬFIиK i знaмеIIIII{K
вt{pазy (4) пoI\{нo)Kити нa (n - k)|, тo дiсTaнеlvlo:

7'h nll-n:@

oзHaЧellllяМ Bl];lн(;rtoTЬ, Щo 0l :
IIl)аtsl'{JlЬl|()l{l i Дllя It -= n).

Х

(пp, цЬolvly 3а
Il{yла (5) бyлe

T еo pеJlJа
(e < n) I4сIв

I

4. /tля бцОt,.JIKIIх н anlуpалblduх
мicце piвtt iсtttь

CI * с,:-r. (6)



I

I

l(;

\i Щiй триKyтнiй таблllщi коx<r-lе
IllI(:Jtо (кpiм кpaйнix oД.IIH[lцЬ) Дo.

1lirlrllOl сyмi ДBox ЧисеЛ, Щo сToяTЬ
ll;ul IIиIvI. oсKiльки С2
lll)ll Ko}IGIoМy Fl) To 3 фopмyли (7)
IlIIlIЛиBal' щo n-tl pяfiок цirТ тa6ли.
lti мiсT.l{TЬ ЧисЛaCI (ft =l'0, l,...,tx).

,l'с,lt 
l'с,.|llt 6 ' I l tl(,0(l ttr:i.х пi)мнoxtсшН n./у,|,|tОxlсtt'||м Оoptв.

I t ltlr. '.t"

/l.., tt {.'Jl t. lI t| }|. l lt.х;rf.i
ll \l lll r;lt ll ll ll ,

Г,, -- tlисЛo Bсlx пlД,MЕIoх(иI{
' 11:t t ll( м iх< t,,. i Fn+L. Якщo
(..ll(.Nt(.ll'l. i tt -.* lloBiльнИЙ, aJIе

вибip, якщо: a) ЧЛе}tи IIpезIiДiТ шrо>к-vTЬ BХодLITи дo скЛaДy дeлегaцiТ;
6) ч,тeни пpeзидiТ не IIoBи}t}ii вxoДити .цo скЛaДy Делeгaцii?

l3. Ha шкiлЬ}IoМy BeЧopi пpисyтнi 12 дiвчaт i 15 юнaкiв' Cкiль.
кoш{a спoсoбaш{и п,Io}кна вибpaTI,l 3 tlиx 4 паpи дЛя тaнцiв?

14. Poтa сIdЛaДa€тЬся 3 3 офiцеp iв, 6 сеp>кантiв i 60 рядoвиx"
Скiлькol\ta спoсобa[,Iи Mo}кllа вllдiI1уITI4 3 I{их зaгiн, Щo сI{ЛaДaс'TЬся 3

1 офiuеpa,2 сepх{aнтiв i 20 1lfl/loвих? Poзв'язати зaДаЧy 3а yп{oвИ, Щo
Дo загo}Iy IIоBинен yвiйти кr-lмaIlДI{р poTи i стаprпий iз сеp}I(aнTiB.

l5. Cкiльки Дiaгoна,цсii I\{аr oпyклий n.кyт}IиK (n > 3)?
16" CкiлЬI(ofuIa спoссlбаMи IvIoх{}Ia грyIIy 3 l5 yuнiв пoдiлити нa двi

Taк' щoб B oднili гpyгri б1'лo l l ),чнiв, 3 B дpyгiй - 4 уuнi?
|7. CкiлЬI(oМa сtloсобaмlt з 20 IЛаxiстiв IvIo}кI{а yтBopиTи двi

кoivla}IДи Пo l0 .lo.ltсlвiк?
lB. Скi,lrIlI{()Mil сгlособами lvloхil]a l5 шIаХiстiв подiлити }Ia тpи

KoMaI{Ди IIo 5 чолoвiк?
l 9. Д.oведiть р iвьtoстl:

a) Ctr + 2СT+1 + Ct*2 - сT{}'
б) сii + тСm*t + 3Сr+2 + CT*з : СT{:.
20. 3 l0 piзниx квiтoк тpебa склaсTи бyкет TaI{' щoб y нЬoМy бyло

I{е п,{eншIe ДBox квiтoк. Cкiлькol\{a спoсoбaми Мoх{нa сI{ЛасTи тaкиЙ
бyкет?

s 4, Poзмiщeння з пoвтopeнн яl^}|

oзнaЧенI{Я 4. Неxай 
^4 

rn.МHo}I(инoЮ, k-
Дotsiльне FIaTypаЛЬI{е чисЛo . Po3,44iщення7'L 3 noвmoprн,HflJуtu
3 lx елеьtентiв ЛО k }IaзИBagTЬС-я бyль.якиti 

'vПoряДKoB aHИЙ
ft-едемеЕITHий нaбip Bи,Ц,y (а,,...' ан}, Дe а,' ..., ah -. еЛе.
NтrНТи IVIi{o)Kl,IHИ А/I (не oбов'язKoBo p iзнi). Ч ислo всix
1lозмiщеHЬ 3 ПoBTopеHFIяМИ 3 l? еЛементiв пo k ПoзHaЧarTЬсЯ

-1тaK: А'; (ЗaзнaЧllмo, Шlo нa вiДшliнy вiд poзмiщеFlЬ без
IIoBTopе}IЬ TеПеp l\4o}t{е бyтir i k > n.)

PозмiщеHrtя 3 ПoBTopеH[IяMи 3 n елементiв пo k I{азиBa.
ЮТЬ TaKo)I{ BПopядкoBaHI4NIИ k-вvlбipl(aN{и 3 ПoBeprteнняIvl 3

rz-]\4Ho}l(и}Iи. I{я нa3tsа IIoяснЮс,ТЬся TиNt, Щo розмiщlrrнЯ
3 tIoBТoре[IHЯh{t{ 3 l? еЛеL,tеьlтiB ПО /t мо>кI{a ДiсTа,ГИ TaKиM сtlo.
сoбoшl: вибp aTИ сПoЧaТKy ДoBiльнltй елеМеFlT et С NI , зaпи-
caTkI йoгo [Ia ПерIlIoMy мiсцi i повеpнyTи його .цo МFIo)I(иtIи
!il;.3ьIoB ви1paTkI ,Ц.oвiльний еЛеNIеFIT аz С 

^4 
(мох<е Tpaпи-

TисЬ, Щo Це бyле тоf,r сaмий еЛеп{енT a,), laПИcaTИ йoго II,a

.цpyГoмy мiсшi i знов ПoBеpнyTи ,Д.o i\{нoX{I.IHи; ПoBTopивII]и
ЦЮ oПеpauiю ft paзiв, IvIи йr дiстa}IеМo Д.еяKе po3п4iщення 3

ПoBTopе[IHяl\,Iи, a6o k.ви6ipKy 3 h{Ho}KI4HI4 

^4.Tеopr.Iуиа, 7- f,,ля бцaь.Я,K|Iх Hаmapальншх цuсrл n i k
,л,tQ€ лtiсцr фo p м,у ла

(i

IO l0
I

Ir I

l!; :'0 I5 {; I

i\lllilrlrllll,l 1l ttllr lllll, /l I I

rlrt lrr r rll.lll ll ll (',rl('\lr'11 I .1 i , I ( ) lr( )ll(l.lil lliltмll()}кI{IIzl /vI a6a мiс.
lltl|,, .l(lrl ll(. t\ll(.llllt, (/ l lirtмll(l)l(llllll, lll() lIс мiстять а, с
lri/tмll())l(llll;lMll It Ntll()ilrlttlll ,,1 l'.''{t/}, ,l.()Ntу Тх ttl{сЛo дopiв.
lll()(.) t.,,, Ili/tмI|()i|(lIIIit' lll() Mlс.Г'l.l.Ь (I' y,ГI]oploЮ,гЬся 3 пiд-
МIlOх{LIlt 1VI'х{a} llpие/lltaНrlЯM еЛеMеFITa а' ToМy Тx ЧисЛo
тaKo}K ,ц.opiвнЮс, r,,,,. oт>ке' ЧисЛo BсiХ пiДмнo)I{ин MtIo}Kи.
ни M с, f ,, t_ f ,,

х{ини; Q' i { a} ) ' To зBiДси 3a iндyкцiею Пo n Дiстaешдо

rn
НaсЛi,цок. Пpи бyль.яKoш{y нaTypaЛЬlloп{y n Bи.

KoI{yr'TЬся piвнiсть
n
у
I;)
A:0

Cft::- 2n . (8)

CпpaвДi, oсKiлЬKи Cr' - це ЧисЛo k.лiДмнoх<I4l n.Mнo-
}I{иtlи, To сyшлa в лiвiй ЧaсTинi piвнoстi е ЧисЛo Bсix пiдмно.
}*иtI /e.MFIO)KИ|{I4.

Bпpaви

l l. СкiлЬI(oМа спoсoбаMи Mo}I{lta вибрaти 3 фapби з 5 piзltиx фаpб?
|2, 3 52 Делегaтiв кtlltrfiереIllliТ l.1lебa oбpати IlреЗИ/litо з 5 чолo.

вiк i Дeлегаtt.ilо з 3 '{o./[otз il<. ( ,lt i.rrl,lt()I\4а сllсlс.обамll Мo}KFIа зДiйснити

, -l;t|[rl l|]|(../l 
'l 

(),n с ltrrCtDittiснТaМи B poз.

n

; 1:hnh6tt*h.
&,*0

* Ця н aЗBa lloB я:laн а .] .l 
14 |\1 .

Bи}Ieнн i бiнoма FI ьютt.lн а :

(el

lll0

(а -!- b),' .-..

Аx: nk



Д. o B e Д е ll ll 
'l 
. /[tllt(.,/[()M() сПotla.l'I(y /l./lfl ,Д.oBiльниx

HaTypaЛЬltlIх rlllссJl Il , |t, ,l.;lI(у 
реI{yреtITll y tlхlpмyЛy:

tr,i,I 
, : tt,,Т*,

/[.пяt .l.()l.(l lIt.rlб /tir.l;l.l ll (h 
I

/l()(.}t.l.ll /t(t l,, lllt6i1lltlt ,Ц1| ,.-

lIl|fi (..Il(,М(.lll. l/7.. 1 t ( l\1 . A./ttl

А,:, (:ll()(.(16;lMll, ;l (..ll('M(.ll.l'

lll)llllll.,lloM,/[tlt r1t l'li V ll;ll)y
(.It()(.(lб;lшt lt, l!ц() /[()ltt)/[|l,l.ll

ll()' 
-А:, 

Il,,l.() :t;l ilrltyltll.it:trэ Пo h Дiстarшilo piвнiсть (9).

l:lшyш;rж(.l|l|tl. сlltlIlt\t\,./l;l ({)) /t()IlyсItас TilI{o}к iнtше кoмбiнaТopне
,l.JlyмaЧе|lll'l , ll (.;ll\,t(.: д,i, l|l,.lIt('/tо I'IlО(.o(tiв, якIt]ИIl .пtoЭtсt\а pohкласmu

h pisнuх tt1lс0,+tt'Itlitt Il() Il Jtltl|lI|((lх

Cпpaвдi, lltlх;rii lttl(lll(ll i ll1lt.71шi(.'l.lI lJ;lllyt\J('l)()l]ilIttl lзiДповiz]нo Н3т1l-

раЛЬ}IиIvtи ЧисJlaМLl |,2, ...,I! i |,2, ...,li. lltlзltаtIIlп,10.Че!е3.a; ЕIoМrp
irщИка' 

^цo 
яI{oгo tlol{JlаllсIltr j-fi rlродме.г (f ".= |,2, ..., tс). Тoдi кох<ний

спoсiб po3кЛaДaIIItя llpеДIvlетiв пo ящикax oписyсTЬ^ся Bllopя/tкOBallиl\t
нa6opoм (а,', ..., ан)' Де Koх{нe а,1,_* oд}Il 3 ЧисеЛ |,2, .,,, |1, ouевиднo,
Числo тaKиx нaбopiв дopiвнюе .Afr.

Пpиклaди
" l. Cкiльки iснye фyнкшiй, щo вlдoбpaх<ylотЬ h-мнoхtинy D B n.

eIЕo)I{ин У IVL?

Hexaй p ж {х,, ..., хн.\i якщo фyнкшiя l вiдобpax<ae D B fuI ,7.o
f Vi: аt с IVI, i; !, 2,...., k.Тaктaм ЧI{IloМ' кoх{нa таKa фyнкuiя
BизнaЧarтЬсЯ BпopядKoBa}IItм нaбopoм (qr' ' .|., aр) елементiв n-IvIFIo)ки.

ни NI, тoбтo k-ъи61pкoЮ 3 n.}ilнoх(ини. Toмy ЧисJIo TaI{I4x фyнкцiй до.
piвнюe nA.

2. Aвтoмобlлрний IroМеp

ц!!фp. 3найти кiлькiсть всix
ютiёя 32 бyкви pосiйсьI{oгo

oскiльки яIt бyкви, тaк i
тo 3a пpaBиJIoм дoбyTкy IшyI{аIre ЧисЛo дopiвнюe tr\,. }tо - 32s Х
Х lOa == 327 680 000'

3. Cкiльки rliлиx ЧисеJI' [deЕIIIIих за мiльйoн' N{o)*(нa зaliисaТИ 3a

.цoпoмoгolo uифp 7, 8, 9, 0?
Koжнe Числo' IшeнЦIe 3a I\,Iiльйoн' I\4o)I{нa зaПIiсaTI4 Зa ДoI1oI\,Ioгoю

IIJесTи цифp' ДoIIисaBIIIи в pазi пoтpeби неoбхiдне ЧисЛo }tyЛiв злiвa.

Toмy кiлiкiсTЬ тaкиx ч[tсе/I дopiвнroв А|: 40 ..= 4096.

4. Cкiльки цi.llиx tlисеЛ, l\,lеHtUих 3а Miльйotr' Nto}кнa sallисaти 3a

Д,OIIoN{oгoЮ цифp 7, 8, 9?
oскiльки чilслo A.цифpoвиx чисeЛ' ЗaПисaLIиx 3а .цoпoi\,IoгoЮ цифp

7; 8, 9, дopiвнюе .If , 'o 
всlx тaк},lх ltl4сеЛ, т\,tеtlI'IJиx ta шriльйoн, €

66
Е АE* Езn - 1092.
trl l-l

18

l )-вибipкy 3 n-М|ll())KИI{t,l А4,
(а,, .o.' аь) .цOПl,lс;lT}{ .Д.OBiль.
k-ви6ipкy IVI L I\4o}t(нa вибp aТI4

Пк |t - tL сПoсCIбaMи' Т9gy 3a
я|e(М 

', 
ak.-I-1) ь,rorкFla BибpаTи А'; . n

t|xl1lшl yJIy (l0). oскiЛЬKи ' oЧеB 14Д.

скЛaila€,TЬся 3 ТpЬox букв тa ЧoтиpЬox
п{o)I(ЛИBИx нoMeplB' яI{щo BикoрисToBy.
алфвiтy.
Цифpи Ii IIзe{еpi мo>кyTь IIoBTopIoBaTися,

Bпpaви

2|. У лiфт 12.повеpхoв0l't] бy;tинкy зaйшJiO нa пеplfio}ly повepсi
iCI чoловlк. CкiлькоN,Ia спoс-обаМI,I BoI{и n4oх{yть вийти з лiфтa?

22. Ha залiзничнiй ста llt\i.i е m свiтлoфоpiв. Cкiльки piзних сиг.
нaлiв Ivlo)K}Ia Пoдaти зa ТxlIll()l() /{oпoМ0гolo' якщo кo>кний свiтлoфр
rvta€ Tpи сI4гн aЛL1 * ЧepвolllIii, il.;овтий i зелений?

23' ПoТзд, B якoМy.iдуl-l, n пасa}Kирits, pобить fr 3уIТиlIoк. Cкiль.
Kollla способa}.ди Mo}I{},I.lr |tlli:l'l.lt Пaсa>кTIрt{ }la циx зyпинкax?

24. tвa лисТollсlllll lttltlиlllti вiДнести l0 листiв. Cкiлькoмa сIIo.
собaми Bo}Iи lv{o}l()'.t't- ttr ) lll( )Д iлlатvt мiх< собою робoтy?

s 5. ПеpetTав{ФЕв{рc 3 {ToBтФрeння'*р{

У $ 2 (ly;rо ITоK;]:3aHсl' tll.o 3 n eЛe.ш,{еt{Tits &{о}i(rla y,гf]opитI4-
ttI llсl)е(r,i.illlol},г}[,i. A,гlе яKшlО сеp*/1 n е.]TrvIеt-ITit} с oJI,rIаI(oBi,
.l'() tIересTаt.IoBtiL|.' яI(i yTLroрЮЮT'Ься oДI-Iа 3 oДI{oТ ПеpесTaB-
.il 

'I 
t{It яt,{ oд[lаKoI3I{Х еЛеh,IеЕIтiв, нiчl,lм Нr вiдР iзн яtоTЬся;

.гоМy кiлькiсТЬ piзниx IIеpесTа[IoBoI( бyле Me[IшIa, нiх< n|
oзH a LIеtIFI Я 5. ПеpеcmанoвItЮЮ 3 noвmОpенr;ЯJуIu

3 /? еЛеNIеFITiB нa3иBa€'TЬся бy.ц,Ь-яке BПopя.цкyBaHFI Я n-MHo-
}кI{FIи, сеpеД eЛеMенTiB яKoТ с' oД,HaI{oBi. Якщо сеpеД еЛе-
NltеI{TiB n-MFlo}I{иHи M е nI еЛeMеFI,ГiB IIеpIIIoгo T.иIIy , flz
еЛеl\{енTiB /{pyГoгo ТиПY' ... , fth" еЛеN{ентiв k-Гo TипУ (Щ +
1. nz + .. о -+. nh -.= n), To ЧисЛo всiх ПеpeсTaнoBoк тaкoТ
MI.IO}I(ини [tro3LlaЧаrTЬся Pn (n,,...' Пь)'

TeopеJw{I 8, Аtlая Iniсце ф oрмuла

P n (n', П2, , flh) ': (l l)

( l0)

nl
nr! nrl nн|

t.oBе,ценн '|. 
PoзгляHеMO будo.якy 3 пеpесTal{o.

BoI{ дaнoТ N,IHo>киНи i обчI4IIII4NIo, скiлЬкoМа спoсoбal'r^И N{oх(.
Нa Пеpeст aBJIяTLI ТТ еЛеN{eHти Taк, Щoб Пеp есTанoBKa не
зМiнилaсЬ. ЕлемеriTи IIrpшIoгo тиПy I\лo}I(Ha IIеpeсTaBЛЯTИ
n,! способами, ,xpyГoГo тиtly - flz! спосо6aмта' ... , k-ro TI4.
Try - nh| сПoсoбah{и. Томy (зa IIpаBилoIvТ Дoбyткy) B Ko}I(.
нiй пеprстaнoвЦi з tIoBтopеHн'IMI,t Mo}I(tIа ПеpесT aBJIЯTI4
еЛeМенTи (нe змiгtюIoЧи IIеpесTaновкy) nl,| n,| ... nн| спo-
со6aми.ЗBiдсиPn(r',fr2,...'nи)nt|nu|...nн|
,Ц0BoдиTЬ фоpшlyлy (l l). П

3ayважeнНя. Ф9р*УЛa (1l) Дollyскaе тaкох{ illше кoмбiнaтopне
TЛyI\{atIеFiHя' a сaMе i P,. (nt, n,' .D.' ni * цe цucllo cnoco6iв' яK|JJI4|J l|4octс.
|-tа pol|слДcmtr n piвнu.х npе1меmlв no К ящuKфс mа|с, щaб do i.еo ящuка
nompаnullo r\ npеilмеmiв (t : l, .. ., k).

Спpавдi, poзгляI{еIъ{o перeстatloвки 3 пoвтopeнняItлI4 3 n e.пемeнтiв
k тtlпiв i заltyМeРyrмo ЧисЛaA{и |,2, ',,, ft мiсця, H& я,KI4x щo}KyтЬ ст10я-
ти ili eлеIvlе}lти; IIpедlvIeти тaкo}к 3al{yМеpyeiиc Ч!Iслaj\,tИ I,2, .,., n. Toдi
Ko>кнiй пеpeстal{oвцi з повтoреf{t{яTvlи Moх{на посtаBитt{ y вiдпoвiднiсTь
тaкиЙ спoсiб pозI\{irцеlrня [IредI\itетiв rTo яIциKax, frРИ якoмy У i.Й ящик

r3



ГIo,I.рапляl0,l.Ь ,l.i lll)(./lNl(',l'l|, tl()[I(.l)ll 
'll(llX 

з6iгаlo,ГI,(.'l l] lltlМ0pаМи мiсt1ь,
нa яких с].O'l.I.l, (..ll(.Nt(.ll.l.ll i l.rl ,l lltlу' (i.=.- l, ..., |е).. 1lt.ltо, Itlo Ilя вiдпо.
вiДнiсть B3itt]Ml|() ( )/tl|( ).tl|;l'lll;l, ll(сl i ДoBoДить сtpо1lшr\,"iI ЬoBаiil тBер.
д)I{еIIll'I.

Пpик'll;lJlи

l. Cttl;ll'ltll ;li.ltlltх .'('./lilt,;,

r.',t.3TИ l Ilt.[)0(.'l.lll}Jl 1llсt'llt 61,l< ltlt l}

(}, .гoll1' Чl4ctrIi беззмiстовllprх) мo>кнa дi-

fiy;tь ].p{Гly :]oBсie,I lIе I]X0/liI,t.Il t3 ДЕlI{y кОМбirIaЦiЮ, To пи-
tIIyтЬся Пiдp ЯД t1a [IyЛi). l-IапpИI<IIaД,, ЯЩo po3гЛя.ц,aЮTЬ-
ся комбiнaцiТ 3 ЧoTиpЬoх t]ЛеlVIеHтiв A, b, с' d пo 5, тo зa-
llt,Iс l1001l10 вiдпoвiдас Tаliiй комбiнацiТ: |,a, а) c' c, с|, a
:jаПис l011001l - кoNIбirlацiТ i,a, b, b, d, d}, 3pозyмiло,
щ0 мi>к циMи Bпopя/lI(()Bzl tIИfuIи N,I}Io)KиHaL/tи' скЛaдеH I4NII4

ts HyлiB i оДиницЬ' :] ()/lll()l.o бокy, i Koп,lбiнaцi ЯMI4 3 ПoBTo.
peнHяMи - 3 Дpyгo[.()' BсTаt{oBЛЮlTЬся B3arMFIo oдHoЗHaЧ-
tla BiДпoBiДHiсть. Aле Кo}I{нa TaI(a BПopя,цкoвa.нa Mнo)кинa
скЛa,цaс,I]Ьс'l 3 h O/IиI.IицЬ i n - l нyлiв, 1.oi\4y ЧисЛo Bсiх
комбiHаltiii :} tIoI]'гopеFII.IяlvII4 3 n, елементiв Пo k Дopiвнloе
rlиCЛУ 1lillrll{Х способiв BIIopя,цкyBaI-IHя (n +.h, l)-мнo-
)I(lllll'{' ltlО сI{.гIа1{аеTЬся 3 k OДиHI,IцЬ i tt - 1 шyлiв, тo6то

Pn*k*, (k, n - l) == 
r1i,*1,1)'. 

" ffikl (n-l)L

Пpиклaд. СкiлЬI(oMа спoсoбаMи N4о)I{Hа кyпити 8 тiстeчoк y кo}l.
ltиTеpсЬкiй, .Ц.е r 6 piзниx ix сopтiв?

Це ЧисЛo спoсoбiв дop iвнюе с3 : Ci* : CЬ : |2B7 .

3ayвaжrння l. Фopмyла (I2) д,oIIyсI(аr TаI{o)к irlшe кoмбiнaToр}Iе
1'JlуI\itaЧеI{ЕIя' a саМе Cr, - цe чucлo сnoсoбiв' яKtlJ}4u J|\oэЮ|-[а, poil|слаcmu
|е oОнакoвuх npe1меmtв no n ящuка,x.

IIля /{oвeД,rння цЬoГo TBеpД}IIеFIня IIoкaх{еI\4o' tЦo мi>к спoсoбами
poзN,riщення k oДнaкoвLtx пpедметiв пo n ящикax i кoмбiнацiями з
IIoBTopенняI\{Il 3 n eлементiв Пo k, Мo}кн a BстаЕIoBиTи BзасI\4tIo oд}Io-
3IraЧнy вiдпoвiдн iсть. Cпpавдi'. N{aЮЧи poзМiшlенняt k пpeдметiв пo rI

'IIциI(aХ' 
IvIo)кHa yTBopиTи кoпtбirlацiю з ПoвToре}tHяп4и З n еЛемеttтiв

тlo k, беpyuи с'гiлЬки еЛементiв IIeршJoI.o TиПy' скiль.ки ПpеДMетiв в lеp.
lшolvly ящикy' ст.iлЬки _еЛeментiв дpyГoГo TиПy' скiлькtl пpeДMетiв y
.цpyгofuIy ящt{кy i т. д. -Hавпаки, якIцo N4aсI\iIo кoмбiнацiю з ПoвTopeн-
НЯ,t{I4 3 n елеМеHTiв пo k, тo Mo)I{eMo рoзMicтити k ПpеДIvlетiв пo n ящи.
кax' IIoKЛaBII]и B IIеpIIIиЙ яЩик стiлькРI ПpeДметiв, CKiльки eлементiв
IlеpIIIoгo тиIIy l B l(oшIбiнquiТ' P дpy.иil яп\ик стiл ьKI4' скiльки еЛеI\,Iеt[.
тiв дpyгoгo тиПy r B кoмбiнaцiТ i т'Д. Toмy ЧисЛo спoсoбiB poзI\{iщeння
ft oДнакoBих тlpедMетiв пo n яЩиI(aх дopiвнюuсу,.

3ayвaжеHtlя 2. ПoзнaчиBIтrи y пoпеpeднix мipкyвaнняx Числo
IlpеДп{eтiв, якi пoтpaПI4ЛI4 Дo i-гo ящиKa' Чepeз )ц (i: l, ..., n), п,{и

дiстaнeмo ще o.цнe тлyмaчeння Числа кoмбiнaцiй 3 пoвтopeнняIllи:
с*_ цe цaслo цiлuх невt0'слцнttх poзв, язrciв piвняIl||fl

xr* хz* .6. * хn: h.

Bпpaви

28. У пoштoвol\{y вiддiленнi зв'язKy пpoдaютЬся листiBI{и l0 ви-
Дiв. Cкiльк9}tа спoсю6аI\,Iи I!{oхiHа кyпI4T|4: a) |2 лиcqiвoк; б) 8 листi.
вoк; в) 8 piзниx листiвoк?

?g-. Cкiдькolua спoсoбaп{и Mo)IfiIa пCIKлaсти l5 oднaKoвих кyлЬ y
5 ypн?

30. 3aпишiть yсi комбiцaцiТ з rloBтopеIrrrяIvtи з TpЬox eлемeнтiв
a, b, с пo три" 

J

t.'llOB i <мaтемaти ка>?

/rr. (2, 3, 2, l, l, l) l0!
:.-: 

---*.._- 
j-

.2t 3! 2l
().ltlIlll/llIo' Illtм |llt('.l|(}\l (-

.. lбl 2tltl.
2. ( ltt i.rl l,l(OM;t (.ц(tr'о(i;r\,1п

lt'lM 2t] кrlt.'l.t.ii .tttrшt itlrr J

;}l.irцtltl .t :t;l\,I|;t)Irr.llll)l\l

\l()il(lla IIoр iвгry рoздaTи ЧoTиpЬ0M граB.

ltI'},I(alIе т111f'rit) СпoСобiв ;tоlritзНlcr

rtxs (7, T, 7 , 't) :::', t,"t . lor;.
( 
'r't1 

'
/[",llr lrtl;liltll'lllIlll :Iil:tIl;llIltNt(), tlц() |((l lltIсЛo ltpltб.llIlзI{o доpiвнюr Числу
$сl(ytUt у l5() м;ltt 1lrltritr.

Bll р;tti lt

2$. (,кi.ll l'lttl ;li:ttlllх t..tl ilt I\l())litl:l y'l'lt()l)lI.l'|l, rIсpес'гаBляЮЧи бyкви
с:JIoBа: a) (M;lMa); б) (ll;ll);l./l('.lItlt.1l;tшl ?

2в. Скi,rЬкoi\{аl сlirlсtlб;lмlt MO)l{IIil l)O3lli.llllтl,l l5 piзниx пpедмeтiв
мi;к TpЬoMа осoбaшtи l';ll(' ittсlб КO)I(IIаt oсoбa oДеp}Kaлa 5 Пpедh,Iетiв?

27. CкiлЬкoп{a спoсобаNIи Moiкнa poзIloДiлr lати 20 фyтбoлъ}IиХ кo.
NiiaнД нa 4 пiдгpyпи IIo 5 комaн,Ц. y кoх{нiй? Poзв'яЗaTИ.цBolua спoсобaпtи
(поp. 3 BПpавою l8).

E 6. Кoм6iнaЦii 3 rтоBторeння}vtl|

o3HаЧеtIHЯ 6. Kaлl,бtшацt€Ю 3 noвmОрrIrнfIIуILt 3

n еЛеlvlентiв Лo k HазLIBас.TЬся буль.яI<Иi4 fr.елeмrЕ{THиЙ нa-
бip тиtly \а,, az,...' аt,\, Д.е кoх{Hkli4 3 еЛеMеIIтiB 0r, a2,...'
Qp НaЛе}киTЬ Дo oдIloГo 3 l? T}lПiB" Число всiх комбiнaцiй
3 ПoBTopeH}I ЯNII4 3 n еЛеMe}Iтiв по A Пo3HаЧaс'TЬ cЯe*.

Tеopeлcа 9, fi,ля буОь.f-Kuх наmapалbtuLt,lс цuceл n i k
I|hаE л,ttcце фopмула

vk' pk (n*A-l)lvn:wn*k-l:W (t2)

Д o B е д е Fl [I Я. lля TcГo щoб 3aДa,ГI4 деякy I{oMбi-
нaцiЮ 3 ПoBToрrHняMи' .Ц,oсиTЬ yI(азаTи, CKiльки еЛеI\деI]тiв
Ko}K[Ioгo 3 /? TиПiв вxo.циTЬ /{o HеТ. ПостаBplMo y вiдповiд.
нiсть к0х{нiЁl кoмбiнaцiТ BIIopяllкor]аlly МttO}I{иI.l}l сKЛaДе.
нy 3 I{yлiB i oдиIlиI{b, 38 TaI{иI\4 tlpаtsиЛoМ: ПиllJеМo сTiлЬI{и
оДиHИЦЬ, сKiЛЬKи eЛеI\,IеIrтiB пеpшoгo Tиtly BxoдитЬ y KOh{.
бiнaцiю, пoтil\4 LIaIIиlIJrMo HyЛЬ' пiс.шя r{Ьoгo _* стlЛЬKРI
oд,иницЬ' скiЛЬKи елeМеHTiB Дpyгoгo типy tsxoдитЬ B кoM.
бiнaцiю, пoтiм 3нoB нyлЬ i T. 'Ц. (якш1о eЛеMeнTи якoГo.FI€.
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I'{(ААtАo)_ + (- 1)"-'

IT

8l. I1oТзд, l} 
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l/[y,ll, /l l|;lсil)l(ирiв, pо6и,гь iс 3ylIиIloк. (-,кiль.
к0N,Iа сгtoсtrСl;ll\llt |\1(),liy.l l' llIlii,r Il tlirС;,l.l(}{ри I{a ц}rx 3yrlиl{кaх' яI{lц0 вpа-
хoвyетЬс't ./llIllt() lt i.ltl,ltiс.r.t' llnс;l}lii'lрiв, щo вийшtлll tIa l(с}}I(нiй зyпинцi?
(поP. iз I"!llpa|rOl() 23|.

s т. ФорлltЛd вк,tlоЧe[!Ь тa BиgltдtloчeнЬ

,4,, lтi.цмноx{и[Iи lV-мttо}Kи[Iи гД.

А l /{oпoBнеFI[Iя пшto)кИllI|4 Аt\

/\i . (; t\ /,.

( ,\ } i {(}:l[[a{.trаTtr{I\,t*Мо ЧисЛo eЛеh,IеI{тiв

фo рмgлсl

t''t t,4;) t-,*ё.* nn {ААj) _
. l- (_-* l)'1/ (А,А,. l t А^).

( 13)

I{ю фoрfuIyЛу HаЗИBaЮTЬ фopмулъIo Bъ/tюLta|tb mа вIt|с/t|o.
чl|lb, а6o фop,vaлot',o pеLuеrnа, Boнa NIaе Числен[Ii зaстoсy-
BаHIIя B piзниx ГаЛyзяx I\{aтеMaTиKИ,зoкpеш{a B тeopiТ чи.
сeJI Ta B TeОpiТ ймовiрностeй.

t o B е "ц е [I FI Я. Бyлемo ,Цово I\I4TI4 3a IvIеTo,Цoм iндyк.
ЦiТ пo n.

Пpи n
N (А') i, oЧеBиДHo, с пpaBиЛЬHoЮ, бo 

^/ПpипyсTиМo, Щo фopмyла (l3) Mae мiсЦе дJIя n _ l
Mtlo)I(и HИ , тoбтo Що ДJIЯ дoB i льниx ТvII{o)KРItl А ,, А,, . . . 

'Аn_l C a
n*l

I,-,)-=Jr_I N\Аi)* I N@Аt)_
r:l I S, <i < n-l

+ (- l1n_t N ш,А, Аn_t).

liiдняBдJIl,l вiд piвнoсTi (l4) piвнiсть. {lб), дiстаllеnilo формy-
Лy (l8). l

H a с Л i д o к. Для дoвiльнltx скi}IчеIlHих lif}toxtplн
А', А,, ...' Аn I\dar мiсце (юpмyлa

In \ _n
/V(U A,):' NИ;)-_ I NtАtАl)*

I'\l':l / r:l l{l(i{n
-l- I 

^/И'ААl,)-... 
+(-l)n-'N(АIАg... А*)

l s,(i(ЁSn
( l6)

(щo фрмyлy таI(oх{ IIalI4BaЮTЬ фopмyЛoю B K trI Ю Ч e }I Ь
т a B It к J| ttt lt е }I ь}. Для ,II.oBеде}IHя цiеi фopмyли ,цo-

(.It,l.tl y rtx,lpмyлi (l3) B3яTI{ Q : U Аi i вpаxyвaти, Щo /V -..
f==l

; Iv (a) : N ( u o,) тa F,А,...
\i:l /

n

Аn: U Аi: o, l
i:l

(14)

зaсToсyBаТи Цю фoрtvtyЛy l.\Ля n _ 1 мнo.
l, 2,...' n l), зaмiнkIBIIlt| Гt tla Аni

Пpиклaд. Iз l00 стyдеltтiв 40 знaютЬ aнглiйськy МoBy, 35 _ нi.
|\,lеЦЬ.кy,28 :-фpaн\Уlькy; a}Iглiйськy i нiмецькy MoBи 3нaютЬ l2 стy-
;(еrt,гiв; aнгЛiйськy i фpaншyзькy _ 7; нiмeцькy i фpaнuyзьKy - 6;
lrсi тpи мoBи з[IaЮтЬ 4 стyлeнти. Cкiльки стy.цeнтiв нe з[IaЮть х<oднoТ
t цих мoв?

Якщo А, B, C _ вiдпoвiдtlo мнo}I{иI{и стy.Цeнтiв, щo з}IaЮTЬ aнг.
;Iiйськy' lliмeЦЬкУ i фp,qццyзЬкy I\,toвI{' a _ мIloхil{нa всix l00 стy.
ltентiв, тo 3а фpмyлoю (l3) мaемo

N GБq:/V_/v (А)_/v(s)_ff(с) + N (АB) +N (АC) +
l- /v (Bс) _^/ (ABC| : l00 _40_35 _ 28+ 12 + 7 + 6 _ 4: lB.

3ayвaжellня. Цeй тa aнa-
"'loгiчнi йoмy IIpикЛaди Mo)I{нa
poзв'язaти 3a дoIIoMoгoю tIа-
oчнoгo зoбpажeнIlя oб'e,цнaнь
i пеpepiзiв l\{нo)l(ин тaK зBa-
IIиМ[l .цiагpaмaп{и
Ейлepa-BеIIнa. Cyть
IlЬoгo l,tетoдy IIoлягаe B тolt{y'
щo МI{o}KиItи зoбpaжyЮтЬ y
BIlглядi кpyгiв aбo iнrшиx фi.
гyp нa плoщинi. Taк, дЛя
Toгo щoб poзв'язати poзгля-
нyтий Bищe IIpикЛa.ц' мoхсIa
зoбpaзити lt{нo}кцнy всix стy.
дeнтiв y виглялi кBaдpaта Q,
a "мнo}кtl*I4 А, B, C - y виг. Pис. l
лядi кpyгiв, щo ле}I(aтЬ y
цЬoмy кBa.цраТi (pис. l). ,Ц.iaгpaмa зaпoBHю€ться' IIoЧиHаЮЧи з АBС:
N (АBс) : 4. .Ц,aлi o6числюeться N {АBC) : |2 _ 4 - 8 (тoбтo
Числo стy,Центiв, щo зIIaють тiльки а}IгЛ iйськy i нiмeцЬкy мoви),

N (АCФ - 7 _ 4: 3, N 1,{вс1 :6 - 4: 2i пoт.iм _ Числo стy.

дентiв, щo 3нaютЬ тiльки oднy iнoзeмнy lt,toвy: N ИЕс) : 40 - (3 +

n_l
Аn_tА^): N (А,.)*;

t-I
N (АiА") +

N(А#2 o.. Аn).

( l5)



* ц + s) : 25, м (lзir:l :
-28-(3++-l-2)-19,
J- 2t + le -l- B -i-- 3 -t-" z -1-

Bпpaви

32. У к.ll;rt.i .}5 y'1llill. .]
ll _ t[liзlt.lltllii, l() y.lllilt llt)
I{и yull ilr lti/(lri,rtУl()'I.ll ()6l1,l1I}il

ItiIаTCI\{:lтlt.lll ltii l..у1l,l.lllt ?

пp ямих?
4|, Hа яке нaйбiльIПe числo

плoЩин?

44.
45.

.,., 2nl
46.

l8 3r l9

IIиx 20 вiдвiдyютЬ t\itаTеMатиЧHий гypток,
шiдвiдyють }кOдttoгo 3 llllх Гypткiв. Скiль.
гypтки? CкiлькИ y.llliш tзiдвiдyютЬ лиIIIe

3;t. У rl i,'(;t i.rl i Itily l(()Ito.lloсЛ iДнoгo iн,ститyтy пpaцЮЮть ДeкiлЬкa
uo"Пoвiк, tt()ili(.l| :l 

'll(ltх 
:]lIас xoЧа б oднУ iнoзёмiy йoвy. lfliсть 3 tlиx

3[l3Io.I.Il ilIll'Jl ifi<.l'lty M()t}y' tпiсть - Hiмецькy, сiш _ фpaнцy3Ькy, Чo.
тири illlill()'l'Il ;llll.J| ifit.l,lty j lriмецЬКУ, тpи 

- нiмеuькy i фpaнuy3Ькy'
ДBa.- t|l1l;rlltIy:tt.lty i itlll."ll iiiськy; o.цин знae всi тpи l\{oви. Cкiльки tlo-
ЛoBiк trpal(l()G. y rli,lt,ltiлi? СкiлЬки з ниx 3нae лI,IшIe aнгЛiйськy (нiмeць.
КУ, фpirIllty:}l,l<y) мtltly?

Дoдa.гкolr i ll ll;lit ll и ,to poздi лy l
34. IIаr rltltrltlltttly |.()pи Br/lyть 7 Дopiг. Cкiлькoмa спосoбalvlи lt{oжe

TypисT п iltll'l,l.l,lс'l lI;l l.()l)y ,га сtlyститися з нeТ? Biдпoвiсти Ha тe саIvtе
питаl.IlIя' 

'lI(lll() 
Il i7цll 1|,|,,Г'| i r:гryск вiдбyваютЬся piзнI{It4и шляxaп{и.

35. € 5 p i:зtllIx ltlt,'liIl l(ollBL'pTiв тa 6 видiв йapoк oДIraкoвoТ ваp.
тoстi. CкiлЬкol\лzt спос:сlблми мo)кt"lа nибpати кoнвeрт з IиaркoЮ, rцoб
вiдпpавити Лист?

36. CкiлЬKoМа спoсoбаMи I\lo}KНa m бiлиx i n Чopниx I(yль (m }
> n\po3sЛaсTи R р'lД Taк' щоб iкoдI{iдвi Чopl]i цyni нЬ лех<ahrц псipyu?

37. tо мilкнаpotцoi комiсiТ BxoдитЬ n oсi6. &laтep iaлu кoiцiсiТ
збеpiгaються в сейфi. fl,oстyп Дo сeйфy MoжЛивtаЙ тoдi l тiльки тoдi,
кoли збеpеться Ilе l\,IеtIшIe нi>*< m ЧJIeнiв кoмiсiТ. CкiлЬкИ зaп,Iкiв пoви-
}IeI{ MaТи сейф, скiльки ключiв дo tlиx тpебa BI4гoтoBиTи i як poзпoдi.
ЛI4Tvl i* qgp.Д. ЧJIeнiв кoмiсii, щoб виI{oнaти цЮ yмoвy?

38. У клaсi вивчaЮтЬ l0 пpeлМеTiв. У пoнeдiлoк 6 ypoкiB, ПPиЧo-
мy всi ypo^Kи piзнi. CкiльKoMa спoсoбail{и lt{o}кнa сI{ЛaсTи poзклад I{а
п0нeдiлoк?

39. На плolци}Ii пpoвeДе}to ,? Ilpяl{иx лiнiй, приЧoмy )I{oд}ri двi
3 Hиx }Ie с паpaлeЛЬIII{Mи i х<oднi тpи I{e пepeти}IaЮтЬся B oдIriй тoчцi.
CкiлЬки тoЧoк пеpеlrнy yтBopитЬся пpи uьoмy?

40. Hа якe нaйбiльшe Числo ЧaстиIr п,Ioх(yть пoдiЛI4Tk1 IIЛoЩинy n

Чaстиtl Мo)l(yть пoдiлити пpoстip n

42. B oпyклoмy n.KУTH|4Ky IIpoBeденo всi дiагoналi. Biдoмo, Щo
жoднi трI,t 3 tlиx не IIepeтиIlаЮтЬся B oДнiй тoчцi. Hа скiлЬкI{ чaстиIl
пoдiлиться пp}I цЬoll,ty мItoгo кyтник?

43. .П.oвeсти, щo с,+'> ck гIpи k< n;' 1 с*+| <c*2r'

пplr A> + |

Bкaзатtа нaЙбiЛЬшIe чисЛ0 сеpед C|, лe ft:0, l, 2, ,,,1 fl.
CкiлЬI(oп{a спoсoбаMи t\,lo)t{нa впopяДкyвати Il{нo}I(иIly { l ,21 .,,
T3к, щoб кo)t{}lе паpне ЧисЛo МаЛo l]аptlий нoмep?
CкiлЬкol\dа спoсoбaМи Mo}кнa poзс a]Ц4TI4 4 yuнiв. нa 25 мiсцяx?

47. Cтyдeнтy тpебa зa 8 днiв склaстш 4 екзaмени. CкiлЬкolvfa CПo.
собaми t{e Mo}Kнa зpoбlатtl?

48. Ск iлЬ}сoМа спосо6аl\tii \,IО)E(ilа BпopяДкl}iBатl{ il4tloх{у1|1у ||,2, ,,,
...| ,1l тч(,.tЦoб ЧисЛa |,2,3 с.гоfl/tl] ItoрyЧ i B IIорядKy зрoc.тaннJt?

49. СкiлЬI{и iснyс IIеpесT;ltI()Bo}t 3 n eлеменl.iв, сеpeд яI{Ilx мiж
/lli( lM3 /{аl{I{llIll елегv{еI{ Tal/^l4 с,гtiТть r елепtентiв?

50. CкiлЬl(oп{a спoсoбaми Moх{}lа poзKлaсти k o.ц,наI{oBиx t(yлЬ
llr,} /J },pнax' яKщo B }ioх{}Iy yрIi)/ тtoBI4I{}lа IIOTрaIIити пpиIrаймнi oдна
lr ]r.{ 

g?
5l " Скi;rьки

.Jа lt l,iсaTt{ к iл ькa
5.2. СкiлЬKи

lliлltx невi.Д.'t]MI.Iиx pо3в'язкiB lvlar piвняння
хr -J- хz _| xз : 5?

тaкиx poзB'яз l< iв .

цiлих .цoДaTНpIх рo3B'я3кiв мaе piвняння

Ц* хz* ... * хn * k?
53. П'ятеpo дiв.laт i трoс юнакiв граЮTЬ y гoрo.цI{и. Cкiлькoмa

способaп.{t-I BoHI,{ П{o)l(yТЬ pc3/(iлltтися нa ,цBi кoп,IaнД.|4 Пo 4 гpaвшi,

'tI(Щс) 
y кo}кнiй кoмaндi пoвинен 6ути rrpинaймrli oДин юнак?

54. Cкi.цькoMа спoсoбаМи I\,Io}K}TЬ Ciстl,l зa крyглий стiл 5 жlнoк
i 5 чoловiкiв TаI(' щoб )кoДнiдвi осoби oднfсТ стaтi не сиДiли пopy.r?

55. Ta сама зaДaЧа' aЛе BoI{и сiдають не Зa кpуглий стiл, а }Iа

кepyсеЛЬ' i спoсoбИ, Щo ПеpеxoДятЬ o,ц.и}I B oДиIr пpи обеpтaннi кapy.
сел i ' BBa}I(аЮTЬся oдн aI{oBиIt{и 

"

б{i. CкiлькоMа спoсoбaми Mo)I(}Iа 3 кoлoди B 32 каpти B3ятIl l0
l(apт так, щoб 8 3 tlllx 6улlа oднiеi мaстi?

57, Cкiлькoмa спoсoбaп,Iи Mo}кt.lа кoлoдy 3 52 каp1 poзлiлитlа нa 2
piвнi чaст.ини тaI{' щoб y кo}к}liЙ бyлo гIopiвнy Чepвo}tиx i uopниx кapт?

58. У деякiй кpaТнi не Qyjo ДBoх }I(итeЛiв з oднакoвиIvt набop.oм
зyбiв . ЯKoЮ IvIo)Ke 6ути найбiльшrа Чисельн iсть насeЛeння кpaiни
(нaйбiлЬlllе tIислO зyбiв дopiвнlое 32)?

Б9. Cк iл Ькol\{a способaми I\,Io}Kн a poзстаBити 20 p iзних кtl иг у
кIlи)I{Koвiй шlафi з 5 пoлI,IIlяluI4' яI{Щo t(oх(нa п0Лиця Mo}кe вмiстити всi
20 книг?

sc. Cкiлькol!{a спoсoбaМи Moll(IIа н aдiти 5 piзниx IIepснiв ttа IIaль.
lli oдrrieТ pYки, BI{KЛЮЧaЮЧи великий пaлець?

У впpавax 6l-65 А, B, C _ пi.цмнorкуItl|4 N.мнo>кини Г).
s 1. !.oвeсти, Щo

N (АB) + N (AC) + ff (BCt > N (/) + /V (B) + /v (с) _ /v.

в2, .Ц.oвeсти, щo
N (АB) + 

^/ 

(АС) - /V (BC) < /V (А|.
I

63. Blдoмo, Щo N (,4) : N {B1 : i N. ,Д.oвести, Щo N (АB):
: ш (дB).

64.Biдoмo,Щo N(А)_^/(B):/v(с): l,v iN(АBC1 :3\
: ш(ZвO. Д.oвести'lцo2N (АBC) _ N (АB)+ N (Ас)+ N (BC).

66. У звiтi нaвeДeЕio Числoвi Дaнi як такi, щo нaспpaвдi спoстe.
рiгaлись: |'/ : 1000, N (,4; - 5l0, N (в1 : 490, /V (с) : 427,
N (АB): l89, N (АС): l40, N (BC):85. Пoкaзати, шIo y циx
Д.aниx с ПoMиЛKa.

66. 3 a д aЧ a -- }к a р T (Льrсlис Kэppол. Истоp|4яc yзeлкaми.
Узелoк l0._ /v1. : Миp, l973). У жiоpсToкOMy бoкl l.tе Mенrшe 70 o,/a 6itl.
rtiв втp aTI4Л|4 oдllе oкo, не l\,tеI]шe75 o/a _- oДце Byхo' нe Ь4е}tше 80 %
()llнy pyкy i не t\{еItllIе 85 % _ oДну HoГy. Якa мiнiмальнa кiлькiсть
6iйцiв, якi BтpaтиЛI{ oднoЧас}lo oкo' вyxo' pyкy й нoгy?

t,
4)

35_(2+4+8):2l, NptrБ1 :
HapeшIтi' N (/ff1 * l00 * (25 +



Poздiл l1

BипA.qкoBI ]IoдlI TA t{Ji{oBiр}|oсТl

s 8. Пpoдмoт тeopir ймoвIрностeЙ

Teopi''..f1yj]lli1llltlс t t.ii'|K сап,{oсT iЙнa нayI(а t3i,{tilIКЛа Bсepeдиrli NVllI (.,l.., li()JII.I 6ули дylкr гrоlшllрcIIi aзарlтlli
iгpи, т9б.то 

.i 
гp ll , I} 

'I 
lt ltx pезyЛЬTaT зaЛе)I{иTЬ ЛpltlIе вiд Bи.

падl(y (вiл t|lpаlll[у:tlllt()ГO сЛ0ва hаsагd 
- BиIIаlloк). /{о та.

I{иx iгоp. lIaJIе)кl||'t, l.l]:l (B opЛяrIKy)), iгpи з кyбl,ко*, деякiкapтoчlli iгprr ,г()ll((). У .писTyвaннi Пaсi<а Ля i' Феpшti 3 tTpI,I.
вo.ЦУ 3?!аr1' 

'ltti 
lltlt'.г;l./lIl t] ЗB'яqч.y 3 aзapТниMи iipaми ,Ъу-лo вBrдеIlo tIOll'l,г1.'l iiмtllзiprloстi й мaтеvIаTиЧHoгo спoДiв uн-ня. Для poзв'a:]ytj;tlIlI'l циХ 3аДaЧ iснyючllй тодi aПapaT

BиявиBся нellос.г;t.l.lliм iбyлo зaKлa.ц'еHo oсIJoвIl нoвoI
нayки.

Tеopiя ймoвiptloс.гtlli l[r ГаЛy3Ь I\{aтеIvI aTLIKI4, Щo B|4.
BЧae UIaте[,taTI4чlli мo,ll.еЛi вllllaДкoBих яBIlщ. Нaведейо цpик.IIaДI4 тaKиx явиIц. Якщo tliltкtlt{yTи Мo[IеTyn Тo BoI{a Мo}Kе
BIIaсти a6o цифpою, uб? геpбом /loгOри; oкщo слiдкyвaтI{
3a пeBниM aтol\4old pадiоaкTl,lвнoi' реt{оBиflИn тo 3a .йaний
Ilpoп{iц-oк Чaсy 

'iч 
tr{o)I(е aбo poзпастрlсЬ' uоo_ 

"uЪo3IIас.т}IсЬ. HaстaHНЯ або нe}IaсTaння кoх<ноТ 3 I{иx Пo/{iй 3аЛe.
}I{I{тЬ вiд цiлoгo. pядЧ..yl\дoB, якi tIеI\,toх(лиBo FIаПepед Bpаxy-
BaтI{' тolt{y тaкi гIoдiТ BBа)I(aЮтЬ BипaдкoBипли. bтхr ё."'.{"-
пaдI(oBa пoдig _ цe пoДiя, якa I\4o}I{е I{aсTати aбо n* nДй-ти B p$yлЬтaтi .ц.еяKoгo еKсIIеpиivIеI{Tv. DезV.ITьтЯт
нaпеpeд Hе Iv'oхGIa тoЧHo n.o*ouf##Т.1]+' 

ре*yлЬTaT яI(oгo

3poзyмiлo, 
Iцo гIри- oДHopa3oBoMy-фовеД.еI{I{ i згaДaнoгo

еI{спepи},IeнTy (випpoбyвaнй") a6o ёпоЪ'геpe)Kel{rrЯ п,II{ нiя.
{tиx 3aKoнoмipнoстей [Iе IIoМiтимо. 3aкономipностi tIoЧРI.
ц{aютЬ BияBЛЯTtIcЯ тiльки Toдi ' 1<oЛИ tvlи вдiйснЮrцo Ц€I1
еKсПеpиI\4еIlT бaraтo pазiв B oднal(oBиx yМoBaх.

Нexай деякий експepиIvlент вiДбyвaе,тi cя n pазiв l пpl;
цЬol\,ty B peзyльтaтi р BиtlpОбyвaнь [IaсTaЛa пoдiя А; uiд
нoшIeн"'+ HauIIBaЮтЬ (вiлнoснoю) ЧaсToToЮ HaсTaннЯ Псl

дiТ А B цiй сеpiТ 3 n BиПpoбyваlrь. Тeоpiя ймoвipнoстеl:l
I\{al спpaBy ЛиllJе a таI{}lMtr,l ПO/litlмlа, ДЛ'| 

'Il(их 
Mае мiсце

tsЛaсTивjgть стiйкoстi ЧaсToT. lt.я t}Л?lсТивiстt, пoЛЯгar B тo.
Yl:З!..цgстoтa пoдiТ .4 Пpи BеЛи l(()tvly rIисJIi випpoбyвaнь
мIaлo вl,ll.PiзняeтЬся вiд .II.е'lкoгo ЧисЛа. l-lа Пр v|I<[IaД,, яKщo
бaгaтo pазiв пiдкид aТИ Mot{еTy' l'o tlaсl.oTа rТoяBи геpба
бyдe маJIo вiдPiзнятись вiд|, Tак, K. П i рсoн пiд.

ш

lrlt'/|.[|rl мoнeтУ 24000 paзiв, i пpи цЬol\{y гepбBипaв |20|2pa-
:rilt;вiltнoшIr}Iня#вiдРiзняетЬсявiд+ЛишIеHa
(),()()05. Числo' HaвкoЛo якoгo гpyпyютЬся Чaстoти пoдiТ А
lll)1l BrЛиI{oMy числi BиПpoбyвaнь, HaзиBaюTЬ i м o в i p .
ll i с,г to пoдiТ A i пoзrlaЧaютЬ Р (/). HaприKЛaд' гIpи-

;lrl,r[IIО BBa}KaTИ, tцo йrмrэвipнiсть Bипaдaння гepбa гIpи K}l.

,/l;llItl i мotteTи,цopiвttюе + .Haвeдене oзнaЧeння ймoвipнoс-
.гi (iioго tlазиBаto.ГЬста T14сти ЧtI иM a6o Чaстoт.
ll ll M ():tll:l'lсlrням} BияBЛяrтЬся нфpytItIиM' бo Ha йoгo
( )t.lll llt i /tу)liс l}?i}t{rtо пoбy.ц.yBати лoгiчнo .цoсr"oнaлy теopiю:
ll(. Il()l] 

'iЗаllo' 
3ОI(pеI\dА, 3 тtIM, Щo B ЦЬol\dy О3нaчeннl tl1Чoгo

I|(, гoвoрI4Тr,ся Пpo Te, нaскiлЬKи BeлиKиM пoBиtltto бyти
llll(.jlO t}l{Ilрoбyвань i llaскi.шьки Mo}I{е вiдxилятися чaсToтa
lli/t iмсtвipi.lостi пpи ,Цalloivlу n. P. ]vl l з е с дaB o3IIaЧeH-

ltlt j,iшtоr*iрrlостi яiq Грaницi послiдовнoстi чaстoт: P (/) :

l irn р!" : FIа
i,t*}oо |I

11rl(ly/I.otsy теоpii ймoвipнoстей,
I\l;l,ГеMaтичноТ теopiТ нa цЬol\{y

основi цЬoгo o3нaЧе[IIIя Mo}I(нa здiйснРIти

aлe пpи пoбyлoвi стpoгoi
IIIляxy BиlIиKaютЬ 3нaчнl

Трy/lHollll .6).. " У llaсTyПllих пapaгpaфax булe BиKЛa.ц.енo iнши й пiд:tiд
Дo BBеДення tIoн,яTTя ймовipнoстi. У $ 9 бy"шyть po3гля.
llyтi д,еякi зaгальнi IIиTaнHЯn гIoB'язaнi з випa.Ц,KoBиMи tlo-

дiями i опepaцiяMи Haд HиМи' a B s l0 бyле poзгЛяI{yтo
ПolIяTTя ймовipнoстi y ЕIaйпpостiшoмy BипaД,кУ' кo.x eKс-
llеpI4N{еFIт lvto}Kе MaTи ЛиIIIе скiнчeH[Iе ЧисЛo p13Hих pe3yлЬ-

'oii*. 
ПобУ,Ц,oвy IIoняTTя ймoвipнoстi нa aксioмaтичнlй

ос:rтовi BисBiтленo B $ |2,

s 9. Прoстip eлe,ЦG}iтspниx пoдiй.
Biдьlошeння мiхс пoдiями

Розгля.[IеМo pяД пpиклaД,iв, в flKvlx гIiд пoдi ЯMt| I\dи po.
зумiтиMeмo резyЛЬTaти Bипpoбyвaнь afu спoстepe},KеHь'

[Ipиклaди

1" BипpoбyвaЕня IIoлягаr B тoll{y, Щq lшдaeться гpaльниfi 
'ryб,PIT'зробленlаft 6 oдйopiднoгo мaтepiалy; гpaнi кyбиI(a пpонyttleрoвaнo (вiл

[ лo 6)"
гiр* oд}'oltly кидa[I.н i .кyбикajla йoгo вepxн iй tPч]_Y9r:jиnaстIt

бyль.яке Числo oЧol( вiд l дo 6. ГIoдiЦ ((тIри.одI{oМy I{идaIIнi випaлo f
oЧoK> Ilo3}Iaqиrvlo Чepe3 t0д (i: l, ..., 6); пЬдi.i Ф' r ёлемeнтapниIt{и (пe.

рo3lgle.Д,rilrми), вонй BиqepпyЮтЬ yсi мoх<ливl pезyлЬтaти 38.Ц8нoГo B}I.

hpобvв,аnтoo. 
,Aле 

з U.!ll\t ЬийpoбyЬан}Iя1\4 l\{oх{нa пoв'язaти i склaденi

fiioзклaлнi} шодiТ- Tац, не)lаft подiя А тloлягar в тon,fy, щo IIPи oднolvry

2l



КИ/дallнi кyбикa BиПаЛo Паplre ЧисЛo oчoк'
lltl;liя R * B ToI\4y' Щo BиIlаЛo ЧисЛo oЧoк'
l(l);l.l'}|е 3" Зрозyмiлo, шlo lli подiТ € сI(Лa,Д.е.
ll }|MI| ' BoI{и rиo}I{yTЬ бути poзI(Ладе}t i нa
сJl(.Ме}tТаpнi подii: пoltiя А ttaсTar тoдi i
1'i"lll'ки т9лi, I(оли }IaсT.аr o/{}lа 3 елеI\,lенTap.
llllх подiЁr Ф2,04, (06; тaк сaМo }Iaстa}Iня
rrrlДiТ B еквiваЛe}Iтнe нaсTаlItIЮ o.цнiеТ з пo.
/tl.'j 9з. чo. Tомy ПpиpoДtlo рoзгЛя/{аTи IIo.
ll,i.{ А i B яI( Biдпoвiднi ш4нo)I{и}Iи eЛеIvIеIl-
l.;lptlиХ пoдiй; А: {tll,, 04, 0u}, B-
i=: 

|(')з, ш*}.

2. Hex aй y паpтiТ з 1000 o.цнOтиIItIиx
llll1l<lбiв с l0 бpaковaних виpoбiв. Bипpо"бyвання lltrЛягaе B.T(lМy' 1lt() tlaBп4аt]НЯ бЁpетьс Я oДи" з вирoбiв. 

.

. Ty' ш!и Маlгиo l0()0 lJIсI\,t(.llr.аpн,их пoдiй (неpозкЛa.ц}Iиx рe3yлЬтa-гiв випР9бy.чfll|Ь) (l),, 
1,,,,...., (r)r.,,,.. (полiя оl1 ioj"Гаr B тolиy' Щo Bзятo

t.й.виpiб). }lсх;rii lliutii А ll.,.lltiгае в Тоrvry, Щo взятиЙ u"piо фu*o'u.ний; ця llо,ltiя сKJIа/tilt.,l ll(.i| .J l() CЛCМCIITаpHиХ подiй , А =- l'..', r!.
..ОJ 

3,'J' де ll' i,, ..., i,u *-* tl()I\4(.ри бpаKoвe}Iиx B}rpoбiв.
3. Якщo .I.риtti lIi,ltlilIlIy,l.ll М()llс,l.V, Ttr Пpи кo}l{}loМy киДaннi вoна

tl{o}I(е вIIaсTи ДOIopи t.еpГl<lм ilбсl rtиtIl1)()I(), .l'ON.|у B llЬol\,ty BиIIаДI(y r BсЬo-
гo 8 pe3yльтатiв виltpсlбyBalllI'I ** eЛегисlll.itplIиx подi,t, 

''Г,--Ё,ц, 
ОЦ0,

Ц??, Цt|, цeц, ццe, цI4tl. (а oзrrаtla€. BиПaдal{tlя геpбa n Ц - uифpи). 
,

Pозгля}IеI\,lo ПpиI{Л aД|4 CK,ГIаllеHиx пoдiй; неxaa пoдiя А. ,ion".ae в
ТoЧy' Щo BиПaЛo ПрI,i}lаймнi двa геpби, пoдiя B * BИГIaЛa piвrlo oд[Ia
шифpа; Tg'Дi А : |е.eе, 2eЦ, 2Цё, цеёI, B : |eeц, rцe, цeel .

4. Нa,плoщи}ri дaнo кBaДраl; випpoбyЬaння Пoляга€ в тol\,Iy' щoв цей ква.цpaт киДасTЬся Toчка. ЕлемеЕtTаpниIr{и Пoд,iями в цьoмy Bи.
IIaДI{y гIpиpoднo BBa}каTи пoдiТ, ш{o tloЛяГaЮТЬ y tIoI]aдa}Iнi в оipeмi
тoЧки кBадpата; oT}кe' N{HO}Kина всix еЛеir4енТap[{иx подiй (всix llеpoз.
кЛaд}Iиx pе3yльтaтiв випpобування) еквiва"liе}Iтнa мнoх(иIli тoчoк
кBадpатa.

Po3гляHеМo пo.Цiю С, якa шOЛягar B тoI\4У, Щo ки}Iyта
ПaIIa в кpyг C, Я'KИй лежиТЬ BсеpeД,инi квадbaтa (pис."?);
рO3IfiaДаетЬся }Iа t{ескiltнеltнy шl}'o}l(и}Iy елеI\4eнTaр}I!tx
вiдпoвiдaЮтЬ IIoпaдaHняi\,t в.piЬнi тoчки i<pyга C.

Tаким ЧинoM, Пi,Ц елrJ',IrнmаpнuJуtu noОiямu, noв'Я3a.
нuhll] 3 nrв|IuJуI вLInpoбуваrLняJуI , poлумiюmь aсi luеpo1gлаaНi
pшуllbmаmu цboeo вLlnpoбування. Koэtсну пoОiю, яKа lуtoutсе
flаcmаmu в pву/Ibmаrni цьоeo вunpОбaваIdtlfl, шиQctсttа p03еля.
Оаmu як ОеяKa lflнoctсuluu rлИ4eн,rr7аpttuх noаiЙ. Рaзой 3 TиIVI
po3гляIIyTi пpll KЛaДИ пoкa3yЮTЬ' Щo еЛеt\IенTapнi пoдii
Мo}I{yтЬ. бyти 

. 
oб'еItTalvtи Haйpiзнoмa[IiTIrirшoi гIpиРoди.

Тoмy, фoрм aЛiзyюЧи tloпepедtti мipкyвaння, гI pиxoдиI\дo
Дo TaKoгo o8HaЧеHня:

ogНaЧeI{н Я l. [IpocnюpoJu елuуIеrtmapнuх nooiЙ
нa3иBarтЬся ДoBiлЬHa мшo)Kинa (скiнЧеннa абo HесKiH.
Ченна).

Пpoстip елеменTapн'иx IIодi й позIIaТ{aтt{A{rIиo бyквоЮ 8,
йогo lJIeIиeнтII (тouки), Тoбтo eЛlft{rнTар}Ii подiТ,-бyкBaIи}!

22

(r), ;tf,ltl (l). Пiдмнo)t{иHи tlp0сTo]y еЛеN{eНTapH}Ix IIOдiй Нa-

;}lllt;ll(),l'ЬCЯ П o д i Я M v|,|r (no)iя А нoсmас, яKщo наcmа,€

,|',i,i,.,.i,,i(,U}ь 3 еllеJYlrНmаpншх nО\tЙ Ф € !): Caмa I\d[Io}I{и[Ia

!.,t l|;l:tl|t}ае,ГЬся Bipo,гi,цнoю tloдieЮ' пopo}Ktlя Мtlo. '

)lrIlllll ?5 -_ I{еMO}KЛиB0lo ttoдleЮ.

l)tl:ll.Л'lllеMo вiДttошleн[Iя' B яKиx MoжyTЬ бyти гtoДiТ,

i r lllt,1l;tlцii Ita.ц Пo/lillми.
( ) :l ll il Ll е Il tI ,l 2. ГoвopяTЬ, Щo -.пoдiя А € oKpе.

t\l llМ l}l{ llil/ll(оM t] (:rбо B e насЛiдI{oM А\ ' якIЦo t\dtlo}Kинa

А (. llil[Ml|())l(llll()l( l I]. ГIознaчаюTЬ це BiДHotlIеFIHЯ TаK саIv1o'

'tl( 
/t.,l}| Ml|())l(llll: А С. B' aбo B э А' Тaким Чи}IoМ, вi,ц.

ll()l||(.lllIil А(- B oзIlaЧar, Щo Bсi еЛеМе[Iтaрнi гIo.Ц.iТ, ЯKi

ttх(U\'l.l.tl B А, Bxo,II.яTЬ TaKo)K y BI Toбтo щo Пpи HaсTaНнi

lrrli\iТ А tlaсTal TaKoй Пo,ц.iя 
-B, 

Пpи цЬoмy' яKЩo А с B
.l.;l l] с: А, To А: B'

()знaЧеtIн Я 3. СyN{OЮ (aбо об,еДllaнняivl)

,,1 tJ B Пo.Ц.iЙ А, B [Ia3иBaеTЬся Тx TеopеTиKo-t{нoх{инHe

. lt l'l/lr1 aH [I я , тoбTo IIo.II.i я , яKa сKЛaдarTЬсfl 3 eЛеМеHтapti иx

lltUtiй, Щo Bxo.II.ятЬ,ll.o сKЛaДy xoЧa б o.ш,нiеТ з Пo,цii4 А, B,

OзнaЧеHII Я ц, iooyTKoм (абo ПеpеpiРo'\ АB
lrtlДiй А, B HailуIBarTЬся ix теopеTиKo.Ivlнoхtинний пеpеpi3,
.r.tlб.гo подiя, яKa сKЛа.ll.arтЬся 3 еЛeМенTaрниx гIoдiй, Щo

tlx./{'I,гЬ B oбиДвi noдii-А, в. Iншими сЛo'aiuи, пo.Ц.iя А U

l,,l B nu.,,. йдi i 
'iuo*iu 

тo,Ц.i' KoлиJIaсTar aбo пo.цiя А,
;tбtl Пo.цi Я. B-,aоo.oоидвi гto.ц.iТ; пo.Ц.i я АB настar ToД.i i тiлЬKи
.l'<u\i' I(oЛи нaстaюTЬ oби,ц.Bi пoДiТ .4, B..ф"алогiчHo Bи3[Ia.

ll;lloTЬся сyMи i лобyтKи кiлькox tlo.Ц,iй.

oзгraЧе[Iня 5. ПpoтиЛе)I{[IoЮпoДiею А Д.Ля IIo-

лt.i А нa,иBalTЬся TeopеTикo.N{нo)KиtIне Д,oпoB}IеtIнo 3\j.'
'l'tlбтo Пoдiя, щo склa.цarTЬся 3 yсiх еЛeМeнTаpЕIиx Пo.ц.lи'

rlI<i tIе Bxo.цятЬ B А. 
- . .

Tаким ЧинoM, пoд.iя A нa.тae тoд,i i тiльки тo.ц.i' KoЛи

lIе l-IасTae пo.ш.iЯ А.
o з н a Ч e [I н Я 6. ПoдiT А i B [IaзиBaЮTЬся tlесy.

мiсI-lиMи' яKЩo АB : И.
Ознaченtlя 2_6,Ц.y}кe 3pyЧнo iлюстp]rBaти 3a. ДoгtoMo.

Г11Ю дiaгpaм Ейлерa _ Bеннa. (pи9. 3). На циx .Ц.iaгpаМaх

i,poйip ёn.мeнтapниx пoдiй a ioбpa}I{еllo y BигЛяДi KBaД,.

paTa, a гIoдiТ * i, BI{гЛядi [{pyгiB.

тoЧкa пo.
Ця пoдiя

по"цiй, якi

* У BиIIaдкy [IфЧI{с.пенниx llpoстopiв eЛеIltеtlТ1Рничпoдiй нeДo.

ltiльнo вBalкaти пoдlям" ч.i пiдмн.il*инй Q, бo тодi бvлo б вaжкo BBес.

.l.l,l ПoЕя''" toioЪiiй.'i: dй.ni.'u"n"оyде boзглянyiо в $ 12,е s l0*
r i оvдyтЬ pOзгЛяДaTИсЯ 1lиlде скiнчeшнi пPoсToри еЛIеI\4еНтap[IиХ IICI-

,цiir.)
g&

Pис. 2



АB

Hеxaй сo€(А Uс)(B UC), тoдi ol(А U e lсо€
( B U C. ЯкщoФ€с,тoФсАB U C, Якщo)кФftс,'l.ool€А iсо€B,тoмyo€АBL,oтх{e'о(АB U с, t

Пpиклaди

!' Д.вiчi KI{дaIотЬ tt{oнeтy. oписaти пpoстip eЛеп{eнтapниx пoдiй
Пpи Koжtloп{y кI{дaнIrl мoнeти It{o}ItлI,IBi двa peзyлЬTати: мoIIета

Blla/це дoгopи гepбoм (e) aбo цифpoю (4). Tolvty пpoстip eлeмеIlтapних
rlодiй пplt дBox кI{дa}Iняx склaдaeтЬся 3 таI(иx чoтиpьox пoдiЙ: еe, ец,
||'' ЦЦ.

2.. Cтplлeшь двlчl стpiляс пo мiшеtli: А _ влyчeнIIя пp}r пepшIolr{y
пoстplлl, 8 Т пpи лpyгoмy. oписати пpoстip.eЪeментapниx Ъoдiй.
3aписaти пoдiю' яI(aIIoлягаr B Tolt,ty, щo: Ъ) стpiлeuь влyuиB y I'titшеttь
пpинaймнioди}r paз (пoдiя C);.б) стрiлеrl,Ь вJlyЧI,Iв piвнсl oди}I paз (по:
дiя D); стpiлeць }Ir вЛyЧиB y мirпeнь (подiя ^Е).

Пpoстip eЛelиe}Iтaрниx подiй скЛaдaeтЬся 3 TаKиx чoтРlpьox подiй
(rlсlpiвняти 3 tloпеpeднiм ITpl{кла/loм) : АB, АB, FB, aъ. Poзгляtlеl{o
llодiТ C, D, E:

a) Якщo стpiлеuЬ BЛУtIив гIpи}taймнi сlдин P83, тo це оз}IaЧar, lЦo
вlн влyчив aбo при пеpшolиy lloстpiлi, a6o пpи дрyгol,ly, a6o пpиобоx,
тобтos*. АB U iв U АB:А U B.

б) Piвнo oДIIe.Bлyче}Iня l\{oх(e 6yти тiльки тoдi,-кoли стpiлeць гIpи
пеptllotry пoстpiлi влyчI,Iв' a пpи дpyгoш{y _ нi,збo пptl пЪpшoмy }re

BлyчI{.B'-a Пpи дpyгoмУ - влyчIrв, тoбтo D : АB U АB.
в) Якщo стpiлeuЬ IIе BЛyчив y мiшe}Iь' тo це o8llaчaс' щo вiн не

',лy.Igx Ipи oбoх пoстрiлaх, тoбтo f *, м (aбo, щo тe сaме , E *
nlUB).

Bпpвви

1. ,Цoвестll piвнoстl: e) А U r - oE Ф АГ: ЙJ d A U o *
-.= Q; г) .4o: А; д| A U Q = А,,e) Аo : Й; e) А-* А;ж) fl-
'= Иi3) Й: o;и) M:,{Ъ]i) Б==;. U Е.

2, oписaти пpoстip eгleмеI{тapниx пoдiй, якщo випpoбyBaння IIo.
JI'Iгae B тoмy' щo l{oЧ9тУ пiдкидаЮть тpиu.i. oпишllть eлемeнтapнl Цoдl[,
сПpияTJItlвi I,ля пoдifi (виIIaли гepб i двi шифpи>' (виlIали двi цифпr.

3. в yPнi лежaть 4 кулi, зaяyмepoвaнi цифрaMч.l,^2,8, 4. 
-Bн-

,l.яГаЮTь.цвi кyлl. oписати llpoстip eлeментapниx пoдiй. 3аписaтн е.IIe.
MrшTарIli подiТ' спpиятливi Для пoдi[: (вIlтягItyтo двi кyлI s паPIrtши
llolvtepап,tи).

4. Hеxaй A, B, C _ деякi пoдlI.3aписaти Bнpази дЛ' пoдlfi, якi
lloлягaЮтЬ y тolt,ty' щo:

а) нaсТaлa тiльки пoдlя .Д;
6) }IaсTaлI{ пoдii А i B, алe пoдlq C He нaсllaJlаi
в) нaстaJla пpинaймнi oднa 9 цIrх пoдlfi;
г) tIе llaстaлa жoд}Iа 3 циx пoдifi;
д) tlастaЛи всi тpи пoдiТ;
е) нaст4лo не 6iльtIIе двoх подifi.

s l0. Клaсичl|в oзнaЧeння ймoвipiloстi

Hеxaй пpoстip eлo[r{e[{тapнцx пoдiй
Nt Ho*{иt{oю, Q = { o,, Ф& ...' 

- 
ш,} , тoбт9

JlиBI{x pGEyдРTg}iв вfuoбyвaншffi Ц

a e eкtнчe}Iнoю
е тiльки /f Mo}I{-

%
Pис. 3 АB-Ф

Легко .цoBести TаKi влaстиBoстi oпepaцiй нaд пoдiяr,rи

Р':::',Bиpaх(aЮтЬ тoй фaкт, Щo MIIo)KиНa пoдiй e,лг6Ьpoю
DyЛя):

l. А U B: fr U А; АB: BА (кoмyтaтIrвIli *aкoнtl
ДJIЯ,ДoдaBaнHя i мнoхtення).

.(А U.B)U C -А tJ @ U Ch ИB!c-А(BC)'(асоlti aTLIBt|i зaкЪни .цo.цaBaння i- мнЬх<е"йi. 
-

3. (А U BI С
шIнo)I(еHtIя вiднoсHo дo,цaвaння).

4. АB U C :. (А U C) (B 
.|J 

с) (дистp w6утиBH,4Й 3a-Кoн ДодaBаI{I{я вiДнoсно шIнo}Kення). 
.

5. m3 : АЪi m: I U B (зaкoни дe Мopгaнa).
q. А U a:Q; АА .= a.
BлaстиBoстi l, 2, 6 виплйBaЮтЬ 6езпoсеpeднЬo 8 o'нa-

ЧеHЬ. Д,oведеMo BлaсTивiсть 4 (влaстиBoстi 3. i ъ д;йд",o.сЯ aнaЛoгiuнo). Для ДoBеДення piвнoстi 4 досй'r дo"eсTи
такi Д,Ba вKлЮЧен[Iя: 

t -__ .-Yv...У,lt\

l) АB ц9ч(А U C)(B U C); 2)(А U C)(B UU C) c АB U C"
Яnщoo,с АB U ^C,тoaбoo( АB a6oФ(C.Упеp.

IIIoМyBипадкy со( Аi ч.с.Д,'oцyсо-( А U iiol(B UlJ C, oT)I(е' со € (д.U^q) (B,ц i). 
-y^ 

,цpyгol\'y BипaдKy
со ( C, тоMy со f; А U-с f Ф сЪ Li C ifr6u. Ь.e Й U a(в U с).
24

АuB

ltьвмy Bi.Iп



MНo}I{и[ry Q ЧaсTo Ila,:]иBaЮTЬ I-loBtIoю гpyпoю tloдiй (aбo,Цoк.
лaднiше tIoBIIoIo гpyltolo всix ПoIIapЕIo llесyмiсниx pез.vЛЬ-

тaтiв BиПpodyвartlr lr). BважaTиN{еN{o дo,Ц.аTкoвo, Щo всi
еЛеMеIITаprl i llсlltiТ p iвrlOMo}I{ливi. ПoняTTя piвномo)KЛII.
BoсTi ttе tliД"ll'l l.i-lt. t|lopмzrЛЬI{oМy oз[IaЧе}IнЮ. Boно oз}IaLIal'

щo з мipI(yвzrllЬ Сltl\4('.l.piТ (aбo яKиxoсЬ ПoДiбниx) випЛиBaе'
щo tlеM?tс oб'е:l{'гl'lt}ll ttх tlpиtlиI{ BBa}I{aTи o,цHy 3 еЛеMеtITap-
ниx гloДi Й (liЛЬlll iмовipшою гIopiвняHo 3 iнtшими. HапpI4K-
Лa]!' 

'll(Щo 
еKсIIеpиMеHT lloЛягar B киДaннi ПpaBиЛЬ}Ioгo

кубикa, BигoToBJlеIIoГo З o.цнopiДнoгo МаTеpiaлy, To Bсi
lшiсть pеЗyЛь,г;t,гiI} Illl()Гo BиПpoбyвaння Пpиpo.цнo BBaх{aти
p i вl loN4o}t{ ЛI4BI I M и .

I(.пzlсIItIlIе o:}Il:lrlсIItIя liмовiptloстi дaетЬся дЛя IIo,Ц.iй,

ltlo е пiдмl{o)t{lIllitм}t Q: iмовipгтiсть P (/) iloдiТ А BизIIa.
tI;ieTЬСtI (popMyJI()l()

P (/)

Дe .V (А) _ ЧисЛo ejlементiв IvIнo)I{иtIи A. Це oзHaЧе}I[Iя
п,Ioх(нa сфopмyЛЮBaTи нa ((N{oBi випpoбyвaнЬ> тaK: tлtoвip.
нiсmю no1ii А на,lttваsmbся, вt1нoшення, цttcllа pвaлbmаmiв
вunpo6цванflЯ,, cnpuяmлuвItх Оля no1ii А, 0o чItcла всiх
piвнoмo}tслtuвttх t nonаpшo несумicнLLх pelllлbmаmiв вunpo-
бування.

Пpиклвд.. 3нaйти ймoвipнiсть тoгo, Щo ЧI,IсJIo oчQI{' .Цt{е BиIIa,цe

нa кy6I{Ky пpи oднol\,Iy кидaйнi, бyлe; a) IIaрниI\,l (пoлiя д.)' б) кpaT.
I{иI\{ 

ilЁ;*'T".x'eЁ],,p",* пoдiй склa.ц.a€тЬся з 6 e,пeмeнтiв: Q : { .or,
Ф', ...l 

'o}, 
де с'l; - пoдiя, щo IIoлягае y BиIIaдaн}Ii l.oчolс; oскiльки

А-_ {со,, Ф4,соо}, B-'= tс'l,,соо}, тo

( ,tlllaвдi, oскiльки АB - Ф, тo N (А U B) : 
^l 

(А) +
l /V (B) (пpaвилo сyMи, ДИB. poзД. I, $ 1). Пoдiл I4B:шIи|

r ll lll,,ll}i .Iaсти[Iи цieТ piвнoстi нa lV, дiстaнeшIo фopмyлy (2).
;t,) Якщo no)ii А,, А,, '.., Аn nonаplro Неcумicнi (moбmrl

|,',|i_ И npu iфi)' mo

Ця BЛaстивiсть BиПлиBar 3 oз[IaЧення, 3 фopмyли (l),
бо, oЧeвиДHo, 0 < 

^/ 

(/) < /V.

2) I мoвtpнiсtnь вipoеiОнoi rlq1ii )optвнюв 1:

P(Q): l.

Cпpaвлi, згiдtto 3 фopмyлoю (l), P(Q): #: l.
3) TeopeJуcа Оofuа,в&|Iltfl, 0лл rcecуJwiснша no|ifi,, flкшp

noОii А i B несумiснi (AB Е; Ф)' mo

(3)

lloведення безпoсrpеДHЬo Bипли-
ltjl(] :l BЛастивoстi 3), яKщo зaсToсoвy-
!t;l.I'l,l Ь,IеTo,ц МaтеIVIатичнoТ irrдyкцii. .

.l) { мoвipнtсmь npornuлeuснoi Оo

..| поОtt А \opiвtltов

P (А) ..-. 1 -. Р (,4).

()шравдi, оскiлIrКLt А U
;l ll()Jlii. А iА rlесyivIiсrli, To
( lltlJOСTяl\iIи 2 i 3 мaсIt,Io:

l == P(Гд): P(/ U д): P(А)+ P(;'),
.'lriДttи i Дiстaемo (4).

5) I мaвipнicmь нrJЙoclcлшвoi noОti Оopiвнюr HулIo:

P(Ф):0.
l{е безпoсерeДHЬo Дiстaемo 3 фopмyли (l): P (И):(l 

l{oжнa TaKo}I{ BиKoDисTaTи B. . 
2 i 4zлг 

: 0. l{orкнa TaKo}I{ BиKop|4cTaTvl BЛaсTИвoстi

P(и) _ P(о) : l -P(Q) : l _ 1 _ 0.

6) Якщo nodiя А r лItpeJуtuм вunаОкoм noОii B (А с B),
tno

Р (д) < Р(B)"
Cпpавдi, мохt|!0,оЧеBидtIo, зaIlplсaTуI (pис. 4), щo B -
А U Ав' ПpиЧolvly пoдiТ А i tr'B HесyIvIiснi' тoМy sa

l lJlilсTI{BoсTЯI\,Iи 3 i l мarмo:

Р (A) : P (.4 U trвl : Р (А)+ P (Авl>P (А).

7\ Tеope,пIш 0o0авq,нruя,, 0л,я, 0oвiльrоuа no?i,ti. Якщo
А,, А',,...' Аn*1Овiльнi no)tt, rrlЮ

{n \ !P(U А,|-ЕPв')_ I Pв,Аt)+
\l+1 / r'-l l{i(i*<n

+ (* l),*' P (А,А,, " o А*\.

/n \ n

Р( U А,|:хP(/l).
\ f:l / i:I

(l)

(4)

Д: гД,

3a BIIa- Pис. 4

P(/):+:+, P(8)

BстaнoBиMo дeЯкi властивoстi
l) t,ля кoэюнoi noОtt А с a

0<P(д)<

2l:-6-:т.
ймoвipнoстl:

l.

Е Р(д,АэАu)* G..
r {'f</<&{ra

(6)

27s0

Р(/ U B)*P(д) +P(B}.



oх ITo,Цiй

P(/)+P(B)-P(АB}. (6)

I{аЧиMo' "ш,lo KoЛIi .V (А'} _ ЧI,IсЛo
o з фоpмyЛoЮ BI{Л[()tlеi_lЬ Та BI{KЛЮ-
( 16)), I\daеMo

фоpмyлy (5).

s ||. Пpиклaди oGчисflёнttff йд'qовiрност*й

PозI.JIяtIеM() кilll,Kil lIри I,(ЛaДiB обчl{сJtrtrIItfi Ёiмовiptrо.
с,t.е il
ЦЬoМy

IIа ()СIlOttl l(JI;lсI,t'll,I0Г(J O:jI{aт{е}ltrIяI ; fiпарa,I.' }.t{.o tiр

It

сTеи Ta

Пpиклaдп

I1poтиJIе)кна пoдiя .4 IIoляга€ ts тo},iУ, Щo всi n чo.пCIвiк }iаpoдиЛися

piзнi днl poкy; знaйдeмо йпtовipнiсть пoдiТ А. ЯкtI{о fl1 дrI{Ь I]ap(

iцх<еrrня f.t людIlъ;Y|' тo кoх(на eЛel'{e}Iтapнa подiя * це Biloр-я,lкoвaни
ня6ln rIиср.п ((7'. o,^. ... ^ an). rre а' _ цi.цi чI{cпa. 1< сl {, 3s5. Чиrlгrirабip ЧисеЛ (с\, сl2' ..., an), Дe а'1 _ цi.цi чиcпa, tr < сt { 3s5j Чиrlгl
всiх^тaких нЬ6opiв _ цe.ЧисЛo poзI\,Iiщeнь t xloвтopеlt}IяI'{и з 365 слt

мeнтiв Цo n, oт)I(е' N - trtвs * 365n'

Пoдiя А сKIIaДaсTЬс,I 8

ЧIrсJIa aу flz' ..., an _ рiзнi,
365 eлeмeптiв пo n, oтх<e, N

тLlx еле}IeнтарiJиx шqпiйn ДЛЯ яl{I{x

Bикop исToByr,гЬс Я,._. ()сIlOBII i B.JI;lсTItttФСTi t.tl',tовipн

oсIIoBнi llрaв klЛa i теoреми коniбiнатор Iа1<I4 "

тобто з yеix розмiш1eнь (6еg IIс}BтОреI;

(J-i * Аtus, lтомy

36б . 364 (365-trr+l)
36#t

364.363 ... (3оn*n}
;E-

! lt{с:Т r':i,Sлшrdi Bl{дltCIl Щo пp}r n * 2$ е при6лизIto oДHакoвi lilaнс}r
. l\ :l1'.,' '4 :***'гl1}{е, i На те,.що J lrc HастаHe; IIpи rt2 7a пoдiю .4

i i. I l' ri ,l l'!ii'r}iiit].!{ lIpаJiти,{нo Blpoгliit{t}Ю"
.] l-'i iт е р Геo [,lет p и 't lt }{ tYt po3-под iл. Hexaйвypнi

\ ti li,:,116, з fiI{ilх |\ _ бiлi' pеIIITа *_ Чoр}Ii. 3 ypни виймal(rгЬ r кyлЬ;
rrr. r il\lt}Biрн iстt,, I'ttrс) сере,ц Hиx p iвllо lс бiлих K}rль?

!.lll Ж|iit rЛеIltе}Iтaр}re шоДiя y I\ЬOMy еlir:IlеpИментi Bll8llatlalTЬсfl'
r l,|{'|'ll.tl!(), Jlе'II(ОIo y*.Iliдмlto;ltрlIIoI() /l.МЦon(иI{и I(yль, тобтo кoмбiнaЦiею
l II r.. lt',N{e l{'гiв по r' oT}I{l' ЧисЛo lзсiх eлеililентapl{иx пoдiй дopiвнlое
'i | ]|. 3rrайдемо Числo N (А) r.пiдмtlох<и}I' B як}lx е piвнo kбiлих

l' i ll, li :"сiшly r -_ lс 'rоptlиx); fr бi,rlнx кyлЬ Ir{oхGIa вибpaтИ g nL бiлих
I ll, l,i, способаiuи, a r _. h Чoptlиx i{yлЬ g n - nt чopl{их I{yлЬ *
, , 

,,,, сгlосoбaми' 3а IIpаBилoIи добyткy N (А).: сft,с|_f,,. Toмy
,., r,' l\:ilt;l f,lN'IоRipнiсть, яKy IIoз}IaЧиMo l{еpe3 Чь, I'oPiвнюе

nk r-r-hkltro n-ntth* *' 0IUn

tt,lr !ir tltlс&'t Q0, Чt' rt.' qr нa3,ИBаgтьrя einеpeеoмGmpuц|'I.uЛ| pфno\iюлl.

lr'l.iiIllil,{3aTеОpeп{oЮдoдаBа}I|tяN|JIнeсyмlсflиxподlй>
Ё:0

i'(il).** l, тo 3 фpмyли (7) BиIIлиBar тaкa тoто}Ktliсть:

х с*,с,;*,-CI, (s)
t-о

. i l;tlllllИО, щo ця Toтoхffllсть l\,tаe дoситЬ oЧеBидний кoмбiнатopний
. ],l t il.,il (rrкий?).

,I lt" nри\TаД засТОсy;а}l}Iя фopмyлv1^(7) oбчислимo ймoвlpнlсть
r'rti i'.tltIiв у <СпopтЛoT0>" УЧaсItиI( Гpи y кCпopтJIoTo) IIoBинeн lIa3BaтIr
ir .iil(.('.jl (6 вelдiв сIlopTy) з a5 ЧисеЛ |,2,3, ..., 45; вiн вигPB€' яI(щo 3
Iili {i .tttсе,'tr 3, 4, 5 а6о 6 збiгаrотЬся 3.цeяK[tМи 3IIIести чисeЛ, якi ви.
tli'lll;il.lt,t.[,{:fl IJ TI,{ра;кi. 3найти йпlовiplIiсть yгaДyBаI{tIя 3,4,5 абo 6 ви-
'rПr , lrO[)'t':f.

.!t.I{O, 
Щo це € та саNIа Зa]\a,Чa Пpo виймання 6 кyль з УРнt, дe

r,t..|;.tl'!, 45 кyЛЬ' сgpeД яIiиx 6 кбiлиx> (вигpаIIII{иx). Toмy ймoвipшiсть
i'|,lll)/liaшя k видiв с'пopтy дopiвнroeЧн (ллg 3нaчe}IЬ n:' 46' nx- 6,
r . 0). 3a фopмyлoю (7| Iшaril{o

rE.д3 г4-r2u6' "39 A AA.A, u6'u3g
Чр, * .6*_ ** u,03484; Чl * 

^6- 
* |,82t . lOdi

o45 L4s

с.'8 . с,
{j$ =* **Т* Е 3,315. 10*6; Qa

I:;6-
"45

x 11228. l0-7

Tопоp 8а

*P(z{)*
o6чисдити oa дolloмoгolo !(EлЬкy.Ilятoра ; t l,lBс/[eТ\.t{) д.*,fl к ! зttа.тI[ll ltя Р

ji' 3aдaЧa гIр9 sбiгI.!. Kaпелюxи n вiдвiдyвачiв 6улlа
ll{.l'(.lt.ltyтallti в Гаpдеpoбi i видaнi вiдвiдyвaЧаМ BиПaдкoвиI\{ спoсoфм.
trl'rii i'tl ймовiрнiсть Р,, тoгo, tШo пpинaймнi oдин з вiдвiдyваuiв oдep-

,t,.ll'l ], свiЁi влaсний кalleлЮx.
t [ю залаЧy Moх{нa сфоpп,lyЛЮBaТИ TaKi e n елeivIеIIтiв, poзмiщеIll{x

1.,Ili.ljIIoI\4y Пopя/dl{y. Цi еЛеМенти BиtIадкoBиI\,l спoсoбoм пepoста8Jlя.
il , J i,\ уl . Яка fiмoвi1lнiсть Toг0' щo I]pинаймнi oдин еЛеMеIIT taпIИtIl|rтЬся
lt ttl!()сN4Yмiсцi?
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+ ; P @//н| _ ... + (- l)n_l (АJo
I Sr<i<ft{n

-tr. 
(rz-l)l

nl

... + (- l)n-l -l-nl

{ю сyмy tt{oхffia зaIIисaти тaI(:

Pд:= -(,..i, o,): 
Д

Pn - r - (, -

--I

вiд n.
4.

n* I

iншим

Неxаfi подiя Аi lloЛflгill E тoMy? щo i-й елеI\lе}I'г зaЛI,IЦILITЬся I{а

сBorl\4y мiсrri. Bс:ix lrе1lесTаII()t}ок.fil елеI\,lФнтiв с Pn, - n|,, r,.Ёт еЛeп4ент
зaлишia€.тЬся IIа сt]oсМy Miсцi пpп (п

:il lirl|}l!llа 1Il дiйдe 3IIOBДo т0гo, ХФ IIeршI}tм пpo неiдiзнався; 6) цlхто
llt. Ill l.IУс' tlЮ [{oBI,Iнy 6iльше o/{Itoг0 pa3у.

l.Ieprшyмepyrмо всix )I{итeЛiв мiстh. Toдi кo}кItа еЛel\{eнTapнa пo-
lllil * 

'iе 
iкiнЧеHl{a пoсЛiдoвнiс,гь нoмeрiв людeй (кpiм пеpйoтo) B

I()Nl}- IIopяДKУ, B яI(ol\{y BotIи ДiзlraЛися пpo }IoвI,l}Iy. Цю пoслiдoвнiсть
I l. .r? . .,,' х?. ,.,. x|

. '', . . ., х,\, Дё хi :: (*iх' ), Дe х" :: (,ri' ,,, ' хi,i,) 
_- I\е t.pyПа HoMерiв люДей, якi l]oЧyЛи

l|()tll!lly нa l.мy кpoшi. Числo спoсобiв вибopy гpyгI14 х'.цopiвнюе m _
,1|i,; оскiлЬкt,I нa piзrlt{x KpoI(aх гpyrtи :сt }toх(yтЬ бyти й oднaкoв}t.

l\tll, 1.0 ЧисЛo всix eЛeМеI{Tal)них пoдiй дopiвнtoе:

N == tr;: 1nr =- tдf,l, .

РtlзглянrМo TеIlеp oкpeМo l{oх{нe iз запитaI]Ь зaдaчl.
а) Якщо пеpшиЙ бiльше I{e lloЧye нoBинУ, To вибip кoжнoi 3 гpyгI

..., ,,{.,, ..,, х, ПpoBOДиться Л}IIIIе сepеД n - l чoлoвiкa, Tolt{y ga пpaBI{.

'r.lпI ,I[oбyтKy N (А) : Аx (АI-,),_' i tпyкаlтa ймoвipнiсть дopiвнюе

P (ц) == lL_J)l- (l: l, 2,. . . , ll).
nl

ЗнаЁr.lцешtrl t]tMtlBiрlrос.r.i "l.сlг0, lЦo нa своТx мiсtци,ц :til./ltlIlIii'l[,С:Я 2,3, .i.
еЛrivtrltr.iв. Якlr(о Ilа I\{iсцi залишIaЮTЬcя 2 елеMеlITll' ,гo pеIlIT}i еЛеп4еIl.
тiв мон<lIа rlеpсстаBиTI,I (n 

- 2)l спосoбамиl тolиy

P(АiА,)_+ G+il.
A н а.lrоt'i,шto

P (А,АiАh) =.= .(ll;i})L, . . ., P (АLА2. . . Аn)--*,* o l

Iltlдi't (llpI,llIаiiмrri tl/tиlr еJ]еMеIIт зaлиIII}lтЬся I{a сBоеil{у Мiсцii> *_. !]r G
n

rttl71iя tj А 1. 1'гlмy :];l TeopеIvIoIo ДoдaBа}I}rя ДJlЯ дoвiльнllх пoдiй
i -, I

Аn) -

l++-{-+ "

(n-r)(n*2) (n k)

rt(n-l) ... (n-h+l)
(,) Якщo нixтo не lloЧyr HoBи'tIy бiльrше oДцoГo paзy' тo нa пеpIIIo.

Nl 1,, 1i pоцi вибip бyле пpoвoДI4TLIcЯ, сepeд n Чoлoв iк, на .цpyгoмy кpoui --
r.t.|rt)i! n - k .toлoвiк, Hfl тpeTЬoрry _ сеpеД n _ 2k, ..., fla /-My - се.
1lt.i[ /l - (r _ |) k, ToI\{y' 3a IIpaBилoM дoбyткy,

N (B) : лf,аf;_oАx-,u. . . дf.-v_t)& :
,-=|n(n_l)..o (n-k+ l)] .I@_k)х

P (А' ==

N (А)_-пГ- *
дf' tдf'_,),_'

@1)'

(n-2k+l)1 ... [(n*
(n _rk + l)l : цr,

A \r-r
т)

*J -r l --2l'3t

У дyжкax стoТтЬ чaстиннa сyIша ДЛя poзBи}IeнIIя e_l в pя/(, тo}ty

Pn o I -e-l:0,63212.
Це нaбли}I(eнHя e Д.oситЬ тoЧlll{M, Щo BиДI]o g тa6лицi знaЧеHЬ P,,, oб.
ЧиlЛeних 3a тoчнoю фopмyлoю;

PD 0'66667 0'62500 0'63333 0'63196 0'63214

Тaким чиtIoM' tlpи n2 7 ймoвiprroстi Pn пpaктиЧt{o He заЛе)I{aтЬ

3адaЧa пpo гI 9tI]иpeнIlя ЧyT'oIt. Умiстi х<ивe
чoлoвiк. o.цин 3 нI{x Дiзнався-Прo /1еяl{y }IoBи[ry i пеpелaB !^i.ц
Bипa.цкoвo вибpaниM oсoбам.oднa:] цpix осiб зI.lots пеpe.цаe \\ k'

oсoбaм, i так IIoBтoрюeтЬся r paзiв. 3найти fiмoвipн iсть тoгo' щo:

ш

Х(,?_k_l)
-(r-t)k)

l, oTх(e,

А,:P(8):ff.
5. 3 a д a ч a гI p o Ч e p е в и K 14. 3 n паp ЧеpеBикiв випаДKo.

It( ) Ilrtбиp aeтьcя 2r нepевикiв (2r 1 n). 3найти ймoвipнiсть Toгo' щo
l t'|)t)i( вибpaниx uepeвикiв: a) вiдсyтнi кoьtплеI(TIIi паpи; б) €, oд}Iа
lirlц11.l1gкTнa пapa; в) e k кoI\4ПЛеI{тI{иx пap (ft d r)..

ЕлeментapllиМи lloДiяMи в цiй зaдaчi тpеба BBa}кaTи всi мoх<ливi
(.lI()сoби вибopy 2r uеpeвикiв з 2n шIтyK' тoivly Числo eлeмe}ITapl{иx

lltutiй доРiвнюе 
^/ 

- C\i,
Poзtuянel\4o ol(peп{o кoх{не 3 IIиTaнЬ зaдaчi.
a) Бyль.якlаit ви6ip 2r }IекoIvlплeKT}Iиx Чepевикiв Мoхd}Ia здiйсltи-

lll l.aк: спoЧaTкy вибp aTИ' }IаПриKЛaД,2r пpaBI{x Черeвикiв (Цe мoх<нa

:l1lrlбиTи C2d cпoсобами), пiсля цЬoгo замiнит14 ДeЯкi з нРrx I{a лiвi (шe

trir l il(llа зpoбt lти 22, спoсoбaми, KoiI(еH 3 2r неpевикiв lvloх(нa aбo

3l



P(B):

B) BибеpeМo сIloчaткy A пap
ссrбамlt). Toдi зaДaЧa зBeДетЬся
чepeвиI{iв з n -"-. k пap (Це мoх<нa
тoп{y

зaмiнити лiвим, а6o нe зaмiнити). Toмy gа пpaBилoll! до6yткy 2rнe.
Kotiflлеtttни:l ЧepeвI,ll{lв мoжнa вибpaтtа C! . 22'сfioсoбaми i, 0т)I{е'

с2: . *o
Р (.4) .: ... \. -, __ c\i, o

б) Oднy Ilаl)y ЧеpеB}lкiв шto>кнa вибp aTИ n спос:обаМ}t, Пiсля ЧОгo
}aJI}|ЦlIlTЬся t! _-l.llaрla Чеpeвикiв i тpe6aви6paтп 2r _ 2 }Iекoll{плеt(,г.
tlиx uерeвикiв. Мipкylouи тaк саI!!o' як i в ti. a), дiстаI{еIl{o' Щo

nСTз .22r-2

c'rli

чepeвиI{iв (ue мoх{нa зpoбити C!cпo.
дo вибopy 2r _ 2k нeкoп,IIIлeктниx
зpoбит" C\::h . 22r_2Ё спoсoбaми),

t'kr'2r--2h . 22r-2h
P (С) - -u 

nw n-h=c3[' '

6. 3 u 4 а tt а tl P o г o т е Л i. У мiстi е Ё гoтeлiв, Y кoхqloyy
з якиx r,x вiльltих Miсtlь. /{o мiстa o,цнoltасtlo IIpиТхaлп.nk uoлоjiч
Ko}I{ен 3 яKиx вибиpar Гo,геЛЬ нaBMaHI{я i незале>кнo вiд i}tшIих' 3на.
йти ймoвipнiсть ToГo, Ulo: a) кoх<е}l 3 пpиТх<дl(иx 3It,Io)ке 3yIIиIIIrтI{сЬ ,v
вибpанoшIy гoтел i (пoдiя А); б) IIpи}lаймн i двoм 3 пpиТжд}I(иx бyле
вiдмoвлe}Io y вибpаI{I,IN [I}Iп,Iи гoтeляx (пoдiя B).

Koжна 3 eлеI\{еI{тapI{иx пoдiй y ЦЬol\{y еI{сПеpимeнтi (вибopi Гo.
теЛя кo}KниIvI з пpиТх<дх<иx) це сIIoсiб poзбИTTЯ nk чoлoвiк нa Ё груп.
Числo такиx спoсoбiв Дopiвнюе (Див. s 4, зaуважeння)

/V _ тiu : hnk'

PoзглянeI\,Io TeIIеp ol{pеMo l(o}к[lе 3 IIиT.aнЬ за.цaчi.
a) Якщo Ko)I(eн з пpиТх<tх(tlx зyIIиниBся y вибpaнolvly гoтeлi, тo

y кoxfirий гoтелЬ пoTpaПИIIo tlo n ЧoЛoBiк. Числo Tакиx poзпoдiлIв цe
ЧиcIIo спoсoбiв poзбиття n|e ЧoЛoBiк нa k гpyП пa n чoлoвiк. Цe Ч}lс.пo
дoplвнюe (див. $ 5, зayBa}I(eння)

/v (д) : Pnk(t|, n, О.. , n): #wцh 
.

oтжe, шIyкaнoю ймoвipнiстю e

P(/):+:ffi,
б) Poзглянeмo пoдilо E, пpoTиЛе)t(}ly .цo B; ця гIoдiя lloлягar B

rМy, щo вiдмoвлeнo y вибpа}Iиx гo,гeЛяx мeHIIIe нiж ДBoI\4 пpиТжд}киI\,t

(тoб3o }I(oдHoMy абo oднoмy). Iншими сЛoвalvtи, Q: д U Дr, Дe Аt 7
IIoдiя (oднoмy 3 пpиТх<дх(их вiдмoвлeнo y вибpанoldy ttllп! гoтел i>.

oскiльки пoдii..4 i A' нeсyМiснi, тo

P (D _ P (А) +P (/J.
3aлишaeTЬся o6uиr.п ИTIа ймoвipнiсть ^.4ц'
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i [:t.': Гаllli'l подiТ .4, oзнaЧae' Щ0 /lO oД}I0гo з гoтeЛiв rtaдiй.Ц.}ТЬ за.
l :, |l |lllfl вЦ лe + ] чоловi,к, a .Дo p.еtiiти гotеЛiв * не бiлршlе, нiж
|tl t! rilт\{()вЛень (тo6т0.цО oдI{oгo 3 }iI{х надiёlдеtl _ l за.пtовЛе}IHя' a,цL)
||{ |\. irltlllt^\ .__ пo nj.

,/[lrа гoтелi, ДCI яких }IаДirlдугь вiдшoвiдно ft -I* l i rr * l 3аIlloв-
lr lll., tltoхiЦa вибpaт" A1спoсoбaми. Kоли цi гoTеЛi вхtе вибpa}io' тCI

!.|,lllI]tilt]гЬся рo3lloдiлитlt n|с пpltТ>кJ{жиx пa A гpyП tIIIсlльнiстю n *
I l, tl' - |, t|, ,,1fl Чoл0Biк. tIислo сIlolобiв' яI{РIi\{и tie ь'Io]{iнa зpоби-
Ill r1llpil.JТ.IIol (див. $ 5, зayвa}кetlня) Pnн @ * l, f, * |, fl,,..2 i}), t,0.

l:l ПрaBилoм дoбyткy

,V (lJ * лf;nnь(n + l , n-* |, fu,

k (k - l) (nk)l

(n * l)l (n : l)l (nt'1h-z

:llt |,,1с lt дiстaeмo

h (t - l) (nk)l

. r n)*

*k Ф+ l)I (n -- l)I (nI)Ё_8 l

( ) !,;t((: ,

P (B) ,- t - P @) - I -P (/) -P (/r) :
h (k - l) (nk)l

hnh (n + r)t (n - t)l (nt)k-z '

т. Poзпoдiл ЧaсTиI{oK y KoI{ip*аx. Koх<нa 8
/.. 'l;lсTиtIoK Мo}Kе 3 oдtIаI(OBOIo ймoвipнiстю пoтp aГII|TII y бyдь.якy 3 n
ir)Nlil)oK (n > A). 3найти ймoвipнiсть тoГo' щo: a} у nевнi k кoшripок
lllll|);|I]LlтЬ пo oДнiй частинцi (подiя А); 01 у 0еякIЁ кoмipoк ПoTpaПИTь
ll.l ( ).l([lif:t 'lастинцi (пoдiя B).

l[я зaдaчa вiдiгpае Ba)KЛиBy poЛЬ y сTaTI{стичнiй фiзиui. /Vlи дi.
r l.lll('п,{o Tpи piзнi ii poзв'я3ки зaлe}I(нo вiд тoгo' якi елeменTapнi пoдil
|1ll:t)l(а.гиMyтЬся piвнoмo)клиBиМIl. Цi тpI{ po3B'я3Kи вiдпoвiдaloTЬ
t 1ll,tlМ фiзиvним сTaTистtlKaM.

|) Cт.aTИстиI(а Д1 aксBeлЛa_Бoльцtиaнa. цiй
( l;l-|.llс.гицi пiдПopяДKовaний poзIroдiл мoлеI(yл га3y. Piвнoмo)I(ливиMI{
lll r;| ilifl loTЬся 6у ttь.якi poзпо дiли ЧaсTи}loк y кoмip каx ' якi вiдP lзня-
lilll,('1l абo числoI\4 Части}Ioк' aбo сaмklwиl ЧaсTиIlKaI\,lи хoч би y oднiй
r. r lNl i1l l1i . I ншими слoBaI\,Iи ' y цiй сТaTистиЦi частI{}IKи BBах{aЮтЬся piз.
llll ||t It. кo)I(Hа мae свoto iндивiлvальнiс.гь.r, Ko)I(на мar сBoю iндивiдyальнiс.гь.

fI'r,-rт,- ,''t^l'AYY'п6rtfтY.,!/ .'."''if, 
- 

rт^ llтIислo елel\,lентapниx пoдifr _ це Числo сПoсoбiв,
1l|,rllих Чaстиtloк poзмiстиTl{ B n кoмipкax, тoМy (див.
пrt)

ii/- АI- nk.

( )r.l(i.ltьки вel чaстиItки BBa}I(aЮTЬся piзними , тo k ЧасTинoK у k фIкco.
l'fltlllх комipкax Мo)I(нa розмiстити k| спoсoбaми, тoti{y ш (/) : Ёl i

P(,4)*+Д:#е
Якщo lк тpeбa poзмlстlатtl k Чaстинoку Оеякuх k кoмipкax' тo rпo.

lt;l ttiy ,гpеба вибpaти цi кoмipки, щo l\4o}кнa зpaбvlтн C| спoсoбaмI,I'

яKиI\{и мoжнa Ё
$ 4, зaув&кeFI-

t r t560 BiI



l' (/f )

'J) (l't'пttr r llr rirr I'
(.'гlllti lriДlIrl1}ll /|lrl llt.i|||l | ||t l llll Illi.l|

llltlltllll(Jtil,/\, llrп l'шtlll, f 
l lrlt' tш1131,

|t|1 i f, |е| : .4,: l' rlii| tr

A' (lll '4f,

,v ,r"

(l l (. I ii l| t|l I t. il t| ;| |liii сTаТlI.
||;lr lll||rllt. rt lii ||;l tltll,ll(lIl, ll|l'lt||l(l,пtl; цe'
/ll.l||1i rlt|;l.1 }, . l.I ll|r l|||ll llr) t(. . - Ейн-

ltt1'(.filt.;l tt(.i .l;tr.|.lllllrlI ttlt.l/l\;Ill}||.t.}l (tllIl,l|rr)lIll|\ll|. l{l|(l.,l\llllNt1t It.ll(.p piв.
l|()M,)i|(JlltltlIl\tit l }, l (l1l71''.',, l;llrI l)(l tllrl,Jl|.lIll ll;l(.lllll()lr y lrrlN|l|)l(:lх, яKi
вi,ц1liзttяttlГl,С1l l11.11../l()Nt 

'];l(. l,lIll()l,i х()l|;| б y ()/tlliii li()l\lil)ll.i . .Тoмy
(див. $ 6, 3аyl}а}ltelItlЛ l) ЧllсJttl ttсiх 1liвttoмoiliЛиBиx l)rзyJlЬ,га1,iв ви.
прoбyвaHlIя Дoр il]}lloс

. A/ : e* _ Ckn*k_r.

oскiЛЬI(и ЧасTинки o,.ц.нaкoвi, тo k чacтиFloк у k зaдanИx кoп,tipкаx
Moiкнa рoзN4iсTиTи €диI{иI\4 спoсoбoМ' ToбTo 

^/ 

(/) : |, Якщo Е( кoil,tip.

ки нe зaДaнo' To ix мo>кHа Bибp aTI4 Clспoсoбal\,ll{' тoбTo /V (B) : сh,
oтх<е, y цЬoМy Bипaдкy

ll. Гpальниl.]l к},'би}i пiДr<tlllаI0.гЬ ,Цвitti, Знайти iьtовipнiсть тoгO'
llцtl; fl) y сyп{i Bl,lIIадe 6 oнoк; б) у сyrui виIIaдe 7 oиок; в) зaдBа KltдKи
пflпаде oД}IaкoBа кiлЬкiсть otloK; Г) :Jа ^ц,Bа K|1ДKI4 Bипaде piзнa кiлЬ.
ti Iсть oЧoк.

|2, l0 чoлoвiк сiдаЮтЬ за Kpyt.Лtlй стiл. 3найти iмoвipнiстЬ тoгo'
ll(O пeBнi двi oсoби BиIIаДKot}o oПIlIl'ITЬся ПopyЧ.

13. У шаxoвОI\4y TypHipi беp}TЬ }чflсTЬ 20 ЧoЛoвiK, яKi }кеpебкy.
l}.1llIlяI\4 poзпoдiляються На Jl,ll.i Гpyrll] Пo l0 чoЛoвiк.3нaйти iмoвф.
lriсть тoГo, Щo: а) 2 нaЙcиlll,lliltlиХ гpаRlli (>ylyть гpатI.| B piзHиx гру.
ll;tx i б\ 4 наltсильнiшиx Гpаlвlli Пo.гpаПЛяTЬ tlo 2 в piзнi гpyпи.

|1. 3 yp}lи, B Якip"t леlr(аTЬ r<yлi з ttoгuеp a\лI4 |,2, ..., n, виймають
t.paзiв гIo o,цнiй Kyлi i кoх<l{ot.o рaзy ПoReрTaЮTЬ Haзад. 3нaйти iмo.
tlIpHlтЬ Toгo' щo нoI\4ери BиTяГI]yTI,Ix l(yЛЬ yтt]opЮЮтЬ 3poсTаючy пo.
t..lt iдtlвнiсть

I5. Poзв'язаTи tIo'IередHЮ 3адаЧy 3a yN4oBи, щo BитяГtlyтi,
l<yлi He tIOBерTaЮIЬся B ypHy.

6. Пiдк ИД,aЮTЬ тpи ГpaлЬ[lих кубtlки. 3tlaЙти iмoвipнiсть тoгo.
tl(O B сyмi бyле: а) l l oчсlк; б) 12 oчок; B) l3 oчок; г) бiльше l0 oЧoK-

g 12. Aксio,*aтиЧнi oсвqoви тeoPii ймoвiPl{oстeй

KласиЧHе oзtlаЧеHня ймoвipнoсTi Bи яBЛяrтЬся нeДo
t''l'атHiM Для poзB'язyвaIIнЯ багатьox ЗaДaч Ha oбЧислеtlня
iiшlовipнoсTeй. CПpaBа B ToNly' tцo HаBiТЬ y BипaдKy скiн.
ll('lI[Ioгo пpoсTopy e.,,"IeN{еtI,гаpH I,tx ПoДiй [Iе 3аB}к.Ци Bикoliy-
t' l'ЬСЯ yi\4oBa piвrlON4o}кЛttBoсTi (нaпpиKЛa,Д.' гIpи l(идalrнi
ltyбиK3, зpoбЛеHoГo 3 HеolцНoРiднoго МаTеpia"lry). Kpiм To-
l.rl, !.BЛеI{o Hе ЗaBх{i(И МIIО)KИHа Bсix п,loхt Л|4BИN pе3yЛЬтaтiB
(.It('ПеpиN4etITy е сI( iНЧrH [toЮ. Б iльш.lе Toгo' Лeгкo HaBесТ pt

lll)llKЛaД TаKoТ 3аДаЧi, длlt яI{OТ Пpи o.Ц.HиХ ЧисЛoB}Iх ,цaн иx
it.lI}€ скiнIIеII t||4Й ПpoсТip еЛеМеI.ITарFIиx ПoДiй, a гIpи дрy-
l.tlх - tIе iснye. HеХapi, lIаПp|4KЛaД'' B кpyзi видiЛенo сeк.
l.()Р А 3 цеI{ТpаЛЬHИI\,I I{y.ГoM a-. Tpебa 3нaЙти ймoвipнiстЬ
|()t.o, Щo ToЧкan Kинi/Тa B Kpуг' ПoПа.Ц.e в Цей сектop. Мoх(-
.'lllt}l Двa BиПаДKИ:

l ) вiДнoшеll}lя * _ тIисЛo рaцiонaль'. (#
lt llt,oMy Bиna.цкy кpyГ Мo}KЕIa po3дi J||4T|4 нa n piвниx

t|():tlIaЧИTI4 tIoДiЮ (ToЧKа ПotI aЛa B сеI{Top Аi)l To 3a п
t..ll(.Мe[ITaрниx Пo,ц.ifr мo}I{нa B3яTИ cИстеМy |А',, А,, O..'

poс
.'А

r-k

; P(B):#
L'n*k-t

- 3) C т a т и с T и к а Ф e p п| i _д i p a к a. Цiй статистl:цi
пiдпopядкoвalro poзпoдiл чaсTиt{oк' якi нaзиBаЮTЬ феpмiottаJ|rtti Цe l
нaпpиKIIДДо еЛектpoFIи' пpoтoни, нeйтpoнlt.Ty', як iy стаTистицi Бo.
3е _ ЕйнштеЙн4 всi ЧaстиI{Kи Bвa)I(аюTЬся тoToх{нI4tДI4; aле, кpiМ тo.
гo, дie тaK 3Baнa забopoнa Пayлi: в oднiй кoмipшi I\Io}Kе 6ути нe 6iль.
rue oднiеТ ЧaсTиI{ки.

Teпep, Щoб здiйснитИ Деякий poзпoдiл ЧaстиI{oк y кoмipI{ax' ,ц.o.

ситЬ вlа6paтu k кoмipoк, в якi пoтрalltlтЬ пo oднiй ЧастиIlцi. Томy

^/ 

_ Cr, i, Oт>I(e 
'

I
P (д) :т, P (B): l.

un

Bпpaви

5. У лiфт 9.пoвepхoвoгo бyлинкy IIа пepIIIoМy lloвеpсi зайшли 6
чoлoвiк. 3нaйти ймoвiрнiсть тoГo' щo всi вийдyть йа piзниx пoвеpxaх'
якщo кoжний 3 oднaкoвoЮ ймoвipнiстю Mo)I{e вийти на бy.Ць.якolиy
пoвepсi' пoЧиHaючи з .ЦPyгoгo.

6. 3 l0 лoтеpейниx бiлетiв двa BигpaцIниx. 3нaйти iмoвipнiсть
тoгo' rцo сеpед yзяTиx бyль.якиx 5 бiлeтiв: а) oДиtl Bигpaшний; 6) пpи.
нaймнi o.циI{ Bигpаtшttий.

7. 9 пaса}кирiв сiilаlo'tl, y 3llагoIlll. ЗtlaЁrти iмoвipнiстЬ тoгo, Щo:
а) y Ko)I{ний вaгo[I сяДе пo i.i ll;lса)l{llplt; б) в o/ll,llI 3 вaгo}rlв сядyть 4,
y дpyгий - 3 i в тpеr'iй - 2 IIа(:;l)I(l,tl)lt.

8. У класi A У.ll,liв. 3llаf'iтll iмсltli1llriс.гь .гoгo' щo пpинaймнi двa
3 ltиx Hаpoдилися B oД}IoМy мiсяlti.

9. 3найти iмoвipнiсть тoГo, lllo lllli llлl)(uuкеt{}Iя l2 чoлoвiк пpи.
падaЮтЬ }tа piзнi мiсяцi рoкy.

l0. У лoтеpeТ випyщe}ro n бiлeтiв, 9 яl{t|х nI BkIГpaшHиx. 3нaйти
iмoвiрнiсть Bигpaшy для лЮди}tи, Щo l(yп tlлa |с бiлeтiв.

34

l l;l /l l(y, oЧеB},l /IHrl, HrN,lГ')t{. Л tI BС) po3Д1 llv|.fv| крyг [Ia
||l!(../lO Чaсти}| oДHaкoBol ПЛoщi TaI<, Щoб секTop д
., +э

rz\.
"llCe K'

т1p

n),

ск i нЧенHe
скЛaДа B.
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,II0сJIiдoBн iстЬ

тo t| 1с s.

Фoo
n Аo, oскiльки

tt-l

Пpшклaди

t. Hеxaй Q
: |g' A, А, Ql

.2. Hexafi Q

- дoB1лЬllа
e aлгебpoЮ.

ся e кiлькox 3 lllrx (6o вiДllошеHня пЛoЩ сеI(Тopа i крyгa до..(хpiвнюе ft t e ippацiotlа./lЬIlliм ЧислoM). Tом)/ l] llЬoш,Iy BиIIад.

кy KЛacИЧнe o3[l?ttlllIlIя ймoвipнoстi lз,lсToсyвaти не
Ir{OlI(Ha

y свiтлi сyчaсHиx BиIvIoг Щo,,цo МaTeMa,TИчltoТ стpогостi
HaЙдoцiльlliшe бyдyBa,гI,I TropiЮ ймoвiprrос.гeii lla rrксiо.
мaтI{чнiй oснoвi. I|aЙ(liльш IIotIIиренoЮ B Cy.laсtt ili теоpii
ймoвipнoстeй с сРtсTеMа aксiом' зaпpoпo[IoBaHa B l929 p.
A. /v1. KoЛМoгopoBиM.

Цю систeмy гutи Й poзгЛя[IеI\{o.
oснoвllиM ПotIяTTяM аксioм aTI4KI4 KoлмoгopoBa r пo-

}Iяття гIpoстopy eЛеМe[Iтapl{иx гIo,цiй. Пpoстip eлеМellТap-
tlиx пoдiй Q - u. Д.oвiльна I\{нo}I(инa. Нехай s -- Дe'IKa
систеMа Пiдмllo}I(иIl l\4tlo)к ИHI4 гJ.

oзн a Че}Iн f| 7, Системa s HaзIIBarTЬся алuб-
poю, якщo: l) a с S; 2) 3 тoгo' щo А, B с s, BиплиBal'
щo д U B с S; 3) 3 Toгo, щo,4 € .s, BpIПЛИBae' Щa F€ s"

3вiдси' вoI{peN,Iа, BИП,,TиBar, Щo Ф € s, бo И : О, i
якщo .t, B с s, тo t4 АB с s, бo АB: ffi,oзНaЧeнн Я 8. Cистемa s нaзиBarтЬся o-ал116.
poю (сiгмa-aлгебpoЮ) a6o бopелiвcbKuJуI noлrjш Jуt|doц|сЦIt,
яItщo BикoHyЮтЬся тaкi yМoBи] l) a с S; 2) якщo (А) *

Мнo)Kин 8 s, тo U А" с S; 3) якщo А с s,

3вiдси, flK i вищe,.дiстalмo' щo И с s i щo o-aлгe6pa
pa3oм 3 IиtIo)KиHaI\dи А,, А2, .., мiстить Taкoil( гrrpеpiз ix

oo

Аn: U Аn
11:зl

L{нo}I(иIIa, А с: Q. Toдi систeма $ o

_ дoвiлЬt{а MI{o}киIla. To"цi сисTeMa S всiх пi.цмнoхrи t;

s е o.aЛГeбpoю.o e aлrcбpoю. Якщo M[Io}I{ина Q нескiHчeIIlIa, тo

Якщo вa.цaнo п{нo}t(ИI1У CI i о.алгебpy s rliд.мно}I{иIl 8,
тo кaжУTЬ, щo 8aДаHo l]t,lмiptlplй lllx)с'l.ip (!), s). Пpи цЬoп,Iy
еЛeМet{т}' o.aлПe6pи s }IaзИBal(),гЬс'l llo/liями, a всi iншli
пiдмноN{и}I}l 0, шIo He HaЛе)катЬ s', llс с lrодi r1MI4. Тoй Чи
iншнй вибip Ф'aлгебpи S зaЛе)l{}l,t.l, 

'll{ 
Biд приpoДи Q' тaк

i giд вaдaчil Цlo виBЧaeтЬся. 3oкpеM;l' сyкyПнiсть yсiх пiд.
яtloжttн sl e' оЧlвliдIro' o.аЛгeбpoю. A.lrе liе заB}tt Ди l\{o)кнa

8a

ltlt(,(..l'l:l пottяTTя ймoвipнoстi так, щoq iмoвipнiсть булa B}i-

rl l. lll(]tla .ЦЛя бyль-якoi' пi,цмнo>кини Гt.
,l'eope,*o i. Якщo |vI - Оoвtльна cllcrrlе.foIа niОмнoJlсu|*

. ,, llla tcнgс iauнi o-а,лeeбpа ^So, mаKа, щo.у с s0 I
,;.' l. S , якd 6 нe була o.алerбpа S , Щo tуttcmumb lVI .

ll..ro мiнiмaльн! .o-aЛгебрy So, щo мiстить IVI, I{aзивa.

|r ) l t l t| .&Лёaб poю , no po\ нсeнoю cшcmеJуIo|o M .

'/[оR едeн н Я. oчеви,Ц.нo, o.aцIге6pи s, щoмiстять
r ltr' l tlМ} пi.цмнo}I{ин [vI , iснyють: цp15лa,Дoм тaкol CI.АJI.

ll.tl|)l{ €' систеMa всix пiдмнЬ}I(ин a: Poзглянeluo пepepiз
ll( ii .гaltиx o-aЛГeбp: s0:,!,S' зрoзyl\{iлo, щo M с, s0

l tll'(l .So С s ДJIЯ 6yль.якotЪ.aлгебpи s, щo мigтить M,
Il,llt;|iKеMo, Щo s0 e o-aЛгебpoю.

I) a € bo,. осй,шьки a вioдитЬ ,цo кo>кнoТ 3 S;
:]) t{еxaй А,, А,,... €Jo, то,ц,i Ko)I(нa 3 циx MHS)киI{ нa.

.l(.lltllтЬ всiм s, тoмy i4 U Аn нaле}I{}Iть всiм s, i, oтN(е'
n:l

tl Аn € n s - Sol
'| ,.,) 

Hеxай А € So, тoдi А Haлe}I(итЬ кoх<нiй 3 s, oт}I{е'

l А.,nn.',.}l.ГЬкorкнiЁl 3s, тoмy Ас n s:Sg.
l l l) t| l{ Л a /l. Hеxай еKспepI{Meнт пoЛягaе B тol\dy'

lll( ) 
'',i 

вiдРiзoк Iа; b\ B}lпа.ц.кoB}lM сIIoсoбoM K}IдaeтЬся

Iu'lltil.
A\rl;lt.llивi peзyлЬтaTI4 цЬoгo випpoбyвaння _ цe ToЧки

lll]ltli:tli aIа; bJ, тЬмy BBa}KaTI.II\dеМo, Щo q : Iаi bJ. Пo3нa-
iilll\l(} |l('l)е3 IVI cистемy всix iнтеpвaлiв {'' а), Дe a { c1

t! ..-,b. Пoпa,Цaння тoЧKи B бyль-якуlfl 3 тal{иx iнтepвa.
.l| |ll lll)IlР0/lllo BBa)KaTИ пoдiею. oтх<e' 3a o-1пге6py пo.цiй
ll lIl,()My lIl)pll{.Ilаlti ,ltоцiлr,но tsзяTи o-aЛгебPУ So, IIopo.Ц}I(еtIy

r.lt(' l (.l\|()t() llt. iх i llтсpвалiв, абo яl{y-tlебyль шиpшIy б.8'Л-

l (.( )l)y .\' ) Sо
() з ll lt tI l II H Я 9. o.алгeбpa' пopo.ц}Keнa систеI\doю

l rl 
. i ч il l,геpвал iв ' HalуIBarтЬся o-алee6poю бopeлiвcbntlх ntl.

lt I I( |'||(:|!it вtО piзtсл |а; b|.
t l;rведеMo пpиKл aДИ бopeлiвськиx I\,IIIo}KиH:

l) Koх<нa oйpeмa тoчKa е бopелiBсЬKoю ItлHorKинoIo.
Ф l l ^, l\

1.lllr.llrдi, яI{щo c€.Iа; b|, To {с} - n|u[с- +,c *тt '

l1t. l, rlllбpaнo тaк' Щoб C * + > а,, c+ + < D; oскiЛЬI<и

Ill.tr.l)lii-|./I}I e бopeлiBсЬI(иMи Mнoх(иIIаMи, To il {c} ;6opе.
ll l l rr'| ,l{ а М Hn}I{l{нa . 2) Буль-яKа 3числeHнa мнo]*tl{flo,

n
rt:l

gт



F") i

Bимip[Iий пpoсTip, B
3}IBaeтЬся t,iлtoвtpнiснuм
s, P).

(мнorкtltlIl .l.llIly (i6) 
. 
с бopе;riвськ Иt/Ik:. ti) 1\,t.,х<lr;i .цoBесTи'

Чlo бyДь-'ll(i| бtl1lt'.ll illсьl<а П4Ho}I{ина r Bип,Iipною 3a Ле-
oе гot\4 .-Гакttм (lllll()l\4 , (lОl)еJI iвськi N,f FIoх{ I4I|I4 _ Це дoсT.aT}IЬotl]plpt)кllfi l(Jl;l(: МlI())l{llII. t}.yсяt{oN1y pa3i Тx'uniЬ ,io*o' Дo.с,гaJ.ll i li ]LЛ'| tIO Гpсб r.есl1l ii. tltмовipнoстeй.

Allа.llсlгi.l llо t}lзo/lll.ГЬсЯ Пoнn'io боpел iвськиx I\4[lo}ки[I
Hа п,Л()ll[lllli i, t}:t;ll.;l,,l i, t] n-RимipFroп,{y пpoсТopi. У.;;;д:Ky t'IJl()tlltt tItr l)()Jll, ill l.с1lвал iв вiдiгpaютi вiдкpитi npяМo.
кyTtI|||<Il {(.r, у): (I

o з [t a Ч e lI II 
'l l0. }Jехаii a :. oa"aсTЬ y плoЩинi;

o-1J|гебporо бopе"lt iвс:l,I{}l.к lr iДмtloj'l{tl[l a IIазиBarTЬся о,-aл.
гeбpa' П()poд}кеltа систеI\4oto всiх вiдкРиТ}lх ПряIvIoKyтни-
кiв, шlo мiстятЬся B ().

3сlкреIиa, Дo ЧисЛa бopeлiвськptx гиFIO)I(и}I Нa плoщинi
нaле}I(аTЬ yсi вiдкpитi й 3aMKI{еHi множ L|HИ.

Bведемo..теПеp ПoII ЯTTЯ ймовipнoстi подiТ. Неx aЙ зaДa-
}to P.rЦpний пpoстip ({)' s), 

'oqo ПpoсТip е.rrеп,r."'up}Iиx
пoдiй Q i o,.aлгебpy S гiiдмнЬ}KиH Q, тoбто пoдiй. Пoдiю a
нaзиBаЮтЬ вipoгilltloЮ' И - }IеМoх{ЛиBoЮ, А - ПpoTИ.
Лe}I{}IoЮ ДIIЯ А,

o з }I a Ч e н н Я II. Iмoвipнiстю [IaзиBаrTЬся ЧислoBа
фyнкшiя ?^(А)^' ЯKa BI{знaЧенa Ha o.aЛге бpi s Ь;ipнЬ.Б
пpoстoрy (Q' s) i мaе Taкi влaстивoстi:

Акcioма l.?(4) >0 ДЛя всix А€s.
Аtссioма 2. P (a) ; l.
Аtсcioма 3. Якщo 

,пo.дiТ А,, А,, ... ПoIIapHo Heсyeliснi,
.тoбтo А'Аj : Ф (i * n, To..I " 

I oo \ oo

Pi U А,,):IP(А).
\ rral 'o | /r:l

Я l{Olvty Bи:]llitllеlIo eiмoвip"iсть, Hfl.
n pl(x|toрo'\t i llсl:зHaЧarTЬсЯ (Q,

3aзнaЧип,Ior Щo y BиПаДкy K/I;lсllt|llot.O oзHаЧе}Iня й]vlo-
вipнoстi твep.Ц,х(eнHя' Щo МiсЬн,гr,сл tt iiI(сio*аx 1- i.-'.: були
дoвeденi t|a oснoвi цьoгo oзtlaЧеllllяl . LI[одo al{сioмй j шi}Ia3I{BaЮTЬ aксiомoю 3ЧI4сЛегlllоТ ц:JI'гIrшностi), TO у BI1IIа/{.

38

sr (g) b_а b-а
l l.|(.ltliдtlе. Aксioма 3 маe мiсце зав,Ц,Яки вi,цoмiй властиBoсTi зчисленнoТ
;t /[ll l.Irlrностi мipи Лeбега

,2. Неxaй Q * скiнчeннa абo зчисЛеннa Мнo}KинE, s) : t0r,, Ф2,

l : l';tкий прoстip eлеI\,IeнтаpHиx пoдiй нa3иBaють ilucкpеmlduJуt. Пo.

'll{ 
|() llil3Bеlvlo.бyдь-якy пiдмнo)I{иHy Q. 3адaмo на Q нислoвy фyнкцiю

l,{l,l) >o, Tакy' щo>P (со;): l..II,ля.цoвiльнoI A с Q IIOKладеi\,to
t

P(,4): Е Р(со).
со€.4

l lt,l}аЖкo IIеpeвipити, Щo пpи TаI(oп,ty oзнaченнi ймoвipнoстi ви.
l. r l li \ |r l l.l,CЯ аксioми l-3.

llt'хай, зoкpеМa' I\4tIo)Kинa a_скiнuеннa, Q: {со,, ...' Фл}.
N

i|litttrl llсi елeiuellTаpнi пoдii piвнoмoжливi' тo 3 yl\,loBи ) P (со;) : !
f:l

|lt|ll'l|lllt;lс P (ш;): .l' (i: |,2,..., N), i фоpмyлa (9) 3BoдиTЬся дev' 
zV

t ;t lr, r i.

P (А|: tr.(/). \.t/ - -Гi_ '

; r lf l t.( } /li(.,г;l€tyto кJlaсиЧtlе o3наЧен}Iя ймoвipнoстi.

l lt.t.yllеpеЧЛиBiсть .сисTеIVIи акс.ioм +. 
^{. 

Koлмoгopoвa
IllllI.,llll};lt. ;j l'Ia'IBнoстi ii pеaлiзaцiй, яI{i I\4и Щoftнo poзгля.

нaПpL|KIIaД' мIlo}Кllll;l l);lttitll|;t.ltЬtIих rtIlс(.JI lli'tРiзкa [а; bI, eбopелiвсt,коlсr. ;}) l(ti;ltlr;l tliДl< pИ,ra Mll())|iItl|;l c: боpелiвсь.кoЮ яl{ oб't.Дll;lItll'| :tlltl(]JIеllнof t(i.tll,l(tlt..l'i irlтЁpвaЛiB.
4) Koх{l.l;i :t;lI\4l( l|(.Il;| M lt( )}|<ИI.Iа с бсlрlе,п ittt.l,li()l() 

'll( ДoПoBI{е}I-ня llo вiдкplt.гtlI Mll())Kttll|l . 5) oб'ёд'zlIlll}l :tllll(../IeнноТ I\4}Io.

T'I,l iT:::::::' 1..Y],Tl]:i'.: !i* ГIaЗ ИBalol.l,. M l l( ))|( ll IIaN4и Tипy
") 

i пеptl1liзlr :tllIlC./l0ttнoТ fuIНo}I{и}I[l в i.ttltl)I|'l llх N4[Io)I{иH

li V l(JlасиЧнoгo o3нaЧен}Iя ймoвipнoстi вiдповiлнy BЛaсти-
il|{ t.l, (lу лo дoве,цeнo ДЛя скiнченнoгo ЧисЛa Пoдiй (скiн.
.tt.t|llil aДИTИвнiсть); aЛe TaМ i не бyлo ПoTpеби дoBo,цI4TI4
lrItlr../lе[Iнy aДkITI4внiсть, бo всix I\lo}I{ЛиBиx гIo.цiй бyлo

r li lllIIеFIЕIе ЧисЛo, a саМе 2N . У сyuас}Iиx сxеI\,Iax Tеopii ймo.
llt|)lltlстей майхсе 3aB)I(ди Bи}Iикаr необxiднiсть y BиKo.
l l ll(..I.;lннi сaМе BЛaсTивoстi 3ЧисЛeн нoТ aДIITI4Bнoстi"

.lаyвaжeння. Читaч, знайoмий 3 т.еopieю шripи, помiTиTь, Щo ймo-
lllIl lIiс,l'Ь - цe r зчисЛен}Io адиTиB}tа мiP1, яI{а BизнаЧе}Ia Нa o-atrIгeбpi
lll lNtllO}I{иtI гIp.oсTopy a i задoвoлЬняl JtoдаTкoBy . 

yп,loBy P (8) : l.
I r lпty fiмoвipнiсть Частo tlазиваюTЬ TакO)к iпloвiprriснoю мipoю.

Ilp иклaд и

l. Нeхай a _ Iа; bl, Sо € o.aлГебpою всiх бopeлiвсЬкиx мнo}кин
,t,t t,,-, b| (див. ITpL|KIIaI, на с. 37 iозначeн}tя 9). BизнaЧиl\,lo ймoвipнiсть
t, r .\,,.

l lриpoлtlo вBa)к aT!, щo ймoвipнiстЬ пoTpaпЛяHttя ToЧI(и в ,ц,еякий
illГl'llllaЛ- (c; d\ с. Iа, b7 3аЛе)I{ить тiльки вiд дoB)Kиl]и цЬoгo iнтервалy
. ,'1i.lпoршiйна iй. Tомy дoцiльнo Bиз}IаЧиTI4 ймoвipнiсть P (А) так,
|rirr(r,,tля А
lllllr( )lly€тЬся' яKlllo Д,Ля бyль-якoi / ( Sо B3яTи P (А) : }ц' (д), 

^де
ll ( l) * мipа Лeбегa мнo}I{и ни А (ця мipа iснyс, бo^бyлЬ-яI(а бopелiв.
l t.|i.| МIIо}I{иHа BиI\tipна за Лебегoм). 3 yI\4oBи P (Q) : l знаxo,циМo

A _L : -.l ' OT)Kе' P (А) - P (4) 
. Bикoнaнriя aксioм l i2

(e)

89



HyЛи' I{я с}ICT(.M;l ;ll((.irlпц с ltеI(aTегopиlIIIoto: }IаBlть нa зa.
.цанoivly I]им iр l l()M y l l p(lt. l't l1l i Moх(нa пo.p iзlltrмy задa.гlt йMo.
вiprliсr.l,. ll'lllpl.Il(.,li|/l' lll)II I(ИДaннi гpaЛI,II()гO кyбикa BBa-
Х{3Io,I.Il, lll() rrt.i l)(..iУ./lll.l.il.l.I,I 1liвI{oMo)I{ливi, i 'l.rlмy P (сo,, ==

| ,. r /.\ 
^ 

n r o

-:= t U =- l, (i). A.'lt' rtу'бик l\{oх{e бyти llroДIlopiдtтitм,

R 3B''l3l(У :t .IllN,l iпцоll i1lll()с l.i вr'tпa.цaння piзннx Гpаней l{eoд.
llаltовi, i ,l.r)Nly I}I]ll)l{ilТltп.Ieмo' HaIIpvIKIIaД, P (.о,) -
=-=P(r,l"):..::P(o,n).--= +, Р (оtn):Р (соu):P (оlu) Е

l2
,I.;tlt ltlл llIl ilr)M, lIеI{aTrгol)I,1Чtr.trlст.ь сисTen,Iи aксiом

l l iдg iмемо цi plвностI;

P (А U B) *P (B) * Р (,4) -_ Р (Аts},,
.lr i'ilt<и BI,IплиBar, piвнlсть ( l 0).

II а с Л i д о к. /(ля /(Оt}i.ЦI,l|ltх rrодiй А,, А,, r..' Аn"
\1. l(:. пtiсt[e [{ерiвt-liсть

/n \ 'o

P ( t,; л,I..^- )l Р (/,). (II)
\/.,1 / 1,='t

/1ля n :: 2 tl.я ll(.l) ill lri(..I.}, 6езIlоСrpeдIlЬo B|lI1JII4Bae iз
r:ttiввi/цllсltlIеtIII 

'| 
( l()) , )\J|'| ll()lJi.llьного n BoНa леI.кo дCIBo.

,,lи].Ься l\4е,t.()/lOМ Мta'I(:M?,I Il rtIl(il iндyклдiТ 
"

5) Tс:оpе 'rwа doОа в{I,rсItJe dлл. Йoвi,лъIlОеo чIIc JI,а lиО0iil"
Ilкtцо А,, Аn, ... ' А 

', 
*' Оовiltьнt nООit , rna

/n \ tL

Р{ U А,I:}'P('t,)* Е Pв,Аi*
\r':l / f:t l{J(/(n

l х Р(,4,АlАu}*... +(*l)*'P(А,Д*.". Аn}.
lsi-, l(Ё{n 

U2')
У $ l0 цЮ фоpмyлy бyлo дoведеtto для випaдIty t{Ла.

.l llll lloгo oз}IaЧе}II]Я ймoвiplloстi. oчeвид}Io, Ц€ доBедeН}Iя
llt.. t\.{o}кНa Пoш]I.rppll.It нa зaгаЛЬнllЙ Bипs.цoK. Toмy BиI{o.

l 
t!I(.-Гaelvlo т\,IеTo,ц МaтеМаTиЧноi iндyкцiТ.

llри n =EЕ 2 фopмyлa (I2) I]ереХoдитЬ B РKe дoвeденy 
,i

t!lrr!lN{VЛy (10). Flеxаli фopп{yлa (12) Ivlae мiсцe ДЛЯ fL - m}
,')'. 

I{оведlIvIo ТТ ДJIr.:. n: m + l. 3гiдно а фоpп,lyЛoЮ
( l()) i rrpипyщеI{няIvt iндyкцiТ мaемо:

,rrll \ /m \ {^ \!'( il .,.1 ,l:-Рt U Аi U Аm*| l=:P( U А,|+P(А*+l)*
'/ t ,l \.j*l / \J-t I

frtt \ im
I'( ij дi,A.n+,) : {Е. Р (l ,) -* . -Е" - P (А,Аt) +

t \] 

. 
Pш,А,,А,,::: .. +(-.';::;Ъ,oя.../J} +

I 1 i l;im. "-l

H
Р (А)

4)

,I.('()рiТ fiM()lii1lllttt.,I t'fi lIс е IIеДoJIiкoм rцiеТ систеMИ, Аoбyмов-
JIсllа llсtlбx i,lttl it:,l-lсl ()ХOtt уITI4 всi N,Io}Iilивi сиTyaцiТ"

I)olll../l'I ll(:M() l|.сяllt i tlЛастивoс.гi ймoвiрlloстi, яI{i BИПЛИ.
BElo'I I, ]J ;l I( (.itlм l - :t.

l) Iл,tоrii1lt.tir:tnl, по0ii. n, npomuлecюrlot А, daptвнI{}вI

Р(д)1:l-P(д).

oскiльl<иА U А =-j. st,АА = И,TОвaaKсiомair,ти213
Ntаrl\do:

l _ P (Q)'- P (А U I) : P (,4) + P (;').

2) P (И} !Е 0.
CпpaвДi 

'
P (n : P1О1 : l - P(Q) =, l _ l o: s.

t) Яrcщo А с B, mo P (А) < PJB).
3 oчевиднoТ рiвнoстi B =Е А U АB l\daeмo 3a aKсioмaми

3 ra l:

P (A) : Р (.4 U iв) * P (д) + P (А-B) >P (А}'

aслiдок. Д*llя бyдь.якoТ пoдiТ А €s saBх{Ди

TeopeJwа 0o0сl,ваI|,II,я,. Яrcщo А, B - \oвiльнi na\it,
mo

Р(/ U B)

Cпpaв,Цi, MaeМo такi

А U B-.-
,пpl{Чoщy дoд8I{Itи B
aксioivloЮ 3

-P(А)+P(B)-P(АB).
oueвидtti plвнoстI:

А U IB, B*АB U FB,

l l,(,,l ,', t r) *- iЁ Р (,,1 iА,,+1) -Lf=. l

l } (*"" x)'*'p {А,Аn. . '

P (/'АlA*+r) *
m*l: I P(А,)*-
/*t

(lи

IIрaBиx Чaсгиtlах lrесylvtiснi. Toмy 3a

P (д U B) * Р (д) + P сАвl, P (B) * Р (АB) + P (АBЬ
10

I Р(/i,4l) * хj ,-'.,':: 
+(.- -Ifй;;::i'

Е
1df {/ <и

Iд*i|
P(А,.АlАa)_ .о.

Аo+l}" r
4I



6) TropеJ||a tк||1( [)(, Itвlcocrni. Нехаit Оанo noслi)oвнiсmь

noaih*А|,' А", ;., h,,,, nIаKу, щo А| :Э А2:Э ... Э

:Э А,,:Э ... i n А,, -:_ А. Toдi lim P (А,,) _ P (/).

Д."пlr /lOl}(.,/(..,l,,',l :iilЗlIaLII.lMo' щo Д;;Ёyuo.'II{o Гo n BиKo.

}l }€'l.lrl. tl 1l i гr l l i с,l. l,

А,,.r*: U АoДu+, |) А,
k:tL

ПpиЧolиy Bсi /{oltаI|l(И I] ltiЙ сyмi попаp}Io несylvliснi. Toмy
3a aксiомolo 3 MillMо:

P (ll ,.) == ,Д 
P (АoIu^rr) -l- P (д),

звiДкt,t

P(Ao)- P(А): Ё P(д o[u+,).
k'==ll

3окpеМ?, пpи n: l з цiеТ piвrroстi ДiстaеMo:

P (дJ _ P (д) : .x. P (AoАu+t),
h:l

дepядвпpaвiй-чaстилi,збiгaeться.3гiдlloзфopмyлoю
1tзj piзнишя P (А") _ P (/) e зaлиIl]кoM цЬoгo pядy' тoмy

lim (P (А,,) * P (д)) : 0. l
t a+ф
t

Bпpaви

17. Hexaй S _ aлгeбpа. .[I.oвeсти, Щo I(oJIи A', А,,..., .4, 6 S, тo
nn|JАte'si n. 1;€S.

:-t

l8. HexЬй-Q _ дoвiльна нескiнчeннa мнo}I(иllа; пlдIli}Io}киllа

.4сQвxoдитЬвS,якщoAaбoА-_ скiнчeннамIloжиfla.,Ц,oвeстlr'

щo S _ алгебpa, aле }Iе о'.алгeopa.
rs. й;".f ii -- дoliiльrrа tiескiltченна Mнo)кина; пiдмнoжина

;{"с Q вxoдиTЬ в S, яttLt(сl х<l'tа б <l,lltrа 3 МIlo)киIl A, А пe бiльше, нbк

зчисленнa. .Ц'oвeсти, ltкl S с tl.it.ltt.сбp<lttl.

zti...iiЬйiЪ''' iilo oб'сltrl'r,r,rя /tlrilх .l.;t.llгс(ll) M())кс нe бyти o-ал.

гебpoю.
2l.. .ц,ou...", щo P (o) ,.: 0' ti')|)|l(. l'yt()|lllсЬ Jlt|шс аксioмами l i 3.

zz. fiБ".i.iii,;;.-й; дв : Й, 'ni l, (z1 | Ijl --- P (д) + P (B)

(a.Цитивнiqть iмoвip нoстi).
z3.-Лo"еёт",йoаксioмy3мoil<lt:tlt;tмilltl,гttTвсpд)кеtlltям.l:9p':y

непepepfroстi. Iншими словами, ]l()l]ссl.|| |tIt|сл('tIIly aдитивIllсть lMо.

"ipнЬ.i'i, 
nop,с3Уюяись аксioмами l, ? i t't.ll1ll.мrlю tleперервlloстl.

zi.-'пБieuip,итиlщo(:tIсTеIиaаксiоlиKrl'цпrtll'оpoBaсllr3aДеЛ(нolQ"

,о*t

25. .Il.oвестИ, Щo ,Цля.бy/цЬ.якиx пoДift А i B
P(АB) <P(/)<P(/ U B)<P(/)+P(B),

max {P (/), P (B)}<P (А U B) < 2maх {P (д), P(Д)}.
.l'ясyвати' KoЛи цi нepiвl'lостi ПсpсxoдятЬ y piвнoстi.

9 | 3. Гeoмeтpичнi ймoвipнoстi

к3аДaч a|vI|4 llil Г(.()l\{с'I'l)lllIlIy ймoвipнiсть> 3a тpaдицiею
tIa3LlBаlo.l.ll З;t/(;llli, l} ,l l( |lХ !) *_ .цеякa o6лaсTЬ n.BИN:ipнoго
(.l]I(.п i/lt)l}()l.() lll)(X.'l.()l)y lt,,, (r-aJlГебpa s __ h4гIo)I(иI{a всiх
бtl1tс..lt illt.lll( llХ lii/(N4|l())l{lIIl !J, i ймoвipнiсть бyль.яKoТ М[Io-
)l(t,|llи А € s ПpoIloРцiйlI;t Miрi Лебегa цiеТ МHo}I{ини

ll, (А):

Р (д) .'= сw И) (с : сonst).

:t yмIoBи P (a) -: l знaxoДиMo c т Tь- ' oT}I(е'
( 13)

( l4)

3poзyмiлo, Щo ДЛЯ цЬOгo oзнaЧeння BиI{oнyЮTЬся aK-
r. it lм И l -3 oзHaЧенHя l l .

lt yсix зaДаЧax' яKi Bи[IикaЮтЬ нa пpаKTиЦi, пi,Ц

ll (А) N,Ioх(нa poзyп4iTи зBиЧaйHy ,цoв)киrry (n : l), ПЛoщy
(rt . 2), oб'еM (n . 3). 3aДaчaм нa геoMеTpиЧHy ймoвip.
ll lt. 1.1, Мo}KHa ДaTИ тaKе TлyMaЧенНя.

l} oблaстi a BиIIaДкoBиM сп0с060м Bибиpaе,TЬся ToЧI{a;
l|l(;l iiмoвipнiстЬ, Щo ця ToЧKa HaЛr}I{ИTь А?

.iiryвaжellня. У випaдI(y класиЧ}loгo oЗнaЧе}Iня ймoвipнoсTi не
l i.ltt.l..lt iiмoвipнiсть PeI!{o)KлиBoi пoдiТ дopiвнюr нyЛЮ, t Й 3 тoгo' I'цo
l' (.,1 ) .'. Q, BиIIЛивaG .4 : И.

ll'.,l;l гeol{rTpиЧнoгo 03начення (a такo)I( B багaтьoх iншиx BиП:rд.
ll;l \. llrri бy,Це poзгЛянyTo них<ue) ця oбстaBинa нe маr мiсця. CпраBдi,
rlr.l.tii , l|аIrpиKJIa,ц' a - IIлoсKа oблaсть, А - ToчI(a, лiнiя нyЛЬoвоi
l|'li)lrri ;tбtl .Цoвiльнa Мнoх(ина мipи }tyЛЬ. Toдi зa фopl\ilyлoЮ (l4) Marlиo
l. (,'1 ) 0, xoЧa пoдiя А нe r [IeMoх(лиBoю - Toчкa I\{oiKе пoTpaпI4T|,'
rr ,'1 

"

l'tl:lГЛ Я[IrIvIo кiлька зaдaЧ нa гeoIvIeтpLIч}Ii ймoвiptloстi.

l l1l lt кЛaд.и

l. 3ад8чa гIpo 3yстpiч..Цвioсоби А i B дoI\,toBi{JII{сЬ
li i l;lit.llс:'l t} llеBнot'4y мiсцi, ПPиЧolvly Ko)Keн 3 }lиx IIpихoдиTь Tyди }le.
|.t ltl,ilrl|() rriд дpyгoгo y BиIIадкoвий пдoI\,IeнT мiж |2 i l3 гсlд. Toй' xTc
ll;l11,.l/(lt.Гtl llеpшиM' Чeкae20 xв. ir 

'IKщo 4Рyгий 3a Цей Чaс.не пpиf{де'
Ill IrIrrrrii :l:lJtltшaс мiсrIе зyсTpiчi. 3найти ймoвipнiсть Toгo' шlo зyстpirr
р i ;;Il t /ll''l.l'(.tt -

*"ъ

4:1



(

С -{(,, Фt
I

l Iер ill ltiс:,гь | U

Pис. б

Пoона.II{мo t\itoгvtсIITI| llpllxодy l i B вiдlttllli,l1Iltlll('[)t'll ,t i a. Tодi
3a llpoстlp елeМсII,гаl)lIих llrl/llii rrplrpo;I}to tsз'I,гlt t(Bа/tI)ат () y плоrцинi
хОU 

()..-.{(*,!t,)с. Il2:0<x{l,0<и<l}.
3гiднo r yп,t()lttlltl l I |] 3ус'гpilryться тодi i тiльr<ll .l.ll,t1i, l{сlли !и *
-_ х l < + (;l i:l llltll'l пliilt tt,l();,11.,111,аNIt{ пр Irxoдy Ile ll(-l)()l] l ltl(\Il 20 хв);

3
цe osIIal|flс, ll[():l1,.t.,r.1li.li (lrtlдiя С) вi.цповiдаlоTЬ ,гotlкll ltllilДpd,rа} для
яItиx вIlt(()lIyс,|'l,(.'l l,а3l1;lt|сIIil rreрiвнiсTЬ:

It2 :0 ч.,т{ l, 0<y< l, Ia *.rt {+-}.
t))

1 '2 l tеpiвпостl f **'<g<х l 'o ]j. 
еli}'Jt]аЛrIl]'I,а I

Розгляt{yTа Зa'{?'Ч0 lt'il .trr.t ,l lll\l
t'l(r-:!lr}[)}tN{е}tTi]ЛЕriI(). Сll1tаlr r1i, )i l,, l||l r

t,,iп q,rJоd'.2l- ri*- :ffi '

' ll!lr ,j\Jiс ЗL{ot'V rэбчислитll ЧиtДo ,т
tiltlt\lTI,l Г{)Лlr! ll разiв i з li}lх Bollа

l rgчЦи" ltаElъ{аHIlя lt!{lryтoj в [J:

.l
{ r l- .{- 1iii rli71rlrllli;цас tl(lЛar',,,|'ь' 3аltI.[р}txrll]аlIa на IlРIс" 5)" oт;кe,

J
шyка пa flмоtli1irriс.i.ь, згiдIIo 3 фpмyJloro (l4), дОрiвнtoс:

P(с;r - Ilл. С **-l* 
,Э--i+)] 

=. o, щ 
ITл. о. 

Е*--.*--.-_ 
Г 

* ..Г .

2. 3 a д a Ч a Б ю ф o п a' tIа гoplrзoliтальtliй tt"lit,i.il'rtlli llpове.

"це 
ilCI п aр aлельн i п p я мi, шй p 03та tll OB, 

*:flfli# 
o 
#ij,:ж; 

.'ffi:HJ*

||l l)a:зiв IIеpеTFtе од|ly :] |ll)}ll\lllх ' 
'f() l' (,4) л* у. llрI{ lJеЛиKolvty n. TоДi

n

з ttaблих<eноТ pirltltrс,l.i tt: ,Y 2l 
*oulvlo:

|L JIа

l.,'1.; 111111i с:rtособи подiлy вiдРiзкa нa Tри ЧасTI,ttIРI хаpaI(TеризyloтЬся
, ll.l.lr"|ItlЯ{h,il,I .s, !/, Д,j|ТI flKI{.Х 0 < х .fr # < l, X > 0, u > 0. 

.ЯкщО 
X, !

1rr,.l 't:l,ц.:tT}l я,к l1ряllloI(yTl{лекapтовi кОopд1IIrаJЧ IIa IIЛolI{ttнi, тO Пpo.1rr , .l 't:l,ц.:tT}l як IIpяlllol(yT}lдеКapTot]l кОopдllIrаJЧ IIa IIЛolI{tItli, тO Пpo.
l l Il} t'.ritillсliTapH}lx подiй o 6yд* Tр,rI{yTIiиItоМ ОАB (pис. B). t(ля ToГo
tll ll l ' lliд1"liзкiв X, U, I * х _ g h4oх(Hа Qy,Io склaсTи ТрикyTниI(' }lе.
rrl i\ lillitl i дoсTаT}tьо, щоб l(oх{eн 3 цI{х 

"iдpiзкiв 
бyв I\{eнIIIиМ вiд сyшrи

ii. ).ч ittшtltx, тoбто х<a+ (,_ х_v), u <х* (/* х_g),i_

I (я с|t

.tttt..Itfl fТ б,
] }()( )t) к}{да.

.'j. Bi,i
ltttt .l,t)ЧK}l 

'

i 1t l'( )Х вlJ{
ri!rlliУT}{!lИ

i [0знg
ll r,l1!) iзка 'lt

'f
,,1_**

I

LN

и;I(rнoГо о6чисЛrння
|I4N, }ТaIlpIlклад' IIрI"l

'{aс.T}l t] ll ' вvlбиpaюЧи
,ol'ol Ц{t-) 3 yтBOрeliI{х

'at\

| _/'l \

//l \
_/t \

a_/t \
/,/t \

К,"-*..*\J..*-I I r
T
Рllс. 8

tr,N#.
сbорN|yлa BикоpисToByB aЛacЬ ДЛя rlабл.
6aгатьм!r rкспrриI\tеI-ITатoрaI\4и. oдин з I:

;аI{FIяx гoЛKи дiстaв {t N 3, 159.

'iдpiзок заBдoвx{кll J pоздi II|4trILl Лa Tp}{
l подiлy }raBMаI{}l'{. Sнafiти ймoвipнiсть т
*.,,n'u tvl0j,IiHа сItЛас,г!l gl
;lаЧtl}'o дo*}ttи}Iи ЧaстиIt t kB
Чepез X, U,l _ х_ у.Уei 

l \l\_l,i \
Nj ow

,|З
ltp

Рис. 7

ToI{кa гОЛкa зaB.цoB}KI{и 2I (l { r')"
3найтрt йьtовipнiсть Toгo' lцo гoлка
ПереTI{e якy.небy.Ць t]pяMy.

Рис, 6

.Цля хаpaктеpисTики tIoлo}Ke[Iня гсrлI{и ьta IIлolIlинi t\аo)кiia BBес,ги
такl дBa числa (pис. 6): х - вiдстань вiд сеpе,ц,I{I.Iи C гO"чltи л/IK 

"цО
нafdлtlжчoi з пpяМиx (0 < х { a), q --_ кyT мi>к llаПplll\лotvl Гc,TК,Ll i
пряi\4ими (0 < ч { п). Якщo g i x рoзгЛя.цhти яrк l1p,Iп{ОKy,rii! i{CIoрди-
нaти lra IIлoIцинi, To ТTpoсToрoM rЛеI\4еlIтаp}{их по]tiii б1,;1g Пр,]i\i(.'}11YTt-lик

iрuс . 7|

Г} : {(р' tr) € Ra :0<р{ ]1, 0 {'т ч.. g.}.

Щoб гoлкa перrTI{нaла o/(Iry 3 IIpяIиI{Х, ttеобxiдно i достaтнЬo, шtоб
BIrIdoIlyBaЛaсЬ неpiвнiсTЬ ,{ < д,1С sin гj,', a(зо х < l sirr сp. (pис. 6)'
'.::.. {я нвр.iвltiut'ь вltДiлfl€ З ljpЯii,loIi;.,.t'ТtIdI,i;] !} об;l;rстЬ ,4 , lЦо Лt]r}i"ill'i,t]

п{,п eинyсоiдоrо. Шvкаttа ймс.нiдlrli*ть . l1,е ijli.,lr.Aiрнiсть IIoпа.цаllll,l дФ
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I -t\ ' y < х* a,3вiдси х< }, у <+, х*. у >o; oстаlII{я
l.

ltr i.r.Nljl lleрiвtlостей ви,,1iляе TриI{yTник C, 3aInтрI{xOваI{иfr нa pис. B.
Iul,lt

I
I:ж
4
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P (АlB),
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Bnpaви

2в. 3паfiти йlurрЦi1lltiсr.t, ,l.()l'O, lt(o ToЧ,к.а, К.ИIJyTа y бyдь.дке шriсце
всеpeдигli кола, Пoтl);lпtl1.Ь y Bп14саI{i в це кbло: а) прatrиЛьltий тpикyT.
HиI{; б) I(Bадl)';l.г.

27, I Iа lri711li:ll<y :}iltt/l()t}iI(кt,l / взято бyль-якi /tlri ?'ollIiI{. 3найти
iмoвipttit.тl',t'()t'(), Il((', 11i,l1t.1,illlI) IlIi>к ними tIе пеpеRиltl,уе |tl, Де 0 < A <

28. I I;l lttl.lti ll:lll.l't'l 6y71t,-яlt<i тp}I ToЧкll А, B, C. Зllllfi'гll iмoвipнiсть
,г0гo' lt(O 1'l)l| |(y't.llltl< А/JС t'остpoI<yтний.

20. l l;r ll:lр l((',rlly lriд.пoгy киДaЮTЬ Мol{етy дiаivrетрoм d. Пapкeт
сКЛа/lеIrlrii :l ltl};l/ll);l.гill iз сr'оpoHoЮ (l (d < a). 3нaйти iмовiprriсть Toгo'
шlO r\tollt).l';| I|с llcl)с.l'llс i|iо/trloT 3 сTopit-l ква.цpaтiв паpкrTy.

30. IIir rlJl()ltll.tlli llаI(l)ссJlеllo tIаpaЛеЛЬЕIi пpямi нa вiДстанi 2а oДнa
вi/t oдrlоT. I|;t tt.tt()llllllly l(ll/(Ztlo,I'Ь NIOНeTy paдiyсa r (r 1 а). 3найти iмо.
вi1lнiс,гl, .I'()I.()' II(() M()lIс,I';t Ilе Пrl)еTне iкoднoi з пряМиx.

3l. У кt),1() l){t/liyса ( к},t/{аloTЬ ToЧкy. 3rlaйти iмoвipнiсть Toгo' щo
вi,цстаIlI, l}i,'t rtiе:Т ].()'lI(и /t() I{еI]Tра KoЛa не ПepеBищyr /.

:|2. С'гс1t)|tolltl зilI}/[OB)liкIl / poзлаIvlали Ilа дBi ЧасTtl[Iи. 3нaйти

iь,toвipнiстl, ToГ()' llto Д()l])Itиllа MеI'Iшloi чaст у|I1I1нe IIеpеBиЩУва,,*. {.
3

E |4. Умoвнi ймoвiрнoстi тa нeзaлeх(нi гIo}qii

Рoзгля IlеI\4o сПoЧаTI{y Пpи I<JIaД\. НеxaЁt ДB i.l i киДarTЬся

РозгляI.Iеl{o 3аГaЛЬНиI1 Bипaдoк кЛасиЧI{oгe oЗнаЧе}Il{Я
fiмoвipнoстi.tля BизHaЧеIIIIя йшtoвipностi подiТ А 3а
VMoви, Щo гIaстaлa пoДiя /J, мo;кЛLIB]lINIh| pe3yЛЬТаTaMvl B,t4-

lIl)oбyвaннЯ тpебa Bва}I{'l.ГtI .l.i, пpl,t lяlrz4x HaсTa€ B; спpI4ЯT.
./ItlBиMи дЛя ПoД.iТ .4 pезyJIll'l.il].ilN4I{ (за yмoвиl Щo I{aсTаЛ a B|
tiyлyть тi pезyЛЬтaти tlllll1lсlСlyt'};lIIrI'l ' При яK}ТХ I{aСTаPJТЬ
tlСltlдвi пoдiТ А i B, Tомy

P(/ lB):4,t.1tlt Чfg) ''L == *.(*9]- .N (l]) tti (I]1 : lV Р (B) o

.J1lсl:lyMiJl(), lll() lцi м i1llt1,li;tIllliI Nl;tlс),ГЬ сl\4исJi ЛI,IIIIе Toдi ' KoЛИ
Р (B) =/' (|. У lt;ll.;l./l l,ll()My ttllIt;uцl(y aксioматиЧ}Ioгo 03Ha-
llеlIIl'l iiмс.lвi1lllt-lс'гi t]Itl](./ltlll;i r|)()[)M}i./Iit с oсIIoBoЮ oзFIaЧенI.Iя

}/ tvl()в tloТ ймов ip гlос:т i .

0. Умoвнoю ймо-
ПoДiя B, нaзиBa-

ГpaЛЬHLIй кyбик. Пoдiя А Пoлягar B тoMy'
ripи цI,lХ .II.Box I<I4Д\arIHяx дopiвнюе 5. Пpостip
ГIoдiй Q склaдarTЬся B цЬoмy еKспеpимeнтi з

eЛеI\{енTаp tIих
36 елеМенTiB:

Q .- t@, n)i tn, fl =- l, 2, 3, 4, 5, 6);

t\i Mo)KЛиBi pезyлЬTaT 14 BI4Пpобyвa FII-I Я ДIIfl 3рyЧ rloсТi пoдa-
нo y Bt{гЛяДi таблицi (пеpшIе ЧисЛo кiлЬr< iCTЬ oЧOI{' щo
BиIIaЛo Пpи Пеptl]olvlу I<LIДatt rl i , ДРyГe П p i,I Д.р yгol!{y):

6)
6)
6)
6)
6)
6)
2), (2, 3), (1,4)),

Hеxaй HaM вiДoмo, Щo пpи ПеpIIIoп,Iy KI4Дa['шi BИПaЛa
тpiйкa (пoлiя B). Toдi ймoвipгliсть Пoдil. А сTаIIе iншoю:
5 oчoк B сyмi тeпеp IvIo}I(e BиПaсти Лише To.цi, KoЛи ГIpи

дpyгoMy [{иДaннi BI4ГIaДе дBiЙкa, тoбто B oднolиy BИrIaДI<у
3IIIести. oT)Kе, ймoвipнiсть ПoДi.t А Зa yмoBиl Щo HacTaIIa

Пo.цiя B, дopiвнюe + ' Цю ймовipнiсть ПoзнaЧаЮTЬ

О з H a Ч е H FI Я |2. I-lеxаrli P (B) ф
lri1llliстю ПoДil А 3a yМoвIl' шlo нaсTалa
(,I'l,ся ЧисЛo

P (АlB)-= P=(f]}- 
.P(B) '

[lевахiкo tloМiтlати, Щo ДJIЯ yMoB}Iиx

.|..(,IIyloTЬся всi aксioми OзIIaЧеFIня l l.
Ill)( )с'Гopy еЛеМеIlTapI{иx Пo,Ц.iй вiдiгpaс
.r.,tltlбрl.l s бepеться sB
l|;Illl)LIкЛaД' аKсiомy 2; яI(I.цo в фоpмyЛi (

' l], To дiстанeмo:

Щo сyМa oЧol{
Й BkI-
poЛЬ
гЬ o.
)иМo'
А Ц!r

сT
ip
УI ,

ioсте
ol,{y
aMlс,
pевi1
aеTkI'

rH(

Ьo
3a
еp
Лa
p
a

1МoB1p
Пpи ц,
B, a

s}. П.
l5) пок.

( l5)

тaк 3BаH a

(t 6)

ga|тI,IQ

(16',)

нa3иBaЮTЬсЯ }Iе.

(l; l) (l; 2) (l;3) (l; 4) (l;5) (l;
(2; I ) (2; 2) (2; 3) (2; 4) (2; 5) (2;
(3; l) (3; 2) (3; 3) (3; 4) (3; 5) (3;

$; l) $; 2) $; 3) Ф; 4) 0;5) $;
(5; l) (5; 2) (5; 3) (5; 4) (5; 5) (5;
(6; l) (6; 2) (6; 3) (6; 4) (6; 5) (6;

3 тaблицi BипЛиBaе' щo.4 : t(4' l), (3,

roмyP(/) :*:+

P(BlЫ == +.ff =- l.

:r фopмyли (l5) бeзпoсepеднЬo BI4rIЛИBae
,l (.l l1)t'Mа I\,Iнo)I{е}Ittя (для .цBox пoдiй):

P (АB): P (АlB) P (B)"

lltlмiнявlши мiсцями А i B, дiстaнеI\лo лpyгиf,l
l ..( )l lt.М ll IvIнo)I(ення:

P (АB) - P (А)P (BlА).
():.lIlaЧенtIя l3. ПoдiТ А.:'iw

гl , l'l ]t .i'li I l иMи 
' 

яKщo

P(АB):Р(/)P(B). (t7)
(16)

l. (l1 lI|)-: P (А) (Р (B) ф0), Р (B lЦ _ Р (B) (Р (д) ?t 0)'

( r8)

I
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ввlдки

P (.4B) .- P (.4) _ P (АB)

- Р(/)(l -- P(B))

P (,{,А,
Р (.4 nlА,А,

Х Р (.4 nlА,А,

тo&гo llас,l.a Il II }l (yltI lеТ :r l[li( } х ll(.'-ra,Ilo}l( tI l| х l ll r ,l i ii lIе t] t.l"ЦpII]аl
ймoвiprl[(.'l'l, illllttlТ. I l;rгrIl2tKll, .qp().t\',г'1 i.l.l, llL( j :j ко;к.

ноl з p iRtlОt.].cfi (lB) Illlll.Il llB;tl.i фор\4yJl;l (| i|, lt lrl l.t) l(o)t(нa
3 piвltостеi} (ls) r.Bpil ll.l 1lg ltе-.,аiе>кrrlC.l.l, lltl:tiii .

TеopP.ryI(l. fIшtуl ttо0il" А iB rIе3а/l{|)ti,Ili, Itl0 FIln(|ле.utlti
Шt]tсoJlс А i It.

Cпpaвдi ,

P (д) .* Р (АB U ,4Б) =* Р (АB) + P (АB),

*P(А)*P(А)Р(B)*
: P (А)P(я). I

HaсЛ iдoк. Якщoпoдii,4 iB нeзаЛ(liкlli, To Hеga-
Jlе}l(t{i подiТ А, B' a Tакo}K rroдliТ А , Б .

Пеpeй/leмo /{o BIII]а/цT{y ltiлЬItОх пoдiй.
Teopl.,}o(tr лtItОJIсu|IlJl. fIкщo Аt, Аz, о..' А'. * Оoвiдьнt

rlo1ii, mo

А,,) * P (А') Р (А2lА,) Р (А1A,А,)
Аn-t).

настa.па пoдiя Аь тoбто .пeрIIIе пtlтаI{I{я BIlяBилoсЬ (щaсЛиBиI\4>' To
Bсьoгo зал}IltlI{JIorя 24 fiитаIIllЛ, 3 якиx 19 (шlaслиB}ix)); To]\,ty

P (А,lА,): ;g.
24

oз н aЧе н [I Я|4,lltutl,( А', Аn, ..,,Аn нaЗI.IBаЮTЬся
нe3алe}I(нI,IMиBсyкyгlltос:.l.i,'ll(II\oПpИбyль.яKиХl<i1<
{lu{...

Р (.4 i,Аi, Р (/,.). (20)

. 3oкpeмa, ДЛЯ lro/liii, tlс:t;t,/Iе}KIl[Ix у сyк}IПrtостi' Мaс
мiсце теopеI\{a Мtlo}I{еt'tlIЯ l] сllр()IIte пiЙ (lоpмi:

P (А'А, . .. A,,,): P (А) I, (А,) P (/.,). (2|)

Якщo yмoвa (20) BикoHyrTЬс'l ,TI,ltllе ПpИ r :_ 2, тa подii
HазиBaЮTЬся ПoПaрнo HезаЛе)I(нИN:И. BияBЛяс,ГЬся, Щo Пo.
Пapнo нe3aле}I{нi подiТ Mo}I(yTЬ не бyти He3aЛе}KFIиlvIи B сy-
ItyпHoсTi. Прo це свiдчиТЬ тaкиЙ ПpI{KЛaД.

Пpиклa I, (C . H . БеpнulmeЙна). FIexай I{а тpЬox гpа}Iяx ПpаBиль.
нoгo теTp9едpа, зpобленoГo 3 o,цнopiднoгo МаTepiaлy' нaПисaнo Biдпo.
вi,цнo цифptl |,2,3, 8 нa чеТBеpтiй гpа}li _ всi тpи шифpи |, 2,3. Пo.
знaЧиMo Чepeз Аi $: |,2,3) пoдiю, Я,Ka Пoляга€ в тollty, Щo TeTpaе.ЦР

пiсля кидaнI{я Bпадe }Ia гpal{Ь, на якiй с шифpa i. To.цi P (/;) : L:
4

: l. (i: |,2,3). Пoкaх{еМo' шlo Пoдi,i А1, А,,.43 пoпapнo незале>кнi;
2

P (АLA,): } tnooiя А1А2 rIaсTaе тoдi i тiльки тoдi' KoЛI{ теTpаeдр

Пaдar }Iа Чeтвepтy гpань)' oтх(е, P (АА,): P (/') P (А2), тобтО.Аt
i А, нeзалeх(нi. Aналoгiчнo Bста}IoBлюeтЬся tlезaлeх<нiсть пoдiй Аt i
Аgтa пoдiil А2 i А'. AЛe пoдii А,, Аz, Аз не r незaле}I(ниMи в сyкyп.
нoстi, бo

P (цА2Д,): }+P (/J P (Аz)P (/g)

3аyвaжeння. Нa пpактиr\i /tля 1lдгeвiг11'нe-тлe>кнoстi пoдiй pi4.
кo кOpистyloтЬся piвнoстями (|7), (1B) абo (20). У бiльrшoстi випaдкiв
виxoдятЬ 3 iнтyТтиBI{их мipкyвaнЬ, ПoB'я3aних 3 xа.paKTepoМ випpoбy.
Bа}lЬ' а сal\4e' пoдii вBaх(aЮтЬ HезaЛе)KttиMи, яKЩo мiж }lиMI4 rleМaс ПPИ.
ЧиI{нoгo 38'язкy. ПеpeкoнаBшисЬ 3a дoпoМoгoЮ тaI(их ryripкyваl]Ь y I]е.

3aлe}Kнoстi пoдiй, N,to}KI{a BиKoристoByвaти фopмyли (l7) i (2I) для oб.
ЧислеH[lя ймoвipнoстей дoбyткiв.

(le)
.Цoвeдeнн1 -пpoведеМo п{еTОдoМ MaTеMaтиLIНoТ iнДyкцiТ.
Пprr n ':"? фgpп,IyЛа ( l9) ПеI]еХojlIlTЬ ts у}Kе Дoвеi{еHy фoр.
Iulyлy (l6,)' Пpипyс,гIlвtJ.Itr,l' Щo с|lоpшryЛa (l9) N4;lr 

-мiсйе

NIfl (n - 1)-го luнoх(нI4I<a, дit.,ГаliеIvto:

P (АLА2 . . . /n) - Р ((,4 ,,4, ,4,,^-,) А,,) Е:эt

_: P (А,Аo . . . А,,-l)P (А,,lА'А, А,,-i,=3
* P (AJ P (АglАL} . } | P (Аn*|lАLА. . . . Аn z) Х

Аn-l}. Е

[lpиклaд. Cтy,Ц,eFIT пpийшов Fia еt(загvtеI{, пiдгoтyBаBIIIи лиII]е 20 s
25 IIитaнЬ IIpoгрaMи; еKзaМе}IаTop 3адаB йомy Tри IIиTaння. 3rraftти
ймовipнiсть тoго' щo сTyllеIlт зItаё вiдповiдi 

',Ь 
*ёi цi питаI{t{я.

ПoзнaчI{}lo чеpф Аi (j : |, 2, З) гtодiю кстyдеI]T зt.iаe вiдповiдь
нa /.те ПитaнIIЯ, Щo задaB froмy еI(за[4еIIaTop), Черe3 А - пoдiю (сTy-
дrrrT 3наr вiдпoвiдl rta всi тpи rIИTaI|IIя). 

,I'oд.i А :- А'А"Аu i зa фоpмy.
JIoIo (l9) маrмo:

P (/) .= P (Аt) P (А,|Аi P (А"|А,А^| .* .:jl l9 l8L.|'l .: .*25 . *Б

57'- j.Г ,v 0,496.

Oкpемi ймoвiрнoстi т}'г oбuисЛIoto.l.l,(.}l 6е:tltсlс:еpс/{rlЬo за кЛасItЧ.
ttиI\,l 03[taт{eнням. Пoясн}IМo, нaПрI,lкЛад, t16.lllr..rl.,'t.l,i l, (,12l ,1 ). Яrtшlо
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Пpиклaд. 3найти ймoвipнiсть тoГo'
нети пpинаймнi oдин paз випaДe гepб.

ПoзначиМo пoдiю, ймoвipнiсть якoТ

щo IIpи BoсЬIии l{идaнняx IvIo.

IvIи tIIyKаeN{o' Чеpф 4 i рoз.
пoлягaс B тon4y, Щo всi B paзiв
uифpи пpи j.мy киданнi, тoдi

P (Ас) : * ,': l, 2,..., 8). 3poзyмiло, щo tlo.цi\ Аi _ нeзaлe}I{нi y

I:-
8

гЛянеrilo пpoтилех(Iry пoдiю.4; ця пo'ц.iя
Bипaде Цифpa. Неxaй Аi - BLIпaДatI}Iя

сyкyпrroстi i HacTatIHя aбo нeнaстання 6y.Ць-яких
Baс нa йшroвipнiсть tIасTaIIня. I{aстyпFIиx. Тoмy зa

4 3 *-9566

3 lrиx нiяк нe вIIли.
теop еI'{oЮ l{нo}кeн Ii я
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ДJlя }IезаJ]е}t{нi,lХ y сyкyпl.lостl подiй

P(l):P(АJ,
oт}I(е'

А,):P(/JP(/g) Р (/ln) .

P(А).-l-.. l'(/)--l--

Bпpaш и

3;}. I loдiТ l i I] |l(.(.yмiсlll, |, (А\ =/'0, P (/J) 1-= 0. /lotlести, Щo
цi lroдiT ll() с llс:t;,JIс)l(ltIlNtll.

34. /{lзzr с r'1l i"ltьl{i, /lЛя 
'll.(иx 

iмoвipностi Bлyчelrня B мiшень доpiв.
HЮIo,l'l, tri/lгtсlвi/tllо 0,7 i 0,B, рoблять пo oд}loп{y пoсTpiлy. 3лайти iмo.
вipнoст'i того, шo: а) обиДвa стpiльцi влyuатЬ y. мiшleнь; б) >кoдний iз
стpiльшiв rrе BЛyt1ц"ь y мiшlень; в) хoЧa б oдин iз стpiлЬцiв влyuитЬ y
мiшeнь (обнислI,lTtl ДBoп{а сПoсoбaми); г) ЛицIе oДиII iз стpiлЬЦiв Bлy.
ЧиTЬ y мiшlеt{ь.

35. У кoiкнoп,Iy 3 TрЬox яЩикiв лe)I(ить пo l0 дeтaлей; y пеpIIIoMy
ящикy 2.цеталi бpакoвaнi, y Дpyгolvly _ 3, y тpетЬoгuly _ l.3 кo>кHoгo
ящиKa беpyть пo o.цнiй детaлi.3нaйти iмoвipнiсть тoгo' щo: a) всi 3
детaлi бpакованi; б) всi 3 деталi стaндapтнi; в) сepe,ц, тpЬoх деталeй
e пpинaймнi oдна стarrдaртнa.

86. Iмoвipнiсть BиxOдy 3 лaДy Ё-гo блoкa oбчислюBаЛЬHoi мaши.
I{и зa час l дopiвнюe Pн (k: |,2, ,..1|L). 3нaйти iмoвipнiсть Bихo.цy 3
лaДУ B 3aзнaчениp1 прoмi>кoк чaсy пpинaймнi oднoгo 3 блoкiв цiеТ мa.
I.I]ини' яKЩo всi блоки tlpaцюЮTЬ ЕIeзaлe)I{нo.

37 . Hexaй вiдoмo, Щo P (А| B) > P (/ ). .Ц.oвести, Щo т0дi
Р(BlА)>P(B).

38. ПiдкидаюTЬ дBa гpaЛЬHиx кyбики , }нaЙтtl iмoвipнiс,гь тoгo'
щo Bипaде пpинаймнi oдна шIeстpiкa, яKщo вiдoмo, щo сyМа oЧol( дo-
piвнюе B.

8g. 3 ypн[l' в якiй лeх(aть 
'n 

6iлиx I n Чoрllих кyлЬ' бepyть пo-
слiдoвнo двi кyлi. 3найти iмoвipнiсть ToГo' щo дpyГа кyля 6iлa, ЯК.
Щo пeрша l(yля: a) 6iлa; б) Чopнa.

40' Пoдii .4 i B нeсyмiснi i P (B) + 0. 3найти P (АlB),
4l, [мoвipнiсть тoГo' IIlo B pезyльтaтi чoTиpЬoх IIeзаЛе}I(}Iиx BИ.

Д.оBeдeН}iя.3 yмol}l,l А С
IIiсTъ

Il i BI{IIЛиBa€ piв.

n.U HtА.
1,., t

oскiлЬKи шo,Ц,iТ II iA llollаl)ll() |lесyмiснi, To, BиKoристo-
ByЮЧи aKсioмy aД:lff|1вll()с].i' il llo.гiм Teopeп{y lvlнoх(eнн.я'
дlсTarп4o:

Р(/) - P(Н,)P(.4lH), l
ПpиклaД. На кoнвeйrp нa.цxoдяTЬ ltетаЛi з тpьox цеxiв. Пeprпий

i{еx дar B сеpе.цrtьoмy 0,2 a/o бРaкy, ДpyГий _ g,3 o/o, тpетiй _ 0,5 Yo.
3найти ймовipнiсть ЕIaд.xo,Ц.}I{енIlя на KoнBейсp бpакoвattоj.Ц.еTалi, як.
Щo з пеpIIJoГo цexy нa.цiйшrлo 3000, 3 дpyгoгo _ 6000, з TpеTЬoГo -l000 .ц.еталей.

Нeхaй подi я А пoлягаe B тoМy, Щo нaBIvIaHня вибpaна детaлЬ' яKa
надiйшIIa Ha кoнвейеР, € бpакованoю' Ht (i: |,2,3) пoлягаe B ToМ}r
щo HaBI\.{aння вибpaнa .цeталЬ нaдiйшЛa 3 i.гo Цexy. oчевидHo, пoдii
H,, H,, H8 пollаplro несyмiснi, H1 U H2 U ffв : Q, P (l/,) :
: JEL: 0,3, P (//,): 0,6, Р (//,): 0,l. .Цaлi, P (АlH,):

10000 \ ar ' ' \ u'

* Q,002, бo яI(щo вiдoмo, Щo Дeталь нa.цiйшла 3 Пepшoгo цеxy,
то ймовipнiсть бyти бpаковa}IoЮ Д.Ля неi 0,2 o/o - 0,002; анaлoгiчнo'
Р (A|Hz) - 0,003; P (А/flr|: 0,005. Toмy зa фopN,IyлoЮ пoвнoi
ймoвip нoстi

P (l) * P (H') P {АlHJ {- P (H z) P в|Hd * P (l/в) P (АlHJ :
-- 0,3 . 0,002 + 0,6 . 0,003 + 0, I . 0,00$ :0,0029.

IIвхаtt no1ii А, H,, l,, ..o' Hn _ mаKi cалui, ЯK npu
вuве)еннt фopмулu noвнoi tiмoвipНoсmi. Якщo do)аmKoвo
P(А >0, mo JуIаIomb мicце фopI\4yЛIr Бai4eсa:

P (II.hlА) : P (HilP @trlhl (k: l, 2, , n). (23)

(H t) 
p в|H i)

Я. 3a теopeп,{oЮ t\,{нo}I(еHгIя ДrIЯ дBox

P (IlhА) : P UriP (Аtнh) : P (А)P (t]ьlАI,
BBl,цKи

P (II hlА) : P (Hn)P ф|He)
Р (/)

IliдстaBиBlIIи сIo.ци зtlаЧeнtlя Р (А) 3 фopмyли
ймoвip}loстi (22), дiстаt.lеMo фopмyлy (23). I
4f

(*)-,
?L

U
f"=l

/l\' .I.Г'r!

\ 2 I 2ri(i

nА-А U II,
i ...'l

/n \ rt n

Р(U H,А) __I P(i./,А)
\ r-l / r:l {*l

пpoбyвaнЬ Пoдiя А нaстaнe I7pLIнаймнi o,ц.ин
йти iмoвipнiсть нaстаIlllя пoдll. / пpи oднolvly
на пiд чaс всix випpобyвaнЬ oдlraкoвa..

42. lмoвipнiсть BJIyЧeння пiд Чaс oд}toгo пoстрiлy 'Цopiвнюe 0,4.
Скlльки тpeба зpoбити lloстpiлiв, Щoб iмoвipнiсть пpинaймнi oднoго
Bлyцeння буlta Ilе МeнЦIoю нilк 0,9?

s l f,. Фopмyлa пoвl{oi ймoвipнoстl
тa фоp,vrули Бaйgсa

HeхаЙ А - Оoвiльна noОiя, l,, H,, ..o' H, - nonаp.
несуJуticldi no\it mа|сi, Щo P (H') > 0 (t:-i' ...' n' i

n
с U H i. ToОi hIаE лlicце фopмgла noвНot tiмoвiptloсmi:

J:l

P83, дopiвIIIor 0,59. 3нa.
випpoбyваннi' якЩo вo.

n

IP
I:l

.Ц.oвeдeнн
шoдiй

n

T
J=.1

t{o

А

пoBl{of

6l60

P (.4; : P (l/i) P (АlH I,, (22)



{ (FI lА)

0,5 0, {)

0,5.0,9+0,;l

РoP'yЛаIvl П;rf r(.]('il i\loiliIla taTl,l TаIiе ,I.,Ц}/t\{..lЧlIIIIя: Тlеха}.I
пoДiя А Mo)I{е вiдt.iyllil,l.ltся B рisнr,rx уЛ,l()I}.lХ' tl({l,I[r).чаpаK-

lgpy якy-Х lvl())l(ll;I l}ll(',/iOtsI4.ГI4 n ПрpiГI},lll('ltl' (t'iltil,j.(,tз') f!у
H,, ..0' II,,, Iпitllli;lll()с,l i ttllх гiпотез P (Ill} ll;lt\,I rli/ttlnдi; 

'iiймoвiprloстi .l;t(. t() l|;l:tltl.]tlt0,гЬ аПpioprlttM lr (lli;t ,1|{|,I,l]tIсl.:[ioГС)
a. pгioгi - /l() l}llllIltlб3rg2ння)" Biдомi ].;lti(}ilt 1,rl,tовtti l1пtr,l.
вiprroстi P (А l l I t') lttl,,1ii. А П}rLI рiзних гirltl l'.'.o,t'u. " 'Jдiйi:rtю.
rTЬс'l ll(('Il(}l)tIM('ll l., I} pе:3y,IIЬтатi яIiOГo M0)li(l llil(.i.;JT.tr,l ;rбо
[Iе Hас,l.;l l.tl lttlltilt А . 1Ii<rцо Пpрl ЦЬoМy пojliяl А IlilС,l'аЛa' ].o
gII4 MO)к(\MO tlt'l)('(lttiIIIl'Ги ймовipнiсть кoх<ноТ 3 гiпотез,
3I{aЁttшовlltlt :l;l ._|-,.,t)N{y.П;lvtц_ Бaйесa FIоBi знaЧеFI}Iя йrvrовip-
ltoстeй гillсl'l't':t P (| I ,,l Ау. Цi Е{CIBi ймовipFIoсTi нaзиBaЮ'гЬ
aпoсТеp iсlplIl{M ll fiмttlз i1llloст ЯIv'!,И гiгloтез (вiд IIaTИItсЬKOгo
a postегirlгi ltiс.tlяl B[,IПpoбyвattllя)'

Пpиклil,lи
l. flсl шr;lI.;l:tlllly ll;t/lх(Ul't'll, ltlll)rlГjtt з дl}0х заllодiв' Приrloмy 3 rlrр.

шoгo заBolly lIа/lХ()/(ll'I.I, у .} 1l;t.rll бi.llt,lllс lllll)(.iГliв,ltiiк з дpyгoгo. [Tеp-
ший 3aBoд 13IlПyсli;|(.. ., ..i'1,.,7цltl,tlшty (),5 |)i, б,p.,,..,,i..,llоТ пpoдyкцГi, д'}.
|ий. 0..2 26. Kytl.lltlllltii y пl;ll.;t:lltlli lllr1lit.i ltll'llt.Дя,стьiяl бpакова}tI.II\,l
(пoлiя А)..\ l.?^ймoвi1llliст.t, т()t.o' lI(O lзiп був trrlПуIIlенtаfl, пеfшим 3:lвo.
дolvl (подiя H 

')?3a фoptuyлoю Баrleса

P(HL/А): :

3 . o.oo5
4- :+'

4"4
2. Cпецiалi:зoва нa лiKаpIIя^ Ipнiiмае в серrДIlЬoМy 50 a/o xвCIpиx'

щo I\4aютЬ зaxPoрЮBaHI,Iя H!, 30 0/o * tцo NIaЮTЬ захBopЮBаIr}Iя 
.H, 

i
20 0/o _ IIз. Статистptка свiд.1ц'Ь, Щo ймовiрrriсть пoвI{oгo вилi*1,.
l1lt'я хвoрoби H' .лopiвнrое 0.9, ДЛя xвopoб 

'I{, i ltu цi ймовiр"oсii
дopiвнЮЮтЬ вiдпoвiднo 0,7 i 0,B. flкa ймовiрнiсть тoГo' щo xвoрйй, BИ.
III{саний з лiкарнi цiлкoм здopoвим (пoлi Я, А), бyв *uЬpйи нa i,opoбy
Ht?

3a фopivtyлoю Байсса

P (//1) P (Цrli
P (Ht) P (Аlfl t) -l- l, (Н

{.,}l,т5 в yрнi рiвноь,lонiлltвi. Ii;tl}NIiltlttil 3 ypни беpyть oдFly кyлIo. Якa
йьtoвipнiсть TOг0' щo ця KyЛ я 6illzi?

45" B /V уp}tаx мiстяться lliДtlolrlДlrсl flц1 .,., flN I(yлЬ, з них бi-
.1}.l}i _ ft|t' .r. , tftN. Нaвмallll'l tl6l.|pitlt)TЬ yрtly' a 3 неi - KyЛЮ, Якa
iilrовipнiсть Тoгo, щo ця KyJI,l l}ll'lltl|.l.tt(.}l бiлoro?

4в. У Двох yрIlах мiс,t'll.l^ll(..1l tri/llltllri/ltltr nt i n, KyлЬ' 3 }lиx бiлиx
liYЛЬ lt?r. i пt.,. 3 ч.upgоi y1lIlll l|('l)('l(Jl;lJll| l} llpyГy yp}ly oдHy кyЛЮ, I{o-
."riр яiкоТ невiдоl,lий. Пiс.ll,l ll.l,()l ():l /tl)yl.llT },|)lllr ГlсpyTЬ oд:','y l{yЛlo.Якa
iintовipнiсть Toгo' щo ц'l l(5r.l1., бi"rl;r?

.47. 3 ypнIl' ЯI{а.Miс:т.lt,l'l'.lГli"ltttх T.а.2,ltl1lIiих l{yЛi,.пеpеклaдeнодвi
кyЛi дo УPlИ, яI(а I\tit:'l.tt"l't,4 6i",ll|.{ 1';l 4 .ltr1llll'tх l<yлi. |Iкa йшroвipнiсть
l,,ЗflTTЯ' бiлoТ I(y./ti з .'t'1lyttti. уl)Illl lli(.Jl'l 'l.;ll(()l-O Ilс})сl(ЛаД.аltllя?

4f4. 
.l.1ilr 

(:Ittrt)'].(.М{ ltll 6t.1l},I.ll yll;l(',l'l,y ]'lll(сrI\4y liрyГoвol\4y з[lаГаннi:
i.iItjtItt,l.lty :jIv{;:li.аI(},l.liСil ;t i ll, tlсi,l if\I ll('|)(]Nl()/|iсIlЬ t.pас 3 С, ttoвий пepе.
l'4U)lt€.l]-t, Iра€ з Ilереlv{ij}Iiеt.Il1lVI y П(')rrс1lс;цrliii t.pi i т. lt. 3магання закiн-
'l}1€,l'Ься- lriс"гtя llBCIХ^ l.Iёp8futi.,rГ од.IJoI'() З сIIOрTсмettiв пiдpяд.

. а) Зlrаjiтlr iiшrовiр1]iст.l' IlrjрL,n4t;Гkl дJIЯ I{,О>KHoГo 3 сПopтсмеrliв' якщo
ijСl Lt()IlИ OiцI{aI\Оt\О N,lit{4сl.rpil1 .

(l} i iс1lI].]y IIi]р'гittt вI,rГpz]t} А. .}ilflй'ги l'tiсля ЦЬoгo ймoвiptliсть пe-

i'r:ьtоr.и /lЛя кo)r'.НoI'o з сПОр].СN4еI-IlB.
49" Готуt6.iliсЬ llo еt{Зaп{е[Iy З ТеopiТ frмoвipнoстeй' стy.ценT 3 n еK.

jаi\lеriац1l{11их бi'цеr'iв tsI4B\lрilr ЛишIe rn, (m < ri). B яKoМy Bипа,ц.Ky ймo.
пiрнiсть BI{TяI..I'LI L]l,lBЧеrlий бiлет бyле бiльшою: a) KoЛи вiн тягне бi.
.1rТ' Перrшим; 6) к0Л[I вiн,гягне .Д'Рyгим?

50. PаДiо,шoKaцitltla станцiя BеД,е сI]oстеpе}Kення 3a oб'€ктoМ,
llкиit I\,Io)кe сTBopЮBаTи пepеш]Kolt.и. Якщo oб'eкт }Iе.сTBopчс пepеIIIKo.
t}i' To 3а o,циIr циI{л oгЛя/ly сTaI-IЦ1я BияBЛяr иoгo 31п4oBlpil1стЮ Рo, Як.

'ЦCI 
сTBoрЮr -* З iпrовipнiётro |lt Фl *( Рo). йIмoвipнiсть тoгo' шo пiд

'тас ЦиЧЛy oгЛядy бyДyTЬ сTBopеrri ПереIJjKoДИ, дopiвнr9e p i нe зaле.
l[{иTЬ вiд того, як i ltoЛи сTBopЮBаЛI{сЬ ПeрешKoди B ittшиx цикЛаx.
l}наfiтlr ймoвipнiсть BI1ЯBлe[I}lя об'сl<та ПpI,lнaйь,lнi oдI,Iн pa3 зa n циK.
л iв oгля.ц.y .

5l. Д,ляI ПеB}iиx виpобiв t:iшlоtзi1;rriсть Тx вiдповiДнoстi стa}Iдapтy'
/{оpiвrrюе 0,96. ПропoНyеTЬся сIIpoIiiеI]а сисTеIиа кo}ITpoлю виpoбiв,
fi'Ka J\aе IIOЗИTI4B rlrrfi, реЗyJIЬTаТ (то6тc BLI:]I]ас виpiб сТa}IДаpтним) з iмo.
ili1lтliс:тю 0,9B J\JIII .,131l/\Zil)1.I"IIiХ вrrpобiв i з iмовipнiстlo 0,05 ДJIя }Ie.
l'Ta}{/{ilpTI.{их вlзробiв. i]llдй.ги f.iпttlвiр iliсть Toгo, lцo виpiб, якtlft пpo.
iill.lсlв цей кoнTpoлЬ' заl\ОBoJIЬIt't€ с1.а tlll.lрTy.

52. B ypнi.ltежаTЬ Tрti liyJri, яtti пtоll<yть 6yти 6iлиturи абo uopЧи]v!и.
Bсi .;o,гиpи гrриIIyЩеIlI]я Прo rloЧатковl,iii склаД ypни piвноможливi. Чo.
,i[Ipt,I 

рaЗI{ BиTяг}lyЛи З ypI{и Пo oдt]1lI KyЛi-Р 
^гroРеp[Iе}IняI\,I' 

пpичoМy
ilеpша }iyЛя B}iяB}tЛас5I Чopн0Ю' реlIiTа .- бiлi. 3найти aПoстеpiopнi
iiмtiвiрtrсrс.тi piзнlrх склаДiв ypЕlI{.

53. Biдомо, Що 5 о/u ко;lовiltiв i 0,25 |g вciх хtittок * дaЛЬтoнiки.
l {авшtaння обpaнa осo6a -*. JiaЛьтонilt. Якa ймoвipнiсть тoгo' Щo цe
.tоловiк? (Bвах<аTи, щo LioЛoвilсiв i жiI]oK oдllаKoва кiлькiсть).

54, Знaйти ймовipliiсть Toгo, Щo сеpeд 1000 eлеKтpиЧI{Ilх лаМI]
нrМас зiпсоваHиx' яKщo l] нaBIvIа}l}IЯ BЗ'iтиx l00 ламп yсi вI{яBI,IJIись
сTaI{дарTi]иI\,tи. Пpи poзв,язyваннi ЗадaЧi BBa}Kaти' ll(o Числo-бpакo.
.Ba}Iих ЛaMII }Iе IIrpеBиЩyr 5 нa 1000 i всi знаЧe}IнЯ 0, l, ..,, 5 Числа
браковaниx лaМП piвноt'rон<ливi.

5l. Уptla Nliс,гить. rz ili;?" Bсi ПpигIyще}tHя Пpo Числo бiли'x KyлЬ
B },plti одitaItOBo iiшttlt,,ii.'т'i. i{ав]\iаIiIiя вийl.lя1'а 3 ypни Kyля BияBиJIaсЬ
(liпою' oб"lисJI}iTtr'I f,r\ ()i.tlpll()с.I.i нсix Пр}Iпyщr}IЬ tlpo сI{Лaд I{yлЬ B

у 1.tыl- $JItе ГI}jIi 11!1,i'cll}i11 l, ;1i\'i..li.']!,!il iмовinlle?

o;7 l oJ.o,n _N
82

Bпpaви

^ -. 1q..У тpьox ypнaT ле}I{il,гt, бi.пi i .llt1llti lty,,li. У пepшiй yplli *
3бiлi il^нopнa, yдpyгiй - 6 бiлttх i4.,.,;,,'''*, yт.ретili.-9 Ьiлиx i
l :opна. 3 нaBМаLt}lя B3ятoТ ypI{и l}lttiшriIl() l'l, (),/ll,1, ,.y,,,о. 3найти йшrовip.
нiсть тoГo, ш10 B0}lа бiлa.

44' B yрнi n кyЛЬ. Усi мo>клиtзi lll)lllly||lеlIllя Прo tIислO бiлиx

52

&3
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56. 3 ypIlи' яl(а tиiстll Ть n кyJIЬ
I(yлю, Я'Ka вияг]иJtася бi;lсlto. Пiсля
ймoвipнiсть T()l.()' ll(() lц'l |(yJIя бiлa?
кyЛЬ-P УЦt'i o/lll;t t{()ll() iiшrtlriipнi .

Щo б.!4ьш1 iмсllli1llril: RЛy.lив С в *iшeнi;;;fi.

8;в

стip

69. У лoцеpеi e rа бiлeтiв,
ймoвipнiсть вигpaшУ ддя тoгo,

54

uI. jTl1l',..,il1,,' !''':!ууui"^ч':11 9 iмовiplliс:r.lо Pt.: o,6, стpi.
g'}i f ; ;: j y': l''Jlj j'::,:, f: 1 0. 

i,-1- iЬ l" -*,Р^а,-_-; 
.in,' 

5i i p 
" 
Ёй ;; ч

ilj#; S:ч::::li' :l,1y:i iзg' .io,*iй;;i. щJ'", ;i#,;;ъЪ}хJi;

70. 3 чисел l, 2, oo.' n ЦфнaЧиЛи чиqo[o Ё. 3найти ймoвipнiсть
Toгo' щo сepeд дBox чисел' вибpаllих tIаBМанlIя 3 цих чисел, oдFIe бyле
t\,IенIIIe' a Дpyге 6iльшe нiх< ft.

7|. ПoTзд Мaе, n вaгoнiв. I(охtelr з A пaсa)I{иpiв oбиpaе
llaBl'{aння. Яка ймoвiprliсть тol.o, tl1сl: а) в Ko)кнoМy вaгонi
llаймнi o,ll,и tl Пaсa}I{иp; б) бyлс lrаfirlrrтсl рiвHo r вaгoнiв?

нeвiдoмoгo кoлЬoPУ, в3яЛи o,ЦrrУ

ЧР9.o з}loвy виймаtoTЬ I{yлIo. Яia
IJсl пpиIlyш{е|lIlя lIpo (lисЛo бiлих

сoбi вaГo}I
бyде гtpи.

72. 3 пoвнoi кohoди l(аl),l. (52 карти) виймають нaBI\4aн[Iя oднo.
ЧaсI{o тpи l{apти.3нaйти ilмсltri1llriсть T()Гo' шto цe бyдyть 'piйка, сiмкa

,б8d. lg;1 y ::j:::::',Y":*:.ii::9 ^*pяй":. пo.oдIIoMy пoстр iлy y Beд.
Уj*]; P:*y.:l :'1r. ] : : ] 1'1l l,i.,o к yл еЮ ., я n; ;;Б' i р ii .'i;';;;. frЁ Ё й#.H
::::: T1T 

.iT'Y: 
{l I ll.'.Y, .:9:. ry,.l* *,.,й' ц;;-; ;й;, й;; i й;.Тi#i:че}ltlя JlЛя }lиx лo1lil}tlloloTЬ вiдпoвiд}Io Pt:.0,2i Pz: o,{; p,- иЬe

,Цoдaткoвl ltшр,ltt и ,{o рoздiлy II

'^^.':}-rP,yo.']:ji ::.yб']-1 ]llдYДaютЬ двiчi. oписати пpoстip eлемeн.
I1н"* **l1:,,I]:].']..::,.ii 

r1олiТ. ! - сУМ* oчoк' якi з я;#й;ъ;piвнюе
: Пpиllаfiмlli rll(lIll pаЗ 3'яBиTЬёя 6.
60. I Iiдкl,Ul,llt().l'll l\4()I-l(.].У /lсlти' ПoI{и нe виПале геpб. oписати пpo.
елеМe}ITap lIих tItutifi .

Я.

74. 3 коло/tи в 32 t(аpTи ll;lвМаltlllя виб}rpаloTЬcя 4. Зrrайти ймовip.
нiсть тoгo' Щo сepед I{их булe rIриtlаймнi о/tиlI тvз.

76. 3 кoлoдуl в 32 I(apTи беpеться llаt]Nlаllltя l0 каpт. 3найти ймo.
вiрнiстЬ тoгo' Щo сеpед Ниx бyде 8 каpт oдlliеi мaстi.

76. Пoв}rа l(oлoдa каpт (52 каpти) випадI{otsиМ спосoбoм дiлиться
ltавпiл. 3найти ймoвipнiсть Toгo' щo B кoхснiй пoлoвин1 бyд. IIo дBа
Ty3и.

77.3 пoвнoi кoлo,ци кapт (52 кapти) нaвмa[Iня бepyть 6 I{apT. 3нa.
йти ймoвipнiстЬ тoгo' щo сepеД Циx кapт бyдyть Чoтиpи кaрти o.цнirТ
I\iIaстl.

73, Пoвнa кoлoда кsрт (52 кrrpтlr) дi.lrиTЬся
вip нiстЬ тoгo' щo Числo tlсp tlollllx i .ttlP lIIrx каpT
oдI{aкoвиМ.

. 78, Гpaльниtа ку6ик пiдки.ц.aЮтЬ tшiсть
rriсть тoгo' щo виПaдyтЬ всi шiсть гpаней.

79. Kидають |2 гpaлЬниx кy6икiв.Якa

нaвlliл. 3нaйти ймo-
в oбoх Чaстинax бyдe

pазiв. oбчисЛити ймoвip.

ймoвipнiсть тoгO' щo ко)K.

6t. I-Ioбy/(ylj:l1.}l Mll())t(lllly сJl(}MеI{таptlиx пoдiЁl B тaкoМy eKсIIepи.ментi: кидаlo1.Ь Il{()111.1.у i. (liксyloТЬ, rl[l вlllrа/lе гepб; кидa[IIIflтpI{B9'r дoTи' IIoкIi l.срб llc tltllliutс.ц.вi,li.
в2. Нexай ексгlсplrп4сllT ll()Ляга€J tll,tмiploв{llltli Дrзoх велиЧин, яttiнaбyвaютЬ 3нaЧeння 3 вiдРiзка [0; lГ. onй;u;; ,,pостip елеI\'еI{Tap}Iиxпoдiй.
63. Пoбyдy BaTИ i\,{}loх{Il FIy.еЛeI\4е}ITаp.}rиx пoдiй B eKсIIepиМенTi, щoгioЛягаr y вибopl. yp t1I4, Яка йiстИTь m 6iлиx i n uоpниx KyлЬ, Ё;yй,

дв k € n * m. ЯкЬ"Числo еЛеIиeнTapниx пoдiй?
64. Bкaзати^ пoдii, ПpoTил.*"i дo тaKих пoдiй: а) А - IIoяBaгepбa пp}l дBoх пi.цкиДаtlняx МoнеTи; б) B: ip"-пoПаДaIII{я IIpи Tpьoxпoстpiлax; в] C _ Пpинаймнi oД,не пoПадаIrH'I tlpи TpЬox ПoсTpiлаx.65. 3poбленo Tpи пoстpiли tlo мiшеi'i. не*Ьt n;: noдi"' яKaIloлягae B тoМУ' Щo пpи i-*y- пoсTpiлi е, BЛ}rlg111191 (i:. |,2, з). Ё"pu-3ити ЧеpФ пoдiТ Аiтaкi подiТ: а) 4 _ вiдбyлoсЬ Tри BЛyЧення; б) B.-не бyлo }I{oДнoгo вЛyLIеrII{я; B) С * ЛиI.]Iе o/{IIе BЛyЧellня; г) l) * неIt{е}Iшe двox BлvЧенЬ.
66. Пpо'oдйтoся дoслi.Ц,}riен[lЯ poзIloдiлy подpyх<нiх Пaр 3а вiкoм.Hеxай Jс .' вiк-uo,Ъuiiu , Ц т вiк дрyn"n,'. oпйЪати пpoстip елемeн-тqрниx пoдiй (х, у)^. Нexatt А _ пoдiЯ, Я'Ka rioлягаr B ТoМy, Щo Чoлo.вiкoвi 3a 4a poкiв; B - ПOд iя,- 

'якa 
l]oЛяГa€ B Тo}Iy, Щo ЧoЛo.вiк стаp[}yй, Чi,к дpРI(и}I ai C - rioдi ,, iк-i nono.,€ B тoI\,IУ, Щo дрy.х<ипl за 40 poкiв. oпйсати пoДii А, B, с. з'я.y.aтlа змiст,uk"* пoд.iй:

АBсl_/ \ АB, АEс. {oвeстИ, Щo А€с B.
в7' PoбiтниK Bиг0тoBИB nдeталeй. Неxай подiя А1 (- I, ..', f,)IIoлягaе в тoп4У, Щo i.тa Bигoтoвленa ниI\4 .ц,еталЬ *,u л.ф.ioт. 3апишiтьтакi пoдii: А * )кoднa з деталеfi не мас лефектiв ; в^: '.i дБ'uлi мa-

IoтЬ лефeкти; с _ пpинaймнi oдна детaлЬ нe мае дефu*'i,l }.* гIpI{.
нaймнi oд}Ia детaЛЬ мae лефект | E - тjльки oд',lдuт?Ль l\,tae дФi.';л - пе бiльшe oднieТ дeтaлi мають ^шефeктi. iilТ;;;Б;" йiж цип{ипoдlяпlи?

08. ru oсiб, Еpeд."flщ} e.А i B, цIикyloтЬсfl Ч Чepе}Iгy y 
^6yдь.ЯкoЦy IIopядI{y. Якa ймoвiрнiсть тoTo' щo" мi>к ..{ i B - 

стaie piвнo roсiб?
сeprд $Их Ш BигрaII]нrrx. oбrlисJIитIгl
xтo Мae r бiлeтiв,

}ie з ЧисeЛ |, 2, ..., 6 випaде двiчi?
80. Kидaють n гpaлЬниx кyбиKiB. Якa ймoвipнiсть тoгo, щo Bи.

пaде I?1 O,[ИницЬ, ||2 Двiйoк, .,., f|6 шiстoк (щ* nz* ... + ftв: n)?
8l. .П.oвeстИ, Щo бiльrш iмoвip}io Пpи пi,цкиданнi ЧoтиpЬox граЛЬ.

}tиx кyбикiв дiстaти Пpинаймнi o,Д.lly oдиницю, нiх< гlpи 24-пiДt<иДaннях
двox кyбикiв дiстaтй пpинаймнi oД.и[I paз лвi oдиницi (Biдпoвiдь вi.
д.oIVIa яK (паpaдoKс ле }lеpе>. ПpидBopний каBaлep i азaртний ГpаB€ЦI'
Шевальr де Мepе' сyЧaсниK Блеза Паскaля, BBa)I(aB цi ймoвipнoстi
рiвними i звиHyBаЧyBaB МaTeМaтикiв y своix пpoгpaшaх.)- 

82. У гoстi пpийшло lz oсiб, пpl{ЧoМy всi бyли B гаЛoIшах. Poзxo.
дяЧисЬ, гoстi ви6иpaли галoшi tlаBI\{a}IHя. Якa ймoвipнiсть Toгo, щo
I{о)I{еH вiзьмe IIpаBy й лiвy гaлorпi?

83. Hexaй R ЧисЛoBа I]pяI\{a; S * сyKyпlliсть всix пiДмнo}KиI]
fr BигЛядy FG, де м}Io)ки}lа F _ зaMK}Iе}Ia' G - вiдкPI4тa. .П.oBестlt,
щo S J aлгe6pa, аJIе Еe o.aлгебpa.

84. .Ц.oвeстИ, Щo Р (д \ B): p (А) _ P (/B). Koли мae мiсtte
piвнiсть P (.4 \ в) = p (/) - P (B)?- 

85. Hеxaй P (А) : p,P (B) : q,P (AB): s. oбчислити

90.

a)

б)

87.
**.*P

P (/ U B,, p (Z. u B.), v 1IЕу,

P(7U U B)), P(.
Нехaй .41, ,,,, Аn _.,цoвiльui п
f n \ n

P{ ri А,|> l-Е pФzl;
\Ёr -1 Еr
ln '\ n

P( n А']l>Е P(l;); (n*
\ f-t / '.зl.ЦовeстI{' Щo кoли АtА, ,o, А7g

(А":) _' (n * l).
(/t) * .'|!

(M

щo:

>q

, P (А U B), Р

А U Iвl ,

toдiТ. .ЦoвесTи' ,

1).

сА,ToP(/)

фp

s8



88. Якa fiшtсllli1l lri(.'l.ll .I.()l.(), l.цo 3 TpЬox tIаBМаltIIя B3яTиx BiдPiзкlв
.цots}Itи[lи ll0 бiJlt,ltlt. ш t\,|())|( tlit tloбy.Ц.yBаTи TpикyТttltк?

89. l.Iа rlJl()Illt,t lli ltl)0B(./(сIltl ПapаJieлЬI{i пpямi, pi.цс.l.аtrl мiiк яl{иI\,tI{

,цopiBllloЮ1.lr Ilt)l|('|)сi|tll(l l,5 (:М Ta B см. Нa плoщиIlу I(tlllitlo,I.Ь }IaBN{аtIня
кpyI. p.а,rцiyс.:r 2,-' (.. }I lt;r iiirttlвip I.riсть тoгo, щo цеli tiрyr. lll ПepeTнr
х(o/\lto[ з |ll)'lмtlх /

g0. /hl;t t.}/(ll;l ll()ttlllllti ltiдiйти дo oд}roгo IIpиtlaЛy. I [oяви сyдe}I _
нeза.лсlltlli Itllll;t7цltсllti lltl;цi.i, piвнoшto>кливi пpoTяI.oM .ltoби. 3нaйти
ймoвi1lltiс.t.l'.I.()l.(), ll(() (U(lI()My 3 сyде}I дoBедетЬся tIlI(аTи звiльне}I}Iя
Пp}tLlilJly.' 1Ilill[t) l|;|(.t.'l.t)}lIll(lI l-IерLlloГo сyдна _ oдrra гoдllIlа' a 'ЦрyгO.гo -" /ll}l I.(U\lllll|.

0l. ll;r lli;i;li:lttу АIJ :.t;lluloв)i{I{и l випaДI{oвиIvt сIloсoбoпl вибpанo
/1Bi 1.()rll(Ll I, i 

^I. 
.}lllrii'l.lt ймoвipнiсть Toгo, Щol а) ToЧKa L бужe

бЛи;'lt.lе /(tl ,4 ,, lli;lt ,t'()lll( а Л/I: б) точка l бyле блихсче дo л4, нix<
Дo А.

||2. l]rl;lIr rll liмtllli1l tlit:,l.ь ,l't-lГo} Щo l(opеHi квадpаTtloГo piвнянtIfl
х,J -|- Zu,v I b () ltiiit.lri' 

'll(lцo 
piвнoмo)KЛИвi зIJаЧення кoeфiцiентiв

y llp'l]\'t()l(У.l'llll.l(y l., l::.ill , Ib l{и.Якa Ёtмовipнiсть тoгo' Щo цi
ItopеIll /l()l\li,t.ll t /

. 93. 13iд1li:ltlt< :t:l1}/\()l};ltltll /

Дts1 1.otIK}l IIO/\lJly lllIIl;.|/(l(()lilll\t

дoB}Kиl-iа I(())l.;tlоТ з ll;lс1.l,tIt lle

\

{с</).
I

tllо Biд6yдетЬс'я piвно j з пol\iii ,,tl, / z, Аu (d -- Ч, .\.n 2o 3). Bиpa3итl{
ймoвipн-oстi Рa, Рt, Рz, Pg Чeрс3 P (/r), P (А,), Р (Д')" -l05. B ypni i я.хd йiстить n I(yJlЬ, ПoI{Л aлуl 6iлy l{y.llю . Якa ймо.
вlpнiстЬ тoгd' щo BзяTa 3 ypIIи l(},,JlЯ бyл.е бiлоlо, якщo всi IIpиIIyще}I-
}Iя пpo l1oЧaтKoвий сKJIa,ц, ypIIl.l 1lillllrlпlrl>к.llивi?

i06. Koх<нa з n yp}I мiir.,-r','l, ll. бi'llttх i ft ЧopIIих KyЛь: 3 пepшоi
ур}tи R3яли o,ц,}ry KyЛЮ1пеpс'li,ll;l.llll l} /\l)yГl'. .]';tpугоТ ypни 83яЛи oД}Iy

KyЛР i пеpeкJ|чуlЬ тpeтro i r.. jt. ( )б.llri.Llri.гlr iiптовipнiсть вз.'l,гтя бiлoТ
кyЛl 3 oсTaннЬol ypl{Il.

107. Koжнa 3 kt yl)ll мiс,t.lt'l Ь //l, бi"lllrх i ll1 Чop}lt,Ix куЛЬ' a кo}t(нa
g hzyp}I мiстить m".6iittх | п".l.,l'lilt.к l(1..tд1,. ll lraBMall}Iя взятоi yptlld
вийняли I{yЛЮ' яI(a BI,l'lBl|Jl;l(.li r,i.ll tшl. ||lt;r ilмtttli1ltliстl' ToГo, Щo кyлЮ
B3ятo 3 IIepшоТ г1lyrl и y 1l ll l

l08. Iмoвiplioс.l.i йсllriii А , l] i ( : 71rl1l il}lll()lt,l,l.I, tliдltовi,цшo p1, Pg,

Р3, l]iсля Пpotsеllе}ItIя дoс:,rri2t.y 11|.|'Iltll./l()с'l, ttltl /lвi llо/tii вiдбy"'tися, 8

однa * rri. j[овесTи' Щo ЙмовilrlriС,Гl,,l.0Г(), Il(o rrlllliя С IIастi]Лn, бiлt,tltc

|,*ont I + l- -- 1- P l,
2hFlzРз

t09. 3 ypни ,-яЪ.a мiсти1'ь m бiлtцх (m } 3) i n Чoр}iих Ky{ь загyб-
лe}Io однУ кyЛIo. Д.ля T0гo щoб BI{знaЧиTи сKЛaд к'yль B.ypЧl' з yp}lи
tsзяЛи дBl кyлi, якi вияBИJII4сЯ бiлипци. oбчllсЛиTи ймoвipнlсть Toгo'
ш(,o зaгyбленa KyЛя ** бiла.

1l0. ,Цетa.тi виpобляЮTЬся нa ДB'Эx 3aвoд,aх' oб'ем llpoдyкЦiТ дp1'.

Loгo зaBOДy B |tr pазiв tlеpеBи}ц},€ об'eм гIpo,ц,yкцiТ тlQPtшoго 3аBoду.
JI.oля бpaку нa IIерlIIoпIy зaводi Рt, I7B дpyгolt{y * Р2, Нaвман}I'I взяTa
детaЛЬ BияBllлaся брaкЬвa}Ioю . Якa ймoвipнiсть тoгo' щo Bo}Ia Blrlry-
щeнa дpyгиIl,t зaвo.цoм?

lli; Ko>кнa 3 rn + l ypн мiстить лn Ky{Ь. Уpнa з }IoI{еpoI\,I k мi-
ITI|TьjчерBoнихi rn _ h 6iлиx кyЛЬ (ft - 0, |,2, ..,,, ffi). 3 навмaн}lя
BзяToТ УpнИ n paзiв вlц6иpаЮTЬ кyлЮ, lpичoмy вийняTа KyЛя кo}I(eн

рa3 lloвepтarTЬiя нaзaд. 06числитй: а) iйoвipнiсть тoгo' щo всi n KуЛь
BияBилl:сЬ Чepвol{иМи; б) ylvloBtly ймовipнiсть .тoгo' щo Ч нaсTyп[Ia
(n * l).rшa кyля бyлe ЧеРвoнoЮ вa yмoви, щo всi пollepeдн i KyЛi бyли
чeРBoниI\{ll 

"

Poздiл IlI

гtoсЛIlДoBHl HЕзAJIЕ}I(HI
BипPoБуBA}l].lя

0 16. cxeмa БepнуJTJli. Бiн-oмH}|Й poзпoдiп

Неxaй вiдбyвaloTЬсЯ lloсЛiДовнi випpoбyвaння, ПЧи
ltO}I{HoMy 3 ЯI<ИX Mо)I(е нaсTaTИ a6o }Iе НaсTaTИ ПеBнa Пoдiя
А; нaстaння гIoДiT .4 бyлeмo [Iaдалi для сKopoЧe[Iня нa3и-
Baти (yспixoм>; гIpи цЬoI\,Iy ймoвipнiсть yсгIixy Пpи Koх{нo.
п,Iy BиIIpoбyвaHI{i oд[Ia й тa сai\da i дopiвнюе p (0 < p
Ta к i P и tI p oбyв a н }I я н a3 и B аЮTЬ Iтoсл i,цoв н и I\,I и нe3 aЛ ех{ H kI\ЦI4

Ш tr Пpoбyв a rt I I яMи a6a BI{пp oбyв aнЕI я M pI Б ер IJy.п.'II i-. Пp I4KЛa.
Л'aN{и BI,IПpoбyвaшь ri*pHyЛлi моilсуTЬ бутlа ПCIС,lTiдовнi ки-
/{arт}Iя мCIr.{rTи (у.с:пix --- IIаrTрtIIt.ГIai{ ' BiIIi?l!\at.I}{гI гrpба),
Iiaы,iдовнi Еiдк}r.Щaltнfl грeJlhНoгo wу6l'tхl-g ffсшix *

;ltlз;цi.llИJI|I Ilu|'Гl)It ЧBстини, вибирaЮЧи
сlltlсобом. 3ltайl.и ймовlpнiсть Toгo' щotl
II('l)еtJIlЩyс зaдаtloi вeлиЧини а lъ. {

\q)

..9-4.-. Tри paзи киДаЮTЬ МolIетI. a) oпltсaти пpoстip eлемеlrтapних
пoдiй; б) oПисaTи подi.i: А _ .цвiчi випaв гepб, B - пpинaймнi Ъдин
paз BиIIав геpб; в) об.rислити P (АB)'P (B) i P (/ |B).

95. Biдoшro, Щo ПpLпiдкиданнi l0 гpaлЬ}Iиx кyбикiв BипаЛa прI{.
найпtнi oдI.Ia oди}tиця. Якa ймoвipнiсть тoгo, щo вйпaдe двi aбo бiль.
II]e oдиниць?

96. Дaнo P (АlB1 : О,7, P (АE) - 0,3, P
lrиlrr4 P (.4 ).

97, Hеxай P (B) > 0 i викoнyетЬся plвнiсть
=!Е l. Щo Мoх{нa сI{aзaти пpo лoдii А i s?

(B|А\: 0,6, 06чис.

P (А|B) + P (t) *
98.,(.oвести, щo Koли P (А) > 0 i P @lh - P (BlА), тo пoдiТА i ^B нeзaЛежтli.

-99. .(,овести, Щo I(oли А i B _ нeзaлeжнl пoдii i А C B, тo
P (А): 0 a6c Р (B): l.

-l00. .Ц,oвести, щo KoЛи пoдiя А нe зaлехtйть саI\,tа вiд себe' тoP tА) : 0 aбо P (А) - l.
I0l. Подii Ау .А,, ...' Аn нeзале>Kнi^ в. сyKyIIнoстi i P (/t) :

T Рн. 4nu ц1loв.ipнiсть тoгo' що: а) нe вiдбyiетЬся }кoднa з. йдiй
|ъ .,., Аni б) .ui4бyд.тЬся IIpиI{aймнi.oд}Ia з пoдiй А', ..,, Аni в) вiд.
бyдет9.я oдHa i тiльки oд[Ia Ь пoдi il Аt' .oo, Аn?

|02. Пpи oДrloп{y циклi oгЛядy PадioлoкaйiйнoТ станцii для CTe.
)l{ення 3a кoсрIiчним oб'ектottд oсTaннiй бyлe BияBЛеIlo 3 ймовipнiстю
P, Bияв,'{eii}tя об'ектa в Ko}I{}loМy циклi 

'iiдбyвaeтЬся 
нe3aлехiнo вiд

iнtllиx. Прoвe.це}Io ll циклiв oгЛflдy. ЯKa Ймoвipнiсть тoгO, щo oб';кT
6yле виявленoP

щo вiлбy.цетLся piвнq l пoдiй s пoдiй .4r,
Рt, Рz ЧеPез P (А) i P (А 

"|.

103. Hеxай АL 1 А, - HеgaJJежIIi Цq
А

Pt**0,
Рt, Рz Чgpe_q Р (/J i P (.4;).

|al, НexaЙ Аg, Аg,,{8 : нeзaJIe}Kнi пoдlТo

I,
(t

дl
I'

iмовiрнiсть тoгo'
, 2). BиразиT|4 Pа,), l,

*s у]

pi * inсовipшlсть ToгФ*



BиIIaдa}I}tя ПeDll()Т I.l);llll) .r.tllIto; B Ko}I(ttoMy 3 lllIх ПpиI{Лaдiв
iмoвiprliстt, y(.lli,*y lll)ll 6у',11ь-яIl{oМy в}lllpсlбyr}аlIIIi llе 3a.
Лeх(ИTlr lli/l ,l.()l'(), t.lt i.lll,lt l| бyлo yсПixiш l} illlltllх l]IlПpoбу.

l,lвatltlяx (v ll(.l)ll|()MУ lIpикла.цi p: +, y ilрyГofuIy_
l\

|) E-* _rГ 
/.

I ltl:tll;lllllM() rl(.pез р ЧисЛo yсПixiв B Crp i\ з n ttсlс;li.цoв-
tIих Ilс:lilJI(.)l(lIIl.к l]llПpoбyвaнь, ПpIr кoX{I{oNly 3 яKI,Ix iмo-
вipll iс,l'I, y(.l l i x y /tоp iвttюе p; тpебa знaЙти ймoвipнiсть
ToI.o' lll() !r ,-. h. I(ю liмовipнiстt, ПoзI-IaЧаIoть P {р -* kу
a6o P,. (tl);.l.ill(ltМ tll'.IIIoM, Р,, (k) I{е ймовipнiсT'Ь TOГ0,
щo пpи |l t]Illlpо6yваH[Iяx бyле k усГIixiв. ПoкЛa.цеп{o
q
llодiТ z1 lll)It tl/lll()l\4y l]llIIpобyваtlIIi.

lloзlliltl llM() tl(.l)(.:J А ,, (h l
виIlpoбyваrrlti llас,ГаЛlt ltо/liя А>>;зpoзyMiлo, Щo Р (Аu)::!a
:- Р, P (А',): | - р:...= (| (k _:_ |, 2, n). Jlлл oбчис.
Ленн'I ймoвipltoстi P,. (k) знaйДrМo сПotlа'гIty ймовipнiсть
Toгo, Щo пo,ц.iя А нaсTaне пpи ПеBни х h BипpoбyвaнHЯx'
нaпpикЛaд гIpи пepшIoMУ, ,цpyГoMУ, . r. ' k-му, a пpи всix
iнtшиx BиIIpo.бvвaн"яT Hе i'aсTaНе. oсKiльки BиIIpoбyвaн.
ня незaЛеlкнi, To цЮ ймoвipнiсть Лeгкo обчислklTkI 3a ТеО.
peМoЮ МHO)кен[Iя:

P (А, О.. Аutru+l .. .Аn) - P (А,) ... P (Аu) Х
ХP(tro+').O. P(Аn):po,l"_u. (l)

Aлe k Bипpoбyвань, гIpи яKpIХ I{aсTaе пo/tiя А, Ivlo}кнa

ви6paTИ сr' спoсoб aNIL| i Для кo)кнoгo Taкoгo виборy
ймовipнiсть k yспixiв сaМе гIpи ви1patlиx BиI]poбyвaнняx
дopiвнюe pkqn_k. Toмy 3а aксioмoю atI4TI4Bнoстi

P, (Ё) == с: *,pu q"_ 
o 

.

oстанню фopмyлy Mo}t{Hа дiстaти t4 безпосepeднiм oбчис-
лен}IяM:

Ё. Pn(k):

Пpиклaди

lliсть yсrlixy) :t.lpiвltt<iс l) : * j. , lli'с.llo всix випpoбyвaнЬ n..A255

t. B ypнi e20 бiлиx i [r.ttll)llllx кyЛЬ. Пoслiдoвнo виймaють 6
I(yлЬ, пpиЧolиy пiсля I(()ж(lI()l.() l}Ir6tl1ly t(yЛя Пoвеpтaс,ться ,цo yptlи (ви-
бip з пOBepнeнlrям).ЯIкil iiмtltli1llriс:.l'ь,I'0гo, Щo сеpeД вибpaниx Kyль
бyле: а) piвнo 4 бi"lrlrx; б) llс M(.lllIlc 4 бi",rих?

Iмовiplliстt, Дiс.,г;t'l.и бi;ry кУJtl() lll)ll l}ttймаtllli oднieТ кy,rri (ймов ip -

n-h 
-(q*p)" ':tn* l.

з'r бiI{oMItoю фоpмyлoю доpiBHюr

:l5. !n= -0,24в.56

n

I С!,рo,1
Ё==0

ts* 6,
а) Iмовiрн iсть чот

Р6 (4) : Сь

ирЬOx 1,сшixiв

{ ц 'f ( t \g
\-г/ \-г/

(+)-(+)n+.s(+)u :r

Нaбip uисeл P,, (k) (k Е= 0, |,2, .,,, fl) }IaзиBaють б i }I o М -
н и Iи p o 8 II o д i л o м, a сaN{yфopмyЛy (2) - бi н o м.
tIoЮ фopп{УЛoIo' oсKiльки Пpaвa ЧacTИНa цiеТ
фopмyЛи е зaГaЛЬниМ ЧЛеHoМ poзвиIIеIIня бi}Io.N,{а Ньютонa.
3ayвaкиMo' Щo ПoдiТ {р ;: 0) , {р =-': l ) , о r.t {р .- n}
IIoТIapнo несy},Iiснi i пpи кoх<tr[й сеpiТ 3 n послiдoвшI{x
}Iезaле}I(НI{x Bl{пpoбyвarrь oдHa 3 }lих oбof язKoBo FIасTас'

n

тoмy х P {р - kI Eв P (Q) ==E l, тoбто
Ё:0

6) Iмoвipнiсть }Iе Me}IшIe uoтиpЬox yсПixiв 3a вЛaстltвlстю a.цLIтив.
нoстi дopiвнюе:

4 (+)u : o,eor.'\51
2. Hехaй iмoвipнiсть Bиxo,цy 3 ЛaДy ко)Kнoгo 3 lvloTopiв лiтaкfl .(Q.

piвнюe q' IIpичoMy MoTopи IIсyЮTЬся ЦeзaЛrх(Ho oди}I вiд оДнoгo. Лiтaк
It{oх(e ЛI{UJaтися y пoвiтpi, якщo пpaцЮe tle N{енЦIе пoЛoBItH*t йoгo IиoTo.
piв. tля яKиx Знaче}tЬ q тpе6a Biддaти IIepеBaгy Двol\,IoTop}IoМy лiтaкy
Пеpe,ц ЧoTиpиI\{отoрним?

oбчислиМo сПoчaTl(y ймoвipнiсть yспirшнoгo lloЛЬoтy ДJlя двoмo.
тopltoгo лiтакa (pz} i чсlтиpи]vloToplroгo (pц). .Hexaй р * Числo
мoтopiв, щo IIрaЦЮЮтЬ, P: l-q_ ймoвipltiсть тoгo' щoD{o.
тop }Iе вийде 3 Лa,ЦУ, тoдi

pa : P (р > D -- l _-Р (р< l) : l _tPz (0) -"t -qIi
Pц:Р (р Э2):1 _P (р <.2) -- l - Р4 (0) - Pn (l) *

: l* q4_4pq' --- l -q4-4 (1_ q)q8.-- t _4qg*3qц.

Tpqбз .зн-aчти знаЧеHHя Ч, ПРИ ЯK.|4x .p2 } Рс, тoбтo l _ qz > l -- 
4qB * 3q4, 3aписaBIIIи цЮ неpiвнiсть y виглядi

q2(3q2-4q+1){0,

знaйдемo'щoBo}la виKOнyeТЬсЯПpи** q < l,flIlPt{q <+ Bи..'б
кoн)rЕтЬся IIpoтI{Лl}K}ra l{еpiвнiсть. Тaкип,t q!rЕo},l, дBoluoтoptlим лiтaкaм

тpsбa вiд,цaти IiepеBaгy ЛиIIIе гIpи q > *. 'noзyмiлo, 
Щo пa пpaкдишl

(2)

I

T-t
nтLJ

lr*0

ймoвiprricть виxoдy 3 Jlа.цy oднoio lt{oтopy нaбaгaто мlнЦIa

IIrрrBaгy тpeбa }IaдaBaт}I Чo гиpиl,IoTopill{ild л iтaкам t

l тoмy

6e6E

P" (ft) aЕ l" {3F



WF
;l

3ayвaження. 3 |l(}llсpс/tlliх ltpi,tклaдiв BиДlltl' tl[0 Ilplr PtrзBn^'у.
Bа}l}li задa.l illсlдi ,гpсб;r 06'rИсJll,0lii,lT.и як oкpемi ймовiprrtlсi.i P" (k), Так

iсyми Р (ft, { tr d /r,) .:: ) l'., (ft). oбчислeIIlIя ll.ltх l}с./ll.ltIItrII llрl{
t; t,r

tsl"IlиI(llх n (.vll|)()tl()/l)l(\'t'll,(.iI llCl]IIIiIvI}t Tpyд}Ioщail{Il. 
,I.:tк' 

lt;ilI[)l,IitЛ8д"
oб.lиtl.llt'llll'I J'',.,.,., (:l5()) . ]]iili.,/,','u (l * р)aoьo IIрII:];U[ilIl()ill\I /] L3l,lI\1аГae

3ltаtlllll.\i JJу(.Il.ltIr. \',ttlii r';ll\tllii tItlс /1"Цfi IIoТpеб Пl)ак.г|lltll lit:обхiдlltl
oб.lltс./lloвtt,l.ll бilt()Мlri fiпttltri1rtroс,гi сaшlе дЛя веЛl{Iiili n. У rlltХ I]l,lПitДi{ах
B}tltopItсT0l}уlo.l.Ь ;li:rlt i ll;tГl"lllI)I{е}li фоpьryлI{' деякi 3 ttItх буле рo3ГjIя.
llyTo в $ 18* 20.

g |T. Hвйlмoвlpнiцte ЧисЛo yспixiв
у cxc,rti Беpнуллl

Pозг.llIl llCM(l t.t.1l iltl :t lL ts|4lцrttбyl}i|ItЬ Бt:plIy.jI jl i i:l ЗД)\a-
ItoЮ ймoвi1lllit:.l'ltl y(.ll iхy |) i /lос.шiдимo ймoвiрrliстr, . /с

yсПixiв P,, Ut 'II( 
t|lyrtl<l(ilt; rliД h (|a =.= 0, l , 2, ... ' |L)"

3rraйдеI\1o сII()tl;l,l'кУ вiДlt()Ill('llll'l ,I(в()х tI()с.Пi,,,1tlllltt,lх :.tII;t.

ЧеIIЬ rriсТ фyrrкltiТ. ()сl< i.П Ьlill

P, (д.+ l1 : !3:"'l)**"-;(a';ф.tJ*ti: tl д l l п.-h--.|

G+"j)Г -р q 
?

Р" (A) '.=
n(n* l) (n* A+ 1)

kl

(k, : 0, l, 2,

3вiдси Bид}Io, Щo цe вiДнolтleннЯ сПaДаr IIplI :tpoС]';tннi k
(бo ЧI,IселЬниK зIVIеншyсTЬся' a зHaIvIeIJItIti( збi.лЬttlyе1.Ься) -

3нaйдеI\,Io, ПРИ ЯI<I4х k це вiдllошеItня бiльrше, ,Д,oрiвlttое i
hdrнIIIе o,ци[Iицi:

P"(kJ- l) ..ff> l пpI{ (n- k) p > (A + |)q,або nр-q> k"

От>ке,

P 
" 

(k + l) >" p" (,0) IlрpI I|, < tl,p :... (/ 
,

P" (A + l) * P"(k) Пpи h'- п,р --* q,

P"(A+ l)<P"(k) ПpИ |e }np-*.сj .

Як бaчимo' вlJII{Чи}Ia Pt} (A) шpи зpoстaНнi A спoЧaTкy зpo.
сTaе дo IIeB[Ioгo Мal(сиMy}'xy ' a потiрt сI]aдag. ЗнaйдеIvlo,
T1pk1'Iк0}Ду k дaq,яГaeTЬсЯ hIаKсlIhIyп,I' l{оi{',ii pIB i дв a BуIЛaДI< vl:

1) tIР*Ч* I{rцijTr цЕ1с,Ц*" Тодi Чl{tЛО ?ift-q + | **

tr::|", np * p т&K0}Ё( нe!+i9rlr i iснye q&}rl€ цiле Ч!{с.ruo Ёg1 Ш.{U '$fl-,

8*

дoBoЛЬtlяё }e{овy
np-q<Ao{t,Iр*|p.

Пoкахtеr{c, Щo A0 * нaiiilvtовiрrrirше ЧисЛo yспixiв, тобтo
щo P,. (,ф) Дoсягar нailliJtt'ltloгo зНaЧeння пpи k : kg,

СпpaвДi' oсKiлЬKI,I k0 ** l q nР - Q, T.О згi.цнo 3 спiBBiд.
НoшIrТтII'{N,{ (5) Р,, (/с.,) :> l,,, (/с., l), a oскiльки ho7
Ъ tt7l * q' .г() iз t.llilrlriltll()lllсltlI'l (7) BIltIЛиBaе Р, (A,.t"
-}- l) { Р,, (/сu). l}шi7цt.ll I),, (/с.,) .-Р,, (A) Пpи всix h ф ho,
ToбTo ko - }Iaй iшtоlt i1l ll i rtrtl ll IIсJIo yсПixiв .

2) np - q lцi'ltt.' lltll(./l;UlеMo kt
+l == np-_q l- l-= |Ip l р.3гiДнo3спiввiдtloшIeнЕIяi\{
(6) P;, (k' + l) -:. P,, (|е'). OсltiлЬI(И |с' - | < np - Ч,
iз спiввiДноrше}Il{я (5) Дiстaсмo P,, (k') } Р,. (ho _ l)'
a oсKiлl,ки kL + I t np * q, To :lгiдно 3 (7) P,, (k' +
4.2) { P" (A' l" l). 'ГакrtМ ЧI{}IоN,т' y цЬо\,Iy BИПaДкy € дBa
наЁIiмoвipнirшl 3IIа.Iе}III'{: h :* h' i k .j= kL +. l.

0т>ке' Mo)I(Ha зpобити таt< lt fi зaгaЛЬнlцft BI{сгloBoK.
FIаЙiмoвt pнiше tt,ttс/lo усniхiв h0 tа)oвoлb|IflБ нepiвнicmь

np-q<ft,{np+pi (8)

яKtцo np _ q lrецiЛе, To r o.цFIе TaКе 3нaЧeЕIня ko, яI{щO
np - { Цiле, To тaKиx 3нaЧенЬ дBa.

' Eayвalt(еl|tlя. Hеpiвнiсть (8) мох<}Ia зaIIРIсaTи так!

p--9- q -kl-{p + L; (e)

+* цe нaй iпlов i p lr i шrа lu.,o,ui." i х i в,'oоlo trаrl iмов i pн tшla Част0т8

ItoяB}I пoдlТ А; g нepiвtloс.тi (9) випЛивar' шlO гIpи BеЛ[tкиx nB|4KoHy€тЬ.
ся нaбли)I{eнa plвнiсть

+o P'

Ц" рiвнiсть вiдпoвiДaс, нaЦIoIvIy yяBJIe}lню пpo ймовфнiсть як Ч}lслo.
близькo яKoгo гpyпyloтЬся часTс}Tи I1oяBи пoдii. Д.o питa}Iня пpo
3в'я3oк мiх< чaстoтoю тa ймoвipнiстю [fи щe нeoдI{oрaзoвo lloBepнe.
IvIoся.

Пpиклaд. Гp.aЛьний кyбик I(идaЮть 35 paзiв. Якe нafiiмoвipнlшr
гpaнi 3 oдиtlицeю?

У цьoмy пpиI(лaдi n: 35, Р :
l нaйiмoвipнiшиx знaЧeнЬ дBa: 5 i 6.

Bпpaви

тo}.ly n|} _ q а, 5

1. Гpaльнt,tft ку6lrк I(иHyли 8 paзiв. Знaйти i.чoвiprriсть тoгo' Ч9
чoтиpи oЧки BиIIадyть: а) тpи paзи; б) не Me}IшI e TpЬcх paзiв.

2. l{oнeтy ки}IyлI{ п'ятЬ paзiв. 3нat1ти iмовiрнicть тoгo,
BиIIa,цe: a) oдиH раз; б) гI'яTЬ pазiв.

щo геp6

тo

Чn 
(A:t. t) _ P:'\P"(k) k+I q

h, tt-hpq ,

.., П- l)" (4)
йs

(5)

(6)

(7)

15
Т' q: Т'

6r



pазiв; в) lIe бi;llllll(} .Гt)l,{)Х 
l)il:}its.

. 6. /lвi Jlilt!'tlll ltltJlt()l|('l|tl lJ еJ
ймoвiDнiсть 1.ol.(). llt() .lll)li tt i,ltвиlttr

5. [.pitllt,tlltii ltу,бllк liнIIyли l0 paзiв.
кi.ltькiсlть ()tloк 

' ltl)il,l.ll:l 
.|'l)Ь()M випаДе: a)

3нaйти iмtlш il'lt it'.i'l, тoГoi щo
Tp}l pа3 и; 6) Il(. M('ll|]Iе 'l'!jЬoХ

. 8. Bиpобlt мiстпть Гl ,)Ь 6ракy. 3наЁти iмoвipнiсть тoг0, Щo сrрrд
tT,яти виpoбiв: з) lrс (lyllе }lio/(ll()гo 6paковaного; 

-б) 
6yдyгь два бpaко-

Ba'пиx.
a) тpи
3 ttdти.

!., Щo бiлl'ttt iмсlвil)lr(): B}lГрaТи y piвнoсилЬтIoгo IIill.)Tllера
пapтii 3 lloTирl)ox Чll Il''l.l.l, З вoсЬMи; б) }Ie l\4eншe тpЬoх llаp,iili
pЬox чи IIe MrIllltе Il ''Il.lt :l восьми?

g0. B коло Bписa}Io пpaвиЛЬтIиfr тpиl(yтHиI(. 3найти ймовiрнir:ть
тoгo, Щc з 5 навшtаI{I{,t KI{IlyтИХ B l{pyг T0Чoк }KCIД,нa нe пollaдr BсеpeДи.
t{y зaзнhqе}Ioгo тpl4кyт}Iикa.

ztr. Уpнa мiсirrтf 9 бiлиx i tlltlly Чopнy Цyлю. 3найти ймовipнiсть
Toгo' I1lo IIpи l0 виймaнняx 3 пot}сl)Ilellйям 6yле BитягIIyтa TIpиI{aЙмнi
CIДнa Чopнa Kyля. Cкiльки рaзill треба виЁlмати tтo oднiй.кyЛi з повep.
нe}I}lяlt{, щобlмовipнiсть tICIяви X()'|il б rэцнiеТ uорноТ кyg! бvлa I{e Ь{e-Т.

rшa 0,9?

E 18. Teopeмa Пyaccoнa

IснyюTЬ piзrri IIaбJlll)Krlri t|юpMyJIи, зfl яKиМи lvloхtнa oб.
LiисЛЮBaTи бil.rомlri liмoвiprlостi P.. (k) Пp}r BrЛикиx n,
y цЬoмy ПapaГpaфi poзГЛ 

'I 
tIеMo нaбли)I(eнy фopмyЛУ,

flKoЮ зpyЧI.Io кopIIсTyBаTисrI IIpи ЗIIаЧеI{HяX P, близькиx

еЛеlt.l.рttЧI{l ltoЛо ПoсJI illittltltr. Зrlaftти
мoвipнiсть 1.ol.()' lll() .lll)li tr iДвиltlеннi нaПpyги Bище нoшlittа"liьllоТ вiд.

бy.шeться poзрtll] li()Jl;l' 
'l|(I|l() 

iiмoвipпiсть ToГo' щo пpи циx yl\loвax Л3М.
Пa ПepеГopи.гЬ, /tJl'l tlСltlх Jl;lMIl O/UIaKoвa i доpiвtlюе a,4,

7. Iмкlвi1lllit:.t'l, ll;l(..l.illlll'l lrtl,цiТ y кoх(t{oiuy 3 l8 Itе3aЛе}кtIих BI4-
пpqбyв.аtlЬ..цtl1lilllll()(.. 0,2..]lt;tii,гll ймoвipнiстЬ }IасTан}Iя цiеi пoдiТ Пp[l.
наймlli.цвi'li.

8. Ilo,,ti lr I] li;l(:'t';tс. .l 
t l7цi, It()./Iи lloдiя А IIас,гiiltе llе l\,{енl.ilе трЬox

paзiв. 3rlаii-l.rt jiмrllli1tllit..l l, ll.il(:,l.;lIllIя rloДi,i B, 
'll(lцo 

ймoвiplliст.ь }Ia.
сTaIrIIя пoдii z1 lll)ll (),/lll()M}1 |tllll1ltlб5,lJi-lIIIli ,lкl[)iвllltrс 0,:J, i здiйс:нIorTЬся
сiм незaЛe}I(l|lrх iJllllllt161,l}illl l,.

['pз IloJIяl.а(' y l1;l|(ll,,lylt;,llIlli liiJICllt', ll:l кi,ltок. [.1l;.ttsеllЬ oдеp}Kyr
6 кiлeць i киДltс Тх /l.0 |lсl)lll()l'() |l()ll;l/lilllll'l. -lll;rfi,гlr ilмtlвi1lltiсть Toгo'
щo ttpинaЙмlli O/Ulе ltiJtl,ll.с lJil.l|llllll|,I'I,(.it ll()l}ltlr{)t)!|(:т{lIIIlM' ,Il(Itlo йN,Io.
вipнiсть IIoПilдаIl,I'l [lI)ll li())l(ll(lпl11 lill/(;lltlli /ttl1litrllttlсi 0,l.

10. Iмoв^i1lltiсть,гOГO' tJ{O сJI()к.l.l)l,ltlllit J|;tNIllil'.\:LIJ|ИllIlt1.Ься сtlpaB.
ttoЮ пiсля l000 гoд poбoTll, ,lto1litJlIlОс 0,2.ЗtIаi,rт.rr йrмовiprriсть TOгo' щo
xoЧа 6 oдHa 3 TpЬoх ЛаMП з;tЛиtl]иTЬся сПpаB}roЮ пiсля !000 гoд
poбoти. }

ll. Iмовipнiсть вiДмови l(oх{Н0Гo IIpI.{лaДy Пpи випpoбyвaннi до.
piвнюс a,2. Cкiльки Taкиx lrpиЛafl,iв тpe6а вигrpoбyBаТи' щ06 з iмовip.
нiстю, I{e МeHIIIою 0,9, дiстати He I\,IеFIIше TpЬoХ вiдмoв?

|2. Iмoвipлiсть BЛyЧеHIIя B (дeсяTKy) Ilpи O]IttoN,Iy пoстpiлi .Цopiв.
нЮe p: 0,2. Cкiльки тpебa зpoбltтll IIе3.lJIе}кIll,lх riостpiлiв, щdб 3
iмoвipнiq'o, }Iе I\{eншIoю 0,9, BJIytIиl'I,l B (Дrся,гl(y) llpиrlaiiмшi oдин pаз?

l3. 3 УPни, ЯKa мiстить 20 бiлих i 2 uоtrllti lty.lti, lz paзiв виймаIотЬ
пo oдlliй кyлi з пoвeplreнHям. 3llайти llaймеItl"IIе зItaЧеI{н Я fl, /ц.Ля яI{0гo
i'rмoвipнiqTo BиTягIryти xoЧa б oднУ Чoplly I(yJIIo бyлe бiльrпе, нiх< 0,5.

|4, Для oдHoгo бaскетбoлiста plмoвipнiсть зaки}lyTи Ir,I'яЧ y
Дopзинy пpи oднoМy I(идкy дopiвнюe 0,4. 3pобленo 10 кltдкiв.
3нaйти найiмoвipнiшre чисЛo BЛyЧeнЬ i вiдпoвiднy ймовipнiсть.

l5. 3найти ЧисЛo n НеlaIIе)I(нI{x випpобyBaI'IЬ' якi тpе6a здiйсни.
тlt дJIя тoгo' щoб найiмoвiprriше Числo IIoяB подi[ доpiвнюBaЛo 20, як.
щo йN{oвipнiстЬ нaстaння цiei пoдii гtpи oд}IoМy випрoбyвaннi .Цopiв.
нюе 0,8.

lE. Iмoвipнiсть BtIгoтoBлeIlHя стaнДapTl{oi Детaлi дopiBtIюе
0,95. Cкiльки детaЛей пoBиHHo бyти в паpтiТ, щoб нaftiмoвipнiшre
чI{сJIo нeстaндaртних детaлей B нiй Дoрiвнювaлo 55?

|7, 3нaйти frшrовipнiсть ToГo' Щo y сiм'i з 5 дiтeй r дBoG
xлollЧиt<iв, якщo BBaх(aTI{' щo ймoвipнiсть Irapoд)I{еIlI{я xлCIilЧt4.
Ka дopiвнюе 0,5.

18. 3дiйснeнo п'ятЬ нeзaЛe}I{FIиx виIrрoбytsallЬ' I{o}I(Hr 3 fкиx tlo.
Лягar B o.Ц,Ht:ЧaснoМy лiдкидaннi .цвox l\{o}Ieт. 3найти ймoвipнiсть тoгo'
щo piвнo B TpЬox випpoбyвa}Iняx 3'яBиЛoсЬ tlo ,ц,Bа гrpби.

l9. B кoлo BIIиса[to l(Ba.цpaт. 3нaйти ймoвipнiсть тoгo' щo сеpe.ц
4 тoчoк, }IaBп,taHня Kи}IyTих B кpyг' Bсepeд}rнy кBaдpaтa пollaдyтЬ:
a) двi тoчки; б) пpиIlaймнi двi тoЧKI{.

в2

.цo нyЛя' ToбTo ДЛЯ ГIoДiЙ, Щo piдко TpaIIЛяtoTЬся.
}iaбЛи)I{еHa фopмyлa е нaсЛiДкoм TеopеI\,Iи Пyассoнa'
}IaЛе}I(иTЬ Дo TaK 3BaHиx
Bip }loсTей.

ГpaниЧЕIиx тeopeп{ тeopll

PoзгляHеNIо tIoсЛiдoвнiсть
IIyЛЛi: в n-Й сepiТ BиKoЕIyrтЬся

Ця
Я'Ka

ймo-

сepiй . випpoбyBaнЬ Беp-
n пocЛlДoBHиx l{е3aЛе)книx

BиПpoбyвaнь, ПpT Ko}I(tIoIvIy 3 ЯI<I4x iмoвipнiсть yспixy

Дopiвнюе Рn: * t^: сonst , n > }'). }Iехай !',, _
ТIисЛo yспixiв B n-t4 сepiТ' P,, (k) : P {р" : kI iN,Io.

вipнiсть A ycпixiв B n.Й сepiТ випрoбyвaнЬ' Toдi мae мiсцe
TaKa тeopeMa.

TeopeJуca Шуаccoн,а,, ЯкщoP" (Ё) _iмoвipнicmь k Uc-
пiхiв a cepit 3 n вunpoбувань Бepнallлi, в tсoctсHol|4у 3 яKuх

{,мoвipнicmь aсniху dopiвнюo +, nю

l11P'(k': + o*\'

-Ц. o B e .Ц. е I{ н я," 3a бiнoмнoю фopмyЛoю

(10)

XР" (A) : с*p\qTo : n(n- l)(n-2) . . . (n-e+ l)

Х(+)'(, ?\ \ "-e
nl

hl

\th

- --;7 X
RI

n(n-l)(n-2)... (n-k+\ (t-+)-oh-+)",
\ nl \ nlХ

nk

звitки

lg P,(k)=+l*[('-+)
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3 ниx I\4и po3l.ЛЯFIеMO Д.aJIi.
Дoслi.цип,to TеIIеp r]oведiнкy

oскiльки

llе }' :.*,: rIР. f [сlt..ll i/lilttlllIIя пox и6кlа' Я|<a Пpи цЬo1\4y ДoПyс.
кaе,TЬся' Iloli;l:}ytl' lll() tpopмyлa (l l) дae дoсиTЬ тoЧне Ha-
б ли>кеIIlI'l llpll lllBс./|IIKИх' p (меlltшиx 0,l ) ' дoстaTTIЬo BеЛ}I.
KI4xn(rlеfulеlIltl}{хlti.llЬI(oХ/(есяткiв)inp<

BвеДемo Iltl:]Ilаtlollll'I;

P (ft) =-+l е--х.

Cукуnнicmь лн(IttеrLb {P (iс) : |с - 0, l, 2, ...} на,лItва,-
enlbся poзttoltлo.nt II цасс0нa. Д.o ЦЬoГo poзПoДiлу ПpI{Bo.ц.и].Ь
Bеликa кiлькiсть p iзнoмаrtiтttltx пpaI(TI,IЧI-lиХ заtaЧ, деякi

Пpил6aнI{я лотеpеЁtнIlх бi"llст'irl [{oх(}lа рoзl.Л ядатIl яI{ rIе3алех<нl
вltilpобyвa}rняl B l{CIх{нolъ{y з яIiих il\t0l}i1lr.riсть усп iху (вrтгpaшJy) ,Ц.opiв.

l^.Ф
[tюе p: + " ОскiлЬки йшloвi1lrliс1.Ь 5rццixу шtала, ,гo lvlc}кнa зaстoсy"'20
Baти llyaсс'oнiвське нaблих(ellllЛ l(() бittомгroТ фopмyли: ймовipнiсть
тoгo' ЩQ 3 n пpид6a}Iих бiлетit} Bl'|Гl)ае ft, доpiвнюс:

th^
Pn (&) -= #€-n,

,r{,e }u : np. I

a) Пpи k - 0 r(я r|юрмy/t;l /(;l(.. iiмoвiplliсть Тoгo' tцo Х{0l1еIr

!{e Bигpaс: P,. (0) - .--h' тol\4y fiмоrli1llriс'l.ь Toгo, шlo пpинaймнi
бiлeт Bигpа€' (ймoвiplliсть ПpoтиЛerкtloi пoлii), /(opiвtttое l * e_tr
ба знaйти тaкe l, Щoб BикoнyBaIIacЯ нep iвlliсtь

. I ,- e-l > o,gg.

3 вiдси 3a тaблицями зtlаxo.цимo: ?'' > 4,6. Taким Чиtloм' np > 4,6,

звiдки n2 4,6 :92.
p

*l

Hа

7'n |. |1._дjn--г l:l:\, n' j

7tn *.r

-тГ" 
-. E

I(oрIlС].1,|()'l.l,(. н у r}lсршti

P,(k) *+ e*\,

Р (fr)_-_-:P(A*l)

P tk) яK фyнкцiТ вiд h,;

h
kt

(11) бiлeт
oдиtt

. Tре.

тoP.(A) >P(k l)ПpиA<},,P (k,) =:Р(k* 1) Пplr
k -- ?'" i P (k)
(пop. $ |7), щo I{oЛи fu - цiле, To тlaiабiлbll]oгo знaЧеI{It,I
P (k) .цoсягaе ПpII ka: ?'" i пpи k;
нецiле, To цpи ko: tr] (trl - цiла ЧасTиtIа r); IIpи зpoс.
тaнHi k вiд 0 Дo koBелиЧинa P (A) зpoсTa€,' ПpI{ пotaлЬIlroму
збiльше[Iнi k _ сПaдaе.

* Для o6чисЛенHя ймoвipностей P (k), a Taкoх( C},м

Е p @ i\,Ioх(нa KopисTyBaтися спецiaЛЬIlими тaбЛицяL{и
h,==,till

дoд8TKy.

llp иклaди

1. 3 yмoв BиIIyсKy лoTepеТ вiдoмo, щo BI,Iгpаr * всix BиIIyщеHиx
20

бiлетiв. a) Cкi4'.цЦ тРф кyIIити бiлeгiв, Щoб iмовipнiсть BигpaUJy
6Улa }Iе MеHшa 0'99? б) Якa ймoвipнiсть.тoгo' шlO з 20О 6iлетiв Bигpаr
нe МeншIe п'яти?
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б) Якщo пpидбaнo 200 бiлeтiв, To }ц : np : 200

lIoзнaч[tBIIIи Чеpез рl кiлькiсть вигpaшiв, зa теopeп,toto
стarмo 

2oo oo

P {р >бI: Е P,,o tfr) * Х P (ft),
k:6 k'-,l

звiдки за тaбл' 4[(дoдaткy) il{a€Мо:

P {p 2 5\ o 0,971.

2' Pобiтниця IIpядиЛЬtIoгo tlеxy oбслyгoвye.800 BepеTeн. Iм.oвip.
rliсть oбpивy Ilpяжi в кolкнolt{y з BеpетеI.l 3а пpoмi>кoK Часy / дopiвнюe
0,005. 3нaйти: а) нaйiмoвipнiше числo oбpивiв пpяхli i йoго.ймoвip.
rriсть; б) ймoвipнiсть тoгo, щo зa чac t бyле бiльшlе l0 oбpивiв.

a) oбслyгoByBa}Iня t(oх(нoгo Bеpeтeн'a Mo)кHa poзгЛЯДaти' як 0к.
ijеil,Ie BxdПpoбyвallня, r.t}CПix> в якol\{y.:- Це -oбpи IIpях(i. Toдi МИ М8€,.

l\,fo сxeп{y БеpнyЛлi з n: 800, p: 0,005. 3 неpiвнoстi (8) знаxoдиIt{o
гraйiмoвipнiйe ЧI,tсЛo oбpивiв fto : BOu ' 0,005 -'0,995< Ao { 800 Х
Х 0,005 + 0,005, звiДкИ ko: 4. Для oбчисле}Iня йшroвipностi & oбpи.
в,iв пlох<}Ia Bикopистати нaбли>ке}II{я Пyассoнa 3 fu - 800 . 0,005 * 4.
3oкpeма,

P,oo $) = Р (4) : +,: ё-4 _ 0,1954\' 4l

(цe знaчe,}Itlя в3ятo з тaбл. 3). Toчнe знаЧeFIня ll,Io}кнa знaйти 3a бiнoм.
t{oю фopмyлoю

Pвoo (4) : Сtoo . 0,0054 . 0,995?96 * 0,1945.

б) Iмoвipнiсть тoгo' щo 3a час t булe бiльшe l0 oбpивiв, ЛeгI(o
знaйти 3a дolloмoгoю тa6л. 4:

20
Пyaссoнa

10.

дi.

800 oo ,.

P tр> l0} : I o,o oФ) o Е +G_4 * 0,00284"
l-l I l-l I

fl t*лЕ00 ЁE



[Ц oзrra.l1с, so I]:ll}l)'U{ tltl Мo}ltllа чeкaTи' Щo 3а Час / бyле бiдьшe
l0 обpllвiв. Iloдiбll i l)()зl)ilхylrки .цaЮTЬ зMoгy встаllOlll,lTи oIIт}tмaJIЬЕr
ЧисЛ() Rерe].clt' яt{е l\l())l<е сlбслyгoByBaT}I oДнa pобIr.llиЦя.

Bправи

22. ILля t(о}к}lоt'сl аСloItlнта ймoвipнiстЬ IIoд3Boнити I{a кolvtyтaтop
ПpoT,IгOI\,l o/llliеТ l.о/tl{|l|t /loрiвtlюе 0,0l. KoмyтaТpp oбслyгoByе збо aооl
ttеltтiв. 3llitй,гll jiмtlr,li1lrr iсr:ь TOгo' щo пpoTягoм oднiеi i.oдиir, ПO/{3Bo.
нять: a) 4 ;tб<lttеlrl.lr; б) rrе бiльшre 4 aбoнентiв.

23. Attа J);lr.ypil м lсl.}iTЬ 2000 cднaKoвo нaдiйниx елeментiв, iмo-
вiplliсть вi,ttмоllи /l.Jl'| кo}ttl{oГo 3 }Iиx лopiвнюe p: 0,0005. 3нaйтй ймo.
BlplIlсTЬ lJll|.М()U}l;lll;ll)a,гypи' яKщo Boнa нaстar пpи вiдмoвi xoЧa 6
oll}loГo 3 eJIемеlt.l.ilз.

^24. 
l-lpoтяl.()M OlllliеТ гoдиIIи [Ia Koп,IyтaTop нaдxoдI{TЬ B сеpeДНЬo.

Мy 69 BиKЛикiв. 3llаii,ги ймовipнiсть Toгo' щo 3a 30 с, пpoтЯгol\,I яKих
тeлефorliстка .бy4е шi,Цсyт.tlя, нЬ бyле x(o,.ц}loгo BиKЛ L|KУ'

25. Iмoвip.lliсr'ь 'l.0.l.<.l' щo Bиpiб нe BитprrМar KoflтpoЛIo' .u,оpiвнюе
0,00l.3нaftти ймс,lшiprriсть тoгo' Iцo 3 5000.виpoбiв пpинaймнi.двa 

"еBитp иIvIaЮтЬ I(o}tтl)oJIl{J.
2в. 3найти ймoвipltiсть Trrl.o' щo сеpед 200 виpoбiв BияBитЬся.бiльшe тPЬ9} бpакошal{иx, якЩo в сере/lнLoмy бpaкoЬaнi виpoби стa.

ttoвляTЬ |%О .
27 . У спoсTepe}I(е}lttяx Peзеpфopдa i ГейгеPa paдioaкTиB[Ia peЧo.

Bинa.3a 7,5 c BиIIpoI\4iнювaлa в сepcлньoмy 7,5а,.laйинoк. 3нaйти йшto.
вipнiсть'тoгo' щo 3а l с ця peЧoвиIra випfloмiнюe хoЧа б oднy с[.Чaс.
Tиtlкy.

28. Цp, пpиймaЛЬноIt{y Ko}Iтpoлi з.пapтii в 1000 виpoбiв здiйсню.
€,тЬся вибipкa 50 шт. без повepн.eння. 3нaйти ймoвipнiЬь тoгo' щo y
цiй вибiцшi }Ie BияB}tтЬся бpaйoвa}Iих виpoбiB' яKЩо в yсiй пapтii il
e 4.'Цtrт. Пoрiвляти тoЧtlе з}IaЧення цiеi 

-ймoвipнoсli 
з.нa6Л|цЛ(eниI\,I'

знaйдeним зa фpмyJloЮ Пyaссoнa.
29: Cepeл нaсiння IIщe}Iицi 0,6 % насit{IIя бyp'яtliв. BипaдкoBI{It,I

спoсoбoм вибиpaЮTЬ 1000 нaсiltи}l . Якa ймoвi1iнiсть BияBитli сe.
pед чиx: a)" нe мeншe 3 Flaсiниtl бyp'янiв; б) 

-ue 
ме}IIIIе 16 нaсi.

ни}I бyp'янiв; в) piвнo 6 насiнин бyp'янiв?
30. Kнигa в 500 стoрiнoк мiстить 50 IIoмиЛoIt. 3нaйти ймовipнiсть

тoгo' Щo нa BI,tпaдKoвo вибpa}liй стopiнцi BиявитЬся tIе I\{eншIe тpЬoх
IIoMиЛoк.

3l. Biлoryro,* Щo ймoвipнiсть вигoтoвлеtlltя бpaковa[Ioгo сBеpдJIa
$9pjвнюе 0,02. Bигoтoвле[Ii свepллa скJIaдaюTЬ y.кopoбки IIo lOd шт.
l) 3найти ймo.вipнiсть тoгO' шo: a) y кopoбui нё виявиться бpaкoвa.
Ilиx свe.pлeл; б) числo бpaковaниx сBеp.цeл y кopoбui бyле нe-бiльцтe
двox. ?) Я!,у дaймeншy кiлькiсть свеpдeл 

-тpeda 
I(лaсти y кopoбкy,

щoб з iмовipнiстю, нe пrеншoю 0,9, в нii.l бyлoнeме}IшIe нiх{/l00 якiЪ.
ниx?

32. Нeхaй вi.Ц,oмo, щo пpи нaбopi книги e стaлa ймoвipнiсть p:: 0,000l тoгo, щo бyлЬ.якy бyквy бyле нaбpaнo IIeПpaBиЛЬнo. tliсля
набoрy гpalrKи :иTз9 l(opекTop' якуtЙ BиявЛяe кo}liнy пolvtиЛкy 3 iмo.
вipнiстю q:0,9. Пiсля liopектopa [x.lитае atsTop' яI(I.lй виявлЯe Ko}I{.
}Iy ПolvtилKy' щo 3aЛИIJJИЛ^acTl з iмoвipнiстlo r # 0,5. 3rraйти iмовip.
нiсть Tol.o' щo B ltнизi з l00 000 дpyl{oBа}rих з}Iaкiв залиIIlитЬся пiс.liя
цЬoгo не бiльшe l0 пo[,lилoк.

33. 3адaЧa.х(apT. Cкiльки iзrомy B сeprдI.tЬolt{y пoвиннi
мiстити 6yлки, щoб iм99ipнiсть знaйти y бyлui ioчa б oднy iзю-
hlинкy бyлa не lvlеllшe 0,99? 9
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s |9" ЛокaпЬнa тeopeмa МyaBрf;l * Лaплa€a

У ЦЬot\,Iy пapaгpaфi polгЛя F{еtdo Ще оДнJ_:p:**:I
Teoйй""liu ;;;;;;;' гiaб,'r },i}I(еLIо oбчи сЛЮBaTи бiнoмнi

3-lъаvтт pп/.ri.rtттаl'\,\tyvrvrJ t "

ймoвipl{oстi При BеЛиксlмy ..!lчni ',-1P:9Il311 P::ж
цЮ тeopеMy дiётaв Мy;rвp y I730.p. дtЛя oKpеIvloгo BиIIaдIty

сxеMи БеpllyлЛi пpи P .::..* q - ,; Пl3н1шeL. пiзнiшe Лaплас yзa

гaлЬниB ТТ нa Bиllzulol( /lot}i.llt,t'oio Р, вiдмiннoгo вiд 0 i l.
Bвe.цeмo пol]tlaЧеllllЛ :

x:xh,--h-nP
{ rpq

Лoltа,Jcъrcu mеoprJwa IVIуа,вpа, * Ла,-nла,c(tr. Heхаii в

lсoctс|tolуtу 3 n rlвалеэtсttuх вunpoбувань iмoвtpнicmь насmаIrня,.iiott 
A'oОrtаKпва i doptвrLю; p (о < p-< l), P,, ((l -'iмo;

(12)

вipнicmь mОlo, цo^rypu цuх n вunpoбуванНя,)с noОiя А t{&.А

m|:\tmm^Г*еa*,

0{0_ a*.
3a бiнoмнoю фрмyлoЮ

Р,(ft) :Cxрkon*k :ffi puqn-u

Bиpaх<aЮЧи B цiй фopмyлi фaкTop iaли 3a фopМyлolo Cтip-

лiнга, дiстaнeмo

{ ,tp q P,, (A) ':
{ 

"pq 
{trn nnе-nean,knn*k

(14)

(l б)

eo , (16)

HaIIpиI{лaд, Il8t, т, 2, П' 393, 50l.

AT



l0l.r]г (+ *}+/')
3 piвнoстi (l2)' Я l(;l jtlJ3lliltlаl ,.Y' BипЛиBаr, ,,,u

le :. .- |l р -|.- х I,,,;ia,
n-|е-nq-х|/nрq;

oсKiльки а < 'v 1 b, To .3 ОсTанttix piвl.lос,гей

h> nр I- tt /;ii., il * k} rz q * t, |/-|xrщ,
тoп{y iз спiввiдllolllt)Illl'I (I7) MаеIvlo TаI(У oцirrкy:

|0l*+(+ -| -,;р+iт;т1- -----i,ты)
*ф(l.nl'.

oтжe, якщo n
ДIIЯ Якиx а <
тo6ro

е' : l + l3',
Дe ц, -> 0 (пpи tl + m) piвt{oмipно Д'Ля

oцiнимo I{Ba ПеpеДoсTаirнi N{гIo)*(IlИt{и 33а фopмyлaми (l8i i ( l9) Marплo

3BlДсI{ BидHo, Щo K}III4 fI -+ в i а < х < b, тo
lР-

Х1/ nq,l / n4 plB}toMlpiro ПряМyе Дo l, тобтo

(r 7)

(18)

(r e)

Дiстaсмo

: - (np * хt,p,|l ln (r * х{ #) -
*(nq_*{,'pq) l''(l _- -{т), (23t

Ос,кiльltи а 1 х 1 b i ttplr Jt()с,гil.ГIlЬo BеЛиI{ 14х n BеЛ |4чИН:r4

tf o1/ q . r Ir np V ft ДOс,Г;t.l.tll,o мa"lti, To Лoгapифми i\,Ioжнa

po3BиI-IУTИBсTеПеHeBipяl,ltlt3;lt|юpмyлoюlп(l+z)
*,':-t"2 . Г ...' 

'lt(y 
МOiкlla ПеpеПиcaTI4 TаK:

дe6(z) *"0
фоpмyЛo}О:

|n А ,,;:; *

in(l -l- z) -_ z-.*о + 6 (z))'

flp}i Z .->'0. llepетl]opиМo Bиpaз (23) 3a цiею

(np

+ ' l-;=-:-- I ]-_-- __-\
p1-а |/ + q--|) |,, # j,

_> oo ' To 0 _+ 0 р iв ilgц iр rro Д/IЯ всix
х € b, тoплy TаKo)t{ рiвно*ipнo rg *}.

I

V npф (*" {т-ffu+u1)
*u+6,)+ iffо+0,) _х2p*

+-*о-F6,,) - Ёж u*6"),

дe 0,: u(, {т), 6,:6(-, {т)' Toпdy 6,i 6'
piвнoмipнo ПpяMyЮTЬ Дo HyЛя ГIptа tI + oo i а € х <b.
BpaxоByЮЧи, Щo p * q

lnАn=Е _+ + + (q6,* p6,,) +

*(nq*)с

:_х,q_|

oсKlЛЬKи Bиpa3 B KBадpaTниx Дy}KI(aх
TaнI-IЮ piвнiсть IvIo}t(Ha ЗaПI4caTI4 TaK:

|nА,:q"_ +*8,,,

(24)

тo oс-

Дe 8n piвнoмipнo 
}|ямyе 

Дo HУJIЯ Пpи tl + oo i а, 1 х < b,

3вiдси А* - Q* Tgвn, a6o
у8

Аn-€ '(I +Ц'),
Д€ lJa piвнoмipно ПpяMyr дo нyЛя пpи tI, +

(20)

3а3I.IаЧеHtlx k.
('оpМ)rли (16).

Р
nq

a/
t/
Y

; (21)

nptХ

(22)

p{p.
{q

I
(l * 6") l;

J
iмeжен ИЙ,oб

Де1lo piвнoмipнo Пpи n _> oo iа < х < b lryяMyrДo }IyЛя.Teпep вaIIkIIIJarTЬсЯ olti tIИТИ MIlo)I(I IИI<

Аn:(+\r (-у-=)"_o.\ Ё l| п-h| ,

BикopIlсToByIoЧи piвнoстi ( l B), (l {)) i (2l ), ДiстаеМo:

ln&r : -* krn #*(n* k)ln n;.L :
n{I

68

(25)

ooiа1у{b.
0e



щo Й дoвoдитЬ теopеMy. l
Ha пpaктицi дoведеHa Tеoрeмa

гл ядi нaблилсенoТ piвнoстi 
-

Пiдст aBИBшIъI (20)' (22)

lf 
"pq 

P, (k)

P" (k) х

дe фyнкшiя q(х) : #,
дo,цaткy).

Tаким ЧиI{oM'

l-
--p

{Йv

I

12т

ll*.**€.
F-

V пpq Y 2тt

х

3вlдси
l/ 

"pq

Bзaгaлi, бiнoмнi ймoвipнoстi
малi. Тaк, y цьoмy пpиклaлi
fr,: np : 1000) лopiвнюе

Poooo (looo) * ?=(P: : *911'- : o,o136.28,8т 28,87

0 20. lнтeгpaльнa тeoPомa МyaвPa - Лaплaсa

Пpи poзB'язyваннi пpaктиЧ[Iих laДaЧ ЧасTo Bиникae

нeoбxiднiсть oбчислIoвaтI{ сylt{и BиJty ) P" Ф). Безпor]е-

pедHe обчиqпення тaKиN CУM, нaвiть nffi',uстorytsaцнi лo.
7A

кaлчноТ TeopеfuIи lVlyaвpa - Лallлaсal ,Ц}}Ke гpoМiз.Цке.
Kpiм тOгo, гIри дoдabaнIri великoТ кiлькостi нa6ли}I(е[Iиx
знaчень P,, (h) Мo}I{yтЬ yTвopЮBaTися знaчнi пoxибки.
Taкi сyUIи ,Цoцiльнo oбчисЛЮB aTИ 3a ДOпol\4oгoЮ гpaниЧнoТ
тeopеIvlи' вiдoмoi пiд нaзвolo itl.гегpа.пьнoТ теoреMи Мyaв-
pa _ Лaплaca.- 

Iн,rnee pа JcъI'а meo pe лI,fl, IVI у n,в pа - JI а nJcаcа . 17 ехаЙ

р _ цuслo уcniхiв npu n не{]аЛС.:}I()Нu,х вunpoбуваItr[ях, в tсoJtс-

Idoш4U 8 я|сttх iмoвipнicmь цсniхц \opiвнюr p, npuчoJ||,u

0 < p < l. ToОi npu Оoв[ль|^IItх, сI' b (a { b) ]уIаr мicцe
cniввiОнoшrнflя

B}.lItoP}lс].()|}y€ТЬся y Bи-

тaбулЬoBанa (див. тaбл. l

(27)

3 дoвецеItIя TеopеMи BиД}Io, Щo зaЛишI{oBий чле H dn W)
фopмyЛи (l3) тим tloBiльнirше пpяМyе Дo Hyля' ЧиМ блихсче
дo ЕlyЛя p ?6oq (це BиДнo' IrаПpkIKЛaД, з (2t) тa (24)). Tомy
ячЩo p абo q близьке Дo tlyля, To зaмiсть фopмyли (2i)
слiд BиKopисToBy BaTI4 теopeМy Пyaссoнa.

Пpиклaд. 3нaйти iмoвipнiсть тoгo, Щoлp^и 6000 ки/[aнняx гpaль.
tloгo кyбикa гpaнЬ з ДBoIъ{a oЧI(aп{и випaде 900 paзiв.

У цьoмy tIриI(л aдi n: 6000 , k : 900, o : J 
q

6., 
q: 

Ё'тoil{y

{"pq:{щ: rЕffi5: 28,87,

h-np -100ЕF-:_3,46.

пpи вr.II}lKo!{y uнcпi випpoбyвalrЬ Д}}lо
нaвiть мaKсиIl{aлЬ}Iа ймoвi!нiсть (i'pи

(25) в (16)' "цiстанeмo

(l + р") (l ?") (l -l- Ц,,),

lgot'<#
Д.oведeнн Я.ftк i

Лaплaсa, ПoкЛaдeМo

0

{ 
"pq 

P, (A)

(k -0, l, .

*r) :

n),

dх. (28)

(2e)

ПЛoЩi, Щo
op.цинaтaMи

B Лol{aЛЬHiй теopeмi Д4yавpa _

Якщo BBести ДJIя сKopoЧеннЯ зaписiв пoзнaЧellня

h-np
Jvb _Е

Y npq

тo P,. (а' bl: ЕPn w)' дe сyмa пoшIиpeнa нa тi зAIaЧeIIня
h, ДJ|Я ЯKtIx с { хo 1 b.

Bвe,.цeмo схiДчaстy фyнкцiю

П" (х)

tlpи х,<Xa:_&,
у npq

гtpи xa{ х<Xн+l,

0 гIpl{ х} Xn*| =s

3poзyмiлo, Щo ймoвipнiстЬ Pn (A) дopiвнюе пЛorцi ПpЯl\zlo"

Kyтни KА, oбмех<eнoгo лiн ieю у _ П,, (х) , в iссю Ох тa oРдI4-

нaTаМl4 х, :- хь i )( : Xн+t (pис. 9), тoбтo

P" (A) :
I

П" (.r) dJс.

nq+\г-
Y npq

:l
I
(

xь*

I
хh

b) дopiвнюе
вiссю Ох тa

TT



-f,i

$ - Xk' T8 X ..rD Xh,,t Де k, i |e,
HoсTяMи:

с < Xp, {а -I-

Taким L|llIlo}t'

I
t

V npq

th' 
b

I,с

.l П, (х) dх : Jrk' а

'k,, хkc

{. 
|I,,(х)сlх_ ttt

Д,е

P,. (rl , |lу -

(),,-

oскiльки 
Yr !!) дo:ягaе нaЙбiлЬшoгo знaчrння пpи k,o ==

= 
trе + pI (лив. 5 |7), тo нa,Йбiльше i"uueння фyнкцiТгI,, (x) дoсягa€'TЬся tIа 

.пpoмi}Itкy 
t;' ;;;;;i;..;;б;Ь пpli

3aстoсoByЮЧи }Ia ЦЬoМy ЧРoмilккy ЛoкaЛЬнy Teopeмy }1y.aBpa - ЛaПJlaca, ПPи всii .Ц.oсTа.гIIl,o BеЛиliиx i д|.iтarмo
max П" (;) : tП€lX r 

"p,l 
P,. (lс) .=

, 
--,' 

хt

-maх*e 2 (l *a"(х)).#шax;тY2tт \

T2

BI.{знaЧaЮTЬся тaKI{IvIи неpiвJ

o< xp,{b-r-+.
V npq

{+(Фь,_b)+

2 2lft:-
|', "pq { xтnpq 

,

.-= Q. (32)

МyаBpa - ЛaПЛa сa ПpI4

Xp.
[а, b);

Toмy з фopмУJIkt (31)
xftu

lp, |{ J П* (x) dх
b

* (хь, _ oi)).

щo

dх4

ar

(х

vt

х)

ИBa

I, (

_т
,Т

, 
[)"

tolo

14

I

) виIIЛI
X lе'

+ 
Jrl

-- l['-\у

lil:
.l.с( )l)t}M

П" (r) dх -| Р,.,

T7o @) dх,

(30)

(3 l)

3a ЛoкаЛtlIlolo
с { хь 1" b MасMo

.i
l-

П,, (хo) .-: -** е 2 (l -] а,, (xo)),
V 2тt

"цr Йn W) *+' 0 Пpи trI -+ oo рiвнoмipнo вiднoснo
Hеxaй TеПеp х _ ,Д.oвiльнa тoЧKa пpolvliхtкy

ЯKщo X7 { х 1Xн+t, To

r -LП"(x) == П,,(xь) :й, 2 (l * сЕ,, (xJ) =
--o ..2

I
# г-
Y 2rt

'(х) = (l * dn (x)), (33)

х?_ -ъ.е-I

У 2rt

х,-х1

b

{Й tv
2
{u-

П,,

To d,n (х) + 0
3 фopмyЛ (30)

Po@' b)

шax{|а|, lbl}
{ rpq

гIpи n + oo piвнoмipнo вiдноснox ( [а; b) '
i (33) дiстaемo

bу2
rL

:_Д\e 2 (l *o,n(x))dх*pn-={Йt
162

- J;-Ё dх + Ro, (34)

7A



Дr

Пpи цЬoll{y

lR,t<# |ao (x) I dх -|"Ip. l <
bxr

{sщ n|o,,(х)I. #I '*тdх+ lР,,|,

звiдки BI4ПЛLIBaе' tl(o lim R, : 0.

Teпеp 3 piвrroс'i (3;Г дi.,aeмo
bх'

I tt ф-

l,lio,,(а, b) : й)' 2 
d^х,

щo f,| дoвoДиTЬ TeopеI\,ly. l
. 3ayвaжl}lня. Бlльш дoклaдпнЙ аllалlз IIOказye' щo наспpaвдi

спiввiд}Ioшeння (2.8) викoнyстЬся plвнoмip}lo вiднodй Г{ 
'i_ 

Ь <{с<.b<+oo).

g 2|. fleякi зacтo€увaння
lнтвгpaльнol тeoPGми Aiyaвpa _ Лaплaca.
Teopeмa Eepнулпi

Для пp8KтиЧцI{x зaстoсyвaнЬ пДo)I{на зaIIисaTи iнтег.
pagЬIl.y тeoPeп{y }Iyaвp a ф Лaпласa y виглядi нaблиJ{te.
нoТ plвнoстi

ьa2P{с<ffi.o} *#-!,-*o*, (35)

aбo, щo тe сa[dе'

P{Ё,{р €ho|х*T,-+fu р6)-' Y2тt, l,

(*:ж,Xz:ж).

Я*щo n HeменшIe кiлькox сoтeнЬ, a p He,цРrrc близьке дo 0
aбo l, тo цi нaбли)I(eння e rцlлкoМ зa.цoвiльниlvlp!.

Saдaчa oбчислeнH: iнтeгpалiв, Щo стoяТЬ y пpавiй
ЧастI,Iнi циx piвнoстей' yсI(лaДHюrTЬся TиIvI, Щo I{eBизнa-

n _r
чoний iнтегp,n J e , d*, яI( Biдoмo, нe Blаpa)кaeтЬся rlepе3

74

eJleпdeнтapнi фyнкшi[. Toмy ДЛЯ фyt{кЦiТ Лaп пIaca

хt|
Ф(x): += I,-udt' V2tт 0

сI{ла,цеtIo тa6лицi (див. т;lбл . 2). Зa ДoПoмOгoЮ фyнкuiТ
Ф (x) фopмyли (35) i (36) IvI()}I{tjа tlеpеписати' oчeвидtlo'
Taк:

o{^, u p*L <b} = Ф(b) - Ф (а), (s7)'l* * Tnrq t

P {Ё,{р 1k,| хtп( kg'Ч 
)__Ф( Ц-nP \

\ Yttpq / \й). 
(38)

PoзгляtIеI\{o деякi BЛaсTивoстi фyнкцiТ Лaп Лaca Ф (х) .

l) Фyнкцiя Ф (х) HeIIapнa. Cпpaвдi, зpoбиBшIи B iнтeг-
paлi зaмiнy | : -u, .Ц.iстal{еMo

. a -t2Ф(-x)-йJ r 2di:

хц|
:- L lr-nrlu:

У2п d

:-Ф(x).
2) Ф(0):0.
3) Ф (х) _ зpoсTaюЧa фyнкшlя"
4) Ф (+oo) : + (тoбтo ,l'f,* (x)

ввiвши зaмiнy t _ uу,, дiстaнeh{o

bsr
Ro -7*-I n_тon@)сfu* Р,..

hу1
г 

*-9-
le -
J
сl

Pис" l0

l\ ?, .: .г |. LгIpавдl'
-l

7A



Bибlp oкpеl\,Iиx. Bplpобiв I\4Oiкlla p03I]JIЯДaTL| яI{ IIoсЛiдoвнi незалеlк.
нi випpoбyвaнttя. Имtlrr i1l ltiс:,l l, вибоpi; lleс,гaHДар,гllсll.o t}и pОбy .Цopiв.
НIor p = 0,008; ЧисJIo l]l,tlll)oбyвaнь n - 5000; q .-= 0,992. 11l<щ6 Чеpе3

р пoз}IatIиTи ЧисUIo llес,I';ll|/l;lp,I'ilих Bиpoбiв сepеД 5()00 rllrбрit[tИxt To 3a
iнтегpaЛЬIIoЮ T.с()р('M(lltl М)/;lBpa * ЛaпЛaса y tlюрмi lr;tб.пllll<lноТ рiB.
нoстi (3B) Мilс:M()

Р (0 { |r .. ' ()()) ;v .th

,гloреNIа Б9.рtJ}ддi дае N,Iа.ГoN,I;ll.IIт{}Iе пiДтверД.)I{еннЯ нaшroТ
iнт5rТтllвI-{0Т BПrBIiеHoсгl t} ,l()il'l!, шlo ГIpи BrЛикof,.{y ЧисЛi
B}rПpoб1,вaнь ПоBиFIHа BIttt()t{Уtiii гllся нa6лИх{е[Ia piвнiсть

LT

- N р.
РoзГJIяtIеMo кiлЬI(;-l :];l /[;ltl' ltlt i Mo}I(}Iа poзB'я3yвaти 3a

/[оIIoNлoГolo iнтегpfl./lIllltll. l.(.()l)(.N|II i\{yаBpа _* Лaп IIaсa. Hе.
Х;tfi /{а}{o /{oвi.Пl',II0 ltiii(.ll(' ltl!t.,,'l() ц.--.. (). Toдi, яIt i вишце,

_ Ф r*!L) rtl (.}, lti) ]- rll (6,32) .=.0,4992 + 0,5000 :0,9992.
\ 0,:J I

I-Iеx aЙ дall() il(lll i.l| llIle ЧИс/Io g } 0. 3I-Iай/tеN{o 3a дoПolvlo.
гolo itt.геl.l);lJll,l]()l .l.('()l)('NIlt МуаBра .Папласa ймовiр.

ttiстr, llеpitlllt-lt.'l.i l l |) l 
.:. t,).

Пpaвa Чaстинa цiеТ piвнoстi гIpи n + oO 3a iнтеГ-
paЛЬ[IoЮ TеopеМoIo Дulyaвp a _ Лaплaca пpяп4yс .цo

фoo у2

_Д t n-T dх -- 2Ф (+ oo): l, oT}кeFlr/

Y 2lт ..j*

-*pl *'

-| o s000.0,008 \*-rl,tl*- -*---i
\ |,' Г,()(X) . 0,008 . 0,992 /

-_Фi 20 )_
\ 6.,3 /

(J.tс'в[t/{IIo,

tL-- trD lrr<t{uj-

l.

Hy
н

-tl+
T'оMy, згiдtlо 3 Шaб.rП.{i^ItеIlol() r|ю1tMy./IOlO (37)' N{alMo

-{l+ _p| *"} = 2Ф("|/ #). (40)

l) Якщo ЧисЛo Bиtlpoбyвaнь ni ToЧ гl iсTЬ сЕ зa,цaнo'
J.o 3a фоpмyЛoч (1оl Мo}KFIa oбчисл I4ТI4 ймoвipнiсть Toгo'
iцo ЧaсТoTa подiТ вiдxI4J|ИTься Biд ТТ ймoвipнoстi нe бiльlше
ttiхi Hа d,.

,, o, 
"'ll.1Ж1 Ъ lfliti,ъxx j1,3i] xull^#ilъ:Ё #' .; il,,Ч'Ч'ътii 

р _ чIlсJIo

lrlр 1l
lт.пo_ 

-* 
Т- l< 

0'0l (тoбтo I р _ 1000 | < 60)'

Ця ймoвipнiсть зa фopмyЛolo (40) доpiвнюе
/ 

л [щ\: 2Ф (2,0B) - 2.0,48t :0,962.2Ф l 0,0t V 1.5,\ 6 7/
2) Неxaй зaдaнo ЧисЛа q, > 0, 0 < I3 < 1. Tpебa

знaйти нaймеFIIIIе ЧисЛo BиПpoбyвaнь n, ДЛЯ яI{oгo

ltopистyюЧисЬ ra6лИцеЮ, знafтДеMo тaке t, щoб 2Ф (t) -
-= B. Toлi, згiдHo 3 фopмyЛoЮ (40), дiстaHеIvIo

Ч уI с e Л. oскiльки + r ЧaсToToЮ пoдiТ А, тo TеopеIvIy
n

БернyЛЛi мorкна сфоpмyЛЮBaTи Taк: flKu{o в KoэIснoJуIu 8
t7е3але9tснttх вunpoбуваIrb вunаОKoва nodiя насnxас 3 oО.
нiсю i mtсю cа.п4oЮ йл,toвipнtсmю Р, mo npu Оoсmаmнbo
велulсoJwa цuслi вunpoбуваIrb 3 iмсlвipнtсmю, ЯK завeolнo
блuзькoю 0o I , часmomа цiсi noОti бцОе вi)ptзIdЯ'mucь
вtО ii Йлtoвtpнoсmi p ]4енше вiО як завеоdнo .fuI(l/Ioeт наneped
заОанoеo цtlсltа e>0.

У s 34, пpисBяЧeнoN,Iy зal{oнy BеЛИI<I4х ЧLIсеЛ, бy,Це на.
BеДе}Io знaЧнo пpoстiш]e дoBедеI{tIя Tеopeп{и Беpнyллi,
pOзгЛяI{yTo iншi, бiльш'зaгaЛьнi фоpми зaKoнy BелиKиx
ЧисeЛ, Tfl йoгo tIpакTиЧ}Ie засToсyBaHня. 3aзнaЧиI\,Io, Щo

76

"lrI

Фopмyлa (39) Bиp a>Kae TеopеIvIy
rrpoстiшIoЮ фopмою TaK 3Bа}IoГo 3 a

)=
Бep
KO

IilnP{l-Ц-
t->oo ( I n

ллi' яKa
y BеЛ

(3e)

e нaй-
иKиx

j B l,^цKI{

.{l +-pl<o} :р.

l+-+|<о,оorl

"{т 
_-t,

n : -t'P!- .q,'

(41)

(42)

T1



Т

3yмoви 2Ф(/)*0,997
(42\ маel\,to

fl-
0,001 2

3) Нех aiа зaДaНo n' F; тpе6a :lll;.til,l'|| (х,,,|

N,'.)KJIиBе .HaЧeнHя вiДхиЛсtlllя l н _ /, 
l

мiсце з iмoвipнiстю p. Bи:rll;llllll}llllt l з yM
g piвнoстl (4l) вшaйДеп,lo

Bпpaви

84. Ha факyлЬTеTi llaвЧaетЬся 1095 стyдeнтiB' lмoвipнiсть
нapoдx(енI{я кo}t( Hoгo стyдeнTa B Дaнltiц деIIЬ дopi Bнюe t/3вб'
3нЪйти: a) наt1iмoвiprliшr ЧIlсЛo стy.цeнтiв, щo }Iapoдилися l сiч.
tlя; б) iмoвi pll i сть .гoгo' щo l сi Ч[Iя нapoдил}tся рiвнo 3 стy.
дeнти; B) iмoвiplliсть тoГo, Щo знайдyтЬся 3 стyдeнти' щo }I8.

poдилися l сiчня.- 3б. Iмoвipнiсть HaстaHня пoдii .4 (yспixy) пpи l(oх{нolvty 3 n
випpо.бyваIIЬ дopi.внюе p. 3нaйти iмo'вipнiсть Тoгo, щo: a) Чaстoтa
yспiхiв гIpи n- 1500 вiдxиляетЬся вiд P: 0,4 шIeнЦIe нiх< на 0,02;
б') ЧI{слo yспixiв 3a тиx сal!!иx ylt{oв мiститься мiх<: l) 560 i 640;
2) 600 i 680.

36. B ypнi мiстятЬся пopiвнy бiлi i uopнi кyлi. B oднoмy 3 eкспe.
pимеIIтiв пilй l0 000 BитягyBa}IЬ 3 lloвеptlе}ltlяi\4 бyлo BитяГtlyтo 50l l
6iлиx i 4989 чopниx KyлЬ; a) яKa ймoвipнi сть таI{oгo pезyЛЬтa.
тy еKсtlеpимeнту? б) яKщo пoBTOp[ITи цей еKсПepиМеI{т, Тo ЯKa
ймoвipнiсть тoго' щo дiстанеI\lo бiльtше пo МoдyЛIo вiдxиле}II{я
ч[Iслa B}Iтягнyтиx бiлих KyЛЬ за нaйi,oвipнiшlе числo?

g7 . y IIpакTиЧIIo нeoбме>кен iЙ сyKyп}toстi IIoлoBина пpе,Цметiв
маe BЛaстI{Biёть .A, a Т7,ЯTa ЧaстиFIa _ BЛaстltвiсть 8. Bлaстивoстi .4
i B poзIloдiлeнi мiх< пpeд,I\!етaми нeзaЛе}к}lo. Bипa.цкoBиI\,l спoсoбoм
вибpaнo 1600 пpeдМeтiв. 3нaйти ймoвipнiсть Toгo' щo y ltiй вибopшi
Чaстoти BЛастиBoстeЙ .Д i B вiдxиляЮтЬся вiд Тxнix iмoвipнoстей нe
бiльtше нiж на | 0/o'

38. Мoнeтy пiдки.цaють 2zV рaзiв
3нaйти ймoвipнiсть тoгo, шo: a) гepб
BиIIaдe нa2m pазiв бiльше, нiж uифpа.

39. JVloнетy пiдки,ц,ають 2N paзiв (^/ _ дoстaтнЬo BелIlке uислo).
3нaйти iмoвipнiсть Toгo, щo ЧисЛo виIIа.цaнь геpбa бyлe мiститись B

мех(ax: a) /v -ry i 
^/ 

+ {T; б) /v- |rm i /V *|tЙ:22
. з Pi /V + '(l. 3,ясy,aтIr gмiст вiдпoвiдeй дляв) //--n 

2
fl/- 50i/V_ б000.

40. .Ц,o eлeктpoМepехti пiдKЛЮЧенo n II. илa.цiв, кoх<rн 3 яKиx lvra€

пoтy)кнiсть а i спoживаe в дaний t'{oмeнТ eнеpгiю з iмoвipнiс ,Ю Р.
3нaйти ймoвiрнiсть тoгO' щo спo}I{I{вaнa в дaний мOMe}Iт l]oтyхffriсть:
a) бyлe мeHIIIa вiд nаp; б) tlеpeBищитЬ rnаp (r > 0). Числo n д0стaт.
I{ьo вeлI{кlo

7A

t''+'+

{+

sIraxОдI4'[IO t x 3, Тol!i}l sа фоpI\дyJloIO

rrайбiлЬшIr

п,lo}I{r h,{aTи

2q) (/) : р,

(.\/ _ .ц,oстaтнЬo Beликe uислo).
BиIIaдe piвнo N paзiв; б) геpб

4 l . B iзуaльrre сПOстeре)l(еlt lIя lltTyЧ}Ioгo gyпyтн Иуa 3емлi мo}l{.
.lll{Be y дalloмy llyн}iтi з iмсlвiprliсr.ю P:0,l (вiлсyтнiсзь хмaprrрстi)
кo}l{tloгo pa3у' l{oЛи вiн IIpoЛiтас.tlaД циIvl llytlKтotrl. CкiлЬкI{ paзiв гto.
Bиtlе}I llpoЛeтiти сyп.утl цЦJIа/l пyt||i"loIи спoстеpЪ}I{еtt}tя' щоб Ь iмoвip-
н"iстю, }Iе мr}IIIJoю вiд 0,997 (т.oбтtl ПрaI{TиЧtIo вipoгiдно), йoгo lиoхtнa
бyло спoстepiгaти нe Ivtеrlшe П'ятtl pазiв?

42" 3а yмoви lloпopе/tlll,oТ з;rда.li poбlrTЬся l00 спpоб с"шостеpiгaти
сyПyтн}rк. 3нaйти Ilрal(ти.llttl шi1lсll.i/tllий (з iмовipнiстtо 0,997) дiaпа.
30tI tIислa в'Ц.3Лиx сПoсTepехiе|| Ь.

43. IмoвipнigTo yспixy y кo}l(llot'ty 3 Bl,lпpoбyвaнь лopiчцюе 0,9.
Cкiльки. тpeбa здiйсн|4T|4 |;I4ЦpoбygaнЬ, utoб з iмoiipнiстю 0,98 tr.loж}Iа
бyлo ouiкyвaTи нe мe}IшIe l50 y . iхiв?

44. Для кoсмiчнoгo кop a6ля ймoвipl.liсть зiткllення] пpoTягoll{ oд.
нiei гoдини 3 ll{етeopитoм' мaсa якoГo нё мeншa вiд mo, lopiЪнIoe 0,00l.
3нaйтц пpaI(TиЧIto вipoгiлнi мeх<i чисJIa зiткнeнЬ 3 тaкими мeТ€opитa.
ми llpoтягoм тpЬox мiсяцiв пoлЬoтy^3 l uepвня пo 3l сepпня, яI(щo
ftмoвipнiс1ь пpaкTичнoТ вipoгiлнoстi пpиймa€,ться y цЬoмy 3иПа.(кt
piвнoю 0,9995.

4б. У стaBoк бyлo Bипyщенo l00 мiчeних pиб. Heвдoвзi пiсля цЬс,.
гp iз стaBI{a бyлo BиЛoвЛeнo 400 Pиб, сеpeд Якиx BL11ЯBIIJI9сь 5 Мiчeних.
oцiниiи зaгaЛЬ}ty кiлькiсть ptlб y стaвкy з iмoвipнiстю: а) 0,9; б) 0,6.

46. Фpанцyз}I(ий вuеци1l Бюфoн пiдкидaB Мoнeтy 4040 разiв i
пpи цЬoп!y. геpб 3'яBиBся 2048 paзiв. 3нaйти ймoвipнiсLЬ тo"гo' щo IIpи
IIoBTopeннi цьoгo дoсЛiдy вiдI{oснa Част0тa IIoяBи гcpбa вiдxилитЬся
вiд iмoвipнoстi p : 0,5 пo }toдyЛю не бiльшle, нiх< y дoслiдi Бюфoнa.

47 . B ypнi мirтяться бiлi i uopнi кyлi y вiлнoшeннi 4 : l. 3нafl.
ти нaймeнIшe Числo виймaнЬ I{yлЬ (з пoвepнe.}Itlям), пpи якolvty з. iмo.
вipнiстlo 0,95 Mo}I{нa oнiкyватtl' щo N{oдyлЬ вiдxилеH}Iя вiдtloснot чaс-
тoт}l tloяви бiлиx lryлЬ вiд lмoвipнoстi бyдu не бiльIIIe нiж 0,0l.

4в" Biддlл тexнiчнoгo l(oнтpoлю пеpeвipяе 475 виpoбiв. Iмo-
вipнiсть тoгo' щo Bиpiб бpaкoвaний, дopiвI{Io€ 0,05. 3нaйти з iмoвip.
нiстю 0,95 мe>кi, мiх< якиIt{и мiститься чI{сJIo бpaкoвaниx виpoбiв сe.

'о6'r'o

, lllo
oBt.I

peд пepeв ipeниx.

^ ^-49. 
Гpальний кyбик пlдкиtlyли 1000 paзiв. 3нaйти s,

0,95 мeжi, мilк якиIvtи мiститься чиUIo BI{пaдaнь чeTвipки.
.tшoвipнlстю

E 22. oцiнкa ймoвlpнoс'тi пoдi.i чePeз чaстoту

У шьoмy пapaгрaфi iнтeгpaлЬнy теopеMy Мyавpa -Лaплaсa бyдe зaстoсoвaнo дo oдtlieТ з нaйпpoстilllиx зaдaЧ
IvIaTеMaтиЧнoТ стaTисTиI(и _ дo 3aдaЧi ексIIеpиIvIенTaлЬнo-
гo BизHaЧeння ймoвiplroсTi гIoДiТ. Д,eякi iнlшi зaдaЧi мa.
теI\{aTичHoi стaTистиI(и бyле po3гляtlyтo B po3д. v.

Hеxaй здiйснeнo сepiю 3 n [Ioслiдoвниx [Iезaлe}I{tIиx
виПpoбyвaнЬ i пpи
Bвaх<aЮчи' щo пpи
[IaсTaння tloДiТ А тa

,{l p-

р йипpoбyвaнняx HacTaЛa IIoдiя А.
всix BиIlpoбyвaнняx iмoвipнiсть p
сaМa (aлe lreвiдol\{a)' тpебa oцiнити

цю иMoBlpнlсTЬ.
3гiднo 3 irrтeгpaлЬнoю TeopeмoЮ tIyaвp a _ Лaпласа

(див. фopмyлy (40))

*l<") (43)

7g

x 2Ф(а
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I

Biзьмеплo деяI{е ЧисЛo р с (0; 1) (надiйlrllJ"r pirзсtll,)

дrl'{c 3a тa6лиЦяl\'Iи T.аI{е 3НaЧlЦFI$Т tpo .ц.Л,l }ilt{}t.t)

2Ф (/в) : 13'

тoдi (43) N{o}I(Ha зaПисaTи TaK:

o{+ *6Ё{p<+ -l-rх} * t,,

Дe U' BI'*I.IaЧar.тЬся 3 yMoBи d, { -]|.

oбчис IIИTI4 d, 3a цieю фopмyЛolо
неBiдoмi; aЛе

pq:p(l-p)-p-p2

тoмy з фopмyЛи (46) BIIIIЛиBaе' lцo

Д,e /l3 Bи3НачarтЬся 3 yMoBи
}IеBiдoмy ймoвipнiсть пoдiТ

дiйнiстю р) пoMилKУ, не бiлЬllly нi>к

ПoясниMo стaтисTиЧний змiст наДiйнoгo piвня B. Cпiв.
вiднoшеtlllя (4s)' напpI4KIIaД$ ДЛЯ р _:= 0,95 oз}IaЧae' щo
I(oдш вдlйgнюBaтI! бaгaтo сеpiй пo n Bl{Пpoбyвaнь в Ko}Il.

,90

. tf pq
a, ,* t$ )/ n-

(44). Tal{иi\d

IIt)

ДЛЯ ймoвipнoстi p пpи нaДiйномy piвHi l3. oтх<е, нaДiйtlvliа
iнтеpвал - це iнтеpвaл 3 BиПaДKоBИNIИ кiнt1ями, 3a.
ле}I{[IиMи вiд Р, якиfт 3 iмoвipнiстю, He IvIeFIшIoЮ вiд р,
ПoкpI4Baе цiлкoм ПеBHе (aлe HеBitoме нaм) 3HаЧення p.
Iнaкше кa}I(yчИ, 3 нaДiйнiстЮ B мoх<нa BBa}I(aTИ, щo

tpm'oN р _}.
tn

l3I{AL{-

(44)

(45)

t$'oTlltlt

(46)

г/()iкllil' oсKiльки p i q

нiй, T0 B сеpе.ш.llЬolvly Нe N{еIltI.Iе як в 95 Yo сеpiй надiйний
iнтервал lloкpивar знatIеIlIIя p. Tомy, .яI(tцo 

f3 вибpaнo
ДoсTатI{Ьo близьK.ип4 Дo oдttltl,llцi, To N,{oж(нa бyтрI пpaI(тpIЧ}Io
вIIеBHениM y ToMy, I]IO R О/{I{гto.lшiЁt сeрiТ BРIпpoбyвaнь
нaдi i|tlиЙ iнтepвал tloкl)llr};lt] :]ItaЧll{I{я р,
jfj. 3ayBaжеtlt|я. 3aмiHIolоllll pq п1 |l4, ми рoзIllиpЮfl!{o надiЙнi мex<l.
щoб yниI{Hyти цЬoгo' Мo^}кllil l} (ltl1lNty"/li (46) взяти

знaй.гtt lrаДirlнi межi для йп4o.
y сepiТ з l0 000 випpобyвaltЬ"
tB: 2, oт>кe, ttадiйними t\{e}кa.

1l
МиД,ля p"ъ*
0, I 36).

3aзнaчиI\{o' щo бyлo б помиЛкoЮ зpoбити звiДси BисLloBoК, Щo

P {0, 116 < p < 0, 136} : 0,95.
Cцpaвдi, oскiльKII p с IIеBнe Числo' To цe Числo aбo ле>кить мirк 0,l l6
i 0, l36, i тoдi BкaзаHa ймoвipнiстьдopiвнюe l, aбo }Ie лe}I(ить мiж Ц}l*
I\dи IvIe}кaNlИ' i тoдi ця ймовipнiсть Доpiвнюe ЕIyлЮ. Це-нe сyпepeqитЬ
ПpflBИ"r-Iьнoстi спiввiдtloшIeння (a8)' B якoмy кiнцi irlтеpBaлa r BипaД.
кoBиМи, заЛе}I(нt{}tи вiд Р.2. Гp3льнlаftхубик кинyЛи 6000 paзiв, i пpи цЬol\{y oднa з гpaнeft
виttzшa 1200 paзiв" Bвах<aючи нaдiйний piвeнь $ - 0,997, з'ясyватt{,
чи yзгo4)кyrтЬся цeй p$yЛЬтaт з гiпотезoЮ Пpo тe' щo кyбикп{ar прa.
BилЬHy фopмy i вигoтоBЛe}Iий з одrrоpiлlrого N{атepi'aлу, тoбтo, tцo
p- a.'6

Д,ля p _' 0,997 з тaблиць зHaхoдI{lylo tp * 3, тoely
fA:

2{i

[lpиклади
. Г[рn J}.аДiйнorvly p iвнj^Q;* 0,.95

вiрностi пoдiТ, яI(а llастaЛа l260 рaзiв
Д,ля р _0,95 з тaблицЬ Знaхo/lиMo

"34r'-: 0,019. Якби гiпoтeзa'zltffi
нiстю 0,997 piзrrиця 

| 
, _

I

Й - 0, l26:L 0,0l, а нaдifllrrий itlтеpвaЛ _ (0,ll6;

pх,+,q.-l*+

+)'++<+'

BI.lГЛяД

+\>p2l' n 
J

(48)

бyлa IIPaBИIIЬIIoIо' тo 3 iмoвip.

IIoBI{Iltl a 6улa 6 бyти нe бiльшою нiх<

3гlдЕiО 3 дal{иI'ttи r!(с'пep}rмeнтy

рlт|
t|. _ p 1=з

(4e)

qинoм, зaмiнЮЮчи
ТТ ЧасToToЮ, Mи poбимo (з Н8-

tfi
г_.

2V n

> 0,0tr9. Тaким Чpllloм, з нaдiйпtiстю 0,997

Mo}I(нa стBepд}куBaTn, щo кyбик [Irе е fipaBI4JIЬ}Iип{' Еlpaxo'ByloЧIа CTfl.
т}IстиЧ}Iий змiст пo[Iяття ймoв ipностi' ogтaнньqlvrУ рeзyдЬтaтy l}tФ}кqa

ДaTI4 тal(e тлyivtaЧeння: якщo здiйснюBaТfl бaгагo сеpiй кидёнь пРа.
виЛЬtloго кyбикa (по 6000 KИДaHь B l{oжIliй сepiТ), тo B сеprдflЬoll{y 1Iе

бiльulе як B 0,3 % сepiй ш{o}t(е 6yти l -.Р== 
_ + l = 0,019, тoбто

I 6000 6 l- ' '
l 14; тoМy IYto)K}Ia ввa)кaти IIPaктиЧ}tо нe}fo)I{JI}rBи.Ll' щo
? qq00 кидa.нь пpaвилЬtloгo ку б4кa одrr3 з гpафfi
l l 14 paзiв, i, oтх{e' 

. 
ДatlttЙ кy6ик lvloх(нa ввaх<aтfi

Iр_1000|>
в однiй сepiТ
Bипaде бiльше
неп p aBилЬнtr,lм.

6 E-2560
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bпpaви
50. Пiдpaxyйте Чaстoт lIoяBи лiтepи (a) y тeкстi нa с. 6 цiсТ КH}l.

.ги. KopистyючисЬ peзyЛЬтaтOм, знайти нaдiйнi мех<i для ймовiprтoстi
п:яBи iliтepи (a> у Дpyкoвalloмy текстi пplr нaлiйнoмy piвlti Р : 0,87,

бl. У вiДдi,'ri 'гt: хll i.llloгo кoнтрoлIo 3 веЛиксli партii виpoбiв ви.
бipкoвo Ilерсlli1llt"rtlt l()(X) шт. i виявил[! серeд Ilиx 50 бpaкoBаttих.
Пpи нaдiЙнoмy 1llвrri р : 0,95 знайти нaдlйнi межi ДJlЯ ймoвipностi
Пoяви 6ракolr;l ll()гo rlll;loбy.

52. 3 llеp(llli;lсllиx 500 eлeктpиЧtIих Ламrt
.цаpTних. 3rr:riiтlr trадiйнi мeжl дJIя ймовipностi
ЛaN,Iпи tlрL| вибоpi ламttи з yсieТ пapтiТ, беpy.lи
.: 0,95.

53. a) Пpll
3llaйти llаД.iйttий
piвнi 0 : 0,95; б) рoзв'язa,ги тy сaМy зaд,aЧy дJIя6стpiльця,
чив 850 pазiв пpи 1000 IIостpiЛax"

Poздiл lV
виг|Aдl(oBl вEличИHу|

s 23. Bипaдкoвi вeлич}|||}4 тa фyнкЦii poзllotliлy

HaведеMo сtloЧaткy пpиKЛaДуI i тi мipI{yBaнHЯ, яKi tlpи.
Bo.цятЬ нaс ,цo oДI{oгo 3 oсHoBниx пo}IяTЬ Teopii ймoвip-
I{oсTi _ пoнЯTTЯ BI4пaДKoBoТ BелиЧиHи. Пpи BиBЧeI{гIi
BиПа,цKoBиx BеЛиЧиH ЧaсTo BBa)I{aЮTЬ' Щo BиПaДKoBa
BеЛиЧI{I{a _ цe 3IvIiHI{a' 3наЧеHня яKoТ 3aЛr)I(aTЬ вiд Bи-
пaдI(y , ЯKщo нaМaг aTИcЯ ДaTИ ЦЬoМy o3I{aЧен[IЮ бiльш
ToЧHoгo сMисЛУ, To Tpебa гoBopI4TI4 гIpo фyнкцiю, знaЧення
якoi BI,IзнaЧaЮTЬся pезyлЬTaTaМи,Ц,eяKoгo BиIIpoбyвaння
(експepиI\4енTy). Aле pезyЛьTaTИ BиIIpoбyвaння - це
ToЧKи [IpoсTopy eЛеMеFITapHих tloдiй Qn томy гIpиpo,ц.Ho
HaЗI4BaTII BИIIaДKoBoЮ BеЛиЧинoЮ фyнкшiю Е : Е (о,),
Bи3НaЧенy нa пpoсTopi еЛeMентapниx поДiй гt. Рoзгля-
HеMo пpиKЛ aД|4, ЯKi ви ЯBЛяЮTЬ дo.цaтKoBi Bи}vIoги' щo Тx
Пpирo,цнo FIaKЛaсTи Ha Е (со).

1) BипpoбyвaнHя tloляГae B I<ИДaннi гpaЛЬнoгo кубтакa;
гIрoстip eлеМel{тapниx пoдiй е Q : {.o,, '..' оlв} (со, - Bи.
пaдaння гpaнi в iouoк). Hеxaй Е (с'l,) : i, тoбтo кoх(нoмy
KидaннЮ Kyбикa ПoстаBиN,Io y вiДповiднiсть Чt,Iслo oЧoк'
Щo Bипaлo гIpи цЬoMy KидaI{нi.

2) ЕкспepиI\,Ieнт пoляГar y здiйснeннi сepiТ 3 n пCI.
слiдoвниx незaлe)I{'ЕIиx BиПpoбyвaнь Беpнyллi. Koжнa
елеI\,IeHтapнa гIoдiя _ це Деякa пoслiдoвнiсть yспixiв i
HeBдaЧ B n виIlpoбyвaнняx " Пo3нaЧ}Il\{o Чеpe3 Ir (о,) Числo
yспixiв B eлеI\{ентaрнift гIoдiТ Ф; Ir (o) Mo,I(l Ha6УTI4 бy.Ць.
якoгo цiлoгo 3нaЧе}II{я вiд 0 дo n,
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l00 пoстpiлax стpiлешь BJlyЧ}IB y мiшeць
irrтepваЛ .цл'I ймовipнoстi Bлyчe}Iня IIpи

BияBи/IСсЬ 75 HесTa}I.
IIoяBи нeстан.цaртнoT

нaдiйний piвeнь B :
85 pазiв"

нaдiйнoмy
якиft влy.

3} Bltпpо6yвa}I[iя ГloЛяГire B тCIMy, Щo ПoсЛiдовAlo ПiДl<ll-
хa€,тЬся МOI{еTа ,цo пеpllloгo t]ИПaДaFII{я цифpи; ПpoсTiр еле.
lшентapниx Пoдiй y LlЬoмy t}t,{Пa.ц,кy Fleскittченний: a :
: {со', 0д' ...' 0,,, ...}, дr (l)1 .:.- Ц, t$2: eL|, Ф3: ёZЦ,

!0ц 
: ??2Ц, '.". -te : Bl4пa]Iatl[lЯ repбa, ц _ Цифpи). Нexaй

Е (ш;) -* i (тoбтo Е _ це r|I4(.Jl() пiltкI4ДaНЬ Mor-IeTи дo Пеp-
tl]oгo BI{пaдafiНЯ шифpи); моitt,,tltlli 3Ilатtll{[lя Е * бyдЬ.яKi
нaтyp aЛьHi чlцcлa.

4) Bипpo6увaI.IIIя lloJlaГаr B ToMy,lцo с.Гpiлець poбить
o,ц,ин tloсTpiЛ llo мiltlсtl i ГIpос,гip еJlrMеHTapHиx пoдiй
fl M'[IoД{I4IIa всix ТorloI( П,/IOLЦи[IИ мilltеlti. Д'ля коrкноl
ТoЧKи (D с a ПoзI{aЧИMo {tере3 Е .= Е (со) вiдстаttь вiд
TОЧI{II Ф Дo Це},ITpa мiшеlti (тoбтo Е вiДстallь вiд ТotlКИ,
il яI{y tloПilЛа I{yЛя, До Цrl{тpа мitшен i); Е N{oЖ(e нaбути
бyль-якoгo tIеBiД'емнoгo 3НaЧенHя.

У наведeFIиx пр I4кЛaДax 6у,по poзгляHyTo pяд BI4пaДKo-
tsиx BеЛиЧиH - фyнкЦiй Ha мнoхtинi еЛеI\de}Iтаp}Iиx гIoДiй.
Aлe з теopетико-ймoвipнiсноТ ТoЧKи зopy ЗaДaf{Hя тiлькpl
q:aмоТ фyнкЦiТ щe [IеДoсгaTнЬo I[ЛЯ xapaкТеpИс.TиIKI4 BиПa,ц-
ковоi BеЛpIЧ |4t]I4, тpебa tЦе I\4 aTI4 ЗMoГy вiДпoвiдатpt t.lа заtIи-
TaнH,Я, ПoB'язaнi з iмoвipнoстЯNII4 lHaЧеHЬ' tцo [x нaбуBае

фyнкuiя Е (g). Taк, y ПpиI(ЛaДaх I-3 ЛеГKO lНaiати ймо-
вipнoстi нaбyвaння ol{pеMиx з}IaЧеHЬ. У пеptl]oп4y пpиI<Лa-

'цi P tЕ : i|
Пpaви льtl'иЙ; y ДpyГoплy ГIpикладi P tр
€TЬся 3a бiнoмною фopмyJloЮ; y Тpе.гЬoivlу ГIp иклаДi,

*tIеBидHo, Р tt + (k : !, 2, "..).
Aле KotrIИ, ЯK y Пpи I<ЛaДi 4, згIаЧеHHя BИПaДкoвoТ
tsеЛ |4ЧI4IIи зaПoвНЮЮть цiлий Пpolиi>кок, Тo тpебa зaДaBаTи
Еtе ймoвipнoстi oкpеN,tиx 3HаЧе}IЬ, a ймовipнiсть Toгo, Щo
знaЧеЕIHя BI,Iпа.Ц.кoвoТ BеЛ I4ч|4I1I4 llопaде B ПеB ниЙ прoмi.
х{oк (ймoвipнiсть нa6ути ol(pеМе lHaЧе}Iня в тaкoмy
{Риклaлi., ЯK пiзнi'ч бyлe з'яСoBаHo' l нyль). Tомy ДJIя
бyль-якoi BиПaДковоi BeлиЧ I4HI4 Е пpиpo,цнo пoсTаB I4TI4

BиMoгy, Щoб Пpи бyль-яI(иx дiйсниX Xt, X2 бyло BизНаЧeЕIo
ймoвipнiсть Toгon Li{o хl
якoгo дiйснoгo x ПoBИHII.a 6ути BизнaЧе[Iа ймoвipнiсть
ТoГo, Щo Е < х. Цю BиMoгy i пoкладaЮTЬ B oснoвy oзHa-
Чення I]OFIяття BиПаД.t{oBol BелиЧу|IlvI.

o з FI a Ч е I{ н Я" HеxaЁr заДa}Io ймовiрнiсtltlЙ
(Q,s, P) (див"$ I2), тобто Ha ДeЯкifrt o-аЛГебрi S
}t<ИII пpoсTopy еЛеIvIеIlTap НИ)< пoдiй a Bи3}IaЧе}Io
нiснy мipy Р (А), Щo зaДoвoЛЬHяe вiдoмi aксioшIи"

6*

I

2

прoст1p
ПlдfurHo.
ймoвip-
3aдaмо
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Ha a лiйсну tIIIсJl()l}\/ r|lyltltttilсl 8 : A (o,). ГоворяTЬ, Щo
Е e B И П aII к O I}()lo I]еЛ LI Ч И }toЮ' 

'Iкщo Ця фyнк-
цiя € B И М i р ll () l() llillttосно введенoТ B Q liмовipнoстi.
Це tlзllаtlilt]' 'll( lli,ltt)NlU' tцo Для Д,oвiльlloгo дiйсногo х
BиKoll}€T.ЬCfl yM()lril

{.,€Q:Е(.о)<'r} €s.
Nlнох<lllry (t.l ( [) : Е (o) < r} бyлешrо HaДaJIi для сttopo.
.lеt.Ill'l tI():]l|аllа,l.ll {Е < х\, a[IaJIoгiчний сIvIисЛ п4aЮTЬ 3a.

{Е } x}, {Е d x} Toщo. 3гiднo 3
IlЛ я .Ц.oвiльrloго х' oT}I(l' BI{3[IaченаyM()l}()t() {Е

iiпrоlri1llli(.,t.ll P {Е < r}. [3веДемo пoзнaЧе}tllя

Fq(.r)*P{Е<x}.
t \rо t|,lyrI K l{ ll( ) |IiI'.|ttItа lrl.ГЬ фIlнкцirю poзnoОiлu вunаОкoвoi
вlлI,tЧuнI1 Е lJс,tlrа []l|:tl|аЧе[Iа Нa всiй дiйснiй oсi. Taм,
/{е I.lе Ilе lJt,lкJl|,|tl(, IICIlrtрoЗyrvriHIlЯ, ПI4caTI4gIеN{o F (х)
]a M iсть [, r (x)

За Д()lI()N4сlГ()l() rIlуrrltrtiТ pO:tПolliлy BеЛ v|Ч|4HLI
LIИсJI |4Tv| ймtlв ip lr lстЬ tlеp iвнoст i х,
}ll{иx дiйс[Iиx Xb X2. СПpaвлi' oсKiльки

{Е{x,}
тo 3а аI{сiомоrо aДI4TI4BFtoсTi ймовipнoстi

F(х,'1 _ Р{ 1хz} - Р{Е 1хti +P{x'<Е {хz} .-
: F(х') +P{,'{в<х,|,

звi.Цки

Ptx'<Е 11сz} : F(х,)-F(х'). (2)

Пpиклaди

1. Б i н ом н и й p o3 п oДiл. PoзгЛянеМoсepiю з reпoслiдo.
Bниx нeзале)I{tIи} Bи poбувaнь,- У кoх{Hol\,ty з якt{x iмoвipнiсть yспi.
xy (п.oяви.подii А).лopiвнюe p. Ko>кна eЛeI\,IeДIтаpIIa пoдiя _ це дeяKa
tloсЛiдoвнiсть yспixiв i нeaдa.Ч B n випpoб\Ba}I}Iяx. .[I.ля кoх<нoi еле.
мeнта'pнoТ пoДiТ o IIoзI{aЧиMo Чёрф р : р (о') Чис.IIo yспixiв в eлel\{eн.
тapнiй пoдii o. Toдi, fiK вiДoмo (див. s 16),

ПiлсyмoвyвaнIrя Bе,цeтЬся тyт пo всix цiлиx k, якi мeншi вit х;зoкpe.
M8, яKщo r { 0, тo F {х) т q; ядщo х } fl, тo F (x) - 1. Гpaфiк
фyнкuii Л (х) _ сxiдЧaстa лiхtifl. Poзглянyтy Beличи}IУ lr TaзиBаютЬ
вI{IIaдI(oвogO вeл[Iчи!Ioю, tllo Doвпoдiлeнa ga 6iнoлцнu,/|4 *аIсD|лoJyI,вI{IIaдI(oвogO вeлlтчиlloю' шlo poвпoдiлeнa ga 6i
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(l)

2. PiвнoI\,lipний po3пoДiл. Неxaй нa вiдpiзoк |аi
bl нa3п{aння I(идaстЬся ToЧKа (тобтo ймoвiрнiсть пoпa.цaн}Iя тoЧки на

дerкy ЧaсTиHy вiдpiзка 
"прorlopltiiirttt 

м ipi Лебега цiеТ ЧасTини). Пp.o.
стip eЛeIvIеtIтаp[Iи}L подiй Q _ |аl b|; S - Це о.aлгебра всix бopелiв.
сЬI(иx lltдl\{l{o>r(и}I вiдpiзка Iа; I,l. [3tttlaдкoвy BеЛининy I BизI{aЧиI\{o

TaK: 
Е (о) =. (l) (с,l € [с; b|),

тoбтo Е _ Irc Tа тoЧI(a вiдPiзttlt |а: t,|, т] яку Пoтpaпv1JIq Kи}Iyтa н'aп4и

тoЧIlа. oчeви,ЦHo, ця фyн кrii'l I}}lм iрllzr. ЗllайДемo функuiЮ..pоЗпoлiлy.
Якщo х 1a' To F fu); P {Е < х}
цЬoмy виIIaдкy неМo}t(JIlll}()l(). I lеx tlЙ х с I-а; b!, тoдi пoдiя t^Е <.x} .oз.
I{aЧal' щo ToЧка ПoTpаllI.IJIil l] tIpOMiжoк [сt; х);:]a yгиoвoЮ ймовipнiсть
такoi пoдiТ Прoпopцilirrа,llов>t<иtli IlЬOГo I1pOМi>кl<у:

F ( х) -* Р tЕ < x} - с (х - а).

,Ц.ля BизнаЧe}I}iя кoeфiшir}lTа пpol]opцiйнoстi с шoклaдeмO х _ b, тоДi

с (b - а,) * P {Е < bI : |,

. l ! пi / \ x_a
звiдки c-* i, oT}t{е, F(х):й . Якщo х}b, To,

oЧeвид}lo' P (x) : 1. oстaтoчtlo
Е лeгкo oб.
ДJl,Я бyль.

n).

Be,IиЧI,lI{и р дo.

F (х): 
l

0 пpи x1a,
'с*а пDи
0_а l

l пpи

a{x{0,
х} b.

Heвaх<кo цoшtiтttти, Щo uя фyнкцiя HeПеpеpBlta нa всiй дiйснiй
oсi. Bеличинy Е, poзгЛя}IyTy B цЬoМy.IIpиKЛa,Ц.i', нaзиBaютЬ BипaД.Ko.
BoЮ BeлиЧи}IoЮ' щo ptвнoмiino poзnodtлrна Н,a вr.Ц,Piзкy |а; bl.

s 24. BлaстиBoстi функцiй poзгIoдi'Iу

Hеxaй Е
Тi фyнкцiя
фyнкuii.BлaсT
н0|o: я'ltlL{o X1

,Ц.oBeд
$23

F (х,)- Л (x') . Р t,' d Е < X,\,,

oскiлЬKи 9a o,HaЧенняI\{ ймoвipнiсть r нeвiД,rмHи]\д Чис.
лoI\{' To F (x,) _ F (ц) > 0. ш

BлaстиBiсть 2. Фцнкцiя pфno1iщ нen;epepвtNа

IJliва:
F(х_0): F(у).

Д. o B е д е.Р H Я. BiзьмеМo ,цoBiльнy зpoсTaюЧy Пo.
сJliдoвнiсть дiйс'Hих ЧисеЛ Щ.1 хz 1 . .. 1 х* 1 r r.l 

.

збiгaeTься Дb 
'с, 

i пoзHaЧиI\tо ilеpез Аn lroдilo {х" { Е

иBiсть l. Фуiнкцiя pшnoliлa в нecnаd.
1 хz, ro F (х') < Л (х,).

е н [I я , ЯI{щo 
- 

щ 1 X2, To 3a фopмуЛoЮ (2I

цo

8S

щс

8S



{x}. 3poзyмi.пo, Щo АtЭ АzЭ... ]) Аn Э... i |1 .{,, :
ll:!

-= И , ,t.oмy 3a l.еoреMoЮ НепеpеpBI{oсTi $ |2

у,'l:* 
(А")..-- Р tФ) - 0,

a 3a (,oрMyлolO (2) $ 23

lim P (А,,,) :::: lirll P {я,<g 1х} : lirп (F(;6) --- F (х,,)) -'l->oo 
: -:',;;- lim F (хn) : F {;: F {х_ 0),

O,I.}Kе , I, (') r ц,Т o) --- 0. Е
. 3oyРa)кеHня. IliлI{olи aнaлoгiЧHo' poзгЛяДaЮчи спat}iy пoсltiДoв-

ttiст.ь .ttiЁtсних lll|ссЛ \ } хz }.... > хn } ..,, щo збiгaеЬься ДО X, i
ЗасТoсOByIоtIlt тс0РеI\4y llсПереpвIroсTi дo lt{IroЖиll Аn: {x { t < хnI ,
Д l станel\4o

3вiдси PtЕdx}:F(х+0).
P {Е -- х) * F в + 0) _ F (х), (4)

oT}l{е' ймoв.ipнiсть набyти oкpеIие 3HаЧення x вiдмillнa вiд }Iyля тoдi i
ТlЛЬKи тoдi, , ОЛLt X е' ToЧкoЮ poзpивy фyнкцii рoзПOдiлy.

BлaстиBiстЬ3, F (-oo) - liln F'(х):0.
'II. o B е д е H н Я. BiзьмеМo,Цoвino,iiйouy гIoсЛiдoв.

ttiсть дiйсниx ЧисеЛ х| } х2 } ... } Xn
|im хo: -Oо, i пoкЛa.ш.eмo /,. : {Е а хnI. ОчевиД[Io'

n-+oо

А|Э Аz:Э .о.:Э Аn:Э.io

N{oЮ t{еIIеpеpвнoстi

lg F tх"):д': Р tЕ 1X,ь} --'lgР (д.,) : P (g} - Q. !
BлacTиBiсть 4,F (*оo):lim F(х):l.
,Ц,o Bе,Ile H н я. Biзьмeмo дoвiльii/Трo.,u}он}i tlo.

сЛi.ц,oвнiсть дiйсниx ЧисеЛ xr { хz{
Щo [T xn : * оo, i пoзнaЧиNilo Чеpе3 .4, подiю |Е > х;|'

Toдi /r Э А,:) .oФ :Э А,' =) ..t i fi Аn: И.3a Teope.
rI-l

MoЮ ЕIеIIеpерB}IocТi

lg P (А"): P (И) -- 0

i дo тoгo )I(

P (/n) : l - Р (,{') : l _ P {g { lin } == l _ F (хn}o

8g

i n АnE- И, ToN,IysaTеopе-
tL:l

ToМy

тoбтo
lg('- F(х")) - 0,

,"im lт (r,,).: l. П

oтх<е, I\.Iи Дoвели' Щo бyль.ЯKa фyнкшiя рoзпoдiЛy с
неспaднoЮ' tlепepepвнoЮ :з.Л iвa i зa.ц.oвoлЬняс ylvIoви

F(* *) ...:0, A(-г oo): l.
BиявляrтЬся, Щo t4, IlaBltаKИ ' бyль.якy неспa,ц,НУ,

HeпеpepBнy злiвa фyнкцiю I| (х), J|JIЯ якoТ F (_.оо) -- 0,
F (**) - l, Mo)t(Ha poзГJl'I/la,I.и_'II( фy*lкцiю poзПo.дiлy
Дeякoi Bипa.Ц.кoвoТ BеЛv1ЧИt|I4 Е. t'ля rrобyлoBll тaкol BI{.

ПaДKoвoТ BeЛиЧ ИьIYI вiзьмемo 3а пpoстip еЛеMеIITаp I-Iиx

пoдiй Mнo}I{и!Iy дiйсtlиx ЧисеЛ: 8 : R i пoзFIaЧиI\,Io Чеpeз
s б-aЛгебpy всix бopeлiвськиx М}Io}Kин Ha числoвipi
пpямiй. Iмoвipнiсть зaДaмo сIIoЧaTKy Ha пpol\4irккаx Bи,Цy
(_m; х) piвнiстю

P ((- *; x)) : F (х).

Toдi P (a) : F (f оо) - l. Для пiвiнтеpвaлiв вигЛяДy
Iа; b) 

. покЛa.цеМo Р (|а; b))

фyнкuiя F (х) несПaдHД, тo ця BеЛиЧиFIa неBiД'eшIнa'
oтх<е, ймoвipнiснy Mipy B}I(е BизнaЧенo ДJIЯ в_сix пiвiн-
TеpBaЛiP uигл яДУ [а; b). &loх<нa ДoBeсTи (див' tl!, Рo3,Д. r,

s |4, t2]), Щo BизнaЧеHy TaKиI\,I ЧиI{oп{ ймoвipнiснy мipy
Mo)I{нa r,циriиIvt спосoбoм IIpoдoB)I{иTи Ha o-aЛгебpy всix
бopелiвськиx М}Io}l(иtl; Tl{М сaMиМ пoбyлoвaнo ймoвipнiс.
ний пpoстip (Q, s, Р). BипадKoBy BеЛиЧИI1у Tепеp Bи3Нa.
ЧиМo так: [ (o,) : сrll ТТ фyнкцiя poзПo,цiлУ, згiДнo 3

03HaЧенHяп,1' l
Fв (х) .*- P {Е <х} _ P ((_ *; x)) : F(r).

3aзначиMo' щo BvIПaДI{oBa BеЛиЧинa Bи3}IaЧаeTЬся
сBoelo фyнкЦieю poзпoлiлy неoДнoзнaЧнo: piзнi випаДковi
BеЛиЧ уIH|4 Mo}I(yTЬ MaTи Ty сaмy фyнкuiю poзIloдiЛy.
Taк' нaпpиKЛaд, нexaй Е нaбyвае з[IaЧення 

.0 i l, кo)KtIе

3 iмовipнiстю +, Ц : l .* Е. 3pозyмiлo, Щo зaB}I{t.и

Е * Ч, y тoй самий Чaс обиДвi велиЧини MaЮтЬ Тy сaМy

фyнкшilо poзпo.ц.iлy

гIpи х { 0'

пpи 0<x{l'
пpи х} 1.

(3)

1оЛ(х): { +r 
t?
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s 25. flискpeтнi i нeпepеpвнi
випaдкoвi Beлич}|}|}4

Hа ПpaкTlrцi 3yс1.piцаю.гься BиПatкoвi ве;tI,IЧ[{i-lI{ ts 0C.
iioB}Iov1y lцBoX t.ltlI iв -_ llисKpеTнi тa }IеIrrре1,lвtli"

flискp9тнi виllaJlкoвi BeЛиЧI{Ht{. BunаОKО(]а вlлIttl,|trra, Е
lt(|,3ttвtIьIILbсJI duск pr:nlнoю, Яtсщo з|tаценнЯ, якt вo|tа, Jуto}Юr
набуваnlu, 

--!/||LвОрlolomb miльrcu скiнченIrу абo lцItслrннa
'urr,o}tсtllill, 'Г{;rяI 

,г0го Щoб зaДaTи TаKy BиПaДкoвy tsеЛ}IЧиHУ,
Д.oситЬ l\[lя кo}I(llot.o 3 Циx Mo)IfiиBиx tнаЧенЬ tsиПаДкoвoТ
BеЛиЧИ|1I4 Е заДаl'lr ймoвipнiсть нaбувaFIHя цЬoГO зI{aЧеFIHЯ

Р1,*.- P {Е =.= xь} (k : l, 2,

T aблиЦЮ ви,ЦУ

,).

(*, 
х2... 

'сn...),
\Рr Рz... Рn.../

де.B llерtltoмy рlДKy с't.o}.l'гЬ yсi п,ro)i.(Jlllвi зHaЧe}IнЯ Bипa.Цкo.
воТ BеЛиЧини Е, a B ДpyГоNty .- ймoвipнoстi ToГo, Щo Е
нaбyвae цi знaЧeнНЯ, НaзI,IBaЮTЬ poзпoДiлом BI.IПaдкoвoi
BrлиЧи}Iи Е. 3нaче[I[Iя X,1, X2, О. . ' X,,, . .. BиIIaдкoвoТ Bели.
чи}Iи It{o>I{yTь бутvl ЯKИNIуI зaвгoдНo, щo,цo ймoвipнoстей
Рн,, TО BotIи всi ДoДaTнi (тi 3}IаЧе}ItIЯ Xp, ДЛЯ яKих Рн: 0,
Moх{нa ПpoсTo вiдкинyти) i, згiднo 3 aксioмoЮ aДиTиBнoстi,
3aдoBoЛЬЕIяЮTЬ yMoBy

Iрo:p(Q):l.
h

HaвпaKИ, Ko}I{}Iа тaблиця BигЛядy (6), B Якiй Xb Xz' ... -piзнi дiйснi Числa , Рь > 0 i 2 pu : l, зa.ц,ar BI{IIaДI{oBy

BеЛичичy Е, яKa п{ae цю ,uёn"цЮ свoТм poзIloдiлoм.
Cпpaвлi, дoсIrтЬ Пol{Лaсти

a* |х,', Xz,..o' X,,,...}, P (хь):Pъ,, Е(xь) :Xh.
oчеви4}Io, 3E тaблицеЮ рoзIlo.цiлy (6) мo>кfia пoбyдyвaТи
фyнкшiю poзIloДiлy BиIIaдкoвoi BеЛиЧиI.Iи

Л(x): I Рьi
х7{х

Цей 3aIIис oзнaЧaё, Щo пiдсyмoвyBal{}.t'l tlollJl{pЮrTЬся t.tа тi
iндeксLl k,,Ц.Ля яKиx X7 { X. Фyнкцiяt poзгloдiЛУ ДисKpеТ.
нoТ BI{пaдкoвоТ BeЛиЧvIHИ п4aс poi]pltвll tlеpшoго poДy y
кoжнiй 3 тoЧott Xh,, пpиЧoМУ, згiДr:o 3 фopмyЛoto 

.(4i,

веJIt{ЧI{нaЁ&:.ff:Ёj'Ji[Tl-, :Ph. (9)
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(5)

(6)

Якщо п{I{o}киrly п,10}l(ЛI,IRI,Iх зIIaЧlгIЬ Е i\,{oх(нa poзTашy-
BaTи B пopядKy rpoсTaшнЯ (цe, ЗoKprl\{a' зaB}I{.ц,и МoХ{Hа
зpoбит,, .onщo I\dЕIoх(иtIа скiIItlеI-Iнa), To гpафiк. Л .(х) яв{oiе
собoю сxiдчaсTy лiнiЮ 3 irr'геpl]aЛah,Iи сTaЛoстi шriхс сyсiл-
нiми зI{aЧенЕIяlvIи Е. Aле y Bt,IПaдI{y зЧисЛенltоi I\4ЕIо)I(иI{И

hiIo}I{лиBиХ 3нaЧень Е сbyllкltiя /: (,) n,o}I{е i не Maт*l itlтервa.
лiв стaлостi (тaк бyд. тtl;1i, I(0./lIl l['I МIIoх(pIна сI(pilзь lцiль.
нa B R). Нexай' IIaТIp}lI{.Ilitll' ве.IIllтIlIIlа Е Мo}Kе нaб5,g aTI4

бyдь-яI{иx paшio}IаJl ll ll I I X :} l IalIlII l',. 3aнyмеpyеMo яIaи},1-

небyль спoс,oбoм yсi p;tlliсltt:tльtti tlI{сJIai Гl, Г2' .o., f n' o..

i нехaй Рн ==: P tЕ -: rIJ :;-.: J*' ЗpoЗy*iлo, LЦo Е r
&оo

BипaдI{oBoЮ tseJIиЧи}IoЮ' oсKiльки ,Е. pu -= l. Усi pa.
k:l

цioнaльнi Числa r ToЧKaN{и poзpIIBy фyнкшiТ poзПo,цiЛy
цiеТ BeличиIII{.

Пpиклa.ЦoМ дисKpетнoТ BипaдкoвoТ BелI{ЧI{}Iи n,Ioх{е бy.
TI,I BелиЧи lА, poзtloдiлeна зa бiнoмним зaкoнoivI (пpиKЛaд
1 $ 23). PозгЛЯнeп{o ще oдиFI Ba}Iиивий приклaд ДисKpеT-
нoТ BeЛиЧиI{и.

ПpикЛaД. 3aкoн Пyассoнa. Гoвopять, щo BиIIадI(oBa
величйна Е poзIloдiлeнa 3a зaкo}toм.Пyaссo}Ia, яI(що Е нaбyвae тiльки
3нaueнь 0, |,2,...7 3 iмoвipнoсTяIl,lи

Ph :P {в : k}: .}u- e-l (& -- 0, l, 2, с . .)1'_lГ-
дe l,

нa.

t7)
> 0 * стaJIa" Нева}I{кo пoмiтитИ, Щo yNIoBa х Ph: l

Ё-0
Фyнкшiя poзпoлiлy, gгi.цнo з фopмyлoЮ (8), мae BиглЯд

t Y ?'k. е_1 пpи x } 0,
F (х) : 

| #-l!- 
* ttуrr t| - v,

( 0 гIpI{х{0.

BI{кoнa.

(8)

HепеprpвHi випa.цI(oвl величиtII{. BипадKoBy BелиЧI{[Iу
в }IaзlrBaloтЬ [IеIIrpepBIIo}O' яKщo iТ фyнкltiю poзtloдiлy
п{oжнa IIoдaти y BI{гляд1

F1х7- f p$)dt,
_oo

дr p (х) * [IeBiд,емна фyнкшiя, Щo зaдoвoЛЬ}Iяс

T pФ)d,х:l

(10)

yMoBy

(t t)

(gа цiei
Фyнкuiю

yI'I!чи BиKoНy€тЬсЯ piвнiсть F (+ m) : l).
p (х) IIaзI{BaютЬ щ i л Ь FI i с т ю р О 3 ТI o -
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ДiЛy i4MoBipIIoсTей" 3окpеIvla' ЯItщO F'(х) Дpr.

феpенцiйoвнa пpи всix x i Пoxiднa iТ oбмФItеFIa, To Bипaд-
кoвa BeЛиЧи[Iа [, IIеtIереpB[Ia i мaс щiльнiсTЬ-рoзtlo.Ц.iлy
p 

Ч ;f,"$};,. llеtlepеpвнoТ BI,IпaДкoвoТ BеЛиЧини бl3.
пoсepeДнЬo BI{П.ПI,lI]а€ рiвгliсть

Якщо f;, - ltеltереpвнa BипaДI{oBa
цiя poЗllo/li.lly I: (.v), згiДно 3 (10)'
бyль.Яtl(oгo .Y 3а (,opмyЛoЮ (4)

P {A -=. f} .'= F (х _]- 0) - F (x) _ 0,

тoбтq ймoвipнiс.гt' rraбyвaH[IЯ I.IеПеpеpBI{OЮ BиIIa,цKoBoЮ
BелиЧиЕIoЮ бyдo.,I ltoГo OKpt}МoГo 3IIаЧеlII{я Дo.Piвнюr. нyЛЮ.:

3вiдси BипЛI,tBaе' шlo IIЛ'| IlеПеprpвнoi BиПa,ц.кoвoi
BеЛиЧI4I.IиI Пpи бyль.яI{Иx X|, х2 MaЮ,гЬ мiсце piвнoстi:

P {",{ Е1х,}: P {,,< Е €х,} =.= P {,,<Е{x,} *

==P{х'{Е{x,}

P{,,<Е<xz} * |p@)ах.
;,

:- ( pk\dх.
J r \.-tn
X1

BелиЧиH?, To ТТ фyнк.
HеПеpерBI{а' ToМy. ДJIЯ

' ПpиKлa,ц rrепеpepвноi BиПa.цковoi tsеЛиЧи}Iи дar цi"дo.
Mipнo poзпoдiленa BиПaД.KoBa BеЛиЧи[Ia (пpикЛaд 2 $ 23).
Ш\iльнiстю poзпo.ц,iЛy .Ц.Ля цiеТ BеJ!иЧиHИ, oЧеBи/цHo, r

r | -,
p (х): J * Пpи хС(а,; b);

[ 0 пpихft(а:b)"
НaведеMo щe ПpИKIIaДи HeпrpеpвHиx BиIIaдKоBих BeлиЧи[I.

Пpиклaди

l. Hо.p п{ aл ьн ий p o3 ш oдiл (aбo poзпoдiл 3a заКoIlCМ
Гаyсса). НopмaлЬ}IиI\{ нaзиBaeтЬс,я poзIloдiл, шiльнiсть'tкoгo дopiв.
}IЮe

(r2)

( l3)

.- t;

Дe сI _ дoвiлЬнe' o } 0. Tеоpeтикo.ймoвipнiсниfi сп,tисЛ llapaметpiв с,
o бyлe pogгдянyтo пiзнiшe. I1еpевipиIuo викoнанIlя yl\{oви (l l). 3pо.

6ивщи вaмlнy 
*'*# : l, дiстaнeмo ($ 2l)l' oY2

eРnф(r-4)t.ф|| l r" -ъi; I

l r{x)d,х:fu I' тdx-W 
S e-t,di

r*b ' 
-.ф :lО

e0

3 rropшr aЛr..I|ип| 3uiito}Ioivt l)rl jlltl.1i..l\' rIll u\е ДeoдI{oрaзoBo з-i:СTРiнeMoся.
Фyнйшiя (13) Ntar NIaк.сиi\4yI\4 lll)}' .t : A,.'гpaфiк ii poзмiщ."TT сиIvlеT-

риЧнo вiднoснo ПpЯlИof x : с i мас вiсь or aсI{I\,IIIтoтoЮ. Гpaфiк щiль.
нoстi нop}IaЛЬFloгo poзподiлy lrpи д == 0 i piзниx o [IaBeдeI{o нa
рt{с' 1 1.

2.3aкoн Koшi.
II[iльн lсть poзполiлy дЛ'I
IlЬoГo 3аI{oнy Bll3HaЧB€Tlr.
ся фоpмyJloЮ

Ip(х)-.@.
3pоз1,цiлo, щo yМoва (l l)
B и кo}I aн a.

/[искpетниn,lpt i tIе-
IlеpеpBниMи BипaДKo.
BиI\4и BеЛиЧиFIaМРI }Ir
BРIЧеpIIyЮTЬся всi lvloхdЛивi Tиt]и BиIIaД.KoBиx BеЛи.
ЧI,lн. [.IaпpI4I<JIaД'' BиПa.Ц.кoBа BeЛичинa i\,ioх{r IIoBoДt,ITl4

себе B oдtlих iнтеpвa[Iax яI{ }IеПepеpB}Ia' a B iншrиХ
яK ДисKpeTFIа. Aле iснyють BиПa.ц.кoвi велиЧиHи, якi
B }t(o/lнoМy iнтеpBaЛi не е нi дискpеTlIиMи' rli неПеpеpBI{и.
Mи. ЩтaкзBaнiвипаДкoвiBeлиЧиHи си }Iгy Л fl, p н o г o

FUT

l

-J *2 -l 0 I 2 3 I

Pис. l l

r-
г-]

219207 A2526,r u

т I7Тт9 т7777 , t

Рис. |2

I

I
г.1rl

L\
0
J.
4
l.
a
J.
2
J
0
I
a
L
6

0

гl

tl
| 2 | 27 A t

777i т T7i7i т

т и гl y; фyнItцiя poзпoдIлу F
нa гIpи всiх х' aЛе g :

d,х

(x) тaкoТ велиIЧИIIИ' }IеIIерерB.

0 мaйхtе сKpiзЬ' Haвеtrl\do

IIpиI(JIaд TaI(oТ фyнкшii poзпoдiлy. Hехaй F (х) - 0 пpи
х { 0, Л (x) т l пpи х } 1. Нa iнтеpв aлi (0; l) фygкцiя
F (х) бyдуетЬся IToстyПoвO, Пo KpoкaХ. CпoчaтI(y подiлимо
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сег[,IeнT [0, t l Ha TpI{ piвнi Чaсти[Iи: /о. +l. /*. +.l.vt....д.. 
\"' 3 J' \ 3' 3 J,lq l 

ПoкЛа.цеMo F(,r}- =i*' -Т1.Два(.г' 
'j 

i пoк.lадеI\{o F {,.r;,) _ + гIpи хL 
\ 3 , 3 l

кpaйнi сегмеll1'Il :JIIOBy pозбивarlylo нa Tpи piвнi ЧaстиI{и
i нa BIryTрiltlllix tlас.ГI,tFI;tx Пol(ЛaдаrМo вiДпoвiдно Л (х) :

I __- tl 2l:.^/\ 3 _17 gl

Чoтиpи кpal:irr i СсГN4е[ITИ, щo 3aЛишИЛI4cЯ, Пo,Цiлимo Ha
Tри p iвн i чaсTI,l Il l,I t<o>кний i нa BнyTр iш.тнix сеГvlенTax

беpепlo F (х), ш{O llopiвtitое Biдпoвiднo +, +, +, +
(пpoueс пoбyдoви с|l1,llкцiТ на цЬoмy кpошi зoбpaхсеtlo нa
pис. |2). ГIpодoB}кyloЧI,I цей пpoцeс' Mи Bиз}taЧишilo F (х)
нa 3ЧисЛeннiй N4нo}l(ltlti сегN{eнтiв. У тoчl(ax, ЯKi не [IaЛe.
}I{атЬ 'Д.o циx сеl.Ivlеt tт itt, ,цooз}IaЧипlo F (х) 3a I{еIIерерB.
нiстю. Cyмapнa ДoB}кItlIa TIlХ сеГf\{еIt.гiв, Hfl яKиx F (х)
r стaЛoЮ, .Цop iвнtoе

+ o.. Е

Taким чинoI\4, фyнKцiя F (х) HепеpepBHa пpи всix х i
F, (x) : 0 мaйже сKpiзь, oтrкe, Л (x) (poсте> лиtI]е FIa I\{нo.
)Itи[Ii лебегoвoi мipи }IyЛЬ' aЛе без стpибкiв. Гpaфiк
фyнкuii F (x) вiдoмий пiд нaзBoЮ кpивoi Kaнтopa.

}Iaдал i poзг,IIяДaTиNIеI\{o ЛиIIIе дискpетн i i [Ieпеpеpвнi
BиIIа,ц,кoвi BrЛиЧиtIи.

Bпpaви

-l. .Цвiui цiдкидаIoтЬ l\{o}Ieтy. oгIисaти пp-остip eЛеIvleнтapниx IIo.
дiй Q. Нexaй Е (со) _jислo Bи]IIaдaнЬ гepбa.-3нaйти зaкoн pЬзпoлiлy
BиIIaдкoвoi BеЛиЧин, Е. 3аtlисати Bиpаз ф1rцкцiТ poзпoдiЛy i пo6yдy.
вaти Тi гpафiк.

2, Bипaдкoвa BеЛиЧинa Е чaQyвaе зI{aЧeI{HЯ 0, l, 2, 3 з iмoвip.
l{oстяI\,tИ, Piвними вiдпoвiд}Io 0, l; 0'2;0.3; 0,4, 3aписaTи Bиpaз i пoбy.
Дyвaти гpaфiк фyнкшii poзпoлiлy вeЛI,tЧини Е.

3. 3дiйсHЮЮтЬся IloсЛiдoвнi нeзaле}l{lti випpобyвaння, гIpи Ko)I(.
Ho}ty 3 ЯJ{!rx iмoвiprriсть yспixy (настaння подiТ /) дopiвнюе p. Bи.
гIpqбy.Еaн}Iя IIpoBoдятЬся лo пepш.oi.o yспixy. oписaти llpoстiр елеa,ie}I.
тipнйx цoлiй Q.П9-знeЧиn4o 1epЪз Ё (с'li uдlслo виhpoбyвaнь, зд.iйсне}Iих
пo пёpшоi пoяви пoдii .4. Пoкhзaй, щo BI{IIaДкbвa BaЦI{Чи}Iа Е роз.

92'!

*+r.++4
==+('* $+

I:-г

+ ...):
++8'+
(+)'+ (+)'

I

--т-: 
l.

1-3-

tто,цiлeна зa 3aкoн0}.t

Pн.-.- P {t "= .b} : (l _ p)k p (&:0, l, 2, . . .).
Цeй poзпoдiл }IaзиBаЮтЬ ?еo14ff|l рItttt|tl.||L poзnoltлalуI з парa}Ieтpol\{ p.

4. L. }tПаflKoвa BeЛI,lЧI4Ill'r I po:}Пo/{iлена зa ге.OMетpиЧHи,l\{ зaI(o}IoN]

3IIaраМeTp{iNI p (див. впpапy l3)" 3lrаliти P {Е < 2} i Р {Е> 2}.
5. Стрiляlоть в цiлЬ ll() ll('l)llIOГO вЛуЧeння. BлyЧeн}lя Пpи piзних

пoстpi,3* _ HезaЛr}I(нi псl,ltii, iiмсltliplliсгь BлyЧ.еHtiя.Tpи ..кожнOI\{у
пoстрiлi - p, oписaти ПРtlс,гi1l е"uеMеll'гelptlиХ подiй Q. Hеx aЙ Е (оl) _
ЧисJJo зpоблeних IIoсTp iл iв. ()б.lll(..ll It.I'и 1lo:згtоltiЛ BиIIaДкoвоТ BеЛиЧинI,!

Е (сo).
6. CтpiлeшЬ tIi') зtиill.itltlI'l;( мас 4 rlal'рOllrr i стpiляе в Цiль Дo Itеp.

I.IloГo влy.ie.ншя. Iмoвiрrliс.l.t) I]JIуrIсlll|'l- ]lр[I .oцIl9М.y Пoс1.рiлi 0,7.. oпи.
сaти Пpoстip е;lемеl-l'гill)lrIrx utlДiЙ Q. I lrхаji Е (,) _ ч!tсЛo_ пppп,1aхiв.
3нaйтй pозпoдi"lr I]иПa.цкtlвoТ t}еJltlrlllllll Е. oб.lttслити P {Е < 3},
P i2 < Е < 4}. 3аписаtтpt Bираз фy''кr1iТ po:JПo/li"rly тa пoбyдyвати ТТ

гpaфiк. _7. Poзв'язaTи гIoIIеpе,ц,н}o за.Ц,aЧУ 3a yMoBИ, Щo стpiлешь Мaс' n IIaT-
poнiв i ймовipнiсть BЛyЧеHIrя Дopiвнюe p.- 8. с n зaгoToBoK ДIIЯ пeвнoТ дeталi. Iмовipнiсть BигoToвЛення
сTa}Iдapтнoi 'цетaЛi iз зaгoToBки .Цopiвrlюr p. 3нaйти зaKoH poзпoдiлy
ЧисЛа f загoтoвoK' щo зaлиIIIaЮTЬся пiсля BиГoтoBЛeння пеpшoТ стaн-
.цаpтHоТ .цетaлi. 3aпи caTИ Bиpаз фyнкцiТ poзпo.цiлy._ 

9n Bипa.цкoBa BеЛиuинa [, з щiльнiстю poзпoлiлy

p(x):{^ 1,, no' х10,
| х,-n' Пpи х } 0

HaзиBa€,ться poзпoдiлeнoю зa noKатHtIKoвttJ|а lа|сot|oЛ{ 3 llapaп,Ieтpoм l,.
a) 3нaйти фyнКЦrю рoзпoдiЛy Пoкaз[Iи5oвo poзпoдiлeнoТ Beличt{ни тa
пфyдyBeти iТ гpaфiк; б) oбчислити P { Е > x} .

l0. Якi 3 lloдaниx lIи)Kне фyнкцiй e фyнкцiяtl,lи poзIloдiлy;
3l

a) F (*) '- -Г * ы aгсtg x;

1 o' x{o'
6)F(х)-t+,0<.r<2,

I t, х}2;
[ 0, x<0,

в)r'(x):{ ,: .' х}0;I l+)с
г) F (*) : e_* 

_";

[ 0, ,с<0'
д) F(*):{l_ l_..'., x>0..tх
l l . Ш\iльн iсть poзпoдiлy BипадI(oвoТ Be.rIиЧиHи Е дopiвнюe

p (х) : o"_Iъ1х| (h > 0). cбчислIln|4i a) коeфiuiент аi б) фyнкшiю
poзпoдiлy Е; в) пoбyдyBaTI4 гpaфiки щiпьнoстi poзпoлiлy i фyнкцiТ
po3IIoдiлу.. 

|2" BипaДкoвa Be/I l4ЧИг.a t шaзивaeтЬся curие|npuцI7ОIo, якщo фyнк.
шiТ poзпoдiлy випaд.Koвиx B€,T}lчин.€ i _Е збiЁафтьcЯ. CфoрчyлЮвa.
ти yп,toвy сиMeтpиЧtloстi випaдковoТ велиЧиH}l: a) в тepмiнаx фyнкцiТ
poзпо.шiлy; б) в теpмil{aХ lцiЛьнoeтi poзпoлiлy.

93
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l3. BипаДtiова велиЧиIl;l g 
р iвношtipнo рoзIloдiленa: a) Iiа вiдl"

рiзкy [_l; l]; б) на вiдpiзкy [.*l;3]'3нaйти вoбox виIlaдкaxфvнкщfю
poзпo,Цlлy випaдкoвoТ велиЧt,тJ!l т] : l Е l.

14. Bипадкoвa вrJIичиlIа Е Тvlаe шiiльнiсть poзполiлy p tх} *
II: ;гТ;т. 3нBйти: а) стaлУ а| 6) фyнкuiю poзпoдiлy. oбчиелити

P {в> l}.
16. Щiльнiсть 1loзподiлy вI{падкoвoТ BeлиЧиIlи Е дopiвнюe

(

l ссоs,t гrpи *-Г{я€Т'
p(х): { ,.т,

t 0 гIpиlxl>l-;
a) зшаЙти cTaЛУ а; б) зttaйти фyнкuiЮ poзIioлi"lly Л (х) тa trобyдyilaT.и

гpaфiкифylrкrцi k p (х).r.а F (x); в) обчисли',п {о {x< +}t "t)
16. Il{iльlriсть pсlзподiЛy BипaдкoвоТ BеЛиЧиI,Iи Е дoрiвнюe

[ 0 [Ipи x{0,
p (х) -..t o" ПpII 0 < x { 2,

[0 IIpи х}2; 
l

a) знaйти сTаЛy а; б) знаliтlа фyнкцiЮ poзподiлy r. @) тa пoбyдyвaти
гpaфiки фyнкшiЙ p (х) тa F (х).

17. Щiльнiсть poзполiЛу BиIIа.цковоТ BеЛиЧиЕlи Е Доpiвнюe

p(х)-(3х'гIpи 0<x{l,
i 0 гIpиx{0ir}l;

a) знайти фyнкцiю рoзIloдiЛy тa пoбyдyвaти ТТ гpaфiк; б) oбчислити
ймoвipнiстьP {_l <Е<0;5}. 

.

E 26. Бaгaтoви^^ipнi випaдкoвi вeли чу|I|'|

[випaдкoвi вeктoP}l|

Hexaй Ha ймoвipнiснoмy пpoстopi (Q' s, Р) 3aдaн0 n
BиIIaдкoBих BeлиЧин

Еr : Е' (o)' Е, : Е, (со)' , Еn: Е,' (o).

Poзгля.цaЮЧи Е,, Ё,, ..r' Е,, як кoopДИНaTи тoЧIdи (вектоpa)
n-BI4NIiрногo eвKлiДoвoго l]poстOpy R', fuIo)KHa скaзaTи'
LЦo I{o)KI{oп,Iy о ( Q пoстaBЛеFIo y BiдповiДнiсть |1,-BI4N|ipниfl
BекTop (Е', Е,, .. . ' Е,). Bектop (Еn , Е,, .. . ' Е") HaЗИBaЮTЬ
BуШaДKoBиM, a6o n-BI4NIiprloю BиПaДКoBolo BеJiиqI,IЕIoЮ.
РозглЯI{еп{o Пoдiю tЕl 1. хt, Е, 1 хz' . . r ' Е,, { хnI ;

щo пoлягae y BиI(oнaHHl Bсlx 3aПIILaHI,Iх y ДркKax Hеp1B-
нoстeй. oскiЛЬки цЯ пoдiя r Дoбy.гKoм псlдiй {t' < х,},
{Ё, < хzI , ...' {Е" 1хn}, якi HаЛe}кaТЬ llo CI,.алгeбpуl s,
тo t4

9d

{$1 {xr' Е, {#g, , 8,, 1Xn} с s
s5

\

пpи бyль-ЯI{их Дiйсних X|, Xzn ... ' Xn, oтхсе' Bи3НaЧе}Io
ймовipнiсть цiеi пoдiТ

F (х', X2, .. o ' Xn): P {Е' {Х1, |,{x2, .. . ' Е, < Xn}.

Цю фyнкцiю вiд n змirItIl,Iх llaзиBaIоTЬ функцiсю poвпoОiлE
вunаОкoвolo веKmopа (Ё', Е,, Е.,).

фop*yЛЮrl\{o дeякi BЛaсTивoстi фyнкшiТ poзПoдiлy
багатoBиN{ip нoi Bl,Iпадl<оnoТ BlЛ |1I||4[Iи. Д,oвoдяться цi
BЛaстивoстi TaK сaмo' 'll( 

i y BlrПaДKy ОДнoBимiplroТ Bи-
ПaдKoвоТ BеЛиЧI,II{И ($ 24); ПpotlolryеI\лo цe зpoбити Читa-
чевi.

l) Фyнкшiя poзtloДiлy € llесПaДt{olo t]o кo)кнoшIy apгy.
il{eнтyо ..

2) Фyнкцiя рoзtlo,ЦiЛy I{еПеpepBtla злiва IIo кo}I{HoIvIy

apгyMeнтy.
3) Л (+ oo' + oo' ...' f oo) - l.
4) lim F (х,, X2, ...' хn) _ 0 (l < A { n) пpи 6yль-

.r&-)-oo

якиx 3нaЧeнняx Xi U,* k).
5) lim F (х,, X2, oО.' х) e фyнкЦiею рoзпO.Ц.iЛy

хk+fm
(n - l)-вимipноТ BI4пaДкoвoТ BеЛиЧини (A', О.. ' Еа_r,
Еа+r, 

.. 
. . t Е,.). Це BиIIЛиBаe 3 тaкоТ фopмy ЛИ, ЯKa.ЛеГKo

пеpеBipяеться 3a дoПoмoГoЮ al(сioми aДI4T|4Rнoстi Ймo.
вipнoстi aбo TeopeNII{ t{еIIеpepBrIoсTi ($ 12):

lim F (х', Xz,
rn.+f оo

, Xn): lim Р {Е' {Xу
x1-+f oo

.' Е"{хo\:PtЕ'1Xу irr; Еt-r{
1Xn_|t Еu+' 1Xp+t, o .. ' Е., { Xn\.

Poзгля нeмo' зoKpеMfl ,,.цBoBI{мip tly BиIIaдкoвy BелиЧиtIy
(Е, Ц) 3 фyнкцiею poзtlo.цiЛy F (х, a), Bлaстивiсть 5) дar
sl\лoгy знaйти фyнкцiТ poзпo,цiлy oKpeMpIх кoмtloнeнт Е i n

Fg(х) : lim F (х' a}' FnU) .-= lim F (х' a). . (l4)
y+** x+фoo

Пoвoд}I{еtII{я Bипaдкoвoгo BеKToрa' яK i y випaдKy oд-
HoBиIuipно3 Bl4пaДкoвoТ BeлиЧиHИ, Мo)I(нa {apaцтepизy.
Baти нe тiльки 3a .цotlol\jloгoЮ фyнкцiТ poзIlo,цiЛy. 3 дея KI4.
Mи iншими спoсoбaшL| ЗaBДaНI{я BиIIaдкoBoгo BeKтopa IvIи

пoзнaйoмимoсЬ y випaДкУ BI4I7aДKoBих Beктop iB дBox
oсtloвllиx типiв _ ДисKpeт[Ioгo тa ЕIеtlepepвI{o.гo. Пpи цЬoмy
ДJTЯ IIpoстoTи зaписiв oбмехtиIvloся дBoвиМip HI4|\ЦI4 BklпaД.
I(oBиMи BeЛиЧиI{aMи, тoбтo BИпaДкoМ n: 2.

ffискретtli випaдкoвi вектopи . ,Ц,вaвulltpну вunаОкoвg
велItчuнu (Е, Ц) HаluваЮmb duскpеmнoк), ,q|{щo /уt|tтэ|сuнсt 3н&"



lr

цrнb, якi вОttu lуIulсе нu6цrltu, t' сltiti'Iеt"t.нoto сl6a уцttcлr1ltlуto.
.Ц.ля laДaI{FI'I /lIIсI(pеTtlоТ дBoвlтьt iprlоТ вI,lпа/tкoвoТ BелI,IЧи.
tIи дoситЬ 3адаTI,r ТТ п,rох{JII,Iвi знaцеHIIя (х,, у,) i ймовiрнoс.
тi кox<Hoгo З ttl4X Рit,: P {Е =l Xt,Ц: !!|,i . 3aкoн poзпo.
Дiлy таксlТ li('.i I иЧl{Itt{ fr4o}l(е бутll Bиpажеl tt,tfl y вйглядi
тaкoТ тaбшtlti .t /ll]oмa BхoДaN,Iи (u нiй Дaнo Пoз[IaчеЕIIlя

\

Рt
h

::: 2 n,u)t

Ut ЧlPztPп

РizРzzРtz

Pit

Az Qп

Uн Pth Рzh" Qн

Рt Pz Рi

3 aксioми aДI4TkIBнoстi BиtIлиBaе, Щo

Pt: I Pin: Е P tЕ * Xil !] : Uн} : p 
{в : хtli

hk
all/.aЛoгiчнo

Чь- P{ц -Uьl .

Taким ЧиI{oм,.iмoвipнoст i {p'} зaдaЮTЬ poзгIoдiл випаl(I(o.
Boi BeлиЧ I4HиI Е, a {qul * poзпoдiл BtIпaДкOBoТ BeлиЧ I4HI4 ц.Пpи цЬoDIy

2p'r-xРl:I{n:l.с,h t k

HепеpчPB}I{ Bипa.цкoBi вeктopи. Д,вoвuмi,pну вunлОювg
вeлuцuflg (B' Ц) наiluвшomb нrnеpepвItolo' якiцo"iснgв mакn
фaн*Цiя p (х' ф, Щo фaнrцiя poзnoiliлу F (*, ф ilанii вunлт.
|сoвoi веtluцuнu lnaнсе буmu fuа,nuсана a вueлif,i

(r 6)
ху
Pt'JJ

-Oo -OO

06

F (х, у): p (u, a) duda.

$7

Ф5rнкц\ю p {х, ц} FIaз ИBaI(ltl ' !'tцi,laн{сrruu рoзrtoai,,.ц tLмoвip-
N1с-{Twit вuп,аdкaвoeТ вrvmОр(t l'€, ,Il). I1рr,i ЦЬОluУ

-qЧ({'Jr =* ;) (Хl у}ОхОц

B ToЧKaХ }IeпepеpB[Ioстi (lу lIl(rtiТ 1l (r, !!').
3 oз нaЧel{н я l]liЛ Ь I Ioс,г i 

1 
l rl: } l l (Ul i л y б(';.l П0(.e рrД}ТIэrЭ B I{ ПлI{ -

BаЮTЬ такi Тi BJIacTИвсlс.l.i:
1) p (х, Й > 0 Пppl tlсiх х' a|

Ооo

g) t I P (х, ф сtхdlJ :хl I; {16).J

s) ;; G -- дoвiль*la oблaсть y ltлоtЦитli хОу, To

P{(в, n)сG} * I$, Ф,Йdхdу
G

(17)

(18)

(якшo G * пpяMoKyTник iз стopoн aMИ, ПflРa.IIеЛЬrItIN{}i

oсяl,I KoopдиHaт' To Ця фopмyлa безгloсеpеДHЬo BиIIЛ},IBaе

3 oзнaЧення фyнкЦiТ poзпo,цiлy i piвнoстi (l5); яKщo G *
.цoвiльнa oблaсть, To тpeбa ТТ.пoкpити сiткoю Пpя\4oKyт.
никiв i saс.тосyвaTи CTaндаpтI{1 Mlр!(yBa}I}Iя lrlтrгрaЛЬ}toГo
числеI{}Iя).

Якщo, зокpеМa' p (х, Й rleПepеpв}lа y точцl (х' g}' To 3

тoчнiстЮ дo HесKiнченнo vlaЛих BиIIциХ ПoрядI{iв матl{t,{lhлО:

P tх<Е 1х4-dх, и<ц{ a +dуI: p(х'aidхсf,g"

3нaючи Щiльнiсть poзtlo.ц.iЛy ймовiрностеpI p tх, у).ц.вo-
вимipноТ BИЛaДкoвoТ BеЛиЧИIlkI (Е, Ц),, ЛеГI{o 3HаЙти шtiль-

нoстi poзIlo,.цiЛy )IЛЯ ТТ кoмПoнеI{T Рц {х) тa.pn tЙ. Справдi.,
згiдно з фopмyлaпilи (l4), фyнкцiя poзПo.цiЛy BиПaДковсlТ
BеЛиЧини A Дopiвнюе:

Fв (x)

gвiдки

aнaлoгiчнo

т 
'-дs6fl

pьФ) : ,oi=!l : [ Р Ф, a) d,a; (t8)

G9

/\ fp'lT) \ ptu,Йdtl'
.)

6ф

; lim F (х, a)g+**

х, оФ

PT: \ \ p(u,alduda,
JJ

F-оо *оo
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Пpиклaди

l. BилaДкoвий вrliтop (Е,.n) називaеTЬся рiвнoмipно
ItиI\4 в oблaстi D с Il2, яrкrito]Щiльнiсть poзпoлi,y ir.,,я Ilьoгo

p(х, л:{,^ 
гIpи (х, g)с.D,

tUгIpи(х,лfD.
3найдeмo BелиtllJlly стаЛoТ с. ПoзнaЧиМo Чeре3 р (D) пЛoщyi, згiдtlо з yl\4()tl()I(i (l6), дiстaнеМo

oo oo

l :::= \ { P Qс, !) d,хdу :
о) ,l_oo *оo

зв iДси

Pg (х) :

t - 
I-vч pp) О

Якщo G с D, To 3a фopмyлoю (|т'1

P{(Е, Ц)€G; : I|,.-, фdxdу-QIIo'o!:сI1 (G)* р(9)
-G G 

-г-\ p(D) '

тoбтo ймoвipнiсть ПoтрапЛяIlllя ToЧки в oблaсть G с. D дopiвнюe вiд.HoшeI]нЮ ПЛoЩ oблaстеi4 G i D. TакиM Чинoll{, y зaдачaх нa гeoluетpич.нi ймoвipнoстi ($ l3) ми gaЛI4 сПpаBy з piвнoм,ip"o рoзIloдiленими ви.
II адкoB I4N|И BeкTo p аIl4 }r .

2. .Цвoви,мi-гнa виIIaдI(oBа вeлиЧиFIa (Е, ц) нaзивa€тЬся нop].а/|b|ropoзnodiлеt^oю (,.бo poзпoдiЛенoЮ 3a HopмaЛЬгIиM зunonoйi; ;йio щiль.нiсть ТТ рoзпoдiлy.мae тaкиfl ви.,"д'
p(х,Л:

l тj,'г(ff-2pw-#]
__ \ "! ' o
- 2tтo,o,уЙ Е

1r эl
Дeа', b 

-.цoвiльнi, or > 0, 02> 0, _I < p < l.; тeopетикo.ймовipнiс.ниil сI\{исл u::'::.lry1гjri 6уд" uЬ',nouлЁнo пfзнiшiе' П;;;.*o, щoкoх(Ha 3 кoп,Iпoнeнт Е' Ч e випaдI{oвoЮ вeЛиЧинoЮ' яI{a рoзпoдiлена 3аoдн oB ишl i p н им }I.opМ aл ьЬим 3 a I{oн oм . з н u il;*;, ;; Г|p L|KrIa.Д, щ iл ьн i стьpoзпoДiлy ймoвipнoстей,цля BипaДкoвoТ 
"елиuiu;;.{' 

.а;iй;Ъo,*,.
лoЮ tlB]

PP
\ \ сdхdg - cltr (D),
VU
D

P

J p(х,Лda-

д1стaне ilIO

pозпоДiле.
лорiвнюс:

oблacтi D

(х*а)z

oо t ( у_b _o "_o \,(' zrt*081 \ o2 o1 ) do:)с
(х-а)|-----

| 20i

o'| 2lт

e
2.1

oо

t. c__t, сIl
'l

Aнaлoгiчlto ,цoBo.ц}IТЬс'I ' Щo

_ (ц-b|,

| 2o"2on\):mu '

тo6тo кoх(}Iа 3 Bипa,Ц.KoBиx BеЛиЧи[l Е i ц poзпo.Itiлeнa 3a Hoрш!альtIиг*

3aкoнoM.

s 2т. Heзaлeж}|iстЬ ви]laдкoвиx BeпиЧиl|'
Кoмпoзицiя зaкo}liв poзпoдiлу

Пoняття [IезaЛе}t(}IoсTi випa.Д.кoBиx велиЧИH, яK i пo.
tIятTя tIезaЛе}кHoсTi пoлiй, вiлiгp aс 3HаЧнy poЛЬ y теopii
ймoвipнoстей.

o а H a Ч e H гI я. Bипa,цKoBi величи}Iи Е,, Е,, ...' Еn

нa3иBaЮTЬся Hе3аЛе)I{[IиMи ' яKЩo

F(*,, Xz,...' хn)

Дe Л (х'',. х,, ... ' хn) _.фyнкцiя po.:]П.oД,i*y n-BI4N|ipнoТ Bи.

паД.KoвoТ BелИ.|ИНИ (F,, Е,, '..l Е..), Fh (,з) ^ фyrrкцiя
рoзПoДiЛy BИПа/tковol. tsеЛ |4|Iv|I||4 Еа (k :: l , 2, . . . ' n) .. 

Г)oзгляHегt,Io oI( pеi\4o Bl,IП aДI<v1 д.исK peTниx i нeпеpеpB-
[Iиx BеЛиЧи[I, oбме}t(yЮЧИсЬ ЦJlя ПpoсToTи зaписiв Bипa.Д"

KoМ n: 2. ' ..

Якщo Е, Ц - д.искpетHi вl,tпaдкoвi BеЛич:r4ttl' тo lx Н€.

3aЛе}I{нiсть o3}IаЧal' щo Пpи бyль.яI{иx i, k
P tЕ _ Xi, Ц : aн} _ p {в х)P {Ц : UнI, '-Ч--j

Hеxaй Е, Ц _ I{eзaЛе)I(нi непеpеpвнi виПaДKoBi вели.
tIини з фyнкцi.ями poзпoлiлy Л5 (х), F'.(Й- i щiлЬнoсTяivlи
poзпo.,цiлy ймовipнoстей Рь(х)' .Рц(a); F (у' a\ i p (х,

tл.: фyнкцiя .PoЬrrодiЛУ i щiльнiс:ть рoзпoдiлy ДвoBимiр-
нol Bипa,цкoBol BeлиЧи}lL] (Е' Ц). Toдi 3a oзнaЧенHяIvI не-

3aле}I(нoстi
(2 l)

9e7tf

F (х, Й : Fьk) Fц(g);



лифеpенцirо}oЧи цЮ p iвН lсТb llo х i гtо U, z{iстaнеД,Ic:

.а,{ ("::tn-: 
Л; (x) Лn Q/),aх0у . l

тсlбтo l

Р (.х' !l} : pg (x) Р'1@) Q2\
HaвпаKИ,.yI\4OtJа (22) r, дoс,гaTнЬoЮ ДЛя шезaJIе)I{lroсTi ts},I-
IIаДI{OB}IX BеЛtItIиtl Е i ц. Справдi, яKЩo yп,{oBy (22\ BIIKO.
Haнo' тo :Jа фоpt\{yJlоЮ { ] 5)

F (х, U)

IЕЕ f Рвfu)du I pn@)da

- 
(х._а)8* _ (g-b)r-

zoi

Е t dх t Р(х,Фdу.J.)
нCХ) *-Сlo

3pо6имo y BнyтpiшrrЬoмy itl't.сll.l)zlЛi зaмiнy U : Il * X,
пiсля Чoгo змiнимo ПOl)'utolt ill't.еГpyBаl{Hя

Ф(e)** 
.[ 

r1х I |t(х,u*х)dtt
zц)
( du t Р (х, lt _ х,) d)с.
JJ

Toмy oД.rrоBимip HА B?|.

пaдKoвa BеЛиЧИНa L:
: Е + rl Maс щiльнiсть
poзIlo,ЦiЛy ймoвipнoстей
p (z) ' ПриЧoмy

х) dх,

(23)

Heхaй' зol{peмa, BИ-
пa,цкoвi BеЛи ЧИtlI4 Е i ц
IrезaЛeх<нi, тoДi 3a фоp.
tvlyЛoЮ (22| p (х, Й :: Ре (x) P\u) i фopмy-
Лa (23) нaбyвaе Bиглядy

p (z): i peФ) РцG - ,с) d)с. (24)

I{iлкoN{ aнaЛoгiчнo Mo}IffIa IIoKaзаTИ, щo

(25)

шiстю х*a<
Ф(e):

p(z): T PФ,z.*

3a фopмyJloю (i7I

РW,фdхdg-

Pис. l3

t (pис. l3), ToMy

PP
PtG,Ц)€G} :))

G
сp 2_х

хtl,с
== { {' pQt,a)dudu: tr) J ' t-- 

J
-oo -oо _оо

хg
l,* @) pц(u) dudQ -*,

* Jс.s @) Fц(Й'

РgФ)-dы"
3а фoPyy,loю (22) щiльнlсть рoзIloлiлy ймoвipнoстей J{Boвиl\{ipнoТ

BелиЧи}rи (t' Ц) лopiвнюe

p(х,U):*;:A-tr
, ,,',^'*^:,,. ".,::t!: : /r n\ , 

n

ПopiвнЮЮчи uю фoplиyлy з фоpмyЛolo- (l9) ДЛЯ ЩlлЬнoстI poзIloдlЛy
дBoBиlvtipнoгq нopvlaЛЬ}Ioгo зal{oнy, pобип4o BиснoBOIt, Пlo ДЛЯ He38Л€Х(.
tlиx в*rпa,цкoBих BеЛиtII{FI Е i ц паpal\4етp p Дopiвнюe }IyЛЮ. Питaння
пpo poлЬ пapaMетpa p бyле дoклaднiшe po3гляtlyтo в pЬз.Ц. V.

Hexaй laДaнo ДBoBиliIipЧ-y BI4ПaДкoBy BеЛиЧI,IНy (Е, Ц),
Щo Mae-фyF*ЦЮ poзIlолiлy f (х, a) i щiльнiсть iмоЬipнoсii
P .(X, у), Tpeба знaйt,ги фyнкЦiro pозпoлiлy Ф (z) i.щiЛь.
нiсть. po3пoдiлy ймoвipностей p a BиIIaдкoвоТ BеЛиЧ!I,HI4
с : Е + Ц. Таке.пI4TatIня Пoстal Пpи poзB'язyвaннi бaгa-
тЬoх saДaЧ теoрiТ ймoвipнoстей.

3гiднo 3 oзнaЧеHняNl фyнкuii poзпo.цiny,

Ф(e) : P {6 <z} : P tЕ .l- ц<zI.
Умoвa Е + T| < z еKBiвaленTI{a yМoвi (A; Ц) с G, .цe

G _ пiвплoщинa плoщиtII{ хОу, щo BизнаЧalтЬся неpiв.
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p (z): 
J". 

pg,(z _ aI Pnfu) dу.

Фyнкшiя p (z), yтBopeнa з фyнкцiй pв Ф) i p,,|UJ 
-3a фop.

мy,oю (24.)i6o (zsl' нaзиBarтЬся 3 г op т K o юaбo кoN{-
пo3иЦleЮ циx фyнкшiй.

Фоpмy ЛИ, пoдiбнi дo (24) i (25)' лeгKo BиBrсти тaKo}I(

для 3aкoнy poзпoДiлy сyI\{и .ЦBox HезaЛe)I{гIиx ДисKpeTнI{x
Bипa,ц.KoBиx BеЛI,IЧин.

[IpиклaД,. LIexaf,I t i Ц _ нeзаЛe}I{нl i piвнoмipнo .poзIloдlлrнl нa
g*'гме*;тi [0; 1l. 3нaйтй щi.пьнiсть pозIToд|лу p (z) сyтuи 6 : Е + тl.

l0r



Щiльностi poзпoлiлy ймoвiplloстeй лля | i

. (l пpи х(
PgW):Р,|t,):{о np, х{

Ц

[o'
[0;

lloplBHЮЮTЬ:

ll,
ll"

3a фоpп4yЛolo (24)

Тp(z):-- J Рц

Якщo z 1о,fr,
'_ 0; анaлoгiчllo Пpp| z

I

_ х) d.х : [ ,n Q _ х) d,х, (26).J
0

ToMy РnQ _ х): 0 i, от>кс., P Q):
oz_x}z_ l>l,тoмy PnQ-_ r) : 0, i, oт>ке, p (z) * 0.

Неxай TеIIep 0 < z { 2; тtiд.
itrтегpaЛЬI{а фyнкшiя в фopмyлi
(26) pn Q _ х) вiдмiннa вiд нyля
тiл ьки П p и Tих 3II а Itенн ях х, якi
ЗaДOBoЛI)lIяIOTЬ tlepiвнiсть 0 <
d z - х < l абo piвнoсильнy Тй
trеpiвltiсть

z-l<.r<2.
l lехаli сttoчаTкy 0 < z { l; тoдi
з фоpмyли (26)

z
('

\ dх-Zi
,)
0

(х) pц (z

_ х < 0,

> 2 Lraeм

\ \
_\-2r

p(z):

p(z)

I

I

Pис. |4

flкlцo l < z < 2, To z _ l > 0 i
I

РG): t d,z:2*Z,
tLt

oб'rд}IyЮЧl{ ui peзyлЬтаTи' Il,Ioх(нa 3aIIисaTI{:

[ 0 ЛpvIzt[0;2|,
p(z):{ z пpиz€[0;IJ,

|2-z гIpи zСI|;2|.
. Грaфiк tцiльнoстi poзполi J|У p (z)Joбpaх{e}Io нa p.ис. l4. Цeй Po3.пoдiл tlа3иBaЮтЬ mpuкamнulуt poзnoОiлo+|t aбo poзn\aiлoм Ciмncoна'
Bпpaн и

lёi. Kидають ,цB.з JPaЛЬниx кyбики. oписaти пpoстip eЛeп{еI{-
гaplrиx пo.цiй" Hеxaй Е (ш) - ЧисЛo IIoяB шiсгкцIra IIеpшOIvIy кyбикy,
tt (со) _,ЧисЛo IIoяB шiстки нa ,ЦРyгot\ly кyбикy. Знaйтй сyм icnйрt poЬ.
чoдiл З (g) i ц (со). .[I.овесTИ, Щo величиriи Е"(со) i ц (o,i нeзалeх<нi.l9. KидаютЬ 4B3 |paлЬFlих кубtlки. oп ИcaT.kl пpoстiiэ eлеI\,Iентap.
них пoдiй a. Нехай Е (ш) * Числo oЧoк IIa Пеpшoмy кубiакy, Ц (') j-
ЧисЛo oЧoк tIа дpyгoМy кyбикy. 3найти сyМiсllий poзпoлiл giЬl.i h (')..tl.oвeсти, щo BeЛ}lЧtl}tи (o) i ц (оl) йезалел<нi. 

v \ f

20. Неxaй Е i ц _ Jlискpетнi нeзаЛе}I{нi випа.цкoвi вeЛ}tЧини, якi
нaбyвaЮTЬ 3нaЧе}lЬ Xt' o.., Xn з iмoвipнoстяМи

P{Е _ х7} :ah, P{ц --xh} -bн (&:l, !Jr 1 n).
oбчислити P {Е: т|}"

t02

2|. Неxaй Е' i ц _ нез;tлех<нi випaдкoвi BeлиЧи}lи' якi нaбyва"
ютЬ знaueнь 0, l, .r.' n, IlpиЧolvty

p iвнoмipHo

BиIIaДкoвoТ

It
P {Е:l}:P (,Ц.=i}: W"

3нaйти poзпoдiл вI{пaдKoвoТ nеJlllllllllи Y: Е * тl.
22. iiёxaй Еr тaЕz _ нeзаЛrжll i llиlliu(кoвi вeлиЧиI{и'

розпo,Цiленi "u [_ *, +.|. 3ll;riiтlt tlцi,llьlliсть poзпoдiлy
L U U 

J
BеЛиЧини Ц- Еr* Е,.

23. Bипaдкoвi веiи.tllllи Е' i Е, llсllалеж<tl i i piвнoмipнo pозпoлi.
ленi нa вiдpiзкy [0; l ]. 3lraйти шti.llьll iсTt' poзпoltiЛy BиПaдKoBиx BеЛи.
Чи}I: a) Е' 1 Еz; б) Еr - Еz; в) I Е' -- Е, l.

24. Неxай Е i ц _ liезалел<lli BиtIil/ll<сlвi BеЛиtIиttи,- якi МaЮть
I],oкaзникoвий poзПo.ц.iл з пapаMетpol\l },1 i },2 вiДrroвiДtlo. .Д.oвесT}I, шlo

щiльнiсть po3lloДiлy випa.цI(o3oТ вeлиЧиIiи Е + Ц Дopiвнюr

ht\o n^:r - :-!'* (x > o).
?tt - ht

Poздiл v
Числo BI" xAPAlff E Pи cтИ}|И
Bи пAдкo B,t|х' BЕл и ч J4H

/ 3 BиK.Цaденoгo B пoПеpе,цнЬoМy poздiлi виплиBar, Щo
нaЙ6iлЬш Пoвнy iнфopмaцiЮ ГIpo xapaкTер i пoведiнкy Bи-
IIaдKoBoТ BеЛ ИчИt1I4 Дar 1Т фyнкuiя poзtlo,цiЛy (aбo зaкoн
poзПoДiлy' 3aп ИcaНИf.r B яKiй.Irебy,цЬ iнrшiй фopмi; нa-
IIpик.Лaд' щiльнiсть poзпoдiлy ДЛЯ неIlеpеpвнoi Bипa.ц-
Koвoi BеЛИЧИHи). Пpoте Пpи poзB'язyвal{нi бaraтьoх зaДaЧ
TеopiТ ймoвipнoстей бyвaе .Ц.oсTaTнЬo знaTи Лише кiлькa
Чисел' яI{l пеBH oю tvllpoЮ xapaKTеpи3yЮтЬ BиПaдI{oBy
велI{Чи}Iy (xou i не TaI( ПoBнo, ЯК фyнкцiя poзпo.цiлy).
Taкi ЧисЛa нaзиBaЮТЬ Ч Иc ЛoB уINIkt х a p aK те-
pисTиK a M14 BI,IПa.цкoвoТ BеЛиЧиHуI, Нaйвах<ливi.
IIIиMи 3 ЧисЛoBиx xapaKTеpИсTИK r МaTеIvIaTиЧнe спo,цiвaння
(aбo сеpеднe зt{aЧенHя) i Диспepсiя, .цo BиBЧеHHя яKиx Mи
ПеpеxoдиМo. Пpо деякi iнIшi ЧисЛoBi хapaкTеp:r4cTИKИ Bи-
пaдKoBиХ BеЛиЧи}I MoBa йтимe B s 33.

s 28. Пoняття iнтeгpaлa пo й^Aoвipнiснiй мipl

У цЬolvly Пapaгpaфi BBедеП{o Ba)I(лиBe IIoFIяTTя iнтег-
paЛa по ймoвiрl-toстi. Це ПoH ЯTT'| збiгaеTЬся 3 Пoняттям iн.
TeгpaЛa пo ,Ц.oвiльнiй Мipi (oскiльки ймoвipнiсть - це
oкpеM tlfl виПaдoк мipи). I нтегpaЛ пo ймoвipнoстi ввoДиTЬся

l0a



$ :--:з 
,!. 

,nP {,,u < Е { 
't+r}.

(l)

Якщo l,'** 0, 1.o сyшllt o ш4al0TЬ скiнчен}Iy грa}I}!ЦЮ, яKa
не gaЛе}I{иTЬ вiд сtlосoбy pозбиття пpoмiх<кy [m; M), BiД
ви(эapy ToЧoK Z71, Д' TаKо)I{ вiдвибopyсaп,rиx NI'I>K m i IVI (цe
TBер.ц}кеF'I}Iя бyле I-II4}KЧe дOBrДе}Io). [Iя грaFIиця нa3иBa-
€'TЬся iнтeгpад.oM Biд фyнкцiт Е(сo) (пo
ймовipнiснiй п,lipi Р) i познaЧarTЬся Taк:

.- (, P

lsff- J B(al)P(dсо) '== JЕ(со)P(dо). (2)

I.{exaй gaдaНo дoвiльнy мнo)I{иЕIy А € s. I [I д I{ к fl T O.
р o lul lvt Еt o х( 14 Il |4 А нa3иBarTЬся фyнкцiя

Ха(о):{]'яI{щo Ф€А,
[0' яI(Щo ФftА.

3poзyмiлo, щo X"д (с'l) _ вимipнa фyнкцiя, тoМy tI фyнк.
}il .Е (с,') Xд (oэ) т.aкoщ вимipНa. Iнтeгpaл Biд фyнкцiТ
Е (о,) пo MHох<инi А с s BизHaЧaеTЬся тaK:

J в t'l P (dсо) : $ ь t'l Xд (o) Р (dсо). (3)
h

б) Hеxай тeпеp Е (.,l) _ неoбмехсена фyнкцiя. Я*щo
Е (о,) > 0, To iнтeгpaЛolvl вiд нei нaзиBalTЬся Числo (якщo
Bо}Io iснye)

f в с*l P (dш) * jg J в t*lP(dсо) '=" jg Iьt*lxя(о)Р(dсо),rt'+* fi
104

Е (со) * t* tсо) - Е* (n'), l Е (о) | ,, -. Е+ (*) + Е* (со), (4)

tlpиЧoh{y фyЧKЦii 6+ (.o) i Е, (с'l) .l.irltoх{ 
РиYipнi. Iнтeгpaл

вiд фyнкцiТ Е (') Btj:Jtl;illiltэ,ГIlС'l .l.:l}dOIo рiBнiстlо;

tIиHoNl, iгtтегpЁUI Biit нео6меiltеltоТ t[r5lrrкr1iТ iсrlyе rlr зaB}к.

Дkl;3 фopмyли (4) tsиПJI}IBаr' tцО /\Л'1 його iснyвaНrIЯ нr-

обxiднo i.цoста.ГHЬсl, tцоб iсtr5iвaв iнтегpаЛ J lЕ (o) | P (dш).

Iнтегpaл вiд l-lес;бlytеlкеttоТ фyнl<цiТ Пo множинi BI.IзFIaЧa.

е,TЬся, ЯK i y tspIПа,цKy обшtеlкеноi. фyr+кшiТ, фoplvlyЛoЮ (3).

Маю'гь мiсце ].aKi власTиtsoсTi iнтеГpaЛа (пpи цЬoмy
IIpиПyсKalTЬсЯ ' Щq всi зaпllсаrli iнтегp aJIL| .iсчyю'l):. li Якщo Аt с s (i: l, 2, "..), А'Аi: И Q*il i

U АI: А, Тo
t

[вt'lР(dо)
А

2) Якщо 
' ,_ 

дoвiльнa сTaлa, To

I,в (о) Р (drо) * Q { в t*l Р (dш).

nt'
3) J (Е (o,) + Ц (o)) P (dо) : J Е (ol)

f o./ \

{ ьt')P(dс,l) -.f, \Еl (rо)P(r/t,ll .iь_ (со)P (dсо),

яI{Щo о6lryrвli itl,t.tlI.[)it./Ilt tJ lrpав iii tlil(.l'}llI i it.It}Io,ГЬ. Taким

=flТiB(ш)Р(dш).

нa6yв aTI4

Е (сo)};

P (d') +
пpaвiй чaстинi

(d') { с,.

Р t6 :
BиtlадкoвoТ

+ J ц (o) Р (dо)' яKЩo o6;мДвa iнтегpaJII4 B

iснyють. 
r

4) Якщо Е (о) { тt (со), no J Е (о)

5)

o,

d

Ф

{
I

lп

.r

(r

ct

P

'O3

оo

I
I

lв
TO

(с'')

Яp

tt

\
J

cgt

в
Ь

цi

'э)

{n

I

/[IK

tdс

)l
r) :

t
I

фlpy

Г'}

[(D

(ш

!

l

rri)

(D

t
1

(dt

Е(r

0

; (и:

ol) 
"

р

>(

,(*)

tв

0),

р

,(*

J

тl (со) Р (d.

lJ ь (*)

ЯкЩо с, .

Якщо Е ,

;:= l.
Якщо f,

.lI,I Е, тo

6)

7)
_o)

B)
Л}{Чиtl

со) '

ш)P

0,

(d

*j

yl

Y)'

P

I
с'l)

:i"п

Е

r)

Лy

{х',

D)l

(dв

пoдi

'хrJF
q.б

1Wж'&1фщв*.
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,ff1

Де iнтегpал B пpaвiй ЧaсTинi _ u* iнтегpaл CтiЛЬTЬlсa,
3 яI(иIь,I ЧиTaЧ знайoмиЙ 3 l(ypсy i\daтеMaTp|ЧI{oгo aнaлiзy
(,Цив., HaпpИI<ЛДIIl tlsl! T. III). , 

'.

f,oвeлеМo oстаt'IнЮ BЛaсTивiсть; ДЛfI tIрoсToTи Пpи.
пyсTиMo' Щo Е (.n) -- обме)I(еFIа фyнкцiя, lll { Е (сo) <
< tVI. oскiлькlt

P{,
тo iнтегpаЛЬIly сyl\,ly (l) Мoх{нa заПиCaTI{ TaK:

б . 
,,I' 

zн (F (хн+r) - F (хн));
k:0

гpaHI,Iця TaI(I.{Х сyМ Пpи 3 * 0 l' яK вiДoмo, iнTeгpaЛ

СтiлЬTЬеса J хсtF (х) -* .| хdF (х) (oстаHrlr poзшиpення

IVIе)I( iнтеl.piуuulllI'I IIе ,,,lliБu iнтегp aЛa, oск iльки F (х) -_ сonst }I1 Пpoмi>кl<ztх (-m; mI i Ill1; *i_*). Пp" цЬoМy
iнтегpал СтiЛЬ].Ьlса it.ltyе' oсI(iльки f (х) _ х - нeIIе-
pеpвнa фyrrкЦiя, L\ F (х) llесПzultla. Цi мipкyBaH}IЯ .цo.
BoдяTЬ ЯI< сфopмyЛЬoвaгIy BЛaсTивiсть (y BипaДкy oбме.
жeнoТ фyнкцiТ), TaI< i iснyваЕIFIя iнтегpaЛa пo ймовipнoстi
в iд oбмех<енoТ фyнкцiТ (тoбтo iснyвallня гpaницi (2)). l

9) Hexай f (х) - бopелiвська фyнкцiя дiйснoТ змiн.
нoi ,v (це oз}IaЧае' щo {x с к : f (x) < ц пpи дoBiльнoмy
/ € R е бopелiвськa Мнo)I{инa Ha пpяMiй). Toдi l (Е (с',)) е
Taкoх( BиПа.цKoBoЮ BелиЧинoЮ ДЛя бyль-якoТ BиIIaдкoвoi
BеЛиЧI4HИ Е (.о). Пpи цЬoмy

J r rв (со)) P (dсо) - I t 
(0 P6@,х),

Де P5 _ мipa нa пpямiй, щo nЬp.oд}I{yrTЬся BИПaДкoвoю
BеЛиЧиHoЮ Е i BизнaЧarTЬся IIa пiвiнтеpв aЛaх' фopмyЛolo

Pg([с' b)):P {а< Е <b} - F (b)- F (а)'

де Л (x) - фyнкшiя poзПoдiЛy Е (.o); ця Mipa y}кe poзгЛя-
ДaЛacя B s 24. IнтeгpaЛ У пpaвiй ЧaсTинi пo мipi Pв нa3и.
BarTЬся iнтегpaЛoМ Лебегa - CтiльтЬrсa i записyеTЬся тaк:

oo

$ r tв (o)) P (dш) - J f @) dF (х). (5)

BoкpeMa, якщo f (х) }IеПеpеpBIra, To iнтегpaл Лебег:t -CтiльтЬесa збiгaеTЬся iз звич aЙним iгlтегpaЛoм CтiльтЬесa.oо

(який tloзHaЧarTЬся TаKo}к I, f w) dF (x)). Нaд aлi М4.

TиI\4еMO сГIpaBy B oсHoB"o*yЪ". 3 циI\{ BИПaДI(oIvТ,

106

Е 29. Мaтeмaтичнe спoдlвaння

oзнaЧе}I}lя тa пpиI{Л eДIЦ. Рoзглянelvlo пpI{Itл а.Д, якrаЙ
з'ясye .цoцiльнiсть Пpийttяl,l.oГo oзHaЧеHня IvIaTeМaтI{ЧHoгo

сподiв aHHЯ

Пpиклaд. Для p03plГр;ltlly .lltl'ге1lеТ. бy{o Bипyщeшo /V 6iлетiв, з

HI,tx n;6iлeтiв з вигpаш]rгvt "rl li1lб.,.-||lo бi",rетiв 3 вигрaшIel\,t X2 крб., :..
,..1ff7nЪiлетiв 3 BpIгpulшIеМ.x,. lt1lб. llкir rIillа бiлета' яI{щo сyyl гpoшeй,
BиpyЧe}Iих вiд пpo/ца}кy бi"'Iс l irl,.дtlpillllttltl сyмi всiх вигpaшiв?. -Якщo 

IIo3нaЧиTtt IIIyкfllly ltilly бi.llета ltеpeз а, To 3a yмoвoЮ

fif g .-... ltlLхL |- ttt'x, *|_ . . . -|- mnXn,
звiдси

rtXt * mzху, _I- . . . J- tttnx n
Qt:

тoбтo цiнa oднoгo бiлетa дopiвнюе (сepeднЬoмy BигpeшIy>. oстaнню

фopмyлy l\{oжtla зaIIис aти il iнaкшe. Пoклaдel\,to PI : +; oЧeвидtlo'
A/

Рt _ цe ймoвipнiсть тoгo, щo нa вибpaний нaBмання бiлeт пp}IIIaдr
BигpaшI х1 Kpб' Toдi шю фopМyлy зaIIиIIIeMo тaки}t Чи[Iott:

xiPi'

oскiльки пoдiбнi виpaзи BиниKaЮTЬ y piзнoмaнlTttl{x
saдaЧax тeopii ймoвipнoстей, To Д.ля Hиx BBe,цeнo спeцi.
aЛЬне ПoзHaЧенн.q i нaзвy. РoзглянeMO спoЧaтKy BI{пaдoI{

.цискpетнoТ Bипa.Ц.кoвoТ BеЛиЧ klHуI,

HЪxaй Е _ ДисKpеTнa BиIIaДKoBa BеЛиЧиHa, як8 нaбy-
Bar 3I{aчення X|, X2, ..o BlдпoвlдHo 3 lMoBlpнoстяI\{И -Ру
Рz,..o . jvl aтеM aт и Ч [I и M с tI oД, i в a н н я I\{ (aб9

сеpe.цнiм 3[IaЧеHням) BИПaДкoвоi BeличI{ни Е

нa3иBa}oTЬ Числo

lvtЕ :- Z *upu,
h

(6)

Якщo гIpи цЬoмy ЧисЛo IvIo}KЛиBиx знaЧеHЬ Е е н_ескiнЧеtl-

HиM, To нaKлa,.ц.aетЬся yl\,Ioвa, Щoб Pяд y пpaвiй чaстинi

фopмyли (6) бyв aбсoлюT}Io збiх<ниM; як6и цeй ряД збi.
гaBся yMoBHo' To иoгo сyмa зaлe)I( aЛa б вiд гIopядI{y членiв
i мaтеMaTиЧtIе сIlo,цiвaння Hе MaЛo 6 сMислy.

ТI.iна oдFloГo ЛoTеpейнoгo .бiлетa У 1loПеpeднЬoМy гIpи-

клaдi _ Це IvIaTeMaтиЧ[Ie спoдiвaння BигpaшIy нa нaBI\{aння

ви1paнvltl бiлет.
Пepей.цеMo дo BиП aДKУ дoРiльнoТ BипaдкoвoТ BеЛичkIHу!.

o d н a Ч е H [I Я.Hеi aрt Е
чI4H4 3адaнa Ha ймoвipнiснoмy пpoстopi (Q, s, P).. }laтe-
I\{aTиЧHиM спoДiвaнHяM (a6o сepе.цнiм 3нaЧенням) веЛи.

A,'

n
---S* * 

./-J
f-lo-L

.a'у,ffiыffiГa.
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ЧиI{и Ё rIa3иBil€'I.Ь(j}-I ll}lc.Лo

l'vlЕ -.:- 
\. Е (ш) Р (dсо), (7)

t_l

якЩb iнтегp;l.Il , lllO (:'г0iт.ь B Пpaвiii .lастl,tll i, iс.'lIус. 3гiдно а

BикЛa/lrllI,lNl lJ l|()lI('l)С/lllЬсl,ll{у I]арaграс|li lце ()i}ll;lrlf l-ll{fi piвно-
сиЛ},llе ].а l(OMУ : 

ФФ

MЕ * t хdF (х), {8)
i*

,це I| (х) -_.l,yllttI\iя p03l1oдiлy BеЛиЧ}tHи g" 3 oзHaЧlн}rЯ
iltr.егр;l./Iа t}IllI.IllllJ;lt.' llttr e{Е iсltуе ToJli i тiлЬI{tI тОдi, I(oЛи
iсrryеMlЕl

Рoзl../t't llt.l\,1() /цl};t lllitl;t,liltit} $lI.tt t.laЙЦаtСTlLШr 3yст-[}1tla.

ЮTЬс'I llil Ill)illt,i.lllti ' lIr<lltо Е .* ДI,lс;iреTHа BиПаJlI(oBa Be.
ЛиЧИНa, )\llll illtсll. Р ,[Е',::j: .trn\i ::= |sн,(k.== l, 2, ...), To

фylll<ltiяl p():}lItl,rli.lly l; (.v) IIс.I]е1]lрBl{а L] yсix ToЧкax, jpiм
ToЧoI{ Xl,, tlpttrl()М}, li (r., | 0) l; (хu -- 0) ::: Рh. Toп,ry

3 вiДомltх BJIilс,l'Illttlt'.t'('ii ill.tеI,pa,пa СтiльтЬс.сa ("Цltв.,

I{aПpиI{JIа/I' Il8j, l.. l ll) l]illlJItllt.l(:', tllО форшryла (8) B tl.ЬoМ}

BиtIаДI(y rraбyвае tsиt.JlЯlly

]VlЕ - Е "u f (хn -+- 0) ** F (#e *"t})} -.. x XнРь,
-Fk

тoбтo rlepехo.ц].rтЬ y фоpмyлy (6).

Якщo Е _ [IепереpB[Ia Bипa/{KoBa BeЛ}lttt,t}Iа 3 ш1iЛь.

нiстю ймoвipнoстi р (я), то фоpI\4УJlа (8} пеpеXoди,гЬ B TaKy:

rшЕ * i хp {х} dх' (9)

Пpиклaди

l. }lеxaй вeлиЧI{нa Е рoзIloдiлена за gtакoнo}r Kошi (див. $ 25,

пpиклa.ц 2), тoбтo Ma€' ЩiльнiстЬ poзIloдiлy p (х} :. _.1-==. Дляп(l*х,)
цiei BeЛI{ЧI{ни iнтeгp&Jl

?,. I ? r,sr

J lлIpft|d,x* rr .I ffidх
e poзбlх<нlll.t. #e, веЛичинa Е нe 

"u. 
#"еIиaTитI[IoГo сподiвaн}Iя.15--z. зiiйти маTeМаTиЧнe сйодiвaння BиПa/lковоТ BeЛиЧи}rI{ Е, ЯKa

дopiвню€' ЧисЛy oЧoк' tllo виIlaдar tra грilЛЬIIoIи}l кyбикy пpIr одHоl{y
Kидa}I}Il.

Bеличинa $ нaбyваe Kо}I{нoгo iз цiлtlх 3[IaЧl}lЬ вiд l до 6 з iмоriip.
I

нlспo t, тoмy

illE *

l0E

J+9 "s*8,*.
q-rl
Е k ,-*.* *6

A*l

3. Знaйти 
'\,iаТе}JaгI,trЧl{E; 

r-iir-;,].liiiil.l1l:'j]' ЕИllадЕtэвоТ BeЛиuини $, щ0
po3IIОдiдена 3a BAi(ci{o},t Пy;iссtltiii iliiliJ. llp!{Ii;T3.lI, }Iа с. 89):

th
P&*РiЕ-=k}*.{? *'**A {.&*0, l,2, "..).

3гiдно g фФp}{yлоrо (6) [,tаеп{()

frtЕ. : $ e . -}:- g*h -'"..= V h. }l* ., }., .-.= 7..е"'-l v l- '..-Е j;J . JГ * .,.:: 
/' li . iа!- .. .::: /-(: 

'3 
(A _J)Т =-

Ё*0 /,'._ l Jl*l
oa qnl

o- }uо'*l \' 1.,* .=' )t,e*. 
Llh ** l,

#u rttl

Tаким rIинoI}4, 3'яloBа}Io теореT*икo.ftмoвiprliсllltй смltсЛ Ilаpaмeтpa x,:

r|аp&jпemp 7\ s lanОнt ITуассoнa aopiвнtос IИаmrJl4аmuцнoI'4g cnoОinа,|t|dto.
4. 3нaйти мaтеl!{аTI{ЧIlе споДiвaн}Iя BиIIa,ЦKовoТ BeлиЧиtIи t, piв-

ЕI0I!Iipно рoзIToДi.пеноi. на вiдpiзку |а; bI(див. s 23, лpиKJIaД, 2),
oскiльки lцiльttiсть poзIlo.цiлy лля вeлиЧиtlи Е дopiвнюe

t _.J . гr'1тт v €. ltт, I
p (,) =* { т4- гIpи х € (ai b),

t 0 ITpи хf Iа;b|,
тo 3a фоpмyлoю (9) дiст.асмо

oоb
r-a f , \ ' r х b8*а2 e+b
iVlЕ : J хn (х| с7.lс == ,\ ь * o d* * nйГ: ..f_ .

o*;,: Jуfаtnе,'unniu,nn сnОаiвQIt|'fI, вunаolсoвai вe/Iu-
чu|ltl, piвнoмiрнo ржnoОiленoi на вidpfзку Iа; b\, e cepе)u.
|to|o цboeo вf О р i:,,tсtt .

Bлaст}t8oсT.i pleт'lП,IaTиЧI{oГ0 споДi Baння. oснoвнi Bлaс-
TиBoсTi мaтеMa].plЧ iloГo сПoJцiBаFIlfl, згiДнo 3 фoрмyЛoЮ
(7) ' збiгаюTЬсЯ 3 BЛaсTI{BосTяI\4и iнтегp aЛa' пoДaHиMи B

$ 28" Сфоpм}-Л}o€'Mо тti BЛасT}-lвостi у Bиглядi тeopеM i дo.
BеДеМ() /I.ея !t 1 3 t{I{Х "

TeopeJwа I', Яlа,t1о A (х) * фllltкtцiя рffino1iлу вunаО.
кoвoi вuluчu|ttt Е, f U} * фaнкцtя, неnеpеpвНа ldа и4|IoJtсutdi

3|tачеItb Е, mo
оФ

fllf (Е) * t l (x) сLF (х}.
uo

Я кщо, noftpuИа, Е *
8 щiltьнiсmtо розnortiлу p

Nrrfirpеpв|tа вunааKoва вёлIIцuflа
(х}, mo

оо

I f @) p ('с') dх,М/ (Е) =*
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а я|сuцo Е _ \шcкpеIIL|tа sunпаK\ва вllluцu|tа 3 3(Ilсoн0.il4 рО3n0-
aiлу,P tЕ !r:g хь} : Рь (k: l, 2n ...), mo

lvl/(Е):хtФipu.
h,

Д o B e д е I"l II'I. 3 oз[IaЧe[I[Iя MaTeN{aTI,IЧ[IoГo сIIOд1.

вaнHя i фopмyЛ}l (5) вiдpaзy BиПЛиBar TBеp.ЩкеНHя Teop€з

MII l: 
oo

rtu(Е): $rе(со))Р(drо): J f (х)dF(х).

.Ц.oвeдeмo Цlo Tеope*y безпo..oйo ,ЦЛя BипaдKy дис.
кpетнoТ виIlaдкoвoТ BеЛиЧ I4HI4' тoбтo ДoBеДеMo фopмyлy
(l0) (пpи цЬoп4y ItеIиаr пoтpеби виMaг aTI4 непеpеpBнoсTl
.i,y"*iiii / (x)). h'.npеT'a BиПa.цKoBa BеЛиЧvIHa Ц : t (Е)

йЬх<e нa6yв aTИ Лиlrlе зIIaЧeI{HЯ ah _ f (xi)' aле Mo}I(е CTB.

тися, Щo дЛя piзниx Xh зIIaЧеHIIя Uь бyдyть oд[IaKoBиMи.

Тoмy \

Р{n:aн} -*..,Е tЕ:x.r} __.",Е Pi,

дe пiдсyI\,IoByBa}Iня ;,ffi3u,o. Я, НaTi i , o:*,::;* f !*,):
: Uь. Звiдси 3a oзнaЧeнняM IvIaTеMaTиЧ}loГo спo.ц.iвa[I[lя

( 10)

f @i pь.

(r2)

lVlp
lp uP

Фopмyлy (l0) дoBе.цeнo. Е
3poзyмiло, щo aНa[Ioг iчн i мip KyBaHня i\,Io}кFIа Пo-

BтopитI{ 1 y випaДKy фyнкшiТ. вiД кiлькox змiн}Iиx..-oбMе.
}til{Moся фopЧyЛЮBaнняL,I вiдпов1{l* 

. Pu,yЛЬTaTlB,Ц.Ля
нeпepеpвtlиx i Дискрeг[Iиx ДBoBиIvIlpниx B|4ПaДKoBиx BеЛи.

чиtt' oсKlЛЬI{и сaМe ЦиMи pе3yЛЬ.ГаTaN4и [IaM ДoBе,tI.еTЬся

l{еo.ц,нoра3oBo l{opисTyBa,гися .

ЯкЙo (Е, ц) _ \вoвuмipна нenePеp9ryа вunаОкoва велItц|t,.

t{а 3 щiль.нicЙю poзno\iлу p (х, a), t (х, a) _ нenepеpвtlа

фgнкцiя, mo

Ivu (Е, Ц) ... j' i t Ф, a) Р @, у) dхdу, (l l)

flкщo (Е, ц) _ fuвoвtlмt.pна Ошскpemна вшnа1Koва велL|.

цIlttа 8 3а|tЮнon4 poзno\tлa Pш
h,: l, 2, "".), / (х, g) _ фцнкцiя, вttllьачеtl,а на п4|-t}э|tuHtr

3||аtt,еtIb вuluчu|d|I (Е' Ц)' mo

Ivll (Е, l) - Е f @t' aн) Рik,
i,h:l

(T
\izf(х !:ap

,,) -'Е
h,

ll0

',..:lilWW

TeоpеJ|о& 2' МaпшI|(l|nuцне сnоdtвg,нн,Я, сmалoi € саJуIа

ця cmflла:
/Vlс ...= с.

Д o в e Д е LI H я. Сr.а.t,,ly (: MO}(на pозI.JIяДaTи ЯK Диск-
peTнy BипaдKoBy BеЛl.ItI ll ll}, flI<a набyвае ЛишJe 0Днoгo
з}IaЧrн}Iя с 3 iмовiprliсr.lо ()/lltlllllt'l. Томy

Мr; с. l -. (,. ш
Teape,DIа 8. Cmалuti J|IIto:]IС|-tI.tK .wloэЮ|tа вultoсumlt 3а

3|tа|с маmelИаmuцнorО сno1 iваttнЯ,:

1'/l (сЕ) .= с/ШЕ.

^TeopeJуcа 4. Ntrаmема,muцне сnodiва,ння caJуIu 0вoх 8lI-
nаОкoвuх вe/Iuцuн )opiвнюс cумt tх jуIаmeJ|4аmuцнuх сno\i-
ваtdb:

Ivl(Е*Ф-lvlt*МЦ.
Teopеми 3 i ! ", 

oЧеBиДlo, iнaкше сфоpмyЛЬoв aHtINII4
BлaсTиBoсTяMи 2 i 3 iнтегp aЛa (лив. 5 2s). PекoМeнДyrмo
..цoBесTи Тх сaMOсTiйнo ,цля BипaдKy ДисKpеTниx BипaдI(o-
Bих BеЛиЧин.

Н а с л i Дo к l. MаmеJИаmuцнrсno1tванняcуJуtucкiн-
ченнoеo цuсла вunаОкoвuх вeлuцuн Оopiв|tЮ€ cумi ii маme]Иа-
muцIdltх cnoliваItb:

/Vl (Е' + Е, + . . . + Е,,) : lVlЕr + /vlg, + G o . * МЕ,''

fl3)
[oвеле[IHя цieТ фopмyли (метoдoм МaTеMaтиЧнoТ iн.

дyкцiТ) pекoмеHдyrмo ПpoBeсTи сaМoсTiйнo.
HaсЛ iдoк 2. Mаmема,muчне cno\iва|ьt.tя piзнuцi

0вoх вunаlкoвttх вe/luцuн )opiвнЮr piзнuцi tх JуIаmемаmuц.
нuх cnoОiванb:

Ivl (Е - Ф .- /vlЕ _ /Vlц.

Cпpaвдi, 3а теopeм aNILI

/vl (Е _ 0 '== /vl (Е 
]- 

(-
. /vlЕ

4i3
l) ц) : /vlЕ + (- 1)lш :
-1}Iцо .

Пpиклaд. Фopмyл.u (l3) дае зп{oгy лeгкo o6чlаcлити МaTeI\4aTиЧ}Iе
сIIoДlBaн}Iя BиПaДкoвol BеЛиЧи}Iи li, poзIloДiлeнoТ зa бlнoмним зal(o.
}Ioп{ (р - Числo.yсTixiв y с.xемi Беpнyллi); якщo n _ Числo випpoбy.
BаHь' p _ ймoвipнiсть yспixу пpи oднol\{y випpoбyвaннi, To, як вi.
.цoмo'

Рk :P {р : k) : C!,pkq"-n Q : | _ p; |з :a, l, . . ., tI).

,Цля oбчислеFt}Iя МатeIvIaTиЧ}Ioгo спoДiвaння iVtрr IIo3нaЧ14I\,16 Чeре$
plр ЧисЛo yспixiв пpи k-му випpоб}iBaннi, тодi

l,l, : ttr * ttz * . . . * рt,'

lП



Kожнa з BplшaДK()B!,I.{ ве-lltl'tIt!l tlii t,iO'{.:е liaСi}lB2\v! тi,'tЬt(tt дl]а. з1-laЧsitlifi:

l g iмoвiрнiс,гlоp i 0 з iмrlr;i1,шiс'гlоry,TclvlУ

s 30. ..Ц,испePGlя

.{.испеpсiя BIIIIадI(oB0Т BeЛиЧIII{]t IJBo&i{тЬся для хapaк-
ТёристILKI4 вiдхилel{ня BllпаДl<oвоi Bелl{Чи[tl4 Е вiд i!.. пda-
т€1vlатиЧнoгo спОДiB aII,HЯ /vtA. 3а3I{аЧиMo' щo ДJIЯ тaкoi
XaрaктeристРIIiи нr пiДхoдI.|Tl) MaTеMaтt,IЧшe спoДitsarrFIя
ЦЬoгo вiДх [IЛе[tI{я' oскiльltlt зaвiкtt,l

l}1 (Е - frlЕ) * /vlЕ - rи (/l{Е) *. /ttt .*.*.ДrIЕ : с)

(1vт rшЕ * с'гaЛfl, Tolvly /t{ (/}tЕ) .= It{g). Цей pe3yЛЬтaT r
Цiлком IIpирoДI{иM, Bill Поliазyr' II[o BиПaДKoBa BелиЧI,Iнa
(oд[IaкoBo ЧaсTo)) вiдx p|,t|'lr.tЬс'l в iд сI3oI.o MaтеhдaшprЧнoго
сПoдiBaНня яK BIIрaBo' Ta[( i влiвсl. Щоб зaпoбiгти B3аeМ-
yoМy.qЦищённю дoДaTFIиx i вiд'€M[{I,tx зFIaЧе}tЬ вiдxилеHFIя
Е _ lylЕ, Мo}I{Hа зaмIiсть сaмoГo вiдxиЛrHI-Iя poз ГJIЯtaTk|
йoгo KвaДpaT. T aк !PикоДиI\,Io Дo tIo}IятTя дисtlерсiТ.o з H a Ч е н tI я, fiиcпеpсiею Dt випaдKoBoТ вели ЧI4t1у|

A, нaзиBaЮTЬ МатеMaTиЧне сПoДiвaнн я l<BaДpaта вiдxиЛен[Iя
цiеТ велиЧини Biд ТТ MaTeМатI{ЧHoгo спoдiваЕ{ня I}1Е

DЕ : /}1 (Е * lvlЕ),. ( 14)
3aмiстЬ. .циспepсiТ qастo рoзгJIядaЮTЬ I{BaДp aтниЙ кo.

piнь 3 нeТ

o;: {DЕ.

Mр/. : | " p l- 0
3а фopмyЛolo (l3)

/V1ц,*М(t'' [ ltl l ...

T eo peJw,Q, 5 . М rtttt,c,4,Iа,ftItlцflr сnо\tвfl|tlt'I аoq7lrуKllo 0вoх

нжалrэЮнu.Y вuttа0к0вuх ве/IuцuН 0оpiвнюс Оо6уmrcу tх
I'\аШеJуI аrnшt Н'uх r: n od iва,|1,t}

/l[ (ь ц) 
*= /vlg . ft1'].

t. о B е /{ е l{ ll Я. /{овеllеIIIIя /{.П'1 tlрoс,гo.гll BTаKЛаД.}

Bикoнaeцo тi,.цьки ДЛя lll,,rскpеTtlИx i rtепeprpвHtl'Ч BI{ПaД.

KoBиx BеЛиЧин. Якщо Е, Ц *- ДI{сI(реT}Ii випадKoBi велИЧpI-

HИ, Рt: P tЕ : хil, Qn_ Р {Ц 
-: anl: Рin : Р (Е :.: Xi, Ч: a;\ (f, k: l, 2,..'), To 3 Тx l{е3aЛе>кгlостi

BиtIлI,IBar, Щo Рtь * Р$ы ToМy Зfi фоpмуJIoЮ (l2)

ttь \
,l!1 l*T l-p,\nJ

(15)

f
g

j

oо
г\f. ('
|',Е : l

Jйоо

,цr

oo oо /: \
ltЦ (tФ : Е х#n,Рtk * х х$нРiЧr, : ! iu* qu|Z.*'р; l :

t,h:| r,Al n:t \Еr l
lo \/* \

=-= [Я XtРtlt у' UnЧn} : ft{Б " Iflц.
\ijr / \a:t /

Неxaй теIIep Е, Ц _ Незaле'*ffiJ FleПеpep"1i Bипa,Ц.iiовi

BеЛиЧиHи 3 ЩIЛЬHoсTяMИ poзIlo,цiЛy вi/tповiД.нo рЕ (х) i
РцU). Toдi, ЯK вiдомо (див.$ 27), (Е, Ц) e,/{Boвlu'iplloЮ He-

IIepеpBнoЮ BI,rпa,^ц,KoBoЮ BrЛ ИчI4tIoЮ 3 ЩlЛЬнlсTЮ po3[Io.

Дiлy
Р (х, у) * pв (х) pц U)

i зa фopмyЛoЮ (l l) .цiстаемо
o9 оo oo o(D

ПЛ (ЕФ !Еl t | *у p @, Й dхсIц ::::Е t t хa Рь W} рцtу} rLхda *
l* J* 1"" ..:'""

- i 
хpь$} dх 

}*o,nЙ} 
du *ltlЕ . Рlц. Е

BeлиЧи}Iy rJ5 НalI4BaLoTЬ се p еД tI iм к в a Д,P aT kIЧ-
I-I иM B iдx 14,rI е [I }t Я N{ aбoста.Hдaртolи"ЯкДI{спeрсiя,
\xK i сеpeдНl .I{BaдpаTиЧHе вiдxилеAllЯ, r L,Iipою poзс iяхltlя
(poзкидaнoстi) знaЧе[IЬ BИпaДкoвoТ BIлI{ЧигII{ HaBI(oЛo ТТ

IvIaтеIvIaтиЧHoгo спoдiв aННЯ.,

Для oбч I4:ЛеIIHя дprсПepсiТ зa фоpш,Iyлoto (|4) тpебa BLI-
I{oр,pIсTtrtI4 

'qaгaЛЬнy 
тeopri\4y l, пKa Д.IIfl BиII a]7KУ f И :: (х - /vl g), Даr

(х - IvtЕ), dF {х}, ( l6)

Лa

r @ _ фyttкtдiя рoзtloдillУ wlШaДковоi tsеJIp[ЧI{шIl Е.
У rynaДKУ дl{сlryeтноТ впrtaдковoТ tsrлиЧ I4I1уI ця фoPМУ.
нaбувaс, виглядy:

oо

DЕ : : tхь* lvlЕ)n Рн,
h:I

a У BtlпaДкУ He[IерeрвноТ BI4ПaДкoвoТ B}{IуIчI4ILIа
гriстю рo3пoдiлy p (r) N{aeмo

oo

DЕ
a;

I3*2566

(TT)

E щiль.

(18)

I 13
Ш*

' -"' 
"'':-!'a: 't '

*.i]iff.ffiEтryl{



,#l

/|oвелеI\4o /lrя l< i власTивoстi lll{сПepс iТ'
T eo peJуcа 6. flucnepctя бцОь"якoi вшnаОкoвot вetluцt,tнtl'.

невiО'влt|Iа.

{ч'велeнJ{я безпoсepr/$.IЬO BI4п,III4вае 3 o3нaЧeЧ}Iя ДИC:
пеpсil' oскlЛЬItи дисПeрсlя е MaтeN[aтиr{HIdM спoд1BанняI\{
Heвiд'eмнoТ BиПаДкoвoТ BeЛI{Чини (Е _ rvlЕ)2,l

Teope,Nа 7. flucnrpсIя amалot Оoptвн.юс нуiю:
Dс:0.

.П. o в e,Ц. е [I I{ я. oскiльки &1с - c (цив. теopеIvly 2), тo

Dc : lVl (с _ l}lс), : lVl (с - c), _ п{ (0) : 0. t
llayвa}кeншя.. Heвa>кKo llеpeвipити, Щo п,Iас мiсце i oбеpнeнe твеp.

flf,T;i #i?,?ffi f *xf' ;}:Ч8Tffi 
'i*ffiHi' 

F,ffiT'Ьi,Ёi 
BH.

TeopeJwа 8. Crnалuti J'4|toэЮнut J|4oэtс|tа вuнесmu 3а3|tа|с'

Оuсnepcit, niОнictuu Йoеo Оo ква\pamа.. '

D (сЕ) * с*DЕ.

.Ц. o в е д е н H Я, 3гiднo 3 теopеI\,IoЮ 3

D,ФЕ) = JШ (сЕ _ /'y1 (сЕ)), - ]vl (cE _ сlVlt), :
=== l}I Icz (Е_ Il{Е,),J : с2,l}l (Е _ Il{Е), - с2DЕ. t

TeopeJwa 9. Il,ucnepсiя вunаОкoвoi велuцu|tu Оopiвнюe
piзнuцI лicю 14аme.|шаmLIч|t|IJ|4 сno)iва|tHяJуI rcаО pаmа цiвi
sе/luцu|dlt, i кваОpаmoJуI ii JЙаmд]4аmuцнoeo сnoОiв(ilr'ня:

DE : IvlЕz _ (/vlt),. (l9)

t o в e Д е н tI я. 3 фopl\лyлI{ (l4) 3a дoIIoMoгoЮ тeopеItt

4,3 i 2 дicтаeмo

DЕ - tlЦ (Е - IvlЕ), _ ПI (Е, _ 2/vlЕ . Е + (МЕ)1 :
_ l}lЕ, _ 2ПЛ'Е . It{Е + (Ivl :), : IvlЕ, _ (ПlЕ),. l

[{ a с Л i д o к.,Цля бyль.якoi виIla.цкoвoi. BeЛИЧИH[l;

(ItЦЕ), < 1vlЕ,.

Ta 9.tI{я tlеpiвнiсть бeзпoсеpeднЬo BиплиBae 3 тeoрем 6
3aзнaЧиMo' щo BotIа е oKpеMиM Bипa.ц.кoM вiдoмoi

Дoвe.цe
Ireзaлeжнi, To

rl4

[lеplЦ.
нoстi Koшi-БyняKoвсЬKoгo.

T eo prJ}Iа 10. Il,uсnеpсiя curуIш 0вoх |talсIлrflсн|tх вunаОrco.
вuх вeлuц|tн aopiвнюв cумi iх Оucnepc{,ti:

D(6*Ф_Dв*Dц.
H H Я. oскiльки BИПaДI(oBi вел |4чI4HI4 Е i ц
эa тeoprш{oЮ 5

JvI (Еф : /vlЕ . i}1ц'

тCIftly зa фоpn,IyЛoю (l9)
D(Е * ф : It{ (Е F.rl), _ (л't (Е * ц)), :

:,tl (Е, + 2Еч -t- tl,) - (lvl: + ,t,.lr1)2 :1vlЕ, +
+ 2/v1 (ЕФ * Nl'l,

- (ll,trЦ), : ЛД -.2 
_ (IvlЕ),

-_ (,.ц{Е,) -_ 21vlЕ

H a с л i д o t{. !l ltlt(tl lt())lrl|ll :t t]t{ПaДKОГ*r.iХ BeЛиЧи[]
Е', Е,, ...' Е,, не зaJIе)l{tl,Гll вizt t'yMи ПoПереднix, тo

D(Е'*Е,.]_ ... -t* Е,,) -= DЕr _l.- DЕ, +

/VЪц _
DЕ+Dч. в

* DЕ,,.
[Це TBrpДiкrIlttя безГIoсеpе/tllllo RllI1Л t,ItsaЕ] 3 TеoреMи l0

ltа Д,ОПol\{Ог0Ю NtеTO/ly M'll.сП,IаTlI.lrttlТ i rrдyкrriТ. Читачевi
pекoМеF[Дyrг',IО rTpoBgсTt4 вi.ц.tlсlв iДtti м ipr<yваHHЯ саМo-
стiйнo.

T eo pеЛca 11' Я rcщo вunа)к.овi вrлuцuнu Е,, Е,,
n.onаpН7 |tеlа,/trэЕ,l-trt , rno

D(Е' * Е, +. O . l + Е") _ DЕr * DЕ2 + * DЕ,.

м (вtЕь) : ivlЕ; . lVlЕи U # k),

Е,,

ъfl{

в?+

no
=:I MЕl +2>л[(вftь)_

r<h

DЕ;. f

(
\,

2

nDЕ Е;
ll:l

tn:&1 tу.
| .an
\f==l

n
\,
*J
tl:1

n
:Ŝ

Ьf<

Е,),

ЕlЕt)_(Ё, IvlЕ,),:

n

ь.
/-l

-1

n
\г
.LJ
i<h

:Е (etв?*(/YlЕl)')
f:l

oбчислlдI\do ^IIРIcПерсii ДЛя pяДy Bипa.цKoB иx Рr,пиЧиtl'
мaтеN4aтичнi спoдiвaнHя яItиx бyло oбt.tислe}Io B IIoIIерlд.
нix tIрI{KJIa.Ц,ax.

Пpиклaдш

l. 3нaйти лиспepoi6
3aKoнo},t Пyaссoна:

ph: P {t - A1

Цю диcllepсio Yr oбчyслиIvlo за фop.щyЛoю (l9). У пpикл aдi 4s 29
6yлo IIoI(a3aнo, Щo МЕ o }u., для о6чйс"'iе,1.HЯ 

^4gъ 

вhкop,стaeп{o фoЁмy-

8* I 15

BI{пaДKoвoТ BeлпЧI{ни E, щo

: *e-l (A - o, l, 2,
kl

po3IIoдшeIIa ta



*rI
f
A'

oоb

ftlЕ,: { х21.l(х) dх:* ! х'dх:ffi:
.J U_u,а

_ _qz * a-! f b-z

3l
зв iдеи

DЕ : JvI Е, -- (ЛAЕ) 2 : зL1- а! -+ !, (а * Q), @ _ b).
-__Т-- 4-_ *__lТ__.

Taким ЧиIloМ' Диспepсiя piвrroмipнo poзпoдiленoi BеЛи ЧI4I1у1 гIpo-
пoршiйна кBaДpa.Ty ДoB}KиЕrи вiдр iзкa' B якoМy вoнa poзIloдiлeна. 0т.
}ке' B-oHa спpaBдi хаpаI{Tери3yе сTeIIiнь poзсiйння iТ энaЧеI{Ь.

3. Зн aйти диспeрсiю BиIIаД,Itовоi BелI,lЧиt{и II, pозIloдiленoi 3a
бiнoмним зal(oнol\,f:

Pk*Р {р * k} * Cflo?q"*n (ft:0, ln 3 Q. , fI),

tля обчисlте}Iня Dр зaстoсyсMo той самlаflt пptаiаol\il' 3a ДoтIoшloгoЮ
якого в $ 29 булo oбчисленo MaTе.j\лаТl,IЧне сIIoДiвання р, a саDfе' пo.
з}IaЧI,Iп{o Чeрe3 p,p ЧvlcJllo yсЦixiв ГIри k.мУ випpо6yваннi, тoдi

Як бyлo B)ке floкaза}lo (див' с.

3a фopмyлоr,о (9)

lt6
ti-lil* trrz* .r? *!irr.

lt7

oскiльки Ko}KtIa 3 Bипа/ll{ol]l,lx BеJIиЧ}l}l ttь Мo}l{е нaбyвaTи ЛиItlе

знaчень 0 i l, тo pI : Fh,'гOM1l Fflр,] : llрt : l . p + 0, q : p i,

oт>кe'

Dрr,: п{р? - (шtr!rl.)! :::: p - |}2 -* p (l * Р') :9Q.

A.ле BипatКoвi велиЧиFIи lrl , !lz, ..., Il11 , ПoПaрo,o 
"Ё.uлех{}ti 

(бo пoсЛl
дoBнi випpобyвaння в сxtlпti lir.1lrl),.,l.tl i с tlезttле>к}IиI\4и), тoмy 3a Tеopе.
МoЮ ll

D}r : D (рlф trz -l- t l l l !l,.) -.-..' I)р,, * Dlrа * .-.. * Dр.o,

oT}t(е' 
Dр -= rlpq ,

3вiдси 3a Дoпotшoгoю TеopеMtt 8 зllilХo/t|lМo /lt.lсПеpсiю tlaстoTи yс'tlixiв

D/-LL',:L.
\n i n

ГIоpiвняння дBox oстaннix фopмyЛ l]oказy€' щo Оuсnеpсtry цItсла усni.
хtв"ух тpoсmaс npu з1iльtllеннt цuс/tа, вunpoбувань, ToД,i як duсnеpсiя uа"

сmomш W 
'nodас.n

Taким ЧинoIи' ЧиM бiльше чuсл0 вunpoбуванt), mu.fu| бiль-
Iuе вunаlкoве рonсiя|tltя чInC/Iа уcniхiв II нaвKО,,zО Йorо lflаmе.
JЙаmLU{Нoeo cnoОiванt7я n p i muш| J|4енIaе вunааК1вr ршсiя|l|.tя

ц(rcmomlt у,эnt,хiв $ навIdoлО ii lуtаmеJуtаmtшItaет сnoОtваt"I.

ltя p.

$ 3l. HopмaгIЬний зaкoн Poзгloдiлy

У цьoмy Пapaгpaфi oбчисJIиМo LIисЛoBi xаpal{'Tеp I4эT|4K?I

нcplrlaЛЬНoгo зaKoFIy poзПo.цiЛy (зaкoнy Гayсса), a TaKo}к
Пpoве.цеMo бiльrш iT.oKЛa,цLIе /{oсЛiltх<еННЯ цЬoгo 3aKo.
нy - o.цнoГc 3 нaftliльtш Bа}KЛI,IBиx закoI{iB poзПoДiлy.
Нагадаrlvlo (див. s 25, IIpиKJIaД l), Щo Нopш4aЛЬ}Io рo3IIo-
Дiленoю BиIIa,цKoBoЮ BеЛуILtr|4ItoЮ 3 ГIаpaМеTpal4и а, o
FIa3иBaюTЬ HеIIереpв[Iy BиIIa/цI{oBy BеЛиЧиНy Е' яKa },1aе

щiльнiсть рOзПoДiлy
l _ {х-а)z

p(х) _ +е 2oa .
oV 2:т

3найдемо сIIoЧаTKy MaTеI\,IaTиЧtIе сгIoдiBaHня цiеТ BИ-

пaдI(oBoТ BелиЧиHи. 3а фopшiyлolo (9)

oo l Т _,\х:а!z
JVlЕ : I хp w) d.х: ffi .[ 

хr -тo'--dх,
*oс} -.сs

(20)



f:

BикoнаBIIIи зaмi нy зшliннoТ t --

IшЕ :-ъ

8*а)e
2o2 dх.

ottt 7:ff J te-t'dt
_oo)

lТ

Й j Ф|t1t+

1a7+Й J e-t,dt.
*oo

Bpаxo'yЮЧИ, IЦo J fu-t,dt+ 0 (як iнтeгpaл вiд
*-*

Нel]apнoТ фyнкuii) i I е-fidt : l/; (лив. E 2|)' oстaToЧ.
Ho ДiстaнемIo

1l{Е : a,

Тaким чprнoМ' BсTaHoBЛеFIo Tеopетикo.ймoвipнiсний
сI',II{сЛ oдFloгo 3 IIapаN{еTpiв нopМаJIЬIJoГo 3аl{oнy : nаpаlуIеmpа, в нopJуIалbI.l,oJ|Ia закoнi 

- це /|4а,mrл4а,t7luч|tе сnoОiваIl|lя.oбчис ЛуNlo тЬпеp ryсlеpсiкl нopшlaЛЬ}Io poзпoДiленoiBIlIIадкoвoi BeЛиЧиillа Е" за 6opvlyЛoЮ (lB)

DЕ

DЕ :# r Рe-t,dt

3poбиBII]I{ B oстaнгIЬol''y iнтегpалi rТiДста}Io*кy t :
i пpoiIrTегpyBaBIIJи ЧaсTи НaNII4 Дiстa}Iei\4o :

62?: ...'...=...-. l t . 2tе-t, dt :у,i, J
-OO

:-,*te-t,l:* +* Т е_t,d,t:+ .{*-U2.
у'{1 J* l,л

oтхсе, 8,ясoвaнt .

IIa p al.eTp a o : o2 ! u,",;'*,, :'у"i*;uуYoi';жi - "жipаmuцн JуI вiОхuленrLяfuc вun,.а\кoвoi велItцuНl, poзnodiленoiш rlop.пhалblLuJ|t 3аKoнo]4. oск iльки пapa*етp а r п,IаTl1\1а.TиЧtIИNl спoДiвaнням, 'гo .Мoхi[-lа СKaЗaTt:' Щo Ftс"lрrtальнrtЙЗа|сoH poзnodiлу noвнiсmю вu,l'аца€trlbся свoi м,фIаrrш'ry.аIr' {,lц-|IulуI cnodiва,H|.tЯJ|4 i ducnеpсiсю Ц;й i;;;].u.,o Bl,rкopисTo.ByrТЬся B геOpii. ймoвipнoстей i в й,*'атичнiй сTaТ,lс.тицf .

П8

- t1polloB}I{иNlo BиBЧеFIl{'l tlupмaЛЬ[toгo зaкo}ly poзпoДiлy.
ДoслiДивши фyнкцiю (20) 3BиЧaйними I\,Iетoд avtуl, BIIeB.
itI{il{oсЯ B Tol,ly, Щo BoЕIa Mar сд.иний ексTреМyvI' a CЕlI\{e -i\IaKси.vIyшI, ПРИ )с : а i то.tltи Пepeгинy пpI{ )с : а :L
:fiо, i щo

lim p (r):0.
f-+*oo

Kpiм тoгo' гpaфiк (lyнкrцiТ ,a

сиIvIетpиЧI{o вiднoснo tlp'lмсlТ X,: а.
HoсTl Hopl\4aЛЬ[Ioгo pOЗ-
шoдiЛУ Mar BиГЛ s|Д,, 30-
бpa>кеtllцЙ Ha рис. l5 (Д.ив.
TaKo}I{ pис. ll), i пpи

I
ЦЬoМy lmax: йi. 

Ta.

i{иМ ЧиHoivl' МaI{си M aЛ Ь}Ie
знaЧе[Iня p (x) тим бiль-
ше i гpaфiк спyсKаrтЬся
Blд MaKсиIvIyMу TиI\{ Kpy.
тiruе' Чиш4 lvleншr o. 3o-
KpеМa, ймoвipнiсть тoгo, Щo Е нaбyле зFIaЧення 3 вiд-
piзкa Iа-- E, Q + eJ тим бiлЬшe' ЧиIvI Ivrенше o, тoбтo ЧиIvI

МeIIшe диспеpсiя. oтх<e',цисIIеpсiд [IopMaЛЬFIo poзпoдiле.
нoТ BиIIaДкoЬoТ BеЛ L|ЧLIHиI спpaвлi xaрaктеpизye сTеIIiнь
poзсiяЕIня 3нaЧенЬ цiеТ BелиЧ|4HI4,

t{i мipкyвatl [Iя l\4oх{нa п iдтвеp,циTи ПpoсT ИNlkI poзpахyн.
каMи. oбчислиМo frмoвipнiсть Toгo, Щo Е нaбyде знаЧеIIHя
з вiдpiзка Iа _ to, а | tol,тoбтo щo l Е - a 

1

> 0 -* .цoвiльне). Idя ймoвipнiсть, згiднo 3 фopмyЛoЮ
(|2) poзд. Iv, дopiвнюе:

: p (х) рoзN,Iiщeно
Toмy гpaфiк щiль-

Pис. l5

а*to
PtlЁ_aIdlo} : tp@)dх:

o!tu
Пiсля пiдстaI{oBKи z *

PtlЕ-aId/o}

_ $:Ц
r 2o2 dх

, а{to
lia

Io{Й J. с.-|o

дe ф tt) - фyнкцiя Лаплaсa (лrlв. 5 2l).
Беpyulа B oсTaннiй рiвнoстi пoсЛiловнg t::= l, 2, 3,

вa дollo},.{oгoЮ тaб.лllЦь фyнкшiТ Лaплaса ДiеTaнеt{o:
Р i l Е - a| { o} : 2Ф |i'I) х0,68,
Р { |Е * с | { 2oI : 2Ф (,2) х0,95,

P t lЕ - a |{ 3o} _ 2Ф (3) д, o'gg7.
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Числo 0,997 vlaЛo. вiдРilзняе.гbся вiд o.циницi' Tol4y I1o.
дiю 3 iмoвipнiс.гtо 0,997 I\4o}I{}Iа BвilI(a'гpl пpaк.гI,IЧFIo Ьipo.
гiд.нoю i oст.aншЮ рiвнiсть ЧасTo фopмyЛЮЮTЬ y BI,Iглirдi
TaK 3Bа[roГo кlt p a B [t Л a T р Ь o х с И Г t\,{D: пpаI{rnuцнo
вipoeidНo, LL|o |7op11,(I/lbflo poзnoОiлена вunаОKoв(], вrлuцurlа
Ito?tсr tlidхltл'|tllLtсb вi0 свoea л{аmеJу!,а,mltцнoеo сnoОtва,ННя нr
бillhtttt', нtэtс l|(l nОпLрОс|tс сeреОнr tсва0pаnlшffdе вiОхuлен-
H'I" l{rrм llpаI]ll./Ioj\4 II'rИрoKo I(oрисTyЮтЬся }Iа пpаltтиЦi.

s 32. Числoвi xapaктepис ту|I|у|

двoвимipниx Bипaдкoвиx вeлиЧиl{.
Кoeфiцiснт кoрeляцii та йoгo B,taстивoстi

/VlaтегиaTиЧHе сПoдiBа}I}lя. Нех aЙ зatанo n-Bl4\Цiрнy Bи.
пaдкoвy BеЛиtlиlly (Е', Е,, ... ' Е,,) (див. $ 26); ТТ мaтё'NIaтиЧ.
FIиМ сПoДiваllняM ltaзиBarТЬся n-BI4NIipн иЙ .BeKTop (l}tЕ',
j}IЕz' . . ., /ll Еn),,Д.е t}l Ед _ I\4аTеMaTиЧIIе сПoдlвa}I}lя Bипa.Ц,.
кoвoТ Beл I4чИHLI Е,,.

PoзгЛя}IeМo .цBoBимipHy tIеПереpBHy BипaДKoBy BеЛи-
чин,y. (Е' ц). з щiльнiстю poзпoдiлy Р (х, Й; якIl\o pg (x),
Рц Q) - щiльнoстi poзIlo.Цiлy ТТ I(oМIIoнент' тo 3a oз}Ia.
че}IняN4 MaTeIVIaтI,IЧнoгo спoДiвaннЯ o,Д.нoвим ipнoТ BиIIaд.
ковoТ BелиЧиHи

rшЕ - T хpЕ(fl dх, l}lц : Т aРц(Л da. Q2)
J* 

-oo
.Ц.aлi, 3a фpмyЛaIVIи (ls) i 

. (lB,) 3 рo3Д. Iv пдaeмo

pьФ): t Р(х,у)dу, pцU)
J*

ToМy B (22) BI4пJII4Baе piвнiсть
оo (ю

rre. {' It I/tlЕ : \ \ хP (х, fl dхdц' /VlЦ :
j* j*

oo
tt: t P@'лdх,

al
qгoo

ii ap@'у)dхс|у.

_ (x_а't1

PgФ)=.Тfu.-. 
2o? 

'

120

- (#ь)э,

p'(g)-- t zo'i
-. oW" n

.гоet}' (дшв. $ 3tr}

МЕ : .,, l}lц а b.

Tим сaп{!rМ 3'яс:o3eнa теOpе.гltl(o.fiшroвipнiсний сшисл шaраil{rтр iв a, b

tlopIl4aЛЬI{oгo рo3IIоД,iлy.

flиспepсiя. Кoефiцiс.tIT l{орl.шяцiТ. t.исшеpсiею (aбо

дисIIеpсiЁiнoю ь{aTp ptш.сrtt) ll.l}lt шt ip поТ BиriадковоТ BеЛиЧиFIи

(Е', Е,, ..., Е,) на3ИBflt],l.IэСll (.yl(ylttliс.гь rl1 ЧI,1сlЛ, Щo Bи3}Iа-

ЧaЮTЬся фopпty.Пilt\{ lI

b,u .Jvl((Е,-* IvlЕ;)(Е,.-__IvlЕl)), (i,, h

гIpи ЦЬol\{y biн- bь'._ 
Adи обмежиa,IoсЬ poзГЛЯ,Д.oм нaйбiлЬшj Ba}KЛиBoГo BиПад-

I{y tBoвTt{ipнoТ вllпаДковoТ BеЛиЧ I:HиI (Е, ц). f.ля тaкoТ ви.
пa,,ц,KoBol BеЛpiЧи HИ Д|4cпеpсiею е суKУгIнiсть TрЬox ЧIlсел:

b,,, b,, 
.' bЧ: b,L,JIегко пoцiтитиo Щo пеpттli .Д.Bа ЧI,1сЛa

r /{Исtlеpсiями KohlпoнеHт,цaноi Bl4ПaДкoвoТ BелиЧиHи:

brr : Ivl (Е _ IvlЕ)z - DЕ, b,z: ]vt (ц - jVlц), * Dц.

Tpeте 3 цyХ. ЧисеЛ b1,нaзиBarTЬся Koвapiaшiсю Bипa.Ц.KoBиx

BеЛичи}I t 1 Ц:

соv ([, Ц) : ffi ((Е - It{Е) (ц _ lVlц))' (24)

Пiсля poзкpl{ття,щу)Kок l\,{aс,п{o

сov (Е, Ц) -= [t (Ец) _ It,lЕ . lVlц. (25)

Якщo' 3ol(pеil4a' дBoBимipнa BI{ПaД.KoBa BeЛИЧkIНa (Ё'

ц) е ЕIeПеpеpвНoP.з щiльнiстю poзПoДiJIУ p @, у), To, згiд-
нo 3 tloпepe.цНllvt'

(х - Il{Е), Р $, ф dхd! -:

:: Т (х _ftlЕ), pь$) dх,J\

oo oо

DЕ: \ ivll
elч

*@@ *о9

oо оo
ГP\tJJ*oo 

-oo

(26)

DЦ_

оо
(l
IJ

U _ lVlш), Р (х, a} dхdу :

(у _- t}1ц), Р ц U) dу,

_ IvlЕ} fu - t}ln) p V, ф dхd.у" (27)
oоф:I t.(хJJ

s9o _с€'

l2r

сov (fi,' Ц)



o з н a Ч e rx н Я. Koефiцiснтон,r Кope.lTяцii шlilt< BI{IIaд-
KoBиMI{ BеЛич}IнaМиЕi ц[IaзиBaeTЬсяЧисЛo

Р -р(Е, ?l) *JgЦЕ''Ц) .. (2s)
рr6ffiц o

Teopем,a 72. t,лябуОь-яKttх вunа1кoвttх велuцt,l,|t -l{p(Е' Ц)<l.
Д. o B е,ц е н H я. p^ля ДoBедеH}IЯ TеopеМИ ДocИTЬ Bстa-

HoBит}I [Iеpiвнiсть' яKa е oкpеMиI\д BиПaД.Koп{ вiДомoТ неpiв.
нoстi KoIш i- БyняKoBсЬI(oГo

[соv ([' 0J, < DЕ . Dц' (2e)

oскiльки п,{aTепdaTиЧIIе спoдiвaння неBi.Ц'емнoТ BиПa.ц..
кoвоТ BеЛичини зaB)KДи ЕIеBiД'емне, тo rrpи бyль.яKoмy
дiйсномy t BиKoFlyr'TЬся Flеpiвнiсть

,\"'Tl дI{сПrpсiя I\.Io)t(е ltol) iii ltt<lв a.Г11 HyЛЮ тi,цьки ДЛя BиПа,Ц.-
ковof BеЛиЧpIЕiи ' Я,Ka 3 iмoвipнiстю o.ци}Iиця нaбyвае
IllвIioгo сTаЛОГo зI.iaЧеI-IIlя. I lозIIaIII,{BIIIрI Цe зFIaЧеЕIFIя Чеpeз*C, }.{aти&tеМCI:

аЕ - 1l ::- _- C,

oT}I(е' Ц : аe + c 3 iмtlвi1lllit..гIo O/Ч.иIII"IIIя" Пpи цЬoмy 3
piвнoстi (32) BI4I|ЛИBae' lll() tl I lс./Iа а i сov (Е, .Ц) NIaЮTЬ
oд,riaковi знaKИ, ToMy p (Е, ,ll) *': sign a.

НaвпaKИ, ltеxaii Е i 'l 38'll:Jalti лiнiйIloЮ зaЛе}I(нiстю
Ц
B Hepiвнoстi (29) с,тoТть 3I'Iаl{ р iвiloстi. I{е ПеpeBipяеться
безIloсеpеtнiм oбчислеI{HяIvI: oсI(iльки Ц
lVlц

сov (Е' d -= п{ t(Е _ jlЦЕ) (ц - Мц)J .==

; /vl |'а (Е _ Ivtg)], : сDA.

Kpiм ToГo, 38 вi.цoмими BЛaсTиBoсTяMи диспеpсii
Dц _D (аЕ +с) * D (а;):аzDt' (34)

3 фopivlyЛ (33) i (34) Дiстаемo

[сov ([, Ц)J2 - DЕ . DЦ,

oт)l{е' Ip (Е, Ц) l : l. ffi
TeopeJуc& tr4. Яrcщo вunаОкoвi веlllrцuflu Е i

mo p(Е' Ц) :0'
.Ц,oBе.Ileнн

To не3aЛe)I(ниIvIи r
t{y 3a TеopеМoю 5

el tt (Е__- IvlЕ) - (ч -- ,lVlц)], } 0'
звiдки' poзкpиBaЮЧи дy}KI{и, дiстаr,Mo:

t,Dь - 2t сov ([, d + DЦ } 0.

(30)

(3 l)

(33)

ц нвалеc{сtttr '

У лiвiй чaстинi цirТ }Iеpiвнoстi стoТтЬ кBaДpaт}Iий тpинЛе}I
вiднoснo t, вiн бyле FIеBiД'rмниM Пpи всix Дiйсниx t тoдi i
тiльки тoДi' KoЛи йoгo дисKpимiнaFIT не r.цoДaTниМ, тобтo

[сov ([' d]2._ DЕ . Dц < 0'

щo t| дoBoДиTЬ Tеopемy. n
T eo pе Jуcа 7 3, Koефtцiенm кo pеляцii мictс вunаО|doвtJlуtu

вrлuцu|аа,IЙш Е i ц 1opiвнюс +l абo_l mo\iimiлькumo)t,
KОлu Е i ц зв'язанt лtнiйнoю lаJleuонicmю: Тl - аЕ + ci npu
цbor4g ( | Пpи а}0,p(Е,0:sigПo:I

t_ l пpи а<0.
Д. o B е,ц e н H Я. Hеxaй l p (Е' Ц) l - l; це oзHаЧaе'

щo B Flеpiвнoстi (29) стoiть з[Iaк piвнoстi, тобтo .цисKpимi.
I{aнT KBaДpaTнoгo TpLIЧленa B лiвiй ЧaсTинi (3l) r ЕyЛЬ.
Toдi цей тpиЧЛе[I IVIar .цBoI(p aтниЙ дiйсний Kopiнь:

|:Q:9ov(Е'ц)D[- r

тo6то ''.'Гl

lVl [a (Е ;- IvrЕ) .- (Ч - /tflц)J, : 0'

Цю piвнiсTЬ l\iloх(н.a 3aписати TaK:

Лyl [aЕ - Ц - /tц (аЕ- Ц)l2 : 0,
a6o

D(aЕ_Ц):0.
r22

эov ([' Ц) : I}1 t(Е * IvlЕ) (ц - Пlц)] =*

_ п{ (Е -_ IvlЕ) . П1 (ц _ l}1ц) : 0,

бo Ko)I(ен спiвмнo}ltFIиI{ Дopiвнloе ltyЛЮ. oтlке,

p (Е, Y]) : .3vlЕ' n) .. l,-7ffi.-Q. Е

.РuyР3,*eння. 3 Дoведе}Iиx теopеIvl BиIIЛиBae' щo кoефiuie}Iт кope.
ляцiТ р (Ё' тl) y.IIеB}IоMy poзyмiннi мoжнa poзг*']ЯДaTИ як xapaктеpи.
сTикy 3B'цзI{y мi>к BиIla/{KoB!II\{и BеЛиЧиIIaМи Е i ц: ДIIЯ }IезaЛе)I{ниx Be-
.,'IиЧI,lн р (Е, Ц) : 0, & дJIя 38'я3aних лiнiйнorо зaлertffiiстlo i тiльки ДJIЯ
i.lих | p G, ц) | : !. Якщo p (E, ч) + a, To I{а}KyTЬ, щo мiж BиIIa.ЦI{o.
8иI\,Iи BеJIиЧиI{aМи Е i ц g. кopеляцiitний звnя3oк; пPpt ЦЬol,l)/ чиIvI бли>к.
Чe | р G' ц) l до l' Tиi\{ ктiснiшиrш r зB'язoц.мiж | i ц.

Пpoте сtrliД мaти I{a yBазi, щo кoли р (Е, ц) блпзький дo }tyля' тo 3

цЬoгo щe не.BиIIлиBar, щo 3в,язoк мiж [ i. ц Дy}I{е <слабкиfi>.. Kpiм
тOгo, кoeфiшiеrr! коpелучii p (Е,'ц) мoжu 4oPiвнюBaти нyлю нaвiть ддя
tsиIIaдкoBI{x Bе,TиЧи}I Е i ц, зв,язaниx фyнкшioнaJlЬI{oю 3аЛе)кtliстю.

Я, oскiльки BеЛиЧиtllt Е i ц FIезaЛех<нi,
TaKo)I{ BелиЧиtIи Е _ IvlЕ i ц _ Пlц, To.
Дiстaеп,{o:

(32)

l2s



Haвeдeмo пpик JIaI, тaкtlx виП
рoзпoдiлeнa нa вiдPiзкy [_l ; l

Х

aДкoBи
J,тl:
IiтJ

--t

1' BелчЧи}I. Hехай Е piвttомipнo
5'.' тoДl

хdх:0

BидiлиB!.IIи l] IIока3}I }rкy ilo}3tlий кваДР3T, tiстаltемo

сov ([, Ф *

сov ([, r]) == lVl ((Е * fl{Е) (ц * l}1ц)) ==

== 1}l (Е ('t * М,D) : 11ц (ЕФ : + d " 
. хzdx: 0,

j
OTхte' p (Е, 1l):0, ХOЧa Е i ц 3в'я3aнi фyнкцiонaльнoю зaлe)кнiстю.

BипaдкOBi велиtIIlни t i Ц, ДЛЯ ЯI<Их {) (Е, ц) : 0, Нa3и-BaЮтЬ }Iе к op eЛ ЬoBа н 14N|.I4' ПопеpеД;iй п$иnлaлIIoI{a3yе' Щ.o 3 t-IеI{opеЛЬoBaнoсTi двox BиПаДI{9Bих Bели-Чин' B3aгaЛl I(a}I{yЧpI' I{е BИrIЛивaе ix F{езаЛе)I{FIiсть. Aле е

i тoмy

P:*^::I 
uI!,'!:..1:nР] I.IезaЛе}I{нiсть BипЛиBаr 3 I-IеI{opеЛЬo-

::^:::1T^ : :{ 1o: l . У Ъ a стy п 
" 

oм y ;' й;,i i ;.; ;;;;Ж;-tlя бyд. ПеpеBipено.

.',-,,T'p':J*'1.2 (пpодoвхieння 
Г:pИTладy l).. 3н aЙти диспеpсiю ДBo.виМlpнol BипaДкoвoТ BeЛиЧини (Е, Ц), poЬпoдiленoi зa I{opNIaлЬниМ За.кoнoп{

- ,(*тo)".
7 2o2,

l (r_4)ё ^ dх
Jl}lЕ :

PQс,Л:
_ * (.(х-а)z (tа)(g_b| , (ytD), \

._ 
ттry l, ?- 

*l1p _:_-,.-. - aГ)
(35)

:' a, Мтl * b. 3найдемo те-
(Е' ц). ogniльки Е i ц нop.
b, Cz, тo (.Цив. s 3I)

o?r.

тoмy

сov ([,

У пpиклaдi.l бyлo IIoкaзa}Io, щo МЕ
IIеp ^циспepсiю.(Е' ц), тoбтo DЕ, Dц i сov
мaлЬIlo poзпoдiлeнi 3 IIаpаI\,IеTpaN{и а,, o' i

D[:оf, DЦ:
Д'aлi, зa фopмyлoю (27)

_ в_:t- * Ф._q|2
2с2р|ooХe тi dх:+ r ft*а')ze 

,o1 
dх:oL ol,Y ztт 

-J* 
t,v - w)

:# oЕ. :+o? - РGtGz.

3вiдси з}IaxoдI.tl!{o кoефiцieнт кoреляцii мiж Е i q:

рG,Ф-gL&д - РОlбz,@.:lonф_*p' l

Taкwуt Чи}toМ' з,ясoвaнo iмoвipнiсниЁt смисл пapalvleтpa р _ це e кoе.
!i:j'.:.' j.o!:,яцiТ мiх< кoMIIo}IeI{тап,I}l ЕopМaлЬIlо poзhoiiле"й.д,oв,.
шIlpнol BиПaДкoвoТ BeлиЧI{.Hи. Якщо, зokpемa, p.- 0, тo йiльнlстьpoзпoдiлy (35) ь4аr вигIIЯ'Д,

- 
(х_а)2 

- -(g 
_рr.

p (х, a) : #" 
,o? ,o3 : PЕF) pn$),

тoбтo['iцнeзaлe>кнi.

2tтo,o,/rc

$
g
:i

oо oо

сov ([, Ц) : I { @ * а) (u * b) p (х, g) d,хdg :
JtJ

;tOO ?OO
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oтже, 0ля нap]|4алb|to рoзno1iленuх вunаhкoвuх вlлttt{utl,
НеIсn pe/tьoванtcmb p i вt-t oсuлb|.tа ftе\а,/Ieuсн oсmi .

Нa 3aкiнчerlня заЗIIaЧиNIo' Що двoвIтмipниfi FIoрfuIалЬ.
ний зaкoн' яtr{ i одноBllплipний' пoBI{iстю BизнaЧаrтЬся
3aдaHняI\,I сBoГo \Iа.ГеIVIатиЧFIого спoДiваI{Ilя i ДиспеpсiТ,
тoбтo laДaBа H I{яМ II, яTи ЧI.IсеЛ

IvlЕ : a, Mц : b, DЕ : o?, D,| : o3,

сov(['Ф:Рor0g
(aбo чисeЛ а' b, o1, б2, р).

s 33. Мoмeнт}| piзниx пopядlсiв тa iншi
числ oвi xapa ктep }4cт}||4t4

,. Kpiм MаTеМаTиЧHoГo спoДiвarlня i ДисtlеpсiТ, B теopiТ
ln'oРiprroстей Tа Тi засToсyBaнI{яХ BикopисToвyroTЬ TaKo)K
iншi числoвi xарактеp I1сТИI(pl .

Hexай k > 0 _ ltiле, a - дiйсне Числo. &toМенToп4 k-ro
ГIopя,цкy BиIIaДковoТ BеJI |4ЧИIII4 Е вiДнoснo тoЧKи а HflзИ.
BaeтЬсЯ ЧисЛo (якrцo BoFIo iснyе)

ун(а): fl{ (Е _ а)k.

Якщo'а : 0, To MoMеHT II,aЗИBarTЬся IIoЧaTкoBиM; гIo-
чaткoвий MoМеtIт k.гo I.9pя.ЦKУ IIoЗHaЧаTиI\4еI\{o Чepffi Vр.
3po:*yмiлo, щo V1 : /tlt.

ЦенTp aЛ ЬHиM IvIoMе[tTotvl l.laзиBaс'тЬсЯ Мo.
MeнT вiДнoснo тoЧKи а : Ivl Еi Цeнт paльrllaЙ MoMeнт k-ro
ПopядKУ пoзнaЧaTиIvIеMo Чеpе3 Fk, Легкo пoM iтитtl, Щo
itr :.0, a Wz : DЕ.

lVliх< цe}ITpa IIьHI4NIkI i пoчаTKoBиMи п{ol\{eн Ta\ЦI4 iснyе
пpoстий 3B'я3oк, Cпpaвдi, 3a o3FIaЧенHяM

Il,н :1lЦ (A _ V,)o.

Poзкp}IBaЮЧи виpaз y пpaвiй нaстинi, ДiстаеMo, HaIIpи.
KIIaД'' ДJIЯ IIеPIIIиХ ЧoTиpЬox eIoMеI{тiв:

Рr :0,
tlr - Vs -:- Vfl

[h-Vв-3v,v,*2vi'
Рд : Vс _ 4v,v,* 6v,n?: 3ni.

цi fioMe'IIти, IIIиpoKo BикopистoByЮтЬся У сTaTI,Iстицi,
Якщo F (х) _ фy."кцiя poзчoдi,y випадкo'оi' ,*n,u".

Hpl Е, To, oЧeBидHo, ii початкoвi r цeнтpальнi *onoй, Дo.

126

p18[IIoЮTЬ

va хodF (х), [|,* == 5 
(x _ IvlЕ)o dF (х).

Hевaжко 3po3yМ i'гlt, яIl( ''];t IILrсyЮTЬся вiдповiдrпi фоp.
IvIyли y BИпaДI<У ДисI(pе,Гlll,tХ l t-IеIIеpepBI{иx BI4ПaДкoBиx
BеЛиЧин.

PозгЛяHeN{o Ще l( i.ll lll(it tll,lсЛoBиx xapaкTеpистик, якi
BиKopисToByЮTЬся l] .гс:o1l iТ iiмовiрнoстeй i мaтеMaTI{Чнiй
сTaTис,гИ [l1 .

Nl е д i a н o to рo3rlo,цl;lУ F' (х') FIaзpIBaЮTЬ TaKе зЕIa.
[Ie}II'I Я apгyMеIIТУ ,Y .-:: |||, Дjtя flKoГo BиI(oнyrTЬся lтepiвнiсть

-,,/ 

, F (rn)< +.* г (пt -l- 0)

(тaке знaЧеI.IHя m зaBх{,ц.и iснye, бо фУнкшiя MoHoToHHo
зpoстar вiд 0 дo l). Якщо' зoкpеMa' F (х) неIIерepJнa' тo
iёнyе rlpинaймнi oДне зI{aЧeH HЯ х : ffi, для яKoгo F (m) :

L , t.----^ tr^w^A u ": i (за Tеopeп{oЮ гtpo tlpoмt}I(нe знaЧeння tlеtlеpepBнol
I

6yнкшiТ). Якщo KpиBa у: F (х) N{ae 3 IIpяMoЮ a : т
спiльний вiдPiзoк, To абсцисy кo>кнoТ тoЧкlt цЬoгo вi,ц-

piзка l\,Io>KIIa B3яTи 3a медiанy Дaнoгo poзПoдiлy. Taкиш,t

Чи}IofuI ' KОl|снuй poзnoОiл Jу|а,с npuнаitмнi oОну лlеОiану.
Невa>ккo пеpевipиTи, Щo меДiанa нOpмaЛЬнoгo poзПo.

дiЛy Д.oрiвнюе йoго I\лаTеMaTиЧ}IoNly сIlo.Ц.iвaннЮ; те саМе
Mo)I(нa сKaЗaти i пpo piвнoмipнlаiа poзпoдiл.

Aнaлoгiчllo Д.o tloНяTтя мeДiaнИ, Д{|Я дoвiлЬtloГo ЧисЛa
p с. (0, l) означaюTЬ к B а н т и_л.Ч poзIlo.цiЛy пopяДKУ p.
Taк' якЩo фyнкuiя poзПoД.i,y F .(х) r нeПеpчpBнoЮ' квaH.
TилЬ пopядKy p _ цe Kopiнь pIBHя}IHя F (х)

l.r
Bиднo, мeДiana _ це KBaнTИЛь tlopя,Д.Ky i , ЯкЩo ДIlя

poзпoдiлy вiдoмi квaнтилi ДJIЯ кiлькoх зI{аЧеHЬ P,. To

BOFIи.цaЮTь IIeB[Ie yяBЛеIIHя гIpo xapaI(Tеp po3tloД.lлy.
Нa ПpaKтицi Чaстo t(opисTyЮтЬся KBaHTиЛяMI1 ДJIЯ P :: 0,f ; 0,2; ....' 0,9 (Т* нa3lIBаЮTЬ .ц е ц и J|' Я I\{ и) тa

I 3 r.-.p :+, + (Тx нaзиBaюTЬ K B a p т 14 trI я I\4 и)"

Якщo BI{пaДKoBa BелI,tЧинa e неIIеpеpBнoЮ i мае щiль.
нiсть poзtlo,цiлy p (х), тo Moдoю рo3tIoДiлy Hs:

зиBaeтЬся Ko}I(Hе зНaЧенI-lЯ х, гIpи яKol\,ty p (r) п{ar MaK-

сиryIyМ. oсo (lливa Чaстo зyстpiчaються poзпo Дiлlц, Щo
l\{аютЬ e.ц.иrly мo,Ц.У (тaкi poзпoдiли HalI4BaЮтЬ y н i Itл o -

Д, a JI Ь Н 14 М и}.

ов iД.нoвiдп
оо
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Bипадкotsy tsеJIиЧиrIy Е нaзI,IBаIоTЬ с и h4 е T p 14 ч.
H o Ю' якЩo BипaдI{oBi велltЧРxгIи g i _Е N4aЮTЬ oднаковi
фyнкцiT poзIloдiЛy. Bипaдкoвy BелIlЧиI{y I{а3иBаютЬ с I| -
Метp Il Ц I{ o Ю B iд Il oснO To Ч I( I4 а, яI(I.Цo BprIIaд-
кoвa BеЛи.I}IIIа Е' .-* а CI{[4eTpЧЧI{a. Якщo F (х) - фyrrк-
lliя. poзПо/}i.n y та t<оТ Btr,l ГxaдI{ОBoТ вел I4ЧI4I1I4, TO F (а l- i1 :

Fь--oФ)'... p 
tЕ -_- сt 1 хI : P {Е < q, * хI * fi. @ * х);

F"*r@)* P {а -Е <x} : Р {Е> а - хI ==

:.= l **Р{Е{с _х} : l _ F(а*-х +0).
Я*щo' зoкpеMаl , Е [Iеt]ерерBrIа BI,IIIaДкoBa BеЛ YIЧИHa'
To звiдси BиrIЛиBaе, Щo p (а + х) : p (а _ х), тобто
ЯKщo нenrpе pв|7а вunаОKoва велttцtt|uа, сttIЙеrnрuцна, вidнocнo
moцrcu а, rno еpафiк iL щiльнoсrrtt poзno\iлIl CuJwrmpuuнuй
вi1нoснo npялtoi х := а.

Якщo BиПaДKoBa BеЛ IILIИIIa [ симеTpиt1нa Biдноснo ToЧ.
KI4 а
гIopя,цKy (якrцо вiн iснyе) Дopiвltюе [lyЛЮ:

Рtztal : шt (Е * IvlЕ),u+' '- Q.

Toмy кo}I(ЕIlаЙ вiдмiнниfт вiд нyля цeНTpaЛЬ ниiа MoI\деI{T He.
пap}Ioгo I9Ря,Д,t{У }(apaкTеpи3yс сTеIIiнь aсиMeтpiТ po3.
подiлy" Haйпpoстirшoю 3 TaKих x apaKTеpисTиK r IIв, але
ДЛя зpyЧнoстi зal\itiсть цiеi BIIII4ЧI4IIИ беpyть безpoзмipнy
BеЛиЧИtIУ

At < Ire, (D[1зlz .

Цю BeЛиЧиЦy HaЗ|4BaЮTЬ KoефiцirЕIToмI acI4.
М е T p.i i. oЧeвиДЕIo , ДЛЯ l{opмaлЬнoгo i piвнoмipногo
рoзпoдiлiв у : 0.

Bпpaви

l. t.иекpeтнa BиIIaдкoBa BIIII4чI4Ha | зaдaнa свoiм 3al{ol{oМ pоз.
пoдiлy. .Знaftти МaтеI\4aтиЧI{е спoДiвaНня' .цисIlepсiю i сepеднe кBaдpa.
TиЧI{e вiдxилеHI{я:

-4 -2
a) б)

0,5 0,3 0,2 0, I 0,2 0,4 A,2 0, I

2. 3найти MaTе},IaтиЧнe спо,цiвaнHя i диспepсiю ЧIlеЛa oЧoк гIри
oДFlol\4y KI4Д\aHНi гpaльного ку6 |4Ka.

3. Kидають ДBg гpальнi кубикrl. Hеxaй Е _ сyМа oЧol{ I{a двox
кyбикaх. 3н aЙти /v1Е, DЕ, о,;.
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, 4. Hеxaй виIIaд.I(oвa в&III{чиrra Е rra6yва6 gнaче}t}Iя 0, *l, *9, l..

"",1*'fls iмoвlpностfiIul{ P (в: &} : 
= 
. l. =. 

3найти П{Е, DB.2n* I

5. Bипaдкoвa вe'Ilи.lинa Е набyвaс tнaчeння l i _l з iмoвipнiстю
0,5' 3нaйтц ltt (Еn ), Пl (u,li) .

0. BипЪд*сiва велиqIIна Е Nlа€ рoзпоДiл

-*l

rllPТТТ

3нaйти MaTе[,IaтиIlI{е спoдiвaння i диспеpсiю вl{IIa/{кoвоТ вeл I4чI4HI4 Ц ?*

-lЕl.. 
7.- ,Цвa стpiльцi зpoбиЛи IIo oдt{olvty tloсTpiлy.пo тiй сaмiй мiшeнi.

Iмoвipнiсть в/Iyчeн}Iя ДЛя IIеpIшoгo стpiльця дopiвнюе Pу Для дpyгo.
гo _ Pд. Hexaй в _ зaгaлЬHе Чт,Iслo BЛyЧ.еIIь y мiшеHЬ. 3нaf,тти Poз.
пoдiл вйпадкoвoТ Beличи}Iи Е, a тaкoх{,lъ1Ё, i DЕ.

8. Cтpiлець м^aе, n IIaTpOIriв i стpiляe пo мiшенi дo IIеpIIIoгo.Bлy.
ЧeнIIя. Iмсiвipнiсть BлyЧеilf T nри койнolvly пoстpiлi дoPiвнюE p. 3нaft-
ти мaтeluaтиql{е спoдiBaння i диспеpсiю Числa BlДтpaчrниx патp9нiry.

9. Bипaдкoва вeЛиЧI{на Е маЬ гeoil{eтpичниfr poзпoдlл:.P"{8 *
я ft} : (l _ ilh p (k:0, I, 2,...). 3rтaйти lvtв, DЕ, oв.
" 10. 3 ypни' яка мiстить m бiлих i n Чoр[it{х I{yЛР,вийЩaroтЬ IIo

oднiй кyлi-з повcpненIIяM /to пepшtoi пoяви бiлoТ кyлi. 3нaйти Maпts.

I\,taTI{ЧIIe спoдitsaння i .циспеpсiю ЧисЛ a BИйнятих кyЛЬ.
11. tlexaй BиIIaдкoBa BeлиЧи[Ia Е нaбyвaс скiнчeнне чисJIo }lР

вlд'eмних 3}IaЧeIIЬ .tr1 , X2, .,,, Xh. .[.oвeсTи' щo

Iш (Еn+t) 1, tI r-
llm j-....-.:*: max r.:i lim V мl Gn) :

n-+oo l}I (вn) l<itЪ -,, n**
l8. Hеxaй в - BI{IIaдкoBа веЛичинa , яKa нaбyвaе

нl|x з[Iaчe}IЬ. .Цовести' IIlo

&lЕ: х PtЕ}m},
m7l

DЕ : 2 х mP {Е> rn} _ r}rЕ (rшt + t).
, rn|l

l8. Bипадковi вeлI{Чи}Iи Еr, Еg, ...' [,. нaбyвaюTЬ дoдaтниx !Il8.
чeнь l oднaкoBo potшoдlленl. .Ц.oвeсти' щo

h
--n пplr k 4 n.

|4, Bипддкoвa велиЧиI{a Е набyвae цiлиx невiд'eмн}lx sllaчGtlь
0, l, 2, ..' 9 lмoв-ipнoсTтIuЦ, Щ9 спaдaЮTЬ y геol\{eтpl{чнiй пpoгpссlti
аi дЬвeсти' шo D[,-: l}lв * (lt{Е)g; 6) вiдpмo, Щo lUlЕ : с; пolrasaти,

mrx
l<r<&

цiлиx

]ш( ):
Еe
tьn

t
+

aa

at

a

a

+
-LI

I
6s
E-
Er

+
Т

9.

5r
Б

щo P {Е : n}

Па,crcаАя.

t l*8б0l

: on 
.. , -. Цefi poзпoдiл }Ia3ив8eт rcЯ, wnohiлaм

(l+ а),-rl _

sд.

невlд'eм.
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16. Bипaдкoвe
Bjдpiзкy, IIpичoмy
лiтtини Е.

|7. Hезaлежнi випaДкoв^i
лeнi вiдпoвiД,}Io Ha Biдpiзкa x |а',

l8. BипаДкoва BeЛиЧиHа Е
I\{еTpoI\l l,, тoбтo Mar щiльнiсть

p (х): {
t

Знaйти /vtЕ, DЕ i о*.
l9. Щiл ьнiсть poзпoдiлy

0 пpLI х{0,
?,е-?'х пpи х)0.
BиIIадI(oвoТ BeлиЧиIrи Е дopiвнюr

0,5сosx пpи Iхl{

15. .Ц.oвестИ, Щo кoли [ i ц _ незaлеN(нi випадкoвl велич}lltи, тo
D (Ьц) : DЕ . [hl + (п{0з DЧ * (шlц)o DЕ.

3вiдси
D (ЕЦ) > DЕ . Dq.

B0лиЧиHa .t po3llCIдlпенa piвномipнo нa дeякoп,lv
/tlЕ : 4, DЕ ; 3. 3нaftти пtiльнiсiь poзItoДiлу вЁ

26. Неxaй fttЦ: сI, i}lt1 =_. b, DB: o?, I)ц: 62, p (Е, Ц),* r.
3нaйти мaтeп,taтичне спoдiвaнtlя i диспepсiю випaдкoвoТ BелиЧи}Iи ( :
: сrЕ * Fц * T, ДQ d, р, T :- сталi.

27 . Bиrдaдкoвий Bel{тop (Е' ц) з невiд'€It{шип{и кoll{пo}lентa},Il{ мar
фунttдtlo рoзIlо.Цiлy

F (lс, U) : l _ {aх __ *_F/ 4. e*.o'_Fу (a > 0, р > 0).
3нaйти п,taTrМaтиЧне спoдiваlt}l'l i /lltспеpсiйнy MaтpиIlЮ lltoгo вектopа.
Чи зaлежнi BeЛиЧини [ i ц?

28. BипaДкoвa вeЛиЧиIlа Е 1l iвнoмipнo pозпoлiЛoна нa вiдPiзкy
[ _l; lJ' Ц :-Е. @ _ IIаTypa./IЬllе .lttслo). 3rr aЙти,кoефiшieнт кop€ЛЯ.
шii p (Е' ц). Poзгля}lyTlt окpеMo ltllllaДKи пapнoгo i tlепapнoГo m,

s 34. 3aкoн вeликиx чис€л

Bстyпнi зayвa}кeння. Hepiвнiсть ЧeбишIoвa , Якщo
гIo,^цiя А Mae ймoвipнiсть P (А), To' Bзaгaлi I{a)I(yЧи' }Iе

п{oх{нa пepeдбaЧити, ЧИ нaсTане' Чи не нaсTaнe ця Пoдi я А
гIpи oд[IoMy Bипpoбyвaннi. Taк, ЯKЩo KиI{yти гpалЬНуIia
кyбик oди}I paз, To нe Moх{на бyти BпеBHениM, Щo Bипa-
дyTЬ 3 oчок' TaK сaмo, ЯK [Ie Mo)Kнaбyти BI]еBHe}IиМ B ToMy'
щo 3 oЧoк I{e BиПaДУть. Aлe ЯKЩо ймoвipнiсть P (А) N4aлo

вiдРiзняeтЬся вiд oдI,rницi, тo, ЯK сBiДЧиTЬ ,п.освi,Д,, пoдi я А
Maйх(e обoв'я3кOвo I{aсTaс' Taк сalvlo пo,цiТ з МaлиI\,{и ймо-

PipнoсTяMи (6.шизькиMl,l дo нyля) HaсTaЮтЬ Д.yх{e piлкo.
У зв'я3кy 3 ЦиМ [Ia пpaкTицi пoдiю .4 BBa)KaЮтЬ tl p a K.
тиЧнo BipoгiднoЮ' ЯKЩoPtА)-х l, iпpal(-
Tи Ч FI o н eN4 o)кЛ kl Bo Ю,ЯкщoP(А) x.0.ПpицЬolvly
IIoсTar цiлкoм ПpиpoДI{е ПиTaHHя ' HaскiлЬKи МaЛoЮ
ПoB ИНHa 6ути ймoвipнiсть пoдii А .II.ЛЯ Toгo, щoб цЮ
пoДiю Mo}KI]a бyлo BBa)KaTи ПpaI(TиЧ}Io нeMo)I{ЛиBoю.
Ha це пиTаFIFIя Hе ivloх(нa ДaTI4 oДЕIoзЕIaчнoТ вiдпoвi,цi,
oсKiлькlt неoбxiднo BpaхoByBaTи Ba>Il..rШIвiсть ЕIaсTaHня
aбa I{енaсTaННЯ цiеТ ГroДiТ B дaнiй кoI{Kpетнiй ситyaцiТ.

'Гaк' нaПруII<ЛaД* яI{Щc ймoвipuiсть P (А) Bиxo,ц,y 3 Лa,цy
якoТ.неб.y.шь ,ц.еTaЛi телевiзоpa Дopiвнюе 0,0l, To TaKoю
Mo)KЛllвiстю Mo}KHa }IexTyBaTI4 i ввaх<aTvl ПoдiЮ А ПpаK-
тиqнo неIvIoх{лиBoю. Aле яKIцo гIpи кoнстpyЮBaннi пapa-
шIyTa BияBиTЬсЯ, Щo ймoвipнiсть Toгo' Щo вiн Hе po3Kр[I.
rтЬся, Дopiвнюе 0,0l, тo тaKy Пo,ЦiЮ /, онеBиднo, H€ Mo)I(нa
BBa>I(аTи пpaкTиLIнo FIeMo}*{ЛиBoю i.. зaпpoПorroвaнy I(oн-
сTpyKцiю пapaшIyтa Ilе I\{o}Kнa пpийн ЯTY": Ф . .J3 ПoПepедilЬoгo BиПЛиBаe, Щo в теopit ймoвipнoстей i
oсoбливo B ТТ засToCyBa}I[Iяx Ba}I{ЛиBy poЛЬ вiдiГpaЮтЬ
гIoдiТ з iмoвipностЯNlуI, близЬKиI\ци ,ц,o I{yл я a6o дo oдиницi .

Toмy oдHiею 3 oс}roBних зaдaЧ тropii ймoвipнoстeй е BсTa.
Hoв.IIеI{тlя зal{oнoмiрI.IoсTrй, Щo MaIотЬ мiсtlе s iмовipнiс.

BeЛиЧI{IIи Е i ц piвнoмiрнo poзпoдi-
b| i |c' d|. 3нaйти.r}1 (ЕФ i. o 1[ц1.
NIar IIoKaзнItKoъlаft рoзпoдiл 3 пhpа.

p (х) t

t

rt

Т'
,xтх|}T0 Пpиl

3нaйти щeдiaнy, М9llУ, МaT.eMaTичI{e спoдiвaння i диспеpсiю $.
- 20. Чoмy дop iвнюr il{aTel\laTиЧ}Iе спoДiвaII}Iя випafкoвoi- вeлиЧ}l.

ни Е', IцiЛЬЧiсть poзпoдiлy якoТ € пapнoю фyнкцiсю?2|, Ш{iльнiсть poзIloДiлy випaдкoвoТ в6личини Е дopiвнюе

[ 0 Пpиx{0,
p(х):{0,5x пpи 0<.r<2,

t о ПpРr х}2.
3нaйти folf;, i DЕ; oбчислити ймовipнiсть тoгo' щo вiдxилeння [ вiд ма.
TеMaTиЧI{oгo споДiва}Iня не IIеpеBищитЬ 0,5.

22. BипаДкoBa BeJIиuинa f; п,Iaс щiльнiсть poзпoдiлy

( 2 |..| 1 xт

-/..\ | " 
сos2xтlpи lx|{T,

p(,с): t JT

|. 0 Пpи|,|>т.
3нaйти мo,ЦУ, I\{aтeп{аTиЧнe спo.цiвal{ня i диспеpсiю [.

23, Bипадкoвa BeлиЧIlIlа [ мас щiльнiсть p(х):. ,,=?
oбчислРIтI,l п{aTeMaтиЧIIe спoДiBаI{tIя i Диспepсiю f. 

п (е_'+ ф 
l

24. -3пaйти мaтeп4атI{tille сIIOдiвaння i диепeflсiю Bипa..цкoвoi вe.
ЛиЧи}rи Е, що маe Щiльltiсть poзпoдiлy

p(x) : {' 
*lх- l | гIpи 0<,r<2,

\ / t 0 гIpи x{0 i пpи x>2, .

^ 26, II{iльнiсть випaдкoвo{ Bе.пI{чIIIIи, poзподiлeнoТ Зa па,|сo,do,tl
Prлtя, Дoplbпюe

p(х|=r 0 гIpи.v<0,
.-[ 

2fr,*._h'хs при x > 0.
3нaйти MoДУ, п{аl€п{aтиЧtlе сIloдiвaння i .циспepсiю [.
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ffi'

lEз

P{Е>| } :
lаа

TЮ, близьKoЮ дo o,циHицi' l oсo6лиBo тaкиx зaк.oнOrиlp-
нoстeй , ЯKi виникaIотЬ B prзyлЬтaTi спiльнoi дiТ великоi
кiлькoстi не3aЛе)I(ниx BиIIaдI(oBих фактopiв. 3акoн Bели-
Kиx Чисел i e oдFIиM 3 rlaiавыI{ЛI{Bitциx тBep,щ}I{еI{Ь тal(oгo
TиIIy.y $ 2| бyло дoвeДеHo теоpeмy Бepнyллi, Щo являr
собoю нaйпpoстilшy фopмy зal(oнy Beли!{иx tIисеЛ. У цьo-
My llapaгpaфi бyдu .цoBеДе[Io зaкoн BeЛиKиx ЧисеЛ в бiльш
зaгaЛЬнiй фopмi (теopeми ЧeбишoBа, МapKoвa Ta in.),
a тeopeMy Беpнyллi бyлe злoбyтo яK oкpемий BиIIaДoк.
}1етод .цoBеДеFIня нaстyпниx TeopеМ FIaЛе}I{йть П. JL. Чеби.
IIIoBy. Цi Д,oBе,цеHня гpyHTyЮTЬся }Ia Ba)I{Ливiй неpiв.
нoстi' BсTанoBЛенiй ЧeбишloBI,IM.

BI4ПaДKoвa
знaЧе}IЬ i

Я*щo пiдitlтегpaльний BиpaЗ IIoMHo}I<ИTИ Нa х' To, oс.
кiльки х} l, a F (х) - I{еспa,LlFIs фyнкшiя, вeЛиЧИHa iН.
тегpaлa нe 3МеншитЬс я ; l Ie зMенIIJиTЬся Boнa i п iсл я
IIoIшиРeння iнтегp aЛa Ilаl tIpсlN4 i>кок [0, oo):

P{T>IT .vd F (х) хdF (х).

Пpoтg 3 yl\,loви Ё } 0 вttll.1tlll.}it€, щo F (х) : 0 пpРI х 1
{ 0, тoмy oстaнIllo llер irзrr iсTЬ Mo}кIia зaписaTи тaK:

oo

P tЕ > l) < .\ хd,F(x) _ IvlЕ. l
Hерiвнiсть Чeбиш",;;pyгa фopмa). Hеxa fl випaдкoвa

BeлиЧинa Е Ivlar скiHЧе[Iне MaTеMаTиЧHе спo.цiвaння lvt Е i
скiнЧенFIy Диспepсiю DЕ. Toдi ДЛЯ бyль.яKoгo 8 > 0 l\dar
мiсце нepiвнiсть

P t| Е _ IvlЕ l< e}) l - +. (37}

Д, o B e д e [I II я. РoзгляtlеI\{o BIlПaДKoBy вeЛиЧинy
1Е - РЕ), : oсKiльки Boнa нaбyвae тiльки }IеBiд,емниxe2t
3нaЧенЬ' тo дЛя нei l\4ar мiсце ЕIepiвнiсть Чeбишoвa B IIep.
шiй фоpмi:

Hepiвнiсть ЧебишIoBa (пеpшa фopмa). Якщo
BелиЧИHa [ мох<e нaбyвaTИ тiльки HеBiд'eмниx
Mal скiнчeннr MaTеMaтиЧ}Iе спoДiвaння, Тo

P {в> l}<IvlЕ.

*j*Т

,Ц. о B е д е н н Я. 
"Ц.oведеN,Io 

цЮ llepiвнiсть
ДJIя дискpетнoТ BI4ПaДкoвoТ BeлиЧиIIуI. Якщo A
знaЧе[II{я Xi 3 iмoвipнiстю p; (i : l, 2, ...), тo
MoЮ aДvlTkIaнoстi ймoвiрнoстi

ptв>|}:
i:х 12|

(сyма пoIIIиpеЕIa нa тi i, ДЛя якиx Щ } l). ЯкЩo кoхtниfi в
дoДaнкiв Рt пoМнo)KиTи Ha вi,ц.пoвiдне зHаЧeнHЯ Xi, To вiд
ЦЬoгo сyмa Hе зI\,IeIIIшиTЬся (oск iлькуl тyт бyдyть ЛI,IшIe

\
Р {Е >| }<. Е .XiРI.

i.,х 17|
Я*щo тепep сyмy B пpaвiй ЧaсTи[Ii пoшиpити Ha
Boнa вiд цЬoГo I{е зMеFIIIIиTЬся' oсKiльки зaB)кди
a \ > 0 3a yIvIoBoЮ. Tомy oсTaтoЧнo

P {Е > I} < D *'pt: /t{Е.
T

ПpoвeлеI\do дoBедеII}Iя ДЛя дoвiльнoТ Bипaдкoвoi Beли.
ЧL|Ilt| [,, фyнкшiя pOзПo.цiЛy якoТ e F (х). 3a OзнaЧeнI{яI\{

фyнкuii poзПoДiлy

Р tЕ > |} : Р {1 <Е { oо} : F(+ oo)*F(l),
щo Iuo)KHa 3aписaти тaк:

,{ry (38)

Aле нepiвнiсть lg;#ц, > l eквiвaленТНa нepiвнoстi

[ _ IvlЕ | > e. BpaxoвyюЧI{, Щo

(36)

спoЧaтKy
нaбyваe

3a аксio.

всi i, тo
Pt20,

ц JЕ -]шЕР- : +Iш (Е _ tvtЕ ), :
зaIIиIIIeIиo нepiвнiсть (3s) TaK:

DЕ
St

P tl Е*ll{Е|>в} { DE
Т

Пepexoдячи дo пpoтилежнof пoдii, .цiстaнeп{o

P{l Е It{ЕI<g} : l-P{lЕ*,ll,l]|>o|>| Pr

| аr (х).
T

3бiжtliсть зa ймoвlpнiстк). Kлaсичнi фopми зaкoнy Bе-
лItKI|x ЧисеЛ . Для зpyЧtloстi фopмyлювaння зaKoнy вrЛи-
Itиx ЧисeЛ l(opисНo BBeсTи IIoняTTя збiх<нoстi 3а ймoвip-
нigтю. I{е пotIflтTя е гIoB,Чипd sн'qлoгoм IIо}IяTгя qбiшсlюстi

фyнкшiй 3a мlрoю, tЦo гjивчalтЬся B тeopii фyнкцiй.



.,". *

Ar
f

o з H a Ч e [I н Я', ПoслiДoвнiсть BиПaДKoBиx BeЛиЧин
Цr' Цg' '.o, -1lo' .o. Ha3иBalTЬся збiжнoЮ 3a ймoвipнiстю Дo
BиIIa.цкoвoТ BеЛиЧvlHL| (aбo дo нислa) Y, якЩo дл8 дoBiЛЬ-
нoгo e >0

limPtlЦ,._Tl<g} : l.
n+Ф

ПoзнаЧaЮTЬ збiхснiсть 3a ймoвipнiстю TaK:

цnД*у.
У циx пoзнaЧеHняx' нaпpИKIIaД,, TBеpдх{е}IIIя теopеMи

Б..q'yллi ($. 2l) мoх<нa зaIIИcaTИтal{: яKщo tl - ЧисЛo yс.
пixiв B сepii з nпocпIiДoвниx BиIIpoбyвaнЬ, ПPи кo)Kнoмy 3

яliиx iмoвipнiсть yспixy дopiвнюr P, TО *** ,.
.!'oц,eJп,{l Чe6шul,oв{l. Hехай Е,, Е,, ...' Е', r. оЭ no-

cлidoвнicmь nonаplto ldеlалеctс|duх в|jniОкoвшх вrлItцuн з o0.
на,I{oвul|4u маmеIуIаmuцнufuIu cno1iваIrHяIуILt Д{Еi : а, (i :: l, 2, ...) t iluсnеpctямtl, oблцеэtсе|лu.il4u m7eю cа,JуtCI|o
cmа,lloю:

Toдi
DЕ;dc (i: |,2,...).

Еr*tg* .ol *Е" o** 
а, (3e)

BеЛиЧи}Iy

3 гiднo 3 BЛ aсTI{BoстяМ и IvI aTe}il aтI{Ч нo г0 е п oд i в a FI }I Я

,l}1ц тъ: ЦЕr J:ЛeA, + . . + *o * n3', :.т o.-
n n 

_ L.Lо

BpaxoByЮЧI{ TeоpеMи 8 i I I, знaй,цeмo' Щo

DЦn --o\ Еr*Е,-l.... *Е"
t*

3астoсyЧlРlllи дo BипадкoвoТ BелитI ЧtII4 Цn нepiвнjсть Че.
бишовa (37), дiста}IеI\дo, Щo ДIIя,Д,oв1ЛЬнoгo i> o

Р{lЦn*М'lnl<о} }l*+,

ts-{l
щo 3 ypaxyвaн}IяIvl oз[IaЧеl|II'l збiжностi за ймовipнiстю fi

"ц,oBoдитЬ теopеMy. l
[oвелеHa Те'opеМа /l;lс] ;tм()t.y oбгpytlTyB aTI4 пpaвиДo

сepeднЬoгo. apиф.шIеTиtl ll0ГO' 
'l 

l( иI\4 lrlиpoкo KopистyютЬся
B IIpaKTиЦl BиIvIlplOBilllll. t lсxаii ,г1lебa BиMipяти .цчяKy

фiзиuнy BеЛиЧиlly Ц. 3,,tiiiсllllBllI}I rl }IезzlЛе}K[Iиx BиMlpЮ.
BaHЬ, gИ Дiстal.lеМo n :]II;lll(.IlL, ltiсТ BеЛIlЧи|||| хI, X2' ..., Xn.
Koх<не зHaЧeI{}Iя Xi с t]иПа/tкoBoIO I]lЛИIIи[IoЮ.Пp,
ЦЬoп,Iy BBa}I{aTиMеMo ' Щo МaTеMa'I.иЧIiе споДiв aHIIЯ l{o)K.

ноТ 3 Циx BеЛиЧиH.Ц.opiвнюe. сt: Mхi: а (i : l, 2, ...' n);

Ця yMoBа oзI{aЧal ' щo BиMipюванtlя пoзбaвЛеFli систеIvIa-

TиЧних ПoiVIиЛoI{. Kpiм Toгo' BBa)KaTиMеMo' щo BиKoнaHО
yMoBy DЕ;
HЮЮTЬся 3 .ц.еяKoЮ гapaнToвaнoЮ ToЧнiстю (якби.цисIIеp-
сiТ не 6улvl oбмех<еtlиМи, To це б oзнaЧaЛo, Щ9. poзсiя}I}Iя
спoсTеpеx(еtlиx 3нaЧенЬ нaвKoЛo BиI\,IipювaнoТ BeлиЧИHI4
Moх(yTЬ неoбмех{енo зpoсTaTИ, тoбтo тoчнiсть I{еoбIvIе}I(eнo

зHШI{yеться). 3a циx yNлoB зaстoсoвyЮTЬ TeopеIvIy Чe6ишoвa
l\

-а |=u} 
: 

''
тoбтo npu Оoсmаmнbo ве/|ttuofutу чucлt, вuлаipюваryb t iмoвip-
нiсmю, ЯK лавeoанo блuвькoю 0o o\uнuцi , cеpе\нr аpuфме-
mIшне pелуJlbmаmiв вuмi,pюваIub бу0е яtt 3авеoОнo .|уtалo вiО-
piвняmuсb вiО вuмi pюванoi велuцIl|l|t.

3акoн BеЛиKиx ЧисеЛ y фоpмi Беp}IyЛЛilе безпoсеpeд-
нiм нaсЛiдкoм Tеoprми Че6ишoBа.

TeopeJ}иа, Beprt,у.rlлi, HехаЙ р - чuслo noяв noОtt А npu
n nocлiОoвtluх |uжалefiснuх вunpoбува|iнях, в Koъ!сIdoJfla 3

яK|Iх iмoвipнicmь насmання no)it А dopiвнюe p, ToОi

+ o"+ p' (40)

,^Ц. o B е д e н H я. Якщo Чepffi !,lx пosНaЧI,IT[l ЧIlсло yспi.
xiв гIpи k.gУ Bl{пpoбyвaннi, т0

p,-Рr*Рz* ... *р,'.
Г|plа Цho}4y 

^Ill}rа 
*".p, D!.&а : pq : p (l - p): p *

* p2:+- {, -+), * * Ф: l, 2, o..' n). o].}ке,

ДJIя BI.{гI.aдкoBиx Ьeл.ичин [rr, Ра, .oo BиKo}tyЮтЬся yNIoBI{

Еr * Е, * ... . *J- Е,o

-а l**} 
: ,,

... *хn+
n

хt* хzlim P {ln-+oо t t

: 
*(DA, *DЕ,* +DЕ,)< #: +

с
рa.чi- -ffds

I;15la4



r'
теopelиI{ Че6иrшoвa l тoмy

рr-tда -};.. : . 
. 

t..gэ. t p,

a це й е спiввiднolше}l.}Iяino,. t
lЦipкyюЧи aнаЛoгiчнo дoBе"цeнню тeopel\{и Че6ищoBa'

лeгкo ДoBeсTи зaкoН BeлиKиx Чисeл y бiльшr зaгaЛЬнiй
фopмi.

T eo peJ}ьа, I|I а,pnoвa. IIехаЙ Оля кafiсrtQl g вunаdкoвuх Bе-
лuцu|d Е,,- Е,' ..., Еo' ... icнув скiнцeннe JflаmеJЙаmltцнe сnoОi.
вання MЕ; : a1 i вuкoшa€mbcя a14oва

Р(Е'*Еg* ... *Е")lim
n-)oo

== Q.nZ

Toдl
(З'* Ев * !:. *.Е,,

\-
9l* Щ* ... * аo

)**o'
.Ц.oведeння цiеТ TeopеМи ПpoI]oIlуrМo пpoBесTи сa-

мoстiйHo. 3аgнaЧиМo' щo Teopеrvla Чебншoвa виIIЛlIBar
3 теgрeп{I{ lV1apкова як ol{pемиЁr BvIПaДoK.

IIiдсилениfi зal{oн BелI{I(иx Чисeл. Неxaй Р - Числo
II0яB пoдii А B сеpii 3 n [IезаЛе}I{Hиx B}Iпpoбyвaнь, гIpи
Ko)к}IoI\{y 3 яKиx iмoвipнiсть нaстa}I}Iя пЬдii.- А лopiв-
нЮe |..Toti, згiднo З TeOpеMoю Бepнyллi, гIpи дoвiльнoмys>0

jgr{l + -pl **} : r.

3вiдси iнколи poбитЬся неoбгpyнтoвaний Bис}IoBoK, Щo
lim + : Р, B тoй Чaс яI( TaI{е TBеpД}I{ен}rя [Ie п{ar мiсця.n-+oo n

Спpaвдi, мo)I(е стaTkIсL FIaпp ИKIIaД, (xоu iмoвipнiсть цЬoгoi дyxсе мaлa), Щo гIpи всix Bl,Iпpoбyвaнняx насTaBaTиIvIe

пoдiя А, тoдi g- -' l; aНaЛoгiчнo ця Гpaниця l\,{oх{e 6ути
нaпpиклaд' I{yлeM aбo зовсiм }Iе iснyваTи. Toмy BvItII4I<aе

пI{тaнIIя: яKa ймoвipнiсть Toгo' lцo lim + _ p. Biд-
пoвiдь нa нЬoгo дae нaсTyIIнa теopеIvIa, ,,ff; nlonp*"iшIoЮ
фpмoю тaк зBaнoгo пi.цсиленoгo зaкoнy BелиKиx ЧисеЛ:

Tеopeeьа Bopeл,п^ I{ехаli р * цtlсlto nОя8 nodii А npu
n нe1алeаЮн,ttх вunpoбувЙryня{, U Ko}tснo'pxll 3 я,Kuх iмoвip.
rlicmь на,сmаIrня no1ii А Ооpiвн,*' р. TоEi-

p {tim р.
(n** n

ra6

: r} : r.

lа7

fioвелeння цiеТ тeoреIvlи Мo}I(нa знaйти, HaIIpиклaд' B

Kнигax [2, 3, 6, tr5J.
IснyютЬ тaKo}K бiльl:t зaгaльнi тeoрel\4и Koлмoгopoвa,

Xiнчинa Ta iн., B яKиx Bс1'аllOBЛеIlo yI\uOBи, 31 яKиx ДЛя
послiдoBEIoстi випaдKoBlIХ BeЛI,ltlиH Е,, Е,, ... ' Е,, .. . Iцaе

мiсце пiдсилений зal(oll Bс./l lll(Ilx Чисел, тобтo ДJTЯ яKиx

Р rim (
n+oe \

Еr*Еg-+-.. ].-Ец_ - Щ.'.f-дЕ, -]_:

=:- 0l --: l.
)

Bпpaви

- 29" ДoвeстИ, Щo KoЛи BI|пaдI{oвa Bелl.lЧllНa Е тraбyвaс лишe g0.
вiд'емниx gнhчeнь i мaе скiнчeltне IVIаTеI\ла,I-I4Чне спoДiвaнHя, To ДJtя
Довiльнoгo с[ > 0 Maс мiсцe Taкa неpiвнiсть tleбишoва;

P {Е}а,} < дt..
u,

30. Hеxай f (*\ _ невi,ц,neмнa нeспaД}Ia фyнкцlя IIa мнo}кинi sнa-
ЧеtIЬ BиIIaД,KoвoТ веJIиЧини Е i iснyс ivU (Е). [овeсTи' щo

Рtt }a}*+t}.
3t. I(opистyЮЧI{сЬ дpyгoю фоpмoю*}lgрiвнoстi rlебишовa, оцlни.

T|4 ДI|Я' ДoвiльнoТ випaдкoвoi BeЛиЧи"]. Е iмoвipнiсть тoгo' щo Тi вtд.
xиЛеItня вiд сBoгo мaтеI\laTиЧtloгo спoдiванFlя }rе ПеpеBиЩye пoтpoсI{oгo
сеpед}lьoгo кBaдpaтиЧ}Ioгo вiдxилeн}Iя (пpaвилo тpЬoх сигIvI дJIя дo.
вiльнoТ BипaдI(oвoТ велиЧи}Iи).

32. Cepедн€ сlroх(llвatl}Iя еЛeкTpogчgpгЦ B тpaBнi (З' бaгaтo poкiв)
y .цaнoмy мiкpopaйoнi дoPiвнlое 360 000 кBт " гOд; a) KopистyючI{сЬ
irеpiвн iстю Чо6иrпoвa, дoведel{oю y. впрaвi 29, оцiнити ймoвipнiсть
тoгo, Щo сПo}It!IBa}-I}lя елекTpoе}Iерг1l Y TpаBIt1 IIoToЧнoгО pol(у IIереBи.
щиTь 106 кBт . гoд; б) ошiHити Ty сalr,ly ймoвipнiсть, Яl{Щo вi,'(oмon Щo
сеprдLle KBaдpaTl.tTч,вiДxилеllllя сIIo}киBаI{I-Iя еЛеItтpoеirеpгiТ за трa-
Be}IЬ дopiвнюe 40 000 кBт . гoД.

33. 
-МaтемaтиЧ}Ir 

спо.цiвaння piнноi кl.llькoстi опaдiu y даHiй мiс.
цевoстl дoplвнюe 55 см. oцiнитtt flмoвipнiсть Toгo' Щo в цiй мiсцевoстi
випaдe sa piк цe мeI{II!е l75 см опaдiв (викоpисTaTи неpiвнiсть Bпpa.
вt,t 29). .

34. Cеpеднe pluне ЧисЛo сo}IяЧtlиx днiв y Да}Iiй мiсцевoстi лоpiв.
нюr 75. oцiнити ймoвipнlсть тoгo, Щo пpoTягo}I poкy y цiЙ мlсцeвoстi
бyд. не бiльше 200 сoHяЧtlиx днiв.-. 

35.. Cеpeдня шBиДкiсть вiтpy }Ia дalriй висoтi доpiвнюе 25 км/гoд.
oцiнити шБидкiсть вiтpy, яI(y мo}hнa ouiкyвaTII,Ha шi$ висoтi з lмoвip.
нlстю, }Ir мeншIoю нi>к 0,9, яI(Щo oь : 4,5 км/гoд.

30. Пpи Bt{з}IaЧеннi Kypсy лiтакa сеpедHr-ItвaдpaтиЧ}Iе вiдxилен.
ttя пoxибки вимipюBaн}Iя дoptвнюE g s t,. Bвarкaючи IuaтеI\{aTичиe
сцoдiвa}Iня пoxибки вимipювaння piвним llyлIo' оцiнити ймoвipнiсть
1Егo' щo пqxи6кa при вимipюBa}I}Ii кypсy лlтaкa будe бiльrше зa 5' .

37, SdiйснюrтЬся серiя 3 n lloслtдовниx I{езаЛе}Kниx випpо6y-

ваHЬ' B !(oхfffolvty 8 ЯItI4х iмовipнiсть yсшix.y дoрiвнюе p : * Коpи."3
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сTyюЧI{сь дp.Yгoю фpмoю неpiвнoстi Чeбишroвa, oцiH|4T|4 ймoвipнiсть
тoгo' щo y-giй сepii чaстoTа yсПixiв вi.ц,xиляrтЬся вiд iмoвipнoстiЪa мo.
ДyJleп,t нe diльIIIe нlж нa 0,0l, якщo: a) n : 9000 i 6) n : 75 000. Поpiв.
уFTtL цi oцiнки з peзyЛЬTатaп{и зaстoсyBa}Iня iнтeгpaльнoi теopeМI.I
}lyaвpa - ЛaпЛaсa.

- 38. 3a yмоB Пollеptе{}lЬoi зaдaчi oцiнити нaймеllIIIе ЧисЛo BиIIpo.
бyвaнь тaк' III9б Р iмoвipнiстro, Hё МeI{шIoю нiх< 0,99, ЧaстoTa yспixy
вiдxиляЛaсЬ вiд iмoвipнoстi зa МoДyЛelvl Ilе бiльше ltiх< нa 0,0[. Pod.
B'язaти зaДaЧy ДBoMa cпoсoбaми: а) 3a дoПoмoгoЮ нepiвнoстi ЧебI{шIo-
Ba; б) зafДollol\,toгolо iнтeгpaльнoТ TeopеMи }Iyавpa _ Лaплaca.

.39. .Ц,1нo пoсЛiдoвнiсть }Iезaлех(I.Iих випадI(oBих вrЛиЧин tr, Е2, ...
..., 8,,, ... BипaдкoBa BeЛининa|n (n * |,2, "..) п{o)кe нaбyвaiи лише

тpЬoх в}IaчеIIЬ | *|ti,0,|nз iмoвipнoстяMИ, Piвними вiдпoвiдцo +,
' 2 l 'т--..^^-.,'-т' _О Чи мaе мiсцe Для цiеТ lloсЛlдoвнoстi gal(oн вeJIиI(иxn .n
Чисeл?

-40. .Ц.gнo пoслiдoвнiсTЬ незaЛе)I(IIиx BиIIa,цKoвиx Beличин tr, Е,, ...
..., Е,, .". BиIIaдкoBa BeJIItЧ|4Н'a f., мoх<е нaбyвaти лиIIIe 3IraчeIIЬ _nq,'
0, nа, (сr _ дoДaTнa стaла) з iшtoвipнoстяп,tи, piвними вiдпoвiднo * ,

' l l ,т'..-l _ 
т, #. Чи Ма€ мiсцe дЛя цiеi IloсЛl.цoвнoстi зaKoI{ BeЛиKиx

чисeл?

$ 35. Пoняття пPo Цe}|тPaлbнy
fpaнинl{у тeopeмy

H eкaЙ l[ - ЧисЛo ПoяB tloДi,i А B n [IезaЛе}к}Iиx Bиtlpo.
бyвaнняx, ПPИ Ko)KHoMy 3 якиx iмoвipнiсть нaстaнIIя пo,цi.
А,цopiвнюе p (0 < p < l). У $ 20 бyлo дoвeдеI{o iнтeгТ
paЛЬнy TeopeMy l{yaвp a - Лaплaca, 3гiдI{o 3 яKoЮ

Я кщo t{Оltсltа, 3 rtr3(],ле,Jtсl^tttх вurLааKoвIlх велLlцurt !ir,
!ta, |. o, ILo, ... JуIoc!сr набуваmu лuшr 0вoх 1нaцеIrb I i 0
з-iмoвipнocrтt,ямш вiОnoвtОнo p i q: l p(0<p< 1),

mo nptt n + oo функцiя pозnoОiлу вunаaoosoi вrлtlцu|tu

Ё*n Ё**n
A;l I1---l

=1

l' IDрnJ' l;.1

npf/|4у6. 0o фун,tсtцit рО{]|Iodi лt1 |"to р,4|а /lbнoro lаKoнa 3 nаpа.
.]уIrmpаJwu (1 0, o : ,.: | .

Пoстaе Цiл[(oм ПpИpo.цIlrj. IItlTzlIIIIЯ, .IИ Mar' мiсце TaKe
TBеpДKеЕI}IЯ ДJIЯ ПoсЛiДoвнсlс,гей BLIПatKoBиx BеЛиЧи}l Е,'
Е,, ... ' Еn, ', O. ' яI{i 32дOBoЛЬ}IяЮТЬ бiльrш cлa6i oбмех<ення 

'
нiх< lih. Тaкe IIиTaння IIoсTaBЛеrIo П. Л. ЧебиrшoBиM; вiн
сфopiиyЛЮBaB вiДпoвiднУ. ТеopеМy (так зBa}Iy...sентpаЛЬнy
ГpaниЧнy теopемy) i нaмiтиB i\{еTo.ци' яKиМи Тi Moх(нa Дo:
BeсTи. BПepшIе сTpoГе ДoBеДеFItlя цеHTpaльноТ ГpaничнoТ
Tеoprl\4и пpи ,цoсиTЬ IIJиpoI(иx ylvloBax ,цaB A. A. }vtupкoB 3a

.цoпoмoгoЮ poзpoбЛeнoгo }IиM N,IеToдy МoI\лeнTiB. Пiзнirше
o. 

^{" 
Ляпyнoв ДOBiB ценTpaлЬIIy гparlиЧнy TеopeМy пpи

ще IIIиpIIIих yMoBax 3a .цotloМoГoЮ TаK 3Baнoгo МеTo,ЦУ xa-
paKTеpистиЧHиx фyнкцiй. B yсix циx poботaх сMисЛ yMoB'
яKi зaдoBoЛЬtIяЮTЬ /{oдаFIки [д, ПoЛяГar B Toп,ly, Щo oкpемi
.цo.цa}Iки MaЛo BпЛиBaЮTЬ нa сyMу. НaведеIvlo. фopмyЛЮ.
Baння TeopеIиИ Ляпyнoвa ' a TaKo)I( oДнoгo Bapiaнтa Ц0Нт.
paЛЬrroi гpaничrloТ TеopеI\циl.. TкиЙ .знaxoдиTЬ oсoбЛиBo
шиpoKе 3aстoсyBaнHЯ B Tеopii ймовip;roстей i мaтеI\4aTиЧ-
нiй сTаTистицi. Дoведення циx TеopеМ П/to}I(на IHaЙTI4,
нal]pиKЛa,ц, y K}IигaХ 12,3, 5, 6, BJ.

TeopeJуIсx JIя,nуI'Овa. Яrcщo 0ля noслi\Ов|лocmi взаsмнo
нelалrflснttх вunаaкoвuх вrлuцu|t Е,, Е,,..., Еn, ... J|toctсHа

nнаЙ,mu, mаIсe цuсл0 6 > 0, Щo
n

iмl8ь_МЕa12+о
A==l

lim vl,-\!!-<xl :
tвoo \ l' npq ,

iншими слoBaI\ли' фyнкцiТ poзпoдiлy BипaдKoBиx BеЛиЧи}t
Ш-||o# IIpяMyЮTЬ пpи n + oo Дo фyнкцiТ poзпoдiлy нop-Ynpq д

lvIaлЬнoгo 3aKoнy 3 пapaL{еTpaNII4 а::- 0, б : l (див. $ 3l).
Cпiввi,цнolшеtl}IЮ (4l) Мo)I(нa нaдaтIl iншoТ фopми i ДЛЯ
цЬoгo пoз}IaЧи]vIo' яI( це нeoднopaзoBo poбили paнiше,
Чepe3 !rь Числo IIoяB гIoдii .4 гIpи k-мУ BиIlpoбyвaннi, тoДi

p:=зРr*Irz* l.. *р,,.
oскlлЬI(и Ё Мрu ЕЕ r}lp, : np (див. IIp L1KII3Д }Ia

&:l
n

с. l1l) i Е Dрo - Dр ::= npq (див. IIрI{Kлaд нa с. 116),
h.=-l

тo теopelvty Муaвpa - {Iaплaсa luoх{нa сфpМyлюBaTИ тaк:
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lim
n-+oo

h,/
mo npЦ fl, + * piвнo*t,ipнT n0 

'с
l}lЕь

(4 l)

:0,

х

\e
v

(42)
nтLJ

&*1

- \2+0
DЕn,)

P

nn
s"l ь тl
L вh- L

h,:l k:l
rt

T
/-J

h*!{

*-1* 1W
19z_?
Z dх, (43)

l8e

DЕь



Teopeма JliнОefepeа, * Лeвi. Якщo вlаEJуt|to |Iе3а-
lt^еэlснi вund1lсoвi велaцuнu Е,, Е,, ... ' Е,,, ... oОнакювo poт-
no\iлёнi t J|4а,Iomb маffLuуtаmuцнд сnoОidання а i Оucnеnсtю
o2, mo npu n + oo piвнoмipнo no х

In 'l

|ЕЕь_no I r aZPlБ' ..= 1хr _*+ t u-td*.( oYn ] V2tт oo

L(ентpaЛЬHa гpаHиЧ}Ia тeoprп{a IIoясHюl BелиKе tlo.
lIIиpе[IHя HopluaлЬ}Ioгo sаI{oнy poзгIoлiлy: якщо BипаДкoBa
BеЛиЧиHa фop'yrTЬся пiд BIIЛиBoI\д бaгaтьox незaЛе}I(}Iиx

фaктoрiв' Ko)I{е}I 3 яI{llx зДiйснюe на нei не3нaЧниtl BплиB'
To poзпoдiл цiеТ BеЛич I4L|И IVIaлo вiдP iзняетЬся вiд }Iop.
IvIалЬ}Io*-.

Poздiл VI

EлЕмЕ}|ти мAтEмATиЧI{oI стAти cт|,|}|,/|

s 36' oцlнк8 пapaмeтpiв рoзпoдlлy

l. Прo зa.ЦaЧi мaтегr{aTиЧнoТ сTaTI{сTt{кll.У теopiТ ймo.
вipнoсTей. BиtsЧaЮTЬся рiзtli пoняTTя, пoв'ЯзaHi з випaдKo.
Bип{I{ пo,ц.iяIvlи i випaД.KoBиМи BеЛРiЧинaMи ; гrайвa}KЛиBiшi
3 Ниx * ЦG IIoняTTя ймовiprtoстi, фy'rlкшiТ poзtloДiny,
Мaтeп,IaтиЧ}Ioгo спo"цiвaЕI}lя тoЩo. Aлe B бiльшoстi Bипaд-
кiв, ЩO зyсTpiчaються нa Пpaктllцi' тoч}Iе знaЧеHня йшtо-
Bipчoс:l a6o точний BtrpaЗ фyнкrцiТ poзIloДiлy нaNI невi-
дoмi. Toмy tI-o-с,гal ПиTaHнЯ Пpo Txнe еKспериМеHTа'ЦЬ}Iе
BизнаЧeння . }laтeмaTиЧIlа сTaтис TI4I{'a BиBЧае п{еToДи , як i
.цaЮтЬ .зМoгy 3a pезyлЬTaTaNIИ BиПpoбyвaнь poбити певнi
ймoвipнiснi BисHoBки. ПoДaмo ДrяKi нaйпpoстirшi задaui,
щo BиBчaютЬся B MaтеMaTI{чнiй сTaтистицi.

l) Hexай пoдiя А l\laе, ймoвipнiсть' aЛе iТ значе}IH Я p :
: P (А) HaI\4 неBiдoме; нeoбxiДнo oцiНити p 3a дOпOМo-
гolo BI.Iпpoбyвaнь. Цю sадаЧy Ми poзгЛя taЛИ B $ 22.
Нa ПpaкTицi з цiею зaдaЧeЮ зyсTpiuaюTЬся дoсиTЬ Чaстo.
Heхaй' нaпpИKЛaД' тpeба оцiнитИ ЧисЛo бpaкоBa}IиХ Bиpo.
бiв B дoстaт}IЬo великiй пapтii з zV виpo6iв; якщo пapтiя

мiстить А/I 6pакоBаниx виpoбiв, тo +- цe ймoвiprriсть

тoгo, Щo }IaвI\daння вибpaниtl виpiб e бpaкoBaниIvl. 3p.o.
арliлo, Щd gaдаЧa oцiнки Чис4a брiiкoиaНИx вирo6lв
8BoдитЬсЯ .Цо laДaчi oцiнки I{еBiдомоТ ймoвipностi,
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2) € цiлий pя/t BaiKЛI{Bl.{x 3aдаЧ, пoв'язаttиx 3 невiдо-
п{иMи фyнкЦiямlа poзПO.цiЛy. Tак' I\4o)I(е стaтисЬ' щo нafuI

Bзaгaлi нiчогo неBiдoмo пpo фyнкrцiю po3пoд1лу F (х) BI{-
IIaДкoBoj BелIlЧини Е; T(uli мorке бyтll пoставлеHr IIитaн}Iя
пpo нaбли}I{енe пo,ЦaI] Il'I ,l,у lrкцiТ F (x) 3a дolloМргoю
дaних, здoбyтиx B prз}.Пll'l.ilTi втtгipoбyваI]Ь. Це питaIrI{я
poзглядarTЬся B IIастytt lloN{y lI}/lIKJ.i.

Пpoте Mo)I{е бутvl i .l.;llt, lll() lI;lM вiдошtо aНaЛiтичнltй
BигЛяд фyнкцii рoзllo:tiJIу I,' (х, dL, !.., o"н)' aЛe HeBiдoмo
3IIaЧенFIя гIapaMеl.p l I} & |, lI,, B1,ц, яKиx зaлe)китЬ ця
фyнкuiя; тpебa зtlайтlt tllцiI'II{и дЛя циx пapaметpiв. Taк,
нaпpиклa.$, y бaгатьoх l]I,tПа/lкilХ нa oснoвi центpaльнoi
гpаничнoТ ТеopеMи Мo}I{Ilаl :зpобиr.и BисHoBoк, Щo виIIaд-
KoBa BелI4ЧиIIa poзIloдiлеtta нopMaJIЬнo. oскiльки фyнк.
цiя poзIloдiлy.в цЬoMy BиПад,Ky зaлe}I(иTЬ лиIIIe вiд дBox
ПapaМетpiв а i o, тo Д,пЯ, BизгIaЧеHHя фyнкцiТ poз[Ioдiлy
.Ц.oсиTЬ oцiFIиT.и 3a pезyлЬтaTaNIИ BипpoбyвaнЬ ЛиtIIe цi дBa
пapaMетpи.

У шьoмy poзлiлi poзгЛяHyTo ЛиIIIе нaй.пpoстiшli питaн-
ня MaтеMaTичнoТ сTaтисTI4KИ, Гpyнтoвний iТ вик IIaДмoх(Ha
знaйти' нaпpиI(лад' B [3, B, l l, l3J.

2. Bибipкa з гeнepaЛЬlloi сyкyпнoстi. Poзпoдiл ви6ip.
ки. Bибipковi хaрaкTepисTиt{и. PозгЛяпеI\{o деякi зaгаль.
нi tIoHяття стaTисTиKи. Hеxaй Е - BиПaдкoвa BеЛиЧklьIa,

фyнкцiя poзподiлУ якoТ ^F (x) нaм нeBiдoмa. f,ослiдкyюuи
цЮ BeЛиЧинy, МИ зДiйснЮr,Мo n paЗ тoй сaмий експepl{n,Iент'
B pезyльтaтi Чoгo Дiстaevlo n з}IaЧeнь веЛиЧИHИ Ё: х', X2, Ot.

..,1X71. Tеpмiнoлoгiя, ЯKa пpи цЬoMy B)I{иBarTЬся' 3aIIo3и-
ЧeЕIa 3 poзгЛядy деяKиx KotIKpeT}Iиx зa,цaч. A сaМo, нexafi
laДaнo скi[IченНy IvIнo}KиHy /, щo склaДaeTЬся 3 o.ЦHoтип-
Hиx eл,eмeнтiв (нaпpиKIIaД,' пapтiя дeяKиx виpoбiв)" Екс-
IlepиМe[rг пoляГar B Toмy, Щo ми вибиpaeш{o }Iayгaд oдин 3

eлеMеI{тiв мнoN(ини ^4, peесTpyrмo .цеякy йoгo xapaктеpис-
тиKy Е (нaпp ИI<JIaД\, ,цoB}I(иЕIy) i пoвеpTaeМo цей eлеMе[Iт дo
пdнox{и[II.I. Д{нoжину AНaЗИBaЮTЬ г e н e p aЛЬнoЮ с y-
t( y П [I i с т Ю, 8 гpyгIy еЛevlентiв, якi спoсTеpiгaлися tlpи
n пoBTopеHHяx ексtIеpиI\4ентУ'_B и II aдк o Boю B I|.
бipкoЮ.

У бiльlшoстi випaдкiв нaс цiкавиTиMyтЬ tIе сaмi eЛe.
il{eнтРI MI{o)I(иtIи А, a. лиIIIе згa.цaнa iх xapaKтepистIlкa Е i
зal(oн ii poзпoдiлy. Toмy y Ы4flaДкy дOBiльнoТ BиIIадкoвoТ
вeлич |4III4 Е M[Io)I(иrIy всiх ii Мo}I(лI,Iвих 3нaЧенЬ тaкoх{
I{aзиBaюTЬ г r I{ е p a Л Ь н o Ю с y к y п }I i с т ю, a
yтвopен i B peзyЛЬтатi n еI{сIIериментiв Числa Xb X,,, . o .

...' X* * B I{ б i p I( o Ю s цiеi сyкyпtloстi.

иl



oскiльки yl\doB}l еKсIIеpиh,tеHтy BBaх(аеN4o tlеЗMirtниL,Iи,
a рetsyлЬTaти еI(сIIеpиMентiв _ I{eзaлr}кНLIl\{и o/dl{н вiд
oДI{oгo, TO pr3yлЬтaтI,I n eкспериMентiB x,, X2, o. с ' хfu e нe-
зaлe}KниМи B сyкyпнoстi вI,rIIaдKoвI{lvIи BеЛиtII{нaMи, Щ0
MaIoтЬ Ty сaмy фyгIкЦilo рoзIтoлiлy F (r).

3ayвaже}|Hя. l la lIpаI(.гицi ви6ip 3 ге}lrpaЛЬ}loi сyкуllttсiс.гi ЧaсTo
здiйснюeTЬс't TaI(' щo пiсля кo}Kl{oгo еKсIIrpиш{e}ITy Дoслiдх<yвaниЙ,
eЛeМе}tт }Ie ПoBерTa€,TЬсяt Jio ге}Iepaльнoi сyкyп}Iостi пepе,ц }IaсTyIiI-IиM
вибopoм..('o5 IIaПpl,tKЛaД' здiйснюЮTЬ вибipкoвyй I{o}ITpoЛЬ якoстi
IIpoДyI(шiТ)' Пpи ЦЬoN{y }Ie Mo}кHa BBa}кaT|4, щo всi eксIIеpиI\{ен.Tи гIpo.
BoдятЬся B oдllакoвиx yI\4oBах i Тх pезyJIЬTaти }Iезaлeх{Hi oдин вit oднo.
гo, oскiльки пiсля кo)K[IoгO rKсIIepиМенTy скЛaД гeнepaльнoТ сyкyП.
нoстi змiнюrTься . 

.| 
al<иЙ вибip НalИBa|oть вибopolnl без повepЕIенll Я Нa

вiдмiнy вiд пpос.l.OГO BипaДкoвoгo вибopу, a6o вибopy 3 ПoвеpI]e}IняM. *

Aле якщo гeнepa",tt,lla сyкyпI{iсть /{oсTa]'I{Ьo BеЛ ИKa' a вибipкa пO свCI-
rМy o6'rмy стаIloBиTЬ ЛиIIIе IIезHaЧнy ТТ чaстиl]y' To вiдrr,riнa шri>к циI\,Iи

Двolvtа тI{пaMи вибopy I.lез[IatIIlа, i HеЮ Mo)l{нa неxTyBaT}r.

Hеxaй зaдаIlo Bl{бipкy x', X2,.:., X,,3 геI.IерaЛЬHoi сy.
KyIIнoстi з IIеBi,цoмoю фyнкЦiеtо poзIlo/liлy Л (x) (теopеTиЧ.
нoю фyнкЦiею poзIlo.цiлy). МaтеN{атиЧ[Iе сIIoдiBа}IHя i д.ис.
IIеpсiЮ,цлЯ цЬoгo теopетиЧнoгo рoзIIoдiлy tloзнaЧaтиMeп{o
вiдпoвiдно

Q:etЕ, a2_=DЕ.

ЗaДaчa rloляГar B ToMy, Щoб BизнaЧvIT:rl 3 IIеBНoЮ мipoю нa.
дiйнoстi цЮ I.IеBiдoмy фyнкЦiю poзIloДiлy a6o, ПРиtlaймнi,
Деякi ii числoBi хapal{теpIIITI4KиI, Для Toгo щoб poзB, ЯЗaTИ
цЮ зaдflЧУ, BBедeIvIo пoIIЯTTя гIpo poзпoдiл вибipKI{. P o з.
п o д i л o I\4 B и б i p K 14 нaзI{BaЮтЬ Дискpeтний poзtlo.
,ц.1л' B якoMy l{o}кнoMy 3 ЧI{сеЛ Xt, X2'

ймoвipнiсть +. Фyнкшiя poзIloдiлy
n

.t '' хn B1дIIoBlДае

вут6ipки (абo емпi-

pиЧ}Ia фyнкшiя po3tlotiлy) e' oчеBиДHo,

F,'(х) : * ,

l11х_* IX;,nЬ)д:l

(t)

jlе v * чисЛo тиx Xi1l..ЛЯ ЯKИX Xi € х. NlaтешIaTиЧrrе спoдi.
Ba}II{я' Д,исIIеpсiю' MolvlеttTl4 рoзIloДiлy вибipки [IaзИBaЮTЬ
вiдпoвi.цно в и 6 i p к o B и M с e p е Д. }I i м, B er 6i p -
к o B o Ю I\I4с II е p с i е ю, в и б i p к o B 14\ЦИ Mo.
I\{ е tI т a рI и. BибipкoBe сеprдHG пo3llaЧaЮть}, вибipкoBy
дисIlepсiю s2. Taким чи"tloМ,
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(2) Щ* хz 4- ... * хn !у* а,

тo0то ьlа6ipкове сеpеl{нr' с сepедн iм
I(oвI{x 3нaЧе}IЬ

ap ифмеT}l I{IIиM виб ip-

)с1 * F), (3)

Зазна.tllмo' Щo Oскi.llькll llllбiркtlв i хapакTepI{сTиI{l,I (тaкi,
ЯK, r.IaIIрv|I<JIaД\' х i s,) с rtlyltкIliямll вiд BиIIai{кoB}lХ вe.
ЛиЧиH .r1' Xz, ...' X,,, ,гo fr BoI{и самi с' BиIIa.цKOBиМи веЛи.
ЧинaNIи. Bиявл.яс,TЬс'l ' IцO еMtlipиннa фyнкшiя poзIloДiлy
i вибipKoвi xаpaк'герис'Гl,l l( pI Мo)ltyTЬ сЛy}кити нaбли}Keн-
IlяMи вiдпoвiДrto I\JIЯ тroplTичнoТ фyнкшii poзIloДiлy
i вiдпoвiдних теoprTИЧHиx ЧисJIoBl,tx xapaKTepI{сTI{K (якщо
тiльки n ДoсиTЬ велике) . tля ToЧtloГo фopмyЛIоBaнH я
вi,цповiДниx TBep.ЩKе[IЬ зpyЧtlo KopистyвaTися IIо}IяттяI\,I
збi>кнoстi Зa ймoвipнiстю, щo бyлo BBetеНo B s 34.

TeopeJwсl, 7, Пpu fl + oo i бу1ь.яlсoJуIу Оiitснoму х ]|4ас
мiсще mшсr сniввiilнОtttеttttЯ: 

l

F, (х) .й** F (x).

Дoведeнн Я. 3aфiKсyсМo дoBiльне Дiйснe х i
poзгляIIеIVto пoсЛ iДoвн iсть |ъ I-Iезaле)Kниx eксIlеримeнтiв,
якi дaЮTЬ 3нaЧення XL,'Xz, .r.' X,, BеЛиЧиI{и Е. Якщo BBa-
}I(aти yспixoм BиI{oнaгII{я неpiвнoстi Е < x, To 3a oз[Ia.
ЧeI{няМ фyнкшiТ poзIloДiлy ймoвiрнiсть yсгIixy пpи кo)1(-
нolvly 3 еKсIIеpиl\леЕITiв дopiвнюе F (x)' a' згiДнo 3 фopмy.
ЛoЮ (l)' Fn (x) _ ше ЧaсToTа yсгIixiв гIpи n Bипpo6yвaн.
няx. Toмy 3a TеopеMoЮ Беpнyллi

F,(х) йЦ* F (х),

Щo Й дoBoдиTЬ Teopeш{y. t
Teopeм,а,, 2. Яrcщo вunаОкОва велtlцItldа Е маr crciнцeнне

иIomr.n4аmllцНe cnoОiва|{|lя а i скiнценfla Оuсnеpciю 62, mО
tlpu n+ ф

} o*-, 
а,'

s2 .й"* бt.

.Ц. o B e Д е н tI я. Ми oбмeжиI\doся дoBeДе}lI{яM лI4шIe
пepшIогo 3 ц[Ix .цBox спiввiднorшеFlЬ. oскiлЬки кo}кнa 3 BРI-
IIaдI(oBиx BелиЧиH Xt U = l, 2, .'.' n) I\4а€ фyнIЩiю poз.
пoдiлy F (х), To it I\daтеI\{aтI{Чне спoдiвal{Hя i Диспеpсiя
Дopiвнюють вiдпoвiдно а i o2. Toмy 3a зal{oнoп{ BелI{Kиx
чисeп (y фopмi тeopeми Чeбишoвa) гIpи n + ф

,':* f (r, -1)u: + fi_ n .ьJ \ o , n Ь}
i:I f=-l



тo6т0

Щo 11 тpебa 6улo дoвeсти' I
3. 3aгaльнi пotlяття тeopiТoцiнol{. HехaЙ c * деякий

IIapaI\4eтр тeopетичнoгo pCIзIloДiлy (нaпp I4KЛaД, MaTeMaт}IЧ-
нe сIloдiвaння' дplспеpсiя, медiaнa тoщo). oцiнкoю цЬoгo
IIapaMеTpa нa3иBaЮTЬ тa!У фyнкцilо T ...- т (х,, X2, '..' хn)
вiД знaчrl{Ь, Щo сПoсTерiгaлйся, Я,Ka B IIеBЕIoInly poзyшiiнгii
п{aлo вiдРiзняетЬся вiд c, " У MaтeMaтI,IчIIiй. стaтiастицi
poзгЛяДaЮтЬ oцiнки, Щo 3аl{oвoлЬняЮTЬ pяД yмoв, якi
бyдyть, сфopМyлЬoвa}I i llи>ttче.

o з н a Ч е н }I я l" o,дiнкa Y .:-9 Y (х,, х,, ,,.1 Xn) пapa.
MеTpa с [Ia3иBa€'ТЬся I{oнзI,IстeFITнoю oЦiнкoю цЬoг0 llapa.
ivleтpa' ЯKщo гIpи n + oo

TФt, X2, .. o , Xn) *"*с.

Tgopeyy 
|J\4o>I(Ha leПер сфоpшryЛЮBaTи тaK : вuбiplсОве

се pе Онв i вu.6ipкОвa luсnеpсiя 6 |сol7лuсmrнrrlнult4u'oцiн-
|dа.fuILl вi\noвi\нo Оля mropеmuwtuх Ifiаmелlаftl,uщtoeo сno.
Оiвання i 1uсnеpсii 

"oзHaЧеHFIя 2. oцiнкy T:|$t, X2,...' хn)
нaзиBaюTЬ l{езсyнrнoю oцiнкoю пapaМeтpa c' якщo гIpи
бyдь-яKoмy НaTypaЛЬI{olvly n

ety (х1, х2, l . . , Xn) е, Q,

Haгa.цaеMo' Щo )с1' )с2, ,n,1 Xn _ BиIIaдкoвi BeлиЧI{HИ, ToIvIy
tl у (х,, х,, '.., Xn) _ BиIIaДкoвa BеЛиЧи[Ia.

Умoвa lreзсyненoстi oзI{aЧal' щo пoxибкa вiд зaмi I1I4 c
Нa T Hе Mar систеМaTиЧFIoгo xapaкTеpy. .

Пpикл1toМ }Iезсyнeнoi oцiйки e. 
-вибipкoвe 

сереДI{r
3I{aЧенItЯ, )с як oцi}Iка [4aTеMaтI{LI}{oГo сIio.цiвaння a. CпpflB*
дi, oс5iльки Koх(нa "3 BиIIaДкoBих BeлиЧиI{ Xi U : l , 2^, ...
...., fl) Мae фyнкцiю poзIloдi.,,l} F (x), To [|lIх',: llf,Е : сI'i тoмy

")
FIaвпaKИ, BияBЛяeTьсяl Щo вибipкoвa д}rсIlеpсiя sа не e

ttе3сyttеHoЮ oцiнкoю ДlIЯ тeoprтичнoi дI{сперсii с.2. Пepе.
вipимo, Щo цr тaK. Bвeдel\{o IIoзI{aченI{я at : Xi _ а',uдi

Mu, =* /Vlxt - а,- 0, MUтt _ Ivt (хt _ а), :
- Dxl ==* бl, Dу' ==o Dх1 :в gв.

oт>кe,^ t}lsz # 02, тoбтo s2 не r HезсyHенoЮ
ДЛЯ o2,

3a^ Ф9Рмyлoю (5) Mo}I(нa .цiстaти lleзсyненy
ДJIЯ 02 . Cпpaвдi, неxaй

;д*с,
3а фоpмyJtoЮ (3}

/Vlse :

I
:5-= ф

n

:
oск iлькtа у, i

n
уЬJ

f:l

I
tl

|п*м I (,, *I)': }мn .1 \ t ' nt-l
n

х
l:l

J
n

I

n

п{

: +f*nэ
\+2latatl

i<i /
ПiдстaBиBlIIи Це 3

rllst

Фt , у),:

Ftl. (n Й,) :
(! () tlui- - /vl I IJil l-./| е п 

[.-.,|

n.l

I Mу? - 2M 1у1z + fll (g), :
/-l

" nU2 - /vt Qуz: ot _ /vl (a),, (4)

тot\,Iy

Гv1. (л,: /1{ r
\

U1Heзaле}I(Hi пpи i + I, To
N|(Uflr): N|у,.NIg'*0,

h* !a* ..o + ln \u-J:
I

n2

+/vr/r u?+Io- | Ll\'':t

, n62_ o' 
.n

o о,2_{r- :
n

r? : n\s,:

t:l
нaЧе[l[Iя в (4)' OсTaтoЧнo дiстaнеi\do

Ч: t o,. (5)

oц1нкoЮ

ouiнкy

+- f',@,-*)rn (6)n_ | L) \ o -I т

f:l

1tl:+ЕI}I,':a.
t:l

Пй- j}i (t $IN LJ
\ jt'l

тoдt

мs? -*Мs2-(г!.
oтх<е' BелиЧинa s1, Щo BизI{aЧaеTЬся фoрмyлoЮ (6), e

IIeзсyнеIloю oцiнкoЮ .цля ДисIIерс ii o2. Пp И tt + oo oбидвi
BелиЧини sg i s? пpяMyЮтЬ дo тieТ сaмoТ гpaНицi' тoмy цЯ
oцiнкa е тaкo}к KoHsисTе}lTIloЮ.

4. Haдiйнi межi ДЛя MaTeП{ aTklЧttoгo спoдiвaн}Iя. 3 пo.
IIяTгяM нaдiйних Мe}I( I\dи B}I(e зyсTp iчaлиcя в $ 22 гIpи BИ.
вЧeннi oцiнки }IeвiДoмoТ ймoвi1iнoётi uepез ЧaсToTy. .[aмo
зaгaЛЬнe o3I{aченFIя цЬoгo IIoн ЯТtЯ,

o з H a Ч e I{ н я 3.. Hexaй y, : Tt(Щ, Xz, ,.., Xn),|z:*i: h (хt, X2, ... ' хn). _ тaкi фyнкцii вiд вибipкoвиx

laa l0 3*д566 I45



х?,П
u'
г

3flaЧeHЬ Xr, X2' ..a, Xn, ДЛЯ яI(иx 3aBx{Ди Tr { Tд; р - деяке
дiйсне Числo 3 iнтеptsaлy (0, l). Якщo ДJIЯ пapaМетpa c
тeopeTиЧ[Ioгo рo3lloд,iлy }dae мiсцe спiввiдношенIIя

P {т'{c{т,} >р' 0')
тo Tr i'Y, назIlBaЮTЬ нaдiйн|4NIуl пde}Kaп{I4 дЛя llapаIueтpa с'
a пpoмiх<oк (T', Yд) _ нaдiйним iнтepвaлol\ц' Щo вiдйoвi.
.цaЮтЬ нaдiiаHoмy piвню р.

3ayвaжeння. 3aMiсть спiввiдIloшIeнн я (7) чaстo IIиlIIyтЬ

P {тr 1.с{Тз} :F, a6o P {тr (с{Yа} : 0.
Нaдiйнi мe>кi для MaтeмaтиЧнoгo спoДiв aННЯ y BиIIaдкy

бyль.яI(oгo poзIloдiлy лeгкo знaЙти 3a дolloп{oгoЮ цент.
paлЬнoi гpaltиЧHoi тeopeми. НexaЙ *,, X2, ...' 7сn _ вибip-
Ka 3 гellepaльнoi сyкyпнoстi' poзIlo.цiленoi 3a дoBiльним
зaкoнoшI 3 MaтеMaтI{ЧI{lIМ спoдiвal{HяIvt а i диспepсieю o2.
Тoдi , ЯK вiдoмo, X|, X2, .О.' Xn e B3arшIнo нe3aЛех(IlиМИ, oд-
HaI{oBo po3llo.цiленими виIIa,цI(oBиI\,tи Bе.IIиЧиHaI\ци, Щo
МaIOTЬ MатeМaтиЧне спoдiвalltЯ а i .циспеpсiю o2. Toмy зa
1eн!Р1лЬI{oЮ lPaIIиЧIIoю тeopеl4oю y фopмi Лiндебepгa - ]

Левi (див. s 35) пpи fl -> oо
(n\

oi,t,.:', <t[ .*;=- ( f*а,,t oVn ) V2N J--
Це, oЧеBt{.цHo, I\,lo)кHa зaписhти тaI{!

ч.,| /t 11-_> - I 2dz,
{ж' l-

aбo

o{l 1с_а|<*,} * 2Ф(th

.це Ф (0 _ фyнкшiя Лаплaсa.
3вiдси BуIПЛiIBae' Щo пpи ДoстатtlЬo Bе.IIиI(otvIy n

p{l i_а|<+ t|*2Ф(t), (s)[' ' - Vn J '
пrrбтo гIp}r надiйнoМy piвнi р == 2Ф (0 нaдifiним iнтepвa.
лoM ДJIfl мaTеIvIaTиЧнoгo сшoдiвaння a e пpoмiх<oк

{i- ! t "-р+/) . (9)\ lfn at'w ' {i
Якщo гel{еpaЛЬнa диспеpсiя o2 Bi.цoмa' т0 циI\{ самIlп{

зaдaЧy пoбyдoви llaдiйнoгo iнтеpв aIIa poзв'язaнo. Aлe, як

146
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IIpaBI.rЛo, BrЛиЧplнa б2 нaL{ неBi.цoма' Tомy на прaKтиЦi iТ

зaМiнюIoтЬ вtдпoвiд.нoю oцlнкою, тo6то BелI{ЧlIнo!о d.
Пpи цЬoш{y для rraдiйнoгO piвшя р ==. 2Ф (l) для с беpyгь
надiйний iнтepвaл

F_ftt,7+#4. (10)

Якщo oб'ем вибipки Ilе,цoсTаTlIЬo Bелlцкllil (n < 30), To
знайдениil нaдiЙниЁl iнтерtjаЛ tIе засЛyгoвyе зHaЧ}Ioгo дo-
вip,я, пo.IlеpШe, тoмy, Lllo piвrliсть (B) e лишIе нa6лtlll{е.
нoЮ' tlo..цpyгe' Tot\{y' ttlo N,lи 3амitl|4Л|4 HeBiлoмy диспepсiю
о2 ii oцiнкoю s?. Hехаl'l ltollaTкoBo вiДoмo, Щo гeнepaльHa
сyKyпнiсть poзIloДiлена 3a FIopMaЛЬниM закoнo}t; (I' o _
пapаI\{етp!I poзIlo.цiлy. Poзгля HеI\лo в i.цнotllеtl ttfl

(l l)

{||_т
I{е l' oЧеBидHo, Bипa.Ц.кoBa BелиЧI,I[la. Мo>кнa дoBeсти
Eив. [6], $ 24), Щo BoHa pфпoдiленa зa тaк зBаI{llil{ зaкo-
нoM CтьюденTa 3 n _ l степе}IЯMи свoбoдиi Щiльнiсть poз.
пoдiлy ймoвipнoстей ДJIЯ t дoрiвнюe:

Г{+l -э.
srr-r(x):+- '\-{ 

. ft+ '{'='l 
2

rffi.Е\.,n_lI o-\тl
Ta6лишi poзпoлiлy CтьюдеHта (табл. 5 .цo.цaткa) пoбyлoBfl.
нo тaкl Щo Д.Ля pяДy зttаЧеI{ь нa.цiйнoгo piвня p i oб'eМy B}l.
бipки n нaве,^ценo TaKi значеt{[tЯ tB: l (р , n') l Щo

P tl t|<tв| - p.

Якщo зa,цaнo надif,пllцft piвень F, To, Bpaxoвyloчt| фp.
I'Iyлy (l l)' IvIaтиIt,IеI\do

I

pf lr-al * I't#''ul:F'
a6o p{l ,с*. . 

'===.-/,,} :F.(' .а|.fr_l 
*I

3вiдсlt дiстаeп,Io тaкltй нaдiЙнуlfl iнтеpвaл для l\{aтеп{flTtlЧ.
Hoгo сшoДiва}Iня а tlpk| нaДiЁrнoivIy piвнi B

(х-*-tp,i+#rр) . (l2)
\ Yn-l ' I l/n-l *l

Пpи n } 30 pозпо.Цiл Стьюдентa праI{тичнo нe вiдРiзня.
еTЬся Biд llopмaЛЬlloгo 3 llapaп{eтpaми а =Е 0, o := l, тoмy



trй
S'

A Цьомy Bипaдкy M0}кнa KopисTyBaТI,lсЯ надiйним iltтеB-
BaлCIм (l0) .

б. Cпoсoби oбчI{сЛrн[Iя вибipкoвI{x xapaктерI{сTик.
Яшto oб'ем вprбipки n [IeBеЛикий, To ДЛя oбчислеtltlя
oснoвниx ЧисЛoвиx ХаpаKTерисTwк ви6ipкРI Мoх{Ha l{opис-
тyBaтI{ся фopмyЛaп{и (2), (3)' (6)' Aле ГIpи BеЛpIKиХ tL
(навiть гIopя.ц.кy кiлькox десяткiв) oбчислеI.IIIя 3а циI\4}t

фpмyЛavlуl сTaЮть tУже гpoмiзДкими (oсоблиBo oбчислеH.
tIя диспеpсii).

.Цля спpoщення oбчисленЬ зaпишIеMo сtloЧaTкy вибip.
кoвi 3нaченНя B llopЯДкy зpoстанrtя i вiдпoвiДнo-зal{yМе.
pyеI\{o Тx:

trr dxz { xgd с. О {xo.
Цю пoслiдoвнiсть зЕIaЧеI.IЬ ЕIaзиBaЮTЬ Bapiацiйним pяtоП{'

\ oкpeМi знaче}Iня Xb Xz, t..' хn B a p i a н Tа I\{ и.
Якщo сepе.ц Bapiaнт e oДнaкoвi, тo I\4и ix зtIoB перенyIvIе.
pyЕMo' Цp}IIIисyюtIи oдlraкoвиI\,t Bap iaнтам тoй caмиfl
ltoМep. fцп\o гtpи цЬoМy Xi ПoBTopIоeTЬся tli paз (i :
: l, 2,- ... ' k; nl + n2 + ... + tlp : {i, тo форL,IyЛи (2),
(3) нaбyвaЮTЬ BигЛядy

(13)

n,*? - 1,1в. (l4)

Я*щo Числo вapiaнт .цoситЬ вlлиI(e' Tо дЛЯ сIIpoЩеHHя
oбчисле[IЬ зaсToсoвyютЬ гpyIIyB aHн Я еIvlпipиuниx
.цaних. Hеxaй (а, b) _ iнтеpвАЛ, B яI{oMy ле)I(aTЬ yсi
вибipкoвi 3нaчення Xb X2, ! о. ' хn, Рoзiб'емo iнтеpвaл
Lo'b) нa деяKe Числo k piвниx ЧaсTиI{. Нexaй Zi (i: l,
2, ...' k) _ сepе.цини ЦИх iнтеpвaлiв; Для сIIpoЩення oб.
ЧисЛeHЬ IIoKладеIvlo нaбли}I{е[Io, Щo всi вибipкoвi значеI{ня'
якi пoIIaли B i-i4 iнтеpвlЛ, .Ц,Opiвltюlоть Zi. Якщо |.t,i

числo вибipкoBиx знaЧе[IЬ' якi пoIIaЛи B i-Й iгlтерв ДЛ,
тo 3a фрмyлal\{и (l3)' (l4)

t

h

х
i:l

,kT\J
/rn ;At

h,
Е-tЬ n#t

- 
f-l

1v э-l

Jу

n

T

-- n
s2:

h,

Е ,, ft,_17t
t:l

h

! n, {2, -Z1zi=:l

(15)

(16)
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s2 дr n t* - (i)'

llля дaЛЬшIoгo сIIpoЩеI{HЯ oбчисленЬ зaсToсoB-yЮTЬ

Taк звaний ivl e т o,П. y М o B ll |4x B a p i a FI T. Неxaй
i0 - нoмеp oдtloгo З iltт.е1ltlалiв, якиfl Ле}I{l{TЬ пpибли3нo
Пoсере ДИt|i iнтеpвaЛa (u , 0); особливо зpyЧ}lo бpaти iн.
"ГерBaЛ ? B яl<иЙ ПoTрaIIll./l() rI:tiiСliлЬIlle ЧисЛo вибipкoвиx
iНi]ЧеI-IЬ' aJIе Це [Iе сlбоl't''l:tl(()I}(). I}ве,ltеl\лo TаK звaнi yN{oB-

h_анi Bарiartти lti: i-
Чaс'гKoB14x iнтеp BaJl ill,
+ (i- l) tL(i =:: 1,2,

s2хh

Фopмyли (l8)
It.i _ tlOсЛiдoвнi ц

Пpиклaд. У тaблицi
4,781 4,764
4,796 4,776
4,769 4,77 |

4,792 4,789
4,779 4,,772

(r7)
M HyлeI\,I.
yвaги спiввiД.нo-

l lt.х;tfi |.t _ Д.oB}Kинa
+ryJ<,i &L I

k
oскiлькlt

zi *'- Zr,, .,,- (i - io) h : lih,
звi,цки

?i '- zio

3нaчення Zio iнодi HaЗI,{BaЮTЬ
Teпеp Зa фopмyЛolo (l5)'

I-IIеI.lI1Я (l7), ДiстaсN{О

uih.

yМoBH|4
беpyuи дo

: I ( )( )

tl#t :

k,

Znt+r:l

r( l) o K.
Il) , ,ГO

tk
l\г

n'ц
tr:L

h. I

1k
хNz_:у. nЬl

, d:l

: zio
n

lv k \,(+ 
Д"{l2t-Ф,,) 

:
i (l9) зрyЧнi тим, Щo
iлi tlисЛa.

nt(zto* uth -
h

|rntiln
f-l

nrur)

Aнaлогiчно 3a фpмyлolo (16) 3 ypaхyвaнняM (lo i
( l8) .цiстaнri\,lo

s2 *+ 
,*n,Q,-2),: + iАni(ш,h_in]':

: hz. + $,nt (ut -i)',nA,

hns2.

( 18)

(le)

4 ,777 4,809
4,765 4,794
4,785 4,779
4,805 4,788
4,7в8 4,772

yMoBHi вap iaнти

4,761' 4,,76V
4,792 4,806
4,758 4,779
4,764 4,785
4,910 4,790



4,,!!1 4'!q9, {'qQl {,Z9! 4,799 4,77т4',!I? t,!9+ \,!QQ !,,!ф 4:|gg 4:Йb4,!2\ 4.'!!* +.,Tqq {,ryq 4:iб1 e,,isi4,Z92 4,!73 {;qqq ц,тцa ц,тgo4,767 4,791 4,771 4',775 4"741
нaвeденo 58 знaчeнЬ вe.III{чиHи e' знайдених Мlллiкенoм гrри визtla.
ЧеItl{i ве.пичиI{и зapя,цy 

. 
eлeктpoнa'.^щo дopiвнюе l0_I0 * oo,,ицьсГсЕ. 3гpyпyвaти rii данi, знaйiи виflipi..o"Т.БpЪдЦс i ДpIсIIерсiю, a та.кoх( нeзсyl{eнy oцiнкy .цисIlеpсii.. 3йafr'I\-н.aдitн 

"{ i"'ЁpЪ,, ДЛЯмaтeмaтиЧtloгo спoдiвalll{я з нaдiйнiстю o-,95, Kopистyюvисi' ;i йЁмaльJlиIt{ ]oзlloлiлoм ; б) poзпoлiлoll,l Lтьюдентa.
Рoзiб.еIl{o Пpoмiх<oк,^B^Tкgyy- jПе}l(gтЬ в.ибipковi знаЧeння, нa 8

l"IчPР,лiв з кpoKoм fu : 0,0l : t!,??sj '!'т4ьI,у:i'4в: 4.,iвt);..:;-iа,вos;4'8l5); сеpe.ци}Iи циx iнтepвaiii 4,740., 4,7ьb:,-,j.,,4,,8ю,j,nйIIIе,v'o BПepшIol,ry стoBпцi тaблицi.
У дpyг9мy сTOвПцi запиtшel\{o чис.пo вибipкoBих з}IaЧellь' щo пo-тpaIIили y Biдпoвiдний iнтеpв.aл, в TpeтЬoI\,Iy _ y*ouнТg;;iJ"'i, (.uyмoB}rий нyль вiзьмеIt,lo zь 7 4,7B0)., a B дBox oстaннix _ лoоy,*и' нe.oбхiднi для зaстoсyваннй фo!мy{ (iвl i (tэ;. в й'unнЬoмy pядкy 3a.

пI,lшIeмo сyп{'и вiдпoвiдниx лo6yтkiв.

: 0,9б 3 yмoBI{ 2Ф (tI = 0,95 знaxoдимo, Щo | -= l,96, тoшу

+t- {TЕ-L}r: . l,e6:o,oo4,
{; 

o- Vы
!, oтхte, шIyI(aI{им нaдlйtlиI\{ fulтepвaЛorr{ е (4,782_0,004 4,T82+0,004),
тoбтo (4,778i 4,786).

Якщo Kopистyвaтись poзпo/ti"ltoм Cr.ьroдeнтa (тобтo шyl{aти i"тqp.
вaл (|2),,тo6a тi6л. бдлi n- 5t] t Р:0,95Дiстaнeмo /p:2,003,
звiдси

tl- 
t,. - -l/ffi,' to-2 -. 2,003 - o,oo4,;V; .0 уm

s.-
|r||_т "|] -
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3 цieir та6пицi знaxoдиl\,lo

|l-+ Ё f,#t:+.9:0,lбб,n (-l
гo}ry зa фpмyлolo (l8)

i *, 7ro+ hi - 4,zso + o,ol . o, 155 == 4,Tg2,
Д.aлi, sа фрмyлoю (l9)

oтжe' в цЬoмy випaдкy poзпoдlл Cтькlдe}Iта I{e .цae iстотнoгo рo3ши.
peння нaдiйниx Mе}к.. 

3aygill(eння. Неoбxiдtlo зaстеpегти вiд Mo}кЛиBoгo l]eпpaвиЛЬ.
tloгo тлyмaтен}Iя здобyтoгo peзyлЬтaтy. 3aпис

Р {4,778 < а 14,786} : 0,95

нe r IIpаBилЬIIиI\л, oс-кiльK|4 а, - Цe цiлкoм пеBнe (aл9 н3М нeвiдoмe)
Числo' i тoмy Bo}Io aбo лех<итЬ y зaзначеtloМy.iнтepвaлi, aбo нe Лe}I(итЬ'
тo6тo 

.записЬнa 
ймoвipнiсть наспpaвдi дopiвнюе" l aбo 0. 3дoбyТJ].и

гlpи poзв'язyвaннi пpilклaдy peзyлЬтaт DIa€ тaкиtl сМисл: яKщo здiй.
с*rювЪти бafатo сеpih випp6бyвaЪь, тo пpиблизнo B 95 .o/o випaдкiв
здoбyтi 3a вKaзаним метoдoм iйтepBaJIИ бyдyть мiстити a i лишe в5 o/a

випaдкiв знaчення a мo}I{e бyти зa межaш,Iи тaкoгo iнтepвалy (пop. aнa.
лoгiчнe зayвax{енIrя B s22).

Bпpaви

l. BимipяI{o мaксIмaJIьIly,lп{}Ijсть 20 кoндеI{сaтopiв змiннoТ ем.
ltoстii pеgyлЬтати в}lll.ttpювaнь (y пiкoфapaдax) нaвeденo y нaстyпнiй
таблицi:

4,40 4,31 4,40 4,40 4,65
4,56 4,71 4,54 4,36 4,56
4,31 4,42 4,60 4,35 4,50
4,40 4,43 4,48 4,42 4,45

3нa Йтп вибipкoвy сepедtlю емнiсть кotlде[Iсaтopiв t цleТ

гpyпи' вlц6ipкoвy дl!спeрсiю s2 сМ}Ioстi тa Тi }Ieзсyнeнy oцiнкy s|.

2. 3а ДaниIvtи зa,цачi l: a ) знatlти нaдi йнi мeх<i для l\{aтe.

IшaтичIIoгo спoдi BaнHя m гeнepaльнoi сyкyпнoстi ГIpи нaдi йнoмy
рiвнi l) 0,99; 2) 0,95, KoрIlстyЮчисЬ lropш,IaлЬHиlvt poзIloдiлoм;
o зpoбити Te сaМe 3a дo;]oп,Ioгoю poзпoлiлУ CтьюдеI{тa.. з. Пpи сBepдлiннi 80 oтвopiв тиM сail{иM сBepДЛoм 3. I{астyп-
ниI\,Iи вийipювaнняIvlи Дiaмeтpiв oтвopiв здoбyTo таKi данi (в мм);

z1 nI ut ntul
"t4

4,740
4,754
4,760
4,770
4,780
4,79A
4,800
4,910

-4_3
_2
_l

0
I
2
3

-4_6
-10
-ll 0

l5
l0
15

l6
l8
20
ll
0

l5
20
45

I
2
5
il
l4
r5
5
к(,t
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st аz o,(+ .Ь,r? -t;l,) - 0,012
\n r':l /

Heзсyнeна oцiнка дl{спepсil 
'? 

в
вiдpiзttяеться Biд d

Ir43 \
(т_ - 0, l558f - 0,000248.

цьoмy пpнкладi IIpaI{тичIro нe

40,45 40,35 40,39
40,44 40,35 40,30
40,35 40,30 40,33
40,40 40,36 4A32
40,31 40,33 40,36
40,33 40,37 40,34
40,34 40,31 40,43
40,32 40,34 40,31
40,39 40,37 40,37
40,3т 4a37 40,36

40,40 40,42 40,32
40,34 40,3 | 40,32
40,38 40,33 40,33
4О,З2 40,42 40,35
40,34 40,30 40,30
40,30 40,43 40,34
40,36 40,34 40,34
40,3l 40,36 40,м
40,38 40,36 40,41
40,35 40,32 40,36

ц|0,25 40,35
40,37 40,35
40,33 40,41
40,28 40,30
40,29 40,33
40,41 40,40
40,35 40,34
40,28 40,45
40,29 40,39
4A,27 40,38

tЕt



Ъ 3нaйти вибipкoBе сеpeД}I€ 3I{aЧенItя дiаметpа i незсy}iенy oцiнкy
диспеpсiТ: a).безпoсepед}rЬo 3а Дa}IиI\4и таблицi; б) згpyпyвiвши е.I\{.
IllpиЧtl1 Дaн l l викopистаBIUи lvlетoД yl\4oB}rиЦ,Bapiант. Пpи гpyllyвaннi
poзs1lи пpol\iliх<oк вiд 40,25 дo 40,45 на l0,пpoмiх<кiв.3 кfoкoй h-: 0,02'

4. 3а даними за,.цачi 3 (пiсля гpyпyвaння) знaйти нaдiйнi межi
ДJI.я МaTеМаTиЧItoгo спoдiвaННЯ m гeнepаЛьноТ 

-сyкyпlloстi 
гIpи надiй.

I{ol},ty piвнi: а) 0,997; б) 0,95.
p. ПpoвoдИJII4IЬ випpoбyвання ЧyTлиBoстi 40 o,.цнoTиIlltиx paдio-

пpиймaчiв. PeзyлЬтати вйпpобyвань пiсля гpyгIyBaн}Iя ПoДaнo Ъ тaб.
JIицi, дe B пepIIIoп,Iy pядI{y дaнo 1нтеpвaли ЧyTЛивoстi (y мiкpoвoльтаx),
У ДpyгoмУ pядкy _ ЧисЛo пpиймaчiв з чyтлиBiстю У Циx iнтеpвалax:

Iнтeрвaл 75_|25 |25_175 |75_22Б 225_275 2i5_326 325_375

Iнтepвал 375_425 425_475 475-525 525_ь75 b75-62b 625_675

Iнтepвал 675_725

n1

ni

к.

tr
fr
I lsi

,{

a1

Пoбyдyвaти фyTKцlP pозпoдiлy вибipки, oбuислити вибipкoвy
сepеднЮ }}тливiсть i вибipкoBy ДисПеpсiю-(нeзсyнeHy ouiнкy).

6: У вiддiлi теxнiчнoгo l(oнтpoлЮ бy"'io вимipяilo 200 Ьyлoк 3
пapтiТ, BигoToBленoТ oДниI\{ aBTolvtaтиЧttиivl веpстатofo. У тaблицi дaнo
вiдxилеtl}Iя дiaметpiв вiд I{oп{iнaлy (y мiкporiax) пiсля гpyпyвaння: 

-i

Мeжi Bi.цxи. I-20,лeнЬ - l 5)
[- 15, [- 10,

- l0) -5) [-5, 0) [0, 5) [5, l0)

l5llni

tLi

24 49 4l

Межi вiдxи.
ЛeнЬ [10, l5) [l5, 20) [20, 25) 125, 30)

26 17

3пайти вибipкoве сеpед}Iс i незсyнeнy oцiнкy .цисIlepсlТ для цих
в iДxиЛeн ь.

7. 3а д.a}Iиt\lи задачi 6 знaйти надiйнi межi дJIя мaтeмaтIlчtloгo
спo.цiвaННЯ, m вiдxиле}I}Iя дiay9тpа вiд нoпliналy ДJIЯ гelreрaльнoi сy-
кyпtloсЦ nр, нaдiйнoмy piвнi 0,95.

8. 3 пapтii сталевиХ ПЛaшIoк зpoблeнo вибipкy oб'eмol{ 200 i ре.3yлЬтaти ви^м!цюBа}I}Iя тoBЩи}Iи IIлaшoк згpyпoваiro в |2 iнтеpва.iriв
IIIиpинoю в 0,02 мпл, PeзyлЬтaти нaBe.ценo в тЬблI,Iцi, дe B IIеptIIOT\,{y pяt.

152

;l

j

'*
,tr

*
{Д

#
{t

,tf

кy зallисaнo сepeди}lи. iнтepвaлiв (хi,
tIIoK' тoвtцI{нa якt{x }tiс'TитЬся y цЬoпДy

1 B дpyгЧмy (ni - ЧисJIo ПЛ8.
шrтеpBilJl1: j

xi 14,41 14,43 l4,45 14,47 14, 49 14 
'Б 

1

I l4n1

14,53 [ 4,55 14,57 14, 59 14,61 14,63X1

ll2l4ln,i

4'l3'8g,?*1

nt

76

3нaйти вибipкoвi сepед}I6 i диспеpсiю, a такoх{ }IезсyI{енy oцiнкy
диспеpсiТ.

9: Hа завoдi бyлo IIpoBедeнo ЦoЧтpgЛЬIte вимipюBa}I}Iя 200 oднo.
тиIIIIи1 Дeталей. Pёзyльiaти, здoбyтi пiсля гpyдyвaння.' нaBeДе}Io B

тaблицi, Д€ y пepшIo}ry pядKy yкa3aнo сеpeди}t1 lllтеpBaЛlв (IlIиpи[Ioю

0,l мм), fl У дpyгolt,ly _ Числo pе3yЛЬтaтiв вип,tlpюBa}I}Iя' щo пoтpаtlи.
JIи у цeй iнтepвал:

3,9 4n0 4144,2 413

22 40 79 27 26

3пaйти вибlpкoвi сepeднe l дисIlepсlю, a тaKo>I{ llезсyшetly Oцi'{цJ

o".nifl:t'y 
ur*iлi теxнiчнoгo l(oнтpoлIo BиIt{ipяли глибинy пaзiв 2fi

IIлaIшoI(; y тabлицi нaвeдeнo peзyлЬтaти вимipювaння (y мм):

9,4 2,4 2,8 ?,! 2,7_

2',6 2,7 2,6 2,8 ?,92',7 2,5 2,4 2,5 2,5
2,5 2,4 2,7 2,4 2,4
2,5 2,6 2,6 2,4 2,4
2,8 2,4 2,5 2,! 2,!
2,8 2,4 2,9 ?,q ?,?2-,5 2,4 2,4 2,6 2,4
2,6 2,6 2,7 2,2 2,6
2,6 2,6 2,5 2,6 2_'5_

2',7 2r5 2,7 2,\ ?,12,4 2,6 2,6 2,6 ?,7_2,4 2,3 216 2,4 2,3
2,5 2,6 2,8 2,3, 2'7
2,1 2,6 2,6 2,1 ?'62,6 2,7 2,7 2,6 ?,t2,5 2,3 2,4 ?,7_ ?'62,5 2,5 2,6 2,5 2,4
2 ,3 2 ,8 2,6 ?,q ?,!2,2 2,6 2,6 2,4 2r3

2,7 2,2
2,6 2,6
2,4 2,6
2,5 2,5
2,5 2,4
2,4 2,4
2,4 2,4
2,5 2,2
2,6 2'ь
2,6 2,6
216 2,5
2,5 2,7
2,6 2,2
2,5 2,4
2,7 2,6
2,4 2,2
2,3 2,6
2,6 2,4
2,4' 2,4
2,3 2,5

2,2 2,6 2;4
2,3 2,5 2,4
2,4 216 2,5
2,4 2,6 2,3
2,4 2,6 2,2
2,5 2,6 2,2
2,4 2,3 2,2
2,5 2,5 2,4
2,6 2,6 2,4
2,5 2,6 2,6
2,4 2,Б 2,Т
2,6 2,6 2,3
2,6 2,1 2,5
216 2,4 2,5
2,4 2,4 2,6
2,6 2,5 2,3
2,5 2,4 2,6
2,4 2,в 2,6
2,6 2,5 2,4
2,6 2,4 2,6

t5а



a) 3нafiти вибipкoвi сеpeдIlr, i Диспepсiю глибини
пoсepeднЬo 3a ,цаtII{мП таблицi; 6) зpo6llти тe сaмe
П-epeднЬo.гo гpytlyвaння дaних . Для гpyпyвaння poз6ити
q2.'0.; 2'81 нa чoтиptl пpoмi}I{кt,l: (2,0: 2,2|, (2,I; 2,4|,
(2 ,6; 2,8J.

Пaзy без.
пlсля пo-
пpoмilкoк
(2 ,4; 2,61,

l l . 3 мeтoю виэпaчeння сepeдньoi вpoжайнoстi пIшеtIицi нa
плoщi 500000 гa пPoведeнo вибipкoве вимipювaнI{я вpoжайнoстi
на 2500 гa. Peзyльтaти вимipЮваIrЬ Пoда}Io y тa6лицil

Bpoх<aйнiсть
3 l га (в ц) |5_|7 t7-r9 l9-2t 2t-23 23-26 26-27

Kiлькiсть
гeктapi в 300 500 700 600

' / 3нaйти вибipксвy сepедню вpoх<aйнiсть 8 гel{тaрa i вибipl(oвy
ццсц9Pсiю. 3найти ймoвipн iсть Toгo' щo сеpeдня Bpo}I(aйнiсть Ь
б00 000 гa вlдpiзняeться вiд вибipкoвoТ сepeднЬoi не бiльше нiх< нa
9 I(г.

|2. 3 пapтii*oлн.oтипIlиx висoкool\лIlиx Pезистopiв вiдiбpaнo для
кoнтpoлю l0 шт. Bимipювaння пoкaзaJIИ тaкiвiдxилeн}Iя вiд нoмlнaлY
(y кiлooмax): *l, +3, _2, +2, +4, +2, *5, *3, -2,+4.3нaйтilвибlpкoвi серeднq ! диспеPсiю вiдxиЛeння фактичнoТ веJIиЧиIIи ollopy
вlд номiнaлy y цiй пapтii. 3a рoзпo.цiлoм Cтьюдeнтa знaйти нaдiйнi
мeжi дл1 lvtатeмaтI{чшoгo спoдiвallня цЬoгo вlдxилення пpи нaдiйнoмy
plвнl 0,9б.

s 
'т. 

Кopэпяцlfiний 3B,язol(
мlж випaдкoвиAAи вeлиЧинa,*и. Peгpeclя

l. BивчеHня BB'язкy 3a .цoпol}loгoltl llpяll{иx pегpесlIо
У $ Up 6ул0 Bведe}Io пoняTтя l{oефiцiента I(opеляцii р :Е p (Е' ц) мiх< дBoMa BиIIa,цKoBиMI{ велиЧинaMи Ё i ц. Пp"
цЬol\{y Qyлo IIoI{a3aHo, щo KoЛи Е i ц не3aлe)I{нi, тo p --0,
а кoЛи Ё i ц зв'язaнi лiнiйнoю зaле}I(нiстю (i тiльKи в цЬo.
Мy.випa,цKy)' тo Ip (Е, Ц) l : l. Якщo 0 < lр (Е, Ч) I

BBilI{aTИ, Щo чиM блих<ue I p (Е' ц) l дo .l , тим <блих<Че) 3a.
ле)KI{iсть мi>к 

-[ 
i ц дo фyнкuioнaльнoТ зaлe)I(нoстi ви,ЦУ

Ц - аЕ + b. ToмУ Цiлкol\{ пplrpo.цниIvl r IIитaння гIpo нa.
блих<енe зoбpaх(eння зB'язкy мiх< Е i ц y Bиглядi лiнiйнoi
фyнкuii (для цiеi IvIeти BиI(opистoByютЬ тaI(o)K lloЛiнoми
BищI{x стеIIеrIiв).

o з н a Ч e I{ H Я. Пpямa U : сx * Р нaзиBarтЬся
IIpяI\{oю pегpeсii (aбo IIpяIvtoю сepeдIlьoi Kвaдpaтичнoi
peгpeсiТ) ц на Е, якщo кoефiцiентIa d, F вибpaнo iaк, Щoб
сеpеДIre l{вa,цpaтичI{e вi.цxилення сr$ + р вiд Ц 6yло мiнi-

300t00

lб4 165

L,IaлЬнl{lf,

lvt (ц - a[ - р)o - mlП. (e0)

Aнaлoгiчнo BизHaчarTЬсЯ ПpяMа pегpесii A нa Ц.
3 yмoви (20) лeгкo Bи3l|;lIl}lти сg i 13. BикoI{aBшIи елеMеtI-

тapнi тoтох{нi пеpеTвoрсllllя ' lliстаtlеMo

]vl (ц _ a| _ l3), =* lVl (,l .-. /}lц - d, (Е - IvtЕ) +
* Мц - a,lVlЕ - F), .: /t/l (ц *- Мц)2 -_ 2аNI[(Е _ Iv'в) Х
Х (ц - lvlц)] * с,lYl (B - lvlЕ), --l- (lvtц - сt,,lVlt _ P), :
- o|., _ 2aсov (Е, d + o,o? -F (rYln - сrМЕ _ B), ==

: o1 _ 2аpoton * сuoo3 + (}1ц - сr,lШЕ - 0), :
_ (Рoц*- 6Е0Е), + (l -p,)oi * (vlц-aПlЕ-l3)*, (2|)

де p : р-(Е, Ц) : сov (Е.ц). 
- Koефiшieнт KopеЛяцiТ мiх<

ogoц

Е i ц. 3вiдси BиtlЛивae' щo yмoBy (20) бyлe Bикoнaнo'
якщo

Рon-сrо,Е -0,
q' -,р-h-.oв'

8вlдKl{

Koeфiцiеltт сt I{aзиBa€'тЬся к o e ф i
сiiцнaЕ.

РiвняHня IIряMoi pегpeсii ц нa в

,lVtц*сrlVlЕ-F:0,

р == lVlц - с[ivlB. (22)

a _'+ х-!.Mц_ p+мЕ,
aбo

U_lVtц ,,сзp +Ф_It{з).l.oв

Aнaлoгiчнo дoвoдитЬся, Щo IIpяI\{a peгpесii Ё нa
piвняння 

х_ll"t-A 
oв

'1Е -Pй w_lvlЦ).

aцtе}Iтold peppe.

Mar' BигЛяд

(23)

n мae

(24)

TеopeЛJа, 3. ПpяJ|lа pееpеctt т| |dа Ё з6iеа€mbся 3 npя'l|пo|o
peepеciI Е tIа ц moОi i miльrcu moli, Koлu l p G' Ц) l : l.

ДoведeнHя.Пopiвнюючи piвняння (23) i (24),
IIeBaх(кo пepевipI4TиI, Щo BotIи BизI{aЧaЮTЬ тy сaMy пpяI\{y

тOД,i i тiльки тодi' KoЛи р == +, тобто р, : l. t



.3ayвaжeння. Р qiвнос'r'i (2l)
Ha Е' I\{ae мlсцe спlBBlднoЦIe}Iня

1tЛ (ц - (аЕ+ р))2 * (l _ р,) d, (25)

(ш9 в.елиЧtr}Iy iнoдi I{а3иBаЮтЬ зaлиIlткоBoIo l{исIlrpсiuФ; .al{aЛcгiчне
спiввiдHoIIIе}Irrя Мa€ мiсце ДЛЯ пpямoi регpесii I Ilа Tl. Звiдси BиI]ли.
Bae' щo ЧIrM I\4e}IIIJе вiдРiзняeться lp lвiд 1, тиM краIцll]\I n{О>кнa BBa.
)кaти нaблltlке}l}Iя Ц лiнiйниM Bиpaзoм af; -f-. р.

2. Bибipкoвi xapaKTrpисTI{I{l{ 3B'я3Ky. }{еxаfl Е i ц
BипaдкoBi велиtlиltи, 3B'я3oк мi>к яки]\{и тpебa BI,{Bт{иT.И;

B pезyЛЬтaтi n BиГIpoбyвaнь Дiстaли Ix гIap ЗIIаЧе}.IЬ I{иX
BeлиЧиI{ (х,, U), (х,, Uz), ... ' (X,,, U:).. Bu''бipковi сеpедIrri

i ДиспеpсiТ tloзнaЧиМo вiдirовi.цltо х ) !/, s;, s;, 3а оцiНкy
кoефiшiентa KopеЛяцii p : p (Е' Ц) Iиoх{нa B3ятI{ вибip.
кoвltй коефiцirнт кopеЛяцiТ r ** кoефir{irнт KОрr.ляl{iТ
мi>к poзIlotiлaми вибopок XI, X2, ...' хn, i у', az' ...' Uni
Пpи цЬoмy кoх<нiй Пapi (х,, a), ЯK i прlr побyловi oitrlo.
вимipнoТ фyнкuiТ poзПoдiлy вибip KLI' ivlи ITриIlисyсh4o

ймoвipнiсть +, 3гiднo з oзI{aЧе}IIIЯNl коефiцiеl'tта l{opе.

ляцii (Див. $ 32)
n

2*,у,_ йсу
f:l

ts}iIUlLttsас' Щ() liJlit п1.lяпtоi trlегpесiТ ц

Aналoгiчнo BизI{aЧaЮTЬся piвllяння вибipкoвих
Миx peгpесii: пp'Iмoi pегpесir ц нa Е

u *tr == t $(x*I).l sЛ

i пpямoi pегpeсiТ Е на ц

iVloх< нa дoBести (див. I l 1 ]) ' щo вибipковий коефiuiент
KopеЛяцii r' a oT}I(е' i вибipKoвi коефiцieнти pегpесii

r * i' Y e KoI{зисTeHт Iцv|NIИoЦiнкaп{и tsiДповilцниx Тесlpе.31 sу
тиЧниx Ilapaметpiв. Toмy гIpи ДoсTaT}IЬo BеЛиКИx l? Мo}кнa
сIIoдiватись, Щo вибipкoвий кoефiшiент кореляцii i BI,t-

бipкoвi пpямi peгрeсii бyлyть lvlаЛo вiдРiзняtтись вiд
тeopeтичIlиx.

3'ясyеMo геolvlеTpиuний сМисЛ вибipкoвиx IIpяMиХ pе.
гpeсii. Якщо !: ах -l- b _ piвllяння вибipкoвоТ пpямoТ
pегpeсii Ц }Iа Е, T0 згiдно 3 оЗ}'IaТIеЕII{яп,{ прямоТ регpесii

156

/?,'9дSry
(26)

гIp яI.

(27)

(28)

(див. (20} } шoв!4l{l1o 61,ти

- flXt - b)'== min'

lнaкшrе 1(e],liУЧи' ТIpЯtMil реI.1lt't.ii tце IIpЯNIa, ЯKУ нaблуl.

1"liеHo 1lрoвrДеtlo Чс]l)('.J ,,'i,.,,.j' (,.., I| i\ (' .]=. l, 2, ...' n) 3a

lvIеTo/loi\{ шaitпrеIIШIIIX кl]iU(l)[l,l.itr. ().t.iltе, piвгlяttHя tlpяMI{x

pегpесi1' Д.оЦiльtto :tll;lХ(Uц|l.l.ll JlllllIс t] .ГОl\4y BРIIla.цKУ' Koли

iouii, (*,, 1.i) (, ._.. l , 2, . , . , n) Гl)yllyloтЬся rloбли3y ,цеякоi
npu*ui (,iё M()i|{ll:l llсl)('lli1ll|.Гtl' ll;ttIplIкЛaД.' пoбyлyBaBIIIи

цi тoчки I} /{еl(zl l),гсll} ifi сllс1('M i кoоp;trltlaт) . Я кщo для тoЧoк

G'; 
-Й|, 

.. , ,'(*,, , у') ']:. 
.t,oс.гер iгaс,.гься po,мiщеl''Я , близь ,

Koгo /lo ПряN411ЛlFIlиttoГo, .Гo зaмi!Ч-'IдяN{иx peгpесii
1\{oх(нa рoзГ.ПяДaTll лiнiТ вищиx пopя.цкiв. TaK' нaIIриклaД.

N1oх(нa poзгЛяДaTl{ IIaр a6oлiннy pегpесiю

a:шх2 +Fх*Y'
зaмitlltBlllи yмoвy (20) нa yп,loвy !

jlп (ц * (aЕl + рЕ -t- Т)), : min'

3. oбчислeнlrя вибipкoвoгo кoефiцieнтa кopеляцiТ.
Пp, HrBеЛиKoMy ЧисЛi випpoбyвaнь вибipKoBиflI кoeфiuiент
кopеЛяЦl t обчиёлюс',гЬся бёзпoсеред[IЬo зa фopмyлoю (26)'

Якщo х{ ЧLIсЛo Bt,Iпpoбyвaнь n .Ц.yх{e- BелиKe (пpинaймнi

кiлькa .Ц.есяTкiв), To Д.Ля сtlpoщlнI{я oбчислеtlь дaнi мo>кнa

.гpyIIyBaTи i зaстосyвaTи MетoД yмoBниx Bap i^ант' яI( y пo-

IIеpедFlЬoМy Пap aгpафi . Bвах<aTиI\iIеMo, Щo,цaH i yхсе'.Ч{l?:
вaЬo i щo Пapa Чисел (х', Ui) спoсTepiгaлaсь nti paзiв
(i:1, 2, оо.t k; i .7 l, 2,.....l l).. To4i цi Дaнi зaписyютЬ

i фopмi TaK звaнoj KopеЛяцiйнoТ тaблицi

tlkt tL1

tLI+z nI

ta

f,u,
f:l

Ut
U2.

fl.tt rlzl
fll,z tlzz

- !, -!tt 
n!,- ':: .- .!.o,t !.t.

.*.-- - *-**"!: - " .T: - -':' .*!o,,,,!-.
IKKI

У цiй тaблlrцi |IIi== )n iiltlj: Е tllil .2,*':д fll:
i=i t5t t;l ^ _i-l

:, f| (re 
- це Чllс.Пo вЬli сITОсTеpe>кень). Toдi фopмyлa

lб7



(26) нa6yваe BигJIядy

ЕlХ ntf iUi _ n1U
?* i,i

tllaSу . (2e) 24-28
?8*32
32-36
36-40

=i_ 
jl1Т jHеxай {!+t 

* ,ri: hr (j -.l, 2, }o.' k -_ l), ai+t _* aJ : |l' (i *: l, 2, r.., l * l) * кpol(и ,adiиЦ"i.' 
.Пo.

3нaЧиМo Че,pе. ig , io.I{oМеpи Baрiaнт, щo ле;,I{aTЬ пpибли3нo
IIoсеpеди,Ii Bapiaцiйниx pядiв, i введеMo yIt{oBHi 

.вaрiaнти

|\ lЕЕв t _ io, a1 : i - io. oчeви,ЦHo,

Xt-Xio*Ш1hp Uj:Uio*uih,, (30)
Пp oс.1e oбчисле}IHя пol(aзy€, Щo фopмy Лa Д,ЛЯ вибipкo-

Boгo кoефiuieнтa кopеляцii B yмoвни}t вip iaнтаx Маr тaк,,tЙ
сaмий BигЛяд' яI{ i в IIoЧaTкoBиx Bapiaнтaх

s
# 

nцutai - nurr

3нaйти. вибipкogИI| кo.ettlillielt.r.. кOрrЛЯцiТ мlхr Е l ц. Нaписaти вибlp.
I{oBe plBtIянtIя пpяMol pеГpесll Ц }lа .Б.

ПepепиlllеIvto спotlaткy кopeЛяшiйнy таблицю, пpиймaючи ga Ba.
piaнти сepeд,иIrи вiДпoвi,rlниx itlтеpвaлiв: XL: 2,6; X, - 7,F; tp --- 

l2,5; ...., Xg: 42,5; h 7 2; уg:.6' Us_ l0; ...; Ulo *,38. Пiсля
ць0Гo BBeдeмo yп,Ioв}I1 Bapla}Iти' ПРИиtIяBши 3a yl,roBнl lryлl' нaпpI,Iк.
лilД, X3 : |2,6 | ga: l0. Toдi кopеляцiйнa тa6диця нa6yдe такoгo Bиг.

Pазoм |25 70 44 22 l2 ll 296

r>, (31)nsusa ,

a.Пe oбчислeнHя r laoсTaннЬoЮ фopмyЛoЮ ЛегlIIе, бo LIi,'i -Цiлi числа.
.Цля дoBeдrЛIз Фgp*yu" (3t) пiдстаBI{IvIo B (29) Bирaзи

(30)' a тaкo)к (ls) i.(lg); !

}n,,(хro* uthi Ф1o* af,) _ n(хto* h,i) (Uto* h,i)

nhpuhrso

\.-* й,(nщ oaln * lц ohnna + g t,h,rltr *
* h,h,; fuiltpi _ f|, (щ, + hlu) (Uto + hga)) *

\lutv!- nф

flsusa I

_2 llб 9 - |24

-l 9577-ф73
014283-36
l--8124--24
2167ll--16
3 G - I I 8 3 -''4€--2l_3
бф-+t82l6
6 - - - - - -7_Ф--.__ll

Paзoм t25 70 22 llt2 296

x
t, I

Q: +:;r024n
(-2) + 73 . (- l) + 36 . 0+ 24. I +

0-4
4-8
8-12

12- l6
I6-20
20-24

lБ8

lТ
B3

1l5 9 - _ ф
9677-a-
I 428 3*8124

:

15*20 20*26 26*-30 30*36 36*40 40-48

10.'*15 l5-30 2A-25 25-30 30.,.-BS 35*-40 4A*4g

169



,&;i
t-

жс$!"

,3:*х otft-
+ 13"9+-

fu - Vm ==- l,Tt6;
I

(й)а: й- u24.4+ 73.l+ 24.l+ 16.4+
3 . 16-+ 4 . 25+ I . 49) -- 0,5988 :2,922,

sp =* {M* 1,710.

oб.

sr
#nцuto!: 

ll5 . 4+ g, 2+ g . 2+ 67, I + 12, t +6. 2+

+l .3+4 " 2+7 . 4+ t .6+ I .6+S. g+2. l2+l . B+
-l- 3 . 12 + I . 16+ 3 . 20 +2 . 26+ I . 30+ l . 42: g66.

3а фpмyJloю (3l)

\l
44ntiuiai-nua
LI (-!,632)- (- 0,598)966 - 296

nsusa 296 . 1,715 . 1,710
* 0,986.

oскiльKИ r дyх(e МаЛo вiдPiзняетьчя вJ.Ц.l, a uислo вIrпpoбyваlrЬ n::.296 дoситЬ велltке, To зЬ'язoк мiхс [ i Ц Пoвинeн oyти iйаь<е лi.
н iйним>.

.Ц.ля 3}tаxoджeн}Iя вибip.кoвoгo piвняння пpямoi peгpeсiТ тpeба
ще знaйти вибipкoBi сepeднi i i i. 3a фopмyЛoю (l8)

;: *h*hri- t2,5+5. (-0,632):9,84,
т: Uio* h,i: t0+ 4 . (-_ 0,598) * 7,608,

8 зa фpмyлаIt,tи (l9)
sff - hld.u:5 . |,7l5:8,б75, Sи : hzSo:4 . |,7l0:6,84,

Toмy , 
pjвяяння вибipкoвoi пpямoT peгpесii Ц нa Е ма€ B и Г'Л я/{

(див. {27),')

у _7,608 _ 0,986 . ffi- (х 
-9,34),

aбo

у * 7'608 - 0,786 (x _ 9,34).
Bпpaви
13. Cepeдня жMЧеqaTLpa ЧеpB}Iя y мiста x А (в) i B (ц) вимipю.

BaлaсЬ пpoтягoм 40 poкiв. PeзyльTaTIl вимipюBань ltаведe1lo-y табnnцt

:-l ' ll -' l l il": l ,- fl : l
12,0 10,8
12,0 l l,3leo 12,0
12,0 13,0
l2,g l0,g
13,8 10,0
l3, l l l,5
13,0 13,0

160

13,9 10, I

14,2 10,0
14,0 10,0
l4,o 12,0
13,9 12,4
13,0 I 1,0
14,9 13,0
14,9 14,2

l5, o I s,8
15,0 16,0
15,5 I 3,9
I5,9 14,7
16,0 13,0
15,9 15,0
16,0 1.6,0
16,9 l2,g

17,2 l3,g lg,l
16,9 l4,B lg,4
16,9 l5,o lg ,2lT,0 16,0 lg,3
16,8 l7,A 20,0
17,5 16,0 20,0
18,0 14,0 14,0
l8'0 l4,8 |4,О

16,0
17,8
15,0
16, I
17,0
17,7
l4'E
15,2

с.клaсти t(opеJlяuiйнy iаб.тицю, Цpовiэчr^JpIцIB3r'Еl^saч{Тi длTс.кJlacт}l t(opеJlяuiйtty тaб.TиЦю, Цpов1вlIIи гDvIIvBаI{Е't дaflиЦl' ДJIfl

грyгIy3aЕкя йзбй hpoмiжки 
,змiЬи 

Е |z"*z06) i Ц (l0о*l8,) нa 4
фшfiжк.и пЬ 2" '- '- i4: 

-у 
тa6лицi н3вeдеtrо реЗ}'ЛI,тaт}l в}lfolipюватtня Nlaси (Е Iiг) i

зpoстy (ц сN') 50 yuнiв:

117 ,5-* 122 ,5
122,5- 127 ,5
127 ,5- 132,5
132 ,5- 137 ,5
|37 ,б_ l42 

' 
5

t42,5-l 47 ,5
r47 ,5- I 52 ,5

Pазoм 50

3найти ви$ipкoвиfr коефiшiецт кopеЛяцiТ}iж Е i ц. 3aписaти вибiр-
кoвe piвняння IIpяIиoi pЪцpeсiТ ц Ha Е" t'rтя сIIpoЩeнI{я oбчислень

3нaйти вибipкoвиg коeфiшir.нT l{oрeляцiТ мiж Е i ц. 3aписaти рiвнягl.
I{я пpямоi pегpесii I IIa Ц.

i6. У iaблицi riaведeio pезyJlЬTаTи aПa'Iliзy l00 пpoб залiздоi,P'y:
ди дeякoгo po.цoвищa Ha вмiст y pyдi (y пpoшeнтax) Fe,o3 ([) i
Fеo (ц):

iil -. t
5 5 ll
6 7 2 16
t427_l i i

l;l
2
I

:l
l81B

Ф
I

I

Ьl

I
(O

g
I6l

!tr
с!

I
сo

сФ
I
a

ч{с\

(O
сa

I Paзoм

30-40
40-.50
50*60
60-70
70*80
80-90
90* 100

218 10232
6142224
63r9
i - 2 *: t24

6

Pазoм 16l0 20 2A 26 100

3нaйти вибlp.ковий ко.ефiцiснт кopeляшiT мi>к g i ц. Haпиеaти piB.

" " 
* 

TЬ .",f H; -liffiъ};x''xi' i; * iджyв aцa сЬ 3 a л e}I{tl iсть вм iетy с i p lffi
y зaлiзнifl pyлi вц.глибинИ gaЛflTaння. Бyл9-B3ятo 290 пpoб нa..piз.
irих глибинЪх. PезyЛЬтaти пoДalio y кopеЛяцiйнiй тaблиЦi, в якiй .le-

pф Е IIo3IlaЧel{o вмiст сipки y в3ятиx пpoбах (y ПpoцеЕIтax), чepeз ц _*

iлибинy мiсuя 83яття п1lоби.

l6r

Г
i;l

З
сf)

I
rJ)

fr)
с\I

Ч.t
сo

Iч
Б

3*,5*37 15

I I 3-8606



I
в
C!

lrra

0* l0
l0-20
20-30
30-40
40-50
50-60
60-70
70-80
80-90
90* 100

100- I r0
I r0-120

l- I -2
2 --r; 3- 2 2 I8 2 5l- | 246521
4 4 t42 5 t2l I223j

4
4
3
I
I
I
3

3

3
4
I

3+
3l
3l
l8
12
5
4
I

35
37
4A
36
33
35
30
l6
l5
t0

I
2

6l
63
6l
4lJL

Разoм 13629 I 12 20 24 2t l8 7 4 5 290

Знайти вибipкoвиfi кoeфiuir}IJ J(opеляцii мlж Е, i 11. 3aписaти вибlp-
кoвe plB}lя}IIrя пpя.Il{ol peгpесll B нa Ц.

Poздjл vll
HA}trпPoсTllшl ви]lAдкoBl tlPoЦEси
g 38' Пoняття випaдкoвoro пpoцgcу"
Лaнцюги Мapкoвa

l. Пoняття B}tlla.цI(oвoгo гIpoцесy. B xx ст. пoтpeби
IIpиpo.цo3[IaBстBa' 3oкpечa фiзики ' tIoстaBI{ли пepед Te-
opieю ймoвipнoстей HoBi заДaчi, ДJIя poзB,язaння якl{x
iснyючиiц aпaрaт BИЯB|4Bся недoстaтнiм. {e BИKIII4I{aJIo
пoяBy нoвoi гaлyзi теopii ймoвipнoстей - Tеopii випaдKo-
Bиx (aбо сToxaстинниx) пpoцесiв. CтвopенHя цieТ теopii
бygo З.ц,iй-снeнo B TPrrдцятиx poкax A. Ivl. KoлмoгopoвI{Ir{
i o. Я. Хiнчиtlим. B сyuаснiй тeopii ймoвipнoстeй.пеpe.
Bilкнa бiльшiсть дoслi.цжень стoсyrтЬся BиBЧeI{ня BиIIад-
кOBиx llрoцесits.

У цЬoмy llapaгpафi дa}Io зaгaлЬllе oзнaЧeння BиIIaд.
t{Oвoгo tlpoцeеy' пiсля чoгo 6yдe Bнвчrнo нaйпpостiшi а
ЕиIIaдI(oBI.Iх tlpoцeсiв*таIt звal{i лa I.IЦЮги ш1 8P.
к o в a, якi бyли 3allpoвa,цжeнi i систеN{aтиЧHo вивченl
ви,ц,aтH}tl\,l рogiйсЬI{t,Iш,1 ryt"aтeшr aTИкoм A. A. tЦapкoвиIvl"

oзнaЧeнfiя. Нexай (CI, s, P)_ймoвipнiсний
пpoстip (Д,ив. s |2); T -.цеяKa Чис.IIoBa Мнo)киIIa. Bи.

r62

IIадкOBI,lI\4 IТрotlесoп,1 нa3иBaс,гЬся сiм'я BиПaдKoв}Ix Bе-
лиЧиH Е (t\, якi зa,Ц.sнi llа йшtoвipнiсномy пpoстopi (Q,
s, P) i зaле)KaтЬ вiд гIapаMетpa t с Ti

Е (0 : f (со, t) (t с.T, Ф € Q).

При I{oЖ{Нoмy сpiltсoвaIloмy значeннi | - to п,Iи Mar,Mo
BI.IIIадкоBy BrлиЧI,IlIy Е (/,') ..= Е (.о, t], якy нaзивaloтЬ
3 н a Ч е ш н я М (aГlо П е p с р i з о м) BипaДкoвoгo гIpo-
цeсy. Якщo зatpiксyBa.Ги (D .-:: (r)11, To yTBoрЮeTЬся FlеBипaд.
KoBa фyнi(t{iя Е (u,., , |\ вi,'lt rutlliсT дiйснoТ зм iннoi t; цЮ

фyнкцilо [la3l{B&to].lt р с а Jl i з a l[ i е tсl або T p a r K.
т o p i с lo BIrПа/U{.()t]oГo IIр()l(eсy. Oтл<е' сIIoс].еpiгаючи
B,plпat.ковий пpoцес гIpи Дr'II{oMy ексtIеримеttтi, MИ фaк.
тиЧНo сIloстrpiгаемo ollнy з йогo Tpас]ктopiй. Таким ЧI{HOIи'
BиIIatкoвий tlpoцeс Moх(нa poзГл Я'ДaTИ яt( сyкyгIнiсть
yсix йoго пеpеpiзiв aбo яK сyKyIIнiсть yсix йoгo тpaек.
тоp iй.

BипaдKoBi проltесIl, B ЯI{иx N{нo}I(инa T зЧислегIнa, Hfl-
зиBaЮTЬtlpoцrсаN,f}l 3ДискpеTIlиMЧaсoМ a6a B И п а Д, K o -

B и N{ и II o с Л i д o в н o с T я M |4. ПриKлаД.oп4 тal(oГo
пpoЦесy Mo}I(e бyти IIoсЛiдoвн iсть HезaЛе)кFIих BиIIaдкoBиx
BелиЧиЕI Е,, Е,, ...' Е,, ..t (тaкi послiдовнoстi BиBЧаЛИcЯ
в $ 3a); це r, BиlIaДковий rlpoцec, &ЛЯ яI(oгo T _ I\4}Ioх(vl:нa

IraTyp aIIьIII4x Чисrл. ЛанЦЮГи Мapксва, якi бyлyть BиBче-
нi B цЬoil{y пapагpaфi' Taкoх{ r пpoцесaми 3 дисl{pетtlип4
ЧaсoМ.

Якщо T e деяK}IIVI ЧислoBиM llpoмi>ккoп{' To вiдпoв iднlаЙ
BиIIaJ\ковий llpoцrс ЕIaзиBaЮTЬ IIpoцeсoM 3 [rепеpеpBни[4
Чaсoм. oД,ин 3 нaйпpостilшиx пpошесiв 3 неIIepеpBниM Чa.
сoшI - пyaссoнiвський BиIIaдкoвий tlpoцеC _ бyле poз.
гля[Iyтo B $ 39.

3вичaйно, ПflРaп4eTp t t{е обов'я3кoBo TлyN{аЧити flI<

Чaс. Пpoте в бiльшостi пpиpoДHиЧиx 3адаЧ' якi гIриBoД.яТЬ
дo BиПaдкoBI,Ix пpoЦeсiв, Ilapalиeтp t e Чaсoшl' a зНaЧе[IHя

Е (l) _ ше tIеBнa xaрaктерисТикa сTa}Iy фiзиuнoi сисТеМI{,
Якa спoстеp iгaлaсь B IvIoIVIе}lт Часy t '

2. ПoняTTя ЛaнцЮгa fulaркoвa. Мaтpиця tlеpехoДУ.
Нexaй здiйснЮrTЬся IloсЛitовнiсть BиtlpoбyванЬ, B кo}кнo-
мy 3 якиx п{o}Kе нaстaTI4 oДHa i тiльки oД.нa з A пoгlapнo Нe-
сyмiсниx гIo/цiЙ Аt., А2t ..., Аu, ПoзначиI\,1o Чеpе3 Е, FIoп,Iеp

шoдii' Я,Ka I-lасTaЛа Пpи n-NIУ Bипpoбyвaннi (так Щo, HE.
пpи KJIaД,' 3аIIис Еn = i озttаЧal' Щo Пpи n-NIУ BиПpoбy.
Bа}Iнi нaстaЛa шotiя А'). Kах<yTЬ, Щo ця noслidoвнiсmь
вunpoбувань (aбo nocлiilОвнicmь вunа1noвuх вeлuцuт Е,,
Е,, r.. ' Е,,, ...) amвОpю6 лаIrцюr Mаprcoва, яIсщo Ймoвip.

ll* t0t



нicmb molo' щО |LpLt (t, _i'" 
-1)-мa вuпpo\уванtll pl * l,

2, ...| насmане nевна noОiя А|(i : |,in ..:, k), эа)ecЮumb
лuшIе вi0 moеo, яKСt nodiя Насmала npu n-JИa вunpoбув,а,ннi,
i не nсIлrИсumb вiО pвулbmаmiв nonеprdнlх вunpo6gвань,

Пpи вивченнi ланцюгiв Мaркoвa Чaстo B}кивaютЬ
тepмiнoлогiю, зaIIoз}fЧel{y 3 фiзики, a сaмr' Kа}I{yтЬ прo
Деякy фiзиuнy сисTеivly' ЯKa B кожний п{oN/tеHT Чaсv Mo}t(е
пepeбyBати..B o"Цнonдy 3 стaнiв А,, А,, ...' Аh i мoiке 3пдi.
}IЮBаТи свiй сТаI-| лише B певнi tvIoMе}ITи t,, {,, ..r' tn, ... O

t.л я Лa [Iцюгiв A{aр кова ймoв ip н iсть tlеpеxoДy B I\4oMеI{T
Часy tn .цo. сTаtjy А i 3aЛеХ{иТЬ Лише вiд ToГo' B ЯкoMy
-.та tJ i перебувaлa сисТеМа пiсля MoMентy Чaсy tn_t, i нЬ
зaЛФI{итЬ вiд сTaнy сисTеМи Дo I{ЬoГO MoMeнTy Чaсy.

3гiДнo 3 oз[IaЧе}IHяM Лa[IцЮгa Мapl{oвa гIpи 6удo."Kиx
n' i, i U, i : l, 2, ..'' k; n - l, 2,...) Bизйачейi yмoвнi
иL4oBlpнoстl

P tЕ'+l : ilfu: ku .. o , Еn*l : k,'-t, Е' : i} :
P {Еn+t : ilЕ" - i} : p,!},,

Ланцюг МарI{oBa llaзиBaЮтЬ o Д н o p i д н 14 M' ЯKщo
yIvIoBtIi ймоBipпостi p,{;, нe зaЛr}I{aтЬ вiд ni

pr;,t, : pti.

Flaдaлi pозгЛяда.гИNreмo ЛиII]е oДFlopiднi Лa[IЦюГи Мap.
кoBа, ToМy сЛoвo <сltFtoР iдн ий> oпyсI{аTtll4еMo. Умовнy
ЙмсlвlpнiсТЬ Рt, НaЗиBaЮТЬ iмoвipн iстю IIеpе.
x o.ц y сисTеM}l (зa oдин крок) 3 сTaFIy -Аt,цo стану Аii цer yп4oвнa й.мовiрнiсть IIастaЕIHЯ пoдii А j гIpи Деякoп4y Bи.
пpобyBaHHi qu yN{oBи, Щo пp[I lloпеpеднЬoМy BиIIpoбуйaннi
Haстaлa пoДiя Аi, Iмовipностi pti yтBopIoЮTЬ кBaДpаTHy
MaTpиЦю

/ p'', Рn

I Рzt Рzz

1 ".r
\ptr Рнz

IIеpexoдиTЬ .цo oД,HoГo 3 сTaнiв А,, А,, ...' Аh. Д4атpиЦЮ,

Щo l\,Iar BЛaсTивoстi (l ), назиtjаЮTb с T O*x а с т и Ч н o Ю,

Taким ЧинoМ' MаTppII{'l П(.p('х()lly r сToхaсTиЧнoЮ" Нaвпа.
KtI, кo}кнa стoxaсTиtltI;| Nlа,l.l) Itl.l'| Mo}I,.(е сЛy}KиTи NIaTрИЦею
Ilеprxoдy ДJtя Д.еякoI.(),/l;lll|(l()Гil l\\apKoBa.

Для зaдa}Iня ЛaIll(l()l.;l A1;r1ll(OBa неoбxiднo ЗaДaTИ Ще
.цеякий (IIoЧаткoвиii l)():tlI('li./l,), ToбTo pOзIIoдiл BIlПaДкoвoТ
BеЛиЧини Еr:

I, l . l) {Е' : i ),

rl0

li.

)r,,
i -l

I
Lо

Пpиклa.Ци

1. Bипa,цкoвe блyкaння пo ll1lямiй 3 llorЛинaЛЬ}l ИMI| стiнкaми.
ПpипyстиМo,. Щo ЧасTиIIKа ,.ЯKa 3IlilXo/l}l:l'Ьс'I IIа пpямili, B ПеBнi мо.
Мe}Iти Чaсy.Ц.lсTaс BиПaДкoBl ПolllTotsхl]' I]ul lllсЮ якиx Boнa pyxаrTbся
пo цiй ПpяшIiй. ЧaсTинкаJvIo)ке пеpeбyвaTи ЛиlIIe B ToЧKax 3 Цiлими кo-
opдинaтaми I, 2, ,.., k. B тoчкax 1 i k poзn,Iiшrенi пoглиHаЛЬ}Ii стiн-
к}l: яKЩo tIaсTиHкa ПoпaJIа B Oд}Iy 3 Циx ToЧoI(' Тo H aД,alIi вoна в цiй
тoчЦi i залиIIIасTЬся. Якщo )к Чaсти}II{а з}lаxoДиTЬся в oД}liй.з (B}IyT.

piшнix тoчoK>> 2, 3,...., .k : l, To I(oх(ний IIoш]ToBх. ПеpеtsoДиTЬ iJ нa
oдиницЮ BIIpaBo 3lМoBlpнlстЮ p l нa O.ци}lиЦto BЛ1вo 3ll\,{oBlpнlсTЮ
q (q: | _ p).3poзyмiлo, щo B I{ЬOш,{y пpиклaдi Mи l\дaeп4o спpaвy 3

лaнцюгoм Мapl{oвa. Fleвaх{кo ПеpеBipити, Щo IиaTpиця llеpexo'ЦУ Ma€
тaкиfа Bигляд:

qLl
0q

00
p0
0p

00
00
00

0

0

0

0000
0000

сО q 0 p

.. 0 0 I

ЯKу HaзиBaЮтЬ [4 a т p и tl е Ю II е p е x o Д y. (я N,Iaт-

Pиця Maе TaI{ i влaстивостi;
h

o<prr { I; ,Ip,,i=l
Пepшa BЛaстиBiсть oЧеBI{ДHfl, oск iлькlа Рti т iмовipнoстi;
дpyгa BIIIIЛиBa€ 3 гoгo, Щc сисTеMa 3 стaHУ А; oбов'язковo

104

Спpaвдi, poзгJIя}lеi\{o сIIoЧaTкy пеpший pя4oк цiсТ мaтpишi; в l{Ьolvly

Рnt : l, p,i: О (i + l). Це вiДпoвiдае тiй oбстaвинi, шl.o l(oли Чa-

сTиtlка B Деякий момент пеpебyвar в тoчtti l, тo i в нaстyпний l\{oМeнт
BoI{а бyле пеpeбувaTИ У цiЙ точцi з iмовiprriстю l (бо в rriй тoчцi - tlo.
глинaльнa стiнка), a йпlовiрrriсть ТТ ПеpеХo/{y B iпrшi ТoЧки лopiвнюr
tlyлР.-Лepeйдeмo Дo дpyГoгO ряllка, тУT .Рgl ; q, Pzз : p' реIIJTa _
tlyЛi. Це oзllaЧae, Щo I{oЛи (laсTИIII(а B Деякийt I\{oN{eнT пеpeбyвae B
тoчцi 2, тo B IraсTyгIний п,loMсtIT BoIIa Mo}I{е oПиtlитllсЬ B ToЧ.
цi/ зiмoвipнiстюg i в тoчцi J зiмoвipнiстюp. Aнaлoгiчнийсмисл
IvIаЮтЬ нaсTyIIнi pядки MaTрицi. РозгляHеMo' ItаpсLштi, остаrlнiй pядol{;
B нЬoп{y Рkk: |, pki: Q (i * k). Цe вiдпoвiдае ToMy, Щo KIIII4 Чa.

сTи}Iкa B деяKий мoмент пеpeбyвa€ в тоццi |е' тo i в насTyпt{ий мoмeнт
вoнa бyд. з iмoвipнiстю l пеpeбyB.aTи. в ц.fi тoчцi (бо в тoЧЦi A poзмi-
щe}rа IIoглиHaЛЬнa стittкa), a ймoвipнiсть iТ пеpеx()дy в iншi ТoЧI{и /to,
piвrrюс }IyдЮ.

2. BипaДкoвe 6лукaння lto пpямiй з вiдби PaЛЬ}| иMll стiнками
Poзг.пgHемо тy сaМy зaд8ЧУ tlpo BиIIадI{otsе блyraрня Чaсти}lKи |lо
пpямifr'' aЛe 3 таItоto змiн,oю B yf,,toвi: Ё тoчкaх I i k р$rliшeнi вiд6eу

ff,:

!:)

*ffiWff$1:r''"
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-=---&
f,!

ж

0l
q0
0g

0 0 .o
p 0 О3

0 p lО

000
000
000

тt (2) :

00
6) для блyкaltll,I 'lас1.Itltt(ll м irrt шi/t6иваЛЬIIиlvlи стiнкaI\4и

qro
0qr

opx
2.prl o

2pq

0

0

0

!U -тr

PogгляIryTi 3адaЧi гIpo BиIIaдKog9 блyкa}I}lя IIo IIpяl,Iiйr пpooбpaзalvlи бiльцl скЛaдIIи; фi,,oii"* зaдaЧ теop iiдифyзii, бpоyнiвськoгo pyхy тoщo.3. lмoвipнoстi пrpexoдyзa n Kponiв. []oз}IaЧI{Mo Чеpе3Рtt @) iмoвiрнiсть пepеxoдy систеhdи 3 cTaLI! Аi дO сTaI{y
ф ч'еpФ n i<poкiв, тЬбтo.ймЬвipнiсть io.o, Щo гIpи (s +* n)-My випfoбyвaннi }Iастaнь пoдiя А j-, яКЩо гIpи s-Iиy
Yипpoбyвa}Iнi нaстaла |,' Я*щo tt }'1 , ffi { fl, тo 3a
фopмyлoю IIoBIroi ймoвifrнoстi-- 

q v -- t

Pц Ф) ==. P tB,+,, : llЕ, * i} &
b

=- д P { в*m: /Eв == t} P {t,+n - !|Е,+^* f},
r!ill

тoбтo
h

pц (n} * Z p', (m) Рri (n * m),
?-l

Я"кщo *,1qиЦю !p,, (n))f ,i*1 tIo3H aчуITI4 Чepе3 лttlЬot\{y л ( l ) г- Jт), To oстaHFIя p iвн iсть, 3Гiднo 3
3' aЛгебpи гIpaBилolvt vl}|o)KеH IJ'l MаТpицЬ' o3I-IаLlaе'rl{ m

л(n,) - n|m)л(n_m).
3oкpемai гIpи m: l ця piвнiсть д.a€

п(n) * 
'[ 

. gт(n* I),
зв iдки BиIlлиBa€,' tJIo

gт (n| 5!g Jт,l

Пpиклад. Безпoсeeеgiй 
llдpз*yнoк пoказy€,.Щo I{0Л,и & > 5, T0fr4€тpицi n€pъъ!{y.j] лriа кpoки и саЪля lTolтdpeдт'Ё;pii'i.,iЬi,чв лopiв.}lюютЬ вiдпоЁiдHo;
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q 0 p

4. Tеopемa Пpo гpaниЧtli ймoвipнoстi.
TeopeJуcа, А, А. IYIаpItoва (epeoilIl,чIlа rnвopeJwа,), flк-

щo npu ОeяIсoJуIa s > a вci елемrнmu JИаmpuцi nеpeхoОу п (s)

ОoОаmнi, mo iснуюmb mаIсi сmалi цшcлa Ру Рz, ,.'2 po Рpа-
tluцtdi tLлаoвipнocmi), u|o ftфалeilснo вiО iнОeкса t 14аюmb
мi,cце piвнoсmi

0000
0000

q o p

010 0

q*pq
0

q2

000
000
000
000

0 .tt

0 .o

PI ..п(2):

0

p'l

0

2pq

p

0

2pq

0

q

0

q2

0

lg pц(n): Pl.

.Ц o B е д е н H Я, tля бyдь.якoгo нaтypaЛЬ}Ioгo
ll<i<ftпol(ЛаДeМo

а, 1(п) - Inin Рt1@), l3r Ф): max И1@)
l<i <Ё ,<i<&

l пoкaкelvlo^'. Щo гIpи Ko)I{нoмy фiксoBaI{oNIy i tloслiдOрнiсть
Ф1 (l)' О"1 p), ,t.' d1 Ф),... e неспадHoЮ' a пoслiдoвнiсть
Р; (l)' pl (2)' ...' Fl @), o.. _ IleзpoстаIoЧoЮ. Cпpавдi,
яl(щo n } l, тo, зг[днo з фopмyлoЮ (4)'

k, l
И1 (n):;, ptmРm@-')>,g:.,*i(n - l) > Pt^ -

T
n.d j (n * l) ) P'^ -Ф! (n - l).

пз:l t

oск{лhки Ця rrqpiвнiстр I\Щe мiсце гIpи всlx шiлих j (l < , <
< Ё), To 3Ёiдсй BиIIлI{B8€., Цlo Taкo)к

rnin Рti@)2цl@_ l)'
l<,<Ё

(6)

n
(2)

(n,) (пpи
BlдoIvIиI\{

щo I{oли

(3)

(4',t

(б)
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aбo

ai @)2 ai(ru * 1) (n : 2,3, . . .),

тoбтo пoслiдoвнiсть tщ tn))f*l * нeсIIаДнa. Aнaлогiчно
JloBoдитЬся ' Щo

Fi@){Р.,'@_ l) (n:2,3, '..),
тобтo Щo пoслiдoвнiсть (l3.' (n))Ll _ незpoстaЮЧa. oс-
кiльки 3aBх(ДI,I

осiФ) { l3; (n),

To IIеpшJa 3 Циx tloслi.цовнoстей oбмeжеHa зBеpхy' а Дpy-
Гa _"3I-Iи3y. Tомy 3a TеopеMoю пpo гpaницЮ lvloнoToнitЬi
пoслiдoвнoсTi iснyЮTЬ скiнчeннi гpaн ицi

Р j : Iim di Ф), Чl : lim Fi @),

Я*щo пcl{ilкеMo, Щo p; : ЧJ гIpи кo}I{FIoI\{y i, To Tеope-
My бyде .цoвеДенo. Cпpaвдi, осkiлЬкp:
аi@) {pсi(n){FiФ) (i: l, 2, r r o ! k; n. _- l, 2,...)

lim а,i {n) : lim Fi Ф) : РJ,

sвitlси 
k

pti Ф) * p*i tn): Е Фr, (s) - P*, (ф) P,i Ф - s). (8)
f:l

ПoклаДеNдo

p i, (S) ** Р*, (s) } 0'

рi, G) --- pntr (s) { 0'

I (rl

рi, в) * Р^,(s) * { l':;,,' '| 
l(lll()

t t\i,,,, tll(II[()

тoДi

,;

ii

fi

*
it,.

#

lfr
lГt

'rlt

, tii'
qfel
*.
.Ё
'Y.

{

,i
li.
i;
.t
!i,

;tI
'фj

Si
v*"

#;
\.1.

$
Т
t:
'$
!.

1

ffi
rlJ'ir.

ii
1l

i:э

-у

ll
't

',, 
i 

':

,( !,1

fiP
#:
',fr

i:#

,tr
iit
ri

"ft

:ft
'Е
*

'lili't
,.[l

ff

ff
i

Т'тI;l
Iz

:= | р,'

V,\l;,1
It

a.' (/)i, (.ч) _ - |),,,, (s)) '.==

rl

(s) **,Ц Р,,,, (S) -]j: l __ l : 0,

rгo 3a теopeп,Ioю гIpo гpal{ицЮ пpoмiжttol змi HHoi TаKo}I(

lg Pц@) : Рj (i : |, 2, .. ., k).

Taким ЧиItoпd' зaл}rшaeтЬся дoBестI{' щo Рi.- Чi пpи
i: l, 2, ...' k' A ДЛFl цЬoгo.цoс[IтЬ IIoка3ати' Щo

}g1(I3,' 
(rz) * ОAi tn)) .. fl ff : |, 2o . . ., k),

aб o, Щo Tе саMe *'

звiдки

$v'{},:}si;l 
:hi,n"

oскiльки 3a пpIiпyще}IнЯN{ Рt, (s)

тohk

h,* =='Т уn< Е |p',(s) _ Р^,(s) l< 2p', (s)=- l,
-i

oT)I{е 
' 0<hи<l (i,ffi-:l,2,

Якщo Tепeр поKЛaсTII

o:,#я*-hm,

тo' Оскiльки Числo ЕсiХ ЗнaЧel{Ь htn' скiнче}IHr, 3 (9) B}IIIли-

Baс'' Щo Taкoх{
0< h< 1. (10)

3 piвностi (s) BиIIЛиBar, Щo пpI.{ всix i,r.a!! l, 2, ...' k

I tl ,i Ф) - Р,,i(n) l : l ; уY),p,t@ _ s) _
lr

.- ) 6lJ,r,,t @-s)l<

*l,?,g, Р,i (n-Ф |vIi|,-,g 
,уr}, @-s)} 6I|}t :

: ht*{g11 Р,i@- ,s) _,g}s Р,,i(n * s)) <
< fr (''t:*r ,i (h --s) _,g}'*.Р,i(n -- ф) :Е

.-_h шaХ |p'i@* s)* Рn,l@*s)Ь
1{/,rи S,Q

n-)oo n-+oo

lim max lptt @) - pmi @) | .- 0
rl->ool Sd.и slа

3a yN,IoBoЮ iснyе TaKе s } 0,
Мaтpицi п (s) дoдaтнi. Bвaжaючи'
(2) Мarivlo

(i : l,2r..o rk), (7)

щO всi eлeменти P ц (s)

Щo n } S, зa фopмyлoю

, k)" (e)

r ц (n) :,а p n (s) Р,i (n_ s),

Tyт i далi викоpисToBy€TЬся ТaKе oчевидIrе тBерд)I{ен}Iя:
|Z1, Z2, .",1 Z7 } - довiльнa скjнче}Iнa ЧIаеJIoва }'}Ioжи}lаt тo

- rnax I Z, - ?rr,| : max zt - mtn E;,I(/лz€A-o ---. Isd<& , 1<,*<A C
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f

l тoмy

шax .I pц @) _ P*J (n) l < h mflx I pц (n *s) _
l{f'и€A. l€f,rz<Ё

* PmI ('с _ s) l.

. зaстoсyBaвIIIl{ Цю tlеpfвнiсть t+] paзiв ([+] - цiлa
n\

ЧaстI{Ha числa *), дlстaнеI\4o

Гзl
,sxi o| 

Рtt Ф) - Pmt fu)| < h[Т J'а.',ii- 
|,,, (, -[+]') -

-pmt(".-l+1,) 
I

Пpoтe ,цpyгий шлнo}K}IиI( IIpaBoi частИHИ нe IIr pевиЩyr
oДиницl, тoп{y

max Ip,t@)_ P*l Ф)| <h[*].l€J.в{Ё

Пepеxoдячи в цiй Fieрiвнoстi дo гpaнишi пp 14 n + oo 
' Bpa-

хoвyЮЧи (l 0), ДiсTанеп4o

lim mаx I pц (n) - Pml (n) l : 0,
'l-}oo 

l€f'иdЁ

тoбтo дoвeдeнo спiввi.цнoшlенHя (7), a paзoм E тиI\{ i тeo.
peluly. I

Лaнцюг ЩapKoBa , ДЛЯ ЯKoгo iснyютЬ гpaниЧнi ймoвip.
нoстi PlЕЕlim РtiФ), нaзI{BaЮтЬ epгoдичниМ.
Фiзич нlаtl .ffi& пoняTTя еpгoдичнoстi lloлягar B Toп{y'
щo кoЛИ, ЛaHЦЮг МapKoBa r epгoдиЧниM, To пiсля BелиKo-
гo ЧисЛa виIlpoбyвaнь iмoвipнiсть Toгo' Щo сисTeMa IIe-
pебyвaе B сTанi А,, дopiвнюе p7, тoбтo ймoвipнiсть IIepе.
бyвaн}Iя сисTеMи B тoмy Чи iнlшoмy сTaнi пpaктиЧ}Io }Iе 3a-
Ле)I(итЬ вiд тoгo' B яI{oivty стaнi вoнa пеpeбyвaлa B IIoЧaT-
кoвий МoМe[Iт.

3yпиниI\4oсЬ Ще нa питaннi пpo oбчислeннЯ гpalrиЧHиx
iмoвipностей p7. cскiльки (див. (4))

п(n):ft{n_l)п'
h

Pц@}:д pff(n- |) p'i U, i - |,2,... , kI.

Якщo BиKo}laнo yN{oBи тeopeми Мapl(oвa'
циx piвнoстяx дo гpaниui гIpи n ,> oo'

h

Pt*}PrЦrt (/*1,2,...
7rl

Kplм тoгo' tlеpexoДяllt{ t} plвlroстl
h

2pц (n) * l
I-l

дo гpaницl tlpи n + oo ) знайДеMo

\tpr-1.
1Zt' 

r

Taким ЧI{IIoIvI' гpaниЧtli ймoвipнoстi p',, Рz, ..., Ph e poз.
в'язкoшt систеMи piвнянь

h

I p': }prРri (i: |,2, ... , k},

{- 
r:l

l х Pl: l.
t /,:1

Fleвaхскo .ЦoBесTи, Щo ця с}IстeМa piвнянЬ }.laс eдиний poз.
в'я3оK.

Ilpиклaд. Лaнцюг .lVlapкoвa lvlae тaкy мaтpицю пepexoдy!

1l0Тт

II
т0т
ll

тт 0

ПокaзaTи' щo цей лaнцюг epгo.циЧний i gнaйти гPaничнl ймoвipнoстi.
БeзпосеpедI{e oбчис.пeння lloкaзy€, Щo

lll€ ф244
lll?-тт
lllTтт

тoбтo уI\4oви тrqPе}lи .ЦаPЦoBa виI(CIНylотЬся пPи s _ ?, oтже, лаItцюг €

epгoд!rч}Il{м. $ЁhйдeМo гpаI-IиЧ}ti ймовipнoстi. Для цЬoгo зaIIицIeIvfo

тo' пepeхoддчи B

дiстaнeпdo

, k).

t{ж

ftr8 :

(l t)
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систсIrly plвняltь (l t)

Рз: Рa* 0. pu,

в цiй системi тpeTe
3BoдиTЬся до таI{ol:

h* Pz* Рg: 1;

piвняння € }Iaслiдкoм IIepIIIиx двox' тoМy систеI\,Iа

.Pogв'я3aвши цЮ систеMy' знaйдем o Рl. : Pz : Рl l}_Т"
g 39. Пуaссoнiвсь t1|'|у| Bипaд кoB|4Й пPoцeс

У ЦЬoмy llapагpaфi poзгляIlеMo oдин 3 нaйпpoсTiшиx
BиIIaдкoBих llpoцесiв 3 нeпrpеpBнип{ Чaсoм -_ Ilyассoнiв-
сЬкий IIpoцес; цей пpoцrс oсo6ливo ЧасTo 3yстЁ iчaеться
B РjзнoшtalriтI{иx пpal{тиЧI{иx ЗaсToсyBaнI{ях.

Hеxай .цеяKa поДiя А MO}Kе I{aсTaB aTИ y BиIIa.Д.кoвi
IvIoMrнти Чaсy. ПoзнaЧиМO t{еpе3 Е (0 ЧисЛo пoяв цiсТ гIo,цii
3a llpoмiх<oк Чaсy вiд 0 дo t. BипaДковий гIрoцес Е $) нaзи-
BalтЬся гIyaссoH i вс ь к и a,I' яI(Щo BI{I{OFIyЮTЬся
такi yп,IoBи:

l. Iмoвipнiсть k пoяв пoдiТ,,1 ta Чaс вi,lt T дo T + t не
аaле)I(итЬ вiд T; Ця ймовipнiсть Hе зaЛе}I{иTЬ Taкo)к вiд
Toгo, CKiльки.Paзiв нaстaBaЛa Пoдiя А to N{oМеI]Ty T. Пo.
sнaЧиМo цЮ ймoвipнiсть Чеpе3 Ph 0; TaI{иМ Чlt['IoМ'

Pн (t) .' Р tt (/) * Ё}.

2. Якщo l -> 0, To

Р'(/) *h't * o(t),
Pн(t) : o (t) пpи k} 2,

Po(/): I - ?'t +o(t),
Д,e ,I > 0 - деякa cTaЛa| a o (/) _ нeскiнЧeннo Maлa ви-
щoгo llapядкy вiд}Ioснo t 1тaбтo liш цvI - 01. t{я yп{oBа

\r*оl 1.v
o3нaЧaе' Щo ймoвipнlеть ЕIaетaння oднiеi lloдii 3a мaлшfу

t72

гtpомiжок Чaсy пpoпoPцifiнa BrЛ}lЧttнi цьoгo IIрoMilккy,
a ЕIaстаI{ня бi.цьtшe oдI{iсТ пoдii 3a Maлий пpoмiх<oк Чaсy e

IIpaKтиЧI{o I{еL,IOх(лиBиM.- 
BивeД.eмo фopмyrll4 IJIя ймoвipнoстeй Р* (f). Для цЬoгo

знaйДоМo сI.IстеMy лифepенltifl.Л [rl{иХ p iвнянь, яKy зaдo.
BoлЬI{яЮтЬ Ph (a ' i п1tсlirlтегPyt-N{o TТ.

oбчислиvlo ймoв i p ll i(].l.ll P,, (t l- 
^ 

l) тoгo' щo 3a Чaс
вiд0 дo t + A/ пoдiл А llelс,гaltе /с paзiв. L[i ft пoяв пoдii Мo-
}I{yтЬ poзIlo,Ц.iлиl'исЬ h -l-- l рiзними спoсoбaми, a сaMе:
3aпpoмi>кoк ll;lсy вi/t():цtl / ltoДiяt мoх(е I.IaсTaTИi paзiв, a зa
Чaс вiд l дo t -t- 

^t - 
II;lс.га'l'п |е - i paзiв (i : 0, l, 2, .Оt

...' k). Tомy зa фopMyЛoto rIoBltoi ймовipнoстi

Pн(t + Al) :_ P", (/) Рt*i (^l)'

aбo

Рa (/ + 
^ф 

:uj P; (l) Pн*i(^/) * Pи_r (/) Pl (^/) +
i:0
* Pи (/) Po (^/) (k> |),

Рo (l + 
^/) 

_ P0 (l) Po (^/).

ЗвiДси, BРaxoвyЮЧи yмoвy 2, дiстaнеMo

PьU + A0 _ (l - ?''t't) Pe (/) + l,^fP&.-t (,) + o (A/)

(k> r),

Po (l + 
^/) 

: (l _ 7''^t) Рo (0 * o(^/).

3 циx p iвнoстей з[IaхotиMo

PьG +.^l): Pa (/)

^t

=з _ fuPo (4 + f,Pt_r (0 +

+JsL ft>r),

Pt:0.Рr++ Рg**o,,

tl
Pz : z Р'.-l- 0' Рz'I* т p',

{r,i +

[,,'- Pz- Рg - 0,

l ,, -2pп* pg- 0,

I pr * pz* pa-- l.
)
i:0

-h.(l + 
^l) - 

Р0 (,)

^t

i.f.нi

.t i

,f
,1,

ПepexoДяЧи дo Гpaницi гIpи Ьt _> 0, Maeмo

dPц.(t) : _ lРь (/) + },Pe_l (/) (|з * l, 2,
dt

dPo..(l):-tupo(l).
dt

При цЬoмy 3 yI\4oB 2 BиIIлиBae' щo шtyканi
Pe (a зaдoвoЛЬняЮTЬ TaI(i пoчaткoвi yмoви:

Po (0) ;T 1; Pи (0) - 0 (k> l).

.), (12)

( l3)

ймoв ipнoстi

(14)
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ПpoiнтeгpЦBaв]{Iи p iвпяHIIя ( l 3) i} ypaxyвaнHяI}I tloчaткCI.
вoi }ril{oвI,r Po (0) 'в t ' 3IIaйдeI\{o

ПlдстaBляЮчI{ BI{paз (l9) B рIвнiсть (16)' oстaтoЧtlо
rYIaeturo

Рь (f) * Ч' е*\t, /а * 0' I,2, . . .
Pn (/) :6-trt

P н (t) : d_Ltuu U),

(20)

I{я формyлa i дa€ poзв'язol( пo(:TaвлeноТ зaдaчi. Tаким
Чиlloм, KoХ(ний пepep iз Пyассotl iвськoгО llpoцeсy Е (0'
тобтo йoгo 3НaЧеIlня tll)ll :tiulitlloмy t, с, BIlIIaдI(oBoю Bели-
чи}toю, Щo рoзIloдlлеlt;r За зaкolloм Пyaссoнa 3 IIapaI\deT-

ooЧfo,, 
l i 2,Щo Bи,HаtIаloTЬ llyaссoнiвеький BI{IIaдкo.

вий IIpoцес' 3 Beликoю тoЧtliстlо BикoнyIoTЬся в бaгaтЬox
Ilpиpoдниx яBищax i теxнi.lниx tlpoцесaх. I{aвeдеМo при.
Iиaди (ix ЧисЛo l\{o}кнa бyлo 6 зI{aЧнo збiльшити).

l) Числo Е (0 aтoмiв paдioакTиBtloi pеuoвиI{и, Щo poз.
fiaIIИcЯ, 3a пpoмi)Koк Часy t, зaДoвo.IlЬняe цi yМoви.

2) Числo Е o BIIKJIуIкiв, Щo rla.цxo.цятЬ нa тeлфoннy
стaнцiю 3a чaс / (в poбoui гoдини дoби), зaдotsoлЬHяr
yIvIoB}I, Щo BизHaЧaЮтЬ пyaссoнiвськvlfl пpoцес.

Дe aь (4 ^ нoBa неBiдoмa фyнкuiя (зoкpеМa, B сиЛy (l5) ,
uo (,) - l). ПiдстaBI4BIIII4 цей BI.Ipaз B (tz), дiстaнейo:

( 15)

( l6)

(le)

ПриЧoмy 8 (l4)

oскiльки uo
й.цeмo

звIдки

ПoклaдеMo
By (18)

звiдкн

Пoкaжeп{o' Щo

B (t7) k:
dv2 g)
т:

2 l вpaxyeМo пoчaTкoBy ylиo.

?\'t, u, (0) == 0,

ooФ ',= 
.н,.

взaгалi

aьG): ,?,,!o (/e:0, l, 2,...).

Нaспpaвдi' гI,Pg.гIyчT?.ЮЧИ, щo гIpи дeЯкoМy k ця фopмyлa
Mae мiсце, з (l7) i (lB) дiстaнeп{o

,doo+, O 
=_ x Qt}k _dt : l'"ff, Uь+r (0) :0,

звiдси

aь+l ft\: ,90j,+':фl \a/ _ ]ЕJJJг '
щo i дoвoдитЬ IIpaBилЬI{iсть фopмyли (l9) ДJIя всix цi-
Лиx k.
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B|дnoBlд| TA BкA3IвкИ

Poздiл l

l. 30. 2, 36. 3. 6 . 5 ' { == l20. 5. А?,.6. /3:. l20; А?. 3:
: 60. 7. /3o. 8. А',u. 9. 7| :5040. l0. B! : 40 320. l l. С3 : l0.
!2. a) CE,. Cf;,; б) CE,' C1,, l3. C|,, А|u, |4. 3Cв. С33; 5са3.

n(n_3) ' Аlб. '" 
'," 

' 
", .' 16. C|u" |7. сi8. 18. C?u " Cio. 20. 2Lo * с?o _

_ сln: 1013. 2|, Zll : ll10. 22. 3m.28' kn, 24. zLo' 25' а) 6;
|2t15IЕtrЕ20|

б) ffi. 20. й . 27. Cu,o. C?u.С?o:ff.
28. a) сЬ?; 6) C?т; в) С?o: C?o. 29. Сl3. 3I' сfr. 32. 6; |4.

33. ll; l; 0; 3. 34, 7z .:49i 7 . 6: 42. 35. 5 . 6 : 30. 3S. Ch+r.
BкaзiвKa. Якщo сПoЧaTкy ПoкЛaсTи B Pяд m бi"llиx кyлЬ' тo
ДЛfr Чopниx KyЛЬ тpe6a вибpати n мiсt{ь 3 m + !. 37. Cх*, зaM.
кiв, n_rn{ l ключiв дo I{o}K[Ioгo зaN{Ka. BкaзiBкa. Koх<нiй

;,.Il'-.-i;},,"ъ1iJ,,l;y';lЪ.,,',Ч1x-',f,ъ1""Т1HiТl?,?''"ff {;
y peшIтt4 члeнiв ltoмiсiТ. 38' A?o. 39. C\, ,{{). l + 

n (n * !-2'
BкaзiвKa. Якщo >кoднi двi гtpямi не ПаpaЛельнi i >кoднi тprr
нG пеprтинaютЬся B oднiei тoчЦi, To пiсля пpoBeдеН}Iя k _ l пpя.
Mиx k-тa пpяМа з6iльшyе ЧI{слo tlастtlн нa k, Tоrvly шIyкaI{е ЧI,Iслo

лopiвI{Юe 2+2+3+ 4+.o. {n.4l. ry. Bкaзiв.
Ka. Якщo шIyкaнe Числo I]oзнaЧkITLI ЧеpеЗ an, To, Bикopистoвyю.
Чи pe3y3Ьтaт ПoПepeДцьoi зaдaнi, легкo дiстaти pекypeнтнy фop.

-л , n(n*|| , (n_|)(,,*ЦФ,_3!*l2)
Ivtyлy аn*| * аn +-т + |.42. 24 r

Bкaзiвкa.ЧислoвсixДiaгoналeйдopiBнЮe#,^ЧI{с.

лo тoЧoK ilеpeтиIry дiагoнaлей ДopiBI{Юl СI (кoжнiй тoчцi IIepе.

lиtly вiдпoвiдaс пapa дiaгoнaлett, тoбтo 4 BepшIlI}Iи, i нaвпаки).
Тoмy, ПpoвoдЯ,Чvl пoслiдoвнo пo oднiй дiaгoнaлi, дiстaнeмo, щo

шyкaнe ч}Iслo дopiвнЮe l + c|+ry . 44, k:+, ЯК.

щo n*пapне; h:+ i A: +'якщo n_нeпаpНr.Bкa.

r70

8 i B к а" Bикopltстaти pe3yлЬTат llollеpeдньoi зaдaчi . 46, (nl)l.
48. Atu. 47, А!, 48, (n _ 2)| 49, 2 (n - 2)| (n _ r - l). 50. ё.x_n :
: Cfr:|.5t.0i*с|o=2l. 62, сx:|. BI(aзiвкa' Поpiвняfiте

3 зataчelо 50, 68. 3cЁ : 30. б4. 2 (бI)t : 2E 800, 6б. gE80.

56. 4Ctr,n, 67, (с}il,. 5E. 28t. Б9. +. B к a 3 iвка. Пpиeдна-

ти дo 20 книг 4 oднaкoвi llеpeгoрoдIilr i poзгЛянyти ПepесТal{oв'

KI{ цl{х 24 IrPедмeтiB. 60. +. BкaзiвI{a. Пopiвняйтe 3II0.

l

*ilj

,fi

ry
.tl
t,

гIеpeд}IЬoю sадачею. 08 , 1096 ,

Poзtlл I l

4. а) АEe; б) АBe; в) А UBU C; г) Me; д) АBC; е)

U BUс. б.+. а. a)#:+; б) l_*:

l, яI{щo k > |2, 9. }'#, l0. l * ",tr' якщo e < fl* ff|;

I, яI(щo A > n_ m.ll. a) *- ; 6)

rц
7

Т.
сt. сfl . зt Аfz

I

16Г:Т; B) ъ!_ ==

87
6) -TГ.JГ
(l - pn), 38.

4|. l _ i m х, 0,2. 42, 5. 48. 0,,16. 44.

q

й === 0,504; B) 0,994. 80. l _ (l _ pr) (l * P2) ,,.

2 tn*l m'l
+,3e.a) ffi;6) ffi.40.0.

tT\ \ tnz_щIы

lrv0,5.45.+I+

. 47.0,б2. ;;',) *
t77



A
524i2-ТГ'-т; б) t, +, т' 49. 06идвi ймoвipнoстi доpiв.

n7I{ЮютЬ;, 80" l-(l*Wr*(l_p}Ba)n' бl. 0,998. Bкa.
з i в ll a. ЗaстoсyватI,l фоpьrулy Eaйeсa" 5g. Нeхaй А * вийняли
oдrryЧopнyiтpи6iлi кyлi,III_Bypнi i бIлпх кyJIЬ i 3_I
Чoрtlllx (i:0, l, 2, .3)" Тодi P^v]o/ф: P (H8/ф :0, Р (HJА) -I 4 mv: t, P (H'|/) : Ё . 53. # : 0,952, 64. 0,2|4. 6б. Нexaй
А_ вийнятo бiлy KyлЮ' H1-ypнa мiстить i 6iлиx KyЛЬ i n_i
Чopниx(i:0,l,..e'n).ToдiP(H'/А):#;нaйбiлЬIII

iмoвipниМ € Hn, 5CI. +, Bкaзiв Ka. Bикopистaти pе,yлЬ.
тaт ПoпepeДньoi зaДачi i фopмyлy пoвноi ймoвipнoстi , 67,Iмo.
вipнiсть тoгo' щo C BлyЧI{B, ДopiвHЮr #= +. 58. + .

64. А _ пoявa шифpи гIpинаймнi ПрИ oДHo^,ty 3 ДBox пiдкиДань
гvloнeти; Е _ пpинaймнi oдин Пpol\{ax Пpи тpЬox пoстpiлaхi a -тpи пpoп{axи пpи тpЬoх пoстpiлаx. 65. А: АLА2А8; B : А1А2А,;
C

nnnf==lB п Аt f- 
'|J.А,; 

D - .LJ.Аti Е: А,t, ,,,io UА,АJ8..сf="1 t*l fr*rt

tr,n U ..o U А\ сlo Аo-tАo P - ТТЕ; o: D; Е: C.
2(n-r - l)68. # 69. I"v' n(n-l) '

c?. c#
т 

я10,39.

l2l

70.#,
cn

х О,43, 75. 
4??!

'CЬ3.
a^ 6l
7t'. -66- аr 0,0l54.

. 8l. BKaзiвкa. Tpеба

тoбтo, *"(+),.=(*).,

79.

19. тТ3тг. 80.

54
ДoBrсTИ,Щo l_Е>I

nfvn-m
-* с;О

cl^
74. l-

с3,

а'Fl aс|з . C\n
IIо

CE,
nl

6n . nt"l n," 
r8'\ #ut

(t6-l ,
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